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Einleitung

Das Standardmodell (SM), eine lokal geeichte Feldtheorie, beschreibt die durch Eichbosonen
vermittelte elektromagnetische, schwache und starke Wechselwirkung zwischen Elementarteil-
chen. Diese sind durch die Fermionen gegeben, die wiederum in Quarks und Leptonen unterteilt
sind. Zu den Quarks gehdren das Up—, das Down—, das Strange, das Charm—, das Bottom— und
das Topquark, zu den Leptonen das Elektron, das Myon und Taulepton sowie die Neutrinos.

Das Standardmodell gehort im Bereich seiner Vorhersagen zu den erfolgreichsten Theorien, die
Vorhersagen befinden sich bei heute erreichbaren Beschleunigerenergien in sehr guter Uber-
einstimmung mit dem Experiment. Trotzdem haftet dem Standardmodell der Makel des Un-
vollstdndigen an, denn die Massen der Quarks und Leptonen gehen als freie Parameter in die
Theorie ein. Die Massen der Fermionen miissen experimentell bestimmt und als freie Parameter

in die Theorie eingefiigt werden. Der Bereich der Massen reicht dabei von etwas mehr als einem

halben MeV im Fall des Elektrons bis zu mf;;e ~ 174 GeV im Fall des Topquarks; im Rahmen
der vorliegenden Arbeit werden die Neutrinos als masselos angesehen. Das Massenspektrum er-
streckt sich demnach iiber fast sechs Grofenordnungen. Weiter beschreibt das Standardmodell
ein hypothetisches Higgs—Boson. Dieses konnte bisher im Experiment noch nicht nachgewiesen
werden, seine Kopplung an die bekannten Elementarteilchen wird aber bené6tigt, um diesen auf
eine mit der Theorie vertrigliche Weise Massen zu geben. Auch die Masse des Higgs-Bosons

geht als freier Parameter in die Theorie ein.

Eine Folge der Quantisierung von Feldtheorien, also auch des Standardmodells, sind sogenannte
Renormierungsgruppengleichungen (RGG). Diese beschreiben eine Abhéngigkeit der Parame-
ter der Theorien von der Impulsskala (). Bei den Renormierungsgruppengleichungen handelt
es sich um ein gekoppeltes System von nichtlinearen Differentialgleichungen erster Ordnung.
So ist man unter Verwendung der Renormierungsgruppengleichungen in der Lage, die physi-
kalischen Gegebenheiten an verschiedenen Orten der Impulsskala miteinander in Verbindung
zu setzen. Die Massen der Quarks und Leptonen stehen zu sogenannten Yukawa-Kopplungen
in Beziehung, deren Verhalten bei Anderung der Impulsskala ebenfalls durch Renormierungs-
gruppengleichungen beschrieben wird. Zur vollstdndigen Festlegung einer Lésung der Renor-
mierungsgruppengleichungen wird jedoch ein Satz von Anfangswerten benétigt. Damit bleiben
die Werte der Parameter und demzufolge auch der Massen weiterhin durch die Theorie unbe-
stimmt.

Schon hier sei angemerkt, dak der physikalische Giiltigkeitsbereich der Renormierungsgruppen-
gleichungen nach unten und oben beschriankt ist. Diese Beschrankung nach unten ist in dieser
Arbeit durch die Skala der elektroschwachen Symmetriebrechung, Q@ = v/v/2 ~ 174 GeV ge-
geben. Die Beschrinkung nach oben ist durch die Skala der im nichsten Absatz eingefiihrten
Skala der Grofen Unifizierung, @ = mgur ~ 10'% GeV, spitestens aber durch die Planck-Skala
Q = mp ~ 101 GeV gegeben, bei der die Einfliisse der Gravitation nicht mehr vernachlissigt
werden konnen. Die Skala der elektroschwachen Symmetriebrechung wird auch als IR-Skala,
die Skala der grofen Unifizierung als UV—-Skala bezeichnet. Auferhalb des physikalischen Giil-
tigkeitsbereiches konnen Werte der beteiligten Kopplungen auftreten, die aufgrund ihrer Gréfe
die Behandlung im Rahmen der Stérungstheorie nicht mehr zulassen.
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Ausgehend vom Standardmodell fiihrte die Fragestellung nach einer Einbettung in eine {iberge-
ordnete Theorie mit nur einer Eichwechselwirkung (grofe Unifizierung) zu interessanten Erwei-
terungen des Standardmodells. In diesem Zusammenhang erfolgt die Einfiihrung der sogenann-
ten Skala der Grofien Unifizierung mgur, auch GUT-Skala oder Unifizierungskala genannt. An
dieser Skala liegt ein gemeinsamer Wert der Eichkopplungen, die sogenannte Fichkopplungsuni-
fizierung vor. Durch die Einfiihrung einer Skala mgyr weit oberhalb der Werte der IR-Skala
erhilt die Masse des Higgs—Bosons Strahlungskorrekturen von der Ordnung O(mZyr). Dies
wird als das Hierarchieproblem bezeichnet.

Die Erweiterung des Standardmodells zum minimal supersymmetrisch erweiterten Standard-
modell (MSSM) stellt eine erfolgreiche und in der Literatur viel diskutierte Formulierung einer
solchen Erweiterung dar. Im Rahmen des MSSM wird jedem Fermion des Standardmodells ein
Boson und jedem Boson ein Fermion, jedem Teilchen somit ein weiteres Teilchen, sein soge-
nannter Superpartner, zugeordnet. Die Supersymmetrie stellt aus diesem Grund eine Bosonen—
Fermionen—Symmetrie dar, und das MSSM besitzt so eine grofsere Symmetrie als das Standard-
modell. Weiterhin bené6tigt das supersymmetrisch erweiterte Standardmodell im Gegensatz zum
gewohnlichen Standardmodell zwei Higgs-Bosonen, um allen auftretenden Teilchen auf wider-
spruchsfreie Art und Weise Massen zu geben. Die Erwigung des MSSM als Erweiterung des
Standardmodells beruht vor allem auf folgenden Gesichtspunkten:

e Verbesserung der Renormierbarkeitseigenschaften,

e bessere Eigenschaften hinsichtlich der Einbettung der Theorie in groff—unifizierende Theo-
rien (GUT), die zu einer natiirlichen Losung des Hierarchieproblems fiihren,

e die spontane Symmetriebrechung der elektroschwachen Theorie kann auf natiirliche Weise
durch Strahlungskorrekturen durchgefiihrt werden; dieser Aspekt wird in dieser Arbeit
eine grofe Rolle spielen,

e das MSSM in seiner Form als nicht—triviale supersymmetrische Erweiterung des Standard-
modells stellt einen entscheidenden Schritt in Richtung der Formulierung der Gravitation
als Quantenfeldtheorie dar.

Trotz seiner guten Eigenschaften besitzt das MSSM eine grofse Anzahl freier Parameter, deren
Zahl je nach Ausprigung bis zu 107 betragen kann. Dabei gehen auch die Massen der Quarks
und Leptonen weiterhin als freie Parameter in die Theorie ein.

Bei der Untersuchung der Losung von Renormierungsgruppengleichungen hat sich gezeigt, dal
spezielle, nicht von Anfangswerten abhingige, sondern durch Randbedingungen gegebene Lo-
sungen der Renormierungsgruppengleichungen existieren. Diese werden im folgenden eine wich-
tige Rolle spielen. Die Untersuchung des durch Renormierungsgruppengleichungen beschriebe-
nen Verhaltens der Parameter in Abhéingigkeit von der Skala ) im Standardmodell geht auf
Hill, Pendleton, Ross, u.a. |[1-4] zuriick. Es hat sich gezeigt, daf die speziellen Losungen im
allgemeinen sogenannte Fixpunkte beschreiben, die zu interessanten physikalischen Aussagen
fiihren konnen. Pendleton und Ross betrachteten dabei ein Untersystem der Renormierungs-
gruppengleichungen, das nur die Yukawa—Kopplung des Topquarks und die Eichkopplung der
starken Wechselwirkung beinhaltet.

Die Auswertung des Fixpunktes fiithrt zu einer Vorhersage der Masse des zu der Zeit noch
hypothetischen Topquarks von
my ~ 90 GeV . (1)
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Eine dquivalente Betrachtung im MSSM wurde zuerst in [5] vorgenommen und fiihrte auf die
Vorhersage
my & sinf - 190 GeV (2)

fiir die Masse des Topquarks in Abhangigkeit vom im MSSM auftretenden Parameter tang, der
das Verhiltnis der Vakuumerwartungswerte der beiden Higgs—Dubletts angibt. Die Untersu-
chung der Renormierungsgruppengleichungen konnte im folgenden [6-11] auf die Betrachtungen
hoherdimensionaler Systeme unter Einbeziehung zusétzlicher Kopplungen erweitert werden. In
diesen Systemen treten neben den Fixpunkten weitere sogenannte Fizmannigfaltigkeiten wie
Fixlinien, Fixflichen und entsprechend héherdimensionale Mannigfaltigkeiten auf. Diese besit-
zen die Eigenschaft, bei der Renormierungsgruppenevolution aller moglichen Losungen der Re-
normierungsgruppengleichungen von der UV—Skala zur IR-Skala anziehend auf die Gesamtheit
der Losungen zu wirken. Man spricht von in diesem Fall von Infrarotattraktivitit, die Gesamtheit
der Losungen wird als der Renormierungsgruppenfluf$ bezeichnet. Der Effekt der Infrarotattrak-
tivitdt wird noch durch den langen Evolutionsweg von der UV—Skala zur IR-Skala unterstiitzt.
Die Auswertung der infrarotattraktiven Fixmannigfaltigkeiten fiihrt zu hochst nicht-trivialen
Vorhersagen fiir die Werte der Parameter und Beziehungen zwischen den Parametern der un-
tersuchten Theorien. Es wurde auferdem erkannt [7,8], dak die erforderliche, aber nicht—triviale
Einbeziehung aller drei Eichkopplungen bei der Bestimmung der Fixmannigfaltigkeiten der Re-
normierungsgruppengleichungen zu einer signifikanten Modifikation der quantitativen Vorher-
sagen fiihrt. Erste physikalisch relevante Fixlinien, die zu interessanten Beziehungen zwischen
der Masse des Topquarks und des Higgs-Bosons fiihrten, wurden in 5,12, 13| diskutiert.

Einen weiteren Aspekt des supersymmetrisch erweiterten Standardmodells stellt die Tatsache
dar, daf die Supersymmetrie der Theorie oberhalb des gegenwirtig experimentell zugidnglichen
Impulsbereichs gebrochen sein muf. Andernfalls wiren die Teilchen und ihre Superpartner
beziiglich der Masse degeneriert, und Superpartner der bekannten Teilchen im Experiment
nachweisbar. Der am héiufigsten in Erwégung gezogene Mechanismus zur Brechung der Super-
symmetrie fiihrt explizit die Symmetrie brechende Terme, sogenannte weich brechende Terme,
in die Theorie ein. Man spricht vom weich brechenden Sektor der Theorie. Dieser weich bre-
chende Sektor ist nicht nur fiir die Brechung der Supersymmetrie verantwortlich, er ist dar-
iiber hinaus in der Lage, sidmtlichen auftretenden Superteilchen Masse zu verleihen. Es hat
in der Literatur [14] erste Anzeichen gegeben, daf das Verhalten der im weich brechenden
Sektor enthaltenen Parameter unter Variation der Impulsskala, die wie bei allen Kopplungen
durch Renormierungsgruppengleichungen beschrieben wird, ebenfalls von infrarotattraktiven
Fixpunkten der Renormierungsgruppengleichungen bestimmt wird.

Die bisher durchgefiihrten Untersuchungen von Fixpunkten in den Renormierungsgruppen-
gleichungen des weich brechenden MSSM beschrinken sich dabei wie oben auf Systeme mit
dem Topquark, der Eichkopplung der starken Wechselwirkung und der entsprechenden Para-
meter des weich brechenden Sektors. Die Betrachtungen fiir ein System mit wenigen Kopplun-
gen fiihren auf Fixpunkte und kénnen als wegweisende, explorative Untersuchungen bezeichnet
werden. Da sie die korrekte Einbeziehung aller drei Eichkopplungen nicht behandeln konnten,
waren keine quantitativen Voraussagen moglich. Im Rahmen dieser Arbeit wird die Berechnung
der Fixmannigfaltigkeiten der Renormierungsgruppengleichungen des supersymmetrisch erwei-
terten Standardmodells fiir die vollstindige dritte Fermionen—Familie (Top-, Bottomquark und
Taulepton) unter Einbeziehung des weich brechenden Sektors und in Anwesenheit aller drei
Eichkopplungen vorgenommen. Die Bestimmung dieser Fixmannigfaltigkeiten stellt einen der
zentralen Punkte dieser Arbeit dar. Angeregt von den guten Vorhersagen im Bereich der Masse
des Topquarks durch Auswertung der infrarotattraktiven Fixpunkte lautet die sich anschlieffen-
de zentrale Fragestellung in dieser Arbeit: Ist es moglich durch Auswertung der Fixmannigfaltig-
keiten der Renormierungsgruppengleichungen des weich brechenden MSSM die grofte Anzahl
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der freien Parameter der Theorie einzuschrianken? Es wird gezeigt werden, daf die Anzahl der
freien Parameter auf zwei, den Anfangswert des Higgs—Mischungsparameters p und die unifi-
zierende Gaugino—Masse m; 9, die spiter eine genauere Erklarung erfahren, reduziert werden
kann. Mit einer Wahl dieser verbleibenden freien Parameter und den experimentellen Vorgaben
im Bereich der Eichkopplung liegen die Werte aller Parameter des weich brechenden supersym-
metrisch erweiterten Standardmodells an allen Skalen des physikalischen Giiltigkeitsbereiches
der Renormierungsgruppengleichungen zwischen der UV-Skala und der IR-Skala vollstindig
fest.

Die Bestimmung der Fixmannigfaltigkeiten der Renormierungsgruppengleichungen des weich
brechenden MSSM fiihrt weiterhin zu folgenden Einzeluntersuchungen im Rahmen dieser Ar-
beit:

o Bestimmung aller Teilchenmassen des weich brechenden MSSM in Abhdngigkeit von den
verbleibenden freien Parametern po und myje. Es wird sich zeigen, dak die erfolgreichen
Vorhersagen der Massen der Quarks und Leptonen [7,8,10] auch im weich brechenden
MSSM erhalten bleiben und fiir anndhernd alle Teilchen des weich brechenden Sektors
Massen oberhalb der aktuellen experimentellen Massenschranken vorhergesagt werden
kénnen.

e Untersuchung der Realisierbarkeit der radiativen elektroschwachen Symmetriebrechung in
Abhdingigkeit von den verbleibenden freien Parametern po und myje. Es wird sich zeigen,
daR in Ubereinstimmung mit der vorherrschenden Meinung in der Literatur [15-17] die
generellen Vorhersagen auch im Fall der Auswertung der Fixmannigfaltigkeiten der Renor-
mierungsgruppengleichungen des weich brechenden MSSM beibehalten werden kénnen.
Die Untersuchungen fiihren zum einen auf den sogenannten low-tans-Fizpunkt. Dieser
vernachléssigt die Masse des Bottomquarks und des Tauleptons gegeniiber der Masse des
Topquarks und fiihrt zu kleinen Werten von tanf ~ 1.5. Im Gegensatz dazu realisiert der
high-tanS-Fixpunkt nicht-verschwindende Massen aller Quarks und Leptonen und fiihrt
zu einem grofien Wert von tanf = 60.

e Untersuchung zentraler physikalischer Bedingungen in Abhdngigkeit von den verbleiben-
den freien Parametern po und my/. Diese Bedingungen beinhalten Betrachtungen im
Zusammenhang mit der Beschrdnktheit des skalaren Potentials, das die Realisierung der
elektroschwachen Symmetriebrechung sicherstellt, und mit dem Auftreten von Minima
im Potential, die die Eichsymmetrie der elektrische Ladung und der Farbladung brechen.
Diese Bedingungen stellen zentrale physikalische Forderungen an die Selbstkonsistenz der
Theorie dar. Aus diesem Grund muf im Rahmen der Untersuchung der Vorhersagen aus
Fixmannigfaltigkeiten auch eine Untersuchung der Bedingungen vorgenommen werden,
um zu iiberpriifen, ob sie erfiillt sind. Die Untersuchungen von Bedingungen im IR-
Bereich geht auf Claudson, Hall, Hinchliffe, Kounnas, Komatsu u.a. [18,19] zuriick. Cases
et al. [20] haben diese traditionellen Bedingungen erweitert und so den Weg zur Ein-
beziehung der Renormierungsgruppenevolution bei der Untersuchung von Bedingungen
bereitet. Im Zusammenhang mit den in dieser Arbeit bestimmten Fixmannigfaltigkeiten
der Renormierungsgruppengleichungen des weich brechenden MSSM und der dadurch
vollstindig festgelegten Parameter des weich brechenden MSSM wird eine Untersuchung
dieser sogenannten erweiterten Bedingungen in Abhéngigkeit von den verbleibenden frei-
en Parametern jio und m;, vorgenommen. Die Auswertung der Bedingungen fiihrt dabei
zu weiteren, nicht—trivialen Einschrinkungen der moglichen Bereiche im Raum der ver-
bleibenden freien Parameter, 119 und my /o, und damit zusatzlich zu der Reduzierung der
freien Parameter durch Fixmannigfaltigkeiten der Renormierungsgruppengleichungen zu
einer weiteren Erhchung der Aussagekraft der Theorie.
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e Untersuchung der Erfillung experimenteller Randbedingungen in Abhdngigkeit von den
verbleibenden freien Parametern py und m,/;. Im Bereich der Massen der Superpartner
der bekannten Teilchen wird {iberpriift, ob die berechneten theoretischen Vorhersagen der
Massen die aktuellen experimentellen unteren Massenschranken erfiillen.

Die durchgefiihrten Untersuchungen sind analytisch und numerisch sehr aufwendig, da simultan
eine grofe Anzahl von Berechnungen und Auswertungen von Bedingungen vorgenommen wer-
den miissen. Diese fiihren auf die Bestimmung der Werte der verbleibenden freien Parameter,
o und my y, fiir die die Bedingungen an das Potential fiir alle Werte der Impulsskala @ erfiillt
sind und damit zu einer Vorhersage von Einschriankungen im Raum der freien Parameter und
einer weiteren Erhohung der Aussagekraft der Theorie. Zur Durchfiihrung dieser insgesamt sehr
aufwendigen Untersuchung werden die verschiedenen Teiluntersuchungen in einen Algorithmus
eingebettet. So ist zum Beispiel durch die einmalige Berechnung von allen Einzeluntersuchun-
gen zugrunde liegenden Teilaspekten eine sehr effiziente Durchfiihrung der Untersuchungen und
eine Betrachtung eines grofen Bereiches moglicher Werte im Raum der verbleibenden freien Pa-
rameter, po und mq /o, moglich.

Die Arbeit ist inhaltlich in drei Teile unterteilt. In Teil I wird ab Seite 11 die Einfiihrung in
die zugrundeliegenden Theorien und Modelle vorgenommen. In Teil II ab Seite 79 werden die
Vorarbeiten, die Berechnung der Fixmannigfaltigkeiten und die Einrichtung des Algorithmus
dargestellt. In Teil IIT ab Seite 129 erfolgt die Darstellung und Auswertung der Ergebnisse und
der Berechnungen zur Erfiillung der Bedingungen und Vorhersagen in Abhéngigkeit von den
verbleibenden zwei freien Parametern der Theorie.

Es schlieRt sich ein Ubersicht der Inhalte der einzelnen Kapitel an.
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Teil I — Einfiihrung in die zugrundeliegenden Theorien und Modelle

Kapitel 1 — Das Standardmodell
Einfiihrung in die Grundlagen des Standardmodells (SM) einschlieflich der
Darstellung der Symmetrien, des Teilchengehalts und des Higgs—Mechanismus.

Kapitel 2 — Das minimal supersymmetrische Standardmodell
Einfiihrung in die Grundlagen der minimal supersymmetrischen Erweiterung
des Standardmodells (MSSM) einschlieflich der Einfithrung des weich brechen-
den Sektors und der Darstellung der radiativen spontanen elektroschwachen
Symmetriebrechung sowie der Berechnung der Masseneigenzustinde des weich
brechenden Sektors.

Kapitel 3 — Renormierungsgruppengleichungen und Fixmannigfaltigkeiten
Einfiihrung der Grundlagen der Renormierung zur Herleitung von Renor-
mierungsgruppengleichungen, Darstellung der Renormierungsgruppen-
gleichungen des Standardmodells und des weich brechenden MSSM,
schrittweise Einfiihrung in die Ableitung der Fixmannigfaltigkeiten von
Renormierungsgruppengleichungen und die Aspekte der radiativen Symme-
triebrechung.

Kapitel 4 — Bedingungen
Ableitung verschiedener physikalischer Bedingungen an das Potential ein-
schlieRlich traditioneller, laufender sowie erweiteter Bedingungen zur Be-
schranktheit des Potentials und zum Erhalt der Ladungs— und Farbsymmetrie.
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Teil II — Vorarbeiten, Berechnung der Fixmannigfaltigkeiten und
Einrichtung des Algorithmus

Kapitel 5 — Vorarbeiten
Durchfiihrung der Fixierung des Eichsektors im Bereich des Standardmodells
und Berechnung der Massen—Zuwachs-Faktoren zur Handhabung der Dyna-
mik der Renormierungsgruppenevolution im Bereich des Standardmodells.

Kapitel 6 — Die Fixmannigfaltigkeiten des weich brechenden MSSM
Darstellung der Bestimmung der Fixmannigfaltigkeiten der Renormierungs-
gruppengleichungen des weich brechenden Standardmodells einschlieflich
Klassifizierung der Fixpunkte sowie Bestimmung der Fixlinien zur Evolution

von der UV-Skala zur IR—Skala.

Kapitel 7 — Beschreibung des Algorithmus
Beschreibung des Vorgehens bei der Einrichtung des Algorithmus einschlieft-
lich der Darstellung des Vorgehens bei der Berechnung der verschiedenen Teil-
aspekte der Untersuchungen: Bestimmung der Symmetriebrechungsskala, Be-
rechnung der Masseneigenzustinde, der physikalischen Bedingungen an das
Potentials und der Moglichkeit der radiativen spontanen elektroschwachen
Symmetriebrechung.

Teil ITIT — Ergebnisse und Auswertung

Kapitel 8 — Darstellung und Auswertung der Ergebnisse
Darstellung und Auswertung der Ergebnisse der Ableitungen und Berechnun-
gen einschlieflich der Bestimmung der Symmetriebrechungsskala, der elek-
troschwachen Symmetriebrechung, der Berechnung der physikalischen Bedin-
gungen an das Potential und der Berechnung der Masseneigenzustinde.

Kapitel 9 — Abschlieffende Zusammenfassung
Zusammenfassende Darstellung der Ergebnisse und Auswertung der unter-
suchten Teilaspekte sowie abschlielende Zusammenfassung einschliefslich eines
Vergleiches der Vorhersagen der Evolution des low—tan— und des high—-tang-
Fixpunktes.






Teil 1

Einfiihrung in die zugrundeliegenden
Theorien und Modelle

In diesem Teil der Arbeit werden die den Untersuchungen zugrundeliegenden Theorien und
Modelle eingefiihrt. In Kapitel 1 wird das Standardmodell (SM), in Kapitel 2 die minimal su-
persymmetrische Erweiterung des Standardmodells (MSSM) dargestellt. In diesem Zusammen-
hang wird auf die Motivation zur Einfiihrung der Supersymmetrie, den weich brechenden Sektor
und die spontane elektroschwache Symmetriebrechung sowie die Berechnung der Masseneigen-
zustinde der Superpartner der bekannten Teilchen aus den Eicheigenzustéinden eingegangen.

In Kapitel 3 wird eine kurze Einfiihrung in die Renormierung gegeben und die Renormierungs-
gruppengleichungen des Standardmodells und des weich brechenden MSSM dargestellt. Wei-
terhin wird eine schrittweise Einfiihrung in die Bestimmung von Fixmannigfaltigkeiten von
Renormierungsgruppengleichungen durchgefiihrt und auf die Aspekte der radiativen Symme-
triebrechung eingegangen.

Das Kapitel 4 geht auf die Ableitung und die Aspekte der Berechnung von physikalischen
Bedingungen an das Potential ein. Diese Bedingungen verhindern unphysikalische Minima im
skalaren Potential, die die spontane elektroschwache Symmetriebrechung verhindern. Die Dar-
stellung fiihrt traditionelle und laufende Bedingungen ein, besitzt jedoch einen Schwerpunkt
im Bereich der erweiterten Constraints nach Casas et al. |20], die Grundlage der im Rahmen
dieser Arbeit durchgefiihrten Untersuchungen von physikalischen Bedingungen sind.



Kapitel 1

Das Standardmodell

Dieser Abschnitt liefert eine Einfiihrung in die Grundlagen des Standardmodells. Dabei wurden
die Schwerpunkte auf die Aspekte der Theorie gelegt, die fiir die in dieser Arbeit durchgefiihrten
Untersuchungen wichtig sind. Es existieren viele ausfiihrliche und umfassende Lehrbuchdarstel-
lungen des Standardmodells und der zugrundeliegenden Feldtheorien [21].

Das Standardmodell beschreibt die Eigenschaften und Wechselwirkungen der heute bekannten
Elementarteilchen. Diese Fermionen sind in Quarks — Up—, Down—, Charm—, Strange—, Top—
und Bottomquark — und Leptonen — Elektron, Myon, Taulepton — unterteilt. Zur Verdeut-
lichung sind diese in Tabelle 1.1 dargestellt.

Die Elementarteilchen sind in drei Familien aufgeteilt, die erste enthilt das Up—, das Down—
Quark und das Elektron und damit die Teilchen, aus denen sich die Protonen und Neutro-
nen beziehungsweise die Atome zusammensetzen. Die zweite Familie enthilt das Charm- das
Strange—Quark und das Myon, die dritte Familie das Top—, das Bottomquark und das Taulep-
ton. Zu jeder Familie gehort ein weiteres Lepton, das Neutrino. Diese werden jedoch im Rahmen
dieser Arbeit als masselos angenommen und somit im den Untersuchungen zur Berechnung der
Massen der Quarks und Leptonen nicht beriicksichtigt. Weiterhin beschrinken sich die Unter-
suchungen auf die Fermionen der dritten Familie. Diese Einschrankung wird sich im Rahmen
der Untersuchungen als physikalisch sinnvoll sinnvoll erweisen, da die relevanten Gréfen fiir
die Fermionen der ersten beiden Familien gegeniiber denen der dritten Familie vernachlassigbar
sind.

Im Bereich der Wechselwirkungen beschreibt das Standardmodell die auf Glashow, Weinberg
und Salam [22-24] zuriickgehende Eichtheorie der elektroschwachen Wechselwirkung sowie der
starken Wechselwirkung [25-28|. Die Beschreibung dieser Wechselwirkungen erfolgt aus dem
Prinzip der lokalen Eichinvarianz und beruht auf der Symmetriegruppe

SU(3). x SU2)1, x U()y | (1.1)

wobei die elektroschwache Wechselwirkung durch die Eichgruppe SU(2), x U(1)y, die mittels
des Higgs—Mechanismus spontan zur U(1),,, der Quantenelektrodynamik gebrochen wird

SU@)s x U(L)y — U(L)em , (1.2)

und die starke Wechselwirkung durch die SU(3). beschrieben werden. Das Standardmodell
stellt somit eine nichtabelsche Eichtheorie dar.

Der Feldgehalt der Theorien ist durch die Eichfelder, die fermionischen Materiefelder der Quarks
und Leptonen und das Higgs—Feld, das bei der spontanen Symmetriebrechung beteiligt ist, ge-
geben. Jede der Eichsymmetrien in (1.1) erfordert einen Satz von Eichbosonen, die sogenannten
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Quarks T T Y Q Masse

Up |1/2 1/2 1/6 2/3| =~ 5MeV
Down |1/2 -1/2 1/6 -1/3| ~ 10MeV
Charm |1/2 1/2 1/6 2/3 | ~ 1.3GeV
Strange |1/2 -1/2 1/6 -1/3 | ~ 200MeV

Top |1/2 1/2 1/6 2/3 |~ 174GeV
Bottom |1/2 -1/2 1/6 -1/3| =~ 4GeV

Leptonen

Elektron | 1/2 -1/2 -1/2 -1 | ~ 0.5MeV
Myon |1/2 -1/2 -1/2 -1 |~ 105MeV
r-Lepton | 1/2 -1/2 -1/2 -1 | =~ 1.7GeV

Tabelle 1.1: Eigenschaften der vom Standardmodell beschriebenen massiven
Fermionen aller drei Familien. Gegenstand der Untersuchungen im Rahmen
dieser Arbeit sind jedoch nur die Fermionen der dritten und zugleich schwersten
Familie, das Top—, das Bottomquark und das Taulepton. Die Neutrinos werden
als masselos angenommen.

Triger der Wechselwirkung oder Austauschteilchen. Der Anteil SU(2)r, x U(1)y der gesamten
Symmetriegruppe des Standardmodells fiihrt auf das Photon, das Z-Boson und die gelade-
nen W-Bosonen. Die Symmetriegruppe SU(3). fiihrt auf acht Eichbosonen, die sogenannten
Gluonen, die Vermittlerteilchen der starken Wechselwirkung.

Die Stérke der Eichwechselwirkungen wird durch dimensionslose Eichkopplungen!

g1, g2 und g3 (1.3)

beschrieben. Dabei gibt g; die Stérke der U(1)y—Eichwechselwirkung, g, die Stérke der SU(2) -
Eichwechselwirkung und g3 die Stirke der SU(3).~Eichwechselwirkung an. Gegeniiber der elek-
tromagnetischen, schwachen und starken Wechselwirkung kann die Kopplungsstirke der Gra-
vitation in den in dieser Arbeit betrachteten Impulsbereichen Q@ < O(10'°GeV) vernachlissigt
werden. Die Stirke der Gravitationswechselwirkung erreicht erst in der Nahe der Planck-Skala
bei Impulsen von mp ~ 10'® GeV die Kopplungsstiirke der anderen Eichwechselwirkungen.

Die Materiefelder der Fermionen sind durch linkshéndige Dubletts beziiglich der SU(2)

(Zi) und (’;ﬁ) (1.4)

und rechtshéndige Singuletts beziiglich der SU(2)
tR, bR und TR (15)

gegeben, wobei hier nur die Multipletts der Fermionen der dritten Familie angeschrieben werden.
Die Tabelle 1.2 zeigt die Multipletts aller drei Familien im Zusammenhang.

Im Rahmen einer Einbettung des Standardmodell in GroR-unifizierenden Theorien (GUT) wird eine Normie-
rung der Eichkopplung g; vorgenommen. Diese steht mit der Eichkopplung g’ iiber ¢'2 = % ¢? in Zusammenhang,.
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1. Familie 2. Familie 3. Familie | Quantenzahlen

o (&) (i) | G2
nl ()

~ Ug Tr ir (31 —3)
dr

dr Sk br (31 +32)
Ir €r Tg Tr (11 +2)

Tabelle 1.2: Die im Standardmodell enthaltenen Multipletts. Die Quantenzah-
len sind analog zu den in Tabelle (1.1) dargestellten Quantenzahlen in der Rei-
henfolge SU(3) x SU(2)r, x U(1)y aufgefiihrt. Gegenstand der Untersuchungen
im Rahmen dieser Arbeit sind nur die Fermionen der dritten Familie.

Das Higgs-Feld ® wird durch ein komplexes SU(2)-Dublett

P (1.6)

QSO
beschrieben, wobei ¢ die geladene und ¢° die ungeladene Komponente darstellt.

Die Lagrangedichte in ihrer allgemeinen Form ist durch
Lsm = Lgich + Lyukawa — V () (1.7)

gegeben. Der Anteil Lg;q, beschreibt die Kinematik und die Wechselwirkung der Eichbosonen
mit den Materiefeldern. Das Potential

V(®) = -m’®'d + )\ (0F D) (1.8)

enthilt die von der Higgs—Selbstkopplung A abhingige Higgs—Selbstwechselwirkung. Das Po-
tential ist so parametrisiert, daf im Falle eines Vakuumerwartungswertes des Higgs—Feldes

o [0 1.9
(@)= . (1.9)

der Zusammenbruch der Symmetrie des Grundzustandes durch spontane Symmetriebrechung
eintritt. Durch explizites Minimieren 148t sich fiir einen positiven Wert von m? leicht nachvoll-
ziehen, dafs

v=— (1.10)
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den ,,Wert* der Feldkomponente angibt, fiir den ein Minimum auftritt. Der Wert von v ist durch

(M

v = (\/EGF)_ mit  Gp = 1.16639-107° GeV? (1.11)

gegeben und es gilt v ~ 246.218 GeV beziehungsweise v/v/2 =~ 174 GeV. Dabei ist es wich-
tig, noch einmal darauf hinzuweisen, daf die spontane Symmetriebrechung die Symmetrie des
Grundzustandes zerstort, die Symmetrie auf dem Niveau der Kréfte jedoch erhilt.

Von den vier Freiheitsgraden des Higgs-Dubletts (1.6) werden im Zuge der spontanen Sym-
metriebrechung drei zu Goldstone-Bosonen, die in die longitudinalen Feldkomponenten der
massiven Eichbosonen der elektroschwachen Wechselwirkung eingehen und damit fiir Massen
der entsprechenden Teilchen sorgen. Der verbleibende Freiheitsgrad entspricht dem Feld des
physikalischen Higgs—Bosons.

Ein weiterer Grund fiir die Einfiihrung der spontanen Symmetriebrechung liegt in der Tatsache
begriindet, dal neben den Eichbosonen der elektroschwachen Wechselwirkung auch die Fermio-
nen Massen erlangen. Das dazu bendétigte Higgs—Boson ist zum gegenwirtigen Zeitpunkt der
Forschung noch nicht nachgewiesen, der Mechanismus stellt jedoch einen vielversprechenden
Ansatz dar. In diesem Zusammenhang beschreibt der Anteil Lyyrawa der Lagrangedichte (1.7)
die Wechselwirkung des Higgs—Feldes mit den Massen—Feldern der Fermionen

Lyiiawa = —Yt Qr ®tr — Yy Q, ®Pbr —y, Ly @7+ h.c. | (1.12)

wobei @7, in der Beschrinkung auf die dritte Familie durch (¢1, by)™ und Ly durch (v,,, )7,
vergleiche Tabelle 1.2, gegeben sind, ®¢ = i 75 ®* die ladungskonjugierte Grofse zu ® und 7 die
zweite Pauli-Matrix darstellt.

Die Kopplungen vy;, y, und y, stellen die Yukawa—Kopplungen der entsprechenden Fermionen
dar. Thre Werte sind grundsétzlich unbestimmt. Durch den Mechanismus der spontanen Sym-
metriebrechung ergeben sich die Massen des Topquarks, des Bottomquarks und des Tauleptons
auf Baumgraphen—Niveau zu

v v v
mt:ytﬁa mt:ybﬁa mt:yrﬁ

und die Masse des physikalischen Higgs—Bosons zu

(1.13)

mug = V2 v . (1.14)

Alle Baumgraphen—Massen sind proportional zu v und der Wert von v ist durch (1.11) gegeben.
Die Massen sind somit direkt proportional zu der entsprechenden Yukawa-Kopplung bezie-
hungsweise dem Wert der Higgs—Selbstkopplung A. Da die Werte der Yukawa-Kopplungen v,
yp und gy, sowie die Higgs—Selbstkopplung A\ durch die Theorie nicht bestimmt werden und so-
mit freie Parameter darstellen, sind auch die entsprechenden Massen auf Baumgraphen—Niveau
unbestimmt.



Kapitel 2

Das minimal supersymmetrische
Standardmodell

In diesem Kapitel werden die Grundlagen des minimal supersymmetrisch erweiterten Stan-
dardmodells vorgestellt. Ausgehend von der Fragestellung der Einbettung des Standardmodells
in eine iibergeordnete Theorie mit nur einer Wechselwirkung (Grofe Unifizierung) fiihrte die
Diskussion von Erweiterungen des Standardmodells neben anderen zum minimal supersymme-
trischen Standardmodell (MSSM). Diese Theorie hat sich als iiberaus erfolgreich erwiesen.

Es existieren mehrere Griinde, das MSSM trotz des groferen technischen Aufwands — es miissen
zusatzliche Teilchen und ein weiteres Higgs—Dublett eingefithrt werden — als Erweiterung des
Standardmodells in Erwégung zu ziehen. Zum einen die Verbesserung der Renormierbarkeitsei-
genschaften zu nennen, die im Rahmen von GUT zu einer natiirlichen Losung des Hierarchiepro-
blems fiihren, zum anderen die bessere Eigenschaften im Zusammenhang mit der Einbettung der
Theorie in Grok—Unifizierende—Theorien (GUT). Nicht zuletzt billigt man den nicht—trivialen
supersymmetrischen Erweiterungen des Standardmodells eine entscheidende Rolle bei der For-
mulierung der Gravitation als Quantenfeldtheorie zu.

Die Verbesserung der Renormierbarkeitseigenschaften und das Hierarchieproblem sind eng mit-
einander verkniipft. Das Hierarchieproblem bezieht sich auf die Masse des im letzten Kapitel
eingefiihrten Higgs—Bosons my des Standardmodells. Der Ausdruck fiir die Berechnung der
Masse erhilt quadratische Strahlungskorrekturen der Ordnung mpy ~ O (A), wobei A die soge-
nannte Abschneideskala (cutoff) der Theorie ist. Diese kann durchaus im Bereich der Planck—
Skala mp ~ 10%GeV liegen. Das Standardmodell gibt mit der Einfiihrung der Skala des Va-
kuumerwartungswertes des Higgs—Feldes v jedoch Anlaf zu der Annahme, daft die Masse des
Higgs—Bosons von der Grofenordnung mpg ~ O (100 GeV) sein muf. Man kann durch Feinab-
stimmung (fine-tuning) der Gegenterme bei der Renormierung (siehe dazu Abschnitt 3.1) der
beteiligten Kopplungen erreichen, dak die quadratischen Divergenzen bei der Strahlungskorrek-
tur der Masse des Higgs-Bosons Ordnung fiir Ordnung Stérungstheorie kompensiert werden.
Diese Feinabstimmung der Higgs—Masse wird jedoch als unnatiirlich bezeichnet.

Die Einfiihrung der Supersymmetrie beinhaltet die Annahme, daf jedem Teilchen ein weiteres
Teilchen, sein Superpartner, zugeordnet wird. Es hat sich gezeigt, dak die Beitridge der bosoni-
schen und fermionischen, einander zugeordneten Teilchen, sich bei der Berechnung der Schleifen
zur Strahlungskorrektur so verhalten, daf die quadratisch divergenten Anteile nicht mehr auf-
treten und nur noch logarithmische Divergenzen verbleiben. Damit erlaubt die Supersymmetrie
auf natirliche Art und Weise, die Beziehung my ~ O (100 GeV) < A einzuhalten.
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Bei der Untersuchung des Verhaltens der Kopplungen der Standardmodells hat sich gezeigt,
daf im Bereich der Eichkopplungen eine sogenannte Kopplungs—Unifizierung im Bereich hoher
Impulse erreicht werden kann. Dies bedeutet, dak die Werte der Eichkopplungen g;, g» und
g3 an einer bestimmten Skala durch einen einzelnen Wert ggur gegeben sind; man spricht
von Grof—Unifizierenden Theorien (GUT). Die Skala der Unifizierung wird im allgemeinen mit
mqur bezeichnet. Sie befindet sich fiir den Fall des MSSM im Bereich von mgur ~ 2-10'% GeV.
Im Rahmen von GUT wird angenommen, daf die Eichgruppe des Standardmodells und des
MSSM, beide basieren auf derselben Eichgruppe

SU(3)C X SU(Z)L X U(l)y . (21)
an der Unifizierungsskala in eine umfassendere Symmetriegruppe eingebettet ist.

Wie bereits angesprochen, wird im Rahmen der Supersymmetrie jedem im Standardmodell
beschriebenen Teichen ein sogenannter Superpartner zugeordnet. Jedes Fermionen des Stan-
dardmodells erhilt ein Boson und jedes Boson des Standardmodells ein Fermion. Sei der anti-
kommutierende Operator ) der Generator der supersymmetrischen Transformation, so gilt

@ |Fermion) = |Boson) und @ |Boson) = |Fermion) . (2.2)

Der Operator @@ und der Generator des linearen Impulses P bilden eine gradierte Lie—Algebra.
Sie erfiillen folgende vereinfacht dargestellte Kommutator— beziehungsweise Antikommutator-
beziehungen

{.@}t =P
Q.0 = {@\Q}=0
P.Ql = [PQ=0. (2.3)

Die Anzahl der Paare Q und Q' und somit die Anzahl in einer Theorie verwirklichten Super—
Symmetrien wird durch die Zahl N angegeben. Das in dieser Arbeit untersuchte minimal su-
persymmetrische Standardmodell ist mit N = 1 dabei die einfachste nicht—triviale supersym-
metrische Erweiterung des Standardmodells.

Im folgenden geht der Abschnitt 2.1 auf den Teilchengehalt und die Eichsymmetrie des MSSM
ein. In Abschnitt 2.2 wird auf den Mechanismus der Brechung der Supersymmetrie mittels
weich brechender Terme eingegangen. Die Bestimmung und Auswertung der Fixmannigfaltig-
keiten der Kopplungen dieses weich brechenden Sektors wird ein zentraler Gegenstand der Un-
tersuchungen im Rahmen dieser Arbeit sein. Im Abschnitt 2.3.1 wird auf den Mechanismus der
Brechung der elektroschwachen Symmetrie im Fall des MSSM eingegangen. Im Abschnitt 2.4
wird letztendlich die Berechnung der Masseneigenzustinde der im MSSM enthaltenen Teilchen,
das sogenannte Massenspektrum, aus den Eicheigenzustanden beschrieben.

Zu den grundlegenden Fragen zur Konstruktion supersymmetrischer Feldtheorien seien die Dar-
stellungen von Wess und Bagger [29| sowie |30, 31| empfohlen. Nilles, Tata und Bagger [32, 33|
gehen auf die phinomenologischen Aspekte supersymmetrischer Theorien ein. In den Veroffent-
lichungen von Guinon et al. [34] stehen die Aspekte des Higgs—Sektors des MSSM im Vorder-
grund. Eine gute Ubersicht der in den niichsten Kapiteln dargestellten Inhalte ist in dem schon
erwiahnten Supersymmetry Primer von P. M. Martin [30] zu finden.



18 Kapitel 2. Das minimal supersymmetrische Standardmodell

2.1 Teilchengehalt und Symmetrien

Die Einteilchenzusténde einer supersymmetrischen Theorie sind durch sogenannte Supermulti-
pletts gegeben. Diese enthalten immer einen fermionischen und einen bosonischen Anteil, die
Superpartner.

Solange die Supersymmetrie ungebrochen ist, besitzen die beiden, in einem Supermultiplett
enthaltenen Superpartner bis auf den Spin immer die gleichen physikalischen Eigenschaften,
wie die gleiche Masse, die gleiche elektrische Ladung Qep,., den gleichen Isospin und die gleiche
Farbstruktur, d.h. die gleichen Eigenschaften im Bezug auf die starke Wechselwirkung, sofern
diese vorhanden ist.

Fiir ein Supermultiplett muf immer

gelten, wobei np die Anzahl der fermionischen Freiheitsgrade und np die Anzahl der bosoni-
schen Freiheitsgrade angibt. Die einfachste Art, ein Multiplett zu konstruieren ist die Wahl
eines Weyl-Fermions, np = 2, und zwei reellen Skalaren, ng =1 — 2ng = 2, die allgemein als
ein komplexer Skalar dargestellt werden. Diese Wahl heift chirales, Massen— oder skalares Su-
permultiplett. In dieser Arbeit soll die geldufigste Bezeichnung chirales Supermultiplett benutzt
werden.

Weiterhin kann man ein Supermultiplett aus einem masselosen Spin—1-Vektorboson mit zwei
Helizitdtszustinden, ng = 2, und einem masselosen Weyl-Fermion mit ebenfalls zwei Helizi-
tatszustinden, np = 2, zusammensetzten. Supermultipletts dieser Art werden als Eich— oder
Vektor—Supermultipletts bezeichnet. In dieser Arbeit soll die Bezeichnung Fich—Supermultiplett
verwendet werden. Jede andere Wahl bei der Zusammensetzung von Supermultipletts erweist
sich als reduzibel und kann als Kombination der beiden eben eingefiihrten Arten von Super-
multipletts beschrieben werden.

Jedes im Standardmodell beschriebene Teilchen bildet zusammen mit seinem postulierten Su-
perpartner ein Supermultiplett. Der Versuch, verschiedene Teilchen des Standardmodells in
einem Supermultiplett unterzubringen, fithrt zu Widerspriichen. Die im Standardmodell enthal-
tenen Fermionen sowie die Higgs—Bosonen werden in chirale Supermultipletts, die Eich—-Bosonen
in Eich—Supermultipletts eingebettet.

Die Superpartner der Fermionen bekommen im Englischen zur Abgrenzung gegeniiber ihrem
Partner ein ,,s* vorangestellt. Im Deutschen sollen dem durch das Voranstellen eines grofen
»° Rechnung getragen werden. So heiflen die Partner der Fermionen folgend Sfermionen, die
Partner der Leptonen Sleptonen.

Da jedes Teilchen des Standardmodells mit seinem Superpartner in ein Supermultiplett einge-
bettet ist, ergibt sich formal die gleiche Struktur der Materiefelder wie beim Standardmodell,
vergleiche Tabelle 1.2. Im Fall der Fermionen und Sfermionen liegen linkshindige Dubletts ),
und L;, sowie rechtshiandige Singuletts ¢x, bg und 75 beziiglich der SU(2);, vor. Die Materie-
felder der Superpartner sind entsprechend durch

('EL> y (ZL> y %VR, ZR und :7\:R (25)
bL €y,

gegeben. Dabei werden die gleichen Symbole wie im Fall der Teilchen des Standardmodells
mit iibergestellter Tilde (™) verwendet. Auch die Supermultipletts werden mit den gleichen
Symbolen, jedoch mit iibergestelltem Dach () bezeichnet. Es liegen somit folgende chirale
Supermultipletts vor: @ und T sowie E b und 7.
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Wie im Fall der Materiefelder besitzt das MSSM auch, wie schon erwidhnt, im Bereich der
Eichfelder und Eichsymmetrie formal die gleiche Struktur wie das MSSM. Das MSSM basiert
auf der selben Symmetriegruppe wie das Standardmodell

Damit liegen im MSSM folglich auch dieselben Eichbosonen wie im Standardmodell vor. Diese
sind zusammen mit ihren Superpartnern in Eich—Supermultipletts eingebettet.

Im Gegensatz zu den Fermionen werden die Namen der Superpartner der Eichbosonen durch
Anhéangen der Silbe ,—ino“ gebildet. Man erhélt so die Bezeichnungen Wino W=, W° und
Bino B fiir die Superpartner der Eichbosonen der SU(2); x U(1)y in der ungebrochenen
Phase und Photino und Zino fiir die Superpartner der sich aus den ungeladenen Anteilen
der Winos und Binos ergebenden Superpartner der Bosonen in der gebrochenen Phase. Die
Superpartner der Gluonen wird als Gluino g bezeichnet. Die Tabelle 2.2 zeigt die Konstituenten
der Supermultipletts im Eichsektor im Uberblick.

Der Higgs Sektor spielt im Vergleich zu den Fermionen und Bosonen eine besondere Rolle. Zum
einen erhélt das durch ein komplexes SU(2)-Dublett dargestellte Higgs—Boson einen Super-
partner, das Higgsino, zum anderen wird der Higgs—Sektor im Gegensatz zu den Fermionen
und Eich—Bosonen um ein weiteres Higgs—Higgsino Paar erweitert. Fiir diese Erweiterung sind
vor allem zwei Griinde verantwortlich. Es ist nicht moglich, im Bereich der elektroschwachen
Eichsymmetrie mit nur einem Higgs Dublett eine anomaliefreie Theorie zu konstruieren; es sind
dazu zwei Higgs Supermultipletts mit entgegengesetzter Hyperladungs—Quantenzahl ¥ = +1/2
notig. Nachdem sdmtliche anderen Kandidaten diese Rolle nicht {ibernehmen kénnen — sie sind
ja selbst schon alle in Supermultipletts enthalten — ist dafiir ein weiteres Higgs—Dublett bezie-
hungsweise Supermultiplett nétig. Weiterhin werden zwei Higgs-Dubletts bendtigt, um sowohl
im Bereich der up—type Quarks, das sind das Top—, das Charm— und das Upquark, als auch
der down-type Quarks, das sind das Bottom—, das Strange- und das Downquark, und Lepto-
nen auf korrekte Art und Weise eine Kopplung mit den Fermionen darzustellen. Das minimal
supersymmetrische Standardmodell enthilt somit zwei Higgs SU(2)z-Dubletts’

HY HY
H, = und H, = , (2.7)
H, H,

und deren Superpartner, die Higgsinos

- H} ~ HY
H, =1 _ und  H;= . (2.8)
H) Hy

Die Higgs-Dubletts und Higgsinos sind zusammen in je ein chirales Supermultiplett ﬁ[u und
H, eingebettet. Die Tabelle 2.1 zeigt die eingefiihrten chiralen Supermultipletts im Uberblick.
Die dort vorgenommene Darstellung beinhaltet aus schon erwdhnten Griinden nur die Teilchen
der dritten Familie, die Gegenstand der Untersuchungen im Rahmen dieser Arbeit sind.

Neben den in dieser Arbeit verwendeten Bezeichnungen H, und Hy sind in der Literatur die Bezeichnungen
H; und H» gebriuchlich, wobei sowohl die Zuweisung H,, = Hi, Hy = Hy als auch H, = Hs, Hy = H; zu
finden sind, letztere jedoch die hdufiger anzutreffende Variante darstellt. Die Verwendung der Indizes v und d
14t im Gegensatz zu den 1-2—Varianten sofort auf die Zugehdrigkeit der Higgs Dubletts schliefien, weshalb sie
hier Verwendung findet.
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Quantenzahlen bzgl.
Supermultiplett Spin 1/2 | Spin 0 | SU3)¢, SU(2)r, U(1)y

Quarks, Squarks

Q)
N
S
N~

+)
o~
=
o~
=
—
wl
\.H
|
~— wIN
N

Sl
?

Leptonen, Sleptonen L ( o )

=)
3
)
=
—~
\.H
\.H
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Higgsinos, Higgs—Bosonen I:Tu
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Tabelle 2.1: Die Konstituenten der chiralen Supermultipletts im minimal supersymmetrischen Standard-
modell. Ein Teilchen und sein entsprechender Superpartner, zum Beispiel das rechtshindige tg und das
rechtshiindige Stop tg, sind jeweils in ein Supermultiplett eingebettet. Der Spin der Teilchen betrigt 1 /2,
es sind Fermionen, der Spin ihrer Superpartner 0, es handelt sich um Bosonen.

Quantenzahlen bzgl.
Spin 1 | Spin 1/2 | SU(3)¢, SU(2)1, U(1)y

Gluonen, Gluinos g g (8,1,0)
W-Bosonen, Winos | W% W?° | W+ W° (1,3,0)
B-Boson, Bino B B (1,1,0)

Tabelle 2.2: Die Konstituenten der Eich—Supermultipletts im minimal supersymmetrischen
Standardmodell. Die Teilchen und jeweiligen Superpartner, zum Beispiel Gluonen g und
Gluinos g sind jeweils zusammen in ein Eich—Supermultiplett eingebettet. Der Spin der
Eichbosonen betragt 1, der Spin ihrer Superpartner 1/2, es handelt sich um Fermionen.
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Analog zum Standardmodell in Kapitel 1 setzt sich die Lagrangedichte des MSSM aus mehreren
Anteilen zusammen. Hier soll nur die Unterteilung in die Anteile Lsysy und Ly vorgenommen
werden.

Lyssm = Lsusy + Lot (2.9)

Der Anteil Lgysy ist im Gegensatz zum Anteil L manifest supersymmetrisch und enthélt
neben den Anteilen, die die Dynamik der Teilchen und ihre Wechselwirkung untereinander
beschreiben, analog zum Standardmodell das skalare Potential, das im Zusammenhang mit der
spontanen Symmetriebrechung ebenfalls eine wichtige Rolle spielen wird. Es wird in Abschnitt
2.3 im Detail vorgestellt.

Bei dem Anteil Lgf handelt es sich um die sogenannten weich brechenden Terme (soft brea-
king terms), die im folgenden eine entscheidende Rolle spielen werden. Thre Besprechung ist
Gegenstand des Abschnitts 2.2.

Das oben angesprochene skalare Potential setzt sich aus mehreren Anteilen, so zum Beispiel
den D-Termen und den F-Termen zusammen. Die F-Terme werden aus dem sogenannten
Superpotential W

Whssm = Ur Y @L Hy,+dg Yd @L Hy+7%g Ye Ly H,+ Mﬁu H, ; (2.10)

bestimmt. Das Superpotential enthélt die Yukawa-Matrizen y,, y; und y., 3 x 3 Matrizen
im Familienraum, und den Higgs-Mischungsparameter p, auf den in Abschnitt 2.3.2 n&her
eingegangen wird. Die Multiplikationen in (2.10) verlaufen alle konform mit der SU(2); und
der SU(3)., das heift alle Indizes werden unterdriickt. Werden die Indizes nicht unterdriickt, so

schreibt sich der y—Term zum Beispiel als y (H,), (Hq)p €*? und der Yukawa-Term e @I:Tu

als ﬁ; (yu)ij Q\ja (ﬁu) 5€*P wobei o und /3 Indizes des schwachen Isospins, beziehungsweise der
SU(2)r, ¢ und j Familien—Indizes und a = 1, 2, 3 Farb-Indizes, beziehungsweise Indizes der
SU(3). darstellen.

Es wurde schon erwéhnt, daff im Rahmen dieser Arbeit eine Beschriankung auf die Teilchen
der dritten Familie und die mit ihnen im Zusammenhang stehenden Kopplungen und Groéfsen
vorgenommen wird. Diese Beschriankung wird sich im Rahmen der durchgefiihrten Untersuchun-
gen als gerechtfertigt herausstellen, da die Yukawa—Kopplungen der Teilchen der ersten beiden
Familien aufgrund ihrer Gréfe gegeniiber den Yukawa-Kopplungen der Teilchen der dritten
Familie vernachléssigt werden konnen. Um die Beschrinkung zu realisieren wird folgende Wahl
der Yukawa-Matrizen y, 4 . in 2.10 getroffen.

0 0 0 0 0 O 0 0 0
Yyo=10 0 0 ya=10 0 0 ye=10 0 0 , (2.11)
0 0 wu 0 0 w 0 0 y,
so daf sich das Superpotential 2.10 analog zum Standardmodell als
Wassm = tr Yt @L H,+bg Yo @L Hy+7r Yr L, Hy+ Mﬁu Hy , (2.12)

schreibt und die Yukawa-Kopplungen %,;, y, und y, beinhaltet. Analog zum Standardmodell
beinhaltet das Superpotential die Terme, die die Kopplung zwischen den Higgs-Bosonen und
den Fermionen darstellen und somit iiber den Mechanismus der spontanen Symmetriebrechung
dafiir verantwortlich sind, den Teilchen Masse zu verleihen.

Im Gegensatz zum Standardmodell liegen im MSSM wie erwahnt zwei Higgs-Dubletts vor.
Beide nehmen im Verlaufe der spontanen Symmetriebrechung nach

iy = | 7 and  (Hy=| " (2.13)
Uy 0



22 Kapitel 2. Das minimal supersymmetrische Standardmodell

Vakuumerwartungswerte an, die verschiedene Werte annehmen kénnen. Es gilt jedoch
v’ = vl + ], (2.14)

wobei v der aus dem Standardmodell bekannte Vakuumerwartungswert (1.11) des Standardmodell-
Higgs-Bosons ist. Es wird weiterhin ein Parameter tang

Uy

tanf = = | (2.15)

Vg
eingefiihrt, der das Verhiltnis der Vakuumerwartungswerte v, und vg angibt. Damit schreiben
sich die aus dem Standardmodell bekannten Beziehungen der Massen und Yukawa—Kopplungen
der Fermionen auf Baumgraphen—Niveau (1.13) im MSSM als

v

v v
my = —=y; sinf, my = —= 1y, cosfP, m, = - cosf3. 2.16
t \/iyt ﬁ b \/iyb /B \/iy ﬁ ( )

Das Auftreten der Gréfen sinf beziehungsweise cosf spiegelt die Kopplung der Fermionen an
die unterschiedlichen Higgs—Dubletts wieder.

Innerhalb des Abschnitts 2.4, der die Berechnung des Massenspektrums des weich brechenden
MSSM im Detail vorstellt, wird ergéinzend auf den Aspekt der Polmassen—Korrektur im Fall
der Masse des Topquarks eingegangen.

Details zur Konstruktion und Struktur des Higgs—Sektors folgen im Abschnitt 2.3.1 beziehungs-
weise 2.3.2, der nichste Abschnitt geht auf die weich brechenden Terme Lg,g zur Brechung der
Supersymmetrie im MSSM ein.

2.2 Die Brechung der Supersymmetrie

Wiirde die Supersymmetrie ungebrochen an allen Skalen zwischen dem IR-Bereich, Impulsen
im Bereich des Vakuumerwartungswertes des Higgs-Feldes v/v/2 ~ 174GeV, und dem UV~
Bereich, zum Beispiel der GUT-Skala Q = mgur ~ 2 - 10% GeV, vorliegen, dann wiren die
Teilchen des Standardmodells und deren Superpartner jeweils entartet beziiglich der Masse und
die Superpartner wiaren im Experiment nachweisbar.

Da dies nicht der Fall ist, muff angenommen werden, daft die Supersymmetrie an einer Skala
oberhalb des IR-Bereichs, mg > m  gebrochen wird. Die Superpartner der Teilchen wiirden
in diesem Fall Massen in der Gréfenordnung der Brechungsskala erhalten; man spricht auch
davon, dak die Superpartner ,ausfrieren®.

Neben einigen anderen Mechanismen zur Brechung der Supersymmetrie, zum Beispiel der eich—
vermittelten Supersymmetrie-Brechung (gauge mediated SUSY breaking), stellt das Einfiihren
sogenannter weich brechender Terme (soft breaking terms) die in der Literatur am weitesten
verbreitete Variante dar.

Es werden alle weich brechenden Terme in der Lagrangedichte beriicksichtigt, die folgende
Kriterien erfiillen: Sie respektieren die Eichsymmetrie, sie sind renormierbar, sie besitzen po-
sitive Massendimension, das heift, sie enthalten keine dimensionslosen Kopplungen, da sonst
die ,,Natiirlichkeit verloren gehen wiirde. Dies stellt weiterhin sicher [30], daf in allen Ordnun-
gen Storungstheorie keine quadratischen Divergenzen mehr auftreten. Diese Terme brechen die
Supersymmetrie explizit.
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Bei der Formulierung des MSSM wird damit folgender weich brechender Anteil Ly, angesetzt

1 s — .
Loopi = §(M3gg+M2WW+M1BB)+h.c+
+ (5au@Hu+Ead@Hd+5aesz>+h.c+

+ > 4 mZ Go -+ my, Hi H, +m% Hj Hy— (b H, Hy+hec) | (2.17)

wobei die Grofe &Fa iiber @, Z, t, bund 7 lauft, entsprechend der in Tabelle 2.1 angegebenen
Superpartner von Quarks und Leptonen. Die Grofsen m% stellen somit die Massen—Terme der

(e}

Sfermionen und Sleptonen dar.

Der Term (2.17) enthélt bis auf einen weiteren, im allgemeinen vernachlissigten Anteil, alle
Terme, die den oben genannten Kriterien entsprechen. Es ist leicht einzusehen, dall L. die
Supersymmetrie explizit bricht, da nur skalare- und Gaugino-Felder und nicht deren Super-
partner enthalten sind.

Die Parameter M;, M, und Mj stellen die Bino, Wino und Gluino—Massenterme dar und be-
sitzen die Dimension einer Masse. Die Grofen a,, a; und a. sind die sogenannten trilinearen
Kopplungen. Analog zum Yukawa—Sektor im Superpotential W (2.10) stellen sie 3 x 3-Matrizen
im Familien-Raum dar. Im allgemeinen sind die Eintrige dieser Matrizen keinen Einschran-
kungen unterworfen. Es ist jedoch iiblich folgenden Ansatz

Ay = Au0Yu, A4 = A40Yd; Ae = Qe0 Ye (218)
zu machen, der zusammen mit dem Ansatz

m% = m%- 13,3 (2.19)

fiir die skalaren Massenquadrate Probleme mit Flavour—&dndernden neutralen Strémen verhin-
dert. Mit der Wahl (2.11) der Yukawa—Matrizen fiihrt (2.18) zu folgenden dquivalenten Matrizen
der trilinearen Kopplungen

0 0 O 0 0 O 0 0 O
a,=10 0 0 ag=|(0 0 O a,=10 0 O , (2.20)
0 0 a 0 0 ap 0 0 a;

so dak sich auch in diesem Fall auf die Grofsen, die mit den Fermionen der dritten Familie im
Zusammenhang stehen, beschrinkt wird. Die trilinearen Kopplungen a;, a; und a, besitzen die
Dimension einer Masse.

Auch im Fall der durch (2.19) gegebenen Diagonal-Matrizen kann die Betrachtung auf die
(3, 3)-Elemente beschrinkt werden. Dies hat seinen Grund ebenfalls in der Wahl (2.18) der
Yukawa—Matrizen, die zusammen mit dem daraus folgenden Ansatz der trilinearen Kopplungen
dafiir sorgen, daf die in Kapitel 3 eingefiihrte Renormierungsgruppenevolution der verbleiben-
den Eintrége trivial ist und keinen Einfluf auf die (3, 3)-Elemente hat.

Bei den Grofen m7;, und m#, handelt es sich um die sogenannten Higgs-Massenparameter, die
eine entscheidende Rolle bei der Bestimmung der Massen der Higgs Bosonen und der Durchfiih-
rung der spontanen Symmetriebrechung spielen; siehe dazu Abschnitt 2.3.1. Die Massenterme
der Sfermionen und Sleptonen sowie die Higgs—Massenparameter sind von der Dimension eines
Massenquadrates. Dies trifft auch auf den Parameter b zu, der ebenfalls in das skalare Potential
bei der Untersuchung der elektroschwachen Brechung mit einbezogen wird.
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Tabelle 2.3: Die Parameter
des weich brechenden Sektors
des MSSM. Bei den trilinearen
M3, My, M, Gaugino-Massen Kopplungen und den skalaren
Massenquadraten wird aus im
Text naher ausgefithrten Griin-
den eine Beschrankung auf die

g, p; Gr Trilineare Kopplungen dritte Familie vorgenommen.
b Higgs—Mischungs—Parameter
2 2 :
miy, s M, Higgs—Massenparameter
mZ%, m%2, m2, m?, m2 | skalare Massenquadrate
Q’ L) t 7 b’ T q

Wird folgende Zuordnung vorgenommen
a, &Yy und beu, (2.21)

so konnen die jeweiligen Terme im Superpotential (2.10) und (2.17) ineinander iibergefiihrt
werden. Daraus folgt, dak die entsprechenden Terme in Ly genau dann die Eichsymmetrie
respektieren, wenn es fiir die Terme im Superpotential sichergestellt ist.

Zusammenfassend kann gesagt werden, daf die in Ly enthaltenen Anteile in der Lage sind,
simtliche in der Theorie auftretenden Skalare und Gauginos mit den bendtigten Massen zu
versehen. Mehr dazu ist im Abschnitt 2.4 zu finden.

Erste phinomenologische Untersuchungen des weich brechenden MSSM fanden in den achtziger
Jahren [15] statt. Im Jahr 1995 haben Lanzagorta und Ross basierend auf einer Arbeit von Ross
und Robert aus dem Jahre 1992 [14] erste Ansitze zur Berechnung der Fixpunkte des weich
brechenden MSSM im IR-Bereich unternommen. Damit einher gehen neuere Untersuchungen
[16], die vor allem auch Einschrinkungen der Theorie im IR—Bereich untersuchen.

Bevor in Abschnitt 2.4 explizit auf die Berechnung der Masseneigenzustéinde der Superpartner
des weich brechenden MSSM aus den Eicheigenzustédnden eingegangen wird, sollen in den néch-
sten Abschnitten die Aspekte der elektroschwachen Symmetriebrechung und die Eigenschaften
des skalaren Potentials im Fall des MSSM vorgestellt werden.

2.3 Skalares Potential und elektroschwache Symmetriebre-
chung

In diesem Abschnitt wird auf die Aspekte der elektroschwachen Symmetriebrechung im Rahmen
des weich brechenden MSSM eingegangen. Dabei wird auch auf die Modifikation gegeniiber dem
Standardmodell,— das MSSM besitzt ihm gegeniiber zwei Higgs—-Dubletts — eingegangen.
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Weiterhin werden aus den Stationaritdtsbedingungen die Minimierungsbedingungen und die
Bedingung zur ,,Destabilisierung des Ursprungs“ hergeleitet.

Die Minimierungsbedingungen ermdoglichen es, aus der Struktur des Potentials die Masse des
Z—Bosons und den Wert des Parameters tanf zu bestimmen und, im Fall des Z-Bosons, mit
den experimentellen Vorgaben zu vergleichen.

Die Bedingung zur ,Destabilisierung des Ursprungs“ verhindert bei Erfiillung ein Minimum
im Ursprung des Raumes der im Potential auftretenden Felder und stellt das entscheidende
Kriterium zur Entscheidung iiber die Moglichkeit der elektroschwachen Brechung dar.

2.3.1 Skalares Potential

Wie schon in Abschnitt 2.1 angesprochen, setzt sich das in der Lagrangedichte des MSSM
enthaltene skalare Potential auf Baumgraphen—Niveau aus mehreren Anteilen zusammen

V =Vi+ Vo + Vs - (2.22)

Die F-Terme V7 leiten sich nach ,

ow

V = —

=25,

aus dem Superpotential W (2.10) ab. Die D-Terme sind durch

2
=iy (z 5,7 m) (220
a af

gegeben, wobei in beiden Féllen ¢, iiber alle skalaren Komponenten der chiralen Superfelder
lduft und a in (2.24) die Eichgruppen SU(3), SU(2)r, und U(1)y durchindiziert. 7% stellt die
Generatoren der SU(2)r, dar und S lauft dementsprechend von 1 bis 3. Der Ausdruck

(2.23)

Lsoft = (ﬁau@Hu—FEad@HdJrAéaesz)+h.c+

+ >4 m? Ga +miy, Hi H, +m%, Hj Hy— (b H, Hy +h.c) | (2.25)

enthilt die relevanten Anteile der weich brechenden Terme aus Abschnitt 2.2.
Zur Realisierung der Brechung der elektroschwachen Symmetrie
SU(Q)L X U(l)y — U(l)em (226)

durch spontane Symmetriebrechung muf analog zum Standardmodell in Abschnitt 1 das Mini-
mum des skalaren Potentials gesucht werden. Die Minimierung des Potentials (2.22) muf im
Grunde beziiglich aller neutralen Komponenten durchgefiihrt werden. Da dieses Vorgehen zur
Gewinnung von Aussagen aber zu Gleichungssystemen fiihrt, die zu komplex sind, um sie zu
16sen, wird eine andere Strategie eingeschlagen. In einem ersten Schritt wird zunéchst das so-
genannte Higgs—Potential (2.28) minimiert. Dieses beinhaltet nur die Terme aus (2.22), die im
Zusammenhang mit den Higgs-Dubletts beziehungsweise der Komponenten ihrer Felder und
der entsprechenden Kopplungen stehen.

Die sukzessive Erweiterung des Higgs—Potentials um zusétzliche Terme des vollstédndigen Poten-
tials wird im Verlaufe des Kapitels 4 durchgefiihrt, um sogenannte Bedingungen (constraints)
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abzuleiten. Diese Bedingungen erlauben eine Aussage iiber erwiinschte oder unerwiinschte Ei-
genschaften des Potentials im Zusammenhang mit der Moglichkeit der elektroschwachen Sym-
metriebrechung. Sie verhindern das Auftreten unphysikalischer Minima, die zu einer Unbe-
schranktheit des Potentials und zu einer Brechung der Ladungs— und Farbsymmetrie fiihren.

Letztendlich wird mittels der Berechnung der Bedingungen an das Potential die Moglichkeit
geschaffen, die Bereiche im Raum der freien Parameter eines Theorie einzuschrinken und so
die Aussagekraft der Theorie zu erhéhen. Eine ausfiihrliche Darstellung der physikalischen
Bedingungen, die den Untersuchungen im Rahmen dieser Arbeit zugrunde liegen, wird wie
oben erwihnt, in Kapitel 4 vorgenommen.

2.3.2 Higgs Potential

Wie im letzten Abschnitt angesprochen, wird zunichst nur das sogenannte Higgs—Potential
Vhiggs auf seine Eigenschaften beziiglich der Brechung der elektroschwachen Symmetrie unter-
sucht. Das Higgs-Potential enthélt nur solche Terme, die mit den Komponenten der Higgs—
Dubletts

H Hy
H, = und H; = , (2.27)
H, Hy

beziehungsweise den entsprechenden Kopplungen in Zusammenhang stehen. Das Higgs—Potential
ist durch

Vings = (Wl +m,) - (1HO (B2 ) + () - (B3P + B ) +
b(H Hy — H HY) +c.c. +
s (Barrap) (1o - 3l - zl”) "+

2

+

_|_

]. * *
+ 5 |HiHy + Hy Hy

(2.28)

gegeben. Das Ziel ist es, das Minimum diese Potentials zu berechnen, um SU(2);, x U(1)y zu
U(1)em zu brechen. Zunéchst werden einige Vereinfachungen durchgefiihrt.

Unter Verwendung von SU (2),—Eichtransformationen lassen sich die Isospin-tragenden Kom-
ponenten der Higgs Dubletts (2.27) ,,wegrotieren“. Man erhilt

Hf=0 ud H;=0. (2.29)

Weiterhin kann die Groéfe b 0.B.d.A. als reell und positiv angenommen werden. Eine eventuell
in b vorhandene Phase kann néimlich durch Redefinition der Phasen von H? und H? absorbiert
werden, da der zu b proportionale Term in (2.28) der einzige ist, der von den Phasen der H?
und H? abhiingt.

Unter der Verwendung der Schreibweisen (|u|* + m3;. ) =mj und (| > +m% ,) = mj erhilt man
folgendes skalares Potential

V = m% |H3|2+m§ |H3

1/3 2
w5 (Beeat) (mer - 1) (2:30)

|2 —b(Hy H) +cc.) +

wobei im Minimum angenommen werden kann, daf die Groken HY, H? und b reell und positiv
sind.
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Die Berechnung des Minimums von (2.30) entspricht der Bestimmung des Minimums einer
Funktion von R? — R im (H?, HY)- beziehungsweise (v,, v5)-Raum, eine aus der mehrdimen-
sionalen Analysis bekannte Aufgabe. Zur Bestimmung der Stelle des Minimum miissen fiir V
die Stationaritdtsbedingungen

oV oV

erfiillt sein. Analog zum Vorgehen im Fall des Standardmodells nehmen die Higgs—Dubletts
ihre Vakuumerwartungswerte

wy=omo={ ") wma @y=omo={ "), e

Uy 0

an, womit man aus den Stationaritatsbedingungen (2.31) folgende Gleichungen in den Vakuum-
erwartungswerten v, und v, der Higgs—Dubletts erhilt

1/3

—2bvg + 2m3 v, + 3 (5 g+ g§> Uy (vﬁ - vﬁ) =0 (2.33)
1/(3

—2bwv, + 2mjvg — 3 (3 g+ gg) vg (v2—v3)=0. (2.34)

Das Auflésungen von (2.33, 2.34) nach den Vakuumerwartungswerten v, und vz und Einsetzen
in (2.28) liefert das Higgs—Potential an der Stelle des Extremums

Vinin, = i (mf (3vZ+4v3) +m3 (v +3v]) £ \/(mf +m2)® —4b2 (v2 - vﬁ)) . (2.35)

Die Ausdriicke (2.33, 2.34) lassen sich unter Verwendung des Ausdrucks fiir die Masse des
Z—Bosons aus dem skalaren Potential

3 m?
(2o+t) =22, (239

und den schon in (2.14) und (2.15) erwéhnten Definitionen des Vakuumerwartungswertes des
Higgs—Bosons des Standardmodells v und dem Verhéltnis der Vakuumerwartungswerte der
Higgs—Dubletts im MSSM

v? = vl +v] und tanf = u (2.37)

in folgende Minimierungsbedingungen umformen:

2b
Uy (—tanﬁ—l—me—mQZcos?ﬂ) =0

vg (—2b tanf + 2mj + mj cos28) = 0. (2.38)
Das Potential an der Stelle des Minimums (2.35) 1aft sich unter der Verwendung von (2.36,
2.37) und den Definitionen

my =m? +m3 und  m_=m?—m3 (2.39)

folgendermafen schreiben

1
Vain, = —02 (2 (m24+m2) — (m? —m2 £/ (m2+m2)® —4b2) cos28
1 1 2 1 2

Vin. = in (2 my — <m + 4/m2 —4b2) cos 25) . (2.40)
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Losen der Stationaritidtsbedingungen

Wie leicht einzusehen ist, sind die Minimierungsbedingungen (2.38) erfiillt, wenn entweder
Uy =0 =0, (2.41)

gilt, welches der Losung im Ursprung entspricht (vergleiche nichsten Abschnitt) oder

2b
<_tanﬁ +2m? — m? cos 25) =0

(=2b tanf + 2mj + mycos28) = 0 (2.42)

gilt. Da die Losung (2.41) nicht in der Lage ist, die Symmetrie zu brechen, muf eine Bedin-
gung gefunden werden, die diese Losung ausschliefst. Genauer gesagt muf gefordert werden,
dak an der Stelle (0, 0) kein Minimum vorliegt. Damit Minima vorliegen wiirden, miiite die
Hessematrix der Funktion V (vy, vg)

9?2 1% 2V
H=| on OHioH (2.43)
2V P2V '

OHQOH)  9H9® ’
ausgewertet an der Stelle des Extremums, positiv definit sein. Dieses Kriterium erlaubt die
Konstruktion einer im nichsten Abschnitt hergeleiteten Bedingung, die eine Aussage iiber die
Moglichkeit der elektroschwachen Symmetriebrechung erlaubt.

Destabilisierung des Potentials im Ursprungs

Die in diesem Abschnitt hergeleitete Bedingung (constraint), die im folgenden kurz Bedingung
zur ,,Destabilisierung des Ursprungs® genannt werden soll, verhindert bei Erfiillung ein Mi-
nimum im Ursprung des Raumes der im Potential auftretenden Felder und stellt somit das
entscheidende Kriterium fiir das mogliche Auftreten der elektroschwachen Brechung dar.

Damit im Ursprung des Raumes der Felder (H, = 0, H; = 0) kein Minimum vorliegt, muf
gefordert werden, daf die Hesse-Matrix, ausgewertet an der Stelle (0, 0)

2V 2V 2
2 —2
H = oHO?  OHYOH) _ my b (2.44)
2V 2V 2
GHTOHT  HHY’ —2b 2m;

Uy =v3=0

nicht positiv definit ist. Eine Matrix ist genau dann positiv definit, wenn eines der beiden
folgenden dquivalenten Kriterien erfiillt ist.

Kriterium i)
eine reelle 2 x 2-Matrix A ist positiv definit < samtliche Eigenwerte von A sind positiv
Kriterium ii)

eine reelle 2 x 2-Matrix A ist positiv definit < A(; 1) und detA sind positiv

Die Eigenwerte der Hesse-Matrix (2.44) sind durch

Ao =m3+mi+ \/462 + (m? = m2)® (2.45)
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gegeben. Damit H nicht positiv definit ist muf
A <0 oder A <0 (2.46)

gelten. Unter Verwendung der Eigenwerte (2.45) gelangt man ausgehend von

A2 <0 = m3 4+ m3 & \/41)2 +(m2—m2)’ <0 (2.47)

und folgenden Umformungen

mf+m§i\/4b2+(m%—m§)2 < 0

:I:\/4b2 +(m2—m2)? > m?+md
4* + (m7 — m%)2 > (m}+ mg)2 (2.48)

zur Bedingung
b2 > mims . (2.49)

Verwendet man das Kriterium i), so ergibt die Determinante von H (2.44)

2m? —2b . )
—2b 2m3

wobei hinreichend ist, daf detH kleiner Null ist, damit H nicht positiv definit ist (4m7m3 —
4b? < 0); man sieht so leicht die Aquivalenz von (2.50) und (2.49).

Man kann also zusammenfassen: Damit die Losung der Stationaritdtsbedingung beziehungs-
weise der Minimierungsbedingung im Ursprung, v, = v4 = 0 oder H, = H; = 0, die nicht in
der Lage ist, die elektroschwache Eichsymmetrie in geeigneter Form zu brechen, kein Minimum
darstellt, muf gelten:

2 2. 2
b > mjm;

(2.51)

Ist diese Bedingung erfiillt, so ist sichergestellt, daf die spontane Symmetriebrechung mit dem
in diesem Abschnitt dargestellten Ansatz im Higgs—Sektor des Potentials, beziehungsweise dem
Higgs—Potential und der Wahl der Struktur der Vakuumerwartungswerte, moglich ist und zu
der gewiinschten Brechung SU(2) x U(1)y — U(1)e, fithren kann.

Die Auswertung der Bedingung zur ,,Destabilisierung des Ursprungs” wird sinnvollerweise an der
Skala der Symmetriebrechung vorgenommen, da auch die Berechnung der Masse des Z-Bosons
und des Wertes des Parameters tan3, beziehungsweise die Auswertung der Stationaritatsbedin-
gungen an dieser Skala vorgenommen werden.

Nicht—triviale Losung der Stationarititsbedingung

Als néchstes wird die nicht—triviale Losung der Minimierungsbedingung (2.31)

2b
(_tanﬁ + 2m? — m?% cos 26) = 0

(—2b tanB + 2mj + mj cos28) = 0 (2.52)
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ndher untersucht. Diese Minimierungsbedingung, beziehungsweise deren Losung, kann verwen-
det werden, um aus den Werten der Parameter b , m? und m3 Werte fiir die GroRen m? und
tanf zu berechnen. Es handelt sich bei (2.52) um zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten.
Es ist aber nicht sichergestellt, dafs eine reelle Losung existiert. Es wird sich im Verlauf der
Untersuchungen zeigen, dafs gewisse Kombinationen der Parameter im Potential existieren, die
beziiglich der elektroschwachen Brechung ausgeschlossen werden kénnen, da (2.52) dann keine
reelle Losung besitzt. In diesem Fall ist weder eine Aussage iiber die Existenz eines Minimums,
noch der sich aus diesem ergebenden Werte fiir m% und tanS moglich.

Fiir m% und tanp ergeben (2.52) bzw. (2.33, 2.34)

2b

my £ /m2 —4b?
1
my = Y. (m_i,/m1—4b2) (2.53)

als Losung. Einsetzen der Losung fiir tang in die Losung fiir m% ergibt

tanf =

m_

mi=———o-_+1| m, .
Z vmi —4b? *

(2.54)

Den Gleichungen (2.53) bzw. (2.54) sieht man sofort an, daf die Forderung, reelle Losungen
fiir m% und tanf zu ergeben, darauf zuriickgefiihrt werden kann, daf der Radikant m2 — 4
positiv ist. Es muf also gelten

m2 —4b* >0 = (m? + m%)2 > 4b? (2.55)

wobei echt groRer gelten muR, da sonst in der Berechnung von m?% durch Null geteilt werden
wiirde. Weiterhin erkennt man, dafs entweder beide Grofen reell oder beide Grofen komplex
sind.

Zusammenfassung der Lésungen und Bedingungen

Es sollen nun noch einmal die Ergebnisse der letzten Abschnitte im Zusammenhang dargestellt
werden.

e Die Bestimmung des Minimums im Potential (2.28) ergibt folgende Losung fiir die Wert
von m% (2.53, 2.54)

mi=—| 1| m, . 2.56
N W v R (2.56)
und tanf
2b
tanf = . (2.57)
my £ /m2 —4b?
e Damit obige Losungen reell sind mufs
m2—4p?>0 = (mP4+md)’>4p (2.58)

gelten (2.55).
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e Damit der Ursprung im Raum der Felder, (v,, v4) = (0, 0) beziehungsweise (H,, H;) =
(0, 0), kein Minimum darstellt, muf die Bedingung zur ,,Destabilisierung des Ursprungs,,

b’ > m?m; (2.59)

erfiillt sein, um damit die spontane Brechung der elektroschwachen Symmetrie zu ermdég-
lichen.

2.4 Berechnung der Masseneigenzustande

In diesem Abschnitt wird die Berechnung der Masseneigenzustinde aus den Eicheigenzustin-
den, beziehungsweise die Berechnung des Massenspektrums in Abhéingigkeit der Parameter des
weich brechenden MSSM dargestellt. Im Rahmen der Untersuchungen dieser Arbeit wird das
Massenspektrum aus den Massen der drei Fermionen der dritten Familie, dem Topquark, dem
Bottomquark und dem Taulepton, den fiinf massiven Freiheitsgraden des Higgs—Sektors, den
Neutralinos, den Charginos und den skalaren Massenquadraten der Superpartner des Top— und
Bottomquarks und des Tauleptons, dem Stop, dem Sbottom und dem Stau gebildet.

Die Charginos ergeben sich aus der Mischung der geladenen Winos W+ und der geladenen Kom-

ponenten der Higgsinos IEIT;t 4> die Neutralinos aus dem neutralen Wino W und den neutralen

Komponenten der H o d-

Noch einmal sei darauf hingewiesen, dafs die Berechnung des Massenspektrums in vielen Dar-
stellungen beschrieben wird; hier seien der Supersymmetry Primer von P. M. Martin [30], Jour-
neys beyond the Standard Model von P. Ramond [21] und die vor allem dem Higgs—Sektor
zugewandten Darstellungen von Guinon et al. [34| genannt.

2.4.1 Berechnung der Massen der Quarks und Leptonen im MSSM

Auf das Vorgehen zur Berechnung der Massen der Fermionen der dritten Familie, des Top—,
des Bottomquarks und des Tauleptons auf Baumgraphen—Niveau wurde schon in Abschnitt
2.1 eingegangen. Zur Wiederholung seinen hier noch einmal die Ausdriicke zur Berechnung der
Massen aus den Yukawa-Kopplungen angefiihrt:

v v v
my = —=y; sinf8, my = —=1yp cosf, m, = —=y, cosf3 . 2.60
t \/iyt ﬁ b \/iyb /B \/iy IB ( )
Die Grofe v ist durch (2.61)
_1
v= <\/§GF) * mit  Gp=1.16639- 10~ GeV 2 (2.61)

gegeben. Die Grofe tanf gibt das Verhiltnis der Vakuumerwartungswerte der beiden Higgs—
Bosonen im MSSM an. Zusammen gilt tan8 = v, /v4 und v? = v2 + v2.

Da es sich bei (2.60) um Beziehungen auf Baumgraphen-Niveau handelt, miissen zur Berech-
nung der Massen Strahlungskorrekturen, in diesem Fall sogenannte Polmassenkorrekturen oy,
beriicksichtigt werden. Diese setzten sich im allgemeinen aus zwei Anteilen, dem elektroschwachen—
und einem Anteil aufgrund der starken Wechselwirkung (QCD—-Anteil)

5f — 5;1ektroschwach + 5(fQCD (262)
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zusammen. Dabei ist zu beachten, daf im Fall des 7-Leptons nur der elektroschwache Anteil
vorliegt, da Leptonen nicht der starken Wechselwirkung unterliegen.

Da sich gezeigt hat, dak die elektroschwachen Anteile gegeniiber den QCD—Anteilen vernachlés-
sigt werden kénnen, werden im folgenden nur die QCD—Anteile betrachtet. Weiterhin wird die
Polmassenkorrektur vernachléssigt, wenn die entsprechenden Yukawa-Kopplungen klein sind.
Dies ist in den Untersuchungen in dieser Arbeit fiir das Bottomquark und das 7-Lepton der Fall,
deren Kopplungen im Vergleich zu der Yukawa—Kopplung des Topquarks klein sind.? Es gilt
y¢ ~ 1 und die Polmassenkorrektur des Topquarks ist in erster Ordnung durch den Ausdruck [7]

as (Q = mpore
g ( . %) +0(a?) (2.63)

gegeben, wobei m,(Q) = v/v21y(Q), y; die Yukawa—Kopplung des Topquarks darstellt und
sich auf den QCD-Anteil beschrankt wurde, da der elektroschwache Anteil aus den genannten
Griinden gegeniiber dem QCD—-Anteil vernachléssigt wird.

Bei der Grofke my in (2.60) und (2.63) handelt es sich um die sogenannte laufende Masse; diese
Bezeichnung ergibt sich aus dem Umstand, daf in der Massenbeziehung auf Baumgraphen—
Niveau (2.60) die Masse des Topquarks aus der Yukawa—Kopplung, eine laufende Kopplung,
berechnet wird. Niheres zu laufenden Kopplungen, beziehungsweise laufenden Parametern ist
in Abschnitt 3.4 zu finden.

Um im weiteren Verlauf der Arbeit die Polmasse von der laufenden Masse zu unterscheiden,

wird erstere wie in (2.63) mit m22° bezeichnet.

/4

Ist die Yukawa-Kopplung des Bottomquarks nicht vernachléssigbar, y, ~ 1, so muf zur Be-
rechnung der Pol-Masse des Bottomquarks mi’;’tlfom ebenfalls eine Polmassenkorrektur analog
zu (2.63) einbezogen werden. Gleiches gilt natiirlich auch fiir das Taulepton, wobei, wie gesagt,
nur der elektroschwache Anteil zu beriicksichtigen ist, der jedoch gegeniiber dem QCD—Anteil

vernachléssigt werden kann.

2.4.2 Weich brechender Sektor und Higgs—Sektor

Der Higgs—Sektor des MSSM unter Einbeziehung der weich brechenden Terme enthélt neben den
fiinf massiven Freiheitsgraden des Higgs Sektors zwei Charginos, vier Neutralinos die Gluinos
sowie jeweils zwei Masseneigenzustinde fiir jeden der Superpartner der Fermionen der dritten
Familie, das Stop, das Sbottom und das Stau.

Die Charginos ergeben sich, wie eingangs erwihnt, aus der Mischung der geladenen Winos Wi
und der geladenen Komponenten der Higgsinos Hujf 4> die Neutralinos aus dem neutralen Wino

W° und den neutralen Komponenten der I;Tfj 4

2Hierbei sollte auf folgenden Umstand acht gegeben werden: Sowohl im Fall der Evolution des low—tanS— als
auch im Fall der Evolution des high—tanfS-Fixpunktes sind die letztendlich zur Berechnung der Massen des Bot-
tomquarks und des Tauleptons herangezogenen Yukawa—Kopplungen klein. Im Fall der Evolution des low—tang—
Fixpunktes ist dies unmittelbar einleuchtend, die angesprochenen Yukawa—Kopplungen, und dementsprechend
auch die Massen, sind Null. Im Fall des high-tang3 werden zur Berechnung der Massen die Yukawa—Kopplungen
nach der Umrechnung in die Verhaltnisse des Standardmodells verwendet. Es gilt z. Bsp. yEM = y,l)VISSM cosf3.
Somit sind auch bei approximativer Yukawa—Kopplungsunifizierung (y; = y» & y, = 1) die zur Berechnung der
Massen verwendeten Yukawa—Kopplungen des Bottomquarks und des Tauleptons klein gegeniiber der Yukawa—
Kopplung des Topquarks.
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Fiir die Ausfiihrungen beziiglich der Strahlungskorrekturen zur Masse des leichtesten Higgs—
Bosons und der Renormierungsgruppenevolution der Higgs—Selbstkopplung A im Bereich des
Standardmodells werden einige Begriffe aus dem Bereich der Renormierungsgruppenevolution
benétigt. Diese werden erst in Kapitel 3 eingefiihrt. Den in Frage kommenden Abschnitt hinter
das Kapitel zur Renormierungsgruppenevolution zu verlegen erschien jedoch aus thematischer
Gebundenheit nicht ratsam, so dal darum gebeten wird, die benétigten Begriffe im Zweifel
vorgreifend dort nachzulesen.

Der Higgs Sektor

Wie in Abschnitt 2.1 angefiihrt, liegen im Higgs Sektor des MSSM zwei komplexe SU(2) .-
Dubletts vor. Diese besitzen 8 reelle Freiheitsgrade, von denen nach der Brechung der elek-
troschwachen Symmetrie fiinf massive Freiheitsgrade verbleiben. Die drei iibrigen (masselosen)
Freiheitsgrade G und G+ bilden — analog zum Standardmodell — die longitudinalen Moden
des Z und der W-Bosonen.

Die fiinf massiven Freiheitsgrade setzen sich zu einen CP-ungeraden Skalar A° mit Masse
m 40, einem einfach positiv geladenen Skalar H* und dem entsprechenden ladungskonjugierten,
einfach negativ geladenen Skalar H~ mit Masse m?2.. und zwei weiteren CP—geraden, neutralen
Skalaren A° und H® mit Massen myo und myo zusammen.

Die Masseneigenzustinde der entsprechenden Skalare berechnen sich aus den Eicheigenzustin-

den nach . » , -
S — COS m|H,
(A) =V2 (cosﬁ sinf3 ) (hn[Hf}]) ’ (2.64)

G\ _ (sinf —cosp HY
(H+> o (cosﬁ sinf3 ) (Hd*>’ (2.65)
RO\ cosa —sina ) [ Re[H] — v,
<HO> _\/§<sina Cos ) (Re[Hg]—vd (2.66)
wobei der auftretende Mischwinkel «v durch
sin 2cv _ m? + m% _ cos 2« _ m?e — my (2.67)
sin 23 M2, — M, cos 23 M2, —mie ’

definiert wird. Man erhilt folgende Ausdriicke fiir die Massen der fiinf massiven Freiheitsgrade
des Higgs—Sektors:

, 2%
m =
A° sin2 3
mys = mio+miy
1
Mo o = 5 ( 20 +m% F \/(mio + mQZ)2 —4m%m?, cos?2 3 ) (2.68)

Wihrend die Massen der Skalare A°, H° und H* nicht nach oben beschriinkt sind — sie kénnen
mit b/sin 2 3 wachsen — ist fiir die Masse des h° Skalars auf Baumgraphen—Niveau folgende
obere Grenze

mpo < |cos2 B myz (2.69)

gegeben. Diese Einschriankung der Masse wiirde im Prinzip dafiir sorgen, daf das leichteste
Higgs—Boson des MSSM im LEP nachweisbar sein sollte. Hierbei ist anzumerken, daf es sich
bei (2.69) um eine Beziehung auf Baumgraphen-Niveau handelt. Zum einen kann diese obere



34 Kapitel 2. Das minimal supersymmetrische Standardmodell

Grenze durch die Einbeziehung von Strahlungskorrekturen im skalaren Potential, zum anderen
durch die Einbeziehung der Renormierungsgruppenevolution der Selbstkopplung A des Higgs—
Bosons H im Standardmodell unterhalb der Brechungsskala mg modifiziert werden. Beide Ef-
fekte tragen erheblich zur Erhéhung der Massen m7, beziehungsweise my gegeniiber (2.69)
bei [35].

Die Einschleifen—Strahlungskorrektur zur Masse des leichtesten Higgs-Bosons m?, ist durch

2 _ (0)2 2
mho _ mho + Amho

(2.70)

3 :
myo + 4—7T21)2 y; sin* Blog (

gegeben, wobei m3, durch die letzte Gleichung in (2.68) mit negativer Wurzel gegeben ist.

Zur Durchfithrung der Renormierungsgruppenevolution(sieche Kapitel 3) im Standardmodell
zwischen der Brechungsskala mg und der Skala der Masse des Z-Bosons mz wird folgenderma-
fen vorgegangen: An der Skala mg wird das leichteste Higgs—Boson mit der sich nach (2.68,
letzte Gleichung) ergebenden Masse myo mit dem Higgs—Boson des Standardmodells identifi-
ziert. Nach )

_ Mo

202
14Kt sich die Masse des Higgs Bosons myo in die entsprechende Kopplung A umrechnen. Die
Kopplung des Higgs Bosons A wird dann zusammen mit den Yukawa-Kopplungen der Fermionen
der dritten Familie y;, 3, und y, und den Eichkopplungen ¢;, go und g3 mittels numerischen In-
tegration unter Verwendung der Renormierungsgruppengleichungen des Standardmodells (3.13
bis 3.19) der Evolution unterworfen und an der Skala m  ausgewertet. Den so erhaltenen Wert
der Kopplung des Higgs Bosons A (Q = mz) kann man mittels der inversen Beziehung von
(2.71) nach

(2.71)

my =V2X\-v (2.72)

in die Masse myg des Higgs Bosons des Standardmodells umrechnen. Auch das Higgs-Boson
erfahrt wie das Topquark, sieche Abschnitt 2.4.1, eine Pol-Massen—Korrektur [7], die aber bei
den Betrachtungen im Rahmen dieser Arbeit vernachléssigt wird. Untersuchungen des MSSM
hinsichtlich der Masse des leichtesten Higgs—Bosons, beziehungsweise des Higgs—Bosons des
Standardmodells, sind in [35] zu finden.

Massen der Neutralinos, Charginos und der Gluinos

Wie eingangs erwihnt, ergeben sich die Charginos durch Mischung der geladenen Winos we
und der geladenen Komponenten der Higgsinos H;'f .- Die Charginos stellen zwei einfach gela-
dene Masseneigenzustinde dar. Die Neutralinos ergeben sich aus der Mischung des neutralen
Wino W und der neutralen Komponenten der Hy ,. Die Neutralinos bilden vier neutrale Masse-
neigenzustinde. Die Masseneigenzustiande der Charginos und Neutralinos werden entsprechend
mit mak, und mg,  bezeichnet.
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Seien % = (E, W°, H 9 ﬁg) die Eicheigenzustinde der neutralen Komponenten, so 1dRt sich
aus dem Potential die Neutralino—-Massenmatrix

( My 0 —cosf sinf, mz  sinf sinf, my \
0 M, cosf3 cosB, my —sinf cosf, myz
Mz =
—cosf sinf, my cosf3 cosb, my 0 —u
\ sinf sinf, mz; —sinf cosf, my — 0
(2.73)

ablesen, wobei M, My und M; die Bino—, Wino und Gluino—Massenterme und 6y, den schwa-
chen Mischungswinkel (5.3) darstellt. Die Masseneigenzusténde, beziehungsweise die Massen
lassen sich aus (2.73) durch Diagonalisieren der Massenmatrix M5 berechnen. Dazu wird wie
gewohnt eine unitiare Matrix IN so gewahlt, dal mit

No= Ny umd M = NOMy N @7

. . . diag. . .
die Diagonalelemente der Matrix MZ* die Massen der Neutralinos my , my ,m5. und my
N 1 2 3 4
ergeben.

Auf die explizite Angabe der Eintrage der diagonalisierenden Matrix N und der der Diagonal-
matrix M%ag' und somit der Ausdriicke fiir die eben genannten Massen der Neutralinos wird

aufgrund der Ubersichtlichkeit verzichtet, da die Terme sehr linglich sind.

Das Massenspektrum der Charginos léft sich auf analoge Art und Weise ableiten. Ausgehend
von den Eicheigenzustdnden der geladenen Komponenten ¢ = <W+, Hf W-, H; ) der Higg-

sinos und Gauginos lafit sich die Massenmatrix der Eicheigenzustéinde aus dem Potential zu

0 XT M. V2 sinBm
M = mit X = ’ fmw (2.75)

X 0 V2 cosf my 7

ablesen. Durch geeignete Wahl der unitéren Matrizen U und V so, daf

o w+ Cy w-
Cy Hf Cy Hy

die Eicheigenzustinde in die Masseneigenzustinde iiberfiihren, erhilt man

mél 0

X¥e U XV = (2.77)

0 m52

mit den Massen der Charginos mg und mg, als Diagonalelemente der diagonalisierten Massen-
matrix X498 Diese 2 x 2 Matrizen lassen sich mit weniger Aufwand als die Massenmatrix der
Neutralinos (2.73) diagonalisieren und die Massen der Charginos kénnen so explizit angegeben
werden:

(M3 + p* +2miy)

Q
M
DO |

:|Z\/(M22 2 +2m2)° — 4 (u My —m?, sin25)2) . (2.78)
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Die Gluinos stellen das einzige Farb-Oktett unter den Teilchen des MSSM dar. Aus diesem
Grund findet keine Mischung mit anderen Teichen statt, und die Masse der Gluinos ist auf
Baumgraphen—Niveau proportional zu Msj.

Nimmt man Korrekturen erster Ordnung hinzu, so erhilt man den Ausdruck

O

mgz = Ms (Q) (1 + 12 (15 + 6 log %) + 0 (ai)) (2.79)

fiir die Masse my der Gluinos. Diese Korrekturen kénnen fiir Gluino-Massen zwischen mgz ~ mg
bis zu mgz ~ 1300GeV, den hochsten in diesen Untersuchungen auftretenden Gluino-Massen,
einen Beitrag von 1% bis 25% ausmachen.

Da die untere Schranke fiir die Masse der Gluinos im Rahmen der Untersuchung des MSSM
jedoch keine entscheidende Rolle spielt, wird auf die Betrachtung von Korrekturen verzichtet,
und es gilt

mg = M3 (2.80)

fiir die Masse des Gluinos auf Baumgraphen—Niveau.

Masseneigenzustinde der Squarks und Sleptonen

Bei der Ableitung der Massen der skalaren Squarks und Sleptonen wird sich von vornherein
auf die dritte, schwere Familie beschrankt. Die Ableitung der Ausdriicke fiir Massen der ersten
beiden Familien birgt keine Schwierigkeiten und kann bei Vernachlassigung kleiner Kopplungen
mit einigen Abschitzungen fiir die Renormierungsgruppenevolution explizit angegeben werden;
siehe dazu [30]. Es sind hier nur die skalaren Teilchen der dritten Familie, das Stop, das Sbottom,
die Superpartner des Top— und Bottomquarks, sowie das Stau, der Superpartner des Tauleptons,
zu betrachten.

Das Vorgehen zur Berechnung der Masseneigenzustinde und der dazugehdrigen Massen verlauft
in allen drei Fillen analog. Im Fall des Stop mischen die rechts— und linkshindigen Anteile,
um die Massenmatrix zu bilden. Deren Eigenwerte geben die Massen der Masseneigenzustinde,
mtg1 und mtgz, an. Es gilt

L enthilt  — (& ty) M2 : (2.81)

o .
tr

wobei die Eicheigenzustinde 7, den Anteil des Stop aus dem linkshéindigen SU(2),-Dublett
Q und t5 das rechtshéindige Singulett darstellen. Die Massenmatrix M% aus (2.81) lakt sich
mittels einer einfachen aber ldnglichen Rechnung zu

mZ +m?+ A, v (a; sinff — Ccos

v (ay sinf — py; cosp) mtg +m? + Ag

aus dem Potential bestimmen, wobei die Groken A, beziehungsweise Az und im folgenden A, 4
und A, ; durch (2.87) beziehungsweise (2.88) gegeben sind. Die unitdre Matrix U; mit

t 1 t cos 6 sin 6 1)
Tleu | )= )= ! ' o (2.83)

(2 tR (2 —sin 975 COS 9,4, tR
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rotiert die Eicheigenzustinde tNL, r in die Masseneigenzustinde t~1,2 und diagonalisiert die Mas-
senmatrix M% nach

Im Fall des Sbottom und Stau erhilt man analog folgende Massenmatrizen

m% +mi + Ay v (ap cosf — pyp sinf)

M% = (2.85)
v (ap cosf — py; sinf) m% +mi + Ag
m2 +m? + A, v (a, cosfB — py, sin
ME = 2 ( B — py, sinf) (2.86)
v (a, cosB — py, sinf) mZ+m2 + A,
die zu den Masseneigenzustinden 51,2 und 7 o mit den Massen m%l , und m%l , fiihren.
Die Grofien Ay 4, Ay g und A, ¢ in den Massenmatrizen sind durch
Ay = (Tf — Q2 sin? 0w> m3, cos2 3 (2.87)

gegeben, es gilt ¢ = u, u, d, d, e, é.

Der Ursprung dieser sogenannten Hyperfein—Aufspaltung (hyperfine splittings) liegt in der elek-
troschwachen Symmetriebrechung, genauer in den quadratischen Wechselwirkungen der U(1)y—
und SU(2),-D-Terme; sie haben die Form (Squark/Slepton)?(Higgs)?. Die A-Terme haben die
Eigenschaft, die Massen der in den SU(2);—Supermultipletts enthaltenen Komponenten aufzu-
spalten und spielen vor allem bei den Massen der Skalare der ersten beiden Familien eine Rolle,
die ohne dieses Aufspalten degeneriert wéren.

In (2.87) gibt 7% die dritte Komponente des schwachen Isospins und Q¢ die elektrische Ladung
des chiralen Supermultipletts an, dem ¢ angehort. Es gilt

1 2
A, = (— — gsin2 GW) mQZ cos2 3

+ sin® 0W> m2% cos2 f3

A = (—sin®Ow)my cos2f (2.88)

Es sei angemerkt, daf in (2.85) und (2.86) in der Literatur oft auf die Beitrige der dement-
sprechenden Massen der Fermionen, m; und m,, verzichtet wird, da diese aufgrund der Gréfse
ihrer Yukawa—Kopplungen vernachlissigbar erscheinen. In den Untersuchungen im Rahmen die-
ser Arbeit werden auch groke Werte von tang eine Rolle spielen. Groe Werte von tan/s haben
Top—, bottom— und tau—Yukawa—Kopplungen der gleichen Grofenordnung zur Folge, so dals die
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Yukawa-Kopplungen des Bottomquarks und des Tauleptons gerade nicht vernachléssigbar klein
sind, weshalb im Rahmen dieser Arbeit diese Massen wie in (2.85) und (2.86) mit einbezogen
werden.

Auf die explizite Angabe der Ausdriicke fiir die Massen der Masseneigenzustinde wird hier wie
im Fall der Neutralinos verzichtet.



Kapitel 3

Renormierungsgruppengleichungen und
Fixmannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel wird auf die Renormierung im Rahmen von Feldtheorien, auf Renormierungs-
gruppengleichungen und auf Fixmannigfaltigkeiten der Renormierungsgruppengleichungen ein-
gegangen.

Die Berechnung der Fixmannigfaltigkeiten der Renormierungsgruppengleichungen des weich
brechenden MSSM stellt einen zentralen Punkt der Untersuchungen im Rahmen dieser Arbeit
dar. In Abschnitt 3.3 wird aus diesem Grund eine schrittweise Einfiihrung in die Grundlagen
und die Methoden zur Berechnung von Fixmannigfaltigkeiten vorgenommen.

Das Interesse an Fixmannigfaltigkeiten geht auf die Arbeiten von Pendleton, Ross und anderen
[1-3, 5, 6] zuriick. Neuere Untersuchungen finden sich in |7, 36]. Mathematische Grundlagen
zur Theorie der Fixmannigfaltigkeiten konnen in [37] nachgelesen werden. Weitere Details zur
geschichtlichen Einbettung der Untersuchung von Fixmannigfaltigkeiten sind am Beginn des
Abschnitts 3.3 zu finden.

Bevor auf die Fixmannigfaltigkeiten eingegangen wird, soll im nichsten Abschnitt kurz der Pro-
zell der Renormierung als Grundlage zur Berechnung von Renormierungsgruppengleichungen
vorgestellt werden. Darauf folgen in Abschnitt 3.2 die Renormierungsgruppengleichungen des
weich brechenden MSSM und des Standardmodells in Einschleifen—Ndherung. In Abschnitt 3.4
wird auf den Mechanismus der Radiativen Symmetriebrechung eingegangen. Obwohl dieser the-
matisch der Darstellung des skalaren Potentials zuzuordnen ist, wird er erst jetzt eingefiihrt,
da einige in diesem Kapitel eingefiihrte Begriffe zur hinreichenden Darstellung der radiativen
Symmetriebrechung benétigt werden.

3.1 Renormierung

Zur Berechnung von Mefgrofen, das heifft zur Berechnung von Streuprozessen im Rahmen
einer quantisierten Feldtheorie werden mittels der Stérungstheorie Streumatrixelemente bezie-
hungsweise Greensfunktionen berechnet. Die mathematischen Ausdriicke der Greensfunktionen
lassen sich formalisiert mit Hilfe sogenannter Feynman—Graphen oder Feynman-Diagramme
ableiten. In erster Ordnung der Storungstheorie, dem sogenannten Baumgraphen—Niveau, tre-
ten in diesen Diagrammen keine Schleifen auf. Analog zu einem Baum, daher der Name, sind
ausschlieflich Verzweigungen vorhanden. Innerhalb einer Ordnung miissen zur Berechnung des
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Beitrages zum mathematischen Ausdruck zur Beschreibung des Streuprozesses alle méglichen
Diagramme, gewichtet mit spezifischen kombinatorischen Faktoren, die die Anzahl der mogli-
chen Konstruktionsmoglichkeiten beschreiben, aufsummiert werden.

Erh6ht man die Ordnung der Storungstheorie, so kdnnen in den Graphen der jeweiligen Ord-
nung sogenannte Schleifen (loops) auftreten. Die Schleifen beinhalten Umlaufimpulse, die nicht
durch die duferen Gegebenheiten, beziehungsweise durch Impulserhaltung an den Vertizes fest-
gelegt sind. Die Umlaufimpulse werden in der mathematischen Beschreibung durch Integratio-
nen iiber alle moglichen Umlaufimpulse reprisentiert. Bei der Auswertung der mathematischen
Ausdriicke erweisen sich diese Integrationen héiufig als schwierig, da ihre Beitrige ,,unendlich®
sein konnen. Dies ist nicht mit den durch die Streuprozesse beschriebenen Mefigrofen vereinbar,
da diese aufgrund ihrer Natur als Mefgroke endliche Werte besitzen sollten.

Nachdem dieser Umstand der unendlichen Beitrige bei der Formulierung der quantisierten
Feldtheorien zunéchst lange Zeit als Hindernis und Argument gegen quantisierte Feldtheori-
en empfunden wurde, konnte, basierend auf den Arbeiten von Gell-Mann und Low [38], der
Formalismus der Renormierung etabliert werden, um mit den Divergenzen umzugehen. Eine
physikalische Deutung der Renormierung als Beschreibung des Skalierungsverhaltens von Mefk-
grofen konnte bereits 1953 von Stueckelberg und Petermann [39] gegeben werden.

Zur Losung der Probleme wird im ersten Schritt die Berechnung der divergenten Anteile mit-
tels des Formalismus der dimensionalen Regularisation (DREG) durchgefiihrt. Dazu wird die
vierdimensionale Raumzeit in den betrachteten Integralen analytisch in

d=4—-2¢e;¢e>0 (3.1)

Dimensionen fortgesetzt. Die Ausdriicke lassen sich dann formal in d Dimensionen berechnen
und gehen fiir ¢ — 0 in die urspriinglichen Ausdriicke iiber. Die auftretenden Integrationen
iiber die vier-dimensionale Raumzeit werden infolgedessen durch Integrationen iiber d = 4—2¢

ersetzt
/d4x... —)/d4_25x... ) (3.2)

Die durch die Berechenbarkeit der Divergenzen erhaltenen Informationen iiber die Struktur der
divergenten Anteile wird zur Konstruktion sogenannter Gegenterme (counter—terms) verwendet,
die auf der Ebene der Lagrangedichte den Ausgangstermen hinzugefiigt werden

Lon. =L — Loc . (3.3)

Uber die Gegenterme hinaus kénnen in Lo noch weitere Terme enthalten sein. Welche das
sind, ist durch das sogenannte Renormierungsschema vereinbart. Enthilt Lo gerade nur die
divergenten Anteile aus £, so sprich man vom massenunabhdngigen Renormierungsschema. Im
anglikanischen Sprachraum wird dieses als MS (minimal substraction) bezeichnet; der Name
ist unmittelbar einleuchtend. Die Bezeichnung , massenunabhdingig* riihrt daher, daf die Ge-
genterme nicht explizit von den Massen der beschriebenen Teilchen abhéngen. Innerhalb des
weitverbreiteten MS—Schemas (sprich: MS-bar) werden iiber die divergente Anteile hinaus noch
die fiihrenden Logarithmen mit einbezogen.

Im Rahmen der dimensionalen Regularisierung treten durch die Integration iiber d = 4 —
2¢ Dimensionen Kopplungen auf, die dimensionsbehaftet sind. Um diese Dimensionalitit zu
kompensieren, werden nach

Eich— / Yukawa — Kopplung — @Q° - Eich— / Yukawa — Kopplung (3.4)
skalare Selbstkopplung — Q?¢ - skalare Selbstkopplung
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neue Kopplungen eingefiihrt, die weiterhin dimensionslos sind. Die Dimensionalitit wird in die
Grobe @ verlagert, die als Renormierungspunkt oder im folgenden kurz als Skala bezeichnet
wird. Sie gibt die Impulsskala an, bei der die Auswertung der Theorie vorgenommen wird. Da
physikalische Mefsgrofien im allgemeinen nicht von ) abhingen kénnen, wird die Skalenabhén-
gigkeit auf die sogenannten gleitenden Kopplungen verschoben. Aus den gleitenden Kopplungen
lassen sich auf durch das Renormierungsschema festgelegt Weise die physikalischen Mefgrofen
berechnen. Das Skalenverhalten der gleitenden Kopplungen wird durch Renormierungsgruppen-
gleichungen (RGG) beschrieben. Diese stellen gewohnliche, nichtlineare Differentialgleichungen,
beziehungsweise im Fall von mehreren Kopplungen gekoppelte Systeme von gewShnlichen, nicht-
linearen Differentialgleichungen dar.

Um den Schritt zur Ableitung der Renormierungsgruppengleichungen zu verdeutlichen, soll
hier das Beispiel der sogenannten ¢*-Theorie eines skalaren Feldes ¢ angefiihrt werden. Eine
mogliche Lagrangedichte zur Beschreibung des skalaren Feldes ¢ mit der Masse m und der
¢*Kopplung ) ist durch

A
4

gegeben. Es besteht folgender Zusammenhang zwischen der nicht-renormierten und der renor-
mierten n-Punkt Greensfunktion I'™ in Impulsdarstellung

L= 1 (0,6) (06) ~ g’ 6 — 2 6" (35

F(()n) (pl -« Dn, /\Oa my, 8) = Z(;n/2 F(n) (pl ---DPn, A) m, Qa T/) ’ (36)
wobei die renormierten und nicht-renormierten (Index 0) Grofen nach
bo=2"(@Q ¢ mi=Zu(@m A=Z(Q) A (3.7)

zusammenhéngen und die Grofen Z,(Q), Z,,2(Q) und Z,(Q) die sogenannte Renormierungs-
konstanten bezeichnen. Die renormierten Grofen sind von () abhingig, wohingegen die nicht—
renormierten Grofen von () unabhéngig sind. Die Gleichung (3.6) bringt die Invarianz der
unrenormierten Theorie unter Skalierungstransformationen des Renormierungspunktes () nach

Q—Q=rQ (3.8)

zum Ausdruck, wobei x einen beliebigen Skalierungsfaktor darstellt. Ergénzt um die entspre-
chende Transformation der Kopplung stellt diese Transformation die Renormierungsgruppe dar.
Die Differentation von (3.6) nach @ liefert die Renormierungsgruppengleichung

Qai+Qa_)‘i+Qa_mi_ﬁQalogZ¢
Q oQ 0Q 0Q 0Q 2 oQ
Diese Gleichung beschreibt die Anderung der Greensfunktion, die die Skalierung des Renor-
mierungspunktes ) kompensiert. Die Theorie muf invariant gegeniiber diesen Renormierungs-
transformation sein, man spricht von Renormierungsgruppeninvarianz. Unter Verwendung der
Definitionen

r® =y (3.9)

L 0A 1 0logm? 1 _0OlogZy
ﬁ(A)—Q% ’Ym—§Q 20 %_EQ 90 (3.10)
148t sich die Gleichung (3.9) als
9] 0 0
— — — (n) —
QaQ—i-ﬁ()\) a)\—i-m%n B~ r 0 (3.11)

schreiben, wobei hier und in Gleichung (3.9) nur noch die renormierte Greensfunktion I'™)
auftritt.
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In dieser Arbeit finden die Differentialgleichungen der Kopplungen, erster Term in (3.10), Ver-
wendung. Diese beschreiben das Verhalten der gleitenden Kopplungen bei Anderung der Skala
Q. Sie stellen im allgemeinen nichtlineare Differentialgleichungen erster Ordnung dar und lassen
sich somit unter Angabe einer Anfangsbedingung vollstindig festlegen und werden ebenfalls als
Renormierungsgruppengleichungen bezeichnet. Die zugehorigen S-Funktionen der Kopplungen
erhdlt man storungstheoretisch aus den Korrekturen zu den entsprechenden Wechselwirkungs-
vertizes.

Es soll noch erwidhnt werden, daf die dimensionale Regularisation (DREG) im Fall der Kon-
struktion supersymmetrischer Feldtheorien, zum Beispiel dem in dieser Arbeit betrachteten
MSSM, nicht ohne weiteres anwendbar ist. Die Probleme resultieren aus der Tatsache, daf bei
der dimensionalen Regularisation (DREG) bosonische und fermionische Freiheitsgrade unter-
schiedlich behandelt werden. Die Gleichstellung von fermionischen und bosonischen Freiheits-
graden stellt jedoch gerade eine wichtige Grundbedingung der Supersymmetrie dar. Zur Losung
wurde ein alternatives Verfahren, die dimensionale Reduktion (DRED) eingefiihrt. Ihr liegt zu-

grunde, die Lorentz— und Dirac—Algebra in vier Dimensionen, die Integration jedoch wie im
Fall der DREG in (4 — 2¢) Dimensionen auszufiihren.

3.2 Renormierungsgruppengleichungen

In diesem Abschnitt werden die Renormierungsgruppengleichungen des Standardmodell [7] fiir
die Eichkopplungen g;, g» und g3 und die Yukawa-Kopplungen y;, y» und y, und die Renor-
mierungsgruppengleichungen fiir MSSM unter Einbeziehung des weich brechenden Sektors [40]
angegeben. Die Kopplungen und Parameter des weich brechenden konnen Tabelle 2.3 entnom-
men werden.

Die unabhéngige Variable ¢ ist durch

t =log Q (3.12)
0

gegeben.

3.2.1 Die Renormierungsgruppengleichungen des Standardmodells

Die Renormierungsgruppengleichungen des Standardmodells sind hier in Zweischleifen—N&herung
angegeben.

d gf(41 1<19922724421721232>>
2= (= iy SRk SRt Sl SNy, S 3.13
a 2\ 10 Tere\p0 i T 0% T 5% T g% g% o (3.13)
d , g 19 1 /9, 35, , 3, 3, 1,

7% = i temlpt g oo gw) G
d g3 1 /11 9

£g§ = %(— T+ 16W2<Eg%+595—2695—2%2—23;?)) (3.15)
d , ytz ( 17, 9, 2, 9 5,3, 2

¥ T g\ Tt T %R 8Bty T ol Yy
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18T, 9 L, 2, 19,, . . 393 .,
(g D gy 20 9207 — 108¢2 +
167r2( 600 J1 T 209192 T 9 T 59198 T 00295 — 1080 gy g

7 15 225 99 15
+@g%y§ + ggfyf + Eggyf + Eg%yz? + §g§y3 + 3693y7 + 4935y;

11 1, 9 5 9
—12g} — S Y — ngf — JUIYT+ JYiYr — ng — 127X\ — i) + 6A2)) (3.16)

d , yg ( 1, 9, 3 9
a = Y (e P2 gy o 0
dz Y 82 491 492 g3 + 2Z/t + 2% +y:

1127, 2, 23, 31, 91
I =0 Y v 9 2.2 108 4 2,2
+167T2 ( 60071 T 5091%2 — 4 9 + 15919 + 99293 93 + o Jivi

9237 15 99 9295 15
+@g%y§ + gg%yf + Eg%y? + ﬁg%’yz? + gggy? + 493y7 + 3693y;

1 11 5 9 9
—ng — Y~ 129, + JUYE = JuhYE — ng —4y?A — 1292 + 6A2)) (3.17)

d , 2/ 9, 9, 5
T _ Y _ Y 32 32 a2
dt ¥ 87r2( 90T g% T T

1 o371, 27,, 23, 17 ,, 5 ,, 9337 ,, 45 ,,
+167r2( 200 g1 + 209192 4 g2 + 3 91Y; + 891% + 30 91Yr + 3 929t
45

165
+§g§y§ + fgﬁyf + 20g3y? + 20937

27 . 3 27 . 27 97
—ng + Y — Zgz‘f — Y = Y - 397 — 1292\ + 6/\2>> (3.18)

d 1 27 9 9 9
94y = ( 4 202 4 2ot _ Z02% _ 942\ — 6y,% — 6yt — 20,2
dt 1672 \20071 T 909192 T g9%2 — 391 9> Yo — by — 2y

F1292\ + 12920 + 42\ + 24)°

9
— g1y + g1y}

1( 3411 ¢ 1677 , , 289 ,, 305 4 171

TT6m2\ " 20007 T 00 9% T R0 1% T 5% T g0 20
—%gfy? + f—ﬁgfggy? + ?—gg%giyi + %g%giyf - %géy? — 19205 — 293.@3
+%807ng + 12%79%9%/\ - ?93/\ - ggfyt‘* + %g%yb‘* — 15—29%.%4 — 32954,
—32g3y," + 1379%@% + ggfy% + ?93@3/\ + 42—593,1/% + %93%?)\ + 12—59321%

108
+80g2y2 X\ + 80g2y2\ + — G2A? 4 10892\
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—yp A — 144y202 — 1449202 — 481207 — 312)\3>> (3.19)

3.2.2 Die Renormierungsgruppengleichungen des weich brechenden
MSSM

Die Renormierungsgruppengleichungen des weich brechenden MSSM werden hier aus Platz-
griinden in Einschleifen-Naherung angegeben. Die Renormierungsgruppengleichungen in Zwei-
schleifen-Ndherung konnen [40] entnommen werden. Alle Untersuchungen im Rahmen dieser
Arbeit werden mindestens in Zweischleifen—Naherung ausgefiihrt.

d 33 d d
16 7 %91 = 3913 16 7 E92 = 923 167 @93 = _3933 (3-20)
1672 L 0 —2 ¥y 167> L =29, M 1672 L 0 =2-(-3)gs" M3 (3.21)
dt 1 5 1 1 dt 2 2 2 dt 3 3 3 .
d 13 16
167 — 1y, = —— g2 =3¢ — =g+’ + 6y 3.22
Y yt( 59 92 3 93 + Y +0uy (3.22)
d 7 16
1672 =W <_B 91> — 39" — 3 95" + 64"+ + 1y ) (3.23)
zi _ _9 2 2 2 2
167" — yr =y, | =2 91° =392 +39° +4y, (3.24)

d 26 32
167" —a, = y <_912M1+6922M2+?932M3+2abyb+100«tyt)

dt 15
13 16
+ <—B g’ —3g° — 3 93° +yp’ + 8%2) (3.25)

d 14 32
167r2£ab = U (E912M1+6922M2+?932M3+10abyb+2atyt+2a7y7)

7 16
+ @ <_B 9> —3g° — 0 93>+ 8y + vy + vy, ) (3.26)

18
— ar = Yz <€912M1+6922M2+6%yb+6a7%>

9
+ a; <—5 91> = 39"+ 3y +6 ?JTQ) (3.27)
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d 3

1671'2%/,[1:/,[, (—5912—3922+3yb2+3yt2+y72), (328)
2 d 6 2 2
16 %b R My +6g2" My +6ayyp + 60y, +2ary;
3
+ b <—5912—3922+3yb2+3yt2+y72> (3.29)
d 6

16 72 gm%{u _ _gglz M2 — 6g22 My? +6 (atZ +m?2 yt2 + (mQZ + mHu2) yﬂ) (3.30)

d 6
167° — m%{d = 6a°+2a,” — 5 91° My — 6 g5° My” + 6m;;2 Yy + 6 (mQQ + de2> w’

dt
+ 2m7y,” +2 (mz>+mu,”) v (3.31)
16 72 pm m% = 2ay>+2a,° — BQIQ My* — 6 9> My? — ?932 M3* + 2m32 U
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n méz (ybz i ytz) (3.32)

d 6
167" = m2 = 2a," = = 9." Mi” = 6.90° My +m” y,” + 2mi” y,* + (mg” + 2m,”) y,” (3.33)

d 2 32 2 2 32

+ 2mP Yy’ + (2 mi® +4my,” ) Ui’ (3.34)
d 8 32
167" o = Ao’ = 20" My — g My® 4 2mg
+ 4m52 Yp” + (2 mgz + 4de2 ) s (3-35)

d 24
167 2 m2 = da,” — = 91" Mi? + dmz’y,” + 2mey” + (2ms" + dmp,”) y,” (3.36)
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3.3 Fixmannigfaltigkeiten

Die Untersuchung der Eigenschaften der Kopplungen des Standardmodells in Abhéngigkeit von
der Impulsskala @ geht auf Hill sowie Pendleton und Ross [1,2] zuriick. Die Giiltigkeit des Stan-
dardmodells ist bis zu @ = Quv ~ 10'® GeV durch die Vertriglichkeit mit den Vorhersagen der
Protonenlebensdauer gegeben. Im Gegensatz zur Ultraviolettskala (UV-Skala) liegt die Infra-
rotskala (IR-Skala), Q@ = Qir ~ v/v2 ~ 174GeV, im Bereich des Vakuumerwartungswertes
des Higgs—Bosons; siehe Kapitel 2.4. Die Untersuchungen in der Literatur bezogen sich im er-
sten Schritt auf ein Untersystem des vollstdndigen SM. Die Betrachtungen beschrankten sich
auf die Eichkopplung der starken Wechselwirkung und die Yukawa-Kopplung des damals noch
hypothetischen Topquarks. Diese beiden Kopplungen stellen an der IR—Skala die wertmafig
grofkten Kopplungen dar und es kann daher in erster Niherung angenommen werden, daf die
restlichen Kopplungen des SM vernachléssigbar sind. Bei den Untersuchungen in der Literatur
hat es sich bisher immer als sinnvoll erwiesen, ausgehend von Systemen mit geringer Anzahl
Kopplungen, schrittweise weitere Kopplungen hinzuzunehmen. Es hat sich gezeigt, dak das Ver-
halten der Kopplungen bei Skalenverinderung, das sogenannte Renormierungsgruppenlaufen,
von gewissen speziellen Losungen, sogenannten Fizmannigfaltigkeiten beeinflultt wird. Diese
Losungen sind im Vergleich zu gewohnlichen Losungen der Renormierungsgruppengleichungen,
deren Laufen durch Anfangswerte bestimmt wird, durch Randbedingungen festgelegt. Weiter-
hin sind diese Losungen in der Lage infrarotattraktiv auf den Renormierungsgruppenflufs, das
heifst die Gesamtheit der Losungen, zu wirken. Sie ziehen die Losungen an und bestimmen so
die Werte der durch die Losungen beschriebenen Kopplungen und Parameter im IR-Bereich,
wodurch es moglich wurde, Vorhersagen fiir diese zu treffen. Auf diese Weise gelang es, aus
dem sogenannten Top-g3—Firpunkt eine erste Abschéitzung der Masse des zu der Zeit noch
hypothetischen Topquarks von

my ~ 90 GeV (3.37)

vorzunehmen, wobei die elektroschwachen Eichkopplungen vernachléssigt wurde. Die dquiva-
lente Betrachtung fiir das MSSM wurde zuerst in [5] vorgenommen und fiihrte auf

my & sinf - 190 GeV . (3.38)

Entsprechende Betrachtungen konnten im folgenden auf die komplette dritte Fermionen—Familie
und die Einbeziehung aller drei Eichkopplungen erweitert werden [7—11].

Diese Untersuchungen der speziellen Losungen von Renormierungsgruppengleichungen geben
Anlaf zu der Hoffnung, durch infrarotattraktive Fixmannigfaltigkeiten physikalische Voraussa-
gen wie zum Beispiel Teilchenmassen vornehmen zu konnen. Die Fragestellung nach der Existenz
von infrarotattraktiven Fixmannigfaltigkeiten in den Renormierungsgruppengleichungen des
minimal supersymmetrischen Standardmodells unter Einbeziehung des weich brechenden Sek-
tors fiihrte auf den zentralen Aspekt der Untersuchungen dieser Arbeit. Es wird die Berechnung
der Fixmannigfaltigkeiten der Renormierungsgruppengleichungen des minimal supersymmetri-
schen Standardmodells unter Einbeziehung des weich brechenden Sektors vorgenommen und
aus diesen physikalische Vorhersagen fiir die Massen und die beteiligten Parameter abgeleitet.
Mittels der vorhergesagten Werte der Parameter wird es moglich sein, neben der Berechnung der
Massen der supersymmetrischen Teilchen verschiedene Bedingungen und Aussagen beziiglich
der elektroschwachen Symmetriebrechung und der damit in Zusammenhang stehenden Frage
nach der Existenz ungewollter Minima im Potential abzuleiten.

Im folgenden soll eine schrittweise Einfilhrung in die Begrifflichkeit und das Vorgehen zur Ab-
leitung von Fixstrukturen in Renormierungsgruppengleichungen vorgenommen werden. Nach
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dem reinen Eichsektor wird das oben angesprochene System mit einer Eich— und einer Yukawa-
Kopplung dargestellt. Eine nihere Spezifizierung der Eichkopplung und des verwendeten Mo-
dells wird dabei zunéchst unterbleiben, um die Eigenschaften des Systems beziiglich verschie-
dener Eichkopplungen, solche, die asymptotisch frei sind wie die Eichkopplung der starken
Wechselwirkung gs, als auch solcher, die asymptotisch nicht—frei sind, wie die Wechselwirkung
der Hyperladung g;, in voller Allgemeinheit zu untersuchen.

Fiir die folgenden Betrachtungen werden Renormierungsgruppengleichungen in Einschleifen—
Néaherung verwendet. Die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten numerischen Untersuchun-
gen verwenden durchgehend mindestens Renormierungsgruppengleichungen in Zweischleifen—
Néaherung.

3.3.1 Fixpunkte im Eichsektor

Die Renormierungsgruppengleichungen der Eichkopplungen g; sind durch

d
167° — g; = b; g3 3.39
gegeben, wobei ¢ = 1, 2, 3, die Groke ¢ die logarithmische Skalenabhéngigkeit
Q )
t=log | — 3.40
¢(o (3.40)

darstellt und weiterhin
41 19 33
M= = = 7 pMSSM — ((ZZ 1 _3 3.41
(10’ 6’ ) 500 (3.41)

fiir das SM beziehungsweise MSSM gilt. Durch die Transformation

9

9 — %= 15 (3.42)
lassen sich die Renormierungsgruppengleichungen der Eichkopplungen auf folgende Form
d

bringen, wobei die GroéRe a normalerweise durch o = g2 /(47) gegeben ist, die oben verwendeten
Transformation hier aber bevorzugt wird, um in den folgenden Gleichungen moglichst wenig
konstante Faktoren vorliegen zu haben.

Durch die folgende Transformation auf Verhiltnisse von Eichkopplungen

1
Ofl—>p1:% a2—)p2:% Qg — pP3 = — (344)
(0% Qa3 (0%
und den Wechsel der unabhéngigen Variablen von ¢ nach p; erhilt man folgende Renormierungs-
gruppengleichungen

d by d b
= 1—-—= = 1—--= A4
dlog ps P1L = pP1 ( bs Pl) dlog ps P2 = P2 ( bs P2) ) (3 5)

wobei p; o — wie gesagt — Funktionen von log(1/a3) = log ps, der neuen unabhéngigen Va-
riablen sind, p1 2 = p1,2 (log p3). An Gleichung (3.45) kann man leicht die in Tabelle 3.1 darge-
stellten Fixpunkte des Eichsektors ablesen.
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7) i1) i11) i)
b b

P1 0 0 = =
b b

P2 0 ™ 0 ™

Tabelle 3.1: Fixpunkte der Renormierungsgruppen-
gleichungen des Eichsektors in den Variablen p; = g7/g3

und p> = g3/93.

Unter Verwendung von der Werte des nicht-trivialen Fixpunktes (alle Werte von Null verschie-

den)
b b
pr== und Py == (3.46)
bl b2

lassen sich die Renormierungsgruppengleichungen (3.45) als

d d
p1L=p1 <1 - &) p2 = p2 <1 - @> : (3.47)

dlog ps P dlog p; P

schreiben.

Die Werte der Fixpunkte p] und pj des Eichsektor werden in den folgenden Untersuchungen zur
Durchfiihrung der Transformation der Eichkopplungen auf Integrale der Differentialgleichungen,
den sogenannten Transformationen auf Integrale (8], verwendet. Ausgehend von (3.39), den
Renormierungsgruppengleichungen der Eichkopplungen g;, g und g3, erhédlt man durch die
Transformation

472
g3 — 4= —5
93
47?2 472
g — b=—% —m—5
93 92
47?2 47?2
g — C=—5 —1M —5 3.48
i " 249
die Renormierungsgruppengleichungen
d 1 d 1 d 1
—a=—-b —b=—-(mb—0 —c=—(mb —b3) . 3.49
@~ gk gbtTgmb=h) e=gmbi=b) (3.49)

Diese nehmen eine besonders einfache Form an, wenn man 7; und 7, so wahlt, daf sie dem
Fixpunkt iv) in Tabelle 3.1 entsprechen (n; o = bs3/b; 2); es ergibt sich

1
%a:—ib?, %bzﬂ %c=0, (3.50)
die Grofen b und c sind konstant. Die Form (3.50) der Renormierungsgruppengleichungen der
Eichkopplungen hat vor allem zwei Vorteile: Zum einem kann man die Werte der Konstanten
b und ¢ durch eine Wahl der Eichkopplungen an einer beliebigen Skala bestimmen. Es ist so
moglich, die Werte von ¢;(Q = my), g2(Q = m;) und g3(Q = m;) zu verwenden und b und
¢ im gesamten Renormierungsgruppenflufs zu kennen. Zum anderen ist die gesamte Dynamik
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des Renormierungsgruppenflusses der Eichkopplungen in der Renormierungsgruppengleichung
(3.50, erste Gleichung) fiir a enthalten, die zudem eine einfache Gestalt hat: ihre Losung

azdﬂ:%—%%@—%) (3.51)

ist linear (ap = a (tp).) Aus (3.51) lafst sich leicht der Landau—Pol

der Eichkopplung der starken Wechselwirkung gs berechnen. Man erhélt

4 72

Gr=to+2°0 — =ty +2—— (3.53)
b3 b3 93,
und allgemein fiir g; mit + =1, 2, 3
~ 472
ti=to+2 (3.54)
b; 9120

wobei g;, durch g;, = g; (to) gegeben ist. Ausgedriickt in den Variablen oy o 3 lautet die Bezie-
hung (3.54) fiir die Lage der Landau-Pole

— (3.55)

Mit (3.53, erste Gleichung) 1aft sich die Losung der Renormierungsgruppengleichung der Grofe
a (3.50, erste Gleichung) auch folgendermafien schreiben:

alt) = 5 (F— 1) (3.56)

und wiederum folgt fiir die Losung der Renormierungsgruppengleichung der Eichkopplungen g;
miti=1,2,3
872 1
2
2(t) = ——— — ;i (t) = —————
% () by (t; — 1) ) 2b; (t; —t)

wobei die Transformation (3.42) die Beziehung zwischen den «; aus den g; angibt.

, (3.57)

In den Grofen pi o 3, gegeben durch die Transformation (3.44), lassen sich die allgemeinen
Losungen der entsprechenden Renormierungsgruppengleichungen (3.47) durch

_ _ PT,2
p1,2 = p1,2(log p3) = — ( - /JI_,z) (3.58)
p3 P1,2g
und
ps = p3(t) = p3, —2bs (t — to) (3.59)
angeben.

Die Lage der Landau—Pole (3.54), ausgedriickt in den Variablen p; o 3, ergibt

g P3o

ty = to+

3 0+2b3

~ P31 ~ ,030( 1)
fy = to+—2. — ={3— 1——
2 0 2bs  po, ’ 2b3 P24

~ Pz, 1~ p3 1
tt = t — e —=fy—— 1 - — 3.60
1 0+2b3 P 3 2b3< ) ) ( )
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wobei fiir die Umformung der letzten beiden Gleichungen angenommen wird, daf die Anfangs-
werte der Eichkopplungen beziehungsweise der entsprechenden transformierten Grofien py, 2.3,
an einer gemeinsamen Skala ty beziehungsweise @)y vorliegen.

Unter Verwendung von (3.59) und (3.60, erste Gleichung) kann die allgemeine Losung (3.58)
auch als .
p
p1,2 = p1,2(log p3(t)) = 2 -
() ()

t3—t P1,29

(3.61)

geschrieben werden.

Zusammenfassend 14t sich sagen, daf der Eichsektor durch die Angabe eines Satzes von An-
fangswerten in beliebigen Variablen g;; = g2 (t = ty), a;, = «; (t = to) oder p;, = p; (t = to)
und den Koeffizienten b; in den Renormierungsgruppengleichungen (3.39) vollstandig bestimmt
ist. Diese ermoglichen die Bestimmung der Landau—Pole der Eichkopplungen (3.54, 3.55 und
3.60) und zusammen mit den Fixpunkten der Verhiltnisse der Eichkopplungen p} = b3/b; und
p5 = bz /by (3.46) die Losungen der Renormierungsgruppengleichungen (3.46, 3.61 und 3.59) in
den jeweiligen Variablen.

Besonders einfache Gestalt nehmen die Renormierungsgruppengleichungen der Eichkopplungen
durch die Transformation (3.48) unter Ausnutzung der Fixpunkte der Eichkopplungen p} =
bs/by und pi = b3/by an (3.50). Somit besitzen auch deren Losungen eine besonders einfache
Gestalt:

1 ~
a=a(t)=ag — 5 (tz — 1) b = by = const. ¢ = cp = const. (3.62)

Diese Transformation (3.48) wird Transformation auf die Integrale der Eichkopplungen g; und
g2 oder kurz Transformation auf Integrale genannt. Dabei ist weiterhin von Vorteil, daf die
gesamte Dynamik des Eichsektors durch die Dynamik der Gréfe a bestimmt ist.

Zwischen den Variablen g; o 3 bzw. giQ, 3 und den Variablen a5 3 vermittelt die Transformation
(3.42). Zwischen ersteren und den Variablen p; o 3 vermittelt die Transformation (3.44). Die
Transformation auf Integrale (3.48) in den Variablen p; 5 3 hat folgende Form:

1
ps — a=7ps
1 by 1 5
p2 — b=—<1——3—>p3:a(1—&)
4 by po P2
— c=-(1—+—— =al|ll-——) . 3.63
p H(1-22)n . (3.63)

Zur Konkretisierung soll zum Abschluf dieses Abschnittes kurz auf die Fixpunkte im Eichsektor
des MSSM eingegangen werden.

Die Tabelle 3.2 zeigt die Fixpunkte in den Renormierungsgruppengleichungen des MSSM. Die
Werte konnen durch Einsetzen von (3.41) in die Fixpunkte aus Tabelle 3.1 berechnet werden.
Bis auf den Fixpunkt (0, 0) sind alle diese Fixpunkte unphysikalisch, da sie zu negativen Werten
der Eichkopplungen fiihren.

Der Fixpunkt (0, 0) stellt den sogenannten trivialen Fixpunkt der Renormierungsgruppen-
gleichungen der Eichkopplungen dar. Im allgemeinen werden die Anfangswerte der Eichkopp-
lungen zur Renormierungsgruppenevolution aus den experimentellen Vorgaben bestimmt, siehe
dazu Abschnitt 5.1 und Abschnitt 7.1.1, so daf die Fixpunkte des Eichsektors nicht in die
weiteren Betrachtungen eingehen.
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7) i1) i17) iv)
p1 0 0 -z -3
pp | 0 -2 0 -3

Tabelle 3.2: Fixpunkte der Renormierungsgruppen-
gleichungen des Eichsektors des minimal supersymmetrisch
erweiterten Standardmodells (MSSM) in den Variablen

p1=g7/95 und py = g3/g3.

Abbildung 3.1: Evolution des Eichsektors in den
: Variablen g2, g2 und ¢2. Der physikalische Bereich
25 g3 g1 der Evolution erstreckt sich von der GUT—Skala,
, Q = mgur ~ 2-10'® GeV, bis zur Skala der elek-
L physikatischer | troschwachen Symmetriebrechung Q = v/v2 =
a Berelch 174 GeV.
0.5 92 >
| Poemns(g) 1 3
t3 liR lgur 131

Die Abbildung 3.1 zeigt die Evolution des Eichsektors des MSSM zwischen der Polstelle t;
der Eichkopplung der starken Wechselwirkung im Bereich von ¢ ~ —14 und der Polstel-
le ¢, der Wechselwirkung der Hyperladung im Bereich von ¢ ~ 60. Der Bereich zwischen
diesen beiden Polen stellt den mathematischen Bereich der Renormierungsgruppenevolution
dar. Dieser schliet den physikalischen Bereich der Renormierungsgruppenevolution ein, der
sich zwischen der elektroschwachen Skala, t;g = log174 =~ 5.16 und der Unifizierungsskala,
tyv = tguT = 10g(2 : 1016) ~ 375, befindet.

Es ist wichtig, zu bemerken, daf auferhalb des physikalischen Bereiches der Renormierungs-
gruppengleichungen zwischen der IR-Skala und der UV—-Skala beziehungsweise GUT—-Skala der
Giiltigkeitsbereich der Renormierungsgruppengleichungen verlassen wird, da Kopplungen auf-
grund ihrer Grofe eine Behandlung im Rahmen der Stérungstheorie unmoglich machen. Es
wird sich jedoch im Verlaufe der weiteren Darstellung zeigen, daf Fixmannigfaltigkeiten in
den Polstellen der Eichkopplungen die Lage der Fixmannigfaltigkeiten fiir den mathemati-
schen Bereich der Renormierungsgruppenevolution festlegen. Da der mathematische Bereich
den physikalischen Bereich einschlieftt, liegt somit auch die Lage der Fixmannigfaltigkeiten im
physikalischen Bereich fest.

Aus der Abbildung 14#t sich ebenfalls ablesen, daf die Polstelle der Eichkopplung g, bei der Fest-
legung des mathematischen Bereiches der Renormierungsgruppenevolution keine Rolle spielt.
Im MSSM ist die Abfolge der Polstellen durch

(niedrige Impulse) ts <t <ty (hohe Impulse) (3.64)

gegeben. Die Polstelle von g, liegt jenseits der Polstelle von g; im Bereich grofer Impulse.
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3.3.2 Fixpunkte im Eich—Yukawa—System

In diesem Abschnitt wird ein System bestehend aus einer Yukawa-Kopplung und einer Eich-
kopplung betrachtet. Das Ziel ist die Einfiihrung von Attraktivititskoeffizienten. Diese erlauben
eine Klassifizierung der Fixpunkte beziiglich ihres Laufverhaltens unter der Renormierungs-
gruppenevolution. Bildlich gesprochen ist eine Fixmannigfaltigkeit dann attraktiv, wenn sie
Losungen anzieht und entsprechend repulsiv, wenn sie Losungen abstofst. Je hoher die At-
traktivitat ist, desto grofer ist der Attraktivitdtskoeffizient. Es wird sich zeigen, daf dieses
Verhalten eng mit der Evolution beziehungsweise dem Renormierungsgruppenlaufen, das heifst
der Anderung der Impulsskala, und den Landau-Polen der Eichkopplungen verkniipft ist.

Das dargestellte Eich—Yukawa—System fiihrt im Standardmodell beziehungsweise im minimal
supersymmetrisch erweiterten Standardmodell auf den in der Einleitung angesprochenen Top—
g3-Fixpunkt, der zu einer ersten Vorhersage fiir die Masse des Topquarks

my ~ 90 GeV (3.65)
im Standardmodell beziehungsweise
my = sinf - 190 GeV . (3.66)
im minimal Supersymmetrisch erweiterten Standardmodell fiihrte.

Die Renormierungsgruppengleichungen fiir das System einer Eichkopplung ¢g und einer Yukawa—
Kopplung y unter Vernachlissigung aller konstanten Faktoren (1/1672) lauten:

d d
G9=bg wd  —y=y({y —xg’) . (3.67)
Im ersten Schritt wird folgende Transformation durchgefiihrt:

2

g2

wobei die Transformation der Eichkopplung der Transformation (3.42) entspricht. Man erhélt

d

3P = Pr="2ap(btx—¢&p)

d

e " =2ba’ (3.69)

fiir die Renormierungsgruppengleichungen in den Variablen p = p(¢) und a = «(t). Aus (3.69)
14kt sich leicht der Fixpunkt der Yukawa—Kopplung ablesen. Dieser wird aus der Bedingung

d d
P= B, besitzt Fixpunkt p* < [, =0 und I pr=0 (3.70)

bestimmt, und er ergibt sich fiir das Eich—Yukawa-System (3.69) zu

_b+x

: (3.71)

p=0 und P

Im folgenden soll
= —= 3.72
p 3 ( )
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gelten. Mit dieser Definition 14t sich die Renormierungsgruppengleichung (3.69) als

d P
—p=-2 b 1—— 3.73
" ap ( +X)< p*) (3.73)
schreiben. Zur Berechnung der Attraktivitdtskoeffizienten der Fixpunkte (3.71) miissen ‘noch
zweil weitere Transformationen vorgenommen werden. Dies hat seinen Grund in folgenden Uber-
legungen. Fiir die Berechnung des Attraktivitdtskoeffizienten 7, verfahrt man nach

d
Npx = d_pﬁp

(3.74)

p=p*

Dabei darf die f—Funktion der fraglichen Variablen Sp nur von p abhingen, da sich sonst
Attraktivitdtskoeffizienten ergében, die von den auftretenden Grofen abhingen. Fiir (3.73) ist
dies genau der Fall, da sie neben p noch von « abhingt. Die Anwendung von (3.74) auf (3.73)
wiirde somit zu Attraktivitatskoeflizienten

—n = —Tpep =2 (b+¥) und Mo =Mp=o =20 (b+x)=—0 (3.75)

fithren, die von « abhéngig sind. Dies ist nicht erwiinscht, die Variable p = p(t) ist nicht geeignet
zur Berechnung von Attraktivitdtskoeffizienten.

Die Renormierungsgruppengleichung (3.73) wird aus diesem Grund auf die Variable p = p(log «)
transformiert, die sich als geeignet erweisen wird. Es gilt

dp dpda dadp .dp  dp ,dp
& G de & da” Yda " Pagy = 2ba (3.76)

do
mit (3.69, zweite Gleichung) und

@%@dloga%dloga dp 1 dp
da da dloga da dloga «adloga

: (3.77)

zusammen also

1

1
= 20« ) ﬂﬂ(ﬂ‘t—)loga ?

5/0(75) . ﬁp(log a) = @ 202 Bp(t) ‘t—)loga - (3.78)

welches zur folgender Renormierungsgruppengleichung in der Variablen p = p(log «) fiihrt:

d X P
= — 1+ = 11— = . .
T ? = (1) ( p*) (3.79)

Die Attraktivitdtskoeffizienten fiir diese Renormierungsgruppengleichung, berechnet nach (3.74),
ergeben sich zu

und = 1pme = (14 X) = (3.80)

X) :

-n = _T]p:P* = (]_ + 5

wobei die Definition des Minuszeichens zu beachten ist. Damit 148t sich (3.79) auch als

p=pn (1 _ p—’l) . (3.81)

schreiben. Folgende Funktion fiir p = p(log «) ist Losung dieser Renormierungsgruppengleichung

*

p=plloga) = P (3.82)

(51 (@)
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was sich leicht durch Einsetzen beweisen 1aft.

Als néchstes soll bestimmt werden, inwiefern das Laufverhalten der Grofe p durch die Attrak-
tivitatskoeffizienten 7,- o beeinflufit wird, beziehungsweise wie eine Klassifizierung anhand der
Attraktivitédtskoeffizienten moglich ist. In der Losung (3.82) stellt der Term

(%) B (3.83)

die einzige mit der Skala ¢ verdnderlich Grofe dar. Nahert man sich dem Landau-Pol (¢t — t)
der Eichkopplung g, so gilt

limg(t) = 00 = lima(t) = oo (3.84)

t—1 t—1

und damit

(

t—)%v:>g—>oo:>a—>oo:> (

-1
) -0 = p—=p" fir n>0

8le

-
) -1 = p—oo fir n=0 . (3.85)

8le

Q

-
(a—o) —o00 = p—0 fir n<O0
Néahert man sich umgekehrt dem Bereich der asymptotischen Freiheit der Eichkopplung, d.h.

lim  g(t)=0 = lim  a(t)=0, (3.86)

t—asympt.frei t—asympt.frei

dann folgt

-1
(1) —00 = p—0 fir n>0
t — asympt.frei=g—>0=>a—> 0= (O%)i"—)l = p—oo fiir n=0 , (3.87)
-
<o%> -0 = p—>p" fir n<0

wobei der Fall » = 0 in den in dieser Arbeit diskutierten Theorien nicht vorkommt.

Aus den dargestellten Abhéngigkeiten kann man schliefsen, daf gegeben ein > 0 die Losung fiir
p sich dem Fixpunkt p* = (b+x)/& annihert, wenn man sich in die Polstelle der entsprechenden
Eichkopplung begibt.

Um diese Abhéngigkeiten etwas anschaulicher zu gestalten, soll angenommen werden, daf es sich
bei der Eichkopplung g um die Eichkopplung der starken Wechselwirkung im MSSM handelt.
Es gilt

b=bs=-3 und X=3 - (3.88)
Daraus folgt, daf
X 16 7
- _(1 _):_ 1-2)=Lsp 3.89
== (1+3 ( 9 ) 9~ (3.89)
und die Losung der Renormierungsgruppengleichung fiir p (3.82) zeigt das in (3.85, erste Zeile)

dargestellte Verhalten: Sie nihert sich dem Fixpunkt p = p* = (b + x)/& an, wenn sich die
Eichkopplung ihrem Landau-Pol ann&hert.
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Der Landau—Pol der Eichkopplung der starken Wechselwirkung liegt nach (3.54) fiir b = —3
und g;, > 0 im Infrarotbereich (IR), weshalb man bei dem eben geschilderten Verhalten von

Infrarotattraktivitdit
spricht. Man spricht demnach entsprechend von
Ultraviolettrepulsivitdt,

wenn man sich vom Landau—Pol weg begibt und in den Bereich der asymptotischen Freiheit
iibergeht. Hier sei noch einmal darauf hingewiesen, dafs diese Klassifizierung von Faktoren b
und x in den Renormierungsgruppengleichung beziehungsweise der Grofe n abhéngt, die aus
diesem Grund ihren Namen, Attraktivititskoeffizient, triagt. Héitte n ein anderes Vorzeichen,
wiirde man genau das Entgegengesetzte des eben geschilderten Verhaltens beobachten.

In der Mathematik ist es iiblich [37], attraktive Fixmannigfaltigkeiten als stabil, repulsive Fix-
mannigfaltigkeiten als instabil zu bezeichnen.

Zum Abschluf dieses Abschnitts soll noch auf einen Aspekt hingewiesen werden, der zuerst bei
Hill [1] Erwdhnung fand. Fiithrt man in (3.82) den formalen Grenziibergang p — oo durch, so

erhalt man durch X

p

(@)

eine obere Schranke fiir die Yukawa—Kopplung. Diese héngt iiber die Renormierungsgruppen-
evolution vom Anfangswert der Eichkopplung der starken Wechselwirkung g und der Linge
des Evolutionsweges ab. Je linger dieser ist, desto mehr néhert sich (3.90) der eigentlichen Fix-
mannigfaltigkeit an. Man kann diese Hill’sche Massenschranke (hill-bound) als IR-Abbild der
storungstheoretisch maximal erlaubten Werte der Yukawa—-Kopplung im UV-Bereich ansehen.
In der Literatur wird der aus der Hill’schen Massenschranke gewonnene effektive Fixpunkt an
der IR-Skala oft als Quasi—Fizpunkt bezeichnet.

p= (3.90)

3.3.3 Fixmannigfaltigkeiten unter Beriicksichtigung mehrerer Eich-
kopplungen

Im néchsten Schritt soll die Hinzunahme weiterer Eichkopplungen diskutiert werden [1,7,8,
10]. Die Eichkopplung g hat auf die Folgerungen und die Ableitung des Vorgehens keinen
Einflufs, die Berechnung der Fixmannigfaltigkeiten in den Polstellen von ¢g; im UV-Bereich
und g3 im IR-Bereich wird formal nur durch diese beiden Eichkopplungen bestimmt, da in
Reihenfolge der Polstellen die Polstelle von gy im Bereich grofer Impulse jenseits der Polstelle
von ¢, liegt, so dak g, aus diesem Grund in diesem Anschnitt vernachlédssigt wird. Das Vorgehen
bei der durchgefiihrten Ableitung bleibt auch im Fall von drei Eichkopplungen dasselbe, und
zur Berechnung der Vorhersagen der Modelle muf g, natiirlich mit einbezogen werden, da g-
die Evolution zwischen den Polen beeinflufst, was sich bei der Bestimmung von Massen oder
Parametern im IR-Bereich aus den Fixmannigfaltigkeiten niederschlagt.

Es sei auch noch einmal darauf hingewiesen, daf der Bereich zwischen den Polstellen von g3
und g; den mathematischen Bereich der Renormierungsgruppenevolution darstellt, der jedoch
unphysikalisch ist, da die Kopplungen aufgrund ihrer Gréfe eine Behandlung im Rahmen der
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Storungstheorie unmoglich machen. Der mathematische Bereich schlieft jedoch den physikali-
schen Bereich der Renormierungsgruppenevolution ein, der sich zwischen der elektroschwachen
Skala Q = v//2 ~ 174 GeV und der Unifizierungsskala @ = mgyr ~ 2 - 10'® GeV befindet.

Es wird sich im Verlaufe des Abschnittes zeigen, daf die in den Polstellen der Eichkopplungen
— also im unphysikalischen Bereich — berechneten Fixmannigfaltigkeiten der Renormierungs-
gruppengleichungen auf diese Weise die physikalischen Gegebenheiten im physikalischen Bereich
der Renormierungsgruppenevolution beeinflussen. Zur Verdeutlichung kénnen die Abbildung 3.2
und 3.3 herangezogen werden, die im Verlaufe des Abschnittes noch néher erldutert werden.

Ein weiteres Ziel dieses Abschnittes wird es sein, die Struktur der Fixmannigfaltigkeiten bei
Anwesenheit mehrerer Eichkopplung besonders in Hinsicht auf die Attraktivitdtsverhaltnisse
darzustellen.

Die Renormierungsgruppengleichungen fiir das System einer Yukawa—Kopplung y und zweier
Eichkopplungen ¢g; und g5 lauten:

d d
167“—2&91,3 :bl,?’g:l;,?) und 167{'2ay:y(§y2—x3g§_xlg%) . (391)

Im Unterschied zum vorhergehenden Abschnitt wird im Bereich der Eichkopplungen in diesem
Fall die Transformation auf Integrale (3.48) verwendet. Die Yukawa-Kopplung wird mit einer
Summe der beiden Eichkopplungsquadrate [8| ins Verhiltnis gesetzt.

47?2 47 by 4rn? y?
gs — a4 = —% g1 — C=—5 Yy—p= 2 2
97 + 93

93 gz bg
Die Wahl der Variable wird so getroffen, daf in den Polstellen (g3 = 0 beziehungsweise g; = 0)
der Eichkopplungen jeweils einen endlicher Wert des Fixpunktes auftritt. Man erhélt im Bereich
der Eichkopplungen folgende Renormierungsgruppengleichungen

(3.92)

1
d=0 d= —3 b3 , (3.93)

auf die Angabe der Renormierungsgruppengleichung fiir p wird aufgrund der Lange der Terme
verzichtet.

Es folgt nun der entscheidende Schritt zur Berechnung der Fixmannigfaltigkeiten in den Pol-
stellen der Eichkopplungen. In der Polstelle der Eichkopplung gs gilt g3 — 0o und somit
kann g; gegeniiber g3 vernachlissigt werden (g; = 0). Man erhilt in diesem Fall formal eine
Renormierungsgruppengleichung der Yukawa—Kopplung, die nur noch von g3 abhingt und dem
Eich—-Yukawa-System aus dem letzten Abschnitt entspricht. In der Polstelle von ¢, folgt analog,
dak aufgrund von gy — oo der Einfluk von g3 vernachlissigt werden kann (g3 = 0) und eine
Renormierungsgruppengleichung der Yukawa—Kopplung vorliegt, die nur von g; abhingt.

Zur Berechnung der Renormierungsgruppengleichungen in den Untersystemen Yukawa—gs be-
ziehungsweise Yukawa—g; werden formal die Grenzwerte g3 — oo und g; — oo durchgefiihrt,
die sich folgendermafien in die Variablen der Transformation auf Integrale im Bereich der Eich-
kopplungen iibersetzen lassen:

Polstelle von g3 : g3 — 00 = a—0 (3.94)

Polstelle von g : g1 — 00 = a—c. (3.95)

So erhélt man im Untersystem Yukawa-gs (g; = 0) fiir die reduzierte Renormierungsgruppen-
gleichung von p den Ausdruck

d 1
ap—il)(fl)—bs—X:’)) (3.96)
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und im Untersystem Yukawa—g; (g3 = 0) fiir die reduzierte Renormierungsgruppengleichung

von p den Ausdruck
d 1 b3

&P:—§ap(fﬂ—b1—>ﬁ) ; (3.97)

wobei interessant zu bemerken ist, daf die jeweiligen Ausdriicke nur von Grofen (bs, x3 bezie-
hungsweise by, x1) abhéngen, die mit der verbleibenden Eichkopplung (g3 beziehungsweise g¢;)
zusammenhangen.

Analog zum letzten Abschnitt lassen sich in den Untersystemen folgende Fixpunkte der jewei-
ligen Renormierungsgruppengleichungen

Polstelle von gz : p=0 und p= %tx
ner ’ ¢ (3.98)
Polstelle von g1 : p=0 und p= bl-gXI

in der Kopplung p berechnen. Dabei wird der nicht—triviale (p # 0) Fixpunkt in der Polstelle
von g3 — wie die Renormierungsgruppengleichung — allein durch Gréfen bestimmt, die mit
der Kopplung der starken Wechselwirkung g; in Verbindung stehen und der Fixpunkt in der
Polstelle von g; durch Grofen, die mit der Eichkopplung g; in Verbindung stehen. Sie besitzen
formal dieselbe Struktur, und der Fixpunkt in der Polstelle von g3 entspricht dem Fixpunkt
des Eich—Yukawa—Systems aus dem letzten Abschnitt.

Zur Berechnung der Attraktivitdtskoeffizienten werden die Renormierungsgruppengleichungen
(3.96) und (3.97) analog zum letzten Abschnitt so umgeschrieben, daf die GroRe a = (472)/(g3)
die neue unabhingige Variable bildet. Man erhélt so folgende Attraktivitédtskoeffizienten:

Polstelle von gj : =0: — = bsbxs .
3 P 13 P 3 73 (3.99)
Polstelle von g; : p=0:m p= b“LTXI D —m

m=—(1+2)  wd p=-(1+X (3.100)
b3 bl

analog zum letzten Abschnitt. Die allgemeinen Betrachtungen der Attraktivitdtsverhiltnisse
sind vollkommen analog zu den im letzten Abschnitt unternommenen Betrachtung im Fall
einer Eichkopplung. Zur Verdeutlichung der Attraktivitdtsverhéltnisse soll wiederum der Fall
des MSSM betrachtet werden. Es gilt

16 33 13
- _ - b = — = — 3.101
b3 3: X3 3 3 1 5 ) X1 15 ( )
und damit . 119
m=g uwd m=--o (3.102)

anhand der Erkenntnisse des letzten Abschnitts lassen sich damit folgende Zuordnungen treffen:

In der Polstelle von g3 gilt n3 > 0 und damit wirkt der Fixpunkt p = (b3 + x3)/& attraktiv, wenn
die Evolution vom UV— zum IR-Bereich (Top—down) verlduft. Es liegt Infrarotattraktivitdt vor.

In der Polstelle von g¢; gilt 71 < 0 und der Fixpunkt p = (by + x1)/§ wirkt repulsiv, wenn die
Evolution vom IR-Bereich in den UV-Bereich (bottom—up) verlduft. Es liegt Ultraviolettrepul-
sivitdt vor.



58 Kapitel 3. Renormierungsgruppengleichungen und Fixmannigfaltigkeiten

Wie man sieht, ergiinzen sich die beiden Fixpunkte. Der Fixpunkt in der Polstelle von g3 ist
IR-attraktiv und somit UV-repulsiv, der Fixpunkt in der Polstelle von g; ist UV-repulsiv und
damit IR-attraktiv.

Man kann also folgern, dak der gesamte Renormierungsgruppenfluff — ausgenommen der Lo-
sung p = 0, die in den trivialen Fixpunkten verharrt — fiir hinreichend langen Evolutionsweg
im infrarotattraktiven Fixpunkt p = (b3 + x3)/€ in der Polstelle von g3 miindet. Die beiden
Fixpunkte in den Polstellen von g; und g3 werden unter der Renormierungsgruppenevolution
durch eine, in Abbildung 3.2 dargestellte Fixlinie verbunden. Diese Fixlinie stellt die um ei-
ne Dimension erhohte Fixmannigfaltigkeit dar, die Fixmannigfaltigkeiten in den Polstellen der
Eichkopplungen verbindet. Durch die Auswertung der Fixlinie an einer bestimmten Skala kann
der Wert der durch die Renormierungsgruppengleichungen beschriebenen Kopplung an dieser
Skala ermittelt werden.

Zur Verdeutlichung kann dieser Umstand auch folgendermafen dargestellt werden: In den Pol-
stellen der Eichkopplungen liegt jeweils ein entsprechendes Untersystem des vollstindigen Sy-
stems vor. Dieses entsteht durch Vernachlissigung jeweils einer der Eichkopplungen gegeniiber
der anderen aus dem vollstdndigen System. Der mathematische Giiltigkeitsbereich des vollstan-
digen Systems ist somit durch das offene Intervall zwischen den Polstellen der Eichkopplungen
gegeben und die Untersysteme stellen die Grenzwerte in den Polstellen dar. Formal entspre-
chen die reduzierten Renormierungsgruppengleichungen den entsprechenden Grenzwerten der
Renormierungsgruppengleichungen des vollstindigen Systems in den Polstellen.

In den Renormierungsgruppengleichungen der Untersysteme lassen sich Fixmannigfaltigkeiten
der reduzierten Systeme berechnen. Diese werden unter der Renormierungsgruppenevolution
des vollstandigen Systems durch eine Fixmannigfaltigkeit verbunden, deren Dimension um eins
gegeniiber der Fixmannigfaltigkeit in den reduzierten Systemen erhoht ist. Konkret werden in
diesem Fall die Fixpunkte in den Polstellen von g; und g3 durch eine Fixlinie verbunden. Diese
durchquert im Verlaufe der Renormierungsgruppenevolution auch den physikalischen Bereich
der Renormierungsgruppenevolution zwischen der Skala der elektroschwachen Symmetriebre-
chung Q@ = v/v/2 ~ 174GeV und der Unifizierungsskala und kann an jeder beliebigen Skala
ausgewertet werden, um den Wert der entsprechenden Kopplung — hier der Yukawa—Kopplung
— an dieser Skala zu ergeben. In diesem Sinne ist die Lage der Fixlinie im physikalischen Be-
reich vollstindig durch die mathematischen Gegebenheiten in den reduzierten Systemen in den
Polstellen der Eichkopplungen bestimmt.

Abbildung 3.2: Evolution des Eich-
a(t) » 0 a(t) > c Yukawa—Systems mit drei Eichkopplun-
| | gen g1, go und g3. Sowohl im UV-
" Bereich, dem Pol der Eichkopplung g1,
~— Puv als auch im IR-Bereich sind jeweils
ph’;:‘:ilciicmr 4 - der nicht-triviale Fixpunkt p{jy, bezie-

hungsweise pfp und der triviale Fix-
punkt p = 0 abgebildet. Diese sind
entsprechend durch Fixlinien verbun-

PTR—> den, die durch Auswertung an der Skala
o — 0 tir einen Wert des beschriebenen Pa-
? L * Ld ? rameters an dieser Skala ergeben. Der
T t =loga = log % T T T physikalische Bereich erstreckt sich von
~ ~ der GUT-Skala bis zur Skala der elek-

t3 tir  taur 4 troschwachen Symmetriebrechung.

Die Abbildung 3.3 zeigt konkret die Evolution des top-g1—¢2—¢g3—Systems im Fall des MSSM.
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Abbildung 3.3: Evolution des Eich—
Yukawa—Systems mit drei Eichkopp-
lungen ¢q, g2 und g3. In diesem Fall
ist die Evolution des Top—g1—¢2—g3—
Systems dargestellt. In den Polstel-
len der Eichkopplungen liegen die
nicht-trivialen Fixpunkte p{y =
56/45 und pfp = 7/18 und die tri-
vialen Fixpunkte p = 0 vor. Wie
in Abbildung 3.2 erstreckt sich der
physikalische Bereich von der GUT-
Skala bis zur Skala der elektroschwa-
chen Symmetriebrechung. In dieser
Abbildung ist weiterhin eine L&-
sungsschar eingezeichnet, die von

der Fixlinie abweichende Anfangs-
werte im UV-Bereich besitzt. Die
attraktive Wirkung der Fixlinie auf
diese Losungen 1dfit sich gut erken-
nemn.

QGUT Ql

Die Yukawa-Kopplung ist in diesem Fall direkt {iber der Impulsskala () aufgetragen, der Mafs-
stab ist logarithmisch. Es ist sehr gut die attraktive Wirkung der Fixlinie, die die Fixpunkte in
den Polstellen von g; und g3 verbindet, auf die in die Graphik eingezeichnete Losungsschar zu
erkennen. Daf die Losungen unterhalb der Fixlinie nicht so stark zu dieser hingezogen werden
wie die oberhalb, hat seinen Grund in der Existenz einer weiteren Fixlinie [5,6], die sich unter-
halb der dargestellten Fixlinie befindet und — obwohl weniger attraktiv — ebenfalls anziehend
auf die Losungen wirkt. Zur Erzeugung der Abbildung 3.3 wurden Renormierungsgruppen-
gleichungen in Zweischleifen—Né&herung [36] verwendet. In Abschnitt 3.3.5 wird ndher auf die
Aspekte der numerischen Integration von Renormierungsgruppengleichungen in Zweischleifen—
Néaherung eingegangen.

Die laufende Masse des durch das Eich—Yukawa—-System beschriebenen Fermions — hier des
Topquarks — 14t sich aus dem Wert der Fixlinie an der jeweiligen Skala bestimmen. Zur
Berechnung der physikalischen Pol-Masse des Topquarks muf die fiir die Beziehung

v
miy = 75 (1469) y (@ = mi)
pole

ein selbstkonsistenter Zustand erreicht werden, da my,, sowohl auf der linken als auch auf der
rechten Seite der Gleichung auftritt. Dies kann normalerweise unter Zuhilfenahme eines itera-
tiven Algorithmus geschehen. Es hat sich jedoch gezeigt [7], dak die Bestimmung der Masse an
der Skala mf;;e im Fall des Topquarks zu vernachlissigbaren Fehlern fiihrt. Im Fall der ande-
ren Quarks und Leptonen wird der Beziehung (3.103) durch die Einfiihrung von sogenannten
Massen—Zuwachs—Faktoren (siehe Abschnitt 5.2) Rechnung getragen, die zudem die Einfliisse

von Teilchenzahlschwellen unterhalb der Skala @ = mfo";e miteinbeziehen.

(3.103)

Man erhalt so unter Beriicksichtigung aller drei Eichkopplungen den einleitend erwidhnten Aus-
druck

my ~ sinB - 190 GeV . (3.104)

fiir die Masse des Topquarks im minimal supersymmetrischen Standardmodell. Diese stellt eine
hochst nicht—triviale Beziehung dar, die zudem von dem Parameter tanf, der das Verhéiltnis
der Vakuumerwartungswerte der beiden Higgs-Dubletts im MSSM angibt, abhéingt. Man erhé&lt
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folgenden Ausdruck
ole v
my =Y (Q = mg); ) E (3105)

fiir die Masse des Topquarks aus der Auswertung der Fixlinie an der IR-Skala. In diesem Fall
ist auf die Masse noch die Polmassenkorrektur, sieche dazu Abschnitt 2.4.1, anzuwenden.

An Abbildung 3.3 wird auch deutlich, daf neben den Fixpunkten, hier vor allem der Fixpunkt
im IR-Bereich, auch die sie verbindende Fixlinie infrarotattraktiv ist. Allgemein gilt, daf eine
Fixmannigfaltigkeit mit hoherer Dimension immer attraktiver ist als die in ihr enthaltenen
Fixmannigfaltigkeiten niedrigerer Dimension. In diesem Fall bedeutet dies, dafl die Fixlinie
attraktiver ist als die Fixpunkte.

3.3.4 Einbeziehung mehrerer Yukawa—Kopplungen

In diesem Abschnitt soll noch kurz auf die Erweiterung auf Systeme mit mehreren Yukawa-
Kopplungen eingegangen werden. Dabei werden exemplarisch Ergebnisse im Rahmen des Top—
bottom—tau—g;—go.—g3—System dargestellt. Weitere Ergebnisse der Untersuchungen dieses Sy-
stems werden zur Veroffentlichung vorbereitet [9].

In Systemen mit mehreren Yukawa—Kopplungen stellen die Renormierungsgruppengleichungen
der Yukawa-Kopplungen gekoppelte Systeme von gewOhnlichen nichtlinearen Differentialglei-
chungen dar. Liegen n Yukawa-Kopplungen %, _, vor, so sind die Renormierungsgruppen-
gleichungen

d
16 7T2 Q @ yl,...,n - jrl,...,n (yla -y Yny 91, G2, 93) (3106)

im allgemeinen Funktionen der Yukawa—Kopplungen und der Eichkopplungen. Die Berechnung
der Fixmannigfaltigkeiten bei Anwesenheit aller drei Eichkopplungen verlduft vollkommen ana-
log zu der in Abschnitt 3.3.3 dargestellten Vorgehensweise. Um die Fixpunkte in den Polstel-
len zu berechnen, muf jedoch gefordert werden, daf die ,,rechten Seiten“ der Renormierungs-
gruppengleichungen der vorliegenden Yukawa-Kopplungen in den Fixpunkten simultan Null er-
geben. Die in (3.106) auftretenden Funktionen F; _, enthalten die sogenannten S—Funktionen
der entsprechenden Kopplungen, womit sich die Renormierungsgruppengleichungen formal als

d
1672 Q a0 Yi = Yi By (3.107)

schreiben lassen, wobei y; eine der Yukawa—Kopplungen v, . . ., y, ist. Die jeweilige f—Funktion
besitzt dieselbe funktionale Abhéangigkeit wie die entsprechende Funktion F;.

Besitzt das System wie im Abschnitt 3.3.3 im Fall einer Yukawa—Kopplung Fixpunkte in den
Polstellen der Eichkopplungen, so liegen im Fall von drei Yukawa-Kopplungen in den Polstellen
Fixflichen vor. Abbildung 3.4 zeigt die Fixflache beziehungsweise die Fixpunkte in der Polstelle
von g3 fiir das MSSM. Die dort vorliegenden Fixpunkte sind, wie auch in der Polstelle von g1,
in Fixlinien eingebettet, die wiederum in die angesprochene Fixfliche eingebunden sind. Bei
der Evolution vom UV-Bereich in den IR-Bereich ,lauft“ die gesamte abgebildete Flache vom
UV- in den IR-Bereich und bildet so eine vierdimensionale Hyperfliche. Eine Auswertung an
der Skala der elektroschwachen Symmetriebrechung fiihrt wiederum zu einer Fixfliche an der
entsprechenden Skala, so wie die Auswertung einer Fixlinie zu einem Wert der entsprechenden
Kopplung fiihrt.

Der in Abbildung 3.4 durch HTB gekennzeichnete nicht—triviale Fixpunkt, fiir den alle Kopp-
lungen einen Wert ungleich Null haben, ermdoglicht die simultane Berechnung der Massen des
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LTB

Abbildung 3.4: Die Fixlinien und die Fixfliche des Top—bottom—tau—g;—g2—g3—Systems im IR-Bereich.
Die Fixfliche beziehungsweise die Fixlinien entstehen durch die Evolution der Renormierungsgruppen-
gleichungen des vollstiandigen Systems der Fermionen der dritten Familie aus dem UV-Bereich in den
IR—Bereich. Die Fixpunkte sind jeweils als Késtchen eingezeichnet. Es lassen sich deutlich die Fixlinien,
die die Fixpunkte verbinden, und die Fixflichen, in die die Fixlinien eingebettet sind, erkennen. Das
hier abgebildete System wird bei der Berechnung der Fixmannigfaltigkeiten des weich brechenden MSSM
bis auf den Fixpunkt im Ursprung vollstindig reproduziert; vergleiche Abschnitt 6.1 und Tabelle 6.3.
Weiterhin sind jeweils der high-tanS— (HTB) und der low—tanS-Fixpunkt (LTB) gekennzeichnet. Weitere
Einzelheiten zur Berechnung der Fixfliche und der Fixlinien sind in [7,8,10] zu finden.

Topquarks, des Bottomquarks und des Tauleptons. Der Wert des im MSSM auftretenden Para-
meters tanf, der das Verhéltnis der Vakuumerwartungswerte der beiden Higgs—Dubletts angibt,
ergibt sich in diesem Fall aus dem Vergleich der berechneten Masse des Tauleptons mit der ex-
perimentell bestimmten Masse des Taulepton zu tanf =~ 60. Aus diesem Grund wird vom
high-tanS-Fixpunkt gesprochen, der low-tanS-Fixpunkt besitzt im Vergleich dazu Werte im
Bereich von tanf ~ 1.5.

Die Massen ergeben sich in Zweischleifen—-Ndherung, siehe dazu auch nachfolgendes Kapitel, zu
mpo 2 180GeV  my~4GeV  m, = L7771GeV  (beitang ~ 60) . (3.108)

Dieses Ergebnis stellt eine hochst nicht-triviale Beziehung zwischen den Massen der Quarks
und Leptonen und dem Wert von tanf her. Weiterhin befinden sich die berechneten Massen in
sehr guter Ubereinstimmung mit den experimentell bestimmten Werten' [41] von

mpe & 173.8 £3.5+3.9GeV My~ 43GeV  m, = L7771 GeV , (3.109)

wobei die vollstindige Ubereinstimmung der Werte fiir die Masse des Tauleptons durch die
Verwendung der Masse des Tauleptons zur Bestimmung des Wertes von tang bedingt ist.

Weiterhin ist in Abbildung 3.4 der durch LTB gekennzeichnete sogenannte low—-tans-Fixpunkt
enthalten, fiir den gy, = y, = 0 gilt und der, wie erwdhnt, zu Werten von tanf = 1.5 fiihrt. Die
Masse des Topquarks ergibt sich in diesem Fall zu

mpe &2 190 GeV - sinf . (3.110)

!Der am Beginn der Untersuchungen zugrunde gelegte Wert der Masse des Topquarks betrug mf;;e =173.9,

die Masse des Bottomquarks m; = 4.25. Die in 3.109 aufgefiihrten Werte entsprechen dem letzten Update der
Particle Data Group [41] Anfang 2000.
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Die verbleibenden in Abbildung 3.4 dargestellten Fixpunkte fithren nicht zu physikalisch sinn-
vollen Kombinationen der Massen der Quarks und Leptonen.

Bei der Berechnung der Fixmannigfaltigkeiten der Renormierungsgruppengleichungen des weich
brechenden MSSM in Abschnitt 6 wird sich zeigen, daf eine sogenannte triangulare Kopplungs-
struktur vorliegt. Diese sorgt, wie Tabelle 6.2 zu entnehmen ist, sowohl in Einschleifen-Naherung
als auch in Zweischleifen—Niaherung fiir eine vollstindige Entkopplung des Yukawa—Sektors vom
weich brechenden Sektor des MSSM. Aus diesem Grund konnen auch die in diesem Abschnitt
dargestellten Fixpunkte der Renormierungsgruppengleichungen des Yukawa—Sektors bei der Be-
rechnung des Fixpunkte der Renormierungsgruppengleichungen des weich brechenden MSSM
identifiziert werden.

3.3.5 Die Einbeziehung des Zweischleifen—Niveaus

Wird die Evolution der Renormierungsgruppengleichungen, wie im Fall der Untersuchung des
weich brechenden MSSM im Rahmen dieser Arbeit, in der Zweischleifen-Naherung der Sto-
rungstheorie durchgefiihrt, so ergeben sich geringfiigige Modifikationen bei der Betrachtung
der numerischen Integration.

In der Zweischleifen-Naherung sind die exemplarisch in den letzten Abschnitten abgeleiteten
Fixmannigfaltigkeiten nicht mehr exakt. Die Moglichkeit der Existenz von exakten Fixmannig-
faltigkeiten in Renormierungsgruppengleichungen in Zweischleifen—-N&herung wird zur Zeit noch
diskutiert [11]. Die Struktur der Renormierungsgruppengleichungen in Zweischleifen—N#herung

18t d .
Yi

QoY T Tor T
wobei y; analog zum letzten Abschnitt eine der Yukawa-Kopplungen aus y; ..., ist. Es ist leicht
zu erkennen, daf der Anteil der Zweischleifen-Naherung in der Renormierungsgruppengleichung
um den Faktor (Kopplung)?/(167%) gegeniiber dem Anteil der Einschleifen—Niherung abge-
schwicht ist. Es hat sich weiterhin gezeigt, daf in Einschleifen—Ndherung berechnete Fixman-
nigfaltigkeiten bei der Renormierungsgruppenevolution im Giiltigkeitsbereich der Stérungstheo-
rie zwischen der UV- und IR-Skala in Zweischleifen-N&herung nach wie vor hinsichtlich ihres
attraktiven Einflusses wirksam sind. Das Vorgehen bei den durchgefiihrten Untersuchungen
ist daher wir folgt: Die Berechnung der Fixmannigfaltigkeiten wird in Einschleifen-Ndherung
vorgenommen. Die auf diese Art und Weise gewonnenen Werte im UV-Bereich werden als
Anfangswerte fiir die Evolution in Zweischleifen-Ndherung verwendet. Die attraktiven Fix-
mannigfaltigkeiten liegen weiterhin in der ,,N&he“ ihrer Lage in Einschleifen-N&herung, so dafs
die auf die geschilderte Art gewonnenen Anfangswerte ebenfalls als hinreichend gute Wahl von
Anfangswerten fiir die Renormierungsgruppenevolution in Zweischleifen-Naherung angesehen
werden kdnnen.

<5Einschleifen ﬂZweischleifen) ; (3 A11 )

Letztendlich ist die Attraktivitidt in den betrachteten Fillen im physikalischen Bereich der Re-
normierungsgruppenevolution zwischen der UV—- und IR-Skala so grofs, dafs sich die Evolution
im numerischen Sinne schon nach wenigen Schritten auf eine Position einstellt, die sich sehr na-
he an der urspriinglichen Fixmannigfaltigkeit in Einschleifen-N&herung befindet. Auferhalb des
physikalischen Bereiches, insbesondere in der Nidhe der Polstellen der Eichkopplungen g; und
g1, trifft dies nicht mehr uneingeschrinkt zu. Da jedoch das Interesse auf den physikalischen
Bereich der Renormierungsgruppenevolution beschrinkt ist, haben die auftretenden numeri-
schen Effekte keinen Einfluf auf die Vorhersage von Parameter aus den Fixmannigfaltigkeiten
der Renormierungsgruppengleichungen.
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Bei der Berechnung der Vorhersagen der Modelle im Rahmen dieser Arbeit werden immer
mindestens Renormierungsgruppengleichungen in Zweischleifen—Né&herung verwendet. In der
Summe erhélt man dadurch gegeniiber der Einschleifen-N&herung eine Modifikation der be-
rechneten Werte im Bereich von einigen Prozent.

3.4 Radiative spontane Symmetriebrechung

Zum Abschluf dieses Kapitels soll noch auf die sogenannte radiative spontane Symmetriebre-
chung eingegangen werden. Thematisch wére diese eher in Abschnitt 2.3.1 einzuordnen. Da
aber zur hinreichenden Darstellung einige Begriffe im Zusammenhang mit der Renormierungs-
gruppenevolution und Fixmannigfaltigkeiten bendtigt werden, wird diese erst an dieser Stelle
vorgenommen.

Grundsatzlich ist radiative Symmetriebrechung nicht zwingend mit der elektroschwachen Sym-
metriebrechung verkniipft. Jede Art von Symmetrie kann radiativ gebrochen werden. Radiative
spontane Symmetriebrechung tritt auf, wenn die fiir das Eintreten der Symmetriebrechung ver-
antwortlichen Parameter die bendtigten Werte durch Strahlungskorrekturen beziehungsweise
Renormierungsgruppenevolution erhalten. So kann man annehmen, daf an einer Skala ober-
halb der Symmetriebrechungsskala ein Grundzustand vorliegt, in dem die Symmetrie unge-
brochen ist. Die verantwortlichen Parameter werden nun der Renormierungsgruppenevolution
unterworfen und erhalten so im Verlaufe der Evolution Werte, die zur Brechung der Symmetrie
fiihren.

Die minimal supersymmetrische Erweiterung des Standardmodells hat (im Gegensatz zum
Standardmodell) die hochst attraktive Eigenschaft, dal die radiative spontane Brechung der
elektroschwachen Eichsymmetrie auf natiirliche Weise auftreten kann. Dies ist in der Literatur
ausfiihrlich diskutiert worden [15-17]. Im Detail beruht der Effekt der spontanen radiativen
Symmetriebrechung im MSSM darauf, den Higgs—Massenparametern, m%,u und m%{d bezie-
hungsweise m? und m3, im Potential (2.28) mittels der Renormierungsgruppenevolution sozu-
sagen auf ,natiirliche® Weise durch die Strahlungskorrekturen geeignete Werte zu geben und so

die Brechung der elektroschwachen Symmetrie einzuleiten.

Dieser Effekt wird in der Literatur hdufig in Verbindung mit kleinen Werten des Parameters
tanf, der das Verhiltnis der Vakuumerwartungswerte der Higgs-Dubletts angibt, diskutiert.
Ist Der Parameter tang klein, tang = 1.5, dann folgt aus (2.16), dak die Yukawa-Kopplung
des Topquarks, y; &~ 1, wesentlich grofer als die Yukawa-Kopplung des Bottomquarks und des
Tauleptons sein mufl, um die experimentellen Massen der Fermionen zu reproduzieren. Ist die
Yukawa—Kopplung von der Gréfenordnung 1, so kann aus der Betrachtung der Renormierungs-
gruppengleichungen des MSSM relativ schnell abgeleitet werden, daf der Massenparameter
m%[u durch die grofe Yukawa—Kopplung ins Negative gezogen wird.

Auf dem Niveau von Fixmannigfaltigkeiten findet man fiir diesen Effekt jedoch eine wesent-
lich befriedigendere Begriindung. Ist die einem Higgs-Massenparameter zugeordnete Yukawa—
Kopplung ungleich Null, so besitzt sie im Infrarot-Bereich einen infrarotattraktiven Fixpunkt
im Negativen, der dafiir sorgt, den Parameter ins Negative zu ziehen. Ist die entsprechen-
de Yukawa—Kopplung jedoch Null, so liegt der Fixpunkt des entsprechenden Higgs—Massen-
parameters im Positiven; vergleiche Tabelle 6.3. Im Fall eines kleinen Wertes von tang tritt
nun genau dieser Fall ein. Die Yukawa-Kopplung des Topquarks ist grofs, der Parameter m%,u
wird negativ. Die Yukawa-Kopplung des Bottomquarks ist klein genug, um sie gegeniiber der
Yukawa-Kopplung des Topquarks zu vernachléssigen, der Parameter m%{d bleibt positiv. Das
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heifst, die Higgs—Massenparameter besitzen unterschiedliche Vorzeichen im IR-Bereich. Dieser
Umstand begiinstigt das Eintreten der spontanen Symmetriebrechung durch die Erfiillung der
Bedingung zur ,Destabilisierung des Ursprungs“ (2.51)

b’ > mimj . (3.112)

Man spricht in diesem Fall vom sogenannten low—tans-Fixpunkt, die Yukawa-Kopplung des
Bottomquarks und des Tauleptons konnen gegeniiber der Yukawa-Kopplung des Topquarks
vernachlassigt werden.

In dem anderen im Rahmen dieser Arbeit ausfiihrlich untersuchten Fixpunkt, dem high-tang—
Fixpunkt, besitzen das Top— und Bottomquark sowie das Taulepton Yukawa—Kopplungen glei-
cher Grofenordnung, man spricht von approximativer Unifizierung der Yukawa—Kopplungen
[7,9,42], der Wert von tanf liegt im Bereich von tanf ~ 60. Nun sind sowohl die Yukawa—
Kopplung des Topquarks als auch die Yukawa-Kopplung des Bottomquarks und Tauleptons
von Null verschieden und beide Higgs-Massenparameter besitzen einen negativen Fixpunkt
im IR-Bereich. Dies fiihrt letztendlich zu den bekannten Problemen mit der elektroschwachen
Brechung im Fall der Evolution des high—tanf-Fixpunktes durch mangelnde Erfiillung der
Bedingung (3.112) zur ,,Destabilisierung des Ursprungs®; vergleiche auch Abschnitt 8.2.

Da, wie gesagt, die Parameter in den Gleichungen, die zur Bestimmung der Brechungseigen-
schaften verwendet werden, ihre Werte durch die Renormierungsgruppenevolution aus zunachst
beliebigen Anfangswerten im UV-Bereich erhalten, spricht man von radiativer Symmetriebre-
chung. Die Parameter werden in diesem Fall als laufende Parameter bezeichnet.

Radiative Symmetriebrechung kann, wie eingangs erwahnt, auch in anderen Féllen als der
elektroschwachen Symmetriebrechung auftreten. So wurde in [43| gezeigt, daf in einem rechts—
links-symmetrischen, auf der Symmetriegruppe SU(3) x SU(2)r x SU(2)r x U(1) beruhenden
Modell die sequentielle Brechung der Symmetrie

SUB) x SU(2), x SUR)r x U(1) = SU(3) x SU(2)r, x U(1) = SU3) x U(1)em (3.113)

ebenfalls durch radiative Symmetriebrechung motiviert werden kann.



Kapitel 4

Physikalische Bedingungen an das
Potential

In diesem Abschnitt werden die sogenannten Bedingungen (constraints) eingefiihrt. Dabei sind
in der Literatur und im allgemeinen Sprachgebrauch zur Kennzeichnung desselben Umstandes
verschiedene Bezeichnungen gebrauchlich: Neben der Bedingung spricht man von Constraints,
Einschrinkung, Bounds und Kriterien. Die Bezeichnung ,,Constraint“ ist vor allem im anglika-
nischen Sprachgebrauch verbreitet und wird, sofern es sich anbietet, der deutschen Bezeichnung
,Bedingung“ zur besseren Bezugnahme auf die in der Literatur gebréuchlichen Begriffe in Klam-
mern nachgestellt.

Im folgenden wird im Zusammenhang mit Bedingungen und der im Rahmen dieser Arbeit
durchgefiihrten Untersuchungen von freien Parametern die Rede sein. Im allgemeinen kenn-
zeichnet der Begriff freie Parameter einen zunéchst beliebigen Satz von Anfangswerten fiir die
Renormierungsgruppenevolution der Parameter des weich brechenden MSSM an der UV—Skala.
Wird eine Wahl der freien Parameter getroffen, so liegen die Werte aller Parameter an allen
Skalen zwischen der UV—-Skala und der IR-Skala iiber die Renormierungsgruppenevolution der
Parameter fest. Die Werte an einer Skala ergeben sich durch die Auswertung der (numeri-
schen) Losung der Renormierungsgruppengleichungen an der entsprechenden Skala. Im Verlauf
der Berechnung der Fixmannigfaltigkeiten der Renormierungsgruppengleichungen des weich
brechenden MSSM in Kapitel 6.2 wird es moglich sein, unter Ausnutzung der Fixmannigfaltig-
keiten die Zahl der freien Parameter der Renormierungsgruppenevolution des weich brechenden
MSSM auf zwei, den Anfangswert des Higgs—Mischungs—Parameters py und die unifizierenden
Gaugino—Masse my 7, zu reduzieren. Damit liegen alle Parameter des weich brechenden MSSM
an allen Skalen zwischen der UV—-Skala und der IR-Skala in Abhéngigkeit von zwei verbleiben-
den freien Parametern und den experimentellen Werten der Eichkopplungen fest.

Nach der Bestimmung der Fixmannigfaltigkeiten der Renormierungsgruppengleichungen des
weich brechenden MSSM in Kapitel 6 schlieftt sich im Rahmen der Einzeluntersuchungen die
Auswertung von physikalischen Bedingungen an das Potential an. Diese machen eine Aussage
iiber das Austreten von ungewollten Minima im skalaren Potential im Zusammenhang mit der
spontanen elektroschwachen Symmetriebrechung. Treten solche Minima auf, so ist das Potential
nicht in der Lage, die gewiinschte Symmetriebrechung in geeigneter Form zu realisieren. Mit
Hilfe der Bedingungen werden so die moglichen Werte der verbleibenden freien Parameter
der Theorie eingeschrinkt. Damit kénnen Bedingungen als Mittel zur weiteren Erh6hung der
Aussage— oder Vorhersagekraft (Pradiktivitiat) dienen.
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Die Untersuchung von Bedingungen im Sinne von Vorhersagen von Modellen im IR-Bereich geht
auf Claudson, Hall Hinchliffe und andere [18| zuriick. Die betrachteten Bedingungen werden
in diesen Fillen als traditionelle Bedingungen (traditional constraints) bezeichnet. Sie werden
in Abschnitt 4.1 eingefiihrt. In Abschnitt 4.2 wird der Begriff der Bedingung auf die oben
angesprochene Art und Weise mit der Renormierungsgruppenevolution verbunden, so daf Un-
tersuchungen im Zusammenhang mit laufenden Parametern, das heifft durch Auswertung der
Werte der Parameter an allen Skalen des physikalischen Bereichs der Renormierungsgruppen-
evolution, ermoglicht werden. Fiir sie soll die Bezeichnung Laufende Bedingung (running cons-
traint) verwendet werden. In diesem Zusammenhang spielt auch die erwéhnte Festlegung der
Werte der Parameter an allen Skalen zwischen der UV—Skala und der IR-Skala durch die Fix-
mannigfaltigkeiten und die Wahl der verbleibenden freien Parameter eine wichtige Rolle. Die
in den nichsten Abschnitten eingefiihrten laufenden und erweiterten Bedingungen machen eine
Aussage iiber die Existenz von ungewollten Minima im skalaren Potential fiir den gesamten
physikalischen Bereich der Renormierungsgruppenevolution und greifen damit auf die fiir alle
Skalen durch die Fixmannigfaltigkeiten festgelegten Werte der Parameter zuriick.

In Abschnitt 4.3 wird die Erweiterung der Bedingungen, die sogenannten Erweiterten Bedingun-
gen (improved constraints) nach Cases et al. |20 vorgestellt. Die Aussagen dieser Bedingungen
schliefen die laufenden Bedingungen ein, und die Autoren nehmen weiterhin in Anspruch, mit
den von ihnen angegebenen Bedingungen sdmtliche moglichen Bedingungen anzugeben. Die-
ser Anspruch ist genau dann haltbar, wenn die Untersuchungen sich auf alle drei Fermionen—
Familien beziehen, was im Rahmen dieser Arbeit nicht zutrifft. In Abschnitt 7.4 wird aus
diesem Grund eine Konkretisierung der erweiterten Bedingungen auf die Gegebenheiten der
dritten Fermionen—Familie durchgefiihrt.

Weiterhin existieren mit Abel, Allanach et al. [44| sowie Jack und Jones [45] neuere Untersu-
chungen, die Aspekte von infrarotattraktiven Fixpunkten in die Betrachtung von Bedingungen
und Aussagen iiber die Stabilitit der diskutierten Modelle mit einbeziehen.

4.1 'Traditionelle Bedingungen

In diesem Abschnitt werden sogenannte traditionelle Bedingungen (traditional constraints) vor-
gestellt. Thnen ist gemeinsam, daf sie mittels der im skalaren Potential enthaltenen Parameter
Aussagen iiber die Eigenschaften des Potentials an einer Skala zulassen. Im Gegensatz zu
den in Abschnitt 4.2 vorgestellten laufenden Bedingungen (running constraints) und den in
Abschnitt 4.3 vorgestellten von Cases et al. abgeleiteten sogenannten erweiterten Bedingungen
(improved constraints) stellen die in diesem Abschnitt abgeleiteten Bedingungen Baumgraphen—
Beziehungen in nullter Ordnung Storungstheorie dar. Die Parameter werden nicht als laufende
Parameter angesehen, und die Auswertung der Bedingungen wird an einer bestimmten Skala,
der Skala der Symmetriebrechung mg, vorgenommen.

Generell verlduft die Auswertung der Bedingungen so, dal ausgehend von der Wahl der ver-
bleibenden freien Parameter der Theorie mittels der berechneten Fixmannigfaltigkeiten die
Werte der Parameter der Theorie an einer beliebigen Skala im IR-Bereich bestimmt werden,
und die Ausdriicke, die den Bedingungen zugrunde liegen, unter Verwendung dieser Werte der
Parameter untersucht werden.

Abschnitt 4.1.1 stellt die Bedingung zur Beschrianktheit des Potentials (UFB-constraint, Abkiir-
zung fiir Unbounded From Below) vor, bei deren Erfiillung das skalare Potential als von unten
beschrankt angesehen werden kann. Abschnitt 4.1.2 stellt die Bedingungen zum Erhalt der
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Ladungs— und Farbsymmetrie (CCB—constraint, Abkiirzung fiir Charge and Color Breaking)
vor. Diese Bedingungen sichern das Potential gegen die Existenz von Minima ab, die die Eich-
symmetrie der Farbladung, die Eigenschaft der Teilchen, die mit der Eichsymmetrie der starken
Wechselwirkung verkniipft ist, und elektrische Ladung, die Eigenschaft der Teilchen, die mit
der Eichsymmetrie der elektroschwachen Wechselwirkung verkniipft ist, brechen.

Wie schon im Abschnitt 2.3.2 im Zusammenhang mit der Darstellung des skalaren Potentials
angedeutet, wird das skalare Potential zur Ableitung dieser Bedingungen teilweise um weitere
Terme des vollstiandigen Potentials (2.22) unter Einbeziehung aller weich brechenden Terme
erweitert. Dies ist in diesem Abschnitt bei der Ableitung der Bedingungen zum Erhalt der
Ladungs— und Farbsymmetrie der Fall.

4.1.1 Bedingung zur Beschranktheit des Potentials

Im ersten Schritt wird die sogenannte traditionelle Bedingung zur Beschrinktheit des Potentials
(traditional UFB—constraint) abgeleitet. In der Literatur finden sich Darstellungen zu dieser
Bedingung in den Standardwerken [21], zum Beispiel in Martin’s Supersymmetry Primer [30]
oder in Ramond’s Journeys beyond the Standard Model [21].

Die in diesem Abschnitt vorgestellte Bedingung macht eine Aussage iiber die Beschrinktheit
des Potentials. Ist die Bedingung erfiillt, so ist das Potential nach unten beschrinkt. Auf diese
Weise ist sichergestellt, daf es sich bei einem vorhandenen Minimum um ein globales Minimum
handelt.

Die Bedingung wird im anglikanischen als UFB—constraint bezeichnet, wobei sich der Name von
der Bezeichnung ,,Unbounded From Belou/* ableitet. Die Bedingung soll als erfiillt angesehen
werden, wenn das Potential nicht un—beschrinkt, d. h. beschrankt ist.

Zur Ableitung der Bedingung zur Beschréinktheit des Potentials wird das Potential (2.28) in
den sogenannten D-flachen Richtungen (D-flat directions) betrachtet, fiir die

|H)| = |HY| =: « (4.1)

gilt. Diese Richtungen tragen ihren Namen, da durch die obige Definition gerade die sogenannten
D—Term Anteile im Potential verschwinden.

Man erhilt
Vb—flach = m22® +max? —2ba? . (4.2)
Damit das Potential nach unten beschrankt ist, mufs

Vb-flat > M (4.3)

und somit
(m? +mj—2b) 2*> > M (4.4)

gelten. In der Literatur ist die Wahl von M = 0 iiblich. Es folgt

m} +m3 > 2b

(4.5)

Bei dieser Bedingung an das Potential, beziehungsweise an die im Potential enthaltenen Para-
meter m?, m2 und b, handelt es sich, wie eingangs erwihnt, um eine Baumgraphen—Beziehung.
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Die Auswertung erfolgt somit an einer bestimmten Impulsskala, der Skala der Symmetriebre-
chung mg. Ist die Bedingung (4.5) an dieser Skala erfiillt, so gilt die traditionelle Bedingung
zur Beschrinktheit des Potentials als erfiillt und die Wahl der freien Parameter der Theorie als
geeignet hinsichtlich der Beschrinktheit des Potentials. In Abschnitt 4.2 wird eine Erweiterung
der traditionellen Bedingungen auf laufende Parameter vorgenommen.

4.1.2 Bedingungen zum Erhalt der Ladungs— und Farbsymmetrie

In diesem Abschnitt werden die traditionellen Bedingungen zur Ladungs— und Farbsymmetrie—
Brechung (traditional CCB—constraint) abgeleitet. Diese Bedingungen fiihren bei Erfiillung zum
Ausschluft von unphysikalischen Minima im Potential, die zu einer Brechung der der Ladungs—
und Farbsymmetrie fiihren wiirden. Die Bezeichnung dieser Bedingung im anglikanischen leitet
sich von ,,Charge— and Colour-Breaking* ab.

Die ersten Untersuchungen dieser Art von ungewollten Minima gehen auf Kounnas, et al. [1§]
und Komatsu [19] zuriick, wobei letzterer schon erste Schritte in Richtung zu den erweiterten
Bedingungen (improved constraints) nach Cases et al. [20] unternimmt. Neuere Untersuchungen,
die parallel zu den Untersuchungen von Casas et al. unternommen wurden, sind zum Beispiel
in [46] zu finden.

Zur Ableitung der Bedingungen muf das skalare Potential (2.28) des MSSM um bestimmte
Multipletts erweitert werden. Ausgehend vom Potential in der Form

@‘2 + m% ‘ﬂQ + m%[u |Hu|2

V = m%
+ o (FQH )+ ([0 77| i+ 7 1) o

wobei nur Terme einbezogen werden, die mit den Kopplungen des Topquarks beziehungsweise
des Stop und dquivalenten Grofen in Verbindung stehen, betrachtet man im Potential (4.6) die
Richtung

(Hy) = (Q) =By =v. (4.7)

wobei die eckigen Klammern den Vakuumerwartungswert (-) = (0|-| 0) bedeuten. Das Potential
1at sich mit dieser Definition als

V:v(m%[u+m%+mt2+3yfv2+2atytv> (4.8)
schreiben. Definiert man weiterhin y = y, v und o> = (m%, + m% +mZ), so erhilt man

2
V:y—Q(a2+3y2+2aty) : (4.9)
i

o~

Zur Bestimmung des Minimums von (4.9) wird wie gewohnt die Nullstelle der ersten Ableitung

gesucht. Man erhélt
1 8
Ymin = 1 ( a% - 3(12 - 3at) (4.10)

und nach dem Einsetzen von i, in (4.9)

1

3
= (—24a2+36a§a2 —9at+3a, (32 —8a2)2) . (4.11)
288 y;

Vv (ymin)
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Aus der Forderung, dal V (ymin) > 0 gelten soll, folgt nach einigen Umformungen die Bedingung
a?<3a>=3 (m?,u +mg + m%) : (4.12)

die die traditionelle Ladungs— und Farbbrech-Bedingung fiir das Topquark beziehungsweise
Stop darstellt. Fiir das Bottomquark beziehungsweise Stop und das Taulepton beziehungsweise
Stau lassen sich auf analoge Weise dquivalente Ausdriicke berechnen, wenn in (4.6) die entspre-

chenden Terme fiir das jeweilige Fermion eingesetzt werden. Die Bedingungen lauten in diesem
Fall

a; <3 (qud + m% + m%) (4.13)
fiir das Bottomquark /Sbottom und
a; < 3 (my, +m% +mZ) (4.14)

fiir das Taulepton/Stau.

Wie im Fall der traditionellen Bedingung zur Beschrénktheit des Potentials im vorhergehen-
den Abschnitt handelt es sich wieder um Baumgraphen-Beziehungen. Die Bedingungen werden
ausgehend von den Werten der enthaltenen Parameter an einer bestimmten Impulsskala ausge-
wertet. Sind die Bedingungen (4.12, 4.13 und 4.14) erfiillt, so liegen keine Minima im Potential
vor, die die Ladungs— und Farbsymmetrie brechen.

4.2 Laufende Bedingungen

Gegeniiber den im letzten Abschnitt dargestellten ,traditionellen Bedingungen® stellen die lau-
fenden Bedingungen (running constraints) eine Erweiterung unter Einbeziehung der Renormie-
rungsgruppenevolution dar. Die traditionellen Bedingungen lassen sich dadurch kennzeichnen,
dak sie an einer bestimmten Impulsskala ausgewertet werden und Beziehungen der Parameter
oder Vorhersagen auf Baumgraphen—Niveau darstellen. Ob die Bedingung eingehalten wird, ist
durch die Werte der eingehenden Parameter an der fraglichen Skala festgelegt.

Im Gegensatz dazu fordert man bei den laufenden Bedingungen (running constraints), daf sie
fiir einen festgelegten Bereich der Impulsskala, so zum Beispiel von der IR~ beziehungsweise
elektroschwachen Skala Q = v/v/2 &~ 174 GeV oder der Symmetriebrechungsskala Q = mg bis
zur UV- beziehungsweise Unifizierungsskala Q = mgur ~ 2 - 10% GeV erfiillt werden.

Als Beispiel sei die traditionelle Bedingung zur Beschrinktheit des Potentials aus Abschnitt
4.1.1 genannt. Diese wird als erfiillt angesehen, wenn an einer bestimmten Skala die Bedingung
2b < m? +mj erfiillt ist. Um eine laufende Bedingung zu konstruieren, muf unter Verwendung
des obigen Ausdrucks gefordert werden, daf die Positivitdt von

mi +mj—2b>0 (4.15)

fiir alle Skalen @@ von der IR-Skala bis zur UV-Skala gegeben ist. Wird, wie einleitend dar-
gestellt, eine Wahl der freien Parameter der Theorie getroffen, so liegen iiber die Fixmannig-
faltigkeiten der Renormierungsgruppengleichungen die Werte der Parameter an allen Skalen
zwischen der UV-Skala und der IR—Skala und somit im gesamten physikalischen Bereich der
Renormierungsgruppenevolution fest. Diese Werte konnen an jeder Skala () verwendet werden,
um die Erfiillung der Bedingung 4.15 zu iiberpriifen. In Abschnitt 7.4.4 wird bei der Einrichtung
des im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Algorithmus dargestellt, wie laufende Bedingungen
berechnet werden kénnen.
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4.3 Erweiterte Bedingungen nach Casas et al.

Die in diesem Abschnitt vorgestellten und den Untersuchungen der Brechungseigenschaften des
skalaren Potentials im Rahmen dieser Arbeit zugrundeliegenden Bedingungen gehen auf Casas
et al. [20] zuriick. Dabei wurde der Begriff der erweiterten Bedingungen (improved constraints)
1996 von Casas, Lleyda und Mufioz [20] eingefiihrt, woran sich 1996 Untersuchungen von Casas,
S. Dimopoulos [20] und den oben genannten Autoren zur Skalenabhéngigkeit der Bedingungen
anschliefsen.

In Abschnitt 7.4 wird eine Konkretisierung der Bedingungen zur Anwendung des im Rahmen
dieser Arbeit entwickelten Algorithmus zur Untersuchung der Vorhersagen des weich brechenden
MSSM vorgenommen. In Abschnitt 8.3 erfolgt die Darstellung der Ergebnisse.

4.3.1 Erste Bedingung zur Beschrianktheit des Potentials

Zur Ableitung der ersten Bedingung zur Beschrinktheit des Potentials (UFB—1—constraint)
wird dhnlich wie bei der Ableitung der traditionellen Bedingung zur Beschrinktheit des Po-
tentials (traditional UFB—constraint) in Abschnitt 4.1.1 vom ,reinen“ Higgs—Potential (2.28)
ausgegangen.

Wie schon in der eben erwidhnten Ableitung ist die einzig bedeutende Richtung im Potential
durch die Bedingung
H,=H, (4.16)

gegeben. Diese Richtung heift, sieche Abschnitt 4.1.1, D-flach, da im Higgs—Potential genau die
D-Terme verschwinden. Man erhélt so den Ausdruck

Virs—1 = (m} +m3 — 2b) |H,|* (4.17)

fiir den Wert des Potentials entlang dieser Richtungen. Die erste Bedingung zur Beschrénktheit
des Potentials 14kt sich somit als

Vors-1 (@ = Q) > Vieatmin (@ = ms)

(4.18)

schreiben. Der Wert von Q ist durch
Q ~ max (g |Hy| , y¢ |Hy|, ms) (4.19)
gegeben.

Casas et al. geben weiterhin an, daf (4.17) dquivalent zu der traditionellen Bedingung zur
Beschrianktheit des Potentials

my >2b oder m2+m2>2b (4.20)

aus Abschnitt 4.1.1 ist, wenn man fordert, daf (4.20) fiir alle Skalen @ mit mg < Q < mgur
erfiillt ist. Dies fiihrt weiterhin zu einer formalen Identitdt mit den in Abschnitt 4.2 vorgestellten
Laufenden Bedingungen (running constraint).
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4.3.2 Zweite Bedingung zur Beschranktheit des Potentials

Fiir die Ableitung der zweiten Bedingung zur Beschrénktheit des Potentials (UFB-2-constraint)
wird dem ,reinen” Higgs-Potential (2.28) ein weiteres Feld, das Feld des leptonischen Dubletts
L hinzugefiigt. Das Potential besitzt folgende Form

Vo= [H 3 | HYP ||~ b (O H 4 ce) +
L/3 4 2 0|2 02 =12\’
+ glzat+va) (1m0l -|mI-]Z]) - (421)

Durch Minimieren unter Beachtung von H,; und L lassen sich diese Felder durch H, ausdriicken,
und man erhilt nicht—triviale Ergebnisse, wenn gilt

4m2 b2
b<u und  |HP>.oL 1o (4.22)
3.2 2 3
5911 92 (m% — m%>
I

da sonst L = 0 ein Minimum darstellt und man so wieder die Bedingung zur Beschranktheit
des Potentials erhalten wiirde. Fiir das Potential ergibt sich so

2
2
VUFB—Q = m% + m% — % |Hu|2 — % (423)
my —mz 5911 92

und analog zur ersten Bedingung zur Beschrianktheit des Potentials wird wiederum gefordert,
dafs

Vurs-_2 (Q = Q) > Viealmin (@ = M)

(4.24)

wobei Q durch Q &~ max (92 |Hul, ye |Hy|, ms) gegeben ist.

4.3.3 Dritte Bedingung zur Beschrianktheit des Potentials

Zur Ableitung der dritten Bedingung zur Beschrinktheit des Potentials (UFB-3—constraint)
nach Casas et al. ist die Unterscheidung von mehreren Familien vorzunehmen. Dazu werden die
Supermultipletts mit 7 bzw. j indiziert, wobei 7, j = 3 die dritte, schwerste Familie darstellt; es
gilt e =7 und Ly = L.

In der Konkretisierung der Bedingungen in Kapitel 7.4 wird die Reduzierung der dritten Be-
dingung zur Beschrinktheit des Potentials auf die dritte, schwerste Familie durchgefiihrt, die
Gegenstand der Untersuchungen in dieser Arbeit ist, wohingegen hier zunichst die Ableitung
unter Einbeziehung mehrerer Familien vorgenommen wird. Ausgehend von den Definitionen

Him0 und =6 =[5 = L (4.25)
€j

erhalt man fiir das Potential

V= (m}-p®) H, + (m%j + mgj) |e|2+m%i L; L;

2 13
+3 <3 g7 + gg) <|Hu|2 + le* —
(4.26)
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Wiederum 148t sich das Feld L mittels Minimierung durch H, ausdriicken

2
L; g _% + (HJ)S + ) - (4.27)
591+ 93
Ist
4m2
% L; ]
maur > Hy > + — — (428)
A9z tgi+g5 2y
erfiillt, so ist Vypp_3 durch
2 (m? ?
Vipn_s = ( _ +m~) H P+ (mZ +m2, —|—m~) H,| — 3(2 LZ)Q . (4.29)
Ye, 591 T 95

ansonsten durch

1(3 ’
Vo s = (o =) 1+ 2 (o ot ) B+ 5 (St +a2) (110 2 )

e €j
(4.30)
gegeben. In beiden Fillen ergibt die dritte Bedingung zur Beschrianktheit des Potentials

Vure-3 (Q = Q) > Viealmin (@ = M)

, (4.31)

[

wobei Q durch Q ~ max (92 lel, vt |Hyl, g2 | L

, ms) gegeben ist.

Mit den Ersetzungen e — c?, Ye; — Yq; und Z]- — @j 14Kt sich analog zur eben angefiihrten
leptonischen dritten Bedingung zur Beschranktheit des Potentials die dritte Bedingung fiir den

down~Fall ableiten. Fiir Q in diesem Fall ) ~ max (yt |Hy|, gsld|, g2 Qil, mg).
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4.3.4 Erhalt der Ladungs— und Farbsymmetrie — Allgemeines

In diesem Abschnitt sollen zuerst die allgemeinen Eigenschaften der Bedingungen zum Erhalt
der Ladungs— und Farbsymmetrie (improved CCB—constraints) nach Casas et al. [20] abgeleitet
werden. In den folgenden Abschnitten werden diese dann unter den Bezeichnungen erste, zweite
und dritte Bedingung weiter konkretisiert.

Ausgehend von einer beliebigen trilinearen Kopplung, in diesem Fall der trilinearen Kopplung
des up—Quarks, existieren zwei Richtungen im Potential, die untersucht werden miissen. Es sei
hier noch einmal angemerkt, dalt Konkretisierungen der abgeleiteten Eigenschaften im Hinblick
auf die dritte Familie (siehe auch Abschnitt 2.2), die Gegenstand der Untersuchungen in dieser
Arbeit ist, in Kapitel 7.4 durchgefiihrt werden. In den hier dargestellten Ausfiihrungen wer-
den wie in den Originalarbeiten [20]| die Kopplungen und Gréfen im Zusammenhang mit der
leichtesten Familie, dem Upquark, dem Downquark und dem Elektron, zu Grunde gelegt.

Die Richtung (a) wird durch die Definitionen

Hy, Qu, g # 0

|dLj|2 = ‘deV
di, dp, = —yidjﬂu
H; =0 (oder vernachléssigbar)
L # 0 (4.32)

charakterisiert, womit folgender Ausdruck

2 ~
+ ‘Qu UR

~ 2
Vi = ya (|Hu aR|2 + ‘Qu H, ) 4+ D — Terme +

2
b [nf? + (2 — ) [+ m2 L2+

+ m3, |Q
+ (au QuH,Ug+ h.c.) (4.33)

fiir das Potential' entsteht, wobei die Terme im Zusammenhang mit dem Downquark oder
Sdown vernachlissigt wurden.

Dementsprechend ist die Richtung (b) durch die Definition

Hua @u; aRa Hd 7£ 0
Li # 0 (nicht notwendig) (4.34)

charakterisiert, womit in diesem Fall der Ausdruck

- 2 |~ 2 ~
Vi = yﬁ (|HuaR|2+ ‘QHu + ‘QuaR ) + (,uyuQuﬂRH; =h.c.> + D — Terme +
2 ~ |2 2 |~ 2 2 2 2 2 9 ~ |2
+ mg, ‘Qu + mz |ug|” +mi |Hy|” +m3 [Ha|” + m7 |Li| +
+ (au Qu H, g + h.c.) + (bH,Hy+h.c.) (4.35)

INoch einmal sei daran erinnert, daf in der Literatur in den Potentialen oft der Ausdruck a, y, anstatt
der trilinearen Kopplung a, allein anzutreffen ist. Findet man solch einen Term in einem Potential, so sind
dementsprechend modifizierte Renormierungsgruppengleichungen zu verwenden, die letztendlich aber zu den
gleichen Ergebnissen fithren; siehe dazu zum Beispiel [40].
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fiir das Potential folgt. Wiederum wurden die Terme im Zusammenhang mit dem Downquark
beziehungsweise Sdown vernachlassigt.

Im weiteren Verlauf werden die Ausdriicke (4.33) fiir das Potential in Richtung (a) und (4.35) fiir
das Potential in Richtung (b) umgeschrieben, um die Ableitung, vor allem aber die Anwendung
der ersten, zweiten und dritten Bedingung zum Erhalt der Ladungs— und Farbsymmetrie zu
vereinfachen.

Im ersten Schritt werden dazu die Vakuumerwartungswerte einiger Felder durch die von |H,|
ausgedriickt. Man setzt

Q| =a |H,| Tal = B |H|
[Ha| = [H|

L,

=1 |Hal - (4.36)

Sowohl in der Richtung (a), als auch in der Richtung (b) mufl zwischen zwei Féllen, signa, =
—sign b und signa, = signb, unterschieden werden. Es erweist sich als zweckmifig, mit der
Richtung (b) und dem Fall sign a,, = —sign b zu beginnen.

Das Potential (4.35) 148t sich unter Verwendung von (4.36) als

V = 4 F(a, B, 7, ) o® 82 |H,|" -
— 2yuAa,B|Hu\3+

+ m2 (aa Ba e rYL) |£Iu|2 (437)
it 11 f(e 87
@, D, 7, VL
Fla, v, ) =1+ —+ Bt e (4.38)
und
1 1 2 2 2 2\2
flo, Byv, ) = " §g2(1—a - —'YL) +
1 1, 4, 2 2 ?
- 14+ 02— 282 _~2 _
+89<+3a o)+
1 2/( .2 2\2
+693 (a” — 8%) ) ’ (4.39)
sowie 2l
A au
Ay) = o + [ul v (4.40)
und
m? (a, B, 7, o) = m? + m%u o +m2 B2+ miyt + m%i’y% —2by. (4.41)

schreiben. Minimieren nach H, bei festgehaltenen «, /3, v und 7, ergibt zum einen die (uner-
wiinschte) Losung H, = 0 und zum anderen

3A 82 F
H,|. . =|H,(a, B, 7, =" (1+4/1-— , 4.42
| |ext. | (OZ B ’Y ’YL)|ext. 4yuO!,BF ( 9A2 ) ( )

wobei die Losung mit dem negativen Vorzeichen vor der Wurzel ein Maximum ergibt. So erhilt
man fiir das Potential Vocp in der Richtung (b) den Ausdruck

V Lap Hulog, | Ay [Hal e (4.43)
= —— u " u —_— . .
CCB 92 ext. Y ext. Ojﬁ



4.3. Erweiterte Bedingungen nach Casas et al. 75

Die Bedingung ergibt sich nun aus der Forderung der Nichtnegativitit von (4.43) zu

2
a 2
<|QU| + |l 7) = (1 - (1/2) (m% + (m%u + m%) o + m%f)/z + m%ﬂ% B 2b7) (4.44)

wobei die Wahl @ = 1 und v =y = 0 die traditionelle Bedingung (4.1.2) reproduziert.

Mittels einer analogen Ableitung erhélt man fiir die Richtung (a) den Ausdruck

‘au‘Z

2
o (1 . 9> (m? — 2 + (m}, +m2) 0 + m?+2) (4.45)
fiir die Bedingung zum Erhalt der Ladungs— und Farbsymmetrie.

In den néchsten drei Abschnitten werden Konkretisierungen der Richtungen (a) und (b) zur
Ableitung der ersten, zweiten und dritten Bedingung zum Erhalt der Ladungs— und Farbsym-
metrie vorgenommen.

4.3.5 Erste Bedingung zum Erhalt der Ladungs— und Farbsymmetrie

Die erste Bedingung zum Erhalt der Ladungs— und Farbsymmetrie (CCB-1-constraint) tritt in
der Richtung (a) auf, es gilt somit die Bedingung (4.45). Die ,stérkste” Bedingung erhélt man,
wenn die rechte Seite von (4.45) nach o minimiert wird, wobei 72 = 1 — a? gelten soll. Damit
gelangt man zu folgender Fallunterscheidung:

o Gilt

mi{—p*+mi: >0 und  3mi — (m%u + m%) +2(mi—p®) >0,  (4.46)

so tritt die erste Bedingung fiir « = 1 und vy, = 0 auf und man erhilt

‘Zg‘ <3 (mf —p’+my + m%) : (4.47)
o Gilt
mi—p’+mi >0 und  3mi — (m% + m%) +2(m}—p’) <0,  (4.48)

so tritt die erste Bedingung fiir o # 0 und 7 # 0 auf und man erhilt

u 2
|Z—2| S (1 + ?) (m% -1+ (m%u + m%) o + m%i (1- ozZ)) , (4.49)

wobei o und 7# durch

2 (mQzz +m? — ,u2>

2 2 2
m% +m:s+m=
Qu u Li

., yi=1-0a (4.50)

gegeben sind.
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o Gilt

mi —p®+mi <0, (4.51)

so ist die Bedingung (4.45) automatisch verletzt. Die Minimierung ergibt o* — 0 und
(4.45) geht in die dritte Bedingung zur Beschrianktheit des Potentials aus Abschnitt 4.3.3
iiber.

In seltenen Fallen kann weiterhin

3 (m%l + m%) + (m%u + m%) —2(m; —p®) <0 (4.52)
gelten, wobei die erste Bedingung sich zu
|y | 2
2 <1+ o2 (m% —?+ (m%u + m%) o? + <m%l + méj) (a? — 1)) (4.53)

ergibt. Dieser Fall tritt nur bei sogenannten ,nicht—generalisierenden” Ansétzen fiir die An-
fangswerte der beteiligten Grofen auf; d.h. die Anfangswerte sind durch einen universellen An-
fangswert dhnlich einer Unifizierung gegeben. Aus diesem Grund wird dieser Fall von Casas et
al. nicht weiter untersucht; er sollte jedoch bei der Wahl von Anfangswerten, die durch Fixman-
nigfaltigkeiten gegeben sind, beachtet werden, da diese nicht zwingend ,,nicht-generalisierend*
sind, d.h. verschiedene Anfangswerte haben kénnen. Bei den Untersuchungen im Rahmen dieser
Arbeit, in denen nur die dritte Familie betrachtet wird, ist dieser Fall jedoch nicht relevant, da
er Dubletts verschiedener Familien enthilt.

4.3.6 Zweite Bedingung zum Erhalt der Ladungs— und Farbsymme-
trie

Im Gegensatz zur ersten Bedingung zum Erhalt der Ladungs— und Farbsymmetrie tritt die
zweite Bedingung (CCB—2—constraint) in Richtung (b) auf. Weiterhin gilt v # 0 und sign a, =
—sign b. Die Bedingung (4.44) schreibt sich mit 72 =1 — a? — 92 als

u 2
<|Z | + |,u|’y> < (1 + ?> (m?—i— (m%u +m%) o +myy? +mi (1—a”—17%) —2bfy) :
u
(4.54)
Zur Bestimmung des Wertes von «, der die rechte Seite von (4.54) minimiert, ist folgendermafen
vorzugehen: Fiir alle Werte von 0 < v < 1 wird die rechte Seite von (4.54) im Prinzip durch

2 (mf + m3~? +m2zi (1—72)— 2b7>

4
Qext, = 2 2 2 (455)
m G +m; — mii
minimiert. Es sei bemerkt, dak fiir einen negativen Zahler von (4.55)
2 (mf +miy? 4+ m (177 —2 b’y) <0, (4.56)
a — 0 das Minimum der rechten Seite von (4.54) angibt und man — analog zum letzten

Abschnitt — die zweite Bedingung zur Beschrénktheit des Potentials aus Abschnitt 4.3.2 erhélt.

Gilt a2, < 1—12, so gibt (4.55) in der Tat das « an, das die rechte Seite von (4.54) minimiert.
Ist andernfalls a2, > 1—~?, so konnen die ,,D-Terme sich nicht aufheben® und ein zusétzlicher
Vakuumerwartungswert ist notig, um ein Minimum auszubilden. Man erhilt in diesem Fall

A 2(mf+m%72— (m%—i—m%)(l—'ﬁ)—?by)
a,ext. = 2 21 2] 2 . (457)
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o > 1 —~% so gibt dieses das « an, das die rechte Seite von
(4.54) minimiert. Gilt nun jedoch o/2,, <1 —~2, so ist

Gilt fiir das modifizierte o nun o'>

a=1-7> (4.58)

(es folgt vy, = 0) die optimale Wahl, um die rechte Seite von (4.54) zu minimieren.

4.3.7 Dritte Bedingung zum Erhalt der Ladung— und Farbsymmetrie

Die dritte Bedingung zum Erhalt der Ladung— und Farbsymmetrie (CCB-3-constraint) tritt wie
die zweite Bedingung in der Richtung (b) auf, es gilt jedoch sign a,, = sign b. Die weitere Kon-
kretisierung der Bedingung verlduft dann auch analog zur zweiten Ladungs— und Farbbrech—
Bedingung, wobei sich jedoch eines der Vorzeichen von {|a,|, |p| v, —2b~} in (4.54) &ndert.

Die beiden ersten Moglichkeiten fiihren letztendlich zum gleichen Resultat, die linke Seite von
(4.54) wird durch
||

(4 1) (459)

u

gegeben. Die letzte Moglichkeit fiihrt dazu, daf in (4.54), (4.55) und (4.57) der Term +2b~
auftritt. Alles andere bleibt.

Abschliefend bleibt zu sagen, dal die weitere Konkretisierung der hier vorgestellten Bedin-
gung, der ersten, zweiten und dritten Bedingung zur Beschrinktheit des Potentials und der
ersten, zweiten und dritten Bedingung zum Erhalt der Ladungs— und Farbsymmetrie, auf die
in dieser Arbeit verwendeten Form in Abschnitt 7.4 vorgenommen wird. Dabei wird vor allem
die Reduzierung der Bedingungen auf die dritte Familie und die konkrete Umsetzung in eine
berechenbare Form eine Rolle spielen.






Teil 11

Vorarbeiten, Berechnung der
Fixmannigfaltigkeiten und Einrichtung
des Algorithmus

In diesem Teil der Arbeit erfolgt die Darstellung von Inhalten, Ableitungen und Berechnungen,
die den eigentlichen Untersuchungen im Rahmen des Algorithmus vorausgehen.

Dabei handelt es sich in Kapitel 5 um die sogenannten Vorarbeiten, die die Fixierung des Eich-
sektors im Bereich des Standardmodells und die Berechnung der Massen—Zuwachs—Faktoren
zum Inhalt haben.

Das Kapitel 6 stellt eines des zentralen Abschnitte dieser Arbeit dar. Es wird die Berechnung
der Fixmannigfaltigkeiten des weich brechenden MSSM unter Beriicksichtigung aller drei Eich-
kopplungen g1, g» und g3 vorgenommen. Weiterhin findet eine Klassifizierung der berechneten
Fixpunkte statt, infolge derer sich die Beschrinkung auf die Evolution von zwei Fixpunkten,
den low-tanf— und den high-tanS-Fixpunkt, ergibt. Diese wird anhand von physikalischen
Argumenten motiviert. Letztendlich wird die Bestimmung der Anfangswerte der Renormie-
rungsgruppenevolution des weich brechenden MSSM aus den berechneten Fixpunkten vorge-
nommen und die Reduktion der Zahl der freien Parameter auf zwei, den Anfangswert des
Higgs—Mischungs—Parameter 1o und den Wert der unifizierenden Gaugino—Masse m, 5, darge-
stellt.

In Kapitel 7 wird die Einrichtung des Algorithmus beschrieben. Diese bezieht sich dabei vor
allem auf die Konkretisierung der in Teil I vorgestellten Grundlagen und der in Kapitel 5 und 6
durchgefiihrten Berechnungen. Es werden die einzelnen Teilaspekte des Algorithmus dargestellt
und in Zusammenhang gebracht.



Kapitel 5

Vorarbeiten

In diesem Abschnitt wird die Bestimmung der Dynamik der Evolution der Eichkopplungen
im Rahmen des Standardmodells vorgenommen. In Abschnitt 5.1 erfolgt die Berechnung der
Werte der Eichkopplungen im Bereich des Standardmodells unter Beachtung von Teilchenzahl-
schwellen (thresholds). In Abschnitt 5.2 werden die sogenannten Massen—Zuwachs—Faktoren
berechnet. Diese finden bei der Berechnung der Massen der Quarks und Leptonen Verwendung.
Auch in diesem Fall wird der Einfluf von Teilchenzahlschwellen mit einbezogen.

Die Ableitungen im Fall der Massen—Zuwachs—Faktoren gehen auf [47-49] zuriick. Eine analoge
Ableitung ist in [10] durchgefiihrt worden, wobei die hier prisentierte Version einige Modifika-
tionen enthalt.

5.1 Fixierung des Eichsektors im Bereich des Standardmo-
dells

In diesem Abschnitt wird die Berechnung der Werte der Eichkopplungen ¢;, g» und g3 im
Bereich des Standardmodells durchgefiihrt.

Diese Werte werden zum Beispiel im folgenden Kapitel 5.2 zur Berechnung der Massen—Zuwachs—
Faktoren und in Kapitel 7.1 zur Bestimmung der Impulsskalen und Verhéltnisse im Eichsektor
zur Renormierungsgruppenevolution verwendet. Die in diesem Abschnitt berechneten Werte der
Eichkopplungen liegen somit allen im Rahmen dieser Arbeit vorgenommenen Untersuchungen
zugrunde.

Der Bereich der Giiltigkeit des Standardmodells erstreckt sich in dieser Arbeit von der Skala
1GeV bis hinauf zur Symmetriebrechungsskala mg. Unterhalb 1 GeV sind einige der betrach-
teten Kopplungen so grofs, daft eine Behandlung im Rahmen der Storungstheorie nicht mehr
moglich ist.

Die Berechnung der Werte der Eichkopplungen findet unter Beachtung von sogenannten Teil-
chenzahlschwellen (thresholds) statt. Damit wird dem Umstand Rechnung getragen, daf ein
Teilchen nur oberhalb der Impulsskala seiner Eigenenergie zu den Koeffizienten der Renor-
mierungsgruppengleichungen beitragen kann. Niheres hierzu ist im Kapitel 5.2 zur Berechnung
der Massen—Zuwachs—Faktoren zu finden.
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Der Festsetzung der Teilchenzahlschwellen liegen die in Tabelle angefiihrten Massen der Quarks
und Leptonen zugrunde. Die Massenschranke der leichteren Fermionen m,, m,, mq, m, und

Me, My, Mgy, mua mg me m, my mg?;}e
1GeV 1.3GeV || 1.7771 GeV || 4.25GeV || 173.9 GeV

Tabelle 5.1: Massen der Quarks und Leptonen zur Festlegung der Massenschranken. Die
Massenschranke der leichten Fermionen m,, my,, mq, m, und m, wird auf den gemeinsamen
Wert 1 GeV gesetzt, da unterhalb dieser Skala aufgrund zu grofer Kopplungen Probleme mit
der storungstheoretischen Entwicklung auftreten.

ms wird dabei zusammenfassend auf 1 GeV gesetzt, da unterhalb 1 GeV der wie oben erwidhnt
der Bereich der Storungstheorie verlassen wird; vergleiche dazu Tabelle 1.1 zu den Massen der
Fermionen.

5.1.1 Berechnung der Werte der Eichkopplungen

Zur Berechnung der Eichkopplungen im Bereich des Standardmodells wird von folgenden ex-
perimentellen Vorgaben der Particle Data Group ausgegangen [41]. Die Eichkopplung g; der
Hyperladung und g, des Isospins sind durch

g’ (mz)=02132 und g3 (my) = 0.4237 (5.1)

gegeben. Der Wert dieser Kopplungen ergibt sich nach [36] aus dem Wert der Sommerfeld’schen
Feinstrukturkonstanten .,

1

= = — .2

und nach [21] unter Verwendung des schwachen Mischungswinkels 6y,
sin® Oy, = 0.23124 (5.3)

aus den Beziehungen
5 Ara AT o

2 em 2 em
= —— d = 5.4
9 3 1—sin?6y o 92 120y (54)

zwischen den Eichkopplungen in den Variablen g; und g und aep,.

Die Berechnung der Werte der Kopplung « an den durch Tabelle 5.1 gegebenen Teilchenzahl-
schwellen aus « (my) wird mittels der Renormierungsgruppengleichung (5.9) in Einschleifen—
Néaherung vorgenommen. Die Tabelle 5.2 zeigt die Ergebnisse dieser Berechnungen.

pole
Me, pu,d,s me msr my Miop

Qem || 0.00746347 0.0074759 0.00749573 0.00756215 0.00787489

1/cem 133.986 133.763 133.409 132.237 126.986

Tabelle 5.2: Werte der Sommerfeld’schen Feinstrukturkonstante ae,,. Die Beziehung zwi-
schen den Eichkopplungen in den Variablen g; und g» und a,, ist durch (5.4) gegeben.
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O (mZ) (&7 (me,u,u,d,s) Qg (mc) Qg (mT) O (mb) Qs (mgoozie)

0.113 0.385139 0.325862 0.281165 0.205369 0.103375

0.114 0.399042 0.335321 0.287992 0.208831 0.104207
0.115 0.413847  0.345224 0.295057 0.212353 0.105039
0.116 0.429628 0.35558  0.302363 0.215935 0.105869
0.117 0.446545 0.366455 0.30994  0.21958  0.106698
0.118 0.464721 0.37788 0.317794 0.223289 0.107525
0.119 0.484294 0.389884 0.325935 0.227065 0.108351
0.120 0.505951 0.402578 0.334416 0.23091  0.109176
0.121 0.528624 0.41595  0.34321 0.234824 0.109999
0.122 0.553914 0.430127 0.352377 0.238812 0.110821
0.123 0.581746 0.445168 0.36193 0.242874 0.111642
0.124 0.61257 0.461151 0.371886 0.247015 0.112461
0.125 0.647077  0.478223 0.382297 0.251236 0.113279

Tabelle 5.3: Werte von «; fiir verschiedene Skalen, berechnet aus dem in (5.5) ge-
gebenen Anfangswerteintervall fiir as(mz) im Bereich von az(mz) = 0.113 bis
as(mz) = 0.125.

Zur Berechnung der Werte der Eichkopplungen der starken Wechselwirkung wird ein Intervall
von Eingabewerten verwendet. Diese liegen an der Skala der Masse der Z—Bosons vor und sind
durch

as(myz) € {0.113, 0.114, ..., 0.124, 0.125} — as(myz) = 0.119 £ 0.006 (5.5)

gegeben.

Unter Verwendung der Renormierungsgruppengleichungen (5.19, 5.20) und der Beriicksichti-
gung von Teilchenzahlschwellen lassen sich aus diesen Anfangswerten die Werte von o, an
den in Tabelle 5.1 aufgefiihrten Skalen berechnen. Die Ergebnisse dieser Berechnungen sind in
Tabelle 5.3 dargestellt.

Zusammenfassend ergibt sich aus den in Tabelle 5.2 und 5.3 dargestellten Werten der Kopp-
lungen « und «a; folgenden Werte der Eichkopplungen g¢i, g» und g3 an der Skala mfo";e fiir
as (mz) = 0.119

¢>=0.2147,  ¢2=0.4171, g2 =1.3616 (5.6)

Zur Berechnung der Werte der Eichkopplungen oberhalb von mgﬁge werden die Renormierungs-

gruppengleichungen des Standardmodells in Zweischleifen-Ndherung [7] verwendet, wobei die

Werte in (5.6) als Anfangswerte an der Skala mjs,° dienen.

Im n#chsten Abschnitt werden die Massen—Zuwachs—Faktoren berechnet. Diese beschreiben
die Renormierungsgruppenevolution der Kopplungen der Fermionen, die zur Berechnung der
Massen der Fermionen verwendet werden, im Bereich des Standardmodells unterhalb der Skala

mi’uoge unter Beriicksichtigung von Teilchenzahlschwellen.
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5.2 Berechnung der Massen—Zuwachs—Faktoren

In diesem Abschnitt werden die sogenannten Massen—Zuwachs—Faktoren (mass—enhencement—
factors) berechnet. Diese ermdglichen die Beschreibung der Dynamik der gesamten Renormie-

rungsgruppenevolution im Bereich des Standardmodells unterhalb der Skala @ = mff;e.

Die allgemeine Definition des Massenzuwachsfaktors 7y eines Fermions f ist durch

_ my(Q=my) 57
" (@ =mi) o0

gegeben. Hieraus laft sich die laufende Masse des Fermions an der Skala der Eigenenergie

my (my) kleiner mP%° in Abhiingigkeit von der laufenden Masse der Fermions an der Skala der

top
Pol-Masse des Topquarks m ;(mbs,) nach

my (@ =my) = npmy (Q = mhyy) (5.8)

berechnen. In dem Massenzuwachsfaktor 7y ist demnach die gesamte Dynamik der Renormie-

pole

rungsgruppenevolution innerhalb des Standardmodells unterhalb der Skala m;,, enthalten.

Nach einigen weiteren Betrachtungen zur Berechnung der Massen—Zuwachs—Faktoren wird
in Abschnitt 5.2.1 die Berechnung des QCD-Anteils (starke Wechselwirkung) und in Ab-
schnitt 5.2.2 die Berechnung des QED—Anteils (elektroschwache Wechselwirkung) der Massen—
Zuwachs—Faktoren der einzelnen Fermionen vorgenommen.

Ausgehend von den Renormierungsgruppengleichungen der Feinstrukturkonstante der elek-
troschwachen Wechselwirkung (o = @) und der Strukturkonstanten der starken Wechsel-
wirkung (o)

Q %a = -2 ¢ <%)2 , und Q %as =209 1 (%)2 ; (5.9)

und der Renormierungsgruppengleichung laufenden Masse

d o Qg
Q @m = ~YQED ™M (;) — Tocom (?) (5.10)
14Kt sich leicht zeigen, daf
il und @y = Do (5.11)

T e @ 1+ %0 QCD [ &

™ Qo ™ Qo
die Renormierungsgruppengleichungen (5.9) 16st. Diese Gleichungen lassen sich in folgende
Form bringen

Q Q

— @0 ,QED 1, % _ Qs ,qep 1. &
ap/a=1+ - b*"" In 00 und oy /as =1+ - b=>" In 00 (5.12)

Weiterhin kann man zeigen, dal die Renormierungsgruppengleichung (5.10) von

1 1

m =g JQED QCD (5.13)

(142090 m &) (14 20000 In &) *°7
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gelost wird, welches sich unter Verwendung von (5.12) nach einigen Umformungen als

QED QCD

o pQED % »QCD
= — —= 5.14
mem () () 619

Geht man nun von der Definition der Massen-Zuwachs—Faktoren (5.7) aus, so gelangt man unter
Verwendung der Losung (5.14) zu folgendem Ausdruck fiir die Massen—Zuwachs-Faktoren.

schreiben 148t.

ms(Q = my)
ny = / pfle - (5.15)
mf(Q = mtop )
QED QCD
mo (a(Q:mf)) pQED (as(Q:mf)> »QCD
= ° LQED = ,QCD (5'16)

a Q:mpole »QED
mO ( ( ” top)

= (—a(Q ~ ";‘ill)> o ( %(Q_: TZQ%) - (5.17)

a(Q = mtop

n}QED . n}(?CD (5.18)

Hierbei sind zwei Punkte bemerkenswert: Zum einen gilt dieser Ausdruck nur, falls zwischen
der Ausgangsskala ((Q = my) und der Skala der Top-Masse (@ = mi’:;e) keine Teilchenzahl-
schwelle liegt, da siimtliche Faktoren bQFP, pRCP  ~QED ynd vQCD yon der Teilchenzahl abhiingig
sind. Diesem Umstand muf man Rechnung tragen, indem man den Ausdruck (5.7) nur inner-
halb einer Teilchenzahlschwelle verwendet. Will man mehrere Schwellen iiberqueren, was bei
den leichten Fermionen zwangsldaufig der Fall ist, so muf man (5.7) jeweils von Schwelle zu
Schwelle betrachten, die sich ergebenden Massen—Zuwachs-Faktoren auswerten und zu dem
resultierenden Gesamt—Massenzuwachsfaktor aufmultiplizieren.

Der andere bemerkenswerte Punkt ist die mogliche Separation des Ausdrucks zur Berechnung
der Massen—Zuwachs—Faktoren. Dieser zerfillt in einen Betrag, der vom QED—Anteil gebildet
wird und einen Beitrag, der vom QCD—Anteil gebildet wird. Diese lassen sich einzeln berech-
nen und im Endeffekt zum Gesamt—Massenzuwachsfaktor aufmultiplizieren. Ein Vorteil dieses
Umstandes ist die Moglichkeit, den QCD-Anteil im Gegensatz zum QED—-Anteil numerisch in
Dreischleifen—N&dherung zu berechnen, welches im Folgenden durchgefiihrt wird.

5.2.1 Berechnung des QCD—-Anteils

Die Renormierungsgruppengleichung in Dreischleifen-Naherung fiir die Feinstrukturkonstante
der starken Wechselwirkung a; hat die Form

d 2 cp [ Qs i+2
Qg ="2m 02 (—) (5.19)
T
=0
mit b?CD gegeben durch
1 2
bg” = (11—
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1 38
QCD
= — (102 ==
¢ 16(0 3"”)

bgCD 1 (2857 2033 325 2)

— | — - — — 2
6a\ 2 18T (5.20)
abhéngig von der Zahl der Fermionen n;. In diesem Fall werden nur die Fermionen gezihlt, die
der starken Wechselwirkung unterliegen. Die Renormierungsgruppengleichung fiir die laufende
Masse eines Fermions in Dreischleifen-Naherung ist durch

Q4 2 22: Qcp (O‘S)m (5.21)
—m=-2m ; — .
dQ 7)o
die v2°" durch
W =1
1 /202 20
QCD N
N 16 ( 3 9 "f>
1 2216 160 140
QCD 2
= (1240 (24 22¢8) )y — —
2 64( ( o7 T3 ¢ )) T e ”f)
(5.22)

gegeben, wobei ¢ die Riemann-Zeta-Funktion darstellt, die durch {(s) = > -, k7 fir s > 1
definiert ist. Diese sind wiederum von der Teilchenzahl abhéngig n; anhangig. Speziell gilt fir
ny im Fall der starken Wechselwirkung

)
fiir Q <m

- W

. o
ny=ng(Q) =4 fromes Qo< (5.23)

. pole
fir mp, < Q < myy,

ot

6 fir mf;,}eg Q

Die Renormierungsgruppengleichungen (5.19) und (5.21) werden zur Berechnung der Massen—

Zuwachs—Faktoren nach

nQCD — my(Q = my)
o 1

m(Q = miy°)

fiir die einzelnen Fermionen, die der starken Wechselwirkung unterliegen, numerisch integriert,

wobei nur der QCD—Anteil des Massenzuwachses betrachtet wird.

(5.24)

Ferner werden die Rechnungen fiir verschiedene Werte von as(mz) durchgefiihrt, um eine Ein-
schiitzung des Einflusses der Anderung der Kopplung der starken Wechselwirkung vornehmen
zu konnen. Das untersuchte Intervall erstreckt sich von as(myz) = 0.113 bis as(myz) = 0.125 in
Schritten von 0.001

a, € {0.113, 0.114, ..., 0.124, 0.125} (5.25)

und entspricht somit einem Wert von
as(mz) = 0.119 + 0.006 . (5.26)

Die Ergebnisse der numerischen Integration fiir verschiedene Werte von as(my) sind in Tabelle
5.4 dargestellt. Die Abbildung 5.1 zeigt dariiberhinaus die Variation der Massen—Zuwachs—
Faktoren mit ag(myz).
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as(my) u d s c b
0.113 | 2.13163 2.13163 2.33782 1.94098 1.48964
0.114 | 2.17049 2.17049 2.3804 1.96743 1.49802
0.115 | 2.21186 2.21186 2.42564 1.9951 1.50654
0.116 | 2.25594 2.25594 2.47375 2.02407 1.51522
0.117 | 2.30319 2.30319 2.5252  2.0545 1.52406
0.118 | 2.35395 2.35395 2.58037 2.08648 1.53306
0.119 | 2.40867 2.40867 2.63968 2.12011 1.54223
0.12 2.46811 2.46811 2.70398 2.1557 1.55158
0.121 2.53272 2.53272 2.77374 2.19324 1.5611
0.122 | 2.60361 2.60361 2.85015 2.2331 1.57081
0.123 | 2.68177 2.68177 29342 2.27545 1.58071
0.124 | 2.76856 2.76856 3.02733 2.32053 1.59082
0.125 | 2.86605 2.86605 3.13176 2.3688 1.60113

Tabelle 5.4: Werte von P berechnet fiir das durch (5.5) gegebenen
Anfangswerteintervall fiir as(mz) im Bereich von as(mz) = 0.113 bis
as(mz) = 0.125.

0.113 0.114 0.115 0.116 0.117 0.118 0.119 0.12 0.121 0.122 0.123 0.124 0.125

275

25

225

175

15 ¢

/

s Td

s

Ul

as(mz)

0.113 0.114 0.115 0.116 0.117 0.118 0.119 0.12 0.121 0.122 0.123 0.124 0.125

Abbildung 5.1: Variation des QCD—Anteils der Massen—Zuwachs—Faktoren n?CD in
Abhangigkeit von a,(mz). Der Wert von a,(myz) variiert im Bereich von 0.113 bis
0.125, welches einem Wert vom 0.119 £ 0.006 entspricht.
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5.2.2 Berechnung des QED—-Anteils

In diesem Abschnitt wird der QED—Anteil der Massen—Zuwachs—Faktoren nJ?ED in Einschleifen—
Néaherung berechnet. Diese Verringerung der Genauigkeit in der Berechnung gegeniiber den
QCD—Anteilen, die in Dreischleifen—N&herung berechnet wurden, 1t sich a posteriori durch
die Grofenordnung des Massenzuwachses rechtfertigen, der im Mittel bei einem bis zwei Prozent
gegeniiber bis zu ~280% im Fall der QCD-Anteile liegt.

Weiterhin 14t sich so direkt die analytische Losung der Renormierungsgruppengleichungen
(5.9) und (5.10) und der sich daraus ergebende Ausdruck fiir den QED—-Anteil des Massenzu-
wachsfaktors

7QED
QED __ a(Q = mf) v
ng = (—a(Q _ mg:ﬁ%) (5.27)

verwenden. Wie einleitend angesprochen sind die Faktoren b8P und y?P teilchenzahlabhiingig,
wobei in diesem Fall im Vergleich zum QCD-Anteil alle in Frage kommenden Fermionen mit
einbezogen werden, da sie alle der elektroschwachen Wechselwirkung unterliegen.

Allgemein ist der Faktor b¥<EP durch
bQED = bQED (nfu7 nfd’ nfe) = 3 (nfu Q’IQJ + nfd Qz) + nfng (528)

gegeben, wobei ny,, ny, und ny, die Anzahl der up-type Quarks, der down-type Quarks und
der Leptonen an der fraglichen Skala angeben und @,, 4 und (). die dementsprechenden
elektrischen Ladungen der Fermionen darstellen.

Qu = 2/3, Qd = _1/37 Qe =-1 (529)

Der folgende Ausdruck gibt den Faktor 659" als Funktion der Impulsskala () unter Annahme
der dieser Arbeit zugrundeliegenden Massen der Fermionen wieder.

3(QF +2Q7) +2Q7  fiir Q <me
32Q2+2Q%) +2Q? fir m.< Q <m,

BYP =¥P(Q) =1 32Q2+2Q2)+3Q? fir m, < Q <my (5.30)
3(2Q,+3Q) +3Q fiir my< Q <miyS
3(3Q2+3Q3) +3Q2 fiir mpy’< Q

\

Der ebenfalls von der Teilchenzahl anhingende Faktor y®FP ist durch

Y¥P(f) =3Q% (5.31)
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mit )
-1 fir f = e
-1 fir f = p
2/3 fir f = u
-1/3 fir f = d
Qr=4{ -1/3 fir f = s (5.32)
2/3 fir f = ¢
-1 fir f = 71
—1/3 fir f = b
\ 2/3 ftir f =t

gegeben. Die Massen—Zuwachs—Faktoren lassen sich nun direkt unter Verwendung des in (5.27)
gegebenen Ausdrucks berechnen, wobei ein eventuell anstehendes Uberspringen einer Massen-
skala besonders in Betracht gezogen werden muf, da sich die Faktoren 54¥P und y®*P an der
Schwelle dndern.

So ergibt sich fiir den Massenzuwachsfaktor des Bottomquarks, bei dessen Berechnung keine
Schwelle beachtet werden mufs

QED

ol
1 T 3QED(o—
Qen _ (a(@ = mi’fp")) e
)

2= g = (5.33)

fiir den Massenzuwachsfaktor des 7—Leptons, bei dessen Berechnung eine Schwelle iibersprungen
werden mufs

QED

13D (r) oler \ — oD
QED _ a(@Q =my)\ PG [ (@ =my,)") | @) (5.34)
T \a@=m) o(@=m) -
und allgemein
S N
QED _ ﬂ) PAED@=m) s
i g ( a(Q = m;) (5.35)

wobei die folgende Zuordnung getroffen wird:

f=1 <+ e =2 < p f=3 < u
f=4 & d f=5 < s [f=6 & c - (5.36)
f=7T & 17 f=8 &b [f=9 & t

Die Tabelle 5.5 zeigt die sich ergebenden Werte fiir die verschiedenen Fermionen. Wie erwartet
braucht in diesem Fall im Gegensatz zum QCD-Anteil keine Variation mit a,(mz) betrachtet
zu werden, da die QED-Evolution nicht von der QCD-Evolution abhéngt und somit nicht von
der Variation von as(mz) abhingt.
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e 1 u d S c T b

1.01562 1.01562 1.00691 1.00172 1.00172 1.008 1.01695 1.00152

Tabelle 5.5: QED—Anteil der Massen—Zuwachs—Faktoren n?ED.

5.2.3 Zusammenfassung der QCD—- und QED—-Anteile

Die Massen—Zuwachs—Faktoren 7; ergeben sich nach

np=np" -’ (5.37)
als Produkt des QED— und des QCD—Anteils. Die Tabelle 5.6 zeigt die berechneten Massen—
Zuwachs—Faktoren fiir die entsprechenden variierten Werte von «s(mz). Aus den schon im
letzten Abschnitt angefiihrten Griinden variieren die Werte der Massen—Zuwachs—Faktoren der
Leptonen nicht mit a(my), da diese nicht der starken Wechselwirkung unterliegen.

as(myz) e L u d s c T b

0.113 | 1.01562 1.01562 2.14637 2.13531 2.34185 1.95651 1.01695 1.49191
0.114 | 1.01562 1.01562 2.18549 2.17423 2.3845 1.98317 1.01695 1.50029
0.115 | 1.01562 1.01562 2.22715 2.21567 2.42983 2.01106 1.01695 1.50883
0.116 | 1.01562 1.01562 2.27153 2.25983 2.47802 2.04027 1.01695 1.51752
0.117 | 1.01562 1.01562 2.31911 2.30716 2.52955 2.07093 1.01695 1.52638
0.118 | 1.01562 1.01562 2.37023 2.35801 2.58482 2.10317 1.01695 1.53539
0.119 | 1.01562 1.01562 2.42533 2.41282 2.64423 2.13707 1.01695 1.54458
0.120 | 1.01562 1.01562 2.48517 2.47236 2.70864 2.17295 1.01695 1.55394
0.121 | 1.01562 1.01562 2.55023 2.53708 2.77853 2.21078 1.01695 1.56347
0.122 | 1.01562 1.01562 2.62161 2.6081 2.85506 2.25096 1.01695 1.5732
0.123 | 1.01562 1.01562 2.70031 2.68639 2.93926 2.29365 1.01695 1.58312
0.124 | 1.01562 1.01562 2.7877 2.77333 3.03255 2.33909 1.01695 1.59324
0.125 | 1.01562 1.01562 2.88587 2.87099 3.13716 2.38775 1.01695 1.60356

Tabelle 5.6: Das Produkt des QED— und QCD-Anteils der Massen-Zuwachs-Faktoren iy = n(fQED -n?CD
fiir das durch (5.5) gegebenen Anfangswerteintervall fiir as(mz) im Bereich von as(mz) = 0.113 bis
as(mz) =0.125.

Wie schon in Abschnitt 5.1 angesprochen, werden die Untersuchungen im Rahmen dieser Arbeit
fiir einen Wert von a; (myz) = 0.119 durchgefiihrt. Weiterhin sind nur die Fermionen der dritten
Familie Gegenstand der Betrachtungen. Die aus Tabelle 5.6 zu entnehmenden Werte sind in
diesem Fall durch

n, = 1.01695 und Ny = 1.54458 (5.38)
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gegeben, wobei nach (5.7) n; = 1 gilt. Diese fixieren zusammen mit den Werten der Eichkopp-

lungen an der Skala mtp;;e fiir a5 (my) = 0.119

g>=02147, g5 =04171, g5 =1.3616 (5.39)

die gesamte Dynamik der Renormierungsgruppenevolution im Bereich des Standardmodells von

1 GeV bis zur Skala mp°.

Zur Erinnerung sei weiterhin noch einmal darauf hingewiesen, daf die mégliche Evolution ober-

halb der Skala mfoople unter Verwendung der vollstindigen Renormierungsgruppengleichungen
des Standardmodells in Zweischleifen—-Néherung stattfindet. Oberhalb der Skala mtp;ple sind alle
Quarks und Leptonen vorhanden und die Renormierungsgruppenevolution findet ohne Einfluf§

von Teilchenmassenschwellen statt.



Kapitel 6

Die Fixmannigfaltigkeiten des weich
brechenden minimal supersymmetrischen
Standardmodells

Nachdem in Kapitel 3 die Bestimmung der Fixmannigfaltigkeiten fiir Systeme mit einer oder
mehreren Yukawa-Kopplungen dargestellt wurde, wird in diesem Abschnitt die Bestimmung der
Fixmannigfaltigkeiten fiir das im Rahmen dieser Arbeit untersuchte weich brechende minimal
supersymmetrisch erweiterte Standardmodell (MSSM) vorgenommen.

Dieser Abschnitt ist als einer der zentralen Teile der Arbeit zu bezeichnen, da die Untersu-
chungen im Rahmen der Arbeit zum Ziel haben, die Fixmannigfaltigkeiten des betrachteten
Modells und die aus den Fixmannigfaltigkeiten ableitbaren Vorhersagen fiir verschiedene phy-
sikalische Grofen des Modells zu berechnen. Die Berechnung der Fixmannigfaltigkeiten stellt
also gleichsam Ziel und Voraussetzung zur Durchfiihrung der weiteren Berechnungen dar.

Es sei noch einmal darauf hingewiesen, daf sich die Berechnung und Untersuchung der Fix-
mannigfaltigkeiten im Rahmen dieser Arbeit von den bisher in der Literatur unternommenen
Ableitungen [14] vor allem dadurch unterscheidet, daf eine exakte Behandlung aller drei Eich-
kopplungen g1, g, und g3 vorgenommen wird, sieche Abschnitt 3.3.3. In der Literatur ist es iiblich,
die Eichkopplungen der elektroschwachen Wechselwirkung g; und ¢, gegeniiber der Eichkopp-
lung der starken Wechselwirkung gs zu vernachlissigen und sogenannte Quasi—Fizpunkte zu
betrachten. Diese entsprechen dem in Abschnitt 3.3.2 eingefiihrten Hill-Bound [1] und stellen
keine exakten Fixmannigfaltigkeiten im eigentlichen Sinne [37]| dar. Die bisherigen Untersuchun-
gen in der Literatur kdnnen also bestenfalls als exploratorische Vorarbeiten bezeichnet werden.
In [7-11] wird auf die Implikationen und die Bedeutung einer korrekten Behandlung aller drei
Eichkopplungen eingegangen.

In Abschnitt 6.1 wird die Berechnung der Fixpunkte in den Polstellen von g3, der Eichkopp-
lung der starken Wechselwirkung, und ¢;, der Eichkopplung der Hyperladung, durchgefiihrt.
In Abschnitt 6.2 wird auf die Bestimmung der Fixlinien, die die Fixpunkte in den Polstellen
verbinden, durchgefiihrt. In diesem Zusammenhang soll noch einmal zur Verdeutlichung auf
folgenden Umstand eingegangen werden: Die erwidhnten Polstellen der Eichkopplungen ergeben
den mathematischen Bereich der Renormierungsgruppenevolution, das heiftt, die mathemati-
sche Anwendbarkeit der Renormierungsgruppengleichungen ist fiir alle Skalen von der Polstelle
von g3 unterhalb der IR-Skala bis zur Polstelle von g; oberhalb der UV-Skala gegeben. Der
physikalischen Giiltigkeitsbereich der Renormierungsgruppengleichungen ist jedoch durch die
IR—-Skala, die Skala der elektroschwachen Symmetriebrechung @@ = v/ V2 ~ 174 GeV, und die
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UV-Skala, beziehungsweise die GUT-Skala, Q ~ 2 - 10'® GeV gegeben. Im mathematischen
Grenzwerten der Polstellen lassen sich unter Vernachlissigung der jeweils anderen Eichkopp-
lungen Fixmannigfaltigkeiten beziehungsweise Fixpunkte der reduzierten Systeme berechnen.
Diese Fixpunkte werden unter der Renormierungsgruppenevolution des vollstindigen Systems,
in Anwesenheit aller drei Eichkopplungen, durch Fixlinien verbunden. Da der mathematische
Bereich der Renormierungsgruppenevolution den physikalischen Bereich einschlieftt, legt die La-
ge der Fixmannigfaltigkeiten im gesamten mathematischen Bereich der Renormierungsgruppen-
evolution, die durch die Randbedingungen in den unphysikalischen Polstellen festgelegt wird,
somit auch die Fixmannigfaltigkeiten beziehungsweise Fixlinien im physikalischen Bereich der
Renormierungsgruppenevolution fest. Im néchsten Schritt lassen sich die Werte der durch die
Renormierungsgruppengleichungen beschriebenen Parameter beziehungsweise Kopplungen an
einer beliebigen Skala innerhalb des physikalischen Giiltigkeitsbereiches aus den Fixlinien durch
Auswertung an eben jener Skala bestimmen. Thre Werte an einer physikalischen Skala sind somit
durch die Fixlinien und folgerichtig durch die Fixmannigfaltigkeiten in den unphysikalischen
Grenzwerten der Polstellen der Eichkopplungen festgelegt.

Anschliefend werden in Abschnitt 6.3 die Attraktivitdtsverhéltnisse der Fixpunkte berechnet
und auf ihnen beruhend eine Klassifizierung der Fixpunkte vorgenommen, die zur Auswahl der,
im Rahmen dieser Arbeit ndher untersuchten Evolution der beiden Fixpunkte, den high-tang—
und den low-tanf—Fixpunkt, fiihrt. In Abschnitt 6.4 wird die Bestimmung der Anfangswerte
der Renormierungsgruppenevolution im physikalischen Bereich, durch Auswertung der oben
angesprochenen Fixlinien an der UV—Skala in Abhéngigkeit von den beiden verbleibenden freien
Parametern, dem Higgs—Mischungs—Parameter o und der unifizierenden Gaugino—Masse m; s,
vorgenommen.

Es sollen hier einleitend noch einmal kurz die Annahmen, Grundbedingungen und Zielset-
zungen, auf denen die Ableitung der Fixmannigfaltigkeiten und die weiteren Untersuchungen
beruhen, angegeben werden.

e Gegenstand ist das weich brechende minimal supersymmetrisch erweiterte Standardmo-
dell (MSSM).

e Die Betrachtung beschrénkt sich auf die Fermionen der dritten Familie (top, bottom, tau)
und die mit ihnen in Zusammenhang stehenden in Abbildung 6.1 aufgefiihrten Kopplun-
gen und Grofsen.

e Das Modell beinhaltet die namensgebenden weich brechenden Terme, die fiir eine impli-
zite Brechung der Supersymmetrie und fiir Massenterme der Superpartner verantwortlich
sind. Diese sind die Gaugino-Massen M s 3, die trilinearen Kopplungen a; ; ,, der Higgs—
Mischungsparameter des weich brechenden Sektors b und die skalaren Massenquadrate
m%a mit ¢o = Q, L, ¢, b, 7.

e Das Modell enthilt zwei Higgs-Dubletts und nach der Brechung der elektroschwachen
Symmetrie fiinf massive Freiheitsgrade im Higgs—Sektor.

e In einem ersten Schritt werden die Fixmannigfaltigkeiten in den Polstellen von g3 (g3 —
00, g3 > g1,2) und ¢; (g1 — 00, g1 > go 3) bestimmt. Im néchsten Schritt werden
die hoherdimensionalen Fixmannigfaltigkeiten (hier Fixlinien), die in Anwesenheit aller
drei Eichkopplungen die Fixpunkte in den den Polstellen der Eichkopplungen verbinden,
bestimmt.

e Durch die berechneten Fixpunkte und Fixlinien ist man in der Lage, die Anzahl der Para-
meter des betrachteten Modells drastisch zu reduzieren. Letztendlich werden die gesamte



6.1. Die Berechnung der Fixpunkte 93

Renormierungsgruppenevolution und sidmtliche Vorhersagen durch den Eichsektor und
zwei verbleibende freie Parameter py und m;/, bestimmt.

e Bei den detaillierten Untersuchungen hinsichtlich der Bedingungen und Vorhersagen fiir
verschiedene Grofen und Parameter wird eine Beschrankung auf die Evolution von zwei
Fixpunkten, den high-tan8— und den low-tanf-Fixpunkt, vorgenommen, da diese als
einzige in der Lage sind, physikalisch sinnvolle Kombinationen fiir verschwindende und
nicht-verschwindende Massen im Yukawa—Sektor zu liefern.

Im folgenden Abschnitt wird zunéchst die Berechnung der Fixpunkte in den Polstellen von g3
und ¢; und in Abschnitt 6.2 die Bestimmung der Fixlinien, vorgenommen. Im darauf folgen-
den Abschnitt wird die Betrachtung der Attraktivitdtsverhéltnisse der Fixpunkte, die Klassi-
fizierung der Fixpunkte und die genauere Betrachtung der Evolution des high-tanS— und des
low-tanfS-Fixpunktes vorgenommen.

6.1 Die Berechnung der Fixpunkte

Wie in Abschnitt 3.3 beziehungsweise 3.3.5 dargestellt, wird die Berechnung der Fixpunkte mit
den Renormierungsgruppengleichungen des weich brechenden MSSM in Einschleifen—N&herung
vorgenommen. Die numerische Integration und Berechnung der Ergebnisse und Vorhersagen
wird hingegen in Zweischleifen-N&dherung durchgefiihrt.

Die Tabelle 6.1 zeigt die im weich brechenden MSSM zur Berechnung der Fixpunkte betrachte-
ten Kopplungen und Massenparameter. Die entsprechenden Renormierungsgruppengleichungen
in Einschleifen-Naherung sind in Abschnitt 3.2 in den Gleichungen (3.20) bis (3.36) abgebildet.
Sie lassen sich aus den Renormierungsgruppengleichungen in Zweischleifen—N&herung [40] durch
Vernachléssigung des Zweischleifen—Niveaus ableiten. Seien x; bis zo; die in Tabelle 6.1 auf-
gefithrten Kopplungen beziehungsweise Massenparameter, dann lassen sich die entsprechenden
Renormierungsgruppengleichungen formal als

d
167T2Q@$z' = Fq, ($1,---;$21) (6-1)
darstellen, wobei F,, im allgemeinen eine Funktion aller Kopplungen z; ist. Die Impulsskala @
wird durch die logarithmische Impulsskala ¢ = log(Q/Qy) ersetzt, man erhalt

1677'22332' :le (.Tl,...,xgl) . (62)
dt

Bei ndherer Betrachtung der Kopplungsverhiltnisse im Sinne eines gekoppelten Differentialglei-
chungssystems stellt man fest, daf in Einschleifen—Néaherung eine triangulare Kopplungsstruktur
innerhalb der betrachteten Renormierungsgruppengleichungen besteht. Die Tabelle 6.2 zeigt zur
Verdeutlichung die Kopplungsstruktur der Renormierungsgruppengleichungen. Dabei stellt ein
Eintrag in einer Reihe (*) ein Auftreten einer Kopplung in der entsprechenden Renormierungs-
gruppengleichung dar. So héngt die Renormierungsgruppengleichung des Parameters p (fiinfte
Reihe) von den Eichkopplungen g;, den Yukawa-Kopplungen y; und p selbst ab. Solch ei-
ne triangulare Kopplungsstruktur der Renormierungsgruppengleichungen kann zum einen bei
der Berechnung der Fixmannigfaltigkeiten, als auch bei der analytischen Losung der Renor-
mierungsgruppengleichungen hilfreich sein. In beiden Féllen kann man bei Untersystemen wie
zum Beispiel Eich— und Yukawa-Kopplungen anfangen, eine Lésung zu berechnen und zum
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G5, G, G Eichkopplungen der Eichgruppe SU(3).xSU(2), xU(1)y des weich
592 brechenden MSSM
Mo Mo, M Gaugino—Massen zu den entsprechenden Eichgruppen beziehungs-
3r 2 weise Eichwechselwirkungen (weich brechender Sektor)
Yukawa—Kopplungen der Fermionen der dritten Familie, also des
Yts Yoy Yr Topquarks des Bottomquarks und des Tauleptons (Superpotential)
ag, Qp, Cr Trilineare Kopplungen (weich brechender Sektor)
1 b Higgs-Mischungs-Parameter; ;1 — Superpotential,
’ b — weich brechender Sektor
mi,, M, Higgs—Massenparameter (weich brechender Sektor)
m%, m%, m2, m%, mZ | skalare Massenquadrate (weich brechender Sektor)

Tabelle 6.1: Die Kopplungen im weich brechenden MSSM. Die Yukawa—Kopplungen, die trilinearen Kopp-
lungen und die skalaren Massenquadrate sind dabei auf die Teilchen der dritten Familie des Standardmo-
dells und die mit ihnen in Verbindung stehenden Kopplungen beschriankt. In den Klammern ist abzulesen,
in welchem Teil der Lagrangedichte, siehe Abschnitt 2.1, die entsprechende Kopplung auftritt.

9 5 9 Tri .

g | vy M; | a rlw b my | ml Ta?oelle 6.2: Triangulare Kopplungss‘cruktur im

2 weich brechenden MSSM. Es ist gut zu erkennen,

g % daf das Eich—Yukawa—System ein eigensténdiges

: Untersystem innerhalb des vollstdndigen weich

y £ | x brechenden MSSM bildet. Das gleiche gilt fiir

/ das Yukawa-Eichkopplungs—pu—System und fiir

M. " * ein System, daf alle Kopplungen bis auf die ska-

! laren Massenquadrate beinhaltet. Als Folge der

ay x| x * x tr'ia,ngula'ren Kopplungsstruktur Htriggern . die

Fixmannigfaltigkeiten der Untersysteme (Eich—

L x | *% * Yukawa) die Fixmannigfaltigkeiten der groferen

Systeme. Das vollstindige System besitzt nur

* | % * x | x| % dann eine Fixmannigfaltigkeit, wenn dies fiir das

Untersystem auch zutrifft. Die Struktur im Sin-

m%l * | % * * * * ne der Verteilung der Fixmannigfaltigkeiten wird

v d durch das ,kleinste nicht—triviale System vorge-

m2 O * * * * geben. In diesem Fall ist dies das Eich—Yukawa—
¢ System.

nichst grokeren System iibergehen, das die vorher berechnete Losung enthilt. So kann das
gesamte System sukzessive gelost werden.
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g1 — 00 g3 — 00
g1 > g2,3 gs > 01,2
Fizpunkt: LTB HTB LTB HTB
Verhdltnis J 4 J 4
2
t— _ Y 56 566 1027 56 7 1
Py = gi+g3 45 525 915 45 0 0 0 18 0 3
b _ Y 0 524 134 0o 28 8B i 1
Py = @12 525 183 35 45 18 3
2
r_ 9 473 21 146 21
Py = g3+g3 0 0 305 10 105 0 10 0 0 0
P a1 - - - - 225 _14 13 - _89 -
Pa = 4, M3 1 1 1 1 2079 297 99 1 54 1
b_ a1 35 1 20 1 49|l sy _
Pa = 4 MitM; 297 1 1 594 1 1 108 54 1 1
T ar 1 3 _ 19 _ - - _26 _ 7 1
Pa = 4 Wi+ 11 105 1 1 1 99 1 0 18 3
_b__1 4T _1o7 1987 1t 127 4 _5 | 1 7 2
Po = MM 99 231 T2013 198 231 22 18 18 3
_ ™, 103 1027 1871 103 1 1 1 | 1 g 1
PH, = 3Z+MZ || 198 2310 4026 198 22 2 22 18 3
2
_ ™y 1 %43 701 3 25 97 3 0 .1 _1
PHy = M3 22 2310 1342 11 12 198 11 18 3
2
___"g 109 13 101 109 575 103 _ 1 41 41 2
PG = Mz 594 42 366 594 4158 594 198 54 54 3
2
___"5 1 1 763 3 20 1 3 0 0 0
PL = m7+m2 22 22 4026 11 1386 22 11
2
—_"g 8 284 14 8 8 8 8 | 1T 8 2
t = MIrM? 27 1155 671 27 99 99 99 27 9 3
2
_ ™5 2 3% 406 2 554 100 2 8 17 2
Py = MZ+M3 99 1155 2013 99 2079 297 99 9 27 3
2
"3 .2 .2 50 5 166 2 5 0 0 0
pP7 = M2+M?2 11 11 2013 11 693 11 11
| | f f

Tabelle 6.3: Die Fixpunkte der Renormierungsgruppengleichungen der durch 6.3 gegebenen Verhéaltnisse
der Kopplungen des weich brechenden MSSM. Die low—tans— und high-tang—Fixpunkte sind sowohl im
UV-Bereich als auch im IR-Bereich mit LTB beziehungsweise HTB gekennzeichnet. In der Polstelle von
g3, der Eichkopplung der starken Wechselwirkung, unterhalb der IR-Skala gilt g3 — oo und somit g3 >
g1,2. In der Polstelle von g;, der Eichkopplung der Hyperladung, jenseits der IR-Skala gilt g; — oo und
somit g1 3> g¢2,3. Die Pfeile im unteren Bereich der Tabelle verdeutlichen den Renormierungsgruppenflufs.
So endet die Evolution des high—tanf—Fixpunktes aus der Polstelle von g; jenseits des UV—Bereiches
im high—tanf-Fixpunkt in der Polstelle von g3 unterhalb der IR-Skala. Entsprechendes gilt fiir den

low—tanf—Fixpunkt.

Zur Berechnung der Fixpunkte in den Polstellen der Eichkopplungen g3, der starken Wechsel-
wirkung, unterhalb der IR-Skala und g;, der Wechselwirkung der Hyperladung, jenseits der
UV-Skala werden die Renormierungsgruppengleichungen (6.2) auf geeignete Verhéltnisse der

jeweiligen Kopplungen transformiert

=

N

g.

~

o= b —
f pa ny1+M3 u pli

yr = py =

v}

9 + g3
1

oyt YRty
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RS

b 1 m

2 - —

b= pp=————"
P My + Ms ¢

Die Transformation der Eichkopplungen ist durch die Transformation auf Integrale (3.48) gege-
ben. Durch Ausfiihren der formalen Grenzwerte g3 — 0o, g3 > ¢1,2 in der Polstelle von g3 und
g1 — 00, g1 > g2 3 in der Polstelle von g¢; erhdlt man jeweils einen Satz von Renormierungs-
gruppengleichungen der reduzierten Systeme in den Polstellen

d

dt Pi = ‘7:,31» (p1,---5p15) (6.4)

wobei p; bis pp5 fiir die in (6.3) eingefiihrten Kopplungsverhiltnisse bis auf die Gaugino—
Massenparameter stehen soll. Im néchsten Schritt wird gefordert, dafs die fiir die Fixpunkte
pi 15 analog zu Abschnitt 3.3.3 die Bedingungen

Fyphrpi) =0 und  Spi =0 (65)
simultan fiir alle Kopplungsverhiltnisse p; 15 erfiillt sind. Die Berechnung dieser Fixpunkte
des vollstdndigen Systems findet durch Lésen des sich ergebenden Gleichungssystems statt. In
der Tabelle 6.3 sind die sich ergebenden Fixpunkte des weich brechenden MSSM im UV- und
im IR-Bereich abgebildet. Dabei sind nur diejenigen Fixpunkte in der Polstelle von g5 in der
Tabelle 6.3 dargestellt, die eine positive Yukawa-Kopplung fiir das Taulepton aufweisen. Die
unphysikalischen Fille negativer Yukawa-Kopplungen werden von vornherein von der weiteren
Untersuchung ausgeschlossen. Einige zusétzliche Bemerkungen zu Werten der Kopplungen des
Tauleptons in den Fixpunkten der Polstellen sind in Abschnitt 6.3 zu finden. Weiterhin sind
der high—tanS— und low—tanS—-Fixpunkt sowohl in der Polstelle von g; als auch in der Polstelle
von g3 durch HTB beziehungsweise LTB gekennzeichnet. Durch die Pfeile im unteren Bereich
der Tabelle wird angedeutet, dak die Evolution der jeweiligen Fixpunkte in der Polstelle von
g1 in die entsprechenden Fixpunkte in der Polstelle von g3 fiihrt.

6.2 Die Bestimmung der Fixlinien

In diesem Abschnitt wird auf die Bestimmung der Fixlinien des weich brechenden MSSM ein-
gegangen. Dabei handelt es sich um die Fixlinien, die die in den Polstellen von g3 unterhalb
der IR-Skala und ¢; jenseits der IR-Skala liegenden Fixpunkte der reduzierten Systeme der
Renormierungsgruppengleichungen miteinander unter der Renormierungsgruppenevolution ver-
binden.

Bei der Bestimmung der Fixmannigfaltigkeiten des weich brechenden MSSM ist zwischen zwei
Skalenbereichen zu unterscheiden. Zum einen existiert der mathematische Bereich zwischen den
Polstellen von g3, der Eichkopplung der starken Wechselwirkung unterhalb der IR—Skala

g3 = 00, 93> 91,2 , (6.6)
und ¢;, der Eichkopplung der Hyperladung
g1 — o0, 91> 92,3 (6.7)

jenseits der UV—Skala. In den Polstellen der Eichkopplung kénnen die jeweils verbleibenden
Eichkopplungen gegeniiber der singulidren Eichkopplung vernachlissigt werden. Damit erhilt
man in den Polstellen reduzierte System der Renormierungsgruppengleichungen, die jeweils nur
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von einer Eichkopplung abhidngen. Fiir diese reduzierten Systeme sind im letzten Abschnitt die
Fixpunkte berechnet worden.

Im Gegensatz dazu stellt der physikalische Skalenbereich den Bereich zwischen der Skala der
elektroschwachen Symmetriebrechung, @ = v/ V2 ~ 174 GeV, und GUT-Skala, Q = mgur ~
2 - 106 GeV, dar. Diese beiden Skalen werden auch als IR-Skala und UV-Skala bezeichnet,
und der von ihnen gebildete Skalenbereich stellt den physikalischen Giiltigkeitsbereich der Re-
normierungsgruppengleichungen dar. Auferhalb dieses Bereiches ist es moglich, dafs Kopplung
aufgrund ihrer Grofe den storungstheoretisch erlaubten Bereich verlassen.

Bei der Betrachtung der Renormierungsgruppenevolution unter Einbeziehung aller drei Eich-
kopplungen zwischen den Polstellen der Eichkopplungen gs und g; hat sich gezeigt, dak die
in den reduzierten Systemen der Renormierungsgruppengleichungen vorliegenden Fixpunkte
unter der Renormierungsgruppenevolution durch Fixlinien verbunden werden; siehe dazu auch
Abschnitt 3.3.3 zum System einer Yukawa—Kopplung und mehrerer Eichkopplungen. Die Fix-
punkte in den reduzierten Systemen legen als Randbedingungen die speziellen Losungen —
in diesem Fall Fixlinien — im gesamten mathematischen Skalenbereich fest. Da der mathe-
matische Bereich den physikalischen Giiltigkeitsbereich der Renormierungsgruppengleichungen
zwischen der IR- und UV-Skala umfaft, sind die speziellen Losungen der Renormierungs-
gruppengleichungen — die Fixlinien — auch in diesem Bereich vollstindig festgelegt.

Im vorliegenden Fall des weich brechenden MSSM werden die Fixlinien zwischen den Polstellen
der Eichkopplungen numerisch bestimmt. Die Bestimmung erfolgt wie im Fall der Berech-
nung der Fixpunkte der Renormierungsgruppengleichungen in den reduzierten Systemen in
Einschleifen—N&herung. Die Abbildungen 6.1 und 6.2 stellen die Fixpunkte und Fixlinien des
weich brechenden MSSM fiir die Evolution des low-tanf— und des high-tanS-Fixpunktes dar.
Dabei liegen die Fixpunkte in den Polstellen der Eichkopplungen, diese sind jeweils links und
rechts in den Abbildungen dargestellt. Die Fixpunkte werden durch ausgefiillte Kreise ver-
deutlicht. Zwischen den Fixpunkten beziehungsweise den Polstellen der Eichkopplungen findet
die Renormierungsgruppenevolution unter Einbeziehung aller drei Eichkopplungen g;, go und
g3 statt. Infolgedessen werden die Fixpunkte durch Fixlinien verbunden. Der dickere Teil der
Fixlinien verdeutlicht jeweils die Evolution der Fixlinien im physikalischen Bereich, der sich zwi-
schen Q = mgur ~ 2 -10'® GeV und der der Skala der elektroschwachen Symmetriebrechung
Q = v/V/2 ~ 174 GeV, befindet. Es 1ift sich somit gut nachvollziehen, wie die mathematischen
Gegebenheiten in den Polstellen die Evolution im physikalischen Giiltigkeitsbereich der Renor-
mierungsgruppengleichungen im Sinne der speziellen Losungen — hier Fixlinien — festlegt.

Mittels dieser durch die mathematischen Randbedingungen in den unphysikalischen Bereichen
vollstindig festgelegten speziellen Losungen — den Fixlinien — im Giiltigkeitsbereich der Re-
normierungsgruppengleichungen ist es nun durch Auswertung an einer beliebigen Skala inner-
halb des physikalischen Bereiches moglich, die Werte der Kopplungen und Massenparameter
des Modells an dieser Skala zu bestimmen. Vereinfacht gesagt konnen die Werte der Parameter
aus den Abbildungen 6.1 und 6.2 abgelesen werden, worauthin sie noch mittels der inversen
Transformation von (6.3) in die urspriinglichen Variablen umgerechnet werden miissen. Die
Werte der Parameter werden in den folgenden detaillierten Untersuchungen zur Berechnung
von Massen und Bedingungen verwendet. In diesem Zusammenhang ist es noch wichtig, zu
betonen, daf im Fall der Auswertung der sogenannten laufenden und erweiterten Bedingungen
aus Abschnitt 4.2 beziehungsweise 4.3 nicht nur der Wert eines oder mehrerer Parameter an
einer Skala — dies wiirde auf eine Baumgraphen-Beziehung fiihren — sondern die gesamte
Renormierungsgruppenevolution entlang der entsprechenden Fixlinien in die Bedingungen mit
einbezogen wird.
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low—tan3— l

Fixpunkt <—— phys. Bereich —— —

LTB

T-lO 0 | 10 20 30 T4O 50 60

t = log (Q/Qo) !

g3 — OO mgz mgut g1 — 0

Abbildung 6.1: Die Renormierungsgruppenevolution der durch (6.3) gegebenen Verhéltnisse der Kopplungen
des weich brechenden MSSM fiir den low—tanf—-Fixpunkt. Die abgebildeten Fixlinien verbinden die Fixpunkte
in den Polen von g; (g1 — oo) im UV-Bereich und g3 (93 — o) im IR-Bereich. Die fett eingezeichneten
Teile der Fixlinien stellen die Renormierungsgruppenevolution im physikalischen Bereich, zwischen der GUT—-
Skala t = log (Q =mgur ~ 2- 1016) und der Skala der Masse des Z-Bosons t = log (Q) = mz) dar. Die in dieser
Abbildung dargestellte Renormierungsgruppenevolution ist unabhingig von den Werten der freien Parameter g
und m; /5. Um im IR-Bereich Werte der urspriinglichen Kopplungen zu erhalten, miissen die dort vorliegenden
Werte der Verhéltnisse mittels der inversen Transformation von (6.3) in Werte der Kopplungen umgerechnet
werden.



6.2. Die Bestimmung der Fixlinien

99

high-tang—
- | Fixpunkt
HTB

<——— phys. Bereich

_

p
prid
g

L

: 10

mgz

20 30
t =log (Q/Qo)

T4O 5

mgur

0

60
1

gy — o0

Abbildung 6.2: Die Renormierungsgruppenevolution der durch (6.3) gegebenen Verhéltnisse der Kopplungen
des weich brechenden MSSM fiir den high—tanf—Fixpunkt. Die abgebildeten Fixlinien verbinden die Fixpunkte
in den Polen von g; (g1 — o00) im UV-Bereich und g3 (g3 — oo) im IR-Bereich. Die fett eingezeichneten
Teile der Fixlinien stellen die Renormierungsgruppenevolution im physikalischen Bereich, zwischen der GUT-
Skala t = log (Q = mgur ~ 2- 1016) und der Skala der Masse des Z-Bosons t = log () = mz) dar. Die in dieser
Abbildung dargestellte Renormierungsgruppenevolution ist unabhéngig von den Werten der freien Parameter pq
und my /5. Um im IR-Bereich Werte der urspriinglichen Kopplungen zu erhalten, miissen die dort vorliegenden
Werte der Verhéltnisse mittels der inversen Transformation von (6.3) in Werte der Kopplungen umgerechnet

werden.



100 Die Fixmannigfaltigkeiten des weich brechenden MSSM

Die Renormierungsgruppenevolution zur Bestimmung und Ableitung der Vorhersagen wie Mas-
sen und Bedingungen wird im Gegensatz zur Bestimmung der Fixpunkte und Fixlinien in
Zweischleifen-Naherung vorgenommen. Analog zum Abschnitt 3.3.5 kann in diesem Zusam-
menhang davon ausgegangen werden, dak die Fixmannigfaltigkeiten in Einschleifen—Naherung
im physikalischen Bereich zwischen der UV- und der IR-Skala hinreichend gute Anfangswerte
fiir die Renormierungsgruppenevolution in Zweischleifen-Naherung darstellen. Siehe dazu auch
Abschnitt 3.3.5 in der Einfiihrung, der auf die Rolle der Evolution in Zweischleifen—-Naherung
eingeht. Im Verlaufe des nichsten Abschnittes, der sich mit der Attraktivitdat der berechneten
Fixpunkte der Renormierungsgruppengleichungen des weich brechenden MSSM befaft, wird
sich weiterhin zeigen, dafs gerade fiir die Fixpunkte der Renormierungsgruppengleichungen der
Parameter des weich brechenden Sektors vergleichsweise grofe Attraktraktivitdtskoeffizienten
vorliegen. Diese haben zur Folge, dafs die berechneten Fixmannigfaltigkeiten — hier Fixpunkte
und Fixlinien — den Renormierungsgruppenfluf sehr stark anziehen und so leicht den Versatz
der Anfangswerte der Einschleifen—Evolution gegeniiber der Zweischleifen-Evolution ausglei-
chen, indem sie die Losungen in die Ndhe der Fixlinie ziehen.

Im vorliegenden Fall wurde zur Verifikation dieser Tatsache eine Untersuchung vorgenom-
men. Mittels dieser konnte gezeigt werden, dafs sich die Evolution der Renormierungsgruppen-
gleichungen des weich brechenden MSSM in Zweischleifen-Niherung in der Tat hinreichend
weit in der N&he der Einschleifen—N&herung befindet. In der Summe fiihrt die Verwendung
der Zweischleifen-Naherung zu den in der Literatur [7,36] wohl bekannten Abweichungen von
~ 10 Prozent in den Werten der Parameter.

Im néchsten Abschnitt werden die schon angesprochenen Attraktivitatskoeffizienten der Fix-
punkte in den reduzierten Systemen berechnet. In Abschnitt 6.4 wird die konkrete Bestimmung
der Anfangswerte der Renormierungsgruppenevolution in Zweischleifen—Né&herung aus den in
diesem Abschnitt bestimmten Fixmannigfaltigkeiten vorgenommen. Dort wird auch dargestellt,
wie mittels der Fixmannigfaltigkeiten die Anzahl der Parameter des weich brechenden MSSM
auf zwei reduziert werden konnte.

6.3 Attraktivitat und Klassifizierung

In diesem Abschnitt wird die Berechnung der Attraktivititskoeffizienten vorgenommen. Bei der
Darstellung der Ergebnisse (Tabelle 6.4) findet eine Beschrinkung auf die in Tabelle 6.3 gekenn-
zeichneten high—tanS— und low—tanS-Fixpunkte (HTB, LTB) beziechungsweise der Evolution
der Fixpunkte statt. Die Auswahl der Evolution dieser beiden Fixpunkte fiir die weiteren Un-
tersuchungen besitzt seinen Grund in der Tatsache, daf sie als einzige der in Tabelle 6.3 abgebil-
deten Fixpunkte in der Lage sind, die Berechnung von physikalisch sinnvollen Kombinationen
von verschwindenden und nicht—verschwindenden Massen fiir die Fermionen der dritten Familie
zu ermdglichen. Man erhélt:

high— tang : YRRy =1

ole
= mp,, > myRm,

low— tang : el ypy=vy,=0

pole . _ _
= My, 0, my=m; =0.

Die Diskussion der phinomenologischen Aspekte des low—tanS—Fixpunktes ist in der Literatur
weit verbreitet [17]. In diesem Fall liegt folgende, physikalisch sinnvolle Ndherung vor: Die
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low—tang high-tanf
Verhdltnis Fixpunkt Attr.—Koeff. | Fixpunkt Attr.—Koeff.
ob =y T 7 1 7
R 18 6 3 6
b Vi _35 1 5
Py = g+ 36 3 6
2
= 0 5 0 2
Py g3 +g2 2
t_ a1 ) 3 ) 8
Pa = y, Mi+Ms 1 2 1 3
b a1 89 3 1 7
Pa = 4y, Mi+M;5 54 2 3
| 3 1 3
pa - Yr M+ M3 O 2 3 2
—b_ 1 7 3 2 3
Po = M+, 18 2 3 2
_ B 43
Pu = pryiey? 0 24 0 2
M, 7 25 1 25
PH. = 27102 18 6 3 6
mi 1 23
— d _= £9
PHy = 325032 3 3 6
2
m'~
_ 41 2
PG = w3 54 3 3 3
2
m~
p~ — D] Q 2 0 3 0 3
L M7 +M;
m5 17 2
_ Q 17 2
Pi = MZ+Mm3 27 3 3 3
2
m~=
— Q 8 2
Py = M7+ 03 9 3 3 3
mZ
= ey 0 3 0 3
pT M12—|-M%

Tabelle 6.4: Der high—tanf8— und low—tanS—Fixpunkt im IR—Bereich aus Tabelle 6.3 zusammen mit den
jeweiligen Attraktivititskoeffizienten. Es ist gut zu erkennen, daf der high—tanf—Fixpunkt in allen Kopp-
lungen infrarot—attraktiv ist, sdmtliche Attraktivitdtskoeffizienten besitzen ein positives Vorzeichen. Aus
diesem Grund wird der high-tanf—Fixpunkt auch wvollstindig infrarot—attraktiver Fizpunkt genannt. Im
Gegensatz dazu liegt im Fall des low—tanfS—Fixpunktes ein negativer Attraktivitatskoeffizient fiir das
Verhiltnis der Yukawa—Kopplung des bottom—Quarks pg vor. Der low—tanfB-Fixpunkt wirkt in dieser
Komponente nicht attraktiv sondern repulsiv auf den Renormierungsgruppenflufs. Da im Rahmen der
Untersuchungen dieser Arbeit die Anfangswerte der Renormierungsgruppenevolution aus den Fixpunk-
ten gewonnen werden, der Wert von pg, wie aus der Tabelle zu erkennen, Null ist und Null ebenfalls einen

Fixpunkt der Renormierungsgruppengleichungen der Yukawa—Kopplungen darstellt, beh&lt pg den Wert
Null fiir den gesamten Renormierungsgruppenfluff bei.

Massen des Bottomquarks und des Tauleptons kénnen gegeniiber der Masse des Topquarks
vernachlissigt werden. Da die Masse auf Baumgraphen—Niveau proportional zu der Yukawa—
Kopplung des entsprechenden Fermions ist und ein kleiner Wert von tanf zu annéhernd gleichen
Werten fiir die Vakuumerwartungswerte der Higgs-Dubletts fiihrt, kann angenommen werden,
daf die Yukawa-Kopplungen des Bottomquarks und des Tauleptons gegeniiber der Yukawa—
Kopplung des Topquarks vernachlissigt werden konnen. Genau dieses spiegelt der low-tanS—
Fixpunkt mit den oben gemachten Annahmen iiber die Kopplungen der Fermionen wieder.

Im Fall der Evolution des high-tanS-Fixpunktes wird im Gegensatz zum low-tanS-Fixpunkt
die korrekte Einbeziehung aller Massen der Fermionen der dritten Familie vorgenommen. Dar-
aus folgt, dak alle Yukawa-Kopplungen von Null verschiedene Werte besitzen und man somit
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die Evolution des high—tans-Fixpunktes mit den oben dargestellten Kopplungsverhaltnissen
erhilt. Dies stellt einen Vorteil der Evolution des high-tanS-Fixpunktes gegeniiber dem low—
tanf-Fixpunkt dar, der dafiir jedoch wesentlich bessere Eigenschaften im Zusammenhang mit
der elektroschwachen Symmetriebrechung im skalaren Potential aufweist.

Die Berechnung der Attraktivitdtskoeffizienten verlauft analog zum in Abschnitt 3.3 dargestell-
ten Fall einer Kopplung. Im Fall von mehreren Kopplungen sind die Attraktivitdtskoeffizienten
durch die Eigenwerte der Matrix der nach den entsprechenden Kopplungen entwickelten Re-
normierungsgruppengleichungen, ausgewertet an der Stelle der Fixpunkte, gegeben. Weiterhin
geben die dazugehorigen Eigenvektoren die Richtung des linearisierten Renormierungsflusses
in den Fixpunkten an; Einzelheiten zu der Rolle der Eigenvektoren sind zum Beispiel in [7]
zu finden. Im Verlaufe der Untersuchungen im Rahmen dieser Arbeit wird auf die Rolle der
Eigenvektoren nicht weiter eingegangen.

Stellen also analog zum letzten Abschnitt p;, ¢ = 1,...,n die Verhéltnisse der betrachteten
Kopplungen dar und seien FJ'> beziehungsweise F5~> die rechten Seiten der entsprechen-
den Renormierungsgruppengleichungen in den reduzierten Systemen, die in den Polstellen der
Eichkopplungen vorliegen und sich durch Vernachléssigung der jeweils anderen Eichkopplungen
ergeben, so erhilt man die Attraktivitdtskoeffizienten als Eigenwerte der Matrizen

o) g1,3—>00 a g1,3—>00
Rdl I
, (6.8)
9 pasToo 9 pgL3oo
p1 Fpn Opn fpn

pi—p;

wobei die p; die Werte der Kopplungsverhéltnisse in den jeweiligen Fixpunkten fiir den IR~
und den UV-Bereich darstellen.

Die Tabelle 6.4 zeigt die berechneten Attraktivitatskoeffizienten zusammen mit den Fixpunkt-
werten fiir den high-tan— und den low-tanS-Fixpunkt. Anhand der in Abschnitt 3.3.2 und
3.3.3 vorgenommenen Betrachtungen kann man schliefen, daf es sich bei dem high-tang-
Fixpunkt um den wollstindig infrarot—attraktiven Fizpunkt handelt. Alle Kopplungen bezie-
hungsweise Kopplungsverhiltnisse haben einen positiven Attraktivitdtskoeffizienten, der Fix-
punkt ist dementsprechend infrarot—attraktiv in allen Komponenten.

Im Fall der Evolution des low-tanS-Fixpunktes besitzt die Yukawa-Kopplung des Bottom-
quarks einen negativen Attraktivitdtskoeffizienten, was gleichbedeutend mit Infrarot—Repulsi-
vitdt ist. Im allgemeinen gilt immer: Besitzt ein Fixpunkt in einer Yukawa—Kopplung einen
nicht—trivialen Wert — man spricht auch kurz vom nicht—trivialen Fixpunkt — so ist der
Fixpunkt in dieser Komponente infrarot—attraktiv. Ist die Yukawa—Kopplung in dieser Kompo-
nente jedoch Null — man spricht auch vom trivialen Fixpunkt — so ist der Fixpunkt in dieser
Komponente in der Regel infrarot-repulsiv. In Tabelle 6.4 fillt jedoch auf, daf die beiden
dargestellten Fixpunkte in der Yukawa-Kopplung des Tauleptons einen Fixpunkt-Wert von
Null besitzen und trotzdem einen positiven Attraktivitdtskoeffizienten haben, also infrarot—
attraktiv sind. Dies hat seinen Grund in der Sonderrolle des Tauleptons beziehungsweise seiner
Kopplungen im IR-Bereich. Wie schon im letzten Abschnitt angesprochen wurde, besitzt das
Taulepton in einigen, in Tabelle 6.3 nicht dargestellten Fixpunkten einen negativen und somit
unphysikalischen Wert. Im Fall des Tauleptons verhélt es sich so, daf ein Wert von Null den
nicht—trivialen Fall und ein negativer Wert den trivialen Fall darstellt. Die Kopplungsstruk-
tur im Fall des Tauleptons scheint gegeniiber der des Top— und Bottomquarks scheinbar nach
unten, ins Negative, verschoben. Dies hat seinen Grund darin, daf das Taulepton nicht an
die starke Wechselwirkung g3 koppelt und die Fixpunkte im Grenzwert beziehungsweise in der
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Polstelle von g3 berechnet werden. Die in der Renormierungsgruppengleichung des Tauleptons
auftretenden Eichkopplungen g; und g2 sind demgegeniiber vernachléassigbar.

6.4 Reduktion der freien Parameter durch Fixmannigfal-
tigkeiten

In diesem Abschnitt soll dargestellt werden, wie aus den in den letzten Abschnitten berechneten
Fixpunkten und den durch sie festgelegten Fixlinien im physikalischen Bereich Anfangswerte
fiir die Renormierungsgruppenevolution bestimmt werden konnen. Dabei wird ein zentrales
Ergebnis dieser Arbeit herausgearbeitet: Durch die Auswertung der in den Renormierungs-
gruppengleichungen des weich brechenden MSSM vorliegenden Fixmannigfaltigkeiten — den
Fixpunkten und Fixlinien — ist es mdoglich, alle bis auf zwei Parameter des weich brechenden
MSSM fiir alle Skalen im physikalischen Bereich der Renormierungsgruppenevolution von der
IR-Skala bis zur GUT— beziehungsweise UV—-Skala festzulegen. Durch Auswertung an einer
beliebigen Skala innerhalb des physikalischen Bereiches ist es so moglich, die Werte der Para-
meter an dieser Skala zu bestimmen und zur Berechnung und Ableitung von Vorhersagen und
Bedingungen zu verwenden; siehe dazu auch die Abbildungen 6.1 und 6.2 in Abschnitt 6.2.

6.4.1 Die verbleibenden freien Parameter po und m;

Betrachtet man die Tabelle 6.3, so fillt auf, dak neben den Eichkopplungen und den Gaugino-
Massen auch fiir den Higgs-Mischungs-Parameter p keine Fixpunktwerte angegeben sind. Auf
diesen Umstand und wie dieser zu den verbleibenden freien Parametern des weich brechen-
den MSSM fiihrt, soll im folgenden ndher eingegangen werden. Die Renormierungsgruppen-
gleichungen von Eichkopplungen besitzen aufgrund ihrer Struktur

167 Q 450 = b o (6.9)
in Einschleifen-Naherung neben den unphysikalischen Fixpunkten in ihren Verhéltnissen (g1/g3
oder go/gs; siche Abschnitt 3.3.1) ausschlielich triviale Fixpunkte, der Fixpunktwert ist Null.
Je nachdem, ob es sich um eine asymptotisch freie oder nicht—freie Theorie handelt, kann
ihr Laufverhalten bei Top—down Evolution (UV — IR) als repulsiv oder attraktiv angesehen
werden. Im Fall des MSSM hat die Eichkopplung der starken Wechselwirkung g3 ihren Pol
unterhalb der IR-Skala, ihr Wert nimmt bei Evolution von der UV-Skala zur IR-Skala zu. Fiir
die Kopplungen der Eichwechselwirkungen der Hyperladung ¢g; und des Isospins g liegen die
Verhiltnisse genau anders herum. Ihre Polstellen befinden sich jenseits der UV-Skala und ihre
Werte nehmen dementsprechend bei Evolution zur IR-Skala ab. Die Evolution des Eichsektors
ist jedoch durch die experimentellen Vorgaben fiir die Werte der Eichkopplungen im IR-Bereich
— das heifit an der Skala der elektroschwachen Symmetriebrechung — vollstdndig determiniert,
da diese als Anfangswerte fiir die Renormierungsgruppenevolution des Eichsektors verwendet
werden und die Losung der Renormierungsgruppengleichungen der Eichkopplungen durch die
Angabe je eines Anfangswertes vollstdndig bestimmt sind.

Die Renormierungsgruppengleichungen der Gaugino—Massen

d
16W2Q@Mi = 2b; g7 M, (6.10)
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héngen — neben den Gaugino—Massen selbst — von den Eichkopplungen ab. Es gilt weiterhin

My, M, M;
@ B g

: (6.11)

was gleichbedeutend damit ist, dak die nach (6.3) gegebenen transformierten Gaugino—Massen
M] unter der Renormierungsgruppenevolution nicht ,laufen“, sie sind Renormierungsgruppen-
invariante. Entleiht man dem Eichsektor das Unifizierungsprinzip und fordert analog, dafs
die Gaugino—-Massen an einer ausgezeichneten Skala durch einen gemeinsamen Wert gegeben
sind, so folgt aus (6.11) und der experimentellen Fixierung des Eichsektors, daf der Sektor
der Gaugino-Massen durch einen einzigen Parameter my;, der folgerichtig die unifizierende
Gaugino—Masse genannt werden soll, gegeben ist.

Analog zu den Eichkopplungen besitzt auch der Higgs—Mischungs—Parameter p nur einen tri-
vialen Fixpunkt. Anhand der Tabelle 6.2 erkennt man, daf die Renormierungsgruppengleichung
von g nur von den Eichkopplungen, den Yukawa-Kopplungen und p selbst abhéngt. Die Re-
normierungsgruppengleichung ist in Einschleifen—N&herung durch

167TQQ%M=M <—§gf—3g§+3yf+3y§+y3) (6.12)
gegeben. Da die Evolution des Eichsektors, wie oben angefiihrt, durch experimentelle Vorga-
ben und die Evolution der Yukawa—Kopplungen vollstandig durch die Fixpunkte in Tabelle 6.3
beziehungsweise die Fixlinien aus den Abbildungen 6.1 und 6.2 fixiert ist, gehen diese wohl-
definiert in die Evolution des Parameters y ein, dessen Renormierungsgruppenfluft letztendlich
also nur noch durch einen Anfangswert po festgelegt werden muf.

Es verbleiben in der Summe also zwei Anfangswerte zur Festlegung des weich brechenden
MSSM. Alle anderen Parameter sind durch die in den Abschnitten 6.1 und 6.2 berechneten
Fixpunkte in den Polstellen der Eichkopplungen und die Fixlinien, die diese Fixpunkte verbin-
den, fiir den gesamten physikalischen Bereich der Renormierungsgruppenevolution vollstindig
festgelegt.

Ho my/2

Verbleibende freie Parameter
des weich brechenden MSSM

Zur konkreten Durchfiihrung der eigentlichen Evolution beziehungsweise der numerischen Inte-
gration der Renormierungsgruppengleichungen sind zwei analoge Vorgehensweisen moglich. So
kann die Evolution zum einen in den transformierten Parametern p; aber auch in den urspriing-
lichen Parametern x; durchgefiihrt werden. Beide Vorgehensweisen fiihren selbstverstindlich zu
identischen Ergebnissen. Die Abbildung 6.3 verdeutlicht die geschilderten Verhéltnisse.

In beiden Fillen miissen die aus den Fixpunkten beziehungsweise aus der Evolution erhaltenen
Werte der transformierten Parameter in Werte der urspriinglichen Parameter zuriicktransfor-
miert werden. Dazu wird die zu (6.3) inverse Transformation bestimmt. Diese ist, wenn man
sich auf den positiven Teil in den auftretenden Wurzeln beschrinkt, eindeutig.
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Abbildung 6.3: Zusammenhang von
Transformation und inverser Trans-

. formation zwischen den urspriingli-
i F kte prung
Transformat'lon 1Xpun d ’ chen Parametern z; und den trans-
und Evolution Ho ull formierten Parametern p; und der
im MSSM mi/2 Renormierungsgruppenevolution im
MSSM.
Transf. (6.3) l
zi (UV) L 1 pi (UV)

inv. Transf. zu (6.3)
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6.5

Abschliefiendes zur Bestimmung der Fixmannigfaltig-
keiten

In diesem Abschnitt soll zusammenfassend auf die Bestimmung der Fixmannigfaltigkeiten der
Renormierungsgruppengleichungen des weich brechenden MSSM eingegangen werden. Folgen-
des konnte erreicht werden:

Die Berechnung der Fixpunkte des weich brechenden MSSM in den Polstellen der Eich-
kopplungen g3 und g;. Es gilt g3 — 00, g3 > ¢1,2 in der Polstelle von g3 und ¢g; — oo,
g1 > go,3 in der Polstelle von g;, womit die jeweils verbleibenden Eichkopplungen gegen-
iiber der singuldren vernachlissigt werden konnen. Dies fiihrt zu reduzierten Systemen
in den Polstellen, die jeweils nur von einer Eichkopplung abhingen. Die Polstellen liegen
auferhalb des physikalischen Giiltigkeitsbereiches der Renormierungsgruppengleichungen
und begrenzen den mathematischen Giiltigkeitsbereich.

Bestimmung der Fixlinien, die die Fixpunkte in den Polstellen bei der Renormierungs-
gruppenevolution unter Einbeziehung aller drei Eichkopplungen g¢;, g» und g3 verbinden.
Der mathematische Giiltigkeitsbereich der Renormierungsgruppengleichungen umschliefst
den physikalischen Giiltigkeitsbereich, der sich von der Skala der elektroschwachen Sym-
metriebrechung, Q@ = v/v/2 ~ 174 GeV, bis zur Unifizierungsskala, beziehungsweise GUT-
Skala, Q = mgur ~ 2 - 10 GeV erstreckt. Aus diesem Grund ist die Evolution der
Parameter des weich brechenden MSSM im physikalischen Bereich vollstindig durch die
Fixmannigfaltigkeiten festgelegt.

Die Fixpunkte wurden anhand ihrer Attraktivitétskoeffizienten und der Vorhersagen fiir
die Massen der Fermionen der dritten Familie des Standardmodells, die vom Top— und
Bottomquark und dem Taulepton gebildet wird, klassifiziert. Dabei wurden zwei Fixpunk-



106 Die Fixmannigfaltigkeiten des weich brechenden MSSM

te, der high-tanf— und der low-tang-Fixpunkt, ausgewahlt. Die Evolution des high-
tanfS-Fixpunkt realisiert von Null verschiedene Massen fiir die Fermionen der dritten
Familie, und ist in allen Komponenten infrarotattraktiv. Der low—tanS—Fixpunkt ver-
nachlissigt die Massen des Bottomquarks und des Tauleptons gegeniiber der Masse des
Topquarks und besitzt infrarotrepulsive Komponenten im Bereich der verschwindenden
Yukawa—Kopplungen.

e Fiir beide im folgenden detailliert untersuchten Fille wurde aus den Fixlinien im physi-
kalischen Giiltigkeitsbereich der Renormierungsgruppengleichungen Anfangswerte fiir die
Renormierungsgruppenevolution gewonnen. Dabei zeigte sich, dalt neben den experimen-
tell bestimmten Werten der Eichkopplungen nur zwei weitere freie Parameter, pg, der An-
fangswert des Higgs—Mischungs—Parameters, und m; 7, die unifizierende Gaugino—Masse,
vorliegen. Mit einer Wahl dieser freien Parameter ist die Renormierungsgruppenevolution
und damit die Parameter des weich brechenden MSSM im gesamten physikalischen Giil-
tigkeitsbereich der Renormierungsgruppengleichungen von der IR-Skala bis zur UV—-Skala
vollstdandig bestimmt.

Aufgrund der Festlegung der Parameter beziehungsweise der Werte der Parameter im gesam-
ten physikalischen Giiltigkeitsbereich der Renormierungsgruppengleichungen durch die Wahl
der beiden verbleibenden freien Parameter, yo und m,/, wird es im folgenden méglich sein,
Massen der Teilchen des weich brechenden MSSM und andere Vorhersagen und Bedingungen
in Abhéngigkeit der beiden freien Parameter zu berechnen. Dies stellt einen grofen Fortschritt
gegeniiber den in der Literatur [15,16] durchgefiihrten Untersuchungen dar. Bei diesen werden
die freien Parameter zum Teil durch sogenannte generalisierende Ansditze festgelegt, die ver-
wendet werden, weil sie zu den gewiinschten Ergebnissen fiihren. Thre Wahl ist damit hochst
willkiirlich und l4ft eine fundierte theoretische Rechtfertigung vermissen.



Kapitel 7

Beschreibung und Einrichtung des
Algorithmus

In diesem Kapitel wird die Beschreibung und Einrichtung des Algorithmus zur Bestimmung
der Vorhersagen des weich brechenden MSSM in Abhéngigkeit von den zwei verbleibenden
freien Parametern o und my/, vorgenommen. Die Einrichtung dient vor allem der Konkretisie-
rung und Erweiterung der in Teil I dargestellten Grundlagen zur Anwendung im Algorithmus
und zur Durchfiihrung der Untersuchungen im Rahmen dieser Arbeit. Im Prinzip wére eine
Durchfiihrung der Untersuchungen auch voneinander getrennt moglich gewesen. Aufgrund der
Verkniipfung der verschiedenen Teilaspekte bietet sich jedoch eine zusammenhéingende Behand-
lung und Berechnung aus verschiedenen Griinden an.

Zum einen sind, wie erwahnt, verschiedene Teilaspekte miteinander verkniipft oder bauen auf-
einander auf. So ist zum Beispiel fiir jede der nachfolgenden Untersuchungen die Bestimmung
der Symmetriebrechungsskala und fiir diese wiederum die Bestimmung der Massen im skala-
ren Sektor Voraussetzung. Weiterhin wird ein Grofiteil der Rechenzeit zur Durchfiihrung der
eigentlichen Renormierungsgruppenevolution aus dem UV-Bereich in den IR-Bereich benoétigt.
Nach der Bestimmung der Symmetriebrechungsskala bietet es sich an, diese Evolution nur ein-
mal durchzufiihren und fiir alle weiteren Untersuchungen zu verwenden. In diesem Teilaspekt
kann man die Moglichkeiten des Computer—Algebra—Systems Mathematica [50] ausnutzen. Ei-
ne numerische Integration liegt dort als abstraktes mathematisches Objekt vor, das an jeder
der vorgegebenen Skalen ausgewertet werden kann und mit dem weiterhin, bevor die eigentli-
che Auswertung stattfindet, wie mit jeder anderen algebraischen Grofse gerechnet werden kann.
Die einmalige Bestimmung gemeinsam benutzter Teile und Durchfiihrung der Renormierungs-
gruppenevolution fiihrt so in der Summe zu einer enormen Einsparung an Rechenzeit.

Zur eigentlichen Durchfiihrung der Untersuchung muf eine Wahl der verbleibenden freien Pa-
rameter po und my /o getroffen werden. Diese werden innerhalb eines Rasters von

1o (Q = mgur) € (=1500, 1500)  und My (Q = mgur) € (0, 500)  (7.1)

variiert. Diese Variation kann stetig vorgenommen werden, das heift die Anfangswerte durch-
laufen mit einer vorgegebenen Schrittweite (stepping) den gesamten moglichen Bereich. Damit
wird eine gleichmifige Uberdeckung des Bereiches im Raum der freien Parameter erreicht.
Es konnte jedoch abgeschitzt werden, dafs diese Art der Variation bei der im Falle einiger
Teilaspekte bendtigten Genauigkeit den zur Verfiigung stehenden Zeitrahmen gesprengt héitte.
Weiterhin wire eine Analyse der Ergebnisse erst nach dem endgiiltigen Abschlufs der Berech-
nungen moglich geworden.
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Aus diesen Griinden wurde die Variation der freien Parameter mittels eines dem Monte-Carlo-
Verfahren angelehnten Vorgehen vorgenommen. Dabei wurden die Werte der freien Parameter
zufillig aus dem Intervall der moglichen Werte gewédhlt. Dadurch ist es jederzeit moglich, auf
Teilergebnisse zuzugreifen, wobei einer Verlingerung der Berechnung zu einer Erhchung der
Genauigkeit der Aussagen durch feinere Uberdeckung fithrt. Weiterhin kann das Intervall der
moglichen Werte der freien Parameter nachtriglich eingeschrankt werden, um Bereiche stirke-
ren Interesses genauer zu untersuchen. Im Zusammenhang mit diesem Verfahren ist es folglich
unabdinglich, eine gleichméafig verteilte Zufallsfunktion zu benutzen, die weiterhin nach einem
Neustart (restart) in der Lage ist, eine von den vorhergehenden Untersuchungen abweichende
Folge von Zufallszahlen zu liefern.

Start

Bestimmung von mg

MSSM RGE-Evolution Bedingungen

zum Erhalt der
Ladungs— und
Farbsymmetrie

Elektro- maur N\ Ms
schwache

Brechung

Bedingungen zur
Beschranktheit des
Potentials

Massen-
spektrum

Abbildung 7.1: Ubersicht des Ablaufplans des Algorithmus im Zusammenhang. Die Darstellung des Ab-
laufes zur Bestimmung der Eigenschaften beziiglich der elektroschwachen Symmetriebrechung ist in Ab-
bildung 7.5, die Berechnung des Massenspektrums in Abbildung 7.3 und die Berechnung der Bedingungen
zur Beschranktheit des Potentials und zum Erhalt der Ladungs— und Farbsymmetrie in Abbildung 7.4 zu
finden. In Abbildung 7.2 wird der Ablaufplan fiir den iterativen Algorithmus zur Bestimmung der allen
Berechnungen zugrunde liegenden Symmetriebrechungsskala mg dargestellt.

Die Abbildung 7.1 stellt eine generelle Ubersicht zum Ablauf des Algorithmus dar, dessen Teil-
schritte in den folgenden Abschnitten konkretisiert werden. In Abschnitt 7.2 wird das Vorgehen
zur Bestimmung der Symmetriebrechungsskala mg, in Abschnitt 7.3 die Berechnung der Massen
der Quarks und Leptonen und der Teilchen des weich brechenden und des Higgs—Sektors sowie
die Bestimmung des Parameters tan/ aus den Massen der Fermionen dargestellt. In Abschnitt
7.4 wird die Konkretisierung der ersten, zweiten und dritten Bedingung zur Beschrénktheit des
Potentials (UFB-1,2,3—constraint) sowie der Bedingungen zum Erhalt der Ladungs— und Farb-
symmetrie (CCB—constraints) zur Anwendung im Rahmen des Algorithmus vorgenommen. Der
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Abschnitt 7.5 geht auf das Vorgehen im Zusammenhang mit der Untersuchung der Mdoglichkeit
der radiativen spontanen elektroschwachen Symmetriebrechung im skalaren Potential des weich
brechenden MSSM ein.

Vorweg wird im Abschnitt 7.1 auf die Einrichtung der allen Untersuchungen zugrundeliegenden
Renormierungsgruppenevolution als solche eingegangen. Dies beinhaltet die Fixierung des Eich-
sektors, das heifit die Festlegung der Impulsskalen, und die Bestimmung der Anfangswerte der
Renormierungsgruppenevolution an der UV—Skala aus den in Kapitel 6 berechneten Fixpunkten
beziehungsweise Fixlinien an der UV— beziehungsweise GUT-Skala.

7.1 Einrichtung der Renormierungsgruppenevolution

Die Renormierungsgruppenevolution aus dem UV-Bereich in den IR-Bereich liegt, wie ein-
leitend angesprochen, allen im Rahmen des Algorithmus durchgefiihrten Untersuchungen zu-
grunde. Nach der im Verlauf dieses Abschnittes vorgenommen Fixierung des Eichsektors in
Abschnitt 7.1.1 und der konkreten Bestimmung der Anfangswerte der Renormierungsgruppen-
evolution durch Auswertung der Fixlinien an der UV-Skala kann die Renormierungsgruppen-
evolution als abstrakte Grofke fiir jede Wahl der verbleibenden freien Parameter po und my,
einmal berechnet und fiir alle weiteren Untersuchungen im Rahmen des Algorithmus verwendet
werden.

7.1.1 Fixierung des Eichsektors und der Impulsskalen

In diesem Abschnitt wird die Fixierung des Eichsektors und der Impulsskalen zur Durchfiihrung
der Renormierungsgruppenevolution im Rahmen der Untersuchungen des MSSM durchgefiihrt.
Die zu bestimmenden Impulsskalen sind dabei zum einen die Polstellen der Eichkopplungen g3
und g¢;, die den mathematischen Giiltigkeitsbereich der Renormierungsgruppenevolution ein-
grenzen, und die GUT-Skala beziehungsweise UV-Skala, die den physikalischen Giiltigkeits-
bereich der Renormierungsgruppenevolution nach oben begrenzt. Die Begrenzung des phy-
sikalischen Giiltigkeitsbereich der Renormierungsgruppenevolution nach unten ist durch die
IR-Skala, die Skala der elektroschwachen Symmetriebrechung, @ = v/v/2 ~ 174 GeV, gegeben.
AufRerhalb der UV—und TR—-Skala ist es moglich, dak gewisse Kopplungen Werte annehmen, die
fiir eine Behandlung im Rahmen der Stérungstheorie zu groft sind und somit den physikalischen
Giiltigkeitsbereich der Renormierungsgruppengleichungen verlassen.

Festlegung der Impulsskalen

Die Aspekte der Renormierungsgruppenevolution des Eichsektors und der Festlegung der Im-
pulsskalen sind eng miteinander verkniipft. Nach Abschnitt 3.3.1 bestimmen die experimentellen
Werte der Eichkopplungen die Lage der Polstellen der Eichkopplungen (3.54, 3.55)

~ 4 72 ~ 1 1
ti=to+2—  bzw. f;=t — 7.2
[ 0 + bz gigo A 7 0 + sz o, ( )

und damit den mathematischen Giiltigkeitsbereich der Renormierungsgruppengleichungen be-
ziehungsweise den mathematischen Bereich der Renormierungsgruppenevolution.
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Fiir die jenseits der UV-Skala gelegene Polstelle von g, der Eichkopplung der Hyperladung,

gilt mit to = log mhey” = 5.16

~ 40 72

t1 =516+ ———————— ~ 60 7.3

1 33 g3 (miyy") )
und fiir die unterhalb der IR-Skala gelegenen Polstelle von g3, der Eichkopplung der starken

Wechselwirkung gilt

~ 8 2

t3 =516 - —————— =~ —14, (7.4)

3 g3(migpy)

wobei die Werte von ¢? und g3 durch (5.39) gegeben werden. Die Polstelle von g; liegt damit
bei Q ~ 2 -10% GeV, die Polstelle von g3 bei Q ~ 7-107"GeV = 0.7¢V, beide vollstindig
im unphysikalischen Bereich, der sich zwischen der GUT-Skala, Q@ ~ 2 - 10'® GeV, und der
elektroschwachen Skala, Q ~ v/ V2 7 174 GeV, befindet. Fiir Skalen auferhalb dieses Bereiches
treten Werte der betrachteten Kopplungen auf, die oberhalb des stérungstheoretisch erlaubten

Bereiches liegen.

In Einschleifen-Ndherung ist die Renormierungsgruppenevolution des Eichsektors durch die
Angabe der Werte der Eichkopplungen an einer Skala vollstindig bestimmt. Die Renormierungs-
gruppengleichung (3.39) sind nicht gekoppelt, jede hingt nur von sich selbst und der Skala @ ab.
Sie sind weiterhin 16sbar, und die Angabe eines Anfangswertes ist hinreichend zur Bestimmung
der Losung. Mit der Identifikation der Werte der Eichkopplungen im Standardmodell mit den
Werten der Eichkopplungen im MSSM an der Skala mPo*

top
i (mi’o‘ﬁe) = 9i (mgj’;e) — 0.2147
A (mfé’,le) = gl (mi’;ﬁe) = 0.4171
P (M) = 9, (mb) = 13616 (7.5)

ist somit auch die Dynamik der Renormierungsgruppenevolution im Eichsektor des MSSM
vollstdndig bestimmt; zur Verdeutlichung siehe auch Abbildung 3.1.

Newton—Verfahren bei der Zweischleifen—N&herung

Bei dem im Rahmen der Untersuchungen dieser Arbeit entwickelten Algorithmus werden Renor-
mierungsgruppengleichungen in Zweischleifen-Ndherung verwendet. Weiterhin ist die Lage der
Symmetriebrechungsskala ms nicht zwingend gleich der Skala mps,°. Oberhalb von mje" kann
ein Bereich vorliegen, in dem eine Renormierungsgruppenevolution im Standardmodell durchzu-
fiihren ist. Die Verwendung der Renormierungsgruppengleichungen in Zweischleifen—Naherung
fiihrt dazu, dak auch die Renormierungsgruppengleichungen der Eichkopplungen untereinander

gekoppelt sind und somit voneinander und zudem noch von den Yukawa-Kopplungen abhéngen.

Die Handhabung dieser beiden Umstéande ist stringent und wird mit der Einfiihrung eines Null-
stellenverfahrens in einem Schritt gelost. Das Ziel dieses Nullstellenverfahrens, beziehungsweise
Minimierungsverfahrens, ist die Sicherstellung der Anschlufbedingung (7.5), das heift der Re-
produktion der experimentellen Werte der Eichkopplungen im IR-Bereich unter Einbeziehung

einer beliebigen Symmetriebrechungsskala mg > mpe:.

Zur Durchfiihrung wird eine Funktion F folgendermafen definiert: Seien g die Werte der Eich-
kopplungen, die sich fiir eine willkiirliche Wahl von Eingabeparametern z; ., aus der Renormie-
rungsgruppenevolution ergeben und g¢; die durch (7.5) gegebenen Werte der Eichkopplungen.
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Definiert man nun

F:R"—R 2, (g}, 95 g5) — (91, 92, 93) (7.6)

so sichert die Nullstelle dieser Funktion die Reproduktion der experimentellen Vorgaben im
Eichsektor. Aus dem Nullstellenverfahren wird ein Minimierungsverfahren, wenn man eine
Funktion F' = ||F|| definiert, wobei || - || eine zunéchst beliebige Norm darstellt. Als geeigne-
te Wahl fiir die Norm haben sich die ,,Absolute Norm* und die ,,Euklidische Norm* erwiesen.
Weiterhin hat sich die Verwendung des Newton—Verfahrens als Nullstellenverfahren bewihrt,
welches, in diesem Fall hinreichende, lokale Konvergenz und eine ausreichend grofse Konver-
genzgeschwindigkeit aufweist.

Bei den Eingabeparametern x,, handelt es sich im allgemeinen um die Anfangswerte der Eich-
kopplungen im UV-Bereich. Diese werden mittels des Newton—Verfahrens angepaftt, um die
experimentellen Gegebenheiten im Eichsektor zu reproduzieren. Neben den Anfangswerten der
Eichkopplungen hétten auch andere Kopplungen, von denen die Eichkopplungen iiber die Re-
normierungsgruppenevolution abhéngen, im UV-Bereich variiert werden konnen. Da die An-
fangswerte dieser Kopplungen jedoch im Gegensatz zu den Eichkopplungen und den verblei-
benden freien Parametern des weich brechenden MSSM, 1o und m;y /3, durch die im Rahmen
dieser Arbeit bestimmten Fixpunkte beziehungsweise Fixlinien fiir den gesamten physikali-
schen Giiltigkeitsbereich der Renormierungsgruppengleichungen vollstindig festgelegt sind, ist
eine Variation der Anfangswerte der Eichkopplungen vorzuziehen. Die einzige und physika-
lisch sinnvolle Einschriankung im Bereich der Eichkopplungen liegt darin, die experimentellen
Vorgaben zu reproduzieren.

. . . . 1
Liegt, wie oben angesprochen, eine Symmetriebrechungsskala mg > mfoope vor, so hat das zur

Folge, dak die Werte der Eichkopplungen an der Skala mg nicht den Werten (7.5) entsprechen.
Eine Minimierung oder Nullstellensuche an dieser Skala hétte zur Folge, dak die experimentellen
Vorgaben von der Renormierungsgruppenevolution nicht eingehalten werden konnten, da eine
nachgeschaltete Renormierungsgruppenevolution im Bereich des Standardmodells unterhalb
mg stattfindet. Um diesem Umstand Rechnung zu tragen, wird ausgehend von den Werten
der Eichkopplungen an der Skala m{’oople (7.5) eine Renormierungsgruppenevolution ,hinauf“
(bottom—up) zur Skala mg mit den Renormierungsgruppengleichungen des Standardmodells in

Zweischleifen-Nédherung (3.13 bis 3.19) vorgenommen

SM—Evolution
(gl(m%e) 92(m§$e) gs(m%e)) oo (g1(mg), g2(ms), gs(ms)) , (7.7)

und die sich ergebenden Werte an der Skala mg zur Nullstellensuche der Renormierungs-
gruppenevolution des Eichsektors mittels der Funktion (7.6) verwendet.

Unifizierung

Neben der Bestimmung der Anfangswerte der Eichkopplungen im UV-Bereich findet weiterhin
die Bestimmung der Unifizierungsskala () = mgyr mittels eines Newton—Verfahrens statt. Diese
soll sicherstellen, dall eine moglichst weitgehende Unifizierung der Werte der Eichkopplungen
an einer Skala erzielt wird. Dazu wird wiederum eine Funktion F folgendermafen definiert

F : R — R, tgur — S (91(mgur), g2(mcur), gs(mcur)) , (7.8)
wobei die Funktion S in diesem Fall durch

3
S (91(maur), g2(maur), gs(maur)) Z gi(mgur) — gj(mcur)) (7.9)

i, 1
7,
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gegeben ist, und die Summe der Abstéinde der Werte der Eichkopplungen voneinander mifst.
Fiir die Evolution der beiden untersuchten Fixpunkte, den high-tanS— und den low-tanS-
Fixpunkt, fiihrt die Anwendung dieses Verfahrens zu einer Unifizierungsskala im Bereich von
~ 2-10'® GeV, ein Wert, der mit den geliufigen Angaben in der Literatur gut iibereinstimmt;
siehe zum Beispiel [36].

Konkretisierung der Evolution des Eichsektors

Bei den Untersuchungen dieser Arbeit lagen im Eichsektor folgende Gegebenheiten vor: Die Re-
normierungsgruppenevolution des Eichsektors ist in Zweischleifen-Ndherung unabhingig von
der Wahl der Eingabewerte des weich brechenden MSSM o und m;/, da die Renormierungs-
gruppengleichungen der Eichkopplungen in Zweischleifen—N&herung nur von sich selbst und den
Yukawa-Kopplungen abhéngen. Diese wiederum héngen ebenfalls nur von sich selbst und den
Eichkopplungen ab, so daf der Eich—Yukawa—Sektor ein abgeschlossenes Untersystem im weich
brechenden MSSM darstellt; vergleiche auch Abschnitt 6.1 beziehungsweise Tabelle 6.2 zu der
triangularen Kopplungsstruktur des weich brechenden MSSM.

Wire weiterhin eine feststehende Symmetriebrechungsskala mg gegeben, so miifte das in den
letzten beiden Abschnitten dargestellte Vorgehen zu Fixierung der Impulsskalen und des Eich-
sektors nur einmal fiir simtliche moglichen Kombinationen der Eingabewerte o und my /o
durchgefiihrt werden. Da jedoch die Symmetriebrechungsskala mg von den Eingabewerten ab-
héngt und somit die zur Minimierung verwendeten Werte der Eichkopplungen auch, mufs die
Nullstellensuche mittels des Newton—Verfahrens fiir jede Wahl der verbleibenden freien Para-
meter po und my /o, das heilt fiir jeden Lauf des Algorithmus, neu durchgefiihrt werden.

Es hat sich bei der Durchfiihrung als sinnvoll erwiesen, die Nullstellensuche einmal fiir eine
beliebige Wahl der verbleibenden freien Parameter durchzufiihren und die sich ergebenden
Anfangswerte der Eichkopplungen als Eingabeparameter (fiir das Newton—Verfahren) fiir die
nachfolgenden Léaufe des Newton—Verfahrens fiir andere Kombinationen der verbleibenden freien
Parameter po und m, ; zu verwenden. Dies fiihrt zu einer Reduzierung der benétigten Newton—
Schritte — die Wahl der Eingabeparameter liegt zumindest schon in der Ndhe der Nullstelle —
und somit zu einer Reduzierung der Rechenzeit.

7.2 Bestimmung der Symmetriebrechungsskala mg

Dieser Abschnitt stellt den Teil des Algorithmus zur Bestimmung der Symmetriebrechungsskala
mg dar. Die folgenden Ausfiihrungen beziehen sich auf die Abbildung 7.1. Die in Klammern
stehenden lateinischen Buchstaben ((a), (b),...) beziehen sich zur Verdeutlichung der Aspekte
der Ableitung dementsprechend auf die darin enthaltenen Késten.

Bei dem Algorithmus zur Bestimmung der Symmetriebrechungsskala handelt es sich um einen
iterativen Algorithmus. Das heifst im Einzelnen, dafy dieser so lange angewendet wird, bis er
einen selbstkonsistenten Zustand erreicht. Dazu ein paar kldrende Einzelheiten: Als Symme-
triebrechungsskala wird die Skala verwendet, an der die Einschleifen-Korrekturen zum skalaren
Potential minimal sind. Es hat sich gezeigt, dak die Wahl des Mittelwertes der Masseneigenwerte
der skalaren Teilchen des Modells eine gute Wahl darstellt. Nun héngen die Massen der skalaren
Teilchen natiirlich von der Wahl der Skala ab, an der die Diagonalisierung der Massenmatrizen
durchgefiihrt wird. Diese entspricht bei den getroffenen Annahmen im Rahmen der Untersu-
chungen der Symmetriebrechungsskala und ist beim Start des Algorithmus nicht festgelegt und
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Abbildung 7.2: Ablaufplan zur Bestimmung der Symmetriebrechungsskala mg Die Bestimmung von mg
liegt allen weiteren Untersuchungen im Rahmen des Algorithmus zugrunde und wird mittels eines ite-
rativen Algorithmus vorgenommen. Dieser wird solange angewendet, bis ein selbstkonsistenter Zustand

erreicht ist.
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wird auf einen willkiirlichen aber naheliegenden Wert gesetzt. Ein erster Durchlauf des Algo-
rithmus fiihrt dann zu der Festlegung einer ersten Wahl der Symmetriebrechungsskala aus der
Berechnung der in Frage kommenden Massen und ihres Mittelwertes. Dieser Massenmittelwert
wird im zweiten Durchlauf als Wert fiir die Symmetriebrechungsskala verwendet. Man erhilt
neue Werte fiir die Massen, deren Mittelwerte und folglich fiir die Symmetriebrechungsskala, de-
ren Wert wiederum als Ausgangspunkt fiir den néchsten Durchlauf dient. Dieses Verfahren wird
fortgesetzt, bis der sich ergebende neue Wert der Symmetriebrechungsskala mit dem fiir den
entsprechenden Durchlauf des Algorithmus angesetzten Wert innerhalb einer anzunehmenden
Rechengenauigkeit iibereinstimmt. Damit ist Selbstkonsistenz erreicht.

Der Kasten (a) in Abbildung 7.1 stellt im allgemeinen den Eintrittspunkt des Algorithmus

dar. Als erste Wahl der Symmetriebrechungsskala mg)) wird die Pol-Masse des top Quarks

g)) = mté’ll,e verwendet. Der Kasten (b) verdeutlicht die Anfangswerte der Renormierungs-
gruppenevolution des MSSM. Dabei stellen die verbleibenden Anfangswerte o und my/, die
einzigen freien Parameter des weich brechenden MSSM beziehungsweise des Algorithmus zur
Durchfiihrung der Untersuchungen dar. Zur Erinnerung: Die Anfangswerte der Renormierungs-
gruppenevolution werden aus den Fixmannigfaltigkeiten der Theorie bestimmt. Dies ermdglicht
die Reduzierung der freien Parameter und somit die Erhhung der Vorhersagekraft (Pradikti-

vitét) der Theorie.

Im Endeffekt ergibt die Wahl der Anfangswerte po und m; /o zusammen mit den Anfangswerten
aus den Fixmannigfaltigkeiten des MSSM und der (vorldufigen) Wahl der Symmetriebrechungs-

skala mg)) alle benotigten Parameter zur Durchfiihrung der Renormierungsgruppenevolution (c)

(i-1)

von mfé’rl,e nach my ", wobei im ersten Durchlauf des Algorithmus i = 1 gilt.

Mittels der durch die Renormierungsgruppenevolution (c¢) gewonnen Werte an der Skala m; 2
wird im ersten Schritt der Wert von tan/ berechnet. Dazu (s, t) werden die Kopplungen des
Yukawa—Sektors im IR-Bereich aus den experimentellen Vorgaben bestimmt und zur Skala

(Z Y mittels der Renormierungsgruppengleichungen des Standardmodells in Zweischleifen—
Naherung ,hoch“—evaluiert (bottom—up evolution). Aus dem Vergleich der Werte aus der MSSM
und der Standardmodell-Evolution 14t sich der Wert von tanf nach

yp > M (ms) sin (B) =y (ms) (7.10)

fiir die Evolution des low—tan8— und

yr M (mss) cos (8) =y (ms) (7.11)

fiir die Evolution des high-tang-Fixpunktes berechnen. An dieser Stelle werden auch unmit-
telbar die Bedeutungen der Bezeichnungen low-tanS— und high-tanf-Fixpunkt verstandlich.
Die Evolution des low-tanS-Fixpunktes fiihrt zu kleinen Werten von tanf, die Evolution des
high-tanfS-Fixpunktes hingegen zu grofen Werten.

Mit dem so gewonnen Wert fiir tan3 und den Werten der Renormierungsgruppenevolution (c)
an der Skala mg_l) wird letztendlich (e) iiber den Mittelwert der skalaren Massen mg der neue

Wert fiir die Symmetriebrechungsskala mg) nach

m§) = (7.12)

berechnet wobei qba wie in Abschnitt 2.2 iiber die skalaren Komponenten der Supermultipletts
Q, L t, b und 7 liuft. Hat sich der neue Wert gegeniiber dem alten nur innerhalb einer ange-
nommenen Rechengenauigkeit ¢ gedndert (f), so gilt die Symmetriebrechungsskala als gefunden



7.3. Die Bestimmung der Massen 115

und ist durch den zuletzt berechneten Wert von mg) gegeben (g). Ist die Abweichung zweier
aufeinanderfolgender Berechnungen jedoch noch zu grof, so wird die Laufvariable ¢ um eins er-
hoht und der Algorithmus mit dem gerade berechneten Wert fiir die Symmetriebrechungsskala

als Ausgangspunkt neu durchlaufen (h).

7.3 Die Bestimmung der Massen

In diesem Abschnitt wird auf die Berechnung der Massen der skalaren Teilchen und der Fermio-
nen im MSSM im Rahmen der in dieser Arbeit vorgenommenen Untersuchungen eingegangen.
Zur Verdeutlichung ist das Vorgehen in der Abbildung 7.3 dargestellt. Wie schon im vorherge-
henden Abschnitt dienen lateinische Buchstaben in Klammern ((a), (b),...) zur Bezugnahme
auf die in der Abbildung enthaltenen Elemente.

Nach der Renormierungsgruppenevolution von der UV-Skala zur Skala der Symmetriebrechung
mg liegen dort die zur Berechnung der Massen bendtigten Werte der Parameter durch die
Auswertung der in Abschnitt 6.2 bestimmten Fixlinien an der Skala mg vor.

7.3.1 Massen der Quarks und Leptonen

Aus den Yukawa—Kopplungen der Fermionen der dritten Familie vy, y, und y, im Fall des
MSSM werden nach (2.60) die Yukawa—Kopplungen fiir das SM berechnet. Der dazu bendétigte
Wert tanfg wird gewohnlich aus dem Vergleich der Masse der 7—Leptons beziehungsweise der
aus ihr berechneten Yukawa—Kopplung im SM mit der aus der Renormierungsgruppenevolution
berechneten Yukawa—Kopplung y, berechnet. Das Vorgehen ist analog zum dem in Abbildung
7.2 Kiésten (s), (t) und (d), sowie Abschnitt 7.2 zur Berechnung der Skala mg geschilderten
Verfahren.

Nach der Renormierungsgruppenevolution der Yukawa-Kopplungen ¥, ¢, und 3, im Standard-
modell (d) von der Skala mg bis zur Skala mjey und der Verwendung der Massen—Zuwachs—
Faktoren 7, und 7., sieche Abschnitt 5.2, zur Berechnung der Massen der entsprechenden Fermio-
nen an der Skala ihrer Eigenenergie my(my) und m,(m,) liegen die Massen der Fermionen der
dritten Familie, beziehungsweise der Wert zweier Massen und tang vor. Im Fall des Topquarks
wird zusétzlich die Pol-Massen—Korrektur nach (2.63) beriicksichtigt.

Im Fall der Evolution des low-tanfg-Fixpunktes, wo die Yukawa-Kopplung des Tauleptons
und des Bottomquarks den Wert Null hat, wird zur Berechnung des Wertes von tanf die
experimentell gegebene Masse des Topquarks mit der sich aus der Berechnung ergebenden
verglichen; siehe hierzu ebenfalls Abbildung 7.2, Kasten (d).

7.3.2 Die Massen im Higgs—Sektor

Der Higgs—Sektor des weich brechenden MSSM besitzt, wie im Anschnitt 2.4 dargestellt, fiinf

massive Freiheitsgrade. Deren Massen m?o, m2,, m3, und m?2., (i) ergeben sich nach (2.68)

als Funktion der aus der Renormierungsgruppenevolution (a) berechneten Parameter m3, ,

m,, p und b (f) an der Symmetriebrechungsskala mg. Der ebenfalls benotigte Wert tanj
wird aus der Berechnung der Massen der Fermionen der dritten Familie (siehe vorhergehen-

den Abschnitt) gewonnen. Der Wert von m?% stellt einen sogenannten ,, Anschluf—Parameter*
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Abbildung 7.3: Ablaufplan zur Berechnung der Massen der skalaren Teilchen und der Fermionen des
weich brechenden MSSM im Rahmen des in Abbildung 7.1 im Uberblick dargestellten Algorithmus. Auf
das Mitfithren der Tilden bei den Massen der skalaren Komponenten der Supermultipletts wurde aus
Griinden der leichteren Lesbarkeit in dieser Abbildung verzichtet.
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(matching—parameter) bei der Analyse des elektroschwachen Symmetriebrechung dar, siehe
Abschnitt 7.5, und geht in die Massenberechnung des Higgs—Sektor mit m?% = (91.187 GeV)?
ein.

Es ist allgemein iiblich, das leichteste im Higgs—Sektor des MSSM vorhandene Higgs—Boson
mit dem Higgs—Boson des Standardmodells zu identifizieren. Um analog zur Berechnung der
Massen der Fermionen der dritten Familie im letzten Abschnitt die Renormierungsgruppen-
evolution (g) im Bereich Standardmodell von der Skala mg zur Skala Q@ = mi’ooge beziehungs-
weise () = myz mit einzubeziehen, wird folgendermafien vorgegangen: Die sich nach (2.71)
aus der Masse des leichtesten Higgs-Bosons im MSSM mio ergebende Selbstkopplung A\ des
Higgs—Bosons im Standardmodell wird zusammen mit den Yukawa—Kopplungen und deren An-
fangswerten unter Verwendung der Renormierungsgruppengleichungen des Standardmodells in
Zweischleifen—Naherung (3.13 bis 3.19) von der Skala der Symmetriebrechung mg zur Skala
@ = my evoluiert. An dieser Skala wird nach (2.72) die Masse m? des Higgs-Bosons des

Standardmodells (h) berechnet.

Zuséatzlich zu dieser Evolution, die eine Modifikation der Masse des leichtesten Higgs—Bosons
nach sich zieht, wird die Einschleifen—Strahlungskorrektur nach (2.70) bei der Berechnung der
Masse des Higgs-Bosons m?, und somit auch bei der Higgs-Selbstkopplung A mit einbezo-
gen. Es werden beide Fille, die Evolution mit und ohne die Einschleifen—Strahlungskorrektur,
miteinander verglichen.

7.3.3 Massen der Neutralinos, Charginos und des Gluinos

Die Berechnung der Massen der Neutralinos und Charginos verlduft analog zu der Berechnung
der massiven Freiheitsgrade im Higgs—Sektor im letzten Abschnitt. Die Massen der Neutrali-
nos und Charginos (k) ergeben sich durch Diagonalisieren der entsprechenden Massenmatrizen
(2.73) und (2.75).

Die Werte der in den Massenmatrizen enthaltenen Parameter M o 3, p, b und der trilinearen
Kopplungen a; p,, (j) an der Skala der Symmetriebrechung mg ergeben sich aus den in Abschnitt
6.2 bestimmten Fixlinien durch Auswertung an der entsprechenden Skala. Der Wert von tan/
wird wiederum wie in den letzten beiden Abschnitten aus den Massen der Fermionen der dritten
Familie berechnet.

Die Massen der Charginos lassen sich nach (2.78) berechnen, die Ausdriicke fiir die Eigenwerte
der Massenmatrix der Neutralinos sind zu kompliziert und langlich, um sie abzubilden.

Die Masse der Gluinos my (k) ergibt sich auf Baumgraphen-Niveau durch den Wert des Para-
meters M3, da die Gluinos als einziges ein Farb—Oktett bilden und so mangels dafiir zur Verfii-
gung stehender Partner nicht mischen; vergleiche Abschnitt 2.4.2. Die moglichen Korrekturen
zur Gluino-Masse mg werden bei den Untersuchungen im Rahmen dieser Arbeit vernachléissigt.

7.3.4 Massen der Sfermionen

Die Massen der Sfermionen, der Squarks, m%l , und m%l ) und der Sleptonen m%,z (m) erge-
ben sich analog zu den letzten beiden Abschnitten durch Diagonalisierung der entsprechenden
Massenmatrizen (2.82, 2.85, 2.86). Die Werte der Parameter (1) werden wiederum aus den in
Abschnitt 6.2 bestimmten Fixlinien durch Auswertung an der Skala der Symmetriebrechung
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@ = mg bestimmt. Fiir den Wert von tanf gilt ebenfalls das in den letzten Abschnitten Ge-
sagte.

7.4 Physikalische Bedingungen an das Potential

In diesem Abschnitt soll die Konkretisierung der Bedingungen zur Beschréinktheit des Potentials
und zum Erhalt der Ladungs— und Farbsymmetrie zur Anwendung im Rahmen des Algorithmus
vorgenommen werden. Die Darstellung basiert auf den Bedingungen aus Kapitel 4 und dient
dazu, die Berechenbarkeit im Rahmen des Algorithmus moglich zu machen. Dieses beinhaltet
vor allem die Reduktion der angegebenen Bedingungen auf die dritte Familie der Fermionen und
die damit verbundenen Grofen und Kopplungen. In diesem Zusammenhang sei in Erinnerung
gerufen, dak einige der Bedingungen die Einbeziehung von Dubletts verschiedener Familien
voraussetzen. Diese werden sich fiir die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Untersuchung
als nicht anwendbar erweisen. Es sind davon jedoch nur einen kleiner Teil der untersuchten
Bedingungen betroffen.

Es soll an dieser Stelle nicht unerwéhnt bleiben, daft aus Platzgriinden in Abbildungen und
Formeln teilweise die anglikanische Bezeichnung constraint der im Rahmen dieser Arbeit un-
tersuchten Bedingungen verwendet wird. Dabei wird die Bedingung zur Beschrianktheit des
Potentials als UFB—constraint und die Bedingungen zum Erhalt der Ladungs— Farbsymmetrie
als CCB—constraints bezeichnet, wobei jeweils die erste, zweite und dritte Bedingung die Be-
zeichnung UFB-1—, UFB-2- und UFB-3- erhalten, und entsprechendes fiir die Bedingungen
zum Erhalt der Ladungs— Farbsymmetrie gilt.

7.4.1 Erste Bedingung zur Beschrianktheit des Potentials

Wie schon in Abschnitt 4.3.1 angesprochen, geben Cases et al. an [20], daf die erste Bedingung
zur Beschrianktheit des Potentials (UFB-1-constraint) (4.17)

Vure-1 (Q = Q) > Viealmin (@ = M) (7.13)

dquivalent zur traditionellen Bedingung zur Beschrianktheit des Potentials (traditional UFB-
constraint)
my >2b  oder  mi+mj>2b (7.14)

aus Abschnitt 4.1 ist, wenn man fordert, daf (7.14) fiir alle Skalen @) mit mg < @ < mgur
erfiillt ist.

Die Berechnung dieser Bedingung kann nun im Rahmen der in dieser Arbeit in Abschnitt 6.2
bestimmten Fixlinien des weich brechenden MSSM leicht vorgenommen werden, da die in (7.14)
eingehenden Parameter aus den Fixlinien an jeder Skala innerhalb des physikalischen Giiltig-
keitsbereiches der Renormierungsgruppengleichungen durch Auswerten der Fixlinien bestimmt
werden kann. In diesem Zusammenhang sei noch einmal daran erinnert, daf die Evolution der
Parameter durch die Ausnutzung der berechneten Fixmannigfaltigkeiten nach einer Wahl der
verbleibenden freien Parameter vollstindig bestimmt ist.

Die Bedingung (7.14) ist trivialerweise dquivalent zu

my —2b=mi+m3—2b>0. (7.15)
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Berechnung der Unbeschranktheits—Bedingungen

®) Start

Bestimmung der

MSSM-Evolution
/ von magut N\ Ms \
(b) (d)
Bestimmung von

Bestimmung von
f nach (7.16). © f nach (7.29).
Bestimmung von

f nach (7.23). |

Berechne |Hu|(b)
nach (7.31)
@

(7.18)
erfiillt?

precondition
(7.21) UFB-3-b
/ erfiillt? (7.34)
Berechne |H,| erfiillt?

nach (7.22)

UFB-3-7
(7.30)
erfiillt?

(7.24) erfiillt?

UFB-3-b
(7.35)
erfiillt?

l

UFB-1 ™| | UFB-1 ™| | UFB-2 © || UFB-2 UFB-3 || UFB-3
erfiillt n. erfiillt erfillt n. erfillt n. erfillt erfiillt

Abbildung 7.4: Ablaufplan zur Berechnung der ersten, zweiten und dritten Bedingung zur Beschranktheit
des Potentials im Rahmen des in Abbildung 7.1 im Uberblick dargestellten Algorithmus. Aus Platzgriin-
den werden in dieser Abbildung und in den Formeln, auf die Bezug genommen wird, die anglikanische

Bezeichnungen der Unbeschrianktheits—Bedingungen UFB-1-, UFB-2- und UFB-3-Constraint verwen-
det.
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Damit ist die erste Bedingung zur Beschrinktheit des Potentials (7.14) durch

UFB — 1 erfiillt <= Vie<o<m m24+m2—2b>0
s<Q<mguT 1 2

(7.16)

gegeben. Die Positivitéit der Bedingung (7.14) fiir die Skalen von mg bis mgyr kann folgender-
mafen

MGuT

/d@(mg@)mg(@—%(@)—\m%(@)m%(@)—%(@)I)=0

ms

(7.17)

durch eine Integration ausgedriickt und so der Berechnung im Rahmen des Algorithmus zu-
ginglich gemacht werden. Aufgrund der Berechnung der Bedingungen, beziehungsweise des
Integrals (7.17) mittels des Rechners ist es schwierig oder genauer gesagt sogar unmdglich, in
(7.17) die exakte Gleichheit ( = 0 ) zu erhalten, da immer Rundungsfehler zu beriicksichtigen
sind. Aus diesem Grund ist zu fordern, daf Bedingungen wie (7.17) als erfiillt angesehen wer-
den, wenn lediglich ... < ¢ gilt, wobei ¢ erfahrungsgeméf von der halben Grofenordnung der
Maschinengenauigkeit! sein sollte. Dies gilt natiirlich fiir alle weiteren Bedingungen, in denen
ein mittels des Computers generiertes Ergebnis mit dem Wert Null verglichen werden soll, und
somit alle untersuchten Bedingungen, denn durch Subtrahieren der einen von der anderen Seite
lassen sich alle Bedingungen auf eine Form wie (7.17) bringen. Man erhélt so die Integration
beziehungsweise Ungleichung

MmGguT

/d@(mg(@mg(@)—zb(@)—|m%(@>+m§(@)—2b(@>\)Se

ms

. (7.18)

bei deren Erfiillung das Potential von unten beschréinkt ist, und die erste Bedingung zur Be-
schranktheit des Potentials als erfiillt angesehen werden kann.

7.4.2 Zweite Bedingung zur Beschrinktheit des Potentials

Zur Konkretisierung der zweiten Bedingung zur Beschrianktheit des Potentials (UFB—2—constraint)
wird wieder von der Bedingung (4.24)

VUFB—Z (Q = Q) > V;‘ealmin (Q = mS) (719)
ausgegangen, wobei Q durch
Q ~ max (92 ‘Hu| y Yt |Hu| ) mS) (720)

gegeben ist. Zur Berechnung dieser Bedingung sei noch einmal daran erinnert, daf

b < mj—m2 (7.21)

!'Die Maschinengenauigkeit bei der zur Berechnung der Bedingungen verwendeten Mathematica Version
(3.0.1) betragt 16 Stellen, die sich wiederum aus einer Datenwort—Breite von 32Bit ergibt.
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und
4m2 b2
5911 92 (m% — m%)
gelten muf. Zunichst sei angenommen, die Bedingung b < m3 — m% werde erfiillt. Definiert

man nun die Grofe | H,|” als die rechte Seite von (7.22) und weiterhin eine Funktion f(Q) durch

f(Q)=Vyrp_ 2 (Q = Q) — Viealmin (@ = myg) (7.23)
so erhilt man
/ dH, (f (Q) = |f @))lgep, <€
~ ’ (7.24)

wobei die Integration nun von |H,| gegeben durch die rechte Seite von (7.22) bis Q = mgyr
lauft.

Es sei noch einmal an die Bedingung b < m3 — m% erinnert. Diese nimmt bei der Auswertung
der zweiten Bedingung zur Beschrianktheit des Potentials mittels des Rechners die Rolle einer
sogenannten Vorbedingung (precondition) ein. Ist
2 2
b<my—mz|, (7.25)

nicht erfiillt, so wird (7.24) gar nicht erst ausgewertet.

7.4.3 Dritte Bedingung zur Beschrianktheit des Potentials

Fiir die dritte Bedingung zur Beschrinktheit des Potentials (UFB—3—constraint) wird zwischen
zwei Fillen unterscheiden: dem leptonischen oder Stau-Fall, der hier 7—Fall genannt werden
soll, und dem Fall des Bottomquarks beziehungsweise Sbottom, der kurz bottom—Fall genannt
werden soll.

Die Konkretisierung der dritten Bedingung zur Beschrénktheit des Potentials beinhaltet einige
Verdnderungen gegeniiber Abschnitt 4.3.3 aufgrund der Tatsache, daf nur Kopplungen und
Grofen im Zusammenhang mit der dritten Familie in den Untersuchungen dieser Arbeit eine
Rolle spielen. Im 7—Fall kommt hinzu, daf sich einige Ausdriicke dndern, da sie Grofen aus
verschiedenen Familien enthalten.

Der 7—Fall Wie im letzten Abschnitt zur zweiten Bedingung zur Beschrinktheit des Poten-
tials wird der Bereich der Integration in der numerischen Bedingung durch eine Wahl von |H,|

eingeschrnkt. Im diesem Fall ist |H,|™ durch die rechte Seite von (4.28) gegeben. Da jedoch

Ly = 0 und Ly = 0 (die beiden leichten Familien) gilt, folgt aus (4.28) fiir j = 3 und i = 1, 2,
da 7 # j gelten muf

2 2
u - - pr—
— 4y tgi+a5 2y 4y2  2gi+95  2y-
I 7 I 7 I T (7.26)

492 2y, 2y, 2y
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Aus dieser Tatsache folgt, dak das durch (4.29) gegebene Potential keine Verwendung mehr
findet, und fiir alle 0 < |H,| < mgyr die Bedingung

VurB—_3 (Q = Q) > Viealmin (Q = mS) (727)

mit V{7, nach (4.30) zu

. 1| 1/3 1|
Vit o = (mi = 1%) [+~ (m} +m2) [Hal + ¢ ( 5ol +03 ) (1 + " H| e

T

gegeben ist. Analog zum vorhergehenden Abschnitt definiert man eine Funktion f((Q) durch

f( ™ (Q) VUFB 3 <Q Q) realmln (Q mS) ; (729)

und erhalt

MGuT

/ dH, (f7 Q) = £ Q)| g_m, <<

(=]

(7.30)

Der bottom—Fall Im bottom-Fall kann im Gegensatz zum 7-Fall i = j in (7.26) gelten.
Man erhélt mit den Ersetzungen aus Abschnitt 4.3.3

2 4m2Z | |
HO =, |2 4 Q __ M 731
— dy; " igi+g3 2y (731)

Fiir |H,| < H,"? gilt dann

Qe
N———
V)

(®) (b, ) 1| 2 <m~
VUFB—3:VUFB—3:( M+m>|H|+y (27” +m )‘H‘ 3 5 32

7.32
5 gl +g% ( )

aus Gleichung (4.29) und fiir |H,| > H,® entsprechend
b b0 |,U|
VtgF)B—?, = VtgFB)—3 = (m?—p®)|H, ?+ = " (”%"‘"%) | H,|
1/3 7 >
v Cg+q) (12 + 2 A, (7.33)
8 \b Yo

nach Gleichung (4.30). Werden die Funktionen f®*)(Q) und f®°(Q) analog zu (7.29) mit
V& und V%2 | gebildet, so erhilt man den ersten

\Hu|(b)

/ dH, (f*(@Q) ~ |1 (@Q)]) gy, <€
0

(7.34)

und den zweiten Anteil

mgutr

dH, (f"9(Q) = [/ (Q))]gep, <€
L (7.35)

—
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der dritten Bedingung zur Beschrinktheit des Potentials fiir den bottom-Fall. Zur konkreten
Berechnung wird zuerst gepriift, ob der erste Teil (7.34) erfiillt wird. Ist dies der Fall, wird
gepriift, ob auch der zweite Teil (7.35) erfiillt wird, womit gegebenenfalls der bottom-Fall der
dritten Bedingung insgesamt als erfiillt angesehen wird.

7.4.4 Bedingungen zum Erhalt der Ladungs— und Farbsymmetrie

Im Verlaufe der Konstruktion des Algorithmus hat sich gezeigt, dak die geplante Realisierung
der Bedingungen zum Erhalt der Ladungs— und Farbsymmetrie (CCB—constraints) in der in
Abschnitt 4.3 dargestellten Form nicht vorgenommen werden konnte.

Die erste Bedingung zum Erhalt der Ladungs— und Farbsymmetrie (CCB-1—constraint) ist fiir
kleine Yukawa-Kopplungen y; < 1 giiltig, was fiir die Yukawa-Kopplungen der Fermionen der
ersten beiden Familien — vy, Y4, Ve, Y, Ys, ¥, — zutrifft. Diese sind jedoch nicht Gegenstand der
Untersuchungen im Rahmen dieser Arbeit. Hinzu kommt erschwerend, daf fiir die Evolution
des low-tan/-Fixpunktes die Yukawa-Kopplungen des Bottomquarks und des Tauleptons Null
sind und eine sinnvolle Ableitung der ersten Bedingung nach Abschnitt 4.3.5 nicht moglich
ist. Im Fall der Evolution des high-tan/s-Fixpunktes sind sowohl die Yukawa-Kopplungen des
Topquarks, des Bottomquarks und des Tauleptons — wie erwdhnt — zu grok.

Die zweite und dritte Bedingung zum Erhalt der Ladungs— und Farbsymmetrie sind von den
Aspekten der Konstruktion im Rahmen des Algorithmus gleich, sie unterscheiden sich nur in
der Wahl unterschiedlicher Vorzeichen; sieche dazu Abschnitte 4.3.6 und 4.3.7.

Die Konstruktion ist formal durchgefiihrt worden, es hat sich aber gezeigt, daf die Auswertung
der Bedingungen im numerischen Sinne nicht durchfiihrbar, da zu rechenintensiv war. Dies
hat seinen Grund vor allem in der numerischen Integration der funktionalen Abhingigkeit der
Groken «, |Hyl,, und v, deren Auswertung an zu vielen Stiitzstellen vorgenommen werden
mufte.

Als Alternative wurde auf die Auswertung einer laufenden Bedingung zum Erhalt der Ladungs—
und Farbsymmetrie ausgewichen. Diese ergibt sich aus den traditionellen Bedingungen zum
Erhalt der Ladungs— und Farbsymmetrie aus Abschnitt 4.1

a < 3 (quu + m% + m%)
a < 3 (m%[d + m% + m%)
a? < 3(mi,+mi+mZ) . (7.36)

Dies bedeutet, dak die Bedingungen (7.36) fiir den gesamten physikalischen Giiltigkeitsbereich
der Renormierungsgruppengleichungen des weich brechenden MSSM von der UV-Skala ) =
mgur bis zur Symmetriebrechungsskala () = mg erfiillt sein miissen.

Zur Konstruktion einer berechenbaren Bedingung wird analog zum Abschnitt 7.4.1 vorgegan-
gen. Dies sei beispielhaft fiir den Fall der Bedingung des Topquarks beziehungsweise Stop (7.36,
erste Gl.) durchgefiihrt. Die Bedingung zum Erhalt der Ladungs— und Farbsymmetrie im Fall
des Topquarks/Stop ist trivial dquivalent zu (m%; + m% +m?2) —a; > 0, und man definiert wie
gewohnt eine Funktion f(Q) nach

@) =3 (m?{u +mg + m%) —af . (7.37)



124 Kapitel 7. Beschreibung und Einrichtung des Algorithmus

So ergibt sich zum Beispiel die traditionelle Bedingung zum Erhalt der Ladungs— und Farbsym-
metrie fiir das Topquark/Stop durch f(Q) > 0. Die laufende Bedingung ergibt sich demnach
entsprechend der letzten Abschnitte zu

CCB—t erfillt <~ vaSQSWGUT : f (Q) >0

(7.38)
und das numerische Kriterium, das zu erfiillen ist, zu
mGuT
[ a@u@-ir@ps<-
" (7.39)

mit der entsprechenden Definition von f nach (7.37).

Die Bedingung fiir das Bottomquark/Sbottom und das Taulepton/Stau lassen sich analog zur
dargestellten Bedingung fiir das Topquark/Stop ableiten und fiithren auf formal identische nu-
merische Kriterien. Die Darstellung des Vorgehens im Rahmen des Algorithmus zur Berechnung
der laufenden Bedingungen zum Erhalt der Ladungs— und Farbsymmetrie in einer verdeutli-
chenden Abbildung soll unterbleiben. Es entspricht jeweils den Késten (a), (b) und (e) zur
Berechnung der ersten Bedingung zur Beschrénktheit des Potentials in Abbildung 7.4 mit den
entsprechenden Ersetzungen zur Definition der Funktion f.

7.5 Radiative spontane elektroschwache Symmetriebrechung

In diesem Kapitel soll auf die Analyse der Minimierungs— beziehungsweise Stationarititsbe-
dingung hinsichtlich der elektroschwachen Symmetriebrechung im Rahmen des Algorithmus
eingegangen werden. Wie in Abschnitt 2.3.2 dargestellt, fiihrt die Minimierung des Higgs—
Potentials V (H,, Hy) (2.28) iiber die Stationaritdtsbedingungen auf Ausdriicke fiir die Masse

des Z-Bosons
mi=—|—" 41| m, . (7.40)
vmi —4b?

und den Wert des Parameters tanf

tang = 2 b2 . (7.41)
my £ /m5 —4b?

in Abhéngigkeit von den Parametern m, m_ und b. Zur Erinnerung: Die Parameter m_ und
m_ sind folgendermafen definiert

my =m3 +mj und m_=m?—m3, (7.42)

wobei wiederum
mi=miy, P wdmd = md, [P (7.43)

gilt. Der Parameter p stellt den HiggsMischungsparameter dar und die Parameter m3; und
mj;, die Higgs-Massenparameter.
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Abbildung 7.5: Ablaufplan zur Analyse des Potentials hinsichtlich der radiativen spontanen elektroschwa-

chen Symmetriebrechung im Rahmen des in Abbildung 7.1 im Uberblick dargestellten Algorithmus.
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Die Werte dieser Parameter an der Symmetriebrechungsskala mg ergeben sich durch die Aus-
wertung der in Abschnitt 6.2 bestimmten Fixlinien der Renormierungsgruppengleichungen des
weich brechenden MSSM an der fraglichen Skala. In diesem Zusammenhang soll noch einmal
erwahnt werden, daf die gesamten Renormierungsgruppengleichungen durch die Wahl der ver-
bleibenden freien Parameter des Modells, o und my o vollsténdig festgelegt sind und sich somit
auch die Auswertung der elektroschwachen Symmetriebrechung in Abhingigkeit der beiden ver-
bleibenden freien Parameter ergibt.

Kasten (b) symbolisiert die oben angefiihrte Berechnung der Werte von myz und tanf aus
den Stationaritidtsbedingungen des Potentials. Mittels der berechneten Werte kann durch einen
Vergleich der Ergebnisse mit den experimentellen Vorgaben im Fall des Z-Bosons dariiber
entschieden werden, ob das Potential in der Lage ist, im symmetriebrechenden Minimum eine
geeignete Masse des Z-Bosons vorherzusagen.

In (c) wird die Auswertung der Bedingung zur ,Destabilisierung des Ursprungs®, vergleiche
Abschnitt 4.1,
b2 > m?mj (7.44)

vorgenommen. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so liegt im Ursprung ein Minimum vor. Dar-
aus folgt, dak das Potential nicht in der Lage ist, die elektroschwache Symmetrie zu brechen.
Das System verbleibt im symmetrischen Ursprung, der ein stabiles Minimum darstellt und die
Symmetrie ungebrochen beldfit.
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Ergebnisse und Auswertung

In diesem Teil der Arbeit wird die Darstellung und Auswertung der Ergebnisse aus der Un-
tersuchung des weich brechenden MSSM vorgenommen. Dabei sei hier noch einmal erwihnt,
da durch die in Kapitel 6 bestimmten Fixmannigfaltigkeiten der Renormierungsgruppen-
gleichungen des weich brechenden MSSM eine Untersuchung der Vorhersagen des weich brechen-
den MSSM in Abhéngigkeit von nur noch zwei verbleibenden freien Parametern vorgenommen
werden konnte. Nimmt man eine Wahl dieser Parameter vor, so sind die Werte der gesamten
Parameter des MSSM unter Einbeziehung des weich brechenden Sektors fiir den gesamten phy-
sikalischen Giiltigkeitsbereich der Renormierungsgruppengleichungen zwischen der UV- und
der TR-Skala vollstindig festgelegt.

In Kapitel 8 wird die Darstellung der einzelnen im Rahmen des Algorithmus untersuchten
Teilaspekte vorgenommen. Dabei handelt es sich um die Ergebnisse der Bestimmung der Sym-
metriebrechungsskala mg im Rahmen des Algorithmus in Abschnitt 8.1, die Ergebnisse der
Untersuchung der elektroschwachen Symmetriebrechung in Abschnitt 8.2, der Bedingungen zur
Beschrénktheit des Potentials und zum Erhalt der Ladungs— und Farbsymmetrie in Abschnitt
8.3 sowie die Ergebnisse der Bestimmung der Massen der Quarks und Leptonen und der Teilchen
des weich brechenden Sektors in Abschnitt 8.4.

In Kapitel 9 wird eine zusammenfassende und abschliefende Auswertung der in den eben er-
wahnten Abschnitten dargestellten Ergebnisse vorgenommen. Diese hat vor allem die Kombi-
nation der einzelnen Bedingungen und Einschriankungen zum Gegenstand, stellt diese in einen
Zusammenhang und liefert eine abschliefende Aussage iiber die Einschriankung des Bereiches
der verbleibenden freien Parameter, po und my /o, des weich brechenden MSSM.



Kapitel 8

Darstellung und Auswertung der
Ergebnisse

In diesem Kapitel wird eine strukturierte Darstellung der einzelnen im Rahmen des Algorithmus
berechneten Teilaspekte vorgenommen. Dabei wird weitestgehend eine vergleichende Darstel-
lung der Ergebnisse der Evolution des low-tanfS— und high-tanf-Fixpunktes angestrebt, um
die Unterschiede in den Ergebnissen fiir beide Fille herauszuarbeiten.

Ausgehend von den in Abschnitt 8.1 dargestellten Ergebnissen fiir die Bestimmung der al-
len Berechnungen zugrunde liegenden Symmetriebrechungsskala mg werden in Abschnitt 8.2
die Ergebnisse der Untersuchung der Moglichkeiten der elektroschwachen Symmetriebrechung
vorgenommen.

In Abschnitt 8.3 erfolgt die Darstellung der Auswertung der Bedingungen zur Beschrianktheit
des Potentials und zum Erhalt der Ladungs— und Farbsymmetrie, in Abschnitt 8.4 die Darstel-
lung der Ergebnisse fiir die Berechnung der Massen der Quarks und Leptonen und der Massen
des weich brechenden Sektors, wobei ein weiterer Schwerpunkt auf die Analyse der Masse des
leichtesten Higgs-Bosons gelegt wird, das mit dem Higgs-Boson des Standardmodells identifi-
ziert werden kann.

Nach diesem Kapitels wird in Kapitel 9 eine abschliefende Zusammenfassung der Auswertung
der Untersuchungen im Rahmen dieser Arbeit vorgenommen. Dabei werden die Einschrankun-
gen im Bereich des Raums der verbleibenden freien Parameter, 1o und m;,, vorgenommen.

Auch in diesem Kapitel wird aus Platzgriinden in Abbildungen und Formeln teilweise die an-
glikanische Bezeichnung der Bedingungen zur Beschrinktheit des Potentials und zum Erhalt
der Ladungs— und Farbsymmetrie, UFB- und CCB-Constraint, verwendet. Die Bezeichnungen
LTB und HTB beziehen sich, wie in der gesamten Arbeit, auf den low-tang— und high-tanSg-
Fixpunkt beziehungsweise auf die Evolution des low-tanf— und high-tanS-Fixpunktes und
sind vor allem an Abbildungen angebracht, um die dargestellten Ergebnisse leicht einem der
Fixpunkte zuordnen zu kénnen.
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8.1 Die Symmetriebrechungsskala mg

In diesem Abschnitt wird die Verteilung der Werte der Symmetriebrechungsskala mg in Ab-
héngigkeit von den zwei verbleibenden freien Parametern, yo und m, 5, dargestellt. Die Berech-
nungen von mg erfolgen mittels des in Abschnitt 7.2 geschilderten ,Iterativen Algorithmus®.

Es zeigt sich, dak die Skala mg im Fall der Evolution des high-tanS-Fixpunktes aufgrund
der Art der Berechnung der Skala mg aus den Massen und der zugrundeliegenden Massen der
skalaren Teilchen fiir den gesamten Bereich im Raum der freien Parameter po und m;/, den
Wert mg = mbey” annimmt. Die Skala mfy° stellt die niedrigste im Rahmen des Algorithmus

zugelassene Skala zur Symmetriebrechung dar. Es gilt somit
my ' ° = 5.16 (8.1)

fiir den gesamten Bereich im Raum der freien Parameter im Fall der Evolution des high—tans—
Fixpunktes.

- 1500 -750 0 750 1500
500F ‘ ‘ ‘

400f _—— \ 1400
/—/\’\.

5. 83
300 //\5_ - 1300
my/2 /_’\?48\5. 6
200} 5.3 1200
100} 1100
OF. ‘ ‘ ‘ 40
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H LTB

Abbildung 8.1: Verteilung der Werte der Symmetriebrechungsskala mg im Fall der Evolution
des low—tanfS-Fixpunktes, aufgetragen iiber den verbleibenden freien Parametern, po und
my /2. Der Wert schwankt zwischen ¢ = log mfg’;‘* ~5.15und t ~ 6.4 £ Q = 600 GeV. Im Fall
der Evolution des high-tang-Fixpunktes betrigt der Wert der Symmetriebrechungsskala fiir
den gesamten Bereich im Raum der freien Parameter ¢ = log mPole 5.15, die kleinste im

top
Zusammenhang mit dem Algorithmus zugelassene Skala.

Im Gegensatz dazu zeigt die Verteilung der Werte im Fall der Evolution des low-tanS-Fixpunktes
Bereiche, in denen sich der Wert der Skala oberhalb der niedrigsten erlaubten Brechungsskala

mfof’;e befindet. Die berechneten Werte liegen im Bereich

miTB € (5.16, 6.4) & Q = (mfg’;e, 600 Gev) , (8.2)
die Abbildung 8.1 zeigt die Werte von mg, aufgetragen iiber den verbleibenden freien Parame-
tern des weich brechenden MSSM, po und my 5.

Es soll in diesem Zusammenhang noch einmal darauf hingewiesen werden, dafs die Definition

von mf;’;e als niedrigste erlaubte Skala der Symmetriebrechung keine physikalische oder durch

die Theorie gegebene Einschrinkung dieser Untersuchungen oder des Modells an sich darstellt.
Die Setzung von mg:;e als Skala der Brechung der Supersymmetrie stellt in der Literatur [7,36]

eine weit verbreitete Wahl dar.
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Abbildung 8.2: Die Ergebnisse der
1500 Auswertung der Stationaritéitsbe-
dingungen: Die Verteilung der Mas-
se des Z-Bosons, aufgetragen iiber
dem Bereich der freien Parame-
ter po und my/, aus der Losung
der Gleichungen (8.5) mit positi-
ver Wurzel im Fall des high-tanf-
Fixpunktes. Fiir positive Massen-
quadrate ist die Wurzel des Mas-
senquadrates fiir negative Massen-
quadrate die GroRe —/|m?%| aufge-
1200 tragen. Der graue Keils stellt den
Bereich der freien Parameter dar,
in dem keine reellen Lésungen be-
rechnet werden kénnen. Die dickere
1100 graue Linie oberhalb des Keil ver-
deutlicht die Bereiche, in denen die
berechnete Masse des Z-Bosons in
der Nihe der experimentellen Vor-
10 gabe von myz = 91.187GeV liegt.
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Abbildung 8.3: Die Ergebnisse der
5007 1500  Auswertung der Stationaritéitsbe-
HTB dingungen: Die Verteilung der Wer-
tes des Parameters tanf, aufgetra-
gen iiber dem Bereich der freien Pa-
rameter po und myso aus der Lo-
sung der Gleichungen (8.5) mit posi-
Sl tanf ¢ R tiver Wurzel im Fall des high-tang3-
300! s %1200 Fixpunktes. Der graue Keil stellt
o wie in Abbildung 8.2 den Bereiche
my/o der freien Parameter dar, der kei-
ne reellen Losungen der Gleichungen
lo0g (8.5) erlaubt. Es kann feststellt wer-
den, daf der Bereich aus Abbildung
8.2, in dem positive Werte des Mas-
senquadrates des Z-Bosons vorlie-
100 gen, zu negativen Werten fiir tan 8
fihrt.
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Abbildung 8.4: Die Ergebnisse der
1500 Auswertung der Stationarititsbe-
dingungen: Die Verteilung der Mas-
se des Z-Bosons, aufgetragen iiber
dem Bereich der freien Parameter pg
und m; /5 aus der Losung der Glei-
chungen (8.5) mit negativer Wurzel
im Fall des high—tanf—Fixpunktes.
Fiir positive Massenquadrate ist die
Wurzel des Massenquadrates, fiir
negative Massenquadrate die Gro-
fe —4/|m%| Die weiteren Gegeben-
lo0p heiten verhalten sich wie im Fall
der Losung mit positiver Wurzel in
Abbildung 8.2. Im Fall des high—
tanf-Fixpunktes besteht qualitativ
1100 kein Unterschied zwischen den Lo-
sungen mit positiver und mit nega-
tiver Wurzel.
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Abbildung 8.5: Die Ergebnisse der
5007 1500  Auswertung der Stationaritéitsbe-
HTB dingungen: Die Verteilung der Wer-
te des Parameters tang, aufgetra-
gen iiber dem Bereich der freien Pa-
rameter po und mys aus der Lo-

" " R sung der Gleichungen (8.5) mit ne-
S anfi ¢ gativer Wurzel im Fall des high-

300} [f» 1300 tanf-Fixpunktes. Die weiteren Ge-
0,08

400 1400

gebenheiten verhalten sich wie im
Fall der Losung mit positiver Wurzel
in Abbildung 8.3. Wiederum kann
100 festgestellt werden, daf der Bereich
aus Abbildung 8.2, in dem positive
Werte des Massenquadrates des Z—
Bosons vorliegen, zu negativen Wer-
~~— 1100 ten fiir tan 8 fiihrt.
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0 500 1000 Abbildung 8.6: Die Ergebnisse der
1500 Auswertung der Stationaritéitsbe-
dingungen: Die Verteilung der Mas-
se des Z-Bosons, aufgetragen iiber
dem Bereich der freien Parameter g
und my/, aus der Losung der Glei-
chungen (8.5) mit positiver Wurzel
im Fall des low—tanf—Fixpunktes.
Die weiteren Gegebenheiten ent-
sprechen denen in Abbildung 8.2.
Man kann feststellen, daff diese Lo-
sung mit positiver Wurzel fiir den
1200 low-tanB-Fixpunkt qualitativ die-
selben Verhéltnisse aufzeigt, wie im
Fall des high—tanf-Fixpunktes; ver-
v gleiche Abbildung 8.2 und 8.4 und
100!} 6 m2Z <0 |100 Tabelle 8.1 fiir eine Ubersicht der
Ergebnisse.
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Abbildung 8.7: Die Ergebnisse der
1500  Auswertung der Stationaritéitsbe-
dingungen: Die Verteilung der Wer-
te des Parameters tan 3, aufgetra-
gen iiber dem Bereich der freien Pa-
rameter po und myso aus der Lo-
sung der Gleichungen (8.5) mit posi-
tiver Wurzel im Fall des low—tanfS—
Fixpunktes. Die weiteren Gegeben-
heiten entsprechen denen in Abbil-
dung 8.2. Man kann weiterhin fest-
stellen, daft wie in den Abbildungen
1200 8-3 und 8.5 in den Bereichen positi-
ver Losungen fiir die Masse des Z—
Bosons negative Werte fiir tan § vor-
liegen.
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Abbildung 8.8: Die Ergebnisse der
1500 Auswertung der Stationarititsbe-
dingungen: Die Verteilung der Mas-
se des Z-Bosons, aufgetragen iiber
dem Bereich der freien Parameter pg
und m; /5 aus der Losung der Glei-
chungen (8.5) mit negativer Wurzel
im Fall des low—tanf—-Fixpunktes.
Die weiteren Gegebenheiten ent-
sprechen denen in Abbildung 8.2.
Man kann in diesem Fall jedoch
einen qualitativen Unterschied hin-
190 sichtlich der Verteilung der Masse
des Z-Bosons erkennen. Unterhalb
des Keils des Bereiches nicht—reeller
Losungen befindet sich ein Bereich,
1100 der sowohl positive Massen des Z—
Bosons, als auch positive Werte des
Parameters tanf, vergleiche Abbil-
dung 8.9 unten, realisiert. Dieser
10 Bereich erfiillt weiterhin die Bedin-
0 500 1000 gung zur ,Destabiliserung des Ur-
Ko sprungs“ und stellt damit einen Be-
reich dar, in dem elektroschwache
Symmetriebrechung méglich ist.
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Abbildung 8.9: Die Ergebnisse der
1400  Auswertung der Stationaritiitsbe-
dingungen: Die Verteilung der Wer-
te des Parameters tanf3, aufgetragen
iiber dem Bereich der freien Para-
meter po und my o aus der Losung
der Gleichungen (8.5) mit negati-
ver Wurzel im Fall des low—tang-
Fixpunktes. Die weiteren Gegeben-
heiten entsprechen denen in Abbil-
dung 8.2. Im Unterschied zu allen
anderen Ldsungen kann aber festge-
1100 stellt werden, daf in diesem Fall Be-
reiche der freien Parameter vorlie-
gen, die sowohl positive Massen des
Z-Bosons, als auch positive Werte
10 des Parameters tan 3, vergleiche Ab-
bildung 8.8, realisieren.
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Abbildung 8.10: Darstellung der Bereiche, in denen die Bedingung zur ,,Destabilisierung des Minimums®
erfiillt ist (grau). Die Bedingung ist nach Abschnitt 2.3.2 genau dann erfiillt, wenn b2 > m? m3 gilt und lift
eine Aussage dariiber zu, ob am Ort des Ursprungs im Raum der Felder (H, = 0, H; = 0) ein Minimum
vorliegt. Trifft dies zu, so ist das Potential nicht in der Lage, die elektroschwache Symmetrie auf geeignete
Weise zu brechen. Fiir den high—tanS—Fixpunkt, linke Graphik, deckt sich dieser Bereich mit dem Bereich der
freien Parameter, der zu nicht—reellen Werten fiir das Massenquadrat des Z—Bosons und tang fiihrt; vergleiche
Abbildungen 8.2 bis 8.5. Fiir den low—tanf—Fixpunkt trifft der Bereich, in dem eine Destabilisierung des
Ursprungs vorliegt, im Fall der negativen Wurzel der Losung (8.5) mit dem Bereich der freien Parameter
zusammen, der zu positiven Werten fiir die Masse des Z-Bosons und des Parameters tang fiihrt; vergleiche
Abbildungen 8.8 und 8.9.

8.2 Elektroschwache Symmetriebrechung

Wie in den einfiihrenden Abschnitten, vergleiche Kapitel 2.3.1, angesprochen, erlaubt die Mi-
nimierung des durch (2.28) gegebenen skalaren Potentials V' des weich brechenden MSSM aus
den Stationaritdtsbedingungen die Berechnung der Masse, beziehungsweise des Massenquadra-
tes des Z-Bosons und des Wertes von tanf. Die sich ergebenden Werte werden iiber den ver-
bleibenden freien Parametern, po und m;/,, aufgetragen und kénnen mit den experimentellen
Vorgaben verglichen werden. Die Berechnung des Quadrates der Masse des Z—Bosons aus den
Stationaritidtsbedingungen kann wie auch die Berechnung von tanf zu negativen oder nicht—
reellen Werten fiihren. Es ist nicht moglich, aus negativen Massenquadraten auf befriedigenden
Weise einen Wert fiir die Masse des Z-Bosons zu berechnen.

Zusétzlich zur Auswertung der Stationaritdtsbedingung wird im skalaren Potential die Bedin-
gung 2.51 aus Abschnitt 2.3.2
b’ > m2m; (8.3)

untersucht. Diese wird als Bedingung zur , Destabilisierung des Ursprungs® bezeichnet und
erlaubt eine Aussage liber die M&glichkeit der elektroschwachen Symmetriebrechung, vergleiche
Abschnitt 2.3.2, indem er eine Bedingung dafiir angibt, daf im Ursprung des Raumes der Felder
(H, =0, H; = 0) kein lokales Minimum vorliegt, das eine Brechung der Symmetrie verhindern
wiirde.

Zur Durchfithrung der Minimierung des skalaren Potentials wird unter Vernachlissigung aller
Terme, die nicht mit den beiden Higgs-Dubletts in Verbindung stehen, nach allen Komponen-
ten der auftretenden Felder minimiert. Nach dem Ubergang zu Vakuumerwartungswerten der
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Higgs-Dubletts — nur die neutralen Komponenten erhalten von Null verschiedene Vakuumer-
wartungswerte v, und vy, — und einigen Umformungen, vergleiche Abschnitt 2.3.2, stellen die
Stationaritétsbedingungen

0 ' 0 !
= —V = A4
a0, V=0 und 90, V=0 (8.4)

Gleichungen in den Variablen m%, tanf3, u, b, m%; und m3; dar, die zur Berechnung von my
und tang nach

my = —|————t1| m
d Vmi —4b? i
2b
tanf = (8.5)
my £ /m3 —4b?

umgeformt werden kénnen. Zur Erinnerung: Es ist my = m? +m3 und miQ = | u|2 —i—m%{u ,- Die
Gleichungen (8.5) besitzen sowohl fiir die Evolution des high—tanS— als auch den low—tans—
Fixpunktes zwei Losungen, jeweils eine mit negativer und eine mit positiver Wurzel.

Hier soll noch einmal verdeutlicht werden, daf die Werte der Parameter p, b, m%,u und m%{d aus
den in Kapitel 6 beziehungsweise 6.2 berechneten Fixmannigfaltigkeiten beziehungsweise Fixli-
nien durch Auswertung an der Skala mg bestimmt werden. Durch eine Wahl der verbleibenden
freien Parameter der Theorie, o und m; o, sind die Parameter durch die Fixmannigfaltigkeiten
an jeder Skala des physikalischen Giiltigkeitsbereiches der Renormierungsgruppengleichungen
vollsténdig festgelegt.

8.2.1 Losungen fiir die Evolution des high—tanS—Fixpunktes

Die Abbildungen 8.2 und 8.3 stellen die Lésung mit positiver Wurzel, die Abbildungen 8.4 und
8.5 die Losungen mit negativer Wurzel im Fall der Evolution des high—tanS-Fixpunktes dar.
In den Bereichen, in denen sich ein negatives Massenquadrat fiir das Z—Boson ergibt, wird hier,
wie in allen nachfolgenden Abbildungen, die GroRe —/|m?%| aufgetragen.

Beide Lésungen fiihren zu anndhernd identischen Verhéltnissen beim Auftragen der Masse
des Z-Bosons und des Wertes von tan/3 iiber den freien Parametern. Die grauen keilférmigen
Bereiche kennzeichnen die Bereiche der freien Parameter, in denen es nicht moglich ist, reelle
Werte fiir das Massenquadrat des Z-Bosons und tanf zu berechnen. Es gilt mi < 4b% und man
erhilt negative Radikanten in den Losungen (8.5).

Die angedeutete dickere graue Linie oberhalb der angesprochenen Bereiche nicht-reeller Losun-
gen stellt die Bereiche der freien Parameter dar, in denen sich Massen des Z-Bosons ergeben,
die den experimentellen Vorgaben von mz = 91.187 GeV niherungsweise entsprechen. In der
Zusammenfassung der Ergebnisse in Kapitel 9 sind in den dort enthaltenen Abbildungen 9.1
und 9.2 diese Bereiche genauer gekennzeichnet.

Sowohl fiir die Losung mit negativer Wurzel, als auch fiir die Losung mit positiver Wurzel 14t
sich erkennen, daf in den Bereichen positiver Massenquadrate des Z-Bosons negative Werte
fiir tanf vorliegen. Weiterhin bewegen sich die Werte von tanf in Bereichen bis ~ 16 im Fall
der negativen Wurzel, vergleiche Abbildung 8.5, und bis & 0.2 im Fall der positiven Wurzel,
vergleiche Abbildung 8.3.
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Weiterhin zeigt die Abbildung 8.10 die Bereiche im Raum der freien Parameter, in denen die
Bedingung zur ,,Destabilisierung des Ursprungs® b*> > m2ms3 erfiillt ist, als graue Flichen. Hier
zeigt sich im Fall der Evolution des high-tan8-Fixpunktes, linke Graphik, dak diese Bedingung
nur in dem Bereich erfiillt ist, der ausschlieflich nicht-reelle Losungen liefert.

8.2.2 Losungen fiir die Evolution des low—tanS—-Fixpunktes

Die Abbildungen 8.2 und 8.3 stellen die Lésung mit positiver Wurzel, die Abbildungen 8.4 und
8.5 die Losungen mit negativer Wurzel im Fall der Evolution des low—tan/-Fixpunktes dar. Die
Lésung mit positiver Wurzel zeigt qualitativ das gleiche Verhalten wie die Lésungen im Fall der
Evolution des high-tanS-Fixpunktes. In den Bereichen der verbleibenden freien Parameter, u
und my /9, die positive Losungen fiir das Massenquadrat des Z—Bosons liefern, ist der Parameter
tanf negativ und nimmt Werte bis zu tanf = 0.17 an.

Im Fall der negativen Losung (siehe Abbildungen 8.4 und 8.5) stellt sich ein qualitativ anderes
Verhalten dar. Unterhalb des Bereiches nicht-reeller Losungen — in den Abbildungen wieder-
um als grauer Keil eingezeichnet — befindet sich ein Bereich von Losungen, die sowohl fiir das
Massenquadrat des Z—Bosons als auch fiir den Parameter tang positive Werte liefern. Dieser Be-
reich liegt weiterhin innerhalb des Bereiches der verbleibenden freien Parameter, po und my s,
die in der Lage sind, eine Destabilisierung des Minimums, vergleiche Abbildung 8.10, vorherzu-
sagen. Fiir diesen Fall ist somit die radiative elektroschwache Symmetriebrechung méglich, und
es konnen geeignete Werte fiir die Masse des Z-Bosons und den Parameter tang vorhergesagt
werden. Die Werte von tang liegen in diesem Bereich bis tanf = 5.

8.2.3 Vergleich des low—tanB— und des high—tanS—-Fixpunktes

In diesem Abschnitt sollen die in den letzten beiden Abschnitten geschilderten Verhéltnisse fiir
die Evolution des low-tan/— und des high—tanS-Fixpunktes noch einmal niher betrachtet und
dabei miteinander verglichen werden. Es wird sich zeigen, daf die Struktur der Fixmannigfal-
tigkeiten der Renormierungsgruppengleichungen des weich brechenden MSSM eine Begriindung
fiir die vorliegenden Ergebnisse, die Md&glichkeit der elektroschwachen Symmetriebrechung im
Fall der Evolution des low-tanS-Fixpunktes und das Miflingen im Fall der Evolution des high—
tanfS—Fixpunktes, liefern kann.

Als Ausgangspunkt wird gefordert, daf das Massenquadrat des Z-Bosons, der Wert von tang
(8.5) und die Bedingung zur , Destabilisierung des Ursprungs®, b* > m? - m3, gleichzeitig groRer
Null beziehungsweise erfiillt sein sollen. Es werden nun einige Abschéitzungen vorgenommen,
die auf der Transformation (6.3), beziehungsweise deren inverser Transformation beruhen und
eine Beziehung zwischen den Kopplungen und den transformierten Kopplungen, das heifit Ver-
héltnissen der Kopplungen, herstellen. Die Werte der transformierten Kopplungen konnen aus
den Abbildungen 6.2 und 6.1 an der Skala Q ~ m}s° abgelesen und mittels der inversen Trans-
formation in Werte der Kopplungen umgerechnet werden.
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high—tang-Fixpunkt low-tanS-Fixpunkt
bR = M; p plR bR = M; p plR
ot ~ 0.38 Pt &~ 0.12
pir ~ 0.665 g pr ~ 0.735 pg
mhy, = M; pi, my, = M3 P,
mi, = M3 i} mi, = M3 ol
P~ —0.36 ph ~ —0.34 | pif = —045 pif ~0.12

In den Transformationen (6.3) wurde die Grofe M; gegeniiber Mz vernachlissigt, was im IR~
Bereich eine berechtigte Annahme darstellt, da g3 >> ¢; gilt. Weiterhin kann der Wert von Mj;
in Abhéngigkeit von der unifizierenden Gaugino-Masse m , einem der beiden freien Parameter
des weich brechenden MSSM, durch Analyse der Verteilung der Werte von Mj iiber den freien
Parametern zu M3 ~ 12/5 - my/ abgeschitzt werden. Setzt man diese Abschitzungen der
Werte der Parameter beziehungsweise Kopplungen im IR—Bereich in den Ausdruck fiir das
Massenquadrat des Z-Bosons, den Ausdruck fiir tang — in beiden Féllen soll die negative
Wurzel verwendet werden — und die Bedingung zur ,,Destabilisierung des Ursprungs® ein, so
erhélt man deren Werte in Abhingigkeit von den verbleibenden freien Parametern der Theorie,
po und myo.

Es fallt auf, dal die Werte des Higgs—Massen—Parameters qud fiir die Evolution des high-tan3—
und des low-tanS-Fixpunktes verschiedene Vorzeichen besitzen. Dies wird sich als ausschlag-
gebend zur Entscheidung iiber die Moglichkeit der elektroschwachen Symmetriebrechung her-
ausstellen. Dazu werden wie angefiihrt simtliche Abschétzungen bis auf den Wert von py, in
den Ausdruck fiir das Massenquadrat des Z-Bosons, den Ausdruck fiir tan/ und die Bedingung
zur ,,Destabilisierung des Urspungs® eingesetzt und die sich aus den Forderungen

m% >0 tanf>0 b’ —mimi>0 (8.6)

ergebenden Ungleichheiten fiir exemplarische Werte der freien Parameter 1o und my /5 nach pg,
aufgelost. Fiir die Werte der verbleibenden freien Parameter werden beispielhaft folgende drei
Wahlen getroffen:

i) Fir die Evolution des low—tanfS—Fixpunktes soll po = 750 und m; /2 = 300 gelten. Diese
Kombination der freien Parameter liegt nach Abbildung 8.8 und 8.9 in dem Bereich, in dem
elektroschwache Symmetriebrechung méoglich ist und sowohl m?% als auch tanf3 positive Werte
besitzen; vergleiche auch Bereich III in Abbildung 9.1.

Man erhilt so folgende Ungleichheiten fiir den Wert von pp,

m% >0 <= pg, € (=0.75, —0.57) V py, > —0.25
tang >0 < pm, > —0.25

b’ >mimi — pu, > —0.75
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die simultan mit dem Wert von pgz ~ 0.12 erfiillt werden. Dies steht in Ubereinstimmung
mit den Ergebnissen der Untersuchungen der elektroschwachen Symmetriebrechung im Fall der
Evolution des low-tanfS-Fixpunktes; vergleiche Abbildung 9.1.

ii) Fiir die Evolution des high-tanS-Fixpunktes soll zum einen po = 1250 und m;/, = 200
gelten. Diese Kombination der verbleibenden freien Parameter liegt nach Abbildung 8.4 und
8.5 in dem Bereich, in dem m% < 0 und tang > 0 gilt und die Bedingung zur ,,Destabilisierung
des Ursprungs“ nicht erfiillt ist; vergleiche auch Bereich II in Abbildung 9.2.

Man erhélt in diesem Fall folgende Ungleichheiten fiir den Wert von pg,:

my >0 <= pg, <—695V py, > —2.83
tanf >0 <= pr, > —4.32

b’ >mimi pr, < —2.83

Diese Ungleichheiten sind nicht simultan erfiillbar.

iii) Fiir die Evolution des high-tanS-Fixpunktes soll als weiteres Beispiel o = 500 und
myo = 400 gelten. Diese Kombination der verbleibenden freien Parameter liegt nach Abbil-
dung 8.4 und 8.5 in dem Bereich, in dem m% > 0 und tanf8 < 0 gilt und die Bedingung zur
,Destabilisierung des Ursprungs” nicht erfiillt ist; vergleiche auch Bereich I in Abbildung 9.2.

Man erhélt in diesem Fall folgende Ungleichheiten fiir den Wert von pg,:

my >0 < pg, >038
tan3 >0 <<= pg, > 0.38

¥ >mimi < pg,>—0.19

Diese Ungleichheiten sind mit dem Wert von pgz = —0.34 nicht simultan erfiillt.

Zusammenfassend léft sich folgende Aussage treffen: Der negative Wert des transformierten
Parameters pp,, dem Verhéltnis aus dem Higgs-Massen-Parameter m%,d und den Gaugino-
Massen—Parametern, siehe (6.3), und der sich daraus durch die inverse Transformation erge-
bende negative Wert von m%{d verhindern im Fall der Evolution des high-tans-Fixpunktes
die Moglichkeit der elektroschwachen Symmetriebrechung, da sowohl die Werte von m?% und
tan/ jeweils verschiedene Vorzeichen besitzen, als auch die Bedingung zur ,,Destabilisierung
des Ursprungs” nicht erfiillt ist. Dabei ist der negative Wert des Parameters py, im IR-Bereich
eine Folge des negativen Fixpunktes im Grenzwert der Polstelle der Eichkopplung der starken
Wechselwirkung gs; vergleiche Tabelle 6.3.

Im Fall der Evolution des low-tang-Fixpunktes besitzt der Parameter py, einen positiven
Fixpunkt und daraus folgend auch einen positiven Wert im IR-Bereich, womit er in der Lage
ist, die oben aufgefiihrten Bedingungen simultan zu erfiillen.

In der Literatur wird als Begriindung fiir den Erfolg des low-tang-Fixpunktes der negative Wert
des Higgs-Massen-Parameters m3, als Folge einer grofen Yukawa Kopplung des Topquarks
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herangezogen. Dies behilt natiirlich im Licht der hier unternommenen Betrachtungen seine
Richtigkeit, jedoch konnte dariiber hinaus auf der Ebene von Fixmannigfaltigkeiten gezeigt
werden, daf der Wert eines Higgs—Massen—Parameters immer dann kleiner als Null ist, wenn
ihm eine grofe Yukawa—Kopplung gegeniibersteht, da er in diesem Fall einen Infrarot-Fixpunkt
besitzt, der im Negativen liegt. Der Ausschlag gebenden Punkt ist daher nicht die grofte Masse
beziehungsweise Yukawa—Kopplung des Topquarks, sondern die von Null verschiedene Yukawa—
Kopplung des Bottomquarks im Fall der Evolution des high—tanf-Fixpunktes, die iiber den
Infrarot—Fixpunkt zu einem negativen Wert fiir m?% , fihrt. Es ist allgemein anerkannt, das
verschiedene Vorzeichen bei den beiden Higgs-Massen—Parametern die elektroschwache Sym-
metriebrechung begiinstigt.

Sofern die Yukawa-Kopplung des Bottomquarks von Null verschieden ist, gerdt die Renormie-
rungsgruppenevolution in den Einflufbereich des in allen Komponenten infrarot—attraktiven
high—tanS-Fixpunktes. Um trotzdem eine kleine Yukawa—Kopplung fiir das Bottomquark zu
erhalten, und damit weiterhin die Mdoglichkeit zur elektroschwachen Symmetriebrechung zur
Verfiigung zu haben, muf der entsprechende Anfangswert im UV-Bereich sorgfiltig angepaifst
werden, man spricht von sogenannter Feineinstellung (fine—tuning) [51]. Dies steht natiirlich im
krassen Widerspruch zu dem Gedanken, Unabhingigkeit von den Anfangswerten zu erzielen.
Statt dessen werden ein oder mehrere besonders genau anzupassende weitere freie Parameter in
das Modell eingefiigt. Trotz der Feineinstellung liegt weiterhin der negative Fixpunkt fiir den
Higgs-Massen—Parameter im IR-Bereich vor, der qud in den Bereich negativer Werte zieht.

negative Wurzel

positive Wurzel

m?% > 0, tanf < 0 und

m2 > 0, tan3 < 0 und

b2 # m? m2 b? # m?m2
. y J
high-tan{ keine geeignete keine geeignete
Symmetriebrechung; Symmetriebrechung;
(Abb. 8.4, 8.5) (Abb. 8.2, 8.3)
m?2 > 0, tanf > 0 und m?2 > 0, tan3 < 0 und
b > m? m?2 b # m?m2
3 Y 4
low-tan Symmetriebrechung keine geeignete
moglich; Symmetriebrechung;
(Abb. 8.8, 8.9) (Abb. 8.6, 8.7)

Tabelle 8.1: Ubersicht der qualitativen Verhltnisse bei der Untersuchung der elektroschwachen
Symmetriebrechung fiir die Losungen mit positiver und negativer Wurzel fiir die Evolution des
low—tanf— und des high—tang-Fixpunktes bei der Berechnung der Masse des Z-Bosons und des
Wertes des Parameters tan8 nach (8.5) mit Beschrankung auf die Bereiche der verbleibenden freien
freien Parameter, po und my /5, in denen das Massenquadrat des Z—Bosons positive Werte annimmt.

Auf die Implikation der Vorhersage der Moglichkeit der elektroschwachen Symmetriebrechung
fiir die Evolution des low—tanf— und des high—tanf-Fixpunktes wird abschlieffend noch einmal
in Kapitel 9 eingegangen. Die Tabelle 8.1 zeigt die in diesem Abschnitt herausgearbeiteten quali-
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tativen Verhéltnisse fiir die Ergebnisse der Berechnung der Masse des Z-Bosons und des Wertes
des Parameters tan/3 aus den Stationaritdtsbedingungen (8.5) noch einmal im Zusammenhang.

8.3 Die Bedingungen zur Beschranktheit und zum Erhalt
der Ladung und Farbe

In diesem Abschnitt werden die Bedingungen zur Beschranktheit des Potentials und zum Erhalt
der Ladungs— und Farbsymmetrie ausgewertet. Ist eine dieser Bedingungen nicht erfiillt ;so
kann die radiative spontane Symmetriebrechung nicht stattfinden. In Abschnitt 4.3 wurden die
Grundlagen, in Abschnitt 7.4 die Konkretisierung hinsichtlich des Algorithmus beziehungsweise
der im Rahmen dieser Arbeit unternommenen Untersuchungen dargestellt. Die Ergebnisse der
Auswertung der Bedingungen sind zusammenfassend in Tabelle 8.2 dargestellt.

Auch sei hier noch einmal erwidhnt, daf durch die in Kapitel 6 bestimmten Fixmannigfaltig-
keiten der Renormierungsgruppengleichungen des weich brechenden MSSM eine Untersuchung
der Vorhersagen des weich brechenden MSSM in Abhéngigkeit von nur noch zwei verbleibenden
freien Parametern vorgenommen werden konnte. Nimmt man eine Wahl dieser Parameter vor,
so sind die Werte der gesamten Parameter des MSSM unter Einbeziehung des weich brechen-
den Sektors fiir den gesamten physikalischen Giiltigkeitsbereich der Renormierungsgruppen-
gleichungen zwischen der UV— und der IR-Skala vollstindig festgelegt. Dariiber hinaus findet
bei der Untersuchung der Bedingungen nicht nur eine Bestimmung der Werte der Parameter an
einer Skala sondern auch eine Einbeziehung der Renormierungsgruppenevolution der Parame-
ter im gesamten physikalischen Giiltigkeitsbereich der Renormierungsgruppengleichungen des
weich brechenden MSSM von der UV—-Skala bis zur IR-Skala statt. Es kann somit davon aus-
gegangen werden, daf die betrachteten Bedingungen entweder fiir den gesamten physikalischen
Evolutionsbereich erfiillt beziehungsweise fiir den gesamten physikalischen Evolutionsbereich
nicht erfiillt sind.

Die Abbildungen 8.11 und 8.12 zeigen die zusammenfassende Darstellung der Bedingungen fiir
die Evolution des low-tanS— beziehungsweise des high-tanS-Fixpunktes. Die eingezeichneten
Linien zeigen die Grenzen zwischen den Bereichen der verbleibenden freien Parameter, o und
my 9, fiir die die jeweilige Bedingung erfiillt beziehungsweise nicht erfiillt ist. Der graue Bereich
zeigt den Bereich der verbleibenden freien Parameter, 119 und my o, fiir den alle abgebildeten Be-
dingungen erfiillt sind. Im Fall der Evolution des low-tanfS-Fixpunktes wird dieser Bereich fiir
positive und negative Werte des freien Parameters po durch die erste Bedingung zur Beschrankt-
heit des Potentials, vergleiche Abschnitt 7.4.1, im Fall der Evolution des high—tan/S—Fixpunktes
wird der Bereich durch die zweite Bedingung zur Beschrianktheit des Potentials, vergleiche Ab-
schnitt 7.4.2, bestimmt. Die Grenzen, die durch diese Bedingung gegeben sind, unterscheiden
sich jedoch kaum von den Grenzen, die durch die erste Bedingung zur Beschrénktheit des
Potentials gegeben sind.

Sowohl fiir die Evolution des low-tans— als auch fiir die Evolution des high-tang-Fixpunktes
schranken alle anderen Bedingungen den Bereich der verbleibenden freien Parameter, pg und
my 2, weniger ein als die erste beziehungsweise zweite Bedingung zur Beschranktheit des Po-
tentials. Dies schliefit auch die Bedingungen zum Erhalt der Ladungs— und Farbsymmetrie aus
Abschnitt 7.4.4, das heifit die Bedingungen fiir den Top—, den Bottom— und den Tau-Fall ein.
Sie stellen somit ,,schwéchere” Bedingungen dar.
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Abbildung 8.11: Auswertung der Bedingungen zur Beschrinktheit des Potentials und zum Er-
halt der Ladungs— und Farbsymmetrie fiir den low—tanfS-Fixpunkt. Die eingezeichneten Linien
entsprechen den Grenzen zwischen den Bereichen der freien Parameter po und m, o, fiir die
die jeweilige Bedingung erfiillt beziehungsweise nicht erfiillt ist. Der graue Bereich kennzeichnet
den Bereich der freien Parameter, fiir den alle abgebildeten Bedingungen erfiillt sind. Dieser
wird von der ersten Bedingung bestimmt. Die Tabelle 8.2 zeigt die Steigungen der eingezeichne-
ten Grenzen und die Ergebnisse der Bedingungen im Zusammenhang. Die Grenzen der dritten
Bedingung sind nicht mit eingezeichnet. Fiir diesen wird im Fall des low-tanS-Fixpuntes eine
analytische Abschéitzung vorgenommen; sieche Text Abschnitt 8.3.
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Abbildung 8.12: Auswertung der Bedingungen zur Beschranktheit des Potentials und zum Er-
halt der Ladungs— und Farbsymmetrie fiir den high—tang—Fixpunkt. Es gilt das oben fiir Abbil-
dung 8.11 Gesagte. Der graue Bereich wird in diesem Fall von der zweiten Bedingung bestimmt.
Die Tabelle 8.2 zeigt die Steigungen der eingezeichneten Grenzen und die Ergebnisse der Bedin-
gungen im Zusammenhang. Die Grenzen der dritten Bedingung sind nicht mit eingezeichnet.
Diese ist fiir fiir den Tau—Fall fiir alle freien Parameter erfiillt, fiir den Bottom—Fall jedoch fiir
alle freien Parameter nicht erfiillt. Eine minimale rechtfertigbare Modifikation des Integrati-
onsintervalls fiihrt jedoch dazu, dafs diese Bedingung auch fiir den Bottom—Fall fiir alle freien
Parameter erfiillt ist; vergleiche Abschnitt 8.3.1.
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low—tanS-Fixpunkt high-tan/s-Fixpunkt
UFB-1 fo < 0:myjy S =5 g po < 0:majz $ —% pio
po > 0:myjs S %Mo po > 0:mypp S %“0

bestimmende Bedingung

UFB 2 fo < 0:myjy S —2 pig po < 0:majz $ —% pio
/J,0>02m1/2§%,u0 p0>02m1/25%/~50

bestimmende Bedingung

UFB-3-b fiir kein (j19, my o) erfiillt yanalytisch®
(fiir alle bei Anpassung der
Integrationsgrenzen; siehe Text)

UFB-3-tau fiir alle (pg, my o) erfiillt yanalytisch®
CCB-t po < 0:myjm S —gﬂo po < 0:mipp S _%?/ Ko
po > 0:majs S 3 o po > 0:mus S 32 o
CCB-b fiir alle (o, my 2) erfiillt o < 0:mypp S —2 g
po > 0:myjs S 28_5,Uo
CCB-tau po < 0:myjp S —glﬁo po < 0:myjs S _% Ho
to > 0:mye S gﬂo po > 0:mipp S %/“‘0

Tabelle 8.2: Ergebnisse der Untersuchungen der Bedingungen zur Beschrénktheit des Potentials und
zum Erhalt der Ladungs— und Farbsymmetrie im Zusammenhang. Die angegebenen Steigungen in
den Beziehungen zwischen den verbleibenden freien Parametern, po und m; /o, entsprechen den in
den Abbildungen 8.11 und 8.12 eingezeichneten Grenzen der Bereiche der freien Parameter, fiir die
die jeweilige Bedingung erfiillt beziehungsweise nicht erfiillt ist.
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8.3.1 Die dritte Bedingung zur Beschrianktheit des Potentials

Ein Ausnahme bildet die dritte Bedingung zur Beschranktheit des Potentials (UFB-3—constraint).
Die Untersuchung dieser Bedingung ist, vergleiche Abschnitt 7.4.3, in zwei Teile unterteilt: Die
Untersuchung des Bottom—Falles und die Untersuchung des Tau-Falles. Sowohl fiir die Evo-
lution des low-tanS— als auch die des high-tang-Fixpunkt fiihrt die Analyse im Rahmen des
Algorithmus zu Einschrankungen.

Eine Untersuchung im Rahmen der Evolution des low-tanS-Fixpunktes ist fiir den Bottom—
und den Tau-Fall nicht moglich, da im Potential Vypg_3 Terme auftreten, die Inverse der
Yukawa—Kopplungen des Tauleptons beziehungsweise Bottomquarks enthalten.

1

VurB—3 o ) VurB—3 o 5 (8-7)
yb,T yb,'r

Man kann jedoch annehmen, daf diese Abhéingigkeit im Grenzwert y, , — 0 zu folgender
Abschétzung fiir den Wert von Vypgp_3

VUFB73 — 0 fir Yo, r — 0 (88)

fiihrt, und Vypp_3 damit in jedem Fall grofer als Viea—min ist und die dritte Bedingung zur
Beschrénktheit des Potentials fiir die Evolution des low—tanS—Fixpunktes sowohl im Tau—Fall
als auch im Bottom—Fall im Grenzwert als erfiillt angesehen werden kann.

Fiir die Evolution des high-tang-Fixpunktes ergibt die Untersuchung des Tau-Falls eine Er-
fiillung der dritten Bedingung zur Beschrianktheit des Potentials fiir den gesamten Bereich im
Raum der verbleibenden freien Parameter o und m 5. Die Untersuchung des Bottom—Falls er-
gibt jedoch ein genau entgegengesetztes Bild. Die dritte Bedingung ist fiir den gesamten Bereich
im Raum der verbleibenden freien Parameter pio und my/, nicht erfiillt, womit das Potential
nicht nach unten beschrinkt ist. Dieser Umstand soll nun etwas genauer untersucht werden.

Die Untersuchung des Bottom-Falles der dritten Bedingung zur Beschrénktheit des Potentials
ist nach Abschnitt 4.3 und 7.4 in zwei Teile unterteilt. Zum einen muf die Bedingung fiir Werte
unterhalb eines ausgezeichneten Wertes des Feldes H, (7.31)

2 4mZ
H,® = H o _ Iul (8.9)

—* dy; gl +9d 2w

erfiillt sein, wobei das Potential in diesem Fall durch

2
2 (mZ%
byu 2yl ( Q)

gegeben ist. Oberhalb des Wertes (8.9) ist das Potential durch

,0 I
Vi = (=) 1Ha L ()
173, 2 2, | ’
—| = H, — |H, A1
+ 5 (Baea) (me+2m (8.11)

gegeben. Es hat sich gezeigt, daf die Bedingung oberhalb ﬂ(”) mit Vé’;gg keine Probleme
verursacht und fiir alle moglichen Werte der verbleibenden freien Parameter po und my , erfiillt



146 Kapitel 8. Darstellung und Auswertung der Ergebnisse

wird. Unterhalb H,® verliuft die Integration (7.34) vom Wert Null bis H,®. Fiir H,*) = 0

liest sich das Potential V2% , als

2
2 <m2~)

V(bau)_ e —Q , (812)
=TT g

da nur der konstante Anteil verbleibt. In diesem Fall ist das Potential aufgrund des Wertes

von (m%)2 = (M3 ,05)2 tiefer als Vieal_min, und die Integration (7.34) liefert einen von Null

verschiedenen Wert. Die Bedingung ist nicht erfiillt.

Schlieft man in (7.34) jedoch den Wert Null aus, indem die untere Integrationsgrenze zum
Beispiel auf 1 gesetzt wird, so zeigt sich, daf der Einfluf des Feldes H, und der in Vé%g)_:_;
auftretenden Parameter den Wert des Potentials iiber den des Potentials Viea—_min hebt. Die

Bedingung ist erfiillt.

Die Tabelle 8.2 zeigt die Ergebnisse der Untersuchung der Bedingungen zur Beschrinktheit
des Potentials und der Erhaltung der Ladungs— und Farbsymmetrie noch einmal im Zusam-
menhang. Die in der Tabelle eingetragenen Steigungen in den Beziehungen zwischen den freien
Parametern 9 und my/, entsprechen den Steigungen der in den Abbildungen 8.11 und 8.12
eingezeichneten Grenzen zwischen den Bereichen im Raum der verbleibenden freien Parameter
po und my s, in denen eine jeweilige Bedingung erfiillt beziehungsweise nicht erfiillt ist.

8.4 Die Bestimmung der Massen

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der Bestimmung der Massen der Quarks und Lep-
tonen und der Teilchen des weich brechenden Sektors des MSSM vorgestellt. Dabei werden die
Massen wiederum in Abhéngigkeit der zwei verbleibenden freien Parameter po und my /o, des
weich brechenden MSSM bestimmt.

Der Abschnitt 8.4.1 stellt die Massen der des Top— und Bottomquarks und des Tauleptons
dar, Abschnitt 8.4.2 die Massen des weich brechenden Sektors, die Massen der Charginos,
Neutralinos, der Gluonen und die skalaren Massen mg wobei die Groke ¢, durch Q, L, t, b
oder T gegeben ist.

8.4.1 Die Massen der Quarks und Leptonen

In diesem Abschnitt soll auf die Massen der Quarks und Leptonen, das heifst die Massen des
Topquarks, des Bottomquarks und des Tauleptons, eingegangen werden. Dabei handelt es sich
um die Fermionen der dritten schwersten Familie des Standardmodells. Die Massen der Fer-
mionen der ersten beiden Familien werden in den Betrachtungen im Rahmen dieser Arbeit
vernachléssigt, was eine physikalisch sinnvolle Naherung darstellt, da die entsprechenden Mas-
sen wesentlich kleiner sind als die Massen der Fermionen der dritten Familie.

Da die Evolution der fiir die Berechnung der Massen der Fermionen herangezogenen Yukawa—
Kopplungen v, y, und y, auch in Zweischleifen—Nadherung nur von den Eichkopplungen abhéngt
kann der Eich—Yukawa—Sektor als selbstédndiger Untersektor des vollstindigen Sektors des weich
brechenden MSSM angesehen werden. Vergleiche dazu Abschnitt 6.1 und darin Tabelle 6.2. So
héngen die Massen der Fermionen nicht von den verbleibenden freien Parametern, po und
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my /2, des weich brechenden MSSM ab. Da jedoch die Yukawa-Kopplungen auch im Bereich
des Standardmodells der Renormierungsgruppenevolution unterworfen sind, hat die Wahl der
Symmetriebrechungsskala einen Einflufl auf die Massen der Fermionen. Generell gilt: Je hoher
die Symmetriebrechungsskala liegt, desto grofer wird die Masse des Topquarks [9].

In Abschnitt 7.2 wurde dargestellt, daf die Skala der Symmetriebrechung mg fiir die Evolution
des high-tanfs-Fixpunktes fiir alle betrachteten Werte der verbleibenden freien Parameter auf
der Skala mf;’;e liegt. Aus diesem Grund erhilt man im Fall der Evolution des high-tanS—
Fixpunktes keine Variation der Massen der Fermionen und des Wertes von tanf iiber den
gesamten Bereich der freien Parameter. Zur Erinnerung: Im Fall der Evolution des high-tang-
Fixpunktes wird der Wert des Parameters tanf durch Vergleich der Yukawa—Kopplung des
Tauleptons aus der Renormierungsgruppenevolution aus dem UV-Bereich mit der aus der Masse
des Tauleptons und mittels Renormierungsgruppenevolution im Standardmodell aus dem IR~

Bereich (bottom—up) aus der Beziehung
v (Q = miy) = w2 (Q = mi5ye) - cosp (8.13)

berechnet. Die Masse des Tauleptons betragt m, = 1.7771 GeV. Fiir die Massen des Top— und
Bottomquarks und den Wert des Parameters tan erhélt man so

mpo? ~180GeV  m, ~4GeV  m, =17771GeV  (beitans = 60) (8.14)

fiir den gesamten Bereich im Raum der verbleibenden freien Parameter, po und m; 3, was in
sehr guter Ubereinstimmung mit experimentellen Werten [41] von

mEo ~ 173.843.5+3.9GeV Ty~ 4.3GeV  mm, = L7771 CGeV (8.15)

steht. Die Masse des Tauleptons wird zur Berechnung des Wertes von tanf verwendet, da die
Masse des Tauleptons innerhalb der dritten Fermionen-Familie am genauesten bestimmt ist.

Im Fall der Evolution des low-tang-Fixpunktes gestaltet sich die Berechnung der Massen der
Fermionen der dritten Familie etwas schwieriger. Die Massen des Bottomquarks und des Tau-
leptons sind von vornherein Null, da ihre Yukawa-Kopplungen jeweils auch den Wert Null
besitzen. Aus diesem Grund l&ft sich die Masse des Tauleptons nicht zur Berechnung des Wer-
tes des Parameters tanf verwenden, da die Beziehung (8.13) M = 0 ergibt, beziehungsweise
eine Division durch Null auftreten wiirde.

Die Berechnung des Wertes fiir tan wird aus diesem Grund auf Basis der Masse des Topquarks,
des einzigen Fermions der dritten Familie mit nicht—verschwindender Masse, analog zum ge-
schilderten Vorgehen im Fall der Evolution des high—tanS-Fixpunktes unter Verwendung des
Tauleptons vorgenommen.

Abbildung 8.13 zeigt die Verteilung der Werte von tanf fiir die Evolution des low-tanS—
Fixpunktes iiber den verbleibenden freien Parametern, po und my/,. Da wie im Fall der Evo-
lution des high-tang-Fixpunktes auch in diesem Fall die Renormierungsgruppenevolution der
Yukawa-Kopplungen nur von den Eichkopplungen abhéngt, ist der Wert der Yukawa-Kopplung
wiederum nicht von den freien Parametern po und m, o abhéngig. Da wie angesprochen die Mas-
sen der Fermionen jedoch iiber die Werte der Yukawa—Kopplungen zusétzlich von der Linge
des Evolutionsweges im Standardmodell und somit von der Lage der Symmetriebrechungsskala
mg abhéngen, dndert sich der Wert von tanf im Fall der Evolution des low-tanS-Fixpunktes
geringfiigig mit den Werten von o und m; ;. Aus diesem Grund besteht auch eine rein , form-
hafte“ Ahnlichkeit zwischen der Verteilung der Werte von tan/3, Abbildung 8.13, und der Werte
der Symmetriebrechungsskala, Abbildung 8.1.
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Abbildung 8.13: Verteilung der Werte des Parameters tang fiir die Evolution des low—
tanf—Fixpunktes iiber den verbleibenden freien Parametern, po und my /5, des weich
brechenden MSSM. Die Berechnung von tang erfolgt in diesem Fall aus dem Vergleich
der Pol-Masse des Topquarks mit der Yukawa—-Kopplung des Topquarks, die sich
durch die Auswertung der Fixmannigfaltigkeiten beziehungsweise der in Abschnitt
6.2 bestimmten Fixlinien an der Skala mg ergibt.

Weiterhin kann folgende, in erster Naherung von der Brechungsskala unabhéngige Beziehung
fiir die Masse des Topquarks durch

Yiop (Ms) = y>M sinf ~ 1.06 sinf3 (8.16)
und damit bei nicht allzu langem Evolutionsweg im Standardmodell
pole v 1,06 1.04 - sinB ~ 192GeV - sin (8.17)

V2

angegeben werden. Der Faktor 1.04 in obiger Gleichung riihrt von der Pol-Massen—Korrektur,
vergleiche Abschnitt 2.4.1, her. Diese betrdgt in guter Ndherung 4%. Dieses Ergebnis steht in
guter Ubereinstimmung mit den Vorhersagen der Masse des Topquarks in der Literatur [1-4|.

Entnimmt man aus den Abbildungen 8.8 und 8.9 die Werte von tang fiir den Bereich im Raum
der verbleibenden freien Parameter, po und m; e, der positive Werte fiir das Massenquadrat
des Z-Bosons liefert und weiterhin mit der Bedingung zur ,Destabilisierung des Ursprungs®
vertréglich ist, so erhdlt man einen Wert von tang € (0.15, 5.2). Weiterhin kann man aus der in
Abbildung 9.1 eingefiigten Graphik den Wert von tan/ an den Stellen im Raum der Parameter
to und my/, ablesen, die eine mit den experimentellen Vorgaben vertrigliche Vorhersage der
Masse der Z-Bosons liefern. Unter Beachtung der unteren Massenschranke des Higgs—Bosons
des Standardmodells, my > 95 GeV, vergleiche Abschnitt 8.4.2, ergibt sich ein Bereich von
tanf € (4, 5.2). Im ersten Fall erhilt man so die Pol-Masse des Topquarks zu

mpe® € (28 GeV, 189 GeV) | (8.18)
im zweiten Fall zu
po¢ € (186 GeV, 189 GeV) . (8.19)

Um eine Pol-Masse von =~ 174 GeV zu erhalten, mufs ein Wert von tanfg =~ 1.76 zugrunde
gelegt werden. Dieser wird sicher innerhalb des in Abbildung 9.1, beziehungsweise 8.8 und 8.9
dargestellten Bereiches angenommen.
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Im Fall der Evolution des high-tanS-Fixpunktes ist eine dhnliche Abschatzung nicht moglich,
da sowohl fiir die Losung der Stationaritdtsbedingungen (8.5) mit positiver als auch mit nega-
tiver Wurzel keine Werte der Parameter py und m,/, existieren, die gleichzeitig ein positives
Massenquadrat des Z—Bosons und einen positiven Wert fiir den Parameter tang liefern.

Die Abbildung 8.14 zeigt die Werte der Pol-Masse des Topquarks, der Masse des Bottomquarks
und des Parameters tang unter Variation des Wertes der Symmetriebrechungsskala mg. Die
Berechnung von tang erfolgt in diesem Fall wie oben dargestellt aus der Yukawa—Kopplung
des Tauleptons. Es ist klar zu erkennen, daf eine Erhohung der Symmetriebrechungsskala zu
einer Erhohung der entsprechenden Werte fiihrt. Die Abbildung 8.15 zeigt im Gegensatz dazu
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Abbildung 8.14: Die Werte des Parameters tan3, der Pol-Masse des Topquarks mf(f’;e und der Masse des

Bottomquarks my; in Abhéangigkeit von der Symmetriebrechungsskala mg im Fall der Evolution des high—
tanfg-Fixpunktes. Die Berechnung des Parameters tanf erfolgt aus dem Vergleich der experimentellen
Vorgabe der Masse des Tauleptons mit der Masse, die aus der Yukawa—Kopplung des Tauleptons berechnet
wird.

einen gemittelten Wert des Parameters tan/ im Fall der Evolution des low-tanS-Fixpunktes.
Dieser nimmt bei der Erh6hung der Symmetriebrechungsskala ab. Auf diese Weise scheint es
moglich, den gewiinschten Wert tanf = 1.76 an den Stellen der freien Parameter zu erreichen,
die eine den experimentellen Vorgaben entsprechende Masse des Z—Bosons ergeben; vergleiche
Abbildung 9.1.

Abbildung 8.15: Der gemittelte Wert von tanf in
tang Abhingigkeit von der Brechungsskala mg im Fall
der Evolution des low—tang-Fixpunktes. Die Berech-
nung des Wertes von tanf erfolgt in diesem Fall
durch den Vergleich der aus der Yukawa—Kopplung
berechneten Pol-Masse des Topquarks mit den ex-

perimentellen Vorgaben von mpe,” = 174 GeV.
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8.4.2 Die Massen des weich brechenden und des Higgs—Sektors

In diesem Abschnitt wird die Verteilung der Massen der Teilchen des weich brechenden Sek-
tors, der Charginos, der Neutralinos, der Gluinos, sowie der skalaren Massen und der Massen
im Higgs—Sektor in Abhéngigkeit von den verbleibenden freien Parametern der Theorie, ug
und m, /o, dargestellt. Die Masseneigenzustinde der Charginos me,, ergeben sich aus der Mi-

schung der geladenen Winos W* und den geladenen Komponenten der Higgsinos I;Tj 0 die
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Masseneigenzustinde der Neutralinos mg  aus dem neutralen Wino WY und den neutralen

Komponenten der H 3, 4 Weiterhin liegen im Higgs—Sektor fiinf massive Freiheitsgrade vor. Diese
setzen sich aus einem CP—ungeraden Skalar A mit Masse m 40, einem einfach positiv geladenen
Skalar H" und dem entsprechenden ladungskonjugierten, einfach negativ geladenen Skalar H~
mit Masse m2. und zwei weiteren CP—geraden neutralen Skalaren h° und H° mit Massen myo
und mpyo zZusammen.

Die Abbildung von Graphiken beschriankt sich hier auf solche Massenverteilungen, die eine Rolle
bei der Einschrankung des Bereichs der verbleibenden freien Parameter, py und my,, spielen.
Samtliche Massenverteilungen sind im Anhang A abgebildet. Die Tabelle 8.3 gibt eine Ubersicht
der berechneten Massen. Sie stellt die fiir alle Werte der Parameter o und m;/, bestimmten
Minima und Maxima der jeweiligen Massen dar. Weiterhin zeigt sie die Minima, Maxima und
den Mittelwert des Quotienten der jeweiligen Masse und der Masse der Gluinos, aufgetragen
iiber den Parametern po und my ;.

Die Gleichungen zur Bestimmung der hier dargestellten Massen sind in Kapitel 2.4 aufgefiihrt.
Das Kapitel 7.3 geht auf die Konkretisierung der Berechnung der Massen im Rahmen des
Algorithmus zur Untersuchung der Vorhersagen des weich brechenden MSSM ein.

Die Massen der Gluinos, der Charginos und der Neutralinos

Es folgt die Darstellung der Massen der Gluinos, der Charginos und der Neutralinos. Diese
ergeben sich, wie einleitend dargestellt, durch die Mischung der Eicheigenzustinde der Winos,
Binos und Higgsinos.

Die Masse der Gluinos Die Masse der Gluinos ist auf Baumgraphen—Niveau, vergleiche
Abschnitt 2.4.2; durch den Wert von M3, den Gaugino—Massenparameter der starken Wechsel-
wirkung, gegeben.

mg = M; (8.20)

Wie in Abschnitt 2.4.2 angefiihrt, wird im Fall der Gluinos, den Superpartnern der Gluonen, bei
der Berechnung der Masse keine Korrektur beriicksichtigt. Der Bereich der Korrektur umfafst
zwar einen Bereich von 1% bis 25%, in den Bereichen kleiner Werte von m; /2, wo die untere
Massenschranke des Gluinos von Bedeutung wére, liegt sie jedoch im Bereich kleiner Werte von
mqj2 bei = 1%.

Die Abbildung 8.16 zeigt die Verteilung der Gluino-Masse iiber den verbleibenden freien Pa-
rametern fiir die Evolution des high-tanS-Fixpunktes. Der grau eingezeichnete Bereich kenn-
zeichnet die Werte der Parameter 1o und m; o, fiir die die Gluino-Masse unterhalb der unteren
Massenschranke von 180 GeV [41] liegt. Um mit der unteren Massenschranke des Glunios ver-
trégliche Ergebnisse zu produzieren, muf ms/, 2 80 gelten. Wie in Abbildung 9.2 zu erkennen,
beschriankt die untere Massenschranke im Fall der Evolution des high-tans-Fixpunktes die
moglichen Werte des freien Parameters 4o nach unten.

Sowohl im Fall der Evolution des high-tanS— als auch im Fall des low-tanS-Fixpunktes ergeben
sich Massen der Gluinos bis &~ 1250 GeV, vergleiche Tabelle 8.3. Die Masse der Gluinos ist
annéhernd proportional zum Wert des freien Parameters m; ;. Dieser gibt einen Anfangswert
fiir die Massenparameter M;, My und M3 an der GUT—Skala. Da hier im Fall der Gluino—
Massen keine Korrekturen betrachtet werden, ergibt sich die zu beobachtende Abhangigkeit
vom Wert des freien Parameters m; ;.
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high—tanS-Fixpunkt

low-tanS-Fixpunkt

Masse m/myg Masse m/mg

mg | (3, 1294) (3, 1223) —

me | (0, 379) (010.23]0.4) (0, 429) (010.34.87)
me, || (115,697)  (0.31]1.95(228) | (103, 1116)  (0.33|3.1]262)
my | (25,673)  (0.021.85|227) | (21, 1110)  (0.02]3.03|260)
mg, | (0,202)  (0]0.13[0.17) | (0, 206) (0/0.165.7)
my, | (0,379)  (0.16]0.25]0.41) | (0,389)  (0.17/0.3]3.9)
mg, | (97,678)  (0.311.92|227) | (87,1117)  (0.32]3.07|262)
mz | (140,849) (0.61]1.12(56.2) | < 869 (0/8.67]18)
mz, | (170, 1028) (0.791.45]59.4) | (165, 1016)  (0.77]1.81]91.3)
my | <900 (010.48|1.1) | (28,927)  (0.76]0.84|7.8)
my, | (62,1009) (0.76|1.57|111) | (40,1100)  (0.9|1|11.3)
ms, < 85 (010.01]0.37) <40 (010.07]2.6)
ms || (64,397)  (0.27]1.05]94) | (40,297)  (0.24]0.38|13.42)
A° | <4347 (0]2.24| 45) < 648 (0]0.38]10.2)
H* || <4348 (0]2.26 | 49) < 652 (010.5424.8)
HO || (91, 4347)  (0.07]2.47(45) | (44, 653)  (0.04|0.66]27.1)
h® Abschn. 8.4.2 Abschn. 8.4.2

Tabelle 8.3: Massen der Teilchen im weich brechenden beziehungsweise Higgs—Sektor des minimal
supersymmetrischen Standardmodells. Die Intervalle geben die minimale und die maximale Masse
fiir alle moglichen Werte der verbleibenden freien Parameter, pio und m; /5, an. Die Intervalle m [mg
geben die minimalen, mittleren und maximalen Werte des Quotienten der jeweiligen Masse mit

der Masse der Gluinos an.
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Abbildung 8.19: Verteilung der Mas-
se des Stop mg, fir die Evolution
des low-tanfg-Fixpunktes. Die grau-
en Bereiche kennzeichnen die Berei-
che der freien Parameter, die Mas-
sen ergeben, die unterhalb der unte-
ren Massenschranke von 87GeV fiir
die Masse der Stop liegen.

Abbildung 8.20: Die Verteilung der
Masse des ersten Stau mz fiir die
Evolution des low—tanS—-Fixpunktes,
aufgetragen iiber dem Bereich der
freien Parameter. Der graue Bereich
kennzeichnet den Bereich der freien
Parameter, fiir den die Masse unter-
halb der unteren Massenschranke von
72GeV liegt.

Abbildung 8.21: Die Verteilung der
Masse des zweiten Stau m2 fiir die
Evolution des low—tanS—Fixpunktes,
aufgetragen iiber dem Bereich der
freien Parameter. Der graue Bereich
kennzeichnet den Bereich der freien
Parameter, fiir den die Masse unter-
halb der unteren Massenschranke von
72GeV liegt. Zusammen mit der in
8.20 dargestellten Masse des ersten
Stau schlieffen die Stau fiir den low—
tanfS—Fixpunktes alle moglichen Wer-
te von po und my /5 aus.
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Abbildung A.32 stellt die Massenverteilung fiir den Fall der Evolution des low—tan/-Fixpunktes
dar. Auch in diesem Fall gelten die fiir den Fall der Evolution des high-tang-Fixpunkt getrof-
fenen Aussagen beziiglich der unteren Massenschranke. Es liegen jedoch mit der Masse des
Higgs-Bosons des Standardmodells und der Masse des Stop, dem Superpartner des Topquarks,
andere Massenschranken vor, die die Werte der verbleibenden freien Parameter, po und my s,
wesentlich stirker einschrinken.

Die Massen der Charginos Im Bereich der Charginos werden zwei geladene Masseneigen-
zustande Cfg berechnet, vergleiche Abschnitt 2.4.2. Diese ergeben sich durch Mischung aus
den Eicheigenzustéinden der Gluinos, hauptsichlich durch den Massenparameter Ms, und der
Higgsinos.

Die Abbildungen A.7 und A.8 zeigen die Verteilung der Chargino-Massen fiir die Evolution des
high—tanfS—-Fixpunktes, die Abbildungen A.23 und A.24 die Verteilung fiir die Evolution des
low-tanf—-Fixpunktes. In beiden Fillen liegen fiir die Massen M des zweiten Charginos —
positive Wurzel in (2.78) — keine Einschrinkungen des Bereichs der freien Parameter durch
die untere Massenschranke von 45 GeV [41] vor. Fiir die Massen M zeigt sich weiterhin, dafs

diese fiir po 2 750 proportional zu g sind.

Die Massen mgz — negative Wurzel in (2.78) — fiihren jedoch zu den Einschrankungen

mqj2 2 80 und po 2, 100 fiir beide Félle. Diese Einschrankungen decken sich fiir kleine my;
mit den unteren Massenschranken der Gluinos.

Die Massen der Neutralinos Im Bereich der Neutralinos liegen vier ungeladene Massenei-
genzustinde Ni 4 vor, vergleiche Abschnitt 2.4.2. Diese ergeben sich wie im Fall der Charginos
durch Mischung aus den Eicheigenzustdnden der Gluninos, hier vor allem der Massenparameter
M und M,, und der Higgsinos.

Die Abbildungen A.9 bis A.12 stellen die Verteilungen der Massen der Neutralinos mg , fiir
die Evolution des high—tang—, die Abbildungen A.25 bis A.28 die Verteilung der Massen der
Neutralinos fiir die Evolution des low—tanf-Fixpunktes dar. Die Verteilung der Masse mg,
ist fiir beide Fixpunkte annihernd im gesamten Bereich proportional zu pg und die Masse
liegt oberhalb der unteren Massenschranke der Neutralinos von 14 GeV [41]. Die Verteilung der
Masse m g, zeigt fiir beide Fixpunkte eine Verteilung, die der Chargino—-Masse M entspricht.
Die Verteilung der Masse m s liefert eine leichte Einschrdnkung fiir kleine Werte von my 5. Die
Verteilung der Masse my, entspricht weitestgehend der Verteilung der Chargino—Masse M

und ist fiir 9 2 550 annahernd proportional zu pq.

Eine iiber die in den Abbildungen 9.1 und 9.2 dargestellten Einschrankungen hinausgehende
Einschrankung des Bereiches der freien Parameter durch die Neutralinos liegt nicht vor.

Die Massen der Sfermionen

Im Bereich der Sfermionen liegen fiir die Superpartner der Fermionen der dritten Familie des
Standardmodells, das Topquark, das Bottomquark und das Taulepton, jeweils zwei Massenei-

genzustinde, m%l g mZ und mZ _, die sogenannten Sfermionen beziehungsweise Squarks und

b1, 2
Sleptonen vor. Diese ergeben sich hauptsédchlich durch Mischung der Eicheigenzusténde der

linkshéndigen Multipletts @ und L und der rechtshindigen Multipletts ¢, b und 7, verglei-
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che Abschnitt 2.4.2, und stellen somit die bosonischen Komponenten der jeweiligen chiralen
Superfelder dar.

Die Abbildungen A.17 bis A.22 zeigen die Verteilungen der Massen der Sfermionen fiir die Evo-
lution des high—tanfS-Fixpunktes, die Abbildungen A.17 bis A.22 die Verteilungen der Massen
der Sfermionen fiir die Evolution des low-tang-Fixpunktes in Abhéngigkeit von den verblei-
benden freien Parametern, po und my ;.

Weiterhin sind fiir die Evolution des high-tanS-Fixpunktes in Abbildung 8.17 und 8.18 die

Verteilung der Massen m% und m2 und fiir die Evolution des low-tanS-Fixpunktes in den Ab-

bildungen 8.19 bis 8.21 die Vertellung der Massen m~ sowie m~ und m~ gesondert aufgefiihrt,
da sie die stirksten Einschrinkungen der Werte der verblelbenden frelen Parameter, po und
my 2, durch Massenschranken liefern. Diese sollen im folgenden Gegenstand einer eingehenderen
Betrachtung sein.

Stau—Massen im Fall der Evolution des low—tanS—Fixpunktes Im folgenden soll auf
diese Verteilungen der Masse des Stau, des Superpartners des Tauleptons, genauer eingegangen
werden, da dieses die starksten Einschrinkungen der Bereiche im Raum der verbleibenden freien
Parameter, po und my /5, durch Massenschranken liefert.

Fiir die Evolution des low—tanS—Fixpunktes schlieft die untere Massenschranke des Tauleptons
von 76 GeV [41] den gesamten Bereich der moglichen Werte der Parameter o und my/, aus.
Im Fall der Masse des ersten Staus m~ muf zur Erfiillung der Massenschranke m,/, 2 120
gelten, vergleiche Abbildung 8.21, fiir dle Masse des zweiten Stau mF2 muf m, /5 S 120 gelten,
vergleiche Abbildung 8.21. Beide Bedingungen schliefen sich gegenseitig aus. Um zu verstehen,
wie es zu diesem Verhalten kommen kann, mufl man die Massenmatrix der Staus untersuchen.
Es gilt (2.86)

m2 +m2 + A, v (a, cosf — py, sinf
M2 = L ( " ) (8.21)

v (a, cosf — py, sinf) mz +m2 + A;

wobei die in (8.21) auftretenden Grofen in Abschnitt 2.4.2 definiert sind. Die Masseneigenzu-
stinde m%l , sind durch die Eigenwerte der Matrix M2 gegeben.

Die Bestimmung der Werte der Parameter in (8.21) wird wie in allen Untersuchungen im Rah-
men dieser Arbeit aus den Fixmannigfaltigkeiten des weich brechenden MSSM vorgenommen.
Durch die in Abschnitt 6.2 bestimmten Fixlinien der Renormierungsgruppengleichungen des
weich brechenden MSSM sind die Werte der Parameter des weich brechenden MSSM fiir den ge-
samten physikalischen Giiltigkeitsbereich der Renormierungsgruppengleichungen zwischen der
UV- und der IR-Skala in Abhéngigkeit von den zwei verbleibenden freien Parametern, o und
my 2, vollstindig festgelegt. Den Wert eines Parameters an einer Skala erhélt man durch die
Auswertung der Fixlinien an dieser Skala.

Fiir die Evolution des low-tanS-Fixpunktes gilt y, = 0 fiir alle @). Aus der Transformation
(6.3)

ar
yr (M1 + Ms)

aus Kapitel 6.1 zur Berechnung der Fixmannigfaltigkeiten des weich brechenden MSSM fiir die
trilineare Kopplung a, folgt

ar — pp = (8.22)

a; = pgyr (My + M;) (8.23)
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und wegen y, = 0 somit auch a, = 0, obwohl p] = —1 # 0 gilt. Die Renormierungsgruppen-
gleichung der trilinearen Kopplung a, besteht aus einer Summe, deren Summanden proportional
zu y, und entsprechend a, sind. Aus diesem Grund folgt a, = 0 fiir alle Skalen und somit auch
im IR-Bereich. Damit schreibt sich die Massenmatrix der Staus

mZ +m?+ A, 0
M2 ~ L : (8.24)
0 mZ+m2 + A,

Die Werte der Grofen A, und A; betragen nach dem Einsetzen der gewohnten Werte, vergleiche
Kapitel 5.1
A,~01m% und  A;~0.09m% (8.25)

und man erhdlt mit m, = 1.7771 GeV

m2 + 830 0
M2~ | L (8.26)
0 m2 + 830

fiir die Massenmatrix der Stau. Die Eigenwerte dieser Matrix ergeben die Massen m% ,» die
direkt durch die Diagonalelemente von (8.26)

mi =m%+830 und  mZ =mi+830 (8.27)

gegeben sind. Die Massen der Stau sind in diesem Fall — es liegt keine Mischung vor, die
Nebendiagonalelemente in (8.26) sind Null — direkt durch die skalaren Massenquadrate des
linkshéndigen Supermultipletts m2 und des rechtshindigen Supermultiplett m2 gegeben.

Fiir die Werte der Grofen m? und m2 gilt wiederum nach (6.3)
mz = (M7 + M3) pz  und mz = (M{ + M3) p7 . (8.28)

Im IR-Bereich kann in der Summe der Gaugino—Massen M? gegeniiber M3 aufgrund von g >
g1 vernachldssigt werden. Man erhilt

m% = M; p; und  m2 = M p- (8.29)

und mit den Werten von p; und pz, die an der IR-Skala aus der Abbildung 6.1 abgelesen werden
konnen, die Ausdriicke

mi=015M; und  m}=-0.02M; (8.30)
fiir die Massen der Stau.

Weiterhin ist, wie in Abschnitt 8.4.2 dargestellt, der Wert von M3 im IR-Bereich ann&hernd
proportional zum freien Parameter m,,, es gilt

12
M3 (Q = QIR) ~ g m1/2 . (831)
Zusammengenommen erhélt man die Ausdriicke
m3 ~830+0.86m7, und  mi ~ 830 —0.12m7 (8.32)

fiir die Massen der Staus. Diesen Ausdriicken sieht man leicht an, dal mit ansteigendem Wert
von my /2 das Massenquadrat des zweiten Staus abnimmt und fiir m; /2 ~ 80 kleiner als Null wird.
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Die Masse des ersten Staus zeigt ein genau entgegengesetztes Verhalten, das dem der anderen
skalaren Massenquadrate entspricht: fiir ansteigendes m;/, nimmt die Masse des jeweiligen
Teilchens zu.

Zusammenfassend lafst sich sagen, daf die ungewohnlich einschréinkende Verteilung der Massen
der Staus im Fall der Evolution des low—-tanS-Fixpunktes eine direkte Folge der Bestimmung der
Werte der Massen beziehungsweise der in die Berechnung der Massen eingehenden Parameter
aus den Fixmannigfaltigkeiten der Renormierungsgruppengleichungen des weich brechenden
MSSM und hier im besonderen der Werte der Yukawa—Kopplungen ist. Zum einen ist die
trilineare Kopplung als Folge des Verschwindens der Yukawa—Kopplung des Tauleptons Null und
bleibt dies auch fiir die gesamte Renormierungsgruppenevolution, zum anderen liegt der Wert
des skalaren Massenquadrates m? im IR-Bereich im Negativen, was zu einem gegensétzlichen
Verhalten der beiden Massen bei ansteigendem Wert von m, , fiihrt.

Wiirde man, wie in der Literatur {iblich, einen Anfangswert der trilinearen Kopplung a, ungleich
Null annehmen, so hétte dies zur Folge, daf die Nebendiagonalelemente in (8.26) nicht Null
waren, eine echte Mischung der Eicheigenzustinde vorliegen wiirde und, wie bei den anderen
skalaren Massenquadraten, eine dhnliche Abhingigkeit der Werte der Massen vom Wert des
freien Parameters my/, vorliegen wiirde. Dies hdtte aber auch zur Folge, dak ein weiterer freier
Parameter, ein Anfangswert fiir die trilineare Kopplung a,, in die Theorie eingefiihrt werden
miifste.

Die Stau—Masse im Fall der Evolution des high—tanS—Fixpunktes Im Fall der Evo-
lution des high-tanS-Fixpunktes treten nicht die im letzten Abschnitt geschilderten Probleme
mit der Verteilung der Massen der Staus auf. Die Verteilungen haben die gleiche Struktur wie
bei den {ibrigen Sfermionen, grob gesagt nimmt die Masse zu, wenn der Wert des freien Parame-
ters my /o zunimmt. Es liegt jedoch auch in diesem Fall eine Einschrdnkung durch die Verteilung
der Masse des ersten Stau vor: die untere Massenschranke von 76 GeV [41] ist fiir einen groken
Bereich im Raum der verbleibenden freien Parameter, o und m; e nicht erfiillt. Der hellgraue,
keilformige Bereich in Abbildung 8.18 kennzeichnet diese Bereiche im Raum der Parameter
und my /5. Im dunkelgrauen Bereich ist zudem das skalare Massenquadrat negativ, so dak sich
nicht auf befriedigende Weise eine Masse berechnen lafst.

Der Grund hierfiir liegt in den Gegebenheiten der Evolution des high-tanS-Fixpunktes. Geht
man wie im Fall der Evolution des low—tanS—Fixpunktes wiederum von der Massenmatrix der
Staus in den Eicheigenzustéinden

m2 +m? + A, v (a, cosf — puy, sinf
M2 = L ( " ) (8.33)
v (a, cosf — py, sinf) mZ +m2 + A,
aus, so gilt
tanf ~ 60 = sinff ~ 1 und cosf =~ 0.02 (8.34)

und man kann in guter Ndherung annehmen, daf die Massenmatrix durch

mZ +2245 —vpy,
Mz = L a (8.35)

—vpy, mi+1912

gegeben ist, wobei fiir die Groken A, und A; eine zum letzten Abschnitt analoge Definition
vorgenommen wurde. Die Eigenwerte der Matrix M2 ergeben wiederum die Massen der Mas-
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seneigenzustinde
2 1 2 2 2 2 2 22,2
mz, &5 (Mg +mzF (mZ —mz+ 333) +4v2y? p? 44157 | (8.36)

wobei die konstanten Faktoren im Radikanten {iberwiegen. Sie werden durch den Faktor v? y? 12

bestimmt, da dieser in (8.33) mit sin ~ 1 multipliziert wird und im Fall der Evolution des
high-tanS-Fixpunktes weiterhin y, = 0.6 gilt. Im Fall der Evolution des low—tan/S-Fixpunktes
betragt dieser Wert sing ~ 0.8 und aufserdem gilt y, = 0, was dazu fiihrt, dak der fragliche
Faktor verschwindet und dafiir jedoch die im letzten Abschnitt geschilderten Probleme fiir die
Massen der Stau im Fall der Evolution des low—tanS—Fixpunktes auftreten.

So ist der angesprochene Faktor v?y2 u? ausschlieflich im Fall der Evolution des high—tan3-
Fixpunktes hinreichend grof, um in weiten Bereichen im Raum der Parameter p und m;
fiir eine ausreichend grofe negative Wurzel zu sorgen und das Massenquadrat des ersten Stau,
begiinstigt durch kleine Werte der transformierten Grofen p; und pz, ins Negative zu zie-
hen. Im Fall der positiven Wurzel treten diese Probleme dementsprechend nicht auf, vergleiche
Abbildung A.6.

Die Massen im Higgs—Sektor

Im Higgs—Sektor liegen, wie in Abschnitt 2.4.2 dargestellt, fiinf massive Freiheitsgrade vor. Als
ungeladene Teilchen treten A%, h° und H° auf, als geladene Teilchen H*, wobei letzteres zwei
Freiheitsgrade repréisentiert.

Die Abbildungen A.13, A.14 und A.15 stellen die Verteilungen der Massen m 40, mgo und
mpyg+ fiir die Evolution des high—-tanfS-Fixpunktes, die Abbildungen A.29, A.30 und A.31 die
Verteilungen der entsprechenden Massen fiir die Evolution des low—tanS-Fixpunktes in Ab-
héngigkeit von den zwei verbleibenden freien Parametern, yio und m; 2, dar. Das leichteste der
Higgs—Bosonen h° wird im allgemeinen mit dem Higgs—Boson des Standardmodells identifiziert.
Um die Einfliisse von Strahlungskorrekturen hoherer Ordnung und der Renormierungsgruppen-
evolution im Standardmodell unterhalb der Symmetriebrechungsskala mg zu untersuchen, wird
die Darstellung der Verteilungen der Masse m?, fiir beide Fixpunkte gesondert in Abschnitt
8.4.2 vorgenommen.

Die Masse des ungeladenen Higgs—Bosons A° ist nach (2.68, erste Gleichung) durch m%, =
2b/sinf gegeben. Im Fall der Evolution des high—tanS-Fixpunktes folgt aus tanf = 60 die
Abschétzung mio ~ 590, fiir die Evolution des low—tanf—Fixpunktes aus tanf = 1.7 die
Abschitzung m?, = 2.3b. Die Masse m%, sollte demnach fiir die Evolution des low—tanS-
Fixpunktes wesentlich geringer ausfallen als fiir den high—tan/S-Fixpunkt. Dieses 14t sich durch

den Vergleich der Abbildungen A.13 und A.29 leicht verifizieren.

Nach Tabelle 8.3 liegen fiir die Evolution des high-tang-Fixpunktes Massen bis zu 4348 GeV,
fiir den low-tanfS-Fixpunkt Massen bis zu 648 GeV vor. Daf diese Massen nicht ganz die Ver-
héltnisse der oben durchgefiihrten Abschitzung widerspiegeln, hat seinen Grund im Wert des
Parameters b, der fiir die Evolution des low-tanS-Fixpunktes grofer ist als fiir den high-tanS—
Fixpunkt.

Weiterhin 1dft sich aus den Abbildungen A.13 und A.29 (graue Bereiche) ablesen, daf im
annihernd gesamten Bereich negativer Werte des freien Parameters p, das Massenquadrat
m?o negativ und eine Berechnung der Masse m 40 nicht méglich ist. Diese Verhéltnisse lassen
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sich nachvollziehen, wenn man die Transformation (6.3) des Parameters b beziehungsweise pj
betrachtet. Im IR-Bereich kann wie in den vorangegangenen Abschnitten M; gegeniiber M;
vernachléssigt werden und es gilt

Da der Wert von p direkt vom Wert des freien Parameters p abhéngt und dieser im Bereich
negativer Werte von o dementsprechend negativ ist, folgt dies auch fiir b, da sowohl M; als
auch p, im IR-Bereich positiv sind; vergleiche Abbildungen 6.2 und 6.1.

Die Masse des geladenen Higgs—Bosons H* ist nach (2.68, zweite Gleichung) durch

gegeben. Fiir ausreichend groRe Massen m?% kann man somit m?%. = m?, abschitzen. Die
Abbildungen A.15 und A.31 bestiitigen diese Abschitzung und die formale Ahnlichkeit der
Verteilung der Massen mit der Verteilung der Massen m 4o.

Die Abbildungen A.14 und A.30 zeigen die Verteilung der Massen der ungeladenen Higgs Bo-
sonen HY  gegeben durch die positive Wurzel von (2.68, letzte Gleichung)

mi = % < %0 +m% + \/(mio + mQZ)2 — 4m%m?, cos? 26) . (8.39)
Wiederum kann man die Masse myo abschitzen. Fiir ausreichend grofse Massen m 40 kann die
Masse des Z—Bosons gegen m 40 vernachlissigt werden. Vernachldssigt man weiterhin den Term
mit cos2 3 unter der Wurzel, so erhélt man wiederum m?%, ~ m?, fiir die Masse des Higgs—
Bosons H'. Ein Vergleich der Verteilung der Massen und der Massenbereiche in Tabelle 8.3
bestatigt diese Abschiatzungen. Im Gegensatz zu den Verteilungen der Massen m 40 und mpg+
liegen fiir die Masse mpgo im Bereich negativer Werte von p keine negativen Massenquadrate
vor. Der graue Bereich kennzeichnet hier die Bereiche im Raum der freien Parameter, fiir die
die untere Massenschranke von 62 GeV [41] nicht erfiillt ist.

Neben den dunkelgrauen Bereichen zeigen die Abbildungen A.29 und A.31 hellgraue Bereiche,
die Bereiche im Raum der verbleibenden freien Parameter, po und m; /o, kennzeichnen, fiir die
die untere Massenschranke von 62 GeV im Fall des A° und 54 GeV im Fall des H* [41] nicht
erfiillt ist. Diese Bereiche sind im Vergleich zu anderen, stirker einschrankenden Bedingungen
nicht von Bedeutung, vergleiche Abbildung 9.2 und 9.1.

Die Masse des Higgs—Bosons des Standardmodells

In diesem Abschnitt soll die Betrachtung der Verteilung der Masse des leichtesten Higgs-Bosons
myo liber den zwei verbleibenden freien Parametern, po und m,,, vorgenommen werden. Die
Masse ist durch die negative Wurzel von (2.68, letzte Gleichung) zu

1
2
mho:—

5 (mio +mZ — \/(mio + mQZ)2 — 4m% m?, cos?2 5) (8.40)

gegeben. In der Literatur wird das leichteste der sich aus den fiinf massiven Freiheitsgraden
des Higgs—Sektors ergebende Higgs-Boson, vergleiche Abschnitt 2.4.2, im allgemeinen als das
Higgs—Boson des Standardmodells identifiziert. Es soll daher untersucht werden, inwieweit die
im Rahmen dieser Arbeit durch Auswertung von Fixmannigfaltigkeiten berechneten Massen
des Higgs-Bosons mit und ohne die in Abschnitt 2.4.2 angesprochenen Strahlungskorrekturen
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Evolution des Evolution des
high-tan3-Fixpunktes low—tang-Fixpunktes
mypo knapp unterhalb my; ) . ‘
Auswertung bei mg Massenschranke Mo Hlil/[ Berelchh45—li)0 GeV;
(Abb. 8.22) unterschritten ASSENSCATANKe
(Abb. 8.25) unterschritten
. mpo fiir ml/g z 60 GeV mpo fir m1/2 z 250 GeV
A“swe”“jg bet ms oberhalb der oberhalb der
Strahluneskorrekturen Massenschranke Massenschranke
& (Abb. 8.23) (Abb. 8.26)
A . mpo im gesamten Bereich mpo im Bereich 70 bis
uswertung bei mg oberhalb der 90 GeV; Massenschranke
+1 . Massenschranke unterschritten
SM-Evolution (Abb. 8.24) (Abb. 8.27)
Auswertung bei ms mpo im gesamten Bereich mpo fiir my o > 145 GeV
. z L oberhalb der oberhalb der
Strahlungskorrekturen Massenschranke Massenschranke
T (Abb. 8.24) (Abb. 8.27)
SM-Evolution

Tabelle 8.4: Ubersicht der Ergebnisse fiir die Berechnung der Masse des Higgs—Bosons myo. Dieses Higgs—
Boson wird im allgemeinen mit dem Higgs—Boson des Standardmodells identifiziert. Es liegt eine untere
Massenschranke von = 95GeV vor. Im Fall der Evolution des high—tanS-Fixpunktes bestehen keine
Schwierigkeiten, diese untere Massenschranke zu erfiillen. Im Fall der Evolution des low—tang-Fixpunktes
miissen zumindest die Stop—Korrekturen und die Renormierungsgruppenevolution im Standardmodell mit
einbezogen werden, um die Massenschranke fiir angemessen grofie Bereiche im Raum der verbleibenden
freien Parameter po und my/» zu erfiillen. Trotz dessen stellt die Massenschranke fiir mpo eine der
stiarksten Einschrinkungen fiir den Fall der Evolution des low—tanS-Fixpunktes dar; vergleiche Abschnitt
9 und Abbildung 9.1.
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Abbildung 8.22: Die Masse des Higgs—Bosons
hO fiir den high-tanf-Fixpunkt an der Skala
mg ohne jegliche Korrekturen. Die eingefiigte
Graphik stellt zur Verdeutlichung dieselbe Gro-
e als Niveaufldche iiber dem Bereich der freien
Parameter po und my /o dar. Es ist gut erken-
nenbar, daft die Masse des Higgs—Bosons fiir an-
ndhernd den gesamten Bereich der freien Para-
meter knapp unterhalb der oberen Grenze mz
der Masse auf Baumgraphenniveau (2.69) liegt.

Abbildung 8.23: Die Verteilung der Masse
des Higgs—Bosons ho fiir die Evolution des
high-tanfS—Fixpunktes unter Einbeziehung von
Stop—Korrekturen nach (2.70). Die Masse liegt
im Gegensatz zu Abbildung 8.22 in diesem Fall
fir my /5 R 60GeV oberhalb der unteren Mas-
senschranke von 95GeV.

Abbildung 8.24: Die Verteilung der Masse
des Higgs—Bosons hg fiir die Evolution des
high-tanf—Fixpunktes mit Stop—Korrekturen
nach (2.70) und anschliefiender Renormierungs-
gruppenevolution im Bereich des Standardmo-
dells von mg nach mz. Die Masse des Higgs—
Bosons liegt im gesamten Bereich der freien
Parameter oberhalb der unteren Massenschran-
ke des Higgs—Bosons von 95GeV. Die einge-
fligte Graphik zeigt zusédtzlich die Verteilung
der Masse des Higgs-Bosons nach der Renor-
mierungsgruppenevolution ohne vorangehende
Stop—Korrektur. Auch in diesem Fall liegt die
Masse mpo im gesamten Bereich oberhalb von
95GeV.
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Abbildung 8.25: Masse des Higgs—Bosons h° im
Fall des low—tanfS-Fixpunktes an der Skala mg
ohne Einbeziehung von Korrekturen. Die ein-
gefiigte Graphik stellt zur Verdeutlichung die-
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und unter Einbeziehung der im Abschnitt 2.4.2 dargestellten Evolution im Standardmodell in
der Lage sind, die untere Massenschranke von 95 GeV [41, 52| zu erfiillen.

Die Abbildung 8.22 zeigt die Verteilung der Masse des Higgs-Bosons myo iiber den verblei-
benden freien Parametern pg und my/y, die sich aus der Auswertung der Massenbeziehung
auf Baumgraphen—Niveau (8.39, negative Wurzel) ergibt, fiir den Fall der Evolution des high—
tanS—Fixpunktes. Die Abbildung 8.25 zeigt die Verteilung der Masse des Higgs—Bosons 0 fiir
den Fall der Evolution des low—tang-Fixpunktes. Die Massenbeziehung ist auf Baumgraphen—
Niveau durch (2.69)

my, < |cos2 | my (8.41)

nach oben beschrinkt. Fiir die Evolution des high-tan/s-Fixpunktes ergibt diese obere Gren-
ze mit den gewohnten Abschéitzungen mypo S 0.999m; ~ 91 GeV und fiir die Evolution des
low-tanS-Fixpunktes mpuo < 0.49my ~ 44GeV. Diese Abschitzungen spiegeln sich in den
Massenverteilungen in den Abbildungen 8.22 und 8.25 wieder. Im Fall der Evolution des high—
tanfS-Fixpunktes befindet sich die berechnete Masse m;o im anndhernd gesamten Bereich im
Raum der freien Parameter 1o und m, , fiir positives p9 knapp unterhalb der gegebenen oberen
Grenze, was durch die in Abbildung 8.22 eingefiigte Graphik der Masse mpo als Niveau-Fléiche
iiber den freien Parametern p und m,/, verdeutlicht wird. Fiir die Evolution des low—tanj3-
Fixpunktes zeigt sich ein dquivalentes Verhalten, die berechnete Masse befindet sich in einem
Bereich von 45 bis 50 GeV. Die in Abbildung 8.25 eingefiigte Graphik zeigt wiederum die Masse
myo als Niveau—Flache.

Der Bereich negativer Werte des Parameters pg wurde in den Abbildungen und folgenden
Betrachtungen ausgeschlossen, da das sich aus den Berechnungen ergebende Massenquadrat
m?, — wie im Fall der Massenquadrate der Higgs—Bosonen A° und H* — fiir den Fall z19 < 0,
negative Werte annimmt.

Wird die durch (2.70) gegebene Einschleifen—Strahlungskorrektur

> _ 2 2
Mho = Mo T AMipo

e (8.42)

2my my
bei der Berechnung der Masse myo mit einbezogen, so vergréfert sich die Masse des Higgs—
Bosons h° in weiten Bereichen. Im Fall der Evolution des high—tan3-Fixpunktes, Abbildung
8.23, befindet sich die Masse fiir my/, 2 60 GeV oberhalb der unteren Massenschranke und das
Massenquadrat mio ist fiir alle moglichen Werte der freien Parameter po und my /o positiv. Im
Fall der Evolution des low-tanS—-Fixpunktes liegen im Gegensatz dazu Bereiche im Raum der
freien Parameter 1o und my/; vor, in denen das Massenquadrat kleiner Null ist, Abbildung
8.26, dunkelgrauer Bereich. Weiterhin existieren hellgrau eingezeichnete Bereiche, in denen das
Massenquadrat zwar positiv ist, die Masse aber unterhalb der unteren Massenschranke liegt.
Die Massenschranke wird fiir m,/, 2 250 erfiillt.

Wird zusétzlich die Renormierungsgruppenevolution im Bereich des Standardmodells mit ein-
bezogen, so liegt die Masse myo im Fall der Evolution des high-tanS-Fixpunktes im gesamten
Bereich im Raum der freien Parameter oberhalb der unteren Massenschranke, sieche Abbil-
dung 8.24. Im Fall der Evolution des low—tang—Fixpunktes, Abbildung 8.27, existieren noch
immer Bereiche im Raum der freien Parameter 1o und m;/,, in denen das Massenquadrat ne-
gativ ist (dunkelgrau), und Bereiche im Raum der freien Parameter po und m;/; in denen die
untere Massenschranke nicht erfiillt wird (hellgrau). Diese Bereiche sind gegeniiber dem Fall
ohne Renormierungsgruppenevolution jedoch zu kleineren Werten von m; /5 verschoben, es muf
myj2 2, 145 GeV gelten, um die Massenschranke zu erfiillen.
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Fiihrt man die Renormierungsgruppenevolution im Standardmodell ohne Einbeziehung der
Strahlungskorrekturen bei der Berechnung der Masse myo durch, so befindet sich fiir die Evo-
lution des low-tanS-Fixpunktes die Masse fiir alle moglichen Werte der freien Parameter g
und my /y, siehe die in Abbildung 8.27 eingezeichnete Graphik, unterhalb der Massenschranke.
Fiir die Evolution des high-tanS-Fixpunktes befindet sie sich im Gegensatz dazu, siehe die in
Abbildung 8.24 eingezeichnete Graphik, fiir alle moglichen Werte der freien Parameter g und
my o oberhalb der unteren Massenschranke.

Die Tabelle 8.4 zeigt die Ergebnisse der Berechnung der Masse des Higgs—Bosons myo fiir
die verschiedenen Vorgehensweisen im Zusammenhang: einmal ohne jegliche Korrektur, dann
mit Strahlungskorrekturen und anschliefend unter Einbeziehung der Renormierungsgruppen-
evolution im Bereich des Standardmodells.

Die oben angefiihrte Bedingung von my , 2, 145 GeV fiir die Evolution des low—tan-Fixpunktes
zum Erfiillen der unteren Massenschranke fiir die Masse des Higgs—Bosons myo stellt fiir kleine
Werte von my/, eine der entscheidenden Bedingungen bei der Einschrankung der moglichen
Werte der verbleibenden freien Parameter des weich brechenden MSSM, po und my o, fiir die
Evolution des low-tan/S-Fixpunktes dar.



Kapitel 9

Abschlielsende Zusammenfassung

In diesem Abschnitt soll die abschliefende Darstellung der Ergebnisse der Untersuchungen im
Rahmen der vorliegenden Arbeit erfolgen. Im Verlauf der Untersuchungen war es moglich,
durch Bestimmung und Auswertung der Fixmannigfaltigkeiten der Renormierungsgruppen-
gleichungen des weich brechenden MSSM die Anzahl der freien Parameter der Theorie auf zwei
zu reduzieren und eine grofe Anzahl von Vorhersagen, wie zum Beispiel die Massen der Teilchen
des weich brechenden Sektors, in Abhéngigkeit dieser verbleibenden zwei freien Parameter zu
berechnen.

Zentraler Gegenstand der Untersuchungen und gleichzeitig Ausgangspunkt der sich anschlie-
flenden Einzeluntersuchungen im Rahmen dieser Arbeit ist die Bestimmung der Fizmannig-
faltigkeiten der Renormierungsgruppengleichungen des weich brechenden minimal supersymme-
trischen Standardmodells. Die Renormierungsgruppengleichungen beschreiben die Kopplungen
der Quarks und Leptonen der dritten Fermionen-Familie sowie die Kopplungen und Parameter
des weich brechenden Sektors des minimal supersymmetrischen Standardmodells. Es konn-
te gezeigt werden, daf in den unphysikalischen Polstellen der Eichkopplungen gs (g5 — oc;
g3 > g12) und g1 (g1 — 00; g1 > ¢23), in denen jeweils die anderen Eichkopplungen ge-
geniiber der singuldren Eichkopplung vernachldssigt werden koénnen, Fixpunkte der Renor-
mierungsgruppengleichungen der reduzierten Systeme vorliegen. Reduzierte Systeme sind in
diesem Zusammenhang Systeme, die nur noch von der entsprechenden singulidren Eichkopplung
abhéingen. Die Polstellen der Eichkopplungen beschrinken dabei den mathematischen Giiltig-
keitsbereich der Renormierungsgruppengleichungen des weich brechenden MSSM. Der physika-
lische Giiltigkeitsbereich der Renormierungsgruppengleichungen ist im Gegensatz dazu durch
die IR-Skala und die UV-Skala begrenzt und wird vom mathematischen Giiltigkeitsbereich
der Renormierungsgruppengleichungen eingeschlossen. Die UV-Skala oder Unifizierungs—-Skala
befindet sich im Bereich von Q ~ 2 - 10'® GeV, die IR-Skala im Bereich der elektroschwachen
Skala @ = v/v/2 ~ 174GeV. Die Polstelle der Eichkopplung gs; befindet sich unterhalb der
IR-Skala, die Polstelle der Eichkopplung ¢; jenseits der UV-Skala.

Es konnte weiterhin gezeigt werden, daf die in den Polstellen vorliegenden Fixpunkte der Renor-
mierungsgruppengleichungen durch Evolution in Anwesenheit aller drei Eichkopplungen durch
Fixlinien verbunden werden. Diese sind damit im gesamten mathematischen Giiltigkeitsbereich
der Renormierungsgruppengleichungen vollstéindig festgelegt. Da der mathematische Giiltig-
keitsbereich der Renormierungsgruppengleichungen den physikalischen Giiltigkeitsbereich ein-
schlieftt, sind die bestimmten Fixlinien auch im physikalischen Giiltigkeitsbereich zwischen der
UV- und IR-Skala vollstindig festgelegt. Die Werte der Kopplungen und Parameter des weich
brechenden MSSM lassen sich an einer beliebigen Skala innerhalb des physikalischen Giiltigkeits-
bereichs durch Auswerten der Fixlinien bestimmen. Durch Kenntnis der Fixmannigfaltigkeiten
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der Renormierungsgruppengleichungen liegen somit auch die Werte der durch sie beschriebenen
Kopplungen und Parameter im gesamten physikalischen Giiltigkeitsbereich fest. Auf diese Weise
konnte die grofe Anzahl der freien Parameter des weich brechenden MSSM auf zwei verbleiben-
de freie Parameter reduziert werden, ndmlich den Anfangswert des Higgs—Mischungsparameter
po und den Wert der unifizierenden Gaugino—Masse m;/ an der UV—Skala.

Ho ; my/2

Verbleibende freie Parameter
des weich brechenden MSSM

Es konnte somit erreicht werden, die Parameter und Kopplungen des weich brechenden mi-
nimal supersymmetrischen Standardmodells im gesamten physikalischen Giiltigkeitsbereich in
Abhéngigkeit von den zwei verbleibenden freien Parametern, o und m; , vollstédndig festzule-
gen.

Bei der Untersuchung der Struktur der Renormierungsgruppengleichungen als gekoppeltes,
nichtlineares Differentialgleichungssystem konnte festgestellt werden, dak eine triangulare Kopp-
lungsstruktur vorliegt. Diese fiihrt dazu, daf im vollstindigen System der Renormierungs-
gruppengleichungen unabhingige Untersysteme vorhanden sind. So ist zum Beispiel das Eich—
Yukawa—System unabhéngig von den Kopplungen und Parametern des weich brechenden Sek-
tors. Aus diesem Grund war es moglich, in den berechneten Fixmannigfaltigkeiten des weich
brechenden MSSM die Fixmannigfaltigkeiten des Eich—Yukawa—-Sektors und deren &uferst er-
folgreiche Vorhersagen im Bereich der Massen der Quarks und Leptonen, siehe weiter unten,
zu erhalten.

Von den in Abschnitt 6.1 berechneten Fixpunkten ist die Evolution von zwei Fixpunkten in
der Lage, physikalisch sinnvolle Kombinationen fiir verschwindende und nicht—verschwindende
Massen der Quarks und Leptonen zu ergeben. Diese Fixpunkte lassen sich durch den Wert des
Parameters tanf charakterisieren, der das Verhiltnis der Vakuumerwartungswerte der beiden
Higgs-Dubletts des MSSM angibt. Dies ist zum einen der low-tanS-Fixpunkt, fiir den die Mas-
se des Bottomquarks und des Tauleptons gegeniiber der Masse des Topquarks vernachlissigt
wird und der zu kleinen Werten von tanfg = 1.5 fiihrt. Zum anderen ist es der high-tans—
Fixpunkt, der nicht—verschwindende Massen fiir alle Fermionen der dritten Familie realisiert
und zu Werten von tanf = 60 fiihrt. Die Evolution dieser beiden Fixpunkte wurde im Anschlufs
an die Bestimmung der Fixmannigfaltigkeiten detaillierten Einzeluntersuchungen unterzogen,
die von folgenden Fragestellungen motiviert wurden: Erlauben die gefundenen Fixmannigfaltig-
keiten die radiative spontane elektroschwache Symmetriebrechung im skalaren Potential und
erfiillen sie alle physikalischen Forderungen an das Potential langs des gesamten Evolutionswe-
ges von der UV—Skala zur IR-Skala? Befinden sich weiterhin die Vorhersagen der Massen der
Teilchen des weich brechenden Sektors in Ubereinstimmung mit den aktuellen experimentellen
Massenschranken?

Alle diese Untersuchungen und Vorhersagen konnten aufgrund der Auswertung der Fixmannig-
faltigkeiten in Abhangigkeit von nur zwei verbleibenden freien Parametern, po und m,, vorge-
nommen werden. Dabei fiihrte die Auswertung der verschiedenen Bedingungen und die Kombi-
nation ihrer Ergebnisse zu einer weiteren Einschrinkung der moglichen Werte der freien Para-
meter, yo und my/y, und damit zu einer zusétzlichen Erhéhung der Aussagekraft der Theorie.

Anhand der Abbildungen 9.1 und 9.2 soll nun noch einmal eine ausfiihrlichere Darstellung der
entscheidenden Einschrinkungen und Ergebnisse der Einzeluntersuchungen und ihrer Kombina-
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tion zur Einschrankung der moglichen Werte der freien Parameter py und m,, vorgenommen
werden. Die moglichen Werte der verbleibenden freien Parameter der Theorie, jo und my s,
wurden fiir die Untersuchungen im Bereich von po € (—1500, 1500) und my,, € (0, 500) ge-
wahlt. Eine weitere Vergroferung dieser Bereiche ist moglich, fiihrt jedoch zu keinen neuen
Erkenntnissen, da ein Grofteil der Auswertungen zu Proportionalitits-Beziehungen der Art
Mo o< my /o Zzwischen den freien Parametern fiihrt.

Bestimmung der Symmetriebrechungsskala mg

In Abschnitt 8.1 konnte gezeigt werden, daf die Symmetriebrechungsskala mg im Fall der Evo-
lution des high—tan3-Fixpunktes fiir alle moglichen Werte der freien Parameter po und my/,
mit der Skala der Polmasse des Topquarks mf:;e zusammenfillt. Diese wird im Rahmen die-
ser Arbeit aus dem Mittelwert der skalaren Massen des weich brechenden Sektors bestimmit.
Dies geschieht mit der Zielsetzung, den Einflufs der Korrekturen héherer Ordnung im skalaren
Potential zu minimieren. Die Symmetriebrechungsskala mg gibt weiterhin die Skala zur Aus-
wertung der Stationaritdtsbedingungen (2.31) zur Minimierung des skalaren Potentials an. Die
Skala mpy° stellt eine in der Literatur [7,10,36] héufig getroffene Wahl fiir diese Skala dar.
Fiir die Evolution des low—tans-Fixpunktes ergibt sich eine leichte Erhhung des Wertes der
Skala mg in Abhéngigkeit von den freien Parametern jy und m;, (vergl. Abbildung 8.1). Die
Skala nimmt Werte bis mg &~ 600 GeV an und befindet sich damit unterhalb 1 TeV. Die Setzung
mg ~ 1TeV stellt eine hiufig verwendete obere Grenze fiir die Symmetriebrechungsskala dar,
deren Wahl durch die Grofsenordnung der Massen der Superteilchen motivert ist.

Evolution des Evolution des
high-tanf-Fixpunktes (HTB) low-tan/S-Fixpunktes (LTB)
Mg = mhe mg € (m{’ooge , 600 GeV)

Radiative spontane elektroschwache Symmetriebrechung

In Abschnitt 8.2 konnte gezeigt werden, dafl die Vorhersagen aus den Parametern und Kopp-
lungen in Abhéngigkeit von den zwei verbleibenden freien Parametern, po und m,/,, unter
Einschluf der Forderung der radiativen spontanen elektroschwachen Symmetriebrechung eine
klare Favorisierung der Evolution des low-tan/S-Fixpunktes ergeben.

low—tanB—Fixpunkt

Fiir die Evolution des low-tanS-Fixpunktes liegt im Fall der Losung der Minimierungsbedin-
gung mit negativer Wurzel ein Bereich im Raum der freien Parameter 1o und mqo (II in
Abbildung 9.1) vor, in dem sowohl das Massenquadrat des Z-Bosons als auch der Wert des
Parameters tanf ein positives Vorzeichen besitzen und die Bedingung zur ,, Destabilisierung des
Ursprungs” erfiillt ist. In diesem Bereich, der weiterhin auch nicht von all den anderen Bedingun-
gen ausgeschlossen wird, ist somit die spontane radiative elektroschwache Symmetriebrechung
moglich. Dies stellt ein gutes Ergebnis dar.
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Abbildung 9.1: Entscheidende Ein-
schrankungen im Bereich des Raum-
es der verbleibenden freien Parame-
ter, po und my,, fir die Evolu-
tion des low—tanfg-Fixpunktes. Die
Darstellung bezieht sich auf die ne-
gative Wurzel der Losung (8.5) fiir
m?% und tan 3. Im Bereich I ist die
erste Bedingung zur Beschrinktheit
des Potentials (UFB-1) nicht erfiillt,
vgl. Abb. 811, im Bereich II ist
sie hingegen erfiillt. Im Bereich ITI
ist sowohl die UFB-1- als auch die
Bedingung zur ,,Destabilisierung des
Ursprungs® erfiillt, die elektroschwa-
che Symmetriebrechung also mog-
lich und das Massenquadrat des Z—
Bosons positiv. Die eingezeichne-
ten Kreise bezeichnen Kombinatio-
nen der freien Parameter uo und
my /s, fiir die eine Masse des Z-
Bosons berechnet werden kann, die
den experimentellen Vorgaben ent-
spricht.

Abbildung 9.2: Entscheidende Ein-
schrankungen im Bereich des Raum-
es des verbleibenden freien Parame-
ter, po und my s, fiir die Evolution
des high—tanf—Fixpunktes. Es gilt
weitestgehend das oben im Fall der
Abbildung 9.1 Gesagte. Im Bereich
I ist die zweite Bedingung zur Be-
schranktheit des Potential (UFB-2)
nicht erfiillt, im Bereich IT ist sie es.
Dieser Bereich wird von unten durch
die Massenschranken des Sbottom
und der Gluinos begrenzt. Im Be-
reich IIT ist die Bedingung fiir die
,Destabilisierung des Ursprungs” er-
fiillt und so die elektroschwache
Symmetriebrechung moglich. Die-
ser Bereich ist jedoch anndhernd
deckungsgleich mit dem Bereich, in
dem die Masse des Z-Bosons und
Wert des Parameter tan 8 keine re-
elle Losung besitzen.
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high—tanS-Fixpunkt

Im Fall der Evolution des high-tans-Fixpunktes liegen im Gegensatz zum low-tanS-Fixpunkt
keine Bereiche im Raum der freien Parameter, po und my/,, vor, die in der Lage sind, die
elektroschwache Symmetriebrechung radiativ zu erméglichen. Weiterhin besitzen das Massen-
quadrat des Z—Bosons und der Wert des Parameters tan/, die sich aus den Minimierungsbedin-
gungen beziehungsweise Stationaritdtsbedingungen des skalaren Potentials berechnen lassen,
fiir alle Bereiche reeller Werte von my und tan8 (I und IT in Abbildung 9.2) unterschiedliche
Vorzeichen. Erschwerend kommt hinzu, daf die Bedingung zur ,,Destabilisierung des Ursprungs®
0 > (m¥, + |ul*) - (m%, + |p[*)), die ein Minimum im Ursprung der Felder des skalaren Po-
tentials verhindert und damit die elektroschwache Symmetriebrechung erméglicht, nur in den
Bereichen nicht-reeller Werte von myz und tang (III in Abbildung 9.2) im Raum der freien
Parametern 1o und m, , erfiillt ist.

Evolution des
high—tanfS-Fixpunktes (HTB)

Evolution des
low-tanS-Fixpunktes (LTB)

m%Z0 und tan3<0
sowie

0> # (mip, + |uf) - (miy, + |ul)

(Minimum im Ursprung)

Es existieren iy und my/, mit
m?% > 0 und tan8 > 0

sowie

0 > (miy, + |ul*) - (my, + ul*)
(kein Minimum im Ursprung)

4 Y
spontane radiative spontane radiative
elektroschwache elektroschwache
Symmetriebrechung Symmetriebrechung

nicht moglich moglich

Es konnte weiterhin gezeigt werden, daf das Gelingen beziehungsweise Miflingen der radia-
tiven elektroschwachen Symmetriebrechung im Fall der Evolution des low-tan3— beziehungs-
weise high—tang-Fixpunktes durch die Struktur der Fixmannigfaltigkeiten der Renormierungs-
gruppengleichungen des weich brechenden MSSM verursacht wird.

low—tanB—-Fixpunkt

Im Fall der Evolution des low-tang-Fixpunktes besitzt der der Higgs—Massenparameter m%[d
einen Infrarot-Fixpunkt im Positiven, aus dem ein positiver Wert bei der Auswertung an der
IR-Skala folgt. Die aus diesem Grund vorliegenden unterschiedlichen Vorzeichen der Higgs—
Massenparameter begiinstigen die Erfiillung der Bedingung zur ,,Destabilisierung des Ursprungs”

(6° > (miy, + |ul®) - (mi, + [pl))-

high—tanS-Fixpunkt

Im Gegensatz zur Evolution des low—tanS—Fixpunktes liegen im Fall des high—tanS-Fixpunktes
fiir beide Higgs-Massenparameter my;, und mj Infrarot-Fixpunkte mit negativen Werten
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vor. Diese sorgen dafiir, daft beide Higgs—Massenparameter bei der Auswertung an der IR-
Skala negative Werte erhalten. Damit liegen gleiche Vorzeichen der Higgs-Massenparameter
vor, weshalb die Bedingung (> > (m3;, + |u[*) - (m3;, + |u|*)) im allgemeinen nicht so leicht zu
erfiillen ist.

Auf diese Weise konnte eine natiirliche und theoretisch fundierte Erklarung fiir die in der Lite-
ratur bekannte Tatsache gegeben werden, dak die elektroschwache Symmetriebrechung kleine
Werte von tanf favorisiert.

Physikalische Bedingungen an das Potential

In Abschnitt 8.3 konnte durch die Auswertung der Bedingungen zur Beschrinktheit des Poten-
tials (Unbeschrianktheits-Bedingung) und zum Erhalt der Ladungs— und und Farbsymmetrie
(Ladungs— und Farbbrech-Bedingung) gezeigt werden, daf die Einschréinkungen der mogli-
chen Werte der beiden verbleibenden freien Parameter, po und my /o, weitestgehend mit den
Vorhersagen zur Moglichkeit der elektroschwachen Symmetriebrechung vertriglich sind. Dabei
wurde die Auswertung der Bedingungen in einer auf Casas et al. [20] zuriickgehenden Form
vorgenommen, die die Werte der Parameter im gesamten physikalischen Giiltigkeitsbereich der
Renormierungsgruppengleichungen miteinbezieht. Die Werte der Parameter liegen durch die
Auswertung der Fixmannigfaltigkeiten der Renormierungsgruppengleichungen innerhalb des
gesamten physikalischen Giiltigkeitsbereiches von der UV-Skala bis zur IR-Skala in Abh&n-
gigkeit von den zwei verbleibenden freien Parametern, uo und m;/, vollstindig fest. Bei der
Auswertung der dritten Bedingungen zur Beschrénktheit des Potentials, vergleiche Abschnitt
8.3.1, traten folgende Probleme auf:

low—tanB—-Fixpunkt

Fiir die Evolution des low—tanS—Fixpunktes kann die dritte Bedingung zur Beschrianktheit des
Potentials (UFB-3) nicht numerisch ausgewertet werden, da die beteiligten Potentiale aufgrund
der verschwindenden Yukawa—Kopplungen des Bottomquarks und des Tauleptons fiir den ge-
samten Bereich von der UV-Skala bis zur IR-Skala singuldr sind; vergleiche Abschnitt 8.3.1.
In diesem Fall wurde eine analytische Grenzwertbetrachtung vorgenommen, die ergibt, daf
die dritte Bedingung zur Beschrinktheit des Potentials im Fall der Evolution des low-tanS3—
Fixpunktes als erfiillt angesehen werden kann.

high—tanS-Fixpunkt

Analog ergibt die Auswertung der dritten Bedingung zur Beschrénktheit des Potentials (UFB-
3) im Fall der Evolution des high—tanS—Fixpunktes, dak die Bedingung fiir alle méglichen Werte
der freien Parameter py und m;, nicht erfiillt werden kann. Es konnte jedoch in Abschnitt
8.3.1 gezeigt werden, daR eine geringe rechtfertigbare Modifikation (¢-Effekt) der von Casas
et al. [20] angegebenen Grenzen der Integration der Feldkomponenten im Bereich sehr kleiner
Werte zu einer vollstindigen Relaxation dieser Bedingung fiihrt. Die Bedingung kann mit dieser
Modifikation fiir alle moglichen Werte der freien Parameter po und m,, als erfiillt angesehen
werden.

Unter Ausschlufs der dritten Bedingung zur Beschrinktheit des Potentials aus dem Algorith-
mus gehen fiir die Evolution des low—tanS-Fixpunktes von der ersten Bedingung, vergleiche
Abbildung 8.2, und im Fall der Evolution des low-tanS-Fixpunktes von der ersten und zwei-
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ten Bedingung die stidrksten Einschrinkungen der moglichen Werte der freien Parameter ug
und my/ aus. Diese sind, wie Abbildung 9.1 zu entnehmen ist, fiir den low—tangS-Fixpunkt
vollstandig mit dem Bereich im Raum der freien Parameter po und m,, vertréiglich, der zur
elektroschwachen Symmetriebrechung fiihrt. Im Fall des high-tang-Fixpunktes schliefsen sie
die Werte fiir 119 und my/, aus, die oberhalb des Bereiches nicht-reeller Werte der Masse des Z—
Bosons und des Wertes des Parameters tan/3 liegen. Die Einschriankungen durch die Bedingun-
gen zum Erhalt der Ladungs— und Farbsymmetrien sind fiir alle betrachteten Fille schwicher
als die Bedingungen zur Beschrianktheit des Potentials.

Bestimmung der Massen der Quarks und Leptonen

Ein wichtiges Ergebnis der Einzeluntersuchungen im Rahmen der Auswertung der Fixmannig-
faltigkeiten der Renormierungsgruppengleichungen des weich brechenden MSSM stellt die Be-
stimmung der Massen der Quarks und Leptonen und der Teilchen des weich brechenden Sektors
dar. Letztere beinhalten die fiinf massiven Freiheitsgrade des Higgs—Sektors, die Gluinos, sowie
die Charginos und Neutralinos. Auch die Vorhersagen der Massen konnten, wie alle anderen,
in Abhéngigkeit von den zwei verbleibenden freien Parametern der Theorie, o und m,,, ge-
wonnen werden.

high—tanS-Fixpunkt

Dabei war es im Fall der Evolution des high-tanfS-Fixpunktes moglich (Abschnitt 8.4.1), die
ausgesprochen guten Vorhersagen der Massen der Quarks und Leptonen des Eich—Yukawa-
Sektors

mPo ~ 180 GeV my ~ 4 GeV m, = 1.7771 GeV (beitanf ~ 60) . (9.1)

top

auch unter Einbeziehung des weich brechenden Sektors beizubehalten; vergleiche Abschnitt
8.4.1 fiir die experimentellen Werte der Massen der Quarks und Leptonen.

low—tanB—-Fixpunkt

Fiir die Evolution des low—tanS-Fixpunktes konnte weiterhin eine Abschitzung des Wertes des
Parameters tanf aus den Ergebnissen der Untersuchung des skalaren Potentials hinsichtlich der
Moglichkeit der elektroschwachen Symmetriebrechung

tans € (4, 5.2) (9.2)

unter Beriicksichtigung der unteren Massenschranke des Higgs—Bosons des Standardmodells
vorgenommen werden. Siehe dazu auch die Abbildung 9.1 und die darin eingefiigte Graphik fiir
die Werte des Parameters tang, die fiir eine Masse des Z-Bosons angenommen werden, die mit
den experimentellen Vorgaben vertréglich ist. Mit diesem Wert ist unter Beriicksichtigung der
Polmassen—Korrektur eine Vorhersage der Masse des Topquarks von

mpe® € (186, 189) GeV (9.3)

im Fall der Evolution des low-tanf-Fixpunktes mdoglich. Die Massen des Bottomquarks und
des Tauleptons sind fiir die Evolution des low—tanS—Fixpunktes per constructionem Null.
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Bestimmung der Massen des skalaren Sektors

Im Bereich der durch die Parameter und Kopplungen des weich brechenden Sektors beschriebe-
nen Massen der supersymmetrischen Teilchen ist fiir grofe Bereiche der Werte der beiden freien
Parametern der Theorie, 1o und m;,, die Berechnung eines mit den aktuellen experimentellen
Massenschranken vertréglichen Massenspektrums méglich. Die durch einen minimalen und ma-
ximalen Wert in Abhéngigkeit der freien Parameter o und m, , gegebenen Bereiche der Massen
sind in Tabelle 8.3 abgebildet. Die Graphiken, die sich durch Auftragen der Massen iiber den
freien Parametern po und m,/, ergeben, sind im Anhang A abgebildet. Die im Verlauf des
Abschnittes 8.4.2 diskutierten Abbildungen 8.16 bis 8.21 zeigen diejenigen Massenverteilungen,
die zu Einschrdnkungen der moglichen Werte der freien Parametern py und my, fiithren.

high—tanS-Fixpunkt

Fiir die Evolution des high-tan/s-Fixpunktes sind diese Einschrinkungen vor allen durch die
Massenschranke des Stau mz > 76 GeV, die Massenschranke des Sbottom my, > 82 und die
Massenschranke der Gluinos mg > 180 GeV gegeben.

low—tanB—-Fixpunkt

Fiir die Evolution des low—tans-Fixpunktes sind die Einschrankungen durch die Massenschran-
ke des Stau mz > 76 GeV und die Massenschranke des Stop m; > 87GeV gegeben. Fiir die
Massenschranke des Stau ergeben sich dabei besonders weitreichende Einschrankungen der mog-
lichen Werte der freien Parameter o und m;/,. Im Fall des low—tanS-Fixpunktes schlieft diese
Massenschranke den gesamten Bereich der freien Parameter po und m;/, aus, da die Massen-
schranke fiir den ersten Masseneigenzustand einen Wert von m; 2 120 und fiir den zweiten
Masseneigenzustand einen Wert von my/, S 120 erfordert.

Evolution des Evolution des
high-tanS-Fixpunktes (HTB) low-tanS-Fixpunktes (LTB)
mq/2 2, 80 aufgrund myj2 2, 120 aufgrund
mg > 180 GeV mz > 76 GeV

mis2 2 2 po + 300 aufgrund mi2 S 120 aufgrund
mg Z 76 GeV mg, 2 76 GeV
mij2 2, 2% pio + 50 aufgrund mij2 2 & Ho + 60 aufgrund
mgl Z 82 GeV mt~1 Z 87 GeV
Y U
Einhalten der Einhalten der
Stau—Massenschranke nur fiir Stau—Massenschranke nicht
wenige Werte der freien moglich
Parameter mdglich (sieche Abb. 8.20 und 8.21)
(siehe Abb. 8.18)

Fiir beide Fille, die Evolution des high-tans— und des low-tans-Fixpunktes, konnte gezeigt
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werden, daf die in diesem Zusammenhang auftretenden Einschrinkungen wie im Fall der Un-
tersuchung der Bedingung zur ,,Destabilisierung des Ursprungs“ auf die Struktur der im Rah-
men dieser Arbeit bestimmten Fixmannigfaltigkeiten der Renormierungsgruppengleichungen
des weich brechenden MSSM zuriickzufiihren sind; vergleiche Abschnitt 8.4.2.

Bestimmung der Massen des Higgs—Sektors

Es konnte weiterhin in Abschnitt 8.4.2 gezeigt werden, dafs die Auswertung der Massen des
Higgs—Sektors zur Ausschliefung negativer Werte des freien Parameters p filhrt. Diese Aus-
schliefung kommt vor allem dadurch zustande, daf fiir negative Werte von p, negative Werte
der Massenquadrate m?, und m?%.. auftreten.

low—tanB—Fixpunkt

Im Fall der Evolution des low-tanS-Fixpunktes konnte gezeigt werden, daf aufgrund der Masse
des leichtesten Higgs—Bosons, das normalerweise mit dem Higgs—Boson des Standardmodells
identifiziert wird, unter Einbeziehung von Stop-Korrekturen und der Renormierungsgruppen-
evolution im Standardmodell eine weitere Einschriankung der freien Parameter vorliegt. Die
Masse des Higgs—Bosons befindet sich unterhalb der Massenschranke von my > 95 GeV, und es
gelingt auch unter Ausnutzung aller Korrekturen und der Renormierungsgruppenevolution im
Bereich des Standardmodell fiir Werte von m;,, S 150 nicht, die Massenschranke des Higgs—
Bosons zu erfiillen. Diese Massenschranke stellt die stirkste Einschrankung der moglichen Werte
der freien Parameter po und my /o dar.

high—tanS-Fixpunkt

Fiir die Evolution des high-tanf-Fixpunktes liegen auch ohne Einbeziehung der Renormie-
rungsgruppenevolution im Bereich des Standardmodells keine bedeutenden Einschrinkungen
der moglichen Werte der freien Parameter py und my/; durch Erfiillung der Massenschranke
des Higgs—Bosons des Standardmodells vor.

Vor der Formulierung des abschliekenden Ergebnisses im Hinblick auf den Vergleich der Vorher-
sagen der Evolution des high-tanf8— und des low-tans-Fixpunktes wird eine kurze Ubersicht
der im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Teilaspekte und der erzielten Ergebnisse gegeben.

e Es wurde die Bestimmung der Fixmannigfaltigkeiten der Renormierungsgruppengleichun-
gen des weich brechenden minimal supersymmetrischen Standardmodells vorgenommen.
Die Bestimmung beinhaltet die Berechnung der Fixpunkte in den unphysikalischen Pol-
stellen der Eichkopplungen in den dort vorliegenden reduzierten Systemen, die nur von
einer Eichkopplung abhéngig sind, sowie die Bestimmung der Fixlinien, die die Fixpunkte
in den Polen unter der Renormierungsgruppenevolution in Anwesenheit aller drei Eich-
kopplungen ¢, g» und g3 miteinander verbinden und damit auch die Fixlinien im physi-
kalischen Giiltigkeitsbereich der Renormierungsgruppengleichungen des weich brechenden
MSSM von der UV—Skala bis zur IR-Skala festlegen.

e Durch die Bestimmung der Fixmannigfaltigkeiten der Renormierungsgruppengleichungen
des weich brechenden MSSM konnte die grofe Anzahl der freien Parameter des weich bre-
chenden MSSM auf nur zwei verbleibende freie Parameter, den Anfangswert des Higgs—
Mischungs—Parameters po und den Wert der Unifizierenden Gaugino—Masse m,/, redu-
ziert und damit die Aussagekraft der Theorie bedeutend erhoht werden. Alle weiteren



174 Kapitel 9. Abschliefende Zusammenfassung

Untersuchungen konnten so in Abhéngigkeit von den zwei verbleibenden freien Parame-
tern, o und my /2, vorgenommen werden.

e Es wurde die Moglichkeit der Realisierung der radiativen spontanen elektroschwachen
Symmetriebrechung in Abhéngigkeit von den zwei verbleibenden freien Parametern, pq
und m;/; untersucht. Es konnte Bereiche im Raum der verbleibenden freien Parameter,
Mo und my e, bestimmt werden, die zur radiativen spontanen elektroschwachen Symme-
triebrechung fiihren.

e Es wurden Auswertungen der Bedingungen zur Beschrinktheit des Potentials und zum
Erhalt der Ladungs— und Farbsymmetrie im skalaren Potential im Zusammenhang mit
der elektroschwachen Symmetriebrechung in Abhéngigkeit von den zwei verbleibenden
freien Parametern, 1o und m,/, durchgefiihrt. Diese Auswertung bezog jeweils die Werte
der eingehenden Parameter fiir den gesamten physikalischen Giiltigkeitsbereich der Re-
normierungsgruppengleichungen des weich brechenden MSSM in die Berechnung mit ein
und fiihrte zu nicht—trivialen Einschrankungen der moglichen Werte der freien Parameter
o und m; /o und damit einer weiteren Erhohung der Aussagekraft der Theorie.

e Es wurden die Massen der Quarks und Leptonen und der durch die Parameter des weich
brechenden Sektors beschriebenen Teilchen in Abhéngigkeit von den zwei verbleibenden
freien Parametern, o und m, /; berechnet. Die Auswertung der Massen und der Vergleich
mit aktuellen experimentellen Massenschranken fiihrte, wie im Fall der Auswertung der
Bedingungen, zu weiteren Einschrinkungen der moglichen Werte der freien Parameter
und m;/, und damit ebenfalls zu einer weiteren Erhéhung der Aussagekraft der Theorie.

Im Zusammenhang mit der vergleichenden Untersuchung der Vorhersagen der Evolution des
high-tanS- und des low-tanS-Fixpunktes kann festgestellt werden, dafs die Mehrheit der durch-
gefiihrten Untersuchungen zu guten Ergebnissen fiihrt, beziehungsweise keine Einschrinkungen
beinhaltet, die zu einem vollkommenen Ausschluf der betrachteten Aspekte der untersuch-
ten Theorie fiihren. Sowohl fiir die Auswertung der Evolution des high—tanf—Fixpunktes als
auch des low—tanfS-Fixpunktes liegen Ergebnisse von Teiluntersuchungen vor, die zu starken
Einschréankungen der mdéglichen Werte der verbleibenden freien Parameter o und my /o fiih-
ren. Diese Einschrénkungen kénnen jedoch teilweise durch geringfiigige Modifikationen abge-
schwicht werden, und man wird weiterhin durch die Kenntnis der Fixmannigfaltigkeiten der
Renormierungsgruppengleichungen des weich brechenden MSSM in die Lage versetzt, eine theo-
retisch fundierte Begriindung fiir das Auftreten der Einschrinkungen in Abhéngigkeit der be-
teiligten Parameter anzugeben.

Vergleicht man die Auswertungen fiir die Evolution des high-tanS— und des low-tanS-Fixpunktes,
so liegen fiir die entscheidenden Kriterien und Einschriankungen in Kurzform folgende Ergeb-
nisse vor:
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Evolution des
high—tanS-Fixpunktes (HTB)

Evolution des
low—tanS—-Fixpunktes (LTB)

myp und m., besitzen
nicht—verschwindende Massen

radiative spontane elektroschwache
Symmetriebrechung nicht méglich

wenig Einschrankungen durch die
Erfiillung der (modifizierten)
physikalischen Bedingung an das
Potential

wenig Einschriankung durch die
Erfiillung von Massenschranken der
Sfermionen

wenig Einschriankung durch die

mp=0und m, =0

es existieren Wertebereiche der freien
Parameter 19 und m;, fiir die
radiative spontane elektroschwache
Symmetriebrechung moglich ist

wenig Einschriankungen durch die
Erfiillung der physikalischen
Bedingungen an das Potential

samtliche Werte der freien Parameter
o und m; o durch Massenschranken
der Stau ausgeschlossen

Einschrankungen im Bereich kleiner

Erfiillung von Massenschranken des
Higgs—-Bosons des Standardmodells

Werte von my o durch die
Massenschranke des Higgs—Bosons des
Standardmodells

Es 1a£t sich leicht erkennen, daf sowohl fiir die Evolution des low—tanS—Fixpunktes als auch fiir
die Evolution des high-tang-Fixpunktes Bereiche existieren, die zu Einschrinkungen fiihren.
Diese sind im Fall des high-tang-Fixpunktes vor allem mit der Realisierung der radiativen
elektroschwachen Symmetriebrechung im skalaren Potential und der Erfiillung der damit in
Zusammenhang stehenden Bedingungen verkniipft. Im Fall des low-tanS-Fixpunktes liegen
die stiarksten Einschrinkungen vor allem im Bereich der Erfiillung der Massenschranken vor,
so zum Beispiel im Bereich der Massenschranke des Stau und des Higgs-Bosons des Standard-
modells sowie der Vorhersage der Massen der Quarks und Leptonen, in deren Zusammenhang
die Massen des Bottomquarks und des Tauleptons als Null angenommen werden.

Wiirde man die Vorhersagen der beiden Fixpunkte gegeneinander abwigen, so wiirde zum ge-
genwirtigen Zeitpunkt vor allem die Moglichkeit der Realisierung der radiativen elektroschwa-
chen Symmetriebrechung, die nicht unberechtigt einen der groften Erfolge des MSSM darstellt,
fiir den low-tanfS-Fixpunkt sprechen. Sollte es in zukiinftigen Untersuchungen moglich sein,
alternative Wege zur Beschreibung der Zusammenhinge der elektroschwachen Symmetriebre-
chung zu beschreiten und damit die Probleme des high-tans-Fixpunktes in diesem Bereich zu
umgehen, dann wiirde dieser sicher aufgrund seiner Vorhersagen im Bereich der Massen die
bessere Wahl darstellen.



Anhang A

Graphiken der Massenverteilungen

Dieser Anhang zeigt die Massen des weich brechenden und des Higgs—Sektors des minimal
supersymmetrisch erweiterten Standardmodells aus Abschnitt 8.4.2. Diese wurden in Abhén-
gigkeit von den zwei verbleibenden freien Parametern, iy und m;/,, bestimmt und iiber diesen
aufgetragen. Es liegen folgende Massen vor:

e Massen der Skalare, Charginos, Neutralinos und der Gluinos:

Stop mg,, My,
Sbhottom ms , s

b1 ba
Stau mz , M7,

Charginos  mg , mg,
Neutralinos mg , mg, mg,, mg,

Gluinos my

e Massen des Higgs—Sektors:

Mz Mpgo Mpg+

Die Abbildungen der Massen m;, sind Abschnitt 8.4.2 zu finden.
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Abbildung A.1: Masse des Stop my,,
aufgetragen {iber den verbleibenden
freien freien Parametern, po und m; /o
fiir die Evolution des high—tang-
Fixpunktes.

Abbildung A.2: Masse des Stop mg,,
aufgetragen {iber den verbleibenden
freien freien Parametern, po und m; /o
fiir die Evolution des high-tang-
Fixpunktes.

Abbildung A.3: Masse des Sbottom
mg. aufgetragen iiber den verblei-
benden freien freien Parametern, pg
und m s, fiir die Evolution des high—
tanf—Fixpunktes. Im dunkelgrauen
Bereich gilt mj; < 0, im hellgrauen
Bereich ist die Massenschranke nicht
erfiillt.

Abbildung A.4: Masse des Sbottom
mg,, aufgetragen iiber den verblei-
benden freien freien Parametern, pug
und m, 5 fiir die Evolution des high—
tanf—Fixpunktes.
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Abbildung A.5: Masse des Stau mz,,
aufgetragen iiber den verbleibenden
freien freien Parametern, po und my /o
fiir die Evolution des high—tang-
Fixpunktes. Im dunkelgrauen Bereich
gilt mz < 0, im hellgrauen Bereich
ist die Massenschranke nicht erfiillt.

Abbildung A.6: Masse des Stau ms,,
aufgetragen iiber den verbleibenden
freien freien Parametern, po und my /o
fir die Evolution des high-tang-
Fixpunktes.

Abbildung A.7: Masse des ersten
Charginos m , aufgetragen tiber den
verbleibenden freien freien Parame-
tern, po und my, fiir die Evolution
des high—tanf—Fixpunktes. Im grau-
en Bereich ist die Massenschranke
nicht erfiillt.

Abbildung A.8: Masse des zweiten
Charginos m, , aufgetragen tiber den
verbleibenden freien freien Parame-
tern, po und m, , fiir die Evolution
des high—tanf—-Fixpunktes.
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Abbildung A.9: Masse des ersten
Neutralinos my , aufgetragen iiber
den verbleibenden freien freien Para-
metern, po und my , fiir die Evoluti-
on des high-tanf-Fixpunktes.

Abbildung A.10: Masse des zweiten
Neutralinos mgy, , aufgetragen iiber
den verbleibenden freien freien Pa-
rametern, po und my/y fiir die Evo-
lution des high—tanf—Fixpunktes. Im
grauen Bereich ist die Massenschran-
ke nicht erfiillt.

Abbildung A.11: Masse des dritten
Neutralinos m Ny aufgetragen {iber
den verbleibenden freien freien Pa-
rametern, po und my, fiir die Evo-
lution des high—tanf—Fixpunktes. Im
grauen Bereich ist die Massenschran-
ke nicht erfiillt.

Abbildung A.12: Masse des vierten
Neutralinos my, , aufgetragen iiber
den verbleibenden freien freien Para-
metern, po und m, /o fiir die Evoluti-
on des high—tanf—-Fixpunktes.
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Abbildung A.13: Masse des ersten
neutralen Higgs—Bosons m z,, aufge-
tragen iiber den verbleibenden frei-
en freien Parametern, po und m; /o
fiir die Evolution des high—tang-
Fixpunktes. Im grauen Bereich gilt
mzo < 0.

Abbildung A.14: Masse des neutralen
Higgs—Bosons m g,, aufgetragen iiber
den verbleibenden freien freien Para-
metern, o und my, fiir die Evoluti-
on des high—tang-Fixpunktes.

Abbildung A.15: Masse des gelade-
nen Higgs—Bosons m . , aufgetragen
iiber den verbleibenden freien freien
Parametern, po und my s, fiir die Evo-
lution des high—tanS—Fixpunktes. Im
grauen Bereich gilt mz, <O0.

Abbildung A.16: Masse der Gluni-
os myg, aufgetragen iiber den verblei-
benden freien freien Parametern, pg
und m, , fiir die Evolution des high—
tanf—Fixpunktes. Im grauen Bereich
ist die Massenschranke nicht eriillt.
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Abbildung A.17: Masse des Stop my,,
aufgetragen {iber den verbleibenden
freien freien Parametern, po und
my s, fiir die Evolution des low-tanf—
Fixpunktes. Im grauen Bereich ist die
Massenschranke nicht eriillt.

Abbildung A.18: Masse des Stop mg,,
aufgetragen {iber den verbleibenden
freien freien Parametern, po und
my /2 fiir die Evolution des low—tan/—
Fixpunktes.

Abbildung A.19: Masse des Sbottom
mg. aufgetragen iiber den verblei-
benden freien freien Parametern, pg
und m, 5 fiir die Evolution des low—
tanf—Fixpunktes. Im grauen Bereich
ist die Massenschranke nicht ertillt.

Abbildung A.20: Masse des Sbottom
mg,, aufgetragen iiber den verblei-
benden freien freien Parametern, pug
und m /, fiir die Evolution des low—
tanf—Fixpunktes. Im grauen Bereich
ist die Massenschranke nicht eriillt.
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Abbildung A.21: Masse des Stau mz,,
aufgetragen iiber den verbleibenden
freien freien Parametern, po und
my /2 fiir die Evolution des low—tan—
Fixpunktes. Im grauen Bereich ist die
Massenschranke nicht eriillt.

Abbildung A.22: Masse des Sbottom
ms,, aufgetragen {iber den verblei-
benden freien freien Parametern, pg
und my /, fiir die Evolution des low—
tanf—Fixpunktes. Im grauen Bereich
ist die Massenschranke nicht eriillt.

Abbildung A.23: Masse des ersten
Charginos m , aufgetragen tiber den
verbleibenden freien freien Parame-
tern, po und my, fiir die Evolution
des low-tanf-Fixpunktes. Im grauen
Bereich ist die Massenschranke nicht
eriillt.

Abbildung A.24: Masse des zweiten
Charginos m, , aufgetragen tiber den
verbleibenden freien freien Parame-
tern, po und m, , fiir die Evolution
des low—tanf—Fixpunktes.
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Abbildung A.25: Masse des ersten
Neutralinos my , aufgetragen iiber
den verbleibenden freien freien Para-
metern, po und my , fiir die Evoluti-
on des low—tanfS-Fixpunktes.

Abbildung A.26: Masse des zweiten
Neutralinos mgy, , aufgetragen iiber
den verbleibenden freien freien Pa-
rametern, po und my/y fiir die Evo-
lution des low—-tanfg-Fixpunktes. Im
grauen Bereich ist die Massenschran-
ke nicht eriillt.

Abbildung A.27: Masse des dritten
Neutralinos m Ny aufgetragen {iber
den verbleibenden freien freien Pa-
rametern, po und my, fiir die Evo-
lution des low—tanfS—-Fixpunktes. Im
grauen Bereich ist die Massenschran-
ke nicht eriillt.

Abbildung A.28: Masse des vierten
Neutralinos my, , aufgetragen iiber
den verbleibenden freien freien Para-
metern, po und m, /o fiir die Evoluti-
on des low—tanfS-Fixpunktes.
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