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1 Einleitung

Das Standardmodell (SM) der Elementarteilchenphysik beschreibt sehr erfolgreich
die elektromagnetischen, schwachen und starken Kréfte der Natur im experimen-
tell zugdnglichen Bereich. Neben diesem quantitativen Erfolg hat es erheblich
zum Verstdndnis dieser Wechselwirkungen beigetragen, indem es jede von diesen
auf eine einfache (lokale) Symmetrieeigenschaft zuriickfiihrt, beschrieben durch
eine Liegruppe. So wird die starke Wechselwirkung mit einer Liegruppe SU(3)¢
und die elektroschwache Wechselwirkung mit SU(2), ® U(1)y in Verbindung
gebracht, worauf sich die Fichgruppe des SMs ergibt:

SUB)c®@SU12)L,U(1)y.
{ { {
g3 g2 g1

Die Starke einer jeden Kraft wird auf die Werte der Fichkopplungen gs, go oder
g1 reduziert, die zusammen mit den Massen der Quarks und Leptonen, den Mi-
schungswinkeln und den Kopplungen der skalaren Bosonen die freien Parameter
des SMs ergeben. Diese sind von Seiten der Theorie vollig unbestimmt und miis-
sen dem Experiment entnommen werden, womit z.B. die Masse des Top-Quarks
von my = (174,3 £ 5,1) GeV nicht erkldrt werden kann.

Die Quantisierung und Renormierung von Feldtheorien wie dem SM macht die
Einfiihrung einer zusétzlichen Gréfe in Form einer Impulsskala 1 notwendig. In
der Folge sind alle freien Parameter keine Konstanten, sondern gehen in soge-
nannte mit der Impulsskala p gleitende Parameter iiber:

Parameter — Parameter(u).

Diesem Ergebnis liegt eine Symmetrie zugrunde, die Renormierungsgruppeninva-
rianz, beschrieben durch sogenannte Renormierungsgruppengleichungen (RGG).
Diese geben die Anderungen der freien Parameter wieder, die den Wechsel von
einer Skala p; zu pe kompensieren. Die RGG bilden ein nichtlineares, gekop-
peltes Differentialgleichungssystem erster Ordnung und konnen im Rahmen der
Storungstheorie bestimmt werden. Die Anfangswerte fiir diese Parameter sind
nach wie vor freie Grofen und miissen dem Experiment entnommen werden.

Die Eigenschaft der freien Parameter, in der quantisierten Theorie in Abhéngig-
keit von der Impulsskala y zu gleiten, eréffnet auch Mdoglichkeiten, deren nume-
rische Werte festzulegen oder zumindest einzugrenzen. Ein allgemeiner Rahmen
konnte die Einbettung des SMs in eine unifizierte Theorie (GUT: Grand Uni-
fied Theory) sein, der Moglichkeit, daf sich die bekannten Wechselwirkungen im
Ultravioletten (UV) fiir hohe Impulsskalen pyy = Mgyr =~ 10 GeV zu einer
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(nunmehr) einzigen vereinigen. Beschrieben wird eine solche GUT durch eine
einzelne einfache Eichgruppe wie der SU(5) mit einer Eichkopplung geur (). Die
GUT-Bedingung

g3(MGUT) = QQ(MGUT) = gl(MGUT) = gGUT(MGUT)

liefert auf diesem Hintergrund Anfangswerte fiir das Gleiten der Eichkopplungen
im Bereich der sogenannten Grofien Eindde, dem riesigen Skalenbereich von 13
Grofkenordnungen zwischen UV-Skala und dem Niederenergiebereich der Impuls-
skala im Infraroten (IR): pyr ~ my = 174,3 GeV. Dies ist das kleinste mogliche
Brechungsszenario, das die Eichgruppe des SMs enthilt. Zusatzlich waren GUT-
Symmetrien mit anderen Gruppen als der SU(5) denkbar. Solche Gruppen, wie
z.B. die superstring-inspirierten SO(10) oder Eg, fithren auf ein oder mehrere
Zwischenmodelle, die die Grofe Eindde fiillen konnten. Jedes dieser Modelle ent-
spricht einem Ensemble von Wechselwirkungen, von denen einige bis in den nahen
IR-Bereich hinein giiltig sein kénnten, bevor sie in das SM iibergehen.

Fiir das SM bedeutet dies, dak trotz des angedeuteten Erfolgs dieses Modells eini-
ge technische Schwierigkeiten bestehen, was sich inbesondere in einem Hierarchie-
Problem aufert, womit der Erhalt der Disparitdt der physikalischen Skalen im
IR und UV in der quantisierten Theorie gemeint ist: Die Masse des Higgsteil-
chen mj, ist unter radiativen Korrekturen quadratisch divergent, mufs jedoch
von der Ordnung der Brechungsskala My, der elektroschwachen Symmetrie sein:
mp ~ O(My =~ pr = my). Durch die Renormierung der Theorie wird zwar
eine endliche Masse beschrieben; um jedoch keine Masse von der Grofenord-
nung my, ~ O(pyy = 10'° GeV) zu erhalten, muf eine Feinjustierung vorgenom-
men werden, die fiir jede Ordnung der Stérungstheorie die Hierarchie der Skalen
my, < 10% GeV gewihrleistet.

In einer theoretisch sehr attraktiven Erweiterung des SMs wird dieses Modell um
eine Supersymmetrie zwischen den beiden sehr unterschiedlichen Teilchenklassen
der Fermionen und Bosonen erginzt, die jedoch nicht innerhalb des Teilchenge-
halts des SMs realisiert werden kann. Aus diesem Grund wird der Materie- und
Eichbosonengehalt, wobei letztere die Triager der Wechselwirkungen sind, jeweils
durch einen bosonischen bzw. fermionischen Superpartner verdoppelt, was auf
das Minimal Supersymmetrische Standardmodell (MSSM) fiihrt. Die Anzahl der
freien Parameter steigt bei diesem Ubergang jedoch nicht in gleichem Mafe an,
sondern ist von derselben Grofenordnung.

Die Supersymmetrie verbessert die Renormierungseigenschaften von Quanten-
feldtheorien, was insbesondere das Hierarchie-Problem des SMs 16st, womit kleine
Higgsmassen in solchen Modellen natirlicher sind. Zusétzlich kann die spontane
elektroschwache Brechung im MSSM durch radiative Korrekturen erklart werden.
Einer SU(5)-GUT gelingt erst im supersymmetrischen Fall die Beschreibung ei-
ner mit dem Experiment zu vereinbarenden Protonenlebenszeit. Diesen theoreti-
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schen Erfolgen steht die Tatsache gegeniiber, dak die gleichschweren Superpart-
ner des bekannten Teilchengehalts in den bisherigen Experiment nicht verifiziert
werden konnten, so da die Supersymmetrie unterhalb der Skala y = Mqysy =~
O(10% GeV) verletzt sein muf. Ein méglicher Brechungsmechanismus dieser Sym-
metrie ist durch sogenannte weiche Eigenschaften ausgezeichnet: Die Brechung
erfolgt explizit durch zusétzliche Wechselwirkungen, die das Hierarchie-Problem
gelost lassen und die Superpartner mit hinreichend gréferen Massen versehen. In
der Folge wird die Zahl der freien Parameter, welches die Massen der Superpart-
ner miteinschliefst, erheblich erhoht. Diese zusatzlichen Wechselwirkungen werden
im folgenden als der weichbrechende Sektor bezeichnet.

Ein weiterer Aspekt im Zusammenhang mit dem Gleiten der freien Parameter
betrifft die Eigenschaften des Renormierungsgruppenflusses (RGFes), der Ge-
samtheit aller moglichen Verldufe der freien Parameter fiir alle denkbaren An-
fangswerte in Abhingigkeit von der Impulsskala p. Der RGF einiger Kopplungen
zeichnet sich dadurch aus, daf er im IR wenig sensitiv fiir die Verhéltnisse im UV
ist, das heifst ein grofes Intervall von UV-Anfangswerten verjiingt sich im IR auf
einen kleinen Bereich von moglichen Parameterwerten. Dieser Umstand kommt
einem Erinnerungsverlust gleich und ist ein zentraler Punkt der Untersuchungen
in dieser Arbeit. Die Attraktion des RGFes bei der Evolution vom UV hin zum
IR wird von speziellen Losungen im Parameterraum vermittelt, die sich zusétz-
lich dadurch auszeichnen, dafs sie unabhéngig von ausgezeichneten Anfangswerten
sind. Fiir die Abweichungen von den Fixmannigfaltigkeiten in Abhangigkeit von
der Linge des Evolutionsweges lassen sich Schranken angeben [1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8|,
auf die in dieser Arbeit nicht eingegangen werden soll.

Solche Losungen wurden erstmalig in Form von Fizpunkten fiir das SM [9, 10, 11,
12, 13, 14, 3, 15, 16, 17] und fiir das MSSM [18, 19, 20| bestimmt. Die Einbezie-
hung zusétzlicher Kopplungen [16, 8, 19, 21, 22, 23, 24, 25, 26| fiihrte auf hoher-
dimensionale Fixstrukturen in Form von Fixlinien, Fixflichen usw., die wichtige
Beziehungen zwischen den freien Parametern des SMs oder MSSMs wiedergeben.
Diese wurden mittlerweile in der zweiten Ordnung der Storungstheorie bestimmt
[21, 22, 23, 24, 25, 26]. So wurden z.B. die Top-, Bottom- und Tau-Massen im
MSSM fiir bestimmte Werte des Parameters 3, der die Mischung der Vakuumer-
wartungswerte der Higgsfelder beschreibt, gut wiedergegeben [22, 23, 24, 25, 26].

Die analytische Bestimmung solcher IR-attraktiven Fizmannigfaltigkeiten sind
ein zentrales Ziel in den sich anschliefenden Untersuchungen. Die Fixmannig-
faltigkeiten machen die nahezu anfangswertfreie Voraussage von physikalischen
Grofen moglich. Im Idealfall beschrankt sich der RGF auf die Fixmannigfal-
tigkeiten selbst, zumindest wird er sich im IR aufgrund der Attraktion in der
Néhe befinden: Der RGF flielt wihrend der Top-Down-FEvolution vom UV zum
IR zuerst auf die héchstdimensionale Fixmannigfaltigkeit und dann mit abneh-
mender Dimension auf die Untermannigfaltigkeiten bis zu den Fixflichen, -linien



und -punkten zu [21]. Die bisher in der Literatur durchgefiihrten Bestimmungen
der Fixmannigfaltigkeiten jenseits der Fixpunkte wurden mit Hilfe numerischer
Verfahren vorgenommen, was die Untersuchung von grofsen Parameterrdumen
moglich macht. Diese Betrachtungen wurden bisher auf das SM und MSSM be-
schrankt [19, 21, 22, 23, 24, 25, 26].

Aus den vorangegangenen Bemerkungen ergeben sich somit die folgenden Frage-
stellungen und Zielsetzungen dieser Arbeit:

e Die Anmerkungen zu den GUT haben deutlich gemacht, daf neben dem
SM und MSSM eine Vielzahl von Modellen existiert, die bis in den néheren
IR-Bereich hinein noch phinomenologisch relevant sein konnten. Jede dieser
Theorien konnte zusitzlich eine Supersymmetrie beinhalten. Daraus ergibt
sich die Relevanz einer grundsétzlichen Untersuchung von Fixmannigfal-
tigkeiten fiir allgemeine Eichgruppen eines beliebigen Modells, mit einem
physikalisch sinnvollen Materiegehalt in allgemeinen, nicht zu hochdimen-
sionalen gruppentheoretischen Darstellungen beziiglich dieser Eichgruppen.
Diese allgemeine Untersuchung ist ein zentraler Punkt dieser Arbeit.

Die Vorgehensweise fiir die Bestimmung der Fixmannigfaltigkeiten muf ge-
geniiber den numerischen Verfahren grundsitzlich anders erfolgen und ist
in der Literatur noch nicht formuliert worden. Daraus ergibt sich die Not-
wendigkeit der Anwendung einer prinzipiellen mathematischen Methode zu
ihrer Bestimmung. Es wurde ein Riickgriff auf ein Verfahren, das die Sym-
metrien einer Differentialgleichung ausnutzt, vorgenommen. Die Fixman-
nigfaltigkeiten stellen sich auf diesem Hintergrund als diejenigen Losungen
heraus, deren Symmetrie gegeniiber dem gesamten RGF erhoht ist.

e Es sollen — soweit als moglich — die Fixmannigfaltigkeiten fiir den allgemei-
nen Fall mit der Zielsetzung bestimmt werden, die zugehorige analytische
Form anzugeben, die iiber die einfache Struktur von Fixpunkten hinausgeht.
Es eroffnet sich dann die Moglichkeit, ein beliebiges Modell oder ganze Mo-
dellklassen anhand ihrer Fixmannigfaltigkeiten simultan zu untersuchen.

e Ausgehend vom Befund [21, 22, 23, 24, 26|, daf im MSSM die Fixmannig-
faltigkeiten beim RGF vom UV zum IR systematischer attraktiver als die
des SMs sind, wird untersucht, ob sich diese Aussage fiir beliebige Theorien
verallgemeinern 1aft. Insgesamt soll ein systematischer Vergleich von Mo-
dellen mit ihrer jeweiligen supersymmetrischen Erweiterung vorgenommen
werden.

e Mit den Ergebnissen der ersten drei Fragestellungen sollen die gemach-
ten Aussagen fiir konkrete Modelle und Modellklassen verifiziert werden.
Dazu werden eine Reihe von Theorien untersucht, die hiufig diskutierte



Erweiterungen des SMs bzw. MSSMs darstellen. Dies wird im wesentli-
chen superstring-inspirierte Theorien betreffen, etwa die Hinzunahme von
abelschen Eichgruppen SU(3)¢ ® SU(2), ® U(1)y ® U(1)?, sowie die pa-
ritdtserhaltenden links-rechts-symmetrischen Modelle SU(3)¢ @ SU(2), ®
SUR2)r®@U(1)B.1L-

Die Arbeit gliedert sich in zwei Teile. Im ersten Teil wird in Kapitel 2 kurz die
Struktur einer allgemeinen Eichfeldtheorie beschrieben, wobei besonders auf die
Formulierung eines Modells sowie seiner supersymmetrischen Variante eingegan-
gen wird. In Kapitel 3 wird der Prozefs der Renormierung geschildert, was als
notwendige Voraussetzung fiir die Beschreibung der Fixmannigfaltigkeiten die
Angabe der Renormierungsgruppe beinhaltet. Danach werden in Kapitel 4 einige
physikalische und fiir diese Arbeit relevante Elementarteilchenmodelle vorgestellt.
In Kapitel 5 wird der bisherige Stand der Literatur zu den Fixmannigfaltigkei-
ten wiedergegeben und die iibliche Vorgehensweise fiir deren halbanalytische und
numerische Bestimmung erlautert.

Im zweiten Teil werden darauf aufbauend die oben genannten Untersuchungen
durchgefiihrt und die erzielten Ergebnisse dargestellt. Dies beinhaltet die For-
mulierung der grundlegenden mathematischen Eigenschaften und die Angabe
der Bestimmungsgleichungen der Fixmannigfaltigkeiten einer beliebigen Eichfeld-
theorie, wobei insbesondere die Bedeutung von Symmetrien des RGFes herausge-
stellt wird. Etwas spezieller wird dann der Eich-Yukawa-Sektor in Ein-Schleifen-
Naherung fiir solche allgemeinen Modelle untersucht und die Bestimmungsglei-
chungen néher spezifiziert. Wichtige Konstruktionselemente fiir deren Losung in
Form der einfachsten Fixstrukturen wie Fixhyperebenen und -geraden werden im
Anschluf bestimmt. Zusammen mit ihren hier ebenfalls ermittelten Attraktivi-
téatskoeffizienten gehen diese Grofen als alleinige Parameter in die nichttrivialen
Fixmannigfaltigkeiten dieses Sektors ein.

Hierauf aufbauend werden in Kapitel 7 die analytischen Lésungen dieser Bestim-
mungsgleichungen fiir ein weiterhin allgemeines Modell in einem méglichst grofen
Sektor des Parameterraums bestimmt. Dies beinhaltet den Fall einer Yukawa- und
einer beliebigen Anzahl von Eichkopplungen. Dieses Ergebnis wird auf mehrere
Yukawakopplungen erweitert: mit Einschrankungen kann auch hier die Integrati-
on der Bestimmungsgleichungen vorgenommen werden.

Mit Hilfe einer verallgemeinerten differentiellen Beziehung kénnen aus den zuvor
bestimmten Fixmannigfaltigkeiten direkt die der trilinearen Kopplungen und des
Higgs-Mischungs-Parameters des weichbrechenden Sektors einer supersymmetri-
schen Theorie bestimmt werden. Mit diesen Ergebnissen werden sich einige, hdufig
getroffene Annahmen beziiglich der Unifizierung im weichbrechenden Sektor, auf
der Fixmannigfaltigkeit als zwangslaufig realisiert herausstellen.



Dieses Kapitel schlieft mit einigen Uberlegungen zur physikalischen Natur von
Fixmannigfaltigkeiten und Symmetrien des RGFes. Neben einer moglichen Ver-
bindung zum Begriff der Natiirlichkeit einer Theorie soll anhand von Beispielen
motiviert werden, daf Fixmannigfaltigkeiten eine iiber die reine IR-Attraktion
des RGFes hinausgehende physikalische Bedeutung haben kénnten.

Das Kapitel 8 vergleicht die IR-Attraktivitit einer Theorie mit seiner supersym-
metrischen Entsprechung. Mit den dort vorgestellten Ergebnissen kann in einem
Teil des Parameterraums gekldrt werden, ob es sich bei dem im Einzelmodell
festgestellten Befund einer stiarker ausgepriagten IR-Attraktivitiat der supersym-
metrischen Erweiterung um eine grundséatzliche Eigenschaft handelt.

Auf den zuvor bestimmten exakten Losungen fiir die Fixmannigfaltigkeiten auf-
bauend, werden in Kapitel 9 Schranken fiir die Auswirkungen von Erweiterungen
der Eichgruppe G eines Ausgangsmodells auf die Fermionenmassen bestimmt.
Die Erweiterungen beinhalten die Hinzunahme von zusétzlichen abelschen Wech-
selwirkungen G — G ® U(1)™ bzw. eingeschrinkt von nichtabelschen Wechsel-
wirkungen G — G' D G.

Die bestimmten Fixmannigfaltigkeiten werden in Kapitel 10 auf die im ersten
Teil vorgestellten konkreten Modelle und Modellklassen angewendet. Neben der
Ergidnzung einiger bekannter numerischer Ergebnisse im SM und MSSM durch
die neu bestimmten analytischen Zusammenhénge wird beim MSSM auf die Fix-
beziehungen im weichbrechenden Sektor eingegangen. Es schliefit sich eine Unter-
suchung der links-rechts-symmetrischen Modelle an, bei der im wesentlichen der
Einflufs des skalaren Teilchengehalts auf die Top- und Bottommassen betrach-
tet wird. Die Auswirkungen einer zusétzlichen abelschen Wechselwirkung auf die
Verhéltnisse im SM bzw. MSSM wird im nachfolgenden Abschnitt untersucht.
Das Kapitel schlieft mit dem Vergleich einiger weiterer spezieller Modelle und
den zuvor getroffenen Aussagen.









Teil 1: Grundlagen




2 Klassische Eichfeldtheorie

Um den grundsétzlichen Untersuchungsgegenstand dieser Arbeit zu konkretisie-
ren, werden in diesem Kapitel die allgemeinen konventionellen und supersym-
metrischen Eichfeldtheorien geschildert. Deren Quantisierung fiihrt auf die im
Kapitel 3 erlduterten Renormierungsgruppengleichungen, die Ausgangspunkt fiir
die Suche nach Beziehungen zwischen den Parametern dieser Theorien sind.

Die Quantenelektrodynamik (QED) der elektromagnetischen und die Quanten-
chromodynamik (QCD) der starken Wechselwirkung sind Beispiele fiir die Be-
schreibung eines Elementarteilchenmodells mit Hilfe von Eichtheorien, denen das
sogenannte Eichprinzip zugrunde liegt. Die Verallgemeinerung der Konstruktions-
elemente dieser Modelle wird in diesem Kapitel erlautert. Den spéter diskutierten
Elementarteilchenmodellen liegt eine solche allgemeine Eichfeldtheorie zu Grun-
de.

Von einer allgemeinen nichtwechselwirkenden Theorie von Fermionen ausgehend
wird in Abschnitt 2.1 das Eichprinzip erldutert. In der Folge werden masselose
FEichbosonen eingefiihrt, die dieses Prinzip gewéhrleisten. Um einige von ihnen
auf eine quantisierbare Art und Weise mit Masse zu versehen, was fiir eine rea-
listische Beschreibung der schwachen Wechselwirkung notwendig ist, wird der
Materiegehalt um Spin-0-Bosonen erweitert, die mit Hilfe der spontanen Sym-
metriebrechung (SSB) Eichbosonenmassen konsistent erzeugen kénnen. Die SSB
wird in Abschnitt 2.2 erldutert. Diese allgemeine Eichtheorie kann noch mit einer
zusitzlichen Symmetrie versehen werden, die die Renormierbarkeit des jeweiligen
Modells verbessert und Fermionen und Bosonen in einen direkten Zusammenhang
stellt. Eine solche supersymmetrische Eichtheorie und deren konzeptionellen Vor-
teile werden in Abschnitt 2.3 besprochen. Da die von der Supersymmetrie vor-
ausgesagten zusatzlichen Teilchen experimentell bisher nicht verifiziert wurden,
kann sie fiir die untersuchten Energiebereiche nicht exakt erfiillt sein. Mit einer
weichen Symmetriebrechung wird sie jedoch fiir diesen infraroten Energiebereich
zu einer realistischen Theorie, was zum Ende dieses Abschnitts erlautert wird.
Ein wichtiger Punkt dieser Arbeit wird der Vergleich von konventionellen Eich-
theorien und ihren supersymmetrisierten Varianten sein, eine Begrifflichkeit, die
in Abschnitt 2.4 niher erkléart wird.

2.1 Konstruktion und Symmetrien von Eichfeldtheorien

In diesem Abschnitt werden die zuvor geschilderten Schritte zur Konstruktion
einer allgemeinen lokalen Eichfeldtheorie explizit durchgefiihrt. Einige Erlaute-
rungen zu den Liegruppen und den Spinorkonventionen finden sich im Anhang
A. Alle Angaben beziehen sich auf den klassischen Fall.
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2.1.1 Eichung der Fermionenfelder

Ausgangspunkt einer Eichfeldtheorie ist die Festlegung auf eine bestimmte Lie-
gruppe G und auf eine der moglichen zugehérigen endlichen Darstellung F'. Der
néchste Schritt ist die Wahl eines Ensembles von Fermionen, représentiert durch
die Felder v; , die einen Vektor beziiglich dieser Darstellung F' bilden. Ein Element
der N-dimensionalen Liegruppe G 1afit sich mit Hilfe der Gruppenparameter w4

parametrisieren:
N
Ur(w) = exp (—iZwATFA> : (2.1)
A=1

Die Matrizen T} sind hierbei die Generatoren von G in der Darstellung F, wo-
bei aus Konventionsgriinden ein Faktor —: abgespalten wurde. Sie erfiillen die
Liealgebra

[T, TR =iy  fAPTF (2.2)
c
mit den Strukturkonstanten f4Z,. Die Fermionen transformieren sich wie folgt:

b = =Upy, % — ¢ =PU. (2.3)

Eine lorentzinvariante reelle Lagrangedichte fiir nichtwechselwirkende Weylfer-
mionen ist! (vgl. Anhang A.2):

L = —iy5,0"). (2.4)

Damit diese global invariant unter den Gruppentransformationen (2.3) ist, muf
die Darstellung der Gruppe unitér sein, womit die Generatoren hermitesch sind:
A\t _ A

Transformieren sich die links- und rechtshindigen Fermionen identisch, so wiren
auch Massenterme denkbar, welche aber im folgenden nicht angenommen werden,
da die hier untersuchten Modelle nicht von dieser Gestalt sind. Terme hoherer
Ordnung in den Fermionenfeldern sind — aufgrund der Forderung nach der in
Kapitel 3 zu schildernden Renormierbarkeit der Theorien — nicht moglich.

Die Transformationen (2.3) lassen die Lagrangedichte (2.4) invariant. Dabei sind
die Parameter der Transformation nicht ndher bestimmt und kénnen frei gewihlt
werden. Damit die jeweilige Eichung der Felder keinen Einfluf auf die Mefkgro-
Ken hat, wird diese Wahlmoglichkeit zum Prinzip gemacht: die Parameter werden
durch beliebige Funktionen von Zeit und Ort wa — wa(z) ersetzt und es wird

! Aufgrund der bei der Formulierung der Supersymmetrie iiblichen Verwendung der van-der-
Waerden Notation bei den Weylspinoren, wird diese fiir den spdteren Vergleich hier ebenfalls
verwendet,.
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weiterhin Invarianz unter diesen lokalen Eichtransformationen verlangt (Eich-
Prinzip).

Wegen der Differentiation ist (2.4) jedoch nicht lokal invariant. Dies kann durch
die Einfithrung einer kovarianten Ableitung 6;;0* — Dp,; mit den Eichbosonen-
Potentialen |27] in Form von

(Ap)ii(z) = ) AlU(x) (T = Dp = 0" +iAL(x) (2:5)

erreicht werden. Die Forderung nach lokaler Eichinvarianz ergibt das Transfor-
mationsverhalten:

Dy = UrDsU}, A'p = —iUs (0U}) + UrArU}. (2.6)

Um die Eichbosonenfelder mit einer Dynamik zu versehen, wird ein entsprechen-
der eichinvarianter kinetischer Term ergénzt. Dazu wird zuerst der Feldstérke-

tensor
F’}” = —i[Df,, Dg] = 0'AY, — 8”A‘;, + z'[A’}, A;] (2.7)

definiert. Die Felder F,, transformieren sich beziiglich der Eichgruppe in der
adjungierten Darstellung. Ein invarianter kinetischer Term fiir die Eichbosonen
lautet:

1 v 1 v
) Spur (Fp, F&) = ~3 ZG?BFAWFg , GpP = Spur (TpT7). (28)

A,B

Die symmetrische Matrix G2 muf als Bestandteil der Lagrangedichte reell und
positiv definit sein, was nur fiir kompakte Liegruppen der Fall ist. In der Folge
ist die FEichgruppe das direkte Produkt einer kompakten, halbeinfachen und einer
abelschen Liegruppe [28]. Fiir diese beiden Anteile existieren weitere Struktursét-
ze, so dak die Eichgruppe das direkte Produkt kommutierender, kompakter und
einfacher Gruppen und einer Reihe von U(1) Gruppen ist: G = G1 ® G2 ® . . ..
Insbesondere sind die Strukturkonstanten einer kompakten Liealgebra vollstin-
dig antisymmetrisch, womit bei den Indizes keine Unterscheidung mehr nétig ist:

ABC .— fAB_ Die zuvor im Zusammenhang mit (2.4) geforderte Unitaritit ist
fiir die endlichen Darstellungen von kompakten Liegruppen automatisch gegeben.
Fiir jeden einfachen oder abelschen Anteil der Eichgruppe kann G4Z durch Trans-
formation der Eichpotentiale diagonal gewihlt werden. Indizierung der einzelnen

Gruppenfaktoren mit a,b = 1,... ergibt somit:
o 1
G = 4—g25ab5AB, (2.9)

wobei jeder dieser Untergruppen eine Eichkopplung g, zugeordnet wird, die ein
Mafs fiir die Starke der Wechselwirkung ist.

12



In dieser Notation wird die Lagrangedichte (2.4) zu

24 (aA)uv (aA Z ¢az0-u (ai) b])wb]: (2'10)
(a,2),(b,5)

mit der kovarianten Differentiation
% _ y : u (cA)
D F(ai)(bj) — 50,1)51] o* +1 z; A(CA) (TF )(m)(b]) .

Auf die Indizierung der einzelnen Gruppenfaktoren wird im folgenden verzichtet.

2.1.2 Spin-0-Bosonen

Die Eichbosonen in (2.10) sind bisher masselos. Das Einfiihren eines Massenterms
Spur (ArpMAF) wiirde die Eichsymmetrie brechen. Um dennoch zu massiven
Eichbosonen zu gelangen, muft der Materiegehalt um Spin-0-Bosonen mit den
Feldern ¢' in einer Darstellung S der Gruppe G erginzt werden, was in diesem
Unterabschnitt geschildert wird. Mit diesen Feldern ist es moglich, iiber den in
Abschnitt 2.2 zu erlduternden Mechanismus der spontanen Symmetriebrechung,
entsprechende massive Felder zu erhalten und gleichzeitig die Eichinvarianz und
Renormierbarkeit der Theorie zu gewihrleisten.

Mit der kovarianten Ableitung in der Darstellung S mit den Generatoren T4 148t
sich entsprechend dem fermionischen Wechselwirkungsterm eine Lagrangedichte
mit einem lokal invarianten kinetischen, bzw. mit dem Yang-Mills-Feld wechsel-
wirkenden Anteil angeben:

—3 (Dh6)! (Ds,0) ~ V(9) (211)

Es wird der Einfachheit halber eine reelle Darstellung der skalaren Teilchen ge-
withlt. Damit sind die Generatoren (T4)¥ reell und antisymmetrisch. Komplexe
Felder lassen sich durch eine entsprechende Kombination mehrerer reeller skalarer
Felder erzeugen.

Die Gestalt des skalaren Potentials V(@) ist durch mehrere Umsténde stark be-
schriankt. Die Theorie soll renormierbar sein (vgl. Kapitel 3), womit das Potential
maximal ein Polynom vierter Ordnung in den Feldern sein kann. Fiir eine ein-
fache, kompakte Liegruppe existiert kein invarianter linearer Term [29]. Um ein
eindeutiges Vakuum zu erhalten, wird auf einen trilinearen Term ebenfalls ver-
zichtet. Mit diesen Einschrinkungen hat das Potential die Gestalt:

V((b) = % Z(MQ)ZJ¢Z¢] Zkl A”quﬁzqﬁjqﬁkqﬁl (2.12)
2y} 2,75
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Die Kopplungen M? und A miissen so gewihlt werden, daf das Potential eichin-
variant ist. Die Lagrangedichte (2.10) wird somit zu:

(Do) (Ds,ud) = V().  (2.13)

1 L = 1
L= ~i7 ZA: Fu FY — G, Diap — 5

2.1.3 Yukawakopplungen

Nachdem im letzten Unterabschnitt der Materiegehalt der Theorie um die ska-
laren Bosonen ergénzt wurde, besteht nun die Moglichkeit, renormierbare Wech-
selwirkungen zwischen diesen Spin-0-Bosonen und den Fermionen zu etablieren.
Dies fiihrt auf die Yukawakopplungen, die bilinear in den Fermionen und linear
in den skalaren Feldern sind. Ein entsprechender Term der Lagrangedichte ist:

1 PR 1 T i o
=3 2 Vbl = 5 2 Y60 (2.14)
i,5:k i,5,k

Um die Eichinvarianz zu gewéhrleisten, miissen die Yukawamatrizen (Y*);, = Y},
entsprechende Beziehungen erfiillen. Mit den Yukawatermen (2.14) ergibt sich die
Lagrangedichte einer allgemeinen, nichtsupersymmetrischen und renormierbaren
Eichtheorie, wobei die Ersetzungen A4 — g A4 vorgenommen werden:

1

L = —ZZFAWF;;”—M@DW
A
5 (D56)! (Ds ) — 56" M% — 3 Ao
2,7k,
1 : , 1 S
52 ¢ (WY) =5 306 (YT (215)

mit den kovarianten Ableitungen (2.5) in den Darstellungen R = F,S und dem
entsprechenden Feldstéirketensor (2.7). Den spiter angegebenen Renormierungs-
gruppengleichungen fiir den nichtsupersymmetrischen Fall liegt diese Lagrange-
dichte zugrunde.

2.2 Masse von Eichbosonen und Symmetriebrechung

Um kurzreichweitige Wechselwirkungen zu erhalten, miissen die zugehorigen Eich-
bosonen massiv sein. Dies ist in den bisher besprochenen Lagrangedichten nicht
der Fall, da solche Massenterme die Eichsymmetrie brechen. Ein Ausweg aus
dieser Situation ist die Spontane Symmetriebrechung (SSB). Mit Hilfe der SSB
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werden ein Teil der Eichbosonen und iiber die Yukawakopplungen auch der Fer-
mionen des Modells massiv. Im Gegenzug werden einige der skalaren Teilchen
masselos (Goldstone Theorem [30]). Diese unphysikalischen Felder kénnen mit
Hilfe des Higgs-Kibble-Mechanismus [31, 32] vermieden werden: Durch die lokale
Eichinvarianz kénnen die unphysikalischen Nambu-Goldstone-Bosonen von den
Eichpotentialen geschluckt werden, womit die Eichbosonen die notwendigen lon-
gitudinalen Freiheitsgrade erlangen. Zuriick bleiben massive physikalische Higgs-
bosonen.

Der Grundzustand einer Eichtheorie ist die Feldkonfiguration, in der die zugeho-
rigen Teilchen keine Dynamik besitzen. Somit ist die Diskussion auf das skalare
Potential beschrinkt; es ist invariant gegeniiber einem beliebigen Element g der
Eichgruppe G in der entsprechenden Darstellung U(g): V(U(g)¢) = V(¢). Exi-
stiert ein Element ¢ € G mit U(g)po # ¢o so ist das Vakuum ¢, selbst nicht
invariant und die Symmetrie spontan gebrochen. Dies kann nur eintreten, wenn
oo # 0 ist, was nicht fiir alle Elemente der Eichgruppe gelten muf. Die entspre-
chenden Elemente bilden eine Untergruppe H C G: U(H)¢y = ¢o. Das Vakuum
¢o ist nicht eindeutig, sondern bildet einen Orbit: U(G)py. SSB ist somit gleich-
bedeutend mit der Degeneration des Potentialminimums.

Die N Generatoren von G seien so angeordnet, dak die ersten M die Untergruppe
H generieren. Infinitesimale Eichinvarianz des skalaren Potentials ist gleichbedeu-

tend mit
z_7 _
E 8(;51 Ts _0, A=1,...,N

Erneute Diﬁerentiatlon und Auswerten fiir ¢ = ¢, ergibt:

() () o =0, ()= OV
S S 0 ) S a¢za¢] ¢:¢07

J:k

was fiir die ersten M Generatoren trivial erfiillt ist. Da die Eigenwerte der Mas-
senmatrix Mz die Teilchenmassen geben, folgt die Existenz von N — M masselosen
sogenannten Nambu-Goldstone-Bosonen (4(z). Dies ist der Inhalt des Goldstone
Theorems.

Die perturbative Quantenfeldtheorie ist die Entwicklung um die Vakuumkonfigu-
ration. Deswegen ist es hilfreich, dieses Vakuum zum Ausgangspunkt zu machen
und die skalaren Felder so zu transformieren, daf das Vakuum der neu einzufiih-
renden Felder ¢(x) dem Wert Null entspricht: ¢y = 0. Dazu muf das gesamte
Vakuum parametrisiert werden: Fiir ein festes ¢} = v’ werden die Felder (' und
(4 lber die nichtlineare Transformation

¢(z) = eXp( . Z Calz ) () +v) (2.16)
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eingefiihrt.

Die lokale Eichinvarianz der Theorie ermoglicht, die Nambu-Goldstone-Bosonen
im Exponenten von (2.16) durch eine entsprechende Transformation aus der La-
grangedichte zu entfernen:

é(r) — exp (—‘;—| i Cal(z) Tg“) o(x). (2.17)

Die verbleibenden skalaren Teilchen sind die Higgsbosonen. Letztlich kann die
Ersetzung ¢(x) = ¢(x) + v vorgenommen werden. Die Einfithrung dieses Feldes
reduziert die Eichsymmetrie auf die Gruppe H, die Symmetrie der symmetri-
schen Phase mit der Eichgruppe G ist auf eine nichtlineare Weise verborgen 33|,
garantiert aber durch die obige Eichtransformation die Renormierbarkeit der ge-
brochenen Phase mit der Eichgruppe H.

Die Addition einer speziellen Vakuumkonfiguration zum skalaren Feld ¢* = ¢ +*
fithrt in der Lagrangedichte (2.15) zu Massentermen fiir einige der Eichbosonen:

1 1
-5 ('DSMU)]L (Dgv) = 2 Z mapAanAly, mhp =g TETE v,

2
A,B
Die ersten M der Eigenwerte der Massenmatrix sind Null und jedes Nambu-
Goldstone-Boson erzeugt ein massives Eichfeld. Die zwei chiralen Freiheitsgrade
eines masselosen Eichbosons ergeben zusammen mit dem einen Freiheitsgrad des
unphysikalischen Nambu-Goldstone-Bosons die drei Spinfreiheitsgrade des mas-
siven Eichbosons.

Die Transformation der skalaren Felder fiihrt iiber die Yukawakopplungen ebenso
zu einer Massenmatrix fiir die Fermionen:

% %,J k

Die Gruppen G bzw. H und die Darstellungen der skalaren bzw. fermionischen
Felder S und F bestimmen somit das Massenspektrum des Modells.

Die Namensgebung symmetrische oder gebrochene Phase deutet einen Phasen-
iibergang zwischen den zugehoérigen Modellen an. Das Potential einer massiven,
skalaren und einkomponentigen ¢*-Theorie

A
V(g) = g+ 56

besitzt fiir ¢o(m?) = 0 eine symmetrische Phase mit der Masse M = m, solange
m? > 0 gilt. Ist m? < 0, so wird die gebrochene Phase mit dem Vakuumerwar-
tungswert




und der Masse M = v/—2m? erreicht. In m? = 0 ist die Funktion ¢o(m?) somit
nicht analytisch [34].

2.3 Supersymmetrische Eichfeldtheorien

Theoretisch sehr erfolgreiche Erweiterungen konventioneller Eichfeldtheorien sind
solche mit einer zusétzlichen sogenannten Supersymmetrie; diese bilden die zweite
grofe Klasse der in dieser Arbeit untersuchten Theorien und werden aus diesem
Grund hier vorgestellt.

Die Supersymmetrie verbessert die Renormierungseigenschaften, womit neben
der im weiteren geschilderten Losung des Hierarchie-Problems die lokalen Su-
persymmetrien in Form der Supergravitation [35| oder den Superstring-Theorien
|36] eine realistische Quantentheorie der Gravitation moglich werden konnte. Die
Einbettung des Standardmodells in eine supersymmetrische unifizierte SU(5)-
Theorie fiihrt im Gegensatz zur nichtsupersymmetrischen Version zu einer mit
dem Experiment zu vereinbarenden Protonenlebenszeit.

Im folgenden wird die Supersymmetrie zuerst motiviert (Unterabschnitt 2.3.1)
und anschliefend explizit eingefiihrt (Unterabschnitt 2.3.2). Die Bestandteile ei-
ner supersymmetrischen Feldtheorie in Form der Superfelder werden in Abschnitt
2.3.3 erlautert und im Unterabschnitt 2.3.4 zur Konstruktion einer supersymme-
trischen Eichfeldtheorie verwendet. Damit konnen im Abschnitt 2.4 dieses Kapi-
tels die Lagrangedichten von nichtsupersymmetrischer und supersymmetrischer
Theorie gegeniibergestellt werden.

2.3.1 Motivation der Supersymmetrie

Die Attraktivitat einer supersymmetrischen Feldtheorie futt zum einen auf tech-
nischen Schwierigkeiten bei den nichtsupersymmetrischen Modellen und zum an-
deren auf einigen prinzipiellen Uberlegungen zu den Eigenschaften einer Feld-
theorie. Zwar konnte eine Supersymmetrie in den beobachteten Wechselwirkun-
gen bisher nicht nachgewiesen werden, doch sind einige theoretische Folgen einer
Supersymmetrie so bemerkenswert, daf dies allein die Untersuchung rechtfertigt
und auf eine zukiinftige Verifikation hoffen 1aft.

Die Symmetrien einer Quantenfeldtheorie werden von der Poincarégruppe P der
Raumzeit und der internen Symmetriegruppe G der auftretenden Felder gebildet:
P ® G. Im Rahmen der Grofien Unifizierten Theorien (GUT) liegt es nahe, ei-
ne sogenannte Mastergruppe M zu suchen, die nichttrivial diese beiden Gruppen
inkorporiert: P ® G C M. Aufgrund der Nichtkompaktheit der Poincarégruppe
kann die Mastergruppe ebenfalls nicht kompakt sein. Es existieren jedoch keine
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endlichdimensionalen, unitédren Darstellungen von nichtkompakten Liegruppen.
Aufserdem konnte unter recht allgemeinen Annahmen gezeigt werden, daf die
grofte mit physikalischen Anforderungen zu vereinbarende Gruppe nur die Form
P ® G', mit einer kompakten Liegruppe G’, haben kann (Coleman-Mandula-
Theorem [37]). Eine Moglichkeit, dies zu umgehen, ist die Verwendung von anti-
vertauschenden, gradierten Algebren. Es stellt sich heraus, daf die im folgenden
niher erlduterte Supersymmetrie, die einzig mogliche Erweiterung der Poincaré-
gruppe ist |38].

Die in der Natur auftretenden Elementarteilchen zerfallen in zwei Klassen mit
bosonischer bzw. fermionischer Statistik, die vollig ohne Beziehung zueinander zu
sein scheinen. Die Supersymmetrie stellt einen direkten Zusammenhang her und
sagt aus, dak die Anzahl der fermionischen gleich der bosonischen Freiheitsgrade
einer Theorie sein mufl. Durch eine supersymmetrische Transformation ) wird
ein Boson zu einem Fermion und umgekehrt:

(|Boson) = |Fermion), (|Fermion) = |Boson).

Eine supersymmetrische Eichfeldtheorie hat gegeniiber einem konventionellen
Modell zusétzlich den Vorteil, daf das sogenannte Hierarchie-Problem [39] nicht
auftritt. Dem Standardmodell (SM) sind zwei ausgezeichnete Impulsskalen ei-
gen. Dabei handelt es sich zum einen um die Brechungsskala der elektroschwa-
chen Wechselwirkung My, ~ 10? GeV und zum anderen um den Energiebereich,
bei dem eine Unifizierung der auftretenden Wechselwirkungen vermutet wird:
Mgyr ~ 10" GeV. Die (quadratische) radiative Korrektur zur Higgsmasse my,
hat unter Verwendung eines Abschneide-Impulses A die Struktur [40]:

omjy o< (A =Y?) A? (2.19)

mit einer skalaren Selbstkopplung A und einer Yukawakopplung Y. Die Skala A
ist von der Ordnung Mgy und folglich verursacht diese quadratische Divergenz
Higgsmassen von derselben Ordnung. Um dies zu vermeiden, werden die Gegen-
terme im Renormierungsprozef entsprechend gewéhlt (vgl. Kapitel 3). Diese Fe-
ingustierung muf Ordnung fiir Ordnung der Perturbation wiederholt werden, um
die Hierarchie von 13 Grofenordnungen unter radiativen Korrekturen zu gewéhr-
leisten. Eine kleine Higgsmasse ist im Standardmodell aufgrund der quadratischen
Divergenzen nicht natdirlich [41].

In einer supersymmetrischen Theorie treten diese Divergenzen nicht auf. Dort
sind die Kopplungen A und Y nicht unabhéngig voneinander, sondern stehen
so in Beziehung, daf die rechte Seite von (2.19) verschwindet. Die Supersym-
metrie erhoht die Natiirlichkeit eines Modells, was die Konsequenz des Nichit-
Renormierungstheorems [42], der Abwesenheit von quadratischen Divergenzen
im (Super)Potential, ist. Durch die Supersymmetrie werden also die Spin — 0 —
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Bosonen stabilisiert, was eine direkte Folge dieser verbesserten Renormierungsei-
genschaften ist. Dies libertragt sich auch auf die lokale Supersymmetrie in Form
der Supergravitation.

Da die Supersymmetrie in den moglichen Energiebereichen heutiger Beschleuniger
nicht entdeckt wurde, muf sie eine gebrochene Symmetrie sein und das Wegheben
der Divergenzen in (2.19) kann nicht mehr exakt erfolgen. Die Unifizierung der
Eichkopplungen (vgl. Abschnitt 4.3) im Standardmodell bei ca. 10'° GeV ist nur
angendhert giiltig. Dagegen kann sie im Minimal Supersymmetrischen Standard-
modell (MSSM) durch die Wahl der supersymmetrischen Brechungsskala Mgysy
exakt erreicht werden und tritt bei einer Skala von 2 - 10 GeV ein, einem Wert,
der wesentlich besser mit der Protonenlebenszeit zu vereinbaren ist.

2.3.2 Supersymmetrie

Zur Vorbereitung auf den letzten Unterabschnitt zu den supersymmetrischen
Eichfeldtheorien, wird hier auf diese Symmetrie eingegangen.

Um eine Supersymmetrie zu beschreiben, wird die vierdimensionale Raumzeit um
nichtkommutierende Koordinaten in Form von zweikomponentigen Weylspinoren
O, und O, die die Relationen

{@m@ﬁ} = {@O'U@B} = {eaﬂ@B} = [@mxu] = [@d:xu] =0

erfiillen, zum Superraum mit den Koordinaten (x,,©,,04) erweitert. Die ge-
schweiften Klammern stehen fiir den Anti-Kommutator. Desweiteren wird die
Poincaréalgebra um einen (M = 1) Supergenerator Q, bzw. Q, folgendermaRen
erginzt? [43]:

[P,,P)] = 0,
[Pua Qa] = [Pua@d] =0,
{Qa,Qs} = {Qa Q) =0,
{Qa,Qs} = 205:Pu. (2.20)

Néaheres zu den Konventionen beziiglich der Weylspinoren findet sich im Anhang
A. Eine mégliche Darstellung der Supergeneratoren lautet:

Qo = don — 10",0°0,, Q" =05, — 15"**040,.

Zur Konstruktion von Feldtheorien wird eine supersymmetrische Differentiation
benétigt. Eine Darstellung einer solchen kovarianten Differentiation ist:

= 0g, + 17" **040,.

e

o

2Hier sind nur die Kommutatoren beziiglich der Zeit- und Ortstranslation P, widergegeben.
Auf die Einfiihrung von mehr als einem (N > 1) Generator @, wird nicht eingegangen.
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2.3.3 Superfelder und Supereichtransformationen

Ein Superfeld ist die Verallgemeinerung eines Feldes auf die Superraumkoordina-
ten (2,,04,04). In diesem Unterabschnitt werden die chiralen und vektoriellen
Superfelder, die Bestandteile einer Supereichtheorie, eingefiihrt.

Aufgrund der Antivertauschungseigenschaft ist die Taylorentwicklung eines Su-
perfeldes nach © und © endlich. Somit kann das Superfeld nach Komponenten-
feldern entwickelt werden:

®(2,0,0) = f(z)+O¢(z) + Ox(z) + O*m(x) + @271(36) + O0"Ou,(z)
+0%0\(z) + O OY(z) + ©%0°d(z), (2.21)

was die Spin-0-Bosonen f,m,n und d, die Spin—%—Fermionen ©,X, A und ¢ und
das Spin-1-Boson v inkorporiert. Ein Superfeld steht also fiir ein ganzes Ensemble

von Teilchen unterschiedlicher Statistik.

Die Darstellung des Superfeldes (2.21) ist reduzibel. Zur Beschreibung chiraler
Fermionen werden Superfelder mit nur zwei fermionischen Freiheitsgraden bend-
tigt. Als geeignete, invariante Bedingung fiir ein chirales bzw. antichirales Super-
feld stellt sich

Dy®=0 bzw. D,® =0

heraus. Durch hermitesche Konjugation eines chiralen Superfeldes wird ein anti-
chirales erzeugt. Weiterhin sind Produkte chiraler Superfelder chiral.

Die Komponentenfeldzerlegung fiir das chirale Feld nimmt die Gestalt

®(r,0,0) = ¢(z)+V20y(x) + O?F () +i005"00,¢(x)

_ 1 —
+£@2@auauw(x) + 070" 06(a) (2.22)

an. Die Komponentenfelder transformieren sich mit 6, = £Q + £Q gemik:

S = V2&0,
S = —iV2E0,6 + V2EF,
§F = iV2E50,0, (2.23)

was die infinitesimalen Transformation der Fermionen in Bosonen und umgekehrt
explizit wiedergibt. Insbesondere ist die Anzahl der fermionischen identisch mit
der der bosonischen Freiheitsgrade.

Eine weitere irreduzible Klasse von Superfeldern sind die Vektorfelder V' (z, ©, ©).
Diese werden durch die Forderung nach Hermitezitét fixiert:

V(z,0,0) =V(z,0,0). (2.24)
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Diese Bedingung iibertragt sich auf die Komponentenfeldzerlegung (2.21) folgen-
dermafsen:

_ _ _ _ 1
V(z,0,0) = 00"0A,(z) +i0?OA(z) — i© OA(z) + 5@2@2 D(z). (2.25)

Hierbei wurde die Wess-Zumino-Eichung [42] verwendet, in der einige der mogli-
chen Komponenten des Vektorfeldes Null gesetzt werden, was einer Eichung der
Supersymmetrie entspricht. In der Folge ist das Vektorfeld nilpotent: V3 = 0.
Die supersymmetrischen Komponententransformationen ergeben sich ganz dhn-
lich wie in (2.23).

Eine Verallgemeinerung von (2.1) und (2.3) einer lokalen Eichtransformation fiir
chirale und antichirale Superfelder in einer Darstellung R der jeweiligen Eich-
gruppe, vermittelt von einem chiralen Superfeld

sz’j(.T, @,@) = ZLUA(.Q?, @,@) (TI?)Z] mit 5& WR = 0,
A

um wiederum Superfelder mit entsprechender Chiralitdt zu erhalten, lautet:
& - e d, B - pfeh (2.26)

mit w}; =4 wL T4. In Komponentenfeldern beinhaltet dies die gewdhnlichen
Transformation fiir die Spinorfelder. Die eine Eichtransformation des Komponen-
tenvektorpotentials entsprechende supersymmetrische Eichtransformation ergibt
sich durch die Kombination

1 . .
VR N % In (efsz ngVR ezwk) , VR = Z VA ng (227)
A

Weiterhin ist es mdglich, zu diesen Superpotentialen entsprechende Superfeld-
stiarken zu konstruieren, die auf der Ebene der Komponentenfelder das den Feld-
starken (2.7) entsprechende Verhalten zeigen:

1
Wy = —ZDZe’QgVRDaeQQVR, Wr=Y WaTh, (2.28)
A
Sie transformieren sich gemiR Wg, — e AW g, ek,

2.3.4 Konstruktion von Supereichtheorien

In diesem Abschnitt wird explizit die supersymmetrische Theorie angegeben und
deren weiche Brechung skizziert. Mit den chiralen und vektoriellen Superfeldern
sind alle Bestandteile zur Konstruktion von supersymmetrischen Eichtheorien
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vorhanden. Es bleibt anzugeben, wie der unphysikalische Superraum auf den ge-
wohnlichen reduziert wird. Dazu ist es notwendig, ein Integrationsmaf aus anti-
vertauschenden Grofen zu konstruieren [44]. Die einzigen lorentz- und superin-
varianten Integrationsmafse fiir die Superfelder sind:

° 1 0 0 / —~ 1 0 0 / 4 / P —
= = - d = d d
/d@ o g6 | 70" Taeiaen o 0 6

Die Integration erhilt die Supersymmetrie eines Integranden.

Um das Wirkungsprinzip im Superraum zu verankern, kann die Lagrangedichte
auf dem Superraum selbst definiert werden:

S =: /d%/d‘*@ﬁ(x,@,@).

Mit diesen Vorbereitungen 14d#t sich die Lagrangedichte einer supersymmetrischen
und renormierbaren Eichtheorie notieren:

_ 1 L\ —
L(z,0,0) = —Spur (WO‘Wa + W,W ) % + ®feVP (2.29)
( D M;®®;+ 'ZYW@@ @k) 0 + he
,] 2,5,k

wobei auf die Einfithrung eines linearen Terms ) |, L;®; verzichtet wurde.

Einsetzen der Komponentenfeldzerlegung in (2.29) ergibt, daf die Felder D4 und
F; keine Dynamik besitzen und somit Hilfsfelder sind. Mit Hilfe der sich ergebenen
Feldgleichungen

ZMW% mek, Da=g) o} (Th), ¢ (2:30)
(%]

koénnen sie eliminiert werden. Dies ergibt die supersymmetrische Lagrangedichte,
ausgedriickt durch die Komponentenfelder:

L = — Z FauwF4 =i X4, DypAp — i5, Dy — (Dho)' (Druo)
A,B
UMY~ ﬂMW 5 S Vibabsn — 3 Viol00,
1,5,k 1,5,k
+iv29 Y (i (TR),; 0ha — i (T)  60Ma) = Vi(s,0D).  (231)
i,,A

Die Parameter des skalaren Potentials sind keine freien Gréfen mehr, sondern

ergeben sich aus:
Vg, o) ZFFU— ZDADA
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Zu:

1 1
V(g o) = D IME6le;+ 5 D oIMiYiudedi + 5 D 6iMyY )]
1,J

1,5,k b5,k

%Z D YV +20° Y (T),, (TR) | 8i6:6L61(2.32)
A

i,5,k,0 L m

Die Komponentenform der Lagrangdichte ordnet dem Eichboson A, (Spin 1)
einen Superpartner in Form des Fermions A4 (Spin 1/2) und dem skalaren Teil-
chen ¢; (Spin 0) ein Fermion v; (Spin 1/2) zu. Entsprechendes gilt fiir die Fermio-
nen und Bosonen des jeweiligen Modells. Die jeweiligen Partner besitzen dieselbe
Masse und transformieren sich beziiglich derselben Darstellung. Sie unterscheiden
sich nur durch ihre Statistik. Die Felder eines nichtsupersymmetrischen Modells
lassen sich in der Regel nicht untereinander zu Supermultipletts zusammenfas-
sen, womit der Teilchengehalt passend erweitert werden muf. Die Namen der
fermionischen Partner der Eichbosonen oder Spin-0-Bosonen werden iiblicherwei-
se mit der Endung ’-ino’ versehen, wiahrend zu Fermionen korrespondierenden
Spin-0-Bosonen ein ’S-’ vorangestellt wird.

Die Masse der hinzugekommenden Superpartner ist identisch mit der der ur-
spriinglichen Teilchen. Da sie bisher experimentell nicht verifiziert werden konn-
ten, kann die Supersymmetrie im Infraroten nicht exakt sein, was die Brechung
dieser Symmetrie notwendig macht. Dadurch kénnen die nicht beobachteten Su-
perteilchen mit abweichenden Massen versehen werden, was so geschehen mufs,
dafs die geladenen unter ihnen schwerer als die heute zugéinglichen Impulsskalen
sind. Die Massen der neutralen Superpartner kénnen durchaus von der Ordnung
der bekannten Teilchenmassen sein und sind dann aus denselben Griinden wie
bei dem Higgsteilchen des Standardmodells aufgrund ihrer geringen Wechselwir-
kung mit den anderen Teilchen bisher nicht nachweisbar. So liegt z.B. die untere
Massenschranke fiir das Higgsino bei 95 GeV und die des Neutralinos bei 14 GeV
[45].

Die Brechung kann so vorgenommen werden, dafs sie weich ist, womit die Erhal-
tung der Natiirlichkeit des jeweiligen Modells gemeint ist. Dazu werden explizit
Terme zur Lagrangedichte hinzugenommen, die zwar die Supersymmetrie verlet-
zen, aber eichinvariant sind. In der Folge haben sie fiir eine hinreichend kleine
Brechungsskala Mgygy keinen Einflufs auf die Verhéltnisse im Ultravioletten und
lassen damit das Hierarchie-Problem weiterhin gelost. Fiir das MSSM bedeutet
dieses die Addition von Termen, die aus den Superpartnern und Spin-0-Bosonen
aufgebaut sind und die diese im Vergleich zu den urspriinglichen Teilchen der
nichtsupersymmetrischen Theorie mit differierenden Massen versehen: Gaugino-,
Higgs-, Sfermionmassen und trilineare Kopplungsterme, die Wechselwirkungen
zwischen den Higgsteilchen und den Sfermionen generieren (vgl. Abschnitt 4.2).
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2.4 Supersymmetrisierung eines Modells

In dieser Arbeit wird haufiger von der supersymmetrisierten Variante eines Mo-
dells die Rede sein. Dieser Begriff soll in diesem Abschnitt prizisiert werden.
Anschliefsend werden die zugehorigen Lagrangedichten gegeniibergestellt.

Aufgrund der konzeptionellen Vorteile wird hiufig angenommen, daf ein be-
stimmtes physikalisch relevantes, nichtsupersymmetrisches Modell bis zu einer
gewissen Skala giiltig ist und dak oberhalb dieser Brechungsskala Mgysy die Su-
persymmetrie streng erfiillt ist. In der Regel ist es nicht moglich, den vorhandenen
Teilchengehalt in chiralen oder vektoriellen Supermultipletts zusammenzufassen.
Folglich wird jedes Teilchen mit einem entsprechenden Superpartner versehen,
was den Teilchengehalt verdoppelt.

Unter Supersymmetrisierung soll die folgende Vorgehensweise verstanden werden:
Ausgehend von Teilchengehalt und Art der Wechselwirkungen eines nichtsuper-
symmetrischen Modells wird jedem Fermionenfeld ein chirales Superfeld mit neu
hinzukommenden Sfermionen, jedem skalaren Feld ebenfalls ein chirales Super-
feld mit zusétzlichen Bosinos und jedem Eichfeld ein Supervektorfeld mit neuen
fermionischen Gauginos zugeordnet. Aus diesen Superfeldern wird dann, entspre-
chend des letzten Abschnitts, die supersymmetrische Eichtheorie konstruiert. Das
Ergebnis enthilt die urspriingliche Lagrangedichte, ergdnzt um die Wechselwir-
kungen der Superpartner. Diese minimale Ersetzungsvorschrift ist nicht hinrei-
chend. Am Supermodell miissen héufig Modifikationen vorgenommen werden.
Dies betrifft zum einen den skalaren Teilchengehalt, der oftmals erh6ht werden
mufs, um die Anomaliefreiheit der Eichsymmetrie zu gewihrleisten. Andere Ab-
weichungen sind phinomenologischer Art oder geben das Verhiltnis zu einer an-
genommen iibergeordneten Theorie wieder. Das MSSM ist die supersymmetrische
Variante des SMs, ergidnzt um ein zusitzliches Superhiggsdublett.

Ohne Beriicksichtigung eventueller phidnomenologischer Randbedingungen oder
Anomalien bedeutet Supersymmetrisieren im einzelnen, daf ausgehend von der
nichtsupersymmetrischen Lagrangedichte® (2.15) die Fermionen z; um Sfermio-
nen ¢r;, die Skalare ¢% um Bosinos ¥% und die Eichbosonen A4 um Gauginos
A4 erginzt werden. Dies ergibt ein masseloses chirales Superfeld ®r[¢r, V5, Fr)
in der Darstellung F, ein massives chirales Superfeld ®g[¢g, 15, Fs] in der Dar-
stellung S und ein vektorielles Superfeld Vz[A, A, D] in wechselnder Darstellung
R =F bzw. R=S. Mit (2.29) lautet die Superlagrangedichte:

_ 1 N
E(SIJ, 6) 6) = 5 Spur (WaWa + de ) @2 + ‘I’;eZ‘qu@F + @2629\’5@5

3Hier fiir eine komplexe Darstellung S. Im weiteren wird {iber doppelt auftretende Indizes
summiert.
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1 o 1 . . _

Integration iiber die fermionischen Raumkomponenten und Elimination der Hilfs-
felder ergibt die Lagrangedichte der zugehorigen supersymmetrischen Theorie in
Komponentenfeldern. Die nichtsupersymmetrische Lagrangedichte

1

L= = FanFY =iy, Ditbr — (Dsds) (Dsuds) — okM*6s
L ikt ti g L i L i otir
— G ANHGE L s — SHsUrY b — S5 URY Ty (2.34)

hat damit die zugehorige supersymmetrische Version:

1 v =
'CSUSY = _ZFAMVFX - “vaO-uD??wF - (,ngss)]L (D5u¢5) - ¢E‘|M|2¢S

1 ij i g 1 i i 14— i
—5 QE(THI(TH) 65040l 6 — S0brY b — S050wY "0y
— _ 1 1— —
—ith 50, Ditps — —hsMips — g Mejg
2 2
1

— (Disor) (Drudr) — 2 (KTYszm +29°(T1)y(T7 )kl) Do bFi O bR

i ; i~ i L ovin i j | R j

—UsYrY or — VghpY "ol — SOE MM ppYisp — S o Mgl Y],

— (YEYE + (@) (TE") dhidrsoli s

—iXG, D

iV [ (T)igr + T (TL)76%] X

—iv/2g |$ri(T7) i}, + V5T A (2.35)
Die ersten zwei Zeilen in (2.35) entsprechen dem nichtsupersymmetrischen Fall
(2.34), wobei der skalare Sektor modifizierte Parameter enthélt, gefolgt von zwei
Zeilen, die die entsprechenden Wechselwirkungen der Superpartner wiedergeben.
Eine Durchmischung dieser Teilchenklassen wird in den Zeilen fiinf und sechs
beschrieben. Die letzten drei Zeilen koppeln die Gauginos an die Materiefelder.
Die Lagrangedichte ist zwar durch den verdoppelten Teilchengehalt komplexer

geworden, gleichzeitig hat sich die Zahl der Parameter verringert: (g, M2, Y, A)
wurde durch (g, M,Y) ersetzt.
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3 Renormierung

Die Reduktion des Parameterraums eines Modells mit Hilfe von Fixmannigfal-
tigkeiten, die sich dadurch auszeichnen, daf sie unter den in diesem Kapitel er-
lauterten Renormierungsgruppentransformation und den Symmetrien des Renor-
mierungsgruppenflusses in sich selbst iibergefiihrt werden, wird Gegenstand der
nachfolgenden Untersuchungen dieser Arbeit sein.

Der naheliegende Ansatz, eine konsistente Quantenfeldtheorie durch die Vereini-
gung von Quantenmechanik und klassischer Feldtheorie zu erreichen, scheiterte
daran, daf alle radiativen Korrekturen mit scheinbar uniiberwindbaren Diver-
genzen verbunden waren. Der Ausweg gelang durch die Entdeckung der Renor-
mierungsgruppeninvarianz durch Stiickelberg und Petermann 1953 [46]. Grokere
Aufmerksamkeit erlangte dies mit der Arbeit von Gell-Mann und Low [47], die
1954 die Divergenzen im Falle der Quantenelektrodynamik (QED) untersuchten.
Die Renormierung konnte erfolgreich auf nichtabelsche Eichtheorien iibertragen
werden [48, 49, 50]. Neuere Darstellungen der Renormierungsgruppe finden sich in
[51, 52, 53|. Die Anwendung der Renormierungsgruppe fiihrte auf die Entdeckung
der asymptotischen Freiheit der Quarks im Ultravioletten |54]; Fixstrukturen und
Symmetrien der Renormierungsgruppengleichungen wurden als wichtige Hilfsmit-
tel in der Teilchenphysik erkannt [55, 9, 10, 56, 57, 58].

Dieses Kapitel ist wie folgt gegliedert: Im ersten Abschnitt 3.1 wird mit Hilfe
der dimensionalen Analyse eines Streuprozesses die Grundidee der Renormie-
rung motiviert. Die verschiedenen Moglichkeiten die Divergenzen zu beschreiben
werden in dem darauffolgenden Abschnitt 3.2 zur Regularisation diskutiert. Die
Referenzskala und der Abbruch in einer bestimmten Ordnung der Perturbation
bringen gewisse Willkiirlichkeiten mit sich, die in 3.3 geschildert werden. Nach
diesen Erlauterungen erfolgt in 3.4 die formale Angabe der Renormierungsgrup-
pengleichungen (RGG), die die Verhéltnisse zusammenfassen, und deren konkrete
Bestimmung im n#chsten Abschnitt 3.5 skizziert wird. Ein wichtiger Punkt die-
ses Kapitels wird in 3.6 erldutert, in dem angegeben wird, inwiefern es sich bei
der Renormierungsgruppe um eine Liegruppe handelt. Diese Gruppe bestimmt
die Fixmannigfaltigkeiten in den nachfolgenden Kapiteln. Es folgt in 3.7 die Be-
schreibung der Verhiltnisse bei der spontanen Symmetriebrechung, bei denen
einige technische Besonderheiten beachtet werden miissen, sowie die Definition
der physikalischen Masse eines Elementarteilchens der quantisierten Theorie. Der
letzte Abschnitt 3.8 gibt explizit die Renormierungsgruppengleichungen einer all-
gemeinen Eichtheorie in Ein-Schleifen-Ordnung an, wobei auch der supersymme-
trische Fall beinhaltet ist.
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3.1 Dimensionale Analyse

Die Notwendigkeit der Renormierung der quantisierten Theorie wird in diesem
Abschnitt mit Hilfe der dimensionalen Analyse motiviert. Er soll erkliaren, warum
es notwendig ist, iiber das Quantisieren hinaus, ein zuséitzliches Prinzip einzufiih-
ren.

Im Kapitel 2 wurde die klassisch determinierte Lagrangedichte einer beliebigen
Eichtheorie beschrieben. Die numerischen Werte der auftretenden Kopplungen
sind zunéchst vollig unbestimmt. Aufgrund der bei der Berechnung von Streupro-
zessen auftretenden Divergenzen kann diese Lagrangedichte, als Ausgangspunkt
fiir die Quantisierung nur eine vorlaufige Grofe sein, die die Struktur des Modells
wiedergibt; bei allen auftretenden Feldern und Kopplungen wird dies durch den
Index B verdeutlicht. Betrachtet werden im folgenden Theorien, deren Lagran-
gedichten keine Kopplungen mit einer Massendimension aufweisen:

L=L(z7, 67 ,00); (3.1)

hier steht z? fiir die dimensionslosen Kopplungen ([z?]y; = 0) und ¢2 fiir die
vorhandenden Felder. Solche Theorien sind auf klassischer Ebene skalierungs-
invariant: Die Ersetzungen ¢f — k¢? und z, — z,/k fiihren nicht aus dem
jeweiligen Modell heraus. Die Betrachtung solcher Theorien vereinfacht die Dis-
kussion, ist aber keine Einschrinkung, da die Argumentation im allgemeinen
Fall ganz &hnlich lduft. Dies ist darin begriindet, daf Parameter wie Teilchen-
massen nackte und somit divergierende Grofen sind und damit ebenfalls keine
absolute Skala festlegen konnen [59]. Die Skalierungssymmetrie ist anomal, da
sie in der quantisierten Theorie gebrochen wird. Das Verhiltnis p zweier diffe-
rentieller Streuquerschnitte bei der Streuung einiger, vorgegebener Teilchen ist
eine dimensionslose Observable. Das Ergebnis einer solchen Streuung wird von
einer typischen Energie @), bei der der Prozef stattfindet, abhingen: p = p(Q)
[59]. Dies fiihrt zu einem Widerspruch: Eine dimensionslose Groke f(z,y), die
eindeutig durch zwei massive Parameter z und y bestimmt ist, laft folgern, dafs
die Funktion von deren Verhéltnis abhéngt: f(z,y) = f(z/y). Existiert nur ein
Parameter mit der Dimension einer Masse, so muft die Funktion konstant sein:
p(Q) = const.. Dieser Gegensatz zum Experiment 1aft sich dadurch auflésen, daf
p nicht eindeutig durch die Parameter bestimmt sein kann. Es ist notwendig, eine
willkiirliche Impulsskala p einzufiihren:

p@ = (L), FlL0) =

Die physikalischen Grofen einer Theorie diirfen nicht von dieser Impulsskala p
abhéngen.

Die Kopplungen und Felder der Lagrangedichte (3.1) hiangen jedoch nicht von
der Skala p ab. Sie wird mit Hilfe eines weiteren dimensionslosen Parameters &
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und jeweils einer zu jeder Kopplung z2 korrespondierende Grofe z; bzw. ein zu
jedem Feld ¢P gehorendes ¢; eingefiihrt [50]:

o0

wB(e,xi) = filpe) | mile, ) + Y al(@j)e™ |, (3.2)

n#£l

womit die Divergenz der nackten Kopplungen im letzten Term sichtbar wird.
Ahnliche Beziehungen gelten fiir die Felder. Die Kopplungen bzw. Felder mit
dem Index B werden als nackt, die ohne zuséatzliche Indizierung als renormiert
bezeichnet. Wahrend der Parameter p in allen Kalkulationen mitgefiihrt wird und
bei der Bestimmung von Observablen herausfillt, ist die Grofe € ein Regulator,
der so gewahlt ist, daf, wenn er auf Null zuriickgefiihrt wird, der physikalische
Fall eintritt.

Die Beschreibung der Theorie erfolgt nicht mehr direkt iiber die nackten Gro-
Ben, die weiterhin unabhingig von p sind, sondern iiber die renormierten von
1 abhéngigen Kopplungen und Felder. Den nackten Kopplungen kommt keine
unmittelbare physikalische Bedeutung zu, insbesondere sind es fiir den zuriickge-
fiihrten Regulator ¢ — 0 divergierende Grofen. Die physikalischen Kopplungen
sind die renormierten Kopplungen fiir £ — 0: 2., (1) = (0, p).

3.2 Regularisation

Im letzten Abschnitt wurde unter anderem die Einfiihrung eines Regulators moti-
viert. Die Wahl eines geeigneten Regulators wird an dieser Stelle betrachtet, wo-
bei auf ein Problem bei den Fermionen eingegangen wird. Der Abschnitt schliefst
mit der Beschreibung der besonderen Verhiltnisse bei den supersymmetrischen
Theorien.

Grundsitzlich sollte ein Regularisationsverfahren gewihlt werden, das alle Sym-
metrien eines Modells in jeder Ordnung der Storungstheorie intakt lafst. Dies
ist nicht zwingend, da das Zuriickfiihren des Regulators die verletzte Symmetrie
wiederherstellen sollte, was jedoch durch das perturbative Vorgehen nicht immer
gelingt. Zu den zu erhaltenden Symmetrien sollten die Invarianz unter Lorentz-
transformationen und die Eichsymmetrie zihlen. Auferdem muf die Unitaritit
der einen Streuprozefs beschreibenden sogenannten S-Matriz in jeder Ordnung
gewihrleistet sein, um die Wahrscheinlichkeitserhaltung zu garantieren.

Dies leistet die Dimensionale Regularisation (DREG), das am héufigsten ver-
wendete Verfahren. Bei den nichtabelschen Symmetrien mit SSB erméoglichte die
DREG erst die Renormierung [48, 49]. Das Verfahren setzt die Integration iiber
die vierdimensionale Raumzeit in der Wirkung durch eine Integration iiber eine

28



beliebige Zahl 4 — 2¢, ¢ > 0 von Dimensionen fort. Insbesondere konnte gezeigt
werden [60], dak die Integration auch fiir nicht natiirliche £ wohldefiniert ist. Zu-
riickfiihren des Regulators heifit Zuriickkehren zur vierdimensionalen Integration.
Die Wirkung geht iiber in:

Slg] = / dvWL = S[¢l(e) = / AV L(e);

sie soll weiterhin keine Massendimension besitzen: [S[¢](¢)]ys = 0. Da die Inte-
gration iiber die Raumzeit nun fiir die Massendimension [dV“#~%)],, = 2¢ — 4
steht, dndern sich die Dimensionen der Felder:

3
[Bosonenfeld]; =1 —¢, [Fermionenfeld]y = 5~ €

Entsprechendes gilt fiir die Kopplungen; damit sie fiir beliebiges ¢ dimensionslos
bleiben, werden in der Lagrangedichte die folgenden Ersetzungen vorgenommen:

Eich-/Yukawakopplungen —  p° x Eich-/Yukawakopplungen,
skalare Selbstkopplung — 1% x skalare Selbstkopplung,

der Vorfaktor in (3.2) ist also fiir Eich- und Yukawakopplungen f;(u, &) = u° und
fiir eine skalare Selbstkopplung (¢*-Term) f;(u1,€) = p?s. Die Massen der Bosonen
und Fermionen besitzen unverindert die Dimension eins.

Die DREG erhilt die Symmetrien bis auf eine Ausnahme bei der Lorentzinvari-
anz der Fermionenfelder, die nur fiir ¢ — 0 wieder hergestellt ist, da die Verall-
gemeinerung der Spinoralgebra auf 4 — 2¢ Dimensionen nicht vollstdndig gelingt
[49]. Die chirale Eichsymmetrie der Spinoren in Theorien, wie bei der schwachen
Wechselwirkung, ist im allgemeinen eine anomale Symmetrie [61], die nur dann
nicht auftritt, wenn der Teilchengehalt und die Ladungen entsprechend gewihlt
werden. Wird die Algebra in 4 — 2¢ Dimensionen so eingefiihrt [34], dal nur
die Definition der ersten vier Dimensionen lorentzinvariant bleibt, so hingt das
Auftreten oder Verschwinden dieser Anomalie nicht mehr von der Regularisation
ab.

Im Falle einer supersymmetrischen Theorie treten zusétzliche Komplikationen
auf. Dadurch, daf im DREG Verfahren die bosonischen und fermionischen Frei-
heitsgrade unterschiedlich behandelt werden, erklart sich das Versagen dieser Re-
gularisation. In [62] wurde ein modifiziertes Verfahren eingefiihrt, die Dimensio-
nale Reduktion (DRED). Hier lautet die Vorschrift: Die gesamte Lorentz- und
Dirac-Algebra wird in vier Dimensionen, die Integration in 4 — 2¢ Dimensio-
nen durchgefiihrt. Dieses, gegeniiber der DREG einfachere Vorgehen, kann nicht
auf nichtsupersymmetrische Modelle angewendet werden, da die Unitaritit der
Streumatrix verloren geht |63].
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3.3 Renormierungsschema und Abhangigkeit vom Renor-
mierungsschema

Die Beziehung (3.2) zwischen nackten und renormierten Kopplungen ist nicht
eindeutig, da die endlichen Terme nicht ndher bestimmt sind. Die Deutung dieses
Sachverhalts wird im folgenden behandelt.

Um eine eindeutige Entwicklung nach renormierten Kopplungen zu erhalten, wer-
den zusétzliche Forderungen gestellt. So wird beispielsweise verlangt, daf fiir be-
stimmte Impulse der ein- und ausgehenden Teilchen des Streuprozesses, Propaga-
toren oder Kopplungen in jeder Ordnung der Storungstheorie eine einfache Form
erhalten oder mit physikalisch motivierten Werten identisch sind. Eine spezielle
Wahl wird Renormierungsschema genannt. Es bestimmt die endlichen Terme in
(3.2).

Die Unbestimmtheit der Entwicklung wird somit auf die willkiirliche Wahl des
Renormierungsschemas iibertragen. Im Idealfall eines exakt gelsten Modells blei-
ben die Observablen hiervon unberiihrt. Jedoch bewirkt der perturbative Abbruch
jenseits der fithrenden Ein-Schleifen-Ordnung der Stérungsentwicklung [64], daf
dies nicht mehr zutrifft.

Eine wichtige Klasse von Renormierungsschemata sind die der Minimalen Sub-
traktion (MS) [50, 65]. Die Schemavorschrift lautet hier, alle endlichen Terme
Null zu setzen. Das MS-Schema ist ein nur gering physikalisch motiviertes Sche-
ma, besitzt aber zwei wichtige Vorteilen:

e Die Bestimmung der endlichen Terme ist trivial.

e Per Konstruktion gibt es keine Probleme mit masselosen Theorien, in denen
eine zusitzliche Behandlung von Infrarotdivergenzen notwendig wére.

Oft wird die modifizierte minimale Subtraktion (MS) verwendet [66]. Das MS-
Schema erzeugt grofe Koeffizienten in der perturbativen Entwicklung, die in Form
von Potenzen von (In(47) — ~yz) auftreten®. Diese werden durch die Ersetzung

1 — (€72 /4m)"? 1 vermieden.

Die Renormierung eines Modells ist somit durch die Angabe des Renormierungs-
schemas unter Festlegung der Impulsskala p gegeben.

4y ist die Euler-Mascheroni-Konstante.
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3.4 Renormierungsgruppengleichungen

Es werden formal die zentralen Gleichungen des Renormierungsverfahrens fiir das
MS-Schema angegeben. Diese bestimmen die Renormierungsgruppe, die wieder-
um auf die Fixmannigfaltigkeiten fiihrt.

Um die Unabhéingigkeit der nackten Kopplungen und Felder von der Skala
explizit zu machen, miissen die Residuen auf der rechten Seite von (3.2) gewisse
Eigenschaften erfiillen. (3.2) nimmt im MS-Schema die folgende Gestalt an:

zf(e,0) = 1Y af(z) ™ (3.3)
n=0
mit a§°) := x; an. Differentiation von (3.3) nach u ergibt wegen dz?/dy = 0:
dz; > 90\ dz; N ) et
i e B N 3.4
Mdu+zj:n;8xj g n;)az £ (3.4)

pdx;/dpy muk fir e — 0 endlich sein, was auf die Renormierungsgruppenglei-
chungen (RGQG) fiihrt [67]:

M@ = —ex; + B;(x), (3.5)
in denen die S-Funktionen
— M g._N, 0

Bi=(S-1a", S:= Xj:x] o (3.6)

eingefithrt wurden. Fiir die Residuen ergibt sich die Rekursionsbeziehung

0

S—1a"™ =Ra{, R:=Y Bz 3.7
(S =0 = Ral’, Ri=3prs (3.7

Das Verschwinden der nackten Kopplungen und damit der entsprechenden Wech-
selwirkung in (3.1) soll gleichbedeutend mit dem Verschwinden der renormierten

Kopplungen sein. Dies ergibt die Bedingungen: agn)(O) =0.

Bemerkenswerter Weise sind die RGG und die Residuen fiir n > 1 allein durch
die Residuen des einfachen Pols agl) bestimmt. Dieser unterliegt allerdings der
perturbativen Entwicklung, ist somit eine Potenzreihe in % und in der Regel nur
fiir eine kleine Zahl von Ordnungen bekannt.

Die RGG bilden ein gew6hnliches, nichtlineares Differentialgleichungssystem. Die
Riickkehr in physikalische Dimensionen ergibt (ohne Neubenennung der Kopp-
lungen):

dﬂ?i
M@ = Bi(z). (3.8)
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Die [B-Funktionen auf der rechten Seite sind Potenzreihen in den Kopplungen
ohne absoluten und linearen Term, die durch den perturbativen Abbruch nach
einer vorgegebenen Ordnung zu Polynomen degenerieren.

Diese Gleichung gibt den folgenden Sachverhalt wieder: Ein Verbleiben in der Mi-
nimalen Subtraktion bei gleichzeitiger Anderung der Impulsskala z — 4/ bedeu-
tet einen Wechsel des Renormierungsschemas RS—RS’. Die RGG sagen aus, daf
dieser Wechsel exakt durch eine Anderung der renormierten Parameter kompen-
siert werden kann. Die gednderten Parameter werden durch die RGG bestimmt,
wahrend die Urspriinglichen die Anfangsbedingungen stellen.

An den Betrachtungen dieses Abschnitts wird deutlich, daf es sich um eine zusétz-
liche Invarianz der jeweiligen Theorie handelt. Die Formulierung dieser Symmetrie
in Form einer Liegruppe gibt der Abschnitt 3.6.

3.5 Zur Bestimmung der Renormierungsgruppengleichun-
gen und Renormierbarkeit eines Modells

Vor der ndheren Erlduterung der Renormierungsgruppe, wird in diesem Abschnitt
die praktische Vorgehensweise fiir die perturbative Bestimmung der Renormie-
rungsgruppengleichungen am Beispiel der masselosen ¢*-Theorie

L, 67) = a9y - 22 (01

skizziert. Eine genaue Schilderung des Verfahrens findet sich in [44, 53].

Nach der Festlegung auf ein Regularisationsverfahren (hier: DREG) und ein Re-
normierungsschema (hier: MS fiir ein bestimmtes 1) werden die nackten Kopp-
lungen der Lagrangedichte in die renormierte Kopplung und einen sogenannten
Gegenterm zerlegt:

B _ (A +6))

- (1+62)2

Die Grofe 1+ 07 riihrt von der Zerlegung der Felder, bei der etwas anders vorge-
gangen wird, da die renormierten Felder die Variablen der Funktionalintegration
sind, also kein d¢ verwendet werden darf:

o8 = (1+62)?¢. (3.10)

(3.9)

Die Lagrangedichte mit den nackten Eintrdgen kann in zwei Teile aufgespalten
werden:

LB, ¢B) = L(u2€/\,¢)+5zz( 25&/52 })
= —%(6@2 25¢4——5Z( })? — )!\u2€q54. (3.11)
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Der néchste Schritt ist die Festlegung auf den Parameter der Perturbation (hier:
die Entwicklung nach der Schleifenzahl, d.h. nach Ordnungen in %). Die Feyn-
manregeln beinhalten auch die Vertizes, die sich aus dem Lagrangedichtenanteil
mit den Gegentermen ergeben. Fiir die perturbative Funktionalintegration der
Greensfunktionen werden in 4—2¢ Dimensionen bis zu einer vorgegebenen Anzahl
von Schleifen die entsprechenden Diagramme gezeichnet und in die zugehorigen
mathematischen Terme {ibersetzt. Das Ergebnis ist ein Ausdruck, der bis zu ei-
ner gewissen Ordnung Pole in € enthélt. Die Grofen 6\ und 67 sind eindeutig
dadurch bestimmt, daf sie alle Pole genau wegheben und keinen endlichen Anteil
enthalten.

Einsetzen der Gegenterme in die rechte Seite von (3.9) und (3.10) und Ersetzen
der linken Seite durch die Entwicklungen der nackten Grofen nach den Polen
(3.3), ergibt durch Vergleich eindeutig die Residuen der nackten Kopplungen.

Aus dem Residuum a{V ergibt sich mit (3.6) die Gestalt der S-Funktionen.

Anhand der Zerlegung der Lagrangedichte (3.11) wird ersichtlich, dat das Ver-
fahren nur gelingen kann, wenn alle auftretenden Pole durch entsprechende Wahl
der Gegenterme absorbiert werden konnen. Modelle, in denen dies gelingt, wer-
den als renormierbar bezeichnet. Es konnte gezeigt werden, daf alle Eichtheorien
renormierbar sind [50, 68]. Ein notwendiges, aber nicht hinreichendes Kriteri-
um fiir die Renormierbarkeit ist, dak alle Kopplungen der Lagrangedichte eine
Massendimension grofer oder gleich Null besitzen: [z;]ps > 0.

3.6 Renormierungsgruppe

Die schon mehrfach getroffene Feststellung, daf die RGG eine Liegruppe beschrei-
ben, wird hier verifiziert. Die Renormierungsgruppe ist Ausgangspunkt fiir die fiir
diese Arbeit wichtigen Begriffe des Renormierungsgruppenflusses (RGF) und der
-invarianten (Abschnitt 6.1).

Ausgangspunkt sind die RGG fiir die renormierten Kopplungen:
d.’L‘Z'
H @ = Bi(z).
Durch Skalierung der Impulsskala ;1 — 7 := e® u lassen sie sich auf die dimensi-
onslose abhéngige Variable s umschreiben [52, 58|:

dz; _ _ dp _
= - 1 % ) T ) 12
I, = eTt6(@), - =h (3.12)

wobei die renormierten Kopplungen in die sogenannten effektiven Kopplungen
Zi(s, x) ibergehen. Die Beziehungen (3.12) lassen sich als Bestimmungsgleichun-
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gen der endlichen Transformationen einer Liepunktsymmetrie auffassen (vgl An-
hang C). Die zu einem Generator einer einparametrigen Liegruppe (Parameter:

s)

0 ; 0
= — P’

gehorenden endlichen Transformation ergeben sich aus

dz; -

CZS = (Dz(ﬁa E)a El(s = 0) = T4y

dn .\

= = w3, ps=0)=pu (3.13)
Mit (3.12) hat der Generator der Renormierungsgruppe die Gestalt:

0 0 0
- = () =— = u— + R, 3.14

wobei der Operator R (3.7) verwendet wurde. Im allgemeinen wirkt die Renor-
mierungsgruppe im Raum der Kopplungen und der Felder, was aber im weiteren
keine Rolle spielen wird. Die Renormierungsgruppe transformiert das Renormie-
rungsschema mit der Skala p; in das mit us, beide im MS-Schema.

3.7 Renormierung von Modellen mit spontaner Symme-
triebrechung, Stufeneffekte und die Masse von Teilchen

Die im weiteren Verlauf dieser Arbeit bestimmten Beziehungen zwischen den Pa-
rametern eines Modells sollen dazu genutzt werden, Voraussagen iiber die Massen
von Elementarteilchen zu treffen. Diese wurden in Abschnitt 2.2 fiir klassische Fel-
der durch die spontane Symmetriebrechung erzeugt, wihrend die zuriickliegenden
Betrachtungen dieses Kapitels die Renormierung der symmetrischen Phase bein-
halteten. Dieser Abschnitt erlautert die Renormierbarkeit bzw. Renormierung
der spontan gebrochenen Phase und definiert die Massen in einer quantisierten
Theorie. Grundlegende Arbeiten zu diesem Thema finden sich in [65, 69, 70, 71].

In [48] wurde gezeigt, dak sich die Renormierbarkeit der symmetrischen Phase
direkt auf die der spontan gebrochenen Phase iibertrigt, dafs somit die Gegen-
terme der symmetrischen Phase auch eine Beschreibung der gebrochenen Phase
mit nicht divergierenden, renormierten Grofen erlauben. Da die Renormierbar-
keit der gebrochenen Phase somit gegeben ist, ist das von der symmetrischen
Phase iibertragene Renormierungsschema eine bestimmte Wahl unter vielen.

Spontane Symmetriebrechung findet statt, wenn das Minimum des skalaren Po-
tentials degeneriert und insbesondere gilt:

0| =VE4y,

Pot.min.
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wobei V& eine Funktion der auftretenden Kopplungen und Massen ist. Eine ent-
sprechende Beziehung gilt fiir den Vakuumerwartungswert des renormierten Fel-
des:

(0]p|0) =V = v + dv,

wobei v der Beitrag der klassischen Ordnung ist und v alle radiativen Korrektu-
ren zusammenfaft. Stérungstheorie ist nur méglich, wenn aufer den Kopplungen
zusatzlich der Beitrag dv klein gegen v ist.

Bei der Wahl des Renormierungschemas der gebrochenen Phase bestehen zwei
grundsitzliche Moglichkeiten:

1. Die Felder der gebrochenen Phase werden durch die Ersetzung ¢ = ¢ — v
eingefiihrt und als Renormierungsschemabedingung wird év = 0 verlangt. Dies
ist die natiirlichste Wahl bei der Berechnung von Prozessen in der gebrochenen
Phase [72]. Es hat jedoch den Nachteil, daf eine groke Anzahl von Diagrammen
bestimmt werden muf. Hinzu kommt, dafs dieses Renormierungsschema in jedem
Fall ein anderes als in der symmetrischen Phase ist, insbesondere kann es sich um
kein MS-Schema handeln.

2. Die Felder der gebrochenen Phase werden durch ¢ = ¢ — v — jv eingefiihrt.
Eine Renormierungsschemabedingung kann lauten: (0|¢|0) = 0. Diese Bedingung
ist immer mit dem Renormierungsschema der symmetrischen Phase vertréglich,
da sie dort (0|¢|0) = 0 entspricht. Die Wahl des Schemas ist somit nur leicht
eingeschrinkt und ermdglicht es, das der symmetrischen Phase zu iibernehmen.
Das hat zur Folge, daf die RGG in beiden Phasen identisch sind! Alle Prozesse
kénnen dann in der symmetrischen Phase berechnet werden.

Das Gleiten des Higgs-Vakuumerwartungswertes v(u) wird in der Regel als ge-
ring erachtet und im folgenden vernachléssigt. Ein technisches Problem sind die
sogenannten Stufeneffekte |73]. Massive Teilchen kénnen nur in einen Prozef ein-
gehen, wenn dieser bei einer Energie stattfindet, die oberhalb der Teilchenmasse
liegt. Unterhalb der jeweiligen Masse entkoppeln die Teilchen. Dies 14t sich in
den RGG des massenunabhéngigen MS-Schemas nur mit einigem Aufwand ein-
fithren [74, 75, 76]. Um in der Néhe dieser Stufen mit Hilfe der RGG Aussagen
treffen zu konnen, wird entweder der zu untersuchende Skalenbereich auf ein stu-
fenfreies Intervall beschrankt oder die Stufen werden als erste Niherung durch
Theta-Funktionen im Teilchengehalt eingefiihrt.

Die Diskussion der SSB auf dem Niveau der klassischen Felder und Kopplun-
gen hat in Abschnitt 2.2 zu einem Ausdruck fiir die Fermionmassen durch die
Yukawakopplung und den Vakuumerwartungswert der symmetrischen Phase der
skalaren Teilchen gefiihrt (2.18):

Mij = Z ’l)]C Y;I;
k
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Die Eigenwerte dieser Massenmatrix sind die Teilchenmassen in der sogenann-
ten Baumgraphenordnung, d.h. ohne jegliche Quantenkorrekturen in Form von
Schleifen in den Feynmandiagrammen. In einer quantisierten Theorie mufs diese
Beziehung entsprechend modifiziert werden.

Auf diesem Hintergrund sind die Teilchenmassen durch das Massenschalenre-
normierungschema (gekennzeichnet durch pol) definiert. Der Propagator eines

Bosons lautet im Impulsraum mit Hilfe eines sogenannten Selbstenergie-Terms
PIE )

: p?—m? _ —X(p?) +ie

phys.

A(p*) =
Damit nimmt die Renormierungsschemabedingung die folgende Gestalt an:

S(p%) = a?g )

Dies ist gleichbedeutend damit, daft der Pol des Propagators auf der Massenschale
des Teilchens die Teilchenmasse ergibt:

2

=0 fiir p’= Moy

mpol(/j’ = mpol) = mphys_

Die Massen des MS-Schemas (ohne Index) lassen sich durch die des Massenscha-
lenrenormierungsschemas ausdriicken:

m(p) = (14 6(1)) mpa(p),

wobei sich die Korrekturen 0(u) fiir das jeweilige Modell bestimmen lassen. Bei-
spiele finden sich in |77, 78]. Es wird in dieser Arbeit eine iibliche Naherung der
Literatur {ibernommen, indem diese Korrektur vernachlissigt wird, so dafs die
physikalische Masse durch die MS-Masse an der eigenen Skala definiert ist:

Mephys. = m(:u = m)

Der Fehler, der hierbei entsteht, liegt in einer Gréfenordnung von bis zu zehn
Prozent, was fiir die spiteren Untersuchungen vertretbar ist.

3.8 Ein-Schleifen Renormierungsgruppengleichungen

Zur spiteren Bestimmung von Fixmannigfaltigkeiten werden an dieser Stelle die
allgemeinen Ein-Schleifen-RGG einer beliebigen lokalen Eichtheorie fiir die Eich-
und Yukawakopplungen notiert, was dem in dieser Arbeit untersuchten Sektor
entspricht. Die RGG wurden den Arbeiten [67, 79, 80, 81] entnommen. Dabei liegt
bei den nichtsupersymmetrischen die DREG und bei den supersymmetrischen
Modellen die DRED zugrunde. Weiterhin wird das MS Renormierungsschema
verwendet. Vorausgesetzt wird die Eichgruppe G = G; ® G, ® ... ® G, wobei
der Anteil G, entweder fiir eine einfache oder eine abelsche Gruppe steht.
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Eichkopplungen:
Die RGG der Eichkopplungen lauten:
dga 1

(4m)? ,ud §bag2, a=1,...,N. (3.15)

Fiir eine nichtabelsche Wechselwirkung ergibt sich der Koeffizient im nichtsuper-
symmetrischen bzw. supersymmetrischen Fall fiir die jeweilige Kopplung durch:

1 a a
be = 3 (220(“) — 459 — s(S)) : (3.16)
szSY - 9 (3C(a) _ Sgg) _ nga)> . (3.17)

Der Koeffizient ¢ steht fiir die quadratische Casimirinvariante der adjungierten
Darstellung und gibt den Beitrag der Eichbosonen wieder. sgﬁ?g ist der Dynkin-
index fiir die Darstellung der Fermionen bzw. der Spin-0-Bosonen. Diese Anteile
beinhalten die Summation iiber alle auftretenden Darstellungen, gewichtet mit
der Zahl der Teilchen, die an dieser Wechselwirkung teilnehmen.

Fiir einen abelschen Eichgruppenanteil gilt jeweils:

w0 = 2 (NaYan). e
g = ), (z@a>+z@a>), 319
F S

wobei iiber die zugehorigen fermionischen und bosonischen Ladungen summiert
wird. Der Faktor kqyr steht fiir die konventionsbedingte Normierung im Zusam-
menhang mit den unifizierten Theorien. Eine Wahl ist méglich, da die Quanten-
zahlen im abelschen Fall nicht durch den Kommutator der Liealgebra geschiitzt
sind. Es wird davon ausgegangen, dal sich der Teilchengehalt in Multipletts ei-
ner iibergeordneten hoherdimensionalen Eichgruppe anordnen léft. Die Ladungen
der Elemente dieser Multipletts werden in Ubereinstimmung mit P Q% = sp

gesetzt: Kgur = Sp/ D 5 @

Yukawakopplungen:

Fiir die Yukawamatrizen (Y*);x, wobei der Index i fiir die Ankopplung an das
skalare Bosonenfeld ¢° und die Indizes j und k fiir die Fermionen — im allgemeinen
in unterschiedlichen Darstellungen — stehen, gelten die RGG:

dYZ a1 i i ) i
(4m)2p ) J (YIY1y*' + Y'YTY7) + 2¢, ;YJYT 1L (3.20)
+ Z Y7 Spur (Y”Yi) — 3ay Zgi{cg}), Yi} — 2ey Zgﬁcga)inj,
J a a,j
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ergdnzt um die RGG fiir die komplex konjugierten Yukawamatrizen. Die Koeffizi-
enten fiir den nichtsupersymmetrischen und den supersymmetrischen Fall sind in
der Tabelle 1 wiedergegeben. Im Anhang B wird die Bestimmung der RGG am
Beispiel des Standardmodells und des Minimal Supersymmetrischen Standard-
modells explizit vorgefiihrt.

aq a9 €1 €9
nicht SUSY 1 1 1 0
SUSY 2 2/3 0 1

Tabelle 1: Koeffizienten der RGG der Yukawakopplungen.
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4 Physikalisch relevante Eichfeldtheorien

Ziel dieser Arbeit ist neben der analytischen Bestimmung der Fixstrukturen im
Parameterraum einer allgemeinen Eichfeldtheorie die Auswertung deren physi-
kalischer Implikationen fiir konkrete Modelle wie z.B. das SM oder MSSM. Die-
se und alle weiteren diskutierten Modelle werden nachfolgend vorgestellt, ihre
Untersuchung erfolgt in Kapitel 10. Die Renormierungsgruppengleichungen des
Eich-Yukawa-Sektors fiir die schwerste Generation der einzelnen Modelle werden
im Anhang B angegeben, in dem auch am Beispiel des SMs und MSSMs deren
Bestimmung vorgefiihrt wird. Die Auswahl ist auf solche Theorien beschrankt,
die phdnomenologisch im Infraroten giiltig sein konnten, also ungefahr bis zur
Skala der Masse des Top-Quarks von O(100 GeV). Unterhalb dieser Skala miissen
sie die spontane Brechung zum SM mit starker und elektroschwacher Wechselwir-
kung erlauben. Bei einigen wird ihre supersymmetrische Variante diskutiert (vgl.
Abschnitt 2.4), wobei angenommen wird, da die Brechungsskala der Supersym-
metrie ebenfalls von der Ordnung der Top-Masse ist. Die Angaben zum jeweiligen
Modell beschrianken sich auf die Nennung der Eichgruppe, des Teilchengehalts,
des skalaren Potentials und der Yukawaterme bzw. des Superpotentials. Die iibri-
gen Terme der Lagrangedichte ergeben sich entsprechend den Angaben in Kapitel
2, hier inbesondere der Lagrangedichten (2.34) im nichtsupersymmetrischen und
(2.33) bzw. (2.35) im supersymmetrischen Fall. Bei Modellen mit nichtminima-
lem Teilchengehalt werden die Griinde fiir die Einfiihrung der zuséitzlichen Teil-
chen diskutiert. Diese entstammen oft der Idee einer Groflen Unifizierten Theorie
(GUT), was fiir die Annahme steht, dak sich die nichtgravitativen Wechselwir-
kungen an einer Skala Mgyr zu einer einzigen Wechselwirkung mit einer einfachen
Eichgruppe vereinen. Andere Modelle sind Niederenergielimites von Superstring-
Theorien. Eichgruppe und Teilchengehalt dieser superstring-inspirierten Theorien
sind dann von den iibergeordneten Theorien motiviert. Weitere Griinde sind die
Anomaliefreiheit der Eichsymmetrie.

Das Kapitel beginnt mit der Schilderung des Standardmodells (SM) in Abschnitt
4.1 und des Minimal Supersymmetrischen Standardmodells (MSSM) in 4.2, wobei
auf deren Verhiltnis zueinander und auf die Brechung der Supersymmetrie, bei
der das MSSM in das SM iibergeht, eingegangen wird.

Es folgt der Abschnitt 4.3, der sich mit den grundsétzlichen Verhéltnissen in einer
GUT und mit den mdglichen superstring-inspirierten Eichfeldtheorien auseinan-
dersetzt. Als Beispiele fiir solche Niederenergiemodelle werden die Links-Rechts-
Modelle (Abschnitt 4.4) und die Erweiterungen der Eichgruppe des SMs um eine
oder zwei zusitzliche abelsche Wechselwirkungen betrachtet (Abschnitt 4.5).
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4.1 Das Standardmodell

Das Standardmodell (SM) ist die erfolgreichste Eichtheorie und gibt sehr genau
alle in Teilchenbeschleunigern durchgefiihrten Experimente [82] wieder. Es be-
schreibt die starke und die elektroschwache Wechselwirkung [83, 84, 85| und
damit die drei heute bekannten nichtgravitativen Naturkréfte. Die Eichgruppe
lautet:

G391 = SUB)c®@ SU(2), @ U(1)y, (4.1)

jeweils mit den Eichkopplungen gs, g bzw. g;. An einer Skala My ~ 174 GeV
wird diese Eichgruppe spontan zu

G321 — SU(3)C ® U(l)em (42)

gebrochen, was die ungebrochene starke und die elektromagnetische Wechselwir-
kung beinhaltet. Der Teilchengehalt wird mit den Quantenzahlen der symme-
trischen Phase fiir eine der drei auftretenden Generationen des fermionischen
Materiegehalts in Tabelle 2 wiedergegeben. Alle Fermionen sind linkshéndig.

Teilchenart Symbol Darstellung/Hyperladung beziiglich
(SU3)c, SU(2)1,Y)

Lepton-Dublett L = (?) (1,2,-1/2)
Lepton-Singulett € (1,1,1)
Quark-Dublett Q=(4) (3,2,1/6)
Quark-Singuletts u (3,1,-2/3)

d (3,1,1/3)
Spin-0-Bosonen  H = (‘iﬁ) (1,2,1/2)
SU(3)c-Gluonen G, A=1,...,8 (8,1,0)
SU(2),-Bosonen W4, A=1,2,3 (1,3,0)
U(1)y-Boson B (1,1,0)

Tabelle 2: Teilchengehalt des Standardmodells. Der Materiegehalt ist fiir eine
Generation angegeben.

Die spontane Symmetriebrechung (4.2) wird iiber den Vakuumerwartungswert

oo = (7)
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beziiglich des skalaren Potentials

V(H,H") = y?H H' + X (H H')”

generiert (vgl. Abschnitt 2.2), also fiir v = \/_2—’;\2. Die vier Generatoren von
SU(2)r ® U(1)y werden zu dem einen Generator von U(1),, gebrochen. Die
erzeugten 4 —1 = 3 Nambu-Goldstone-Bosonen werden von den Eichbosonen der

SU(2);, geschluckt, was drei massive Eichbosonen und ein elektrisch neutrales
Higgsboson h = v/2Re ¢° — v/2v mit der Masse

mp = 2V Av (4.3)

erzeugt. Die, sich durch die spontane Symmetriebrechung ergebenen elektrischen
Ladungen () der Teilchen stehen mit der dritten Isospinkomponente I3 der SU(2),,
und der Hyperladung Y wie folgt in Beziehung:

R=L+Y, (4.4)

was den in Tabelle 3 fiir die gebrochene Phase wiedergegebenen Werten ent-
spricht. Die letzten drei Eintriage in Tabelle 3 geben die physikalischen Eichboso-
nen dieser Phase wieder:

1

Wi VEMTiM%’ (4.5)
Z* = cos O W' +sin Oy B*, (4.6)
AY = —sgin @W W; —+ cos @W BN’ (47)

wobei der Weinberqwinkel Oy iiber
92
Vi +gi

eingefiihrt wurde. Diese Kombinationen sind die Eigenzustinde der Massenmatrix
der Eichbosonen, die auf reelle Massenquadrate fiir die geladenen W -Bosonen und
das neutrale Z-Boson

cos Oy =

1 1
miy = §U29§, my = miy, + 5“95 (4.8)
fiihren. Durch die spontane Symmetriebrechung werden ebenfalls iiber den Yu-
kawaterm der Lagrangedichte
LM =_H LEe—H'eQUu— H'QDd+ h.c.

Yukawa

Fermionenmassen generiert. Wird nur die schwerste Familie bestehend aus Top-
und Bottom-Quark bzw. Tau-Lepton beriicksichtigt, so ergeben sich die Baum-
graphenmassen

my=vg, Mp=10g, M;="04g, (4.9)

41



Teilchen I3 Y @
v %—% 0
e -3 -3 -1
e 0 1 1
’ N
a 0 -3 -3
d o
a 0o
h -5 5 0
G, A=1,..,8 0 0 0
Wk +1 0 =1
A 0 0
AH 0 0 0

Tabelle 3: Elektrische Ladungen der Teilchen des Standardmodells.

mit den Yukawakopplungen ¢, .. Der numerische Wert von v ist iiber die sehr
genau bekannte Fermikonstante bestimmt:

Gp =1,16639(2) 107°GeV 2 = v = (2Gr)"? =174,102(2) GeV.  (4.10)

Bis auf das Higgsfeld sind alle Teilchen des SMs experimentell verifiziert. Ihre
Massen sind von der Theorie her vollig unbestimmt.

4.2 Das Minimal Supersymmetrische Standardmodell

Das Minimal Supersymmetrische Standardmodell (MSSM) besitzt gegeniiber dem
SM den Vorteil, daf aufgrund der besseren Renormierungseigenschaften durch
die Supersymmetrie eine kleine Masse der Higgsteilchen natiirlich und somit das
Hierarchie-Problem gelést ist (vgl. Abschnitt 2.3). Ausfiihrlichere Angaben zum
MSSM finden sich in [82, 35, 86].

Die Eichgruppe des MSSMs ist mit der des SMs identisch, ergdnzt um die Su-
persymmetrie zwischen den Fermionen und Bosonen. Hierbei entspricht der Teil-
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chengehalt der Tabelle 2 im letzten Abschnitt 4.1. Jedes auftretende Feld f wird
durch ein entsprechendes Superfeld ®; ersetzt. Ein zweites skalares Superdublett
Oy, zu gy, = @y mit entgegengesetzter Hyperladung kommt hinzu um die
Anomaliefreiheit der Eichsymmetrie zu gewéhrleisten. Das MSSM ist damit die
supersymmetrische Variante des SMs und ein Beispiel dafiir, dak das beim Uber-
gang zusidtzliche Randbedingungen erfiillt werden miissen. Ein Modell, dessen
direkte Ubersetzung in seine supersymmetrische Variante das MSSM ergibt, ist
das SM mit einem zusétzlichem Higgsdublett.

Das Superpotential, das den Yukawaanteil der Lagrangedichte und das skalare
Potential enthéalt, hat die Gestalt:

WMSSM = @Hd(bL E (DE + @Hu@Q U @ﬂ + (bHd@Q D(DE + /’LQHu(DHd' (411)

Andere denkbare Terme wiirden die Baryonen- oder Leptonenzahl nicht erhalten
und werden durch eine zusitzlich geforderte diskrete Symmetrie, die R-Paritdt
[87], ausgeschlossen.

Da die schwache Wechselwirkung im MSSM bei intakter Supersymmetrie nicht
spontan gebrochen werden kann, mufs zuerst die Supersymmetrie gebrochen wer-
den. Dies kann phanomenologisch akzeptabel nur in Form einer expliziten wei-
chen Brechung geschehen, also durch Hinzunahme von Wechselwirkungstermen,
die die Supersymmetrie verletzen, jedoch eichinvariant sind und die Natiirlichkeit
des Modells erhalten. Die allgemeinste weichbrechende Lagrangedichte® ist:

= E 2 ofo 2~ 2 gty 2 TiT 2 ~t~
Ly, = — <m@,~jQz‘ Qj + mg;uu; + mgz.jdi d; + mzijLi Lj + m;e; ej>
(2%

—m} HiH, — m} HiH, — B(H, Hy + H,H))
~ 3 (AuislsHuQ; + AaisdiHaQs + AcigiHaL; + huc.)
i,

1 1 I
-3 > Madada - 5 > MIXs A4 (4.12)
A A

Nach der expliziten Supersymmetriebrechung wird die elektroschwache Wech-
selwirkung durch die Vakuumerwartungswerte der skalaren Dubletts H, 4 der
Superdubletts ®g, ,

om0 = (). oo = ()

spontan gebrochen. Beide Vakuumerwartungswerte miissen eingefiihrt werden,
um durchgéngig massive Quarks zu erhalten. Die beiden Erwartungswerte stehen
mit dem des SMs iiber

v2 + ) =0’

5Die Tilde indizieren die Superpartner.
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in Beziehung, was die Einfiihrung eines Mischungswinkels 8 mit tan = vg/vy
nahelegt. Durch die spontane Symmetriebrechung werden drei der acht Higgsfel-
der zu Nambu-Goldstone-Bosonen, die iiber den Higgsmechanismus fiinf Higgs-
teilchen und drei massive schwache Eichbosonen erzeugen. Das leichteste und
elektrisch neutrale Higgsteilchen h entspricht fiir eine groke Masse m4 dem des
SMs [82]. Aus diesem Grund kann tan 8 keine zu hohen Werte annehmen.

Die Massenbeziehungen fiir die schwachen Eichbosonen sind mit denen des SMs
identisch (4.8), wihrend sich bei Beschrinkung auf die schwerste Generation die
folgenden Quark- und Leptonenmassen ergeben:

my;=vhsinf3, my=vhycosfB, m,=uvh,cosp, (4.13)

mit den Yukawakopplungen A .. Durch den weichbrechenden Sektor ist die Pa-
rameterzahl im Vergleich zum SM erheblich erh6ht worden. Eine GUT-motivierte
und hiufig verwendete Annahme ist deshalb, daf alle skalaren und Gaugino Mas-
sen untereinander identisch und die weichen trilinearen Kopplungen proportional
der jeweiligen Yukawakopplung, immer mit derselben Proportionalitdtskonstan-
ten, sind.

Das MSSM ohne weichbrechende Terme wird fiir Energien deutlich oberhalb der
Massen der Superpartner als korrekt angenommen, wihrend unterhalb das SM
gilt. Der Zwischenbereich wird zum einen von den weichbrechenden Parametern
und zum anderen durch Stufeneffekte bestimmt, d.h. da nur solche Teilchen
préisent sind, deren Massen unterhalb der betrachteten Impulsskala liegen. Eine
hiufig verwendete Naherung ist die Annahme, daft alle Effekte sich punktweise in
der supersymmetrischen Brechungsskala Mg;s, zusammenfassen lassen und diese
Skala sich in der Gréfenordnung der weichbrechenden Skala befindet Mgysy =
O(My ). Genauere Angaben und Literaturverweise zu diesem Punkt finden sich
in [21].

4.3 Unifizierung und superstring-inspirierte Modelle

Die grundsitzlichen Betrachtungen der nachfolgenden Kapitel werden sich mit
einer allgemeinen Theorie mit beliebiger Eichgruppe und Darstellungen der Ma-
terie beschéftigen. Die hier nidher erlauterten GUT und superstring-inspirierten
Theorien liefern einen ganzen Katalog von mdglicherweise physikalischen Model-
len. Aus diesem Grund schildert dieser Abschnitt in knapper Form die Idee einer
iibergeordneten Theorie und schrinkt die daraus folgenden Eichgruppen ein, die
bis in den IR-Bereich hinein giiltig sein konnten und im Rahmen dieser Arbeit
relevant sind. Damit werden die Modelle, die im letzten Teil dieses Kapitels vor-
gestellt werden, motiviert.
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Obschon sich die weiteren Betrachtungen mit der Physik im Infraroten von Eich-
feldtheorien beschéftigen, bilden die GroRunifizierten Theorien (GUT) [88, 89|
wichtige Rahmenbedingungen. Die Annahme einer iibergeordneten, im Ultravio-
letten angesiedelten Theorie beschriankt die iiberhaupt mdéglichen Niederenergie-
modelle, den dort angenommenen Teilchengehalt und gibt Randbedingungen fiir
den Renormierungsgruppenfluf.

Die Idee einer GUT beruht auf der Annahme, daf die Eichgruppe G39; das Er-
gebnis einer spontanen Symmetriebrechung einer gréferen einfachen Eichgruppe
an einer Unifizierungsskala M.y sein kénnte. Die Eichkopplungen des SMs bzw.
MSSMs erfiillen dann im Falle einer minimalen SU(5) D G fiir u = Mgyr:

g1 (MGUT) = gZ(MGUT) = g3(MGUT)'

Dies geschieht im SM angenihert fiir Mg, = 10'5 GeV bzw. kann im MSSM fiir
2-10'% GeV vollstindig erreicht werden. Andere Moglichkeiten wiren die SO(10)
oder die Eg. SM und MSSM sind dann die effektiven Theorien weit unterhalb
der GUT-Skala. Die spontane Symmetriebrechung muf nicht in einem Schritt
erfolgen, sondern kann, wenn die GUT-Gruppe hinreichend grofs ist, iiber meh-
rere Zwischenmodelle erfolgen, die die groffe Einode, also den Skalenbereich von
14 Grokenordnungen zwischen Mgy und My, ausfiillen. Einige dieser Zwischen-
modelle konnten in der Nihe des IR-Bereichs noch giiltige Beschreibungen der
Physik liefern. Die méglichen Brechungsszenarien von Mgyr bis zu My, sind im
wesentlichen durch die GUT-Eichgruppe, deren Untergruppen und Darstellungen
bestimmt.

Wiéhrend die nichtsupersymmetrische SU(5)-GUT zu Schwierigkeiten insbeson-
dere bei der Protonenlebenszeit fiihrt, sind supersymmetrische SU(5), SO(10)
oder Eg durchaus vertriglich mit den experimentellen Verhiltnissen im Infraro-
ten. Weiterhin haben manche GUT die interessante Eigenschaft, daf sie nicht nur
die Eichkopplungen, sondern auch die Yukawakopplungen unifiziert beschreiben
konnten, wie z.B. in einigen SO(10) GUT:

gt(MGUT) = gb(MGUT) = gT(MGUT)-

Ein Ansatz, der ohne zusitzliche Annahmen eine Unifizierung beinhaltet, sind die
Superstring- Theorien. Ab der Planck-Skala Mo, ~ 101° GeV ist die Gravitati-
on nicht mehr vernachlissigbar und muf quantisiert werden. Dies ist im Rahmen
der allgemeinen Relativitdtstheorie jedoch bisher nicht gelungen, da die entspre-
chenden Ansitze auf nichtrenormierbare Modelle fiihren. Die einzigen Theori-
en, denen eine konsistente Beschreibung einer Quantengravitation gelingt, sind
die Superstring-Theorien. Eine aktuelle Darstellung findet sich in [90, 91]. Das
Basispostulat ist, daf die Elementarteilchen nicht punktférmig, sondern offene
oder geschlossene eindimensionale Faden sind, die sich iiber die charakteristi-
sche Plancklinge von ungefihr 1072* cm ausdehnen. Die niedrigsten angeregten
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Schwingungszustéinde dieser Fiden sollten dann den bekannten Elementarteil-
chen entsprechen.

Die Niederenergieapproximation der Superstring-Theorien fiihrt zuriick auf die
Eichfeldtheorien und beinhaltet automatisch ein supersymmetrisches GUT Sze-
nario |92], in das das MSSM und in der Folge das SM eingebettet werden kann.
Am interessantesten hierbei sind die heterotischen Superstring-Theorien mit der
internen Eichgruppe Eg @ E} oder SO(32). Insbesondere die Eg @ Ej kann so
reduziert werden, dak eine A/ = 1 Supereichtheorie mit der Eichgruppe Fs ® FEg
zuriickbleibt. Die mit der Eg verbundenen Materie und deren Wechselwirkung
ist hierbei verborgen, da sie ausschlieklich gravitativ mit dem Fg-Anteil wechsel-
wirkt. Unterhalb der Planckskala verbleibt somit eine N/ = 1 supersymmetrische
FE Eichtheorie, was einer der oben diskutierten GUT entspricht.

Die Eg wird in einem oder mehreren Schritten spontan gebrochen, so daf im
Infraroten eine bestimmte Eichgruppe zuriickbleibt. Alle hierbei moglichen Fille
und einige der phdnomenologischen Konsequenzen werden z.B. in [93, 94| wie-
dergegeben. Modelle, die nicht zu langlebigen Protonen oder nahezu masselosen
Neutrinos fiihren, enthalten die Gruppenfaktoren SU(5), SU(6), SO(10) oder die
Eg selbst und seien hier ebenso ausgeschlossen wie Modelle, die eine Erweiterung
der starken Wechselwirkung SU(4)¢, SU(5)¢, SU(6)c beinhalten. Es verbleiben
zwei Klassen von Modellen:

(A) Minimale Erweiterungen der Eichgruppe Gso1: SU(3)c®SU(2), QU (1), QK.
(B) Modelle mit erweiterter Flavour-Eichgruppe: SU(3)c ® SU(3), ® K.

In beiden Féllen steht K fiir eine Gruppe aus der Liste:

K: (1) U@
2) UMro U(l)N,
3) UMr®SUQ)w,
4) SUQr®UM)r,
() SUQ)e-

Existiert noch eine weitere spontane Symmetriebrechung an einer Zwischenskala
M7 mit hinreichend grofien Vakuumerwartungswerten, so gehen die Modelle (A2),
(A3), (A4) und (B2) in

(C) SUB)ec®SU2),eU(1l)y @U(1)n
bzw. (A4), (A5), (B4) und (B5) in ein links-rechts-symmetrisches Modell
(D) SUB)ec®SU2),®@SUR2)r@U(1)p-1

iiber.
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Exemplarisch wird das links-rechts-symmetrische Modell (D) im néchsten Ab-
schnitt 4.4 und die Erweiterungen von G um eine (C) oder zwei U(1)-Gruppen
(A2) in Abschnitt 4.5 diskutiert.

4.4 Links-rechts-symmetrische Modelle

Das SM oder MSSM ist konstruktionsbedingt parititsverletzend, was masselose
Neutrinos impliziert. Die im folgenden vorgestellten links-rechts-symmetrischen
Modelle (LR-Modelle) [89] erreichen eine paritdtsverletzende Phase erst durch
spontane Symmetriebrechung, was eine natiirliche Erklarung fiir dieses Phinomen
wire. Die Darstellung beginnt mit den supersymmetrischen Modellen.

Die Eichgruppe eines LR-Modells lautet:
G3221 :SU(3)C®SU(2)L®SU(2)R®U(1)B,L, (414)

mit den Eichkopplungen g¢, g1, gr und gg_r. Die spontane Brechung SU(2)g ®
U(1)p_ — U(1)y erméglicht den Ubergang zur Eichgruppe G'z;,. Durch die zu-
satzliche SU(2) wird der Teilchengehalt entsprechend den drei elektroschwachen
Eichbosonen W}, := W/ um drei weitere Wg-Bosonen erginzt. Da die Wg-
Bosonen bisher im Experiment nicht verifiziert wurden, miifiten diese deutlich
schwerer als die W7y, sein.

Wird die G391 spontan zur Gy, gebrochen, so ergibt sich die elektrische Ladung
() eines Teilchens im Vergleich mit (4.4) aus den dritten Isospinkomponenten der
beiden SU(2)-Faktoren und der Ladung beziiglich U(1)p_; geméf:

Q:TL3+TR3+(B—L)

Diese Beziehung bestimmt die U(1)p.r-Ladung gerade so, daf sie die Differenz
von Baryonen- und Leptonenzahl ist. Die Zuweisung einer solchen unmittelba-
ren physikalischen Bedeutung fiir die U(1)y-Quantenzahlen gelingt im SM oder
MSSM nicht.

Durch die zusétzliche SU(2)g-Symmetrie sind die Neutrinos nicht mehr zwangs-
ldufig masselos. Sehr kleine Neutrinomassen konnen in diesem Rahmen sehr na-
tiirlich {iber den sogenannten Wipp-Mechanismus |95] erklart werden: m,,
m?/mw,. Eine grofe Masse der Wx-Bosonen erzeugt kleine Neutrinomassen.

Hier werden LR-Modelle betrachtet, deren fermionischer Teilchengehalt minimal
iiber den des SMs oder MSSMs hinausgeht. Weitere schwache Fermionendubletts
oder -singuletts werden nicht angenommen. Das entspricht dem Teilchengehalt
an Fermionen und Eichbosonen der Tabelle 4.
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Symbol (SU3)c,SU2)1, SU2)r,B—L) Q=1I3+Ips+B—L

Ly = (%) (1,2,1,-1/2) (_1)
Lr=(2) (1,1,2,1/2) )
Qu=(4) (3.2,1,1/6) (-7)
Qr=(3) (3,1,2,1/6) (%)
Gh, A=1,.,8 (8,1,1,0) s
W, A=43 (1,3,1,0) +1,0
Wh, A=43 (1,1,3,0) +1.,0
BH (1,1,1,0) 0

Tabelle 4: Fermionischer Teilchengehalt fiir eine Generation und Eichbosonen der
links-rechts-symmetrischen Modelle. Im supersymmetrischen Fall handelt es sich
um Superfelder.

Der skalare Sektor ist wie beim SM oder MSSM nicht bekannt. Er muf so geartet
sein, dal die spontane Brechung

SU(3)C X® SU(2)L X SU(Q)R ® U(l)B—L — SU(3)C ® SU(?)L ® U(l)y

moglich ist und keine Anomalien auftreten. Die minimale Version dieser Randbe-
dingungen ist nicht zwingend dergestalt, daf der links- und rechtshindige Teil-
chengehalt identisch ist. Modelle, in denen diese Symmetrie vorhanden ist, werden
manifest links-rechts-symmetrisch genannt.

Um die spontane Brechung der elektroschwachen Wechselwirkung zu erméglichen,
wird zumindest ein Bidublett ¢ in der Darstellung (1,2,2,0) bendtigt, das wie
folgt mit einem Vakuumerwartungswert versehen wird [96]:

Qs(l) QST 1 K1 0
¢ = ~ (1,2,2,0), (0[¢|0) = —
¢y v2\ 0 o0

Ein nichttriviales Mischen der Generationen ist in diesem Fall nur mit einem
weiterem Bidublett x ~ (1,2,2,0) realistisch:

0

X1 X1 1 {00
X = B 0 ~ (172:270): <0|X|0> = ﬁ

X2 X2 0 Ko
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Fiir die Brechung zur Eichgruppe Gso; muf mindestens ein SU(2)g-Triplett ver-
fiigbar sein. Zur Vermeidung von chiralen Anomalien ist im supersymmetrischen
Fall die Einfiihrung eines zweiten SU(2)g-Supertripletts mit entgegengesetzter

U(1)p..-Ladung zwingend.

Dies kann z.B. manifest links-rechts-symmetrisch geschehen:

5t \/i 5+ 1
op = / ~ (1737 1, 1)’ <0|5L|0> =z )
® =62 ) AR
5t \/5 s+t 1
dr = / ~(1,1,3,1), (0[|6r|0) = —
® =62 ) V2 \ g 0
oder mit zwei Tripletts beziiglich der SU(2)g:
A/V2 A° 0 v
A = / ~(1,1,3,-1), (0]AJ0) = !
A A2 0 0
5t \/§ 5+t
5 = / ~(1,1,3,1), (0]6|0) =
50 —5+/\/§ Vs 0

Das zweite Beispiel kann durch die Einfithrung von zwei SU(2)-Tripletts mani-
fest links-rechts-symmetrisch erweitert werden.

Als Beispiel wird hier das minimale Modell mit den Tripletts A und ¢ und zwei
Bidubletts angenommen. Das Superpotential hat die Gestalt:

W

hqy PqPsPqr + hox Lo PxPqx
T hie Pr PPy + hiy Pr, Py Py,
+ha@r, Pa®r, + hs P, P5P1,

+ i Spur (5P, ) 4 pz Spur (Pa®;) . (4.15)

Auf die Angabe des hier enthaltenden komplizierten skalaren Potentials wird
verzichtet und auf [96, 97| verwiesen. Die Erhaltung der R-Paritét braucht nicht
wie im MSSM gefordert zu werden, da Baryonen- und Leptonenzahl verletzende
Terme durch die links-rechts Eichsymmetrie ausgeschlossen sind.

Werden weitere links- und rechtshindigen Tripletts eingefiihrt, so mufs deren An-
zahl jeweils gerade sein und diese sich durch paarweise entgegengesetzte U(1)p.r-
Ladungen ergénzen.

Im nichtsupersymmetrischen Fall ist diese Wahl von zwei Bidubletts nicht mi-
nimal. Alternativ konnte ein einziges Bidublett mit einem Vakuumerwartungs-
wert mit zwei nichtverschwindenden Diagonaleintrigen eingefiihrt werden. Der
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Yukawaterm der zu (4.15) korrespondierenden nichtsupersymmetrischen Theorie
lautet:

Loviawa = —9Q¢ QrLoQr — 9Qx QrxQr — dr¢ LyoLyr — 9rx LixLg
—ga LRALR — g5 LRdLR + h.C. . (416)

Die siebendimensionale SU(2)r ® SU(2)g ® U(1)p_,, wird in beiden Fillen zur
eindimensionalen U(1),,, gebrochen, was sechs massive Eichbosonen mit den Mas-
sen

1 1
m?,VL = 5?}29%, m2Z = m%/VL + 5’029’2,
1 1 g9” 951
mh = ) mh= g (2wt ) g
2 1 31\°'
2 2 2 2 2 2 2
vt o= K]+ Ky, w®i=2(vx +v5), =+ -5 4.17
o @R+ o= (3 +1) am

zur Folge hat. Fiir die Fermionenmassen des Sektors der schwersten Generation
mit tan 3 := xk?/k2 gilt:

my = g;vsin 3, my = gyvcosfB, m,; = g,vcosp, (4.18)

bzw. ¢ — h im supersymmetrischen Fall.

4.5 Modelle mit zusatzlichen abelschen Wechselwirkungen

Die Erweiterung der G351 um ein oder zwei abelsche Wechselwirkungen wird in
diesem Abschnitt vorgestellt, wobei ein minimaler fermionischer Teilchengehalt
angenommen wird. Die Darstellung beruht auf den Artikeln [98, 99, 100, 101, 102],
die iibersichtlich in [103] wiedergegeben werden.

Das Brechungsszenario dieser Modelle startet an der GUT-Skala bei der FEg-
Eichgruppe, die in mehreren Schritten gebrochen wird:

By — SO(10)® U(1)y,
SO(10) — SU®G) @U(1),,
SUG) — SU(3)c ® SUQ2), @ U(1)y.

Es bleibt die Eichgruppe
(A): SUB)c@SUR2),@U(1l)y @U(1)y @ U(1)y (4.19)

mit den zusétzlichen Eichkopplungen g, und g, zuriick und damit zwei weitere
abelsche Bosonen Z,, und Z,.

50



Werden die beiden zusitzlichen U(1)-Gruppen in (4.19) an einer héheren Skala
spontan zu einer einzigen abelschen Eichgruppe gebrochen,

Ul)y @ U(1)y — U(1)(O)

so kann unterhalb dieser Skala nur ein leichtes durch den Mischungswinkel ©
charakterisiertes abelsches Boson existieren:

Z(©) = Zysin® + Z, cos O,

wahrend der schwere Partner hier ausgefroren ist. Die entsprechende Eichgruppe
ist dann:
(Be): SUB)c®SU2)L@U(1l)y @ U(1)(0©).

Der, durch die Eg diktierte Teilchengehalt der Modelle ist aufgrund der hoherdi-
mensionalen fundamentalen Darstellungen in Form des 27-Multipletts fiir die Ma-
terie und des adjungierten 78-Multipletts fiir die Eichbosonen erheblich erhoht.
Diese zusétzlichen exotischen Teilchen werden fiir gewéhnlich fiir ein solches Mo-
dell, falls es noch im IR-Bereich (O(1TeV)) relevant ist, als erheblich schwerer
angenommen. Ausnahmen sind neben den zusétzlichen abelschen Eichbosonen
die skalaren Singuletts, die insbesondere die spontane Symmetriebrechung der
zusitzlichen U(1)(©)-Gruppe vermitteln.

Die Beschriankung auf den nichtexotischen Teilchengehalt ergibt die in Tabelle 5
wiedergegebenen Zerlegungen der Darstellungen in der Reihenfolge Fg, SO(10),
SU(5) bzw. SU(3)¢ ® SU(2)r. Fiir Modelle der Form (Bg) ergeben sich die
Ladungen beziiglich U(1)(©) durch:

1

1
QO) = 2\/662,/, cos O Wity
Die Mischungswinkel © der haufig diskutierten -, x-, - und N-Modelle sind
durch 7/2,0, 7 — arctan\/% bzw. arctan v/15 gegeben. Das n-Modell ist ein
Sonderfall, bei dem davon ausgegangen wird, daf die Es ohne Zwischenschritte
direkt in die Rang 5 Eichgruppe G301 iibergeht, wobei dann der Mischungswinkel
eindeutig bestimmt ist.

@y sin O©.

Nichtverschwindende Vakuumerwartungswerte der schwachen Higgsdubletts bzw.
-singuletts brechen die elektroschwache bzw. die zusétzlichen abelschen Wechsel-
wirkungen. Auch die linkshidndigen konnen durch die rechtshindigen Neutrinos
Diracmassen erhalten.

Bis auf die zusitzlichen freien Lagrangedichteanteile der zusétzlichen U(1),,-
Eichbosonen, den erweiterten kovarianten Differentiationen

Dh = Dh+iY gyQuZy+i Y 5:QxZy
und dem modifizierten Higgs-Sektor sind die Lagrangedichten mit denen des SMs

bzw. MSSMs identisch, so daf die dort angegebenen Massenbeziehungen unver-
andert giiltig bleiben.
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Be | SO(10) | SUG) | SUB)c®SUR) Y Qv Q| @

27| 16 10 Q ~ (3,2) 16 1 -1 (_ffg)
u~(3,1) -2/3 1 1| -2/3

e~ (1,1) 11 -1 1

5 L~ (1,2) 121 3| (1Y)

d~ (3,1) /3 1 3| 1/3

27| 10 5 H, ~ (1,2) 12 -2 2| (p)
5 Hy~ (1,2) 12 -2 2| (1Y)

1 1 S~ (1,1) 0 4 0] 0

78 | 45 24 Ga~ (8,1) 0 0 0] 0

Wi~ (1,3) 0 0 0| 0

B ~ (1,1) 0 0 0| O0

1 Z, ~ (1,1) 0 0 0| 0

1 1 Zy ~ (1,1) 0 0 0] 0

Tabelle 5: Teilchengehalt der um zwei zusdtzliche abelsche Wechselwirkungen
erweiterten Eichgruppe des SMs im Infraroten. Dabei werden alle Exoten als
ausgefroren angenommen. Die Ladungen sind nicht GUT-normiert.
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5 Fixmannigfaltigkeiten im Renormierungsgrup-
penflufs

In diesem Kapitel werden die Suche nach Fixmannigfaltigkeiten motiviert, die
bisher in der Literatur verwandte Vorgehensweise geschildert und einige grund-
legende Eigenschaften beschrieben (Abschnitt 5.1). Es folgen Angaben zu dem
verwandten Programm der Reduktion der Kopplungen (Abschnitt 5.2) und dessen
Einordnung in das zuvor beschriebene Schema. Bekannte Ergebnisse, auf die im
Laufe des zweiten Teils der Arbeit Bezug genommen wird, werden im Anschluf
kompakt zusammengestellt (Abschnitt 5.3).

Die in Kapitel 2 beschriebenen Lagrangedichten allgemeiner Eichtheorien besit-
zen eine Vielzahl von Parametern: Eich-, Yukawakopplungen und die Kopplungen
des skalaren Potentials, was beispielsweise im Falle des Standardmodells 19 unab-
hangige Grofen bedeutet. Diese sind von Seiten der Theorie vollig unbestimmt.
In Kapitel 3 wurde rekapituliert, daft die Parameter keine Konstanten sind, son-
dern als Folge der Renormierung in Abhéngigkeit von der Impulsskala p gleiten.
Das Experiment bestimmt die unbekannten Anfangswerte der RGG.

Wihrend der Top-Down-Evolution von der UV-Skala pyy >~ Mgy, zur IR-Skala
e =~ my flielt der RGF einiger Kopplungen des Parameterraums fiir ein grofies
Intervall von Anfangswerten im UV auf einen relativ kleinen Bereich im IR zu.
Dieser Umstand entspricht dem in der Einleitung angedeuteten FErinnerungs-
verlust der nahezu von den Verhiltnissen im UV entkoppelten IR-Physik. Die
IR-Attraktion des RGFes wird von speziellen Losungen in Gestalt von Fixman-
nigfaltigkeiten der RGG vermittelt, die insbesondere unabhéngig von bestimmten
Anfangswerten im Parameterraum sind. Der RGF fliefit zunédchst auf die hochst-
dimensionale Fixmannigfaltigkeit zu und dann mit abnehmender Dimension auf
die Untermannigfaltigkeiten bis zu den Fixflichen, -linien und -punkten.

Infolgedessen wird sich der physikalische Teil des RGFes im IR-Bereich in der
Niahe dieser Losungen befinden. Dies erdffnet somit die Mdéglichkeit, die Werte
der Kopplungen in diesem Teil der Impulsskala unabhingig von Anfangswerten
vorauszusagen, was sich wiederum auf wichtige Observablen wie z.B. die Fermio-
nenmassen und die Higgsbosonmasse iibertrigt. Sind die betrachteten Eichfeld-
theorien in iibergeordnete Modelle wie z.B. im Rahmen einer GUT eingebettet,
so muf als notwendige Voraussetzung fiir die Giite der aus den Fixmannigfaltig-
keiten gewonnenen Aussagen der Evolutionsweg im jeweils betrachteten Modell
hinreichend lang sein.

In den letzten zwei Jahrzehnten stellte sich heraus, daf Fixmannigfaltigkeiten in
vielen Anwendungsbereichen erfolgreich ausgewertet werden konnen:
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e Erste explorative Auswertungen von Fixpunkten [9, 10, 11, 12, 13, 14, 3, 15,
16, 17, 8] belegten die Relevanz dieses Ansatzes und gaben z.B. eine erste
Grofkenvorstellung fiir die Masse des Top-Quarks und des Higgs-Bosons im
SM.

e Die Erweiterungen dieser Aussagen fiir das MSSM wurden in [18, 19, 20]
vorgenommen.

e Unter Einbeziehung aller Eichkopplungen und der zweiten Ordnung der Sto-
rungstheorie konnten zusétzlich zu den Fixpunkten die h6herdimensionalen
Fixstrukturen wie Fixlinien, -flichen usw. sowohl fiir das SM als auch das
MSSM erfolgreich ausgewertet werden. Inbesondere die Massen der Quarks
und Leptonen der schwersten Generation fiir das MSSM konnten in guter
Ubereinstimmung mit dem Experiment beschreiben sowie Voraussagen fiir
die Higgs-Masse im SM gewonnen werden [8, 19, 21, 22, 23, 24, 25, 26].

e Das von einigen GUT prognostizierte Unifizieren der Yukawakopplungen
wird auch von Fixlésungen beschrieben [19, 21, 22].

e Der weichbrechende Sektor des MSSMs kann iiber die Fixmannigfaltigkeiten
in guter Ubereinstimmung mit dem Experiment wiedergegeben werden [104,
105, 25, 106].

Viele von diesen Gesichtspunkten werden umfassend in dem Ubersichtsartikel [21]
beschrieben.

Alle bisherigen Untersuchungen beruhen auf der Bestimmung von Fixpunkten,
-linien und -flichen der RGG. Die Auswertungen von Fixlinien und -flichen wur-
den dabei numerisch vorgenommen und graphisch dargestellt. Analytische Lo-
sungen fiir Fixmannigfaltigkeiten, die {iber Fixpunkte hinausgehen, waren bisher
nicht bekannt.

5.1 Ein einfacher Beispielsektor

Am Beispiel des Sektors des MSSMs fiir die Top-Yukawakopplung y := h?/4m
und der Eichkopplung der starken Wechselwirkung « := g3/4m sollen hier die
Bestimmung und die Eigenschaften von Fixlosungen verdeutlicht werden. Die
zugehorigen RGG in Ein-Schleifen-Néherung mit ¢ := ;= In(u/ o) fiir ein willkiir-
liches p lauten:

do

d 2
i —6a?, Y _ Y <12y — %a) : (5.1)

dt
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Die Losung dieses Differentialgleichungssystems mit den Anfangswerten «(0) =
ap und y(0) = yo lautet [19]:

[67)) 7/18
- , y(t) = ~7/9
1+ 6apt 1+<7/18 _1) <M)

ap

a(t) a(t). (5.2)

Yo/ao

Hieran l&ft sich eine ausgezeichnete
Losungen ablesen. Die Losung (5.2)
ergibt fiir yo = 1—78040 die Beziehung
Yy = 1—7804. Gilt somit in einem Punkt
(o, 90) = (v, %ao), so bleibt die-
se Relation fiir alle Skalen erhalten,
und der zweidimensionale Parame-
terraum ist um eine Dimension redu-
ziert.

Die Abbildung 1 gibt den Fluf$ der
Losungen in der Nédhe dieser Fixge-
raden wieder. Jede Trajektorie in die- g3 —
sem Diagramm stellt eine Stromlinie

im Parameterraum fiir einen gemes- 4
senen Anfangswert (g, yo) durch die
Renormierungsschemaklasse der Mi- | gz
nimalen Subtraktion (MS) dar, gibt
also ausgehend von den Kopplungs-
starken an der Skala g die Werte an,
die den Wechsel zur Skala p kompen-
sieren. IR —

Offensichtlich hebt sich diese speziel-
le Losung durch eine weitere Eigen- In(1/¢2) —
schaft hervor. Die Fixgerade wirkt

zum Infra(jrotep hin attraktiv auf alle Abbildung 1: Lésungsfluk der RGG fiir
iosfungen - Ein grgﬁe%gltgivz;ll v.og die Top-Yukawakopplung und die Eich-
nfangswerten an der moKald wir kopplung der starken Wechselwirkung im

zu einem klei.nen. im Infraljoten 8¢ MSSM vom UV (4 =~ Myys) bis ins IR
biindelt, womit die IR-Physik relativ . . N
(1 ~ my), im zweiten Teil mit transfor-

wenig sensitiv fiir die Verhéltnisse bei .
L mierten Parametern.
hohen Energien ist.

6Aus (5.2) folgt ebenfalls die Existenz eines Fixpunktes (g, yo) = (0,0) fiir den die Losung
fiir alle Skalen ¢ in diesem Punkt verbleibt: (a(t),y(t)) = (0,0). Dieser Fixpunkt ist infrarot-
repulsiv und fiir die vorliegenden Fragestellungen nicht von Interesse
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Es ist in der Literatur weithin {iblich, die Fixlosung y = %a als Fixpunkt zu
bezeichnen, was durch die Verwendung des Parameters p := y/a naheliegt, da

die RGG fiir diese Grofle zu

dp 7
dina1 2P ('0 a E) (5:3)

entkoppeln. Die untere Graphik in Abbildung 1 zeigt den Fluf fiir die neuen Varia-
blen (In ™!, p). In diesem Sinne wird sich im weiteren Verlauf die Namensgebung
bei der Dimension der Fixmannigfaltigkeit immer auf die verwendeten Variablen
beziehen. Weiterhin werden Fixlosungen fiir gew6hnlich zur Unterscheidung mit
(...)* gekennzeichnet.

Diese Betrachtungen lassen sich unmittelbar auf eine beliebige Zahl von n Kopp-
lungen und vorgegebener Ordnung der Storungstheorie verallgemeinern. Unter
Umsténden existieren eine oder mehrere (n — 1)-dimensionale Fixmannigfaltig-
keiten. Schneiden sich zwei, so entstehen (n — 2)-dimensionale Fixuntermannig-
faltigkeiten, da die Losungen in beiden urspriinglichen Fixmannigfaltigkeiten ver-
bleiben. Sukzessiv betten sich alle weiteren niederdimensionalen Fixmannigfaltig-
keiten in dieses Schema ein, was sich bis zu den Fixpunkten fortsetzen laft. Einige
von ihnen werden die Losungen stirker anziehen als andere und insbesondere im
Infraroten sammeln.

Mit diesem Bild wird der Begriff des Renormierungsgruppenflusses verbunden:
Die Losungen starten an der UV-Skala, flieken auf die héchstdimensionale Fix-
mannigfaltigkeit zu und ndhern sich nach und nach den weniger attraktiven Un-
termannigfaltigkeiten, bis der Fluf in einem infrarot attraktiven Fixpunkt zum
Erliegen kommt (gleichsam im Tal) [21, 22].

5.2 Programm der Reduktion der Kopplungen

Neben der Suche nach infrarot-attraktiven Fixmannigfaltigkeiten wird in der Li-
teratur eine weitere in einigen Punkten verwandte Vorgehensweise diskutiert: das
Programm der Reduktion der Kopplungen [107, 108, 109, 110|. Einige der im wei-
teren Verlauf dieser Arbeit bestimmten Losungen zeigen dhnliche Eigenschaften.
Aus diesem Grund wird dieser Punkt hier kurz erldutert.

In diesem Programm wird ebenfalls fiir eine Reihe von Kopplungen z;4 . und
einer asymptotisch freien Eichkopplung g nach speziellen Losungen der RGG
gesucht, die nicht explizit von Anfangswerten abhingen und somit ebenfalls Fix-
mannigfaltigkeiten darstellen. Der Unterschied besteht jedoch darin, daf

e in der Regel von vorneherein nach Fixlinien und keinen héherdimensiona-
len Mannigfaltigkeiten gesucht wird, also die Reduktion auf eine einzelne
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fiir gewohnlich asymptotisch freie Eichkopplung ¢: z; = z;(g), was der né-
herungsweisen Losung des Differentialgleichungssystems f, ij”;i = [3;, ent-
spricht,

e neben g auch von allen anderen Kopplungen z; ein asymptotisch freies Ver-
halten verlangt wird,

e Infrarot-Attraktivitit keine oder nur eine nachgeordnete Rolle spielt.

Das UV-Verhalten von speziellen Losungen der RGG ist immer von Interesse.
Viele Losungen dieses Programms wirken jedoch UV-repulsiv auf den RGF, was
gleichbedeutend mit der IR-Attraktivitdt der betrachteten Mannigfaltigkeit ist,
und sind damit beziiglich des hier geforderten UV-Verhaltens nicht stabil. In die-
sen Fillen ist das Ergebnis wihrend der Top-Down-Evolution von der UV-Skala
Myr zur IR-Skala m; in Ein-Schleifen-Ordnung identisch mit den IR-attraktiven
Fixmannigfaltigkeiten und gibt damit die angenéherte Entkopplung der IR- von
der UV-Physik wieder [108, 111, 109].

Wiéhrend eine grundsétzlich im UV fiir alle Kopplungen asymptotisch freie Theo-
rie ein theoretisch reizvolles Konzept ist, ist die phinomenologische Ubereinstim-
mung mit dem Experiment in einigen Fillen gering. So wurde in Ein-Schleifen-
Néaherung fiir die Top-Quarkmasse ein Wert von 90 GeV und fiir die Higgsmasse
50 GeV vorausgesagt |13, 17]. In anderen Modellen, wie im minimal supersym-
metrischen und unifizierenden SU(5) Modell, werden durchaus annehmbar Top-
Quarkmassen von ca. 182 GeV vorausgesagt [111].

Ein Ubersichtsartikel zu diesem Programm findet sich in [110] und eine ausfiihrli-
chere Einordnung in das Konzept der infrarot-attraktiven Fixmannigfaltigkeiten
in |21]. Diejenigen Fixmannigfaltigkeiten, die den oben genannten Randbedin-
gungen geniigen, werden im folgenden kurz als Zimmermann-artig bezeichnet,
ohne damit allen Mitarbeitern dieses Programms gerecht zu werden.

5.3 Bekannte numerische Ergebnisse zu Fixlinien und Fix-
flichen

Im folgenden werden bekannte numerische Ergebnisse, soweit sie im weiteren
Verlauf angesprochen und durch die Losungen vervollstiandigt werden, wiederge-
geben.
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Abbildung 2: Nichttriviale Fixmannigfaltigkeit im SM fiir die Yukawa-Top-
Kopplung und die drei Eichkopplungen, aufgetragen als Verhéltnisse [21, 23].
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Abbildung 3: Nichttriviale Fixmannigfaltigkeit im MSSM fiir die Yukawa-Top-
Kopplung und die drei Eichkopplungen, aufgetragen als Verhéltnisse [21, 23].

o8



0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2
Y /T
ag/ 18

Abbildung 4: Die Abbildung zeigt die Fixlinien im MSSM fiir die Yukawa-Top-
bzw. -Bottom-Kopplung und Eichkopplung a3, aufgetragen als Verhéltnisse [19],
die hier in Einheiten des Fixpunktes (y:/as)*|y,—0 = 7/18 aufgetragen wurden.
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Teil 2: Ergebnisse




6 Renormierungsgruppe und Fixmannigfaltigkei-
ten

In diesem Kapitel wird eine Schliisselmdglichkeit der Bestimmung von Fixman-
nigfaltigkeiten geschildert, die von der Renormierungsgruppe selbst und den Sym-
metrien des Renormierungsgruppenflusses Gebrauch macht. Die geschilderte Me-
thode wird sich im weiteren Verlauf als entscheidende Voraussetzung fiir die ana-
lytische Bestimmung der Fixmannigfaltigkeit herausstellen und demgeméf eine
grofe Rolle spielen.

Von dem Beispiel in Abschnitt 5.1 ausgehend, werden in Abschnitt 6.1 die not-
wendigen mathematischen Begriffe eingefiihrt, einige niitzliche Eigenschaften er-
lautert und vor diesem Hintergrund die Definition und die Bestimmungsgleichun-
gen der infrarot-attraktiven Fixmannigfaltigkeiten angegeben (Abschnitt 6.2). Im
darauf folgenden Abschnitt 6.3 wird die Struktur der Ein-Schleifen-RGG fiir den
allgemeinen Eich-Yukawa-Sektor einer beliebigen Eichtheorie untersucht. Die ver-
wendeten mathematischen Methoden sind wohlbekannt, wurden jedoch in der
Literatur nicht auf die geschilderte Fragestellung angewandt.

Die Fixlosung des in Abschnitt 5.1 behandelten Beispiels zeichnet sich dadurch
aus, daf sie nicht in erster Linie durch bestimmte Anfangswerte charakterisiert ist,
sondern daf sie fiir beliebige Skalen ¢ ein dhnliches Verhalten zeigt. Die Beziehung
Yo = 15 bleibt fiir alle Skalen erhalten: y(t) = {a(t). Es wird nun an diesem
Beispiel gezeigt, dal das entscheidende Element die Symmetrien der RGG sind.
Das spéter geschilderte Vorgehen wird sich direkt auf die Bestimmung der Fix-
mannigfaltigkeiten des Renormierungsgruppenflusses beziehen, deren Symmetrie
grofer als die des gesamten Flusses ist, woraus sich die Attraktivitit dieser Man-
nigfaltigkeiten ergibt. In dem bisher betrachteten einfachen zweidimensionalen
Beispiel werden jedoch die Symmetrien der Losungen der Renormierungsgruppe

untersucht, was in diesem Fall keine Einschriankung bedeutet.

Mit Hilfe des in Anhang C beschriebenen Verfahrens ergibt sich eine Invarianz
unter den Transformationen einer Liegruppe mit den Elementen S; = exp(svg)
fiir den Gruppenparameter s und dem Generator (¢ := 7= In(u/p0)):
0 0 0
=—t—+4+S, S=a— —. 6.1
Us 5 TS “3a T Y3, (6.1)
Die von dieser Gruppe vermittelten endlichen Transformationen ergeben sich aus
(vgl. Abschnitt 3.6):

dz(j) _ #(s), H0)=t,
da(s)  _ N
)~ 4, @)= al)



. Ss(t,a,y) = (E(s),a(s),7(s)) = (e °t, ’a,e’y) . (6.3)

Es handelt sich um eine Skalierungsinvarianz’.

Die Transformationen (6.3) erzeugen aus einer
Losung («,y) der RGG eine Schar von neuen
Losungen (a(s),y(s)), bilden also Losungen auf y (3)
Losungen ab (Abbildung 5). So erfiillt die Eich-
kopplung a(s)[a(t)] dieselbe RGG wie «(t), wie (2)
sich leicht iiberpriifen 14#t, hat jedoch einen an- i

deren Anfangswert:

o —

a(s)[ag] = €’ ap-

Die Gesamtheit der von (g,yo) ausgehenden Abbildung 5: Die Abbildung
Anfangswerte wird Orbit von (o, o) genannt. 2zeigt die aus einer Losung (1)
Die Graphen der Fixpunkte und -linien zeichnen durch Transformation gewon-
sich vor diesem Hintergrund dadurch aus, dag nene Lésung (2). Die Anfangs-
sie von einer beliebigen Transformation S, gera- Wwerte liegen auf dem Orbit (3)
de auf sich selbst abgebildet werden, z.B. gilt fiir VOn (@0, Yo)-

die nichttriviale Fixlinie:

7 7
s.r=s.{@nly=go} ={€acnly=gaf =1

Die Fixlosung ist somit invariant gegeniiber Skalierung, was gleichbedeutend mit
dem Zusammenfallen von spezieller Losung und Orbit eines beliebigen Punktes
des Graphen ist. Allgemein sind alle Losungen invariant unter der Renormie-
rungsgruppentransformation, wihrend die Fixmannigfaltigkeiten spezielle Losun-
gen beschreiben, die invariant unter einer groferen Symmetriegruppe sind. Das
effiziente Ausnutzen dieser Eigenschaft wird den Schwerpunkt des restlichen Ka-
pitels darstellen.

6.1 Fixmannigfaltigkeiten und Infrarot-Attraktivitat

Dieser Abschnitt beschreibt den allgemeinen Fall der Fixmannigfaltigkeiten von
RGG und deren Bestimmung. Dazu werden zunéchst einige mathematische Be-
griffe und Definitionen erlautert [112, 113] und daraus folgend die wichtigsten
Eigenschaften der Fixmannigfaltigkeiten abgeleitet [114].

"Die Vermutung, daff Skalierungssymmetrien der RGG eine Rolle im Zusammenhang mit
den Fixmannigfaltigkeiten spielen konnten, wurde von M. Wimmer ausgesprochen [23].
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Fiir ein Modell mit den Kopplungen z;, : = 1,...,n lauten die RGG:

Wi bia), (6.4)

wobei die S-Funktionen bis zu einer gewissen Schleifen-Ordnung als gegeben an-
genommen werden und ¢ = 2= In(/ ) verwendet wurde. Die Lésungen von (6.4)
beschreiben eindimensionale Kurven im Parameterraum der Kopplungen mit dem
Kurvenparameter ¢.

Da Symmetrietransformationen von Differentialgleichungen Losungen auf Lésun-
gen abbilden und die Renormierungsgruppe eine Symmetrie einer jeden Losung
ist, bildet sie die RGG-Trajektorien X;(¢) auf sich selbst ab. Eine triviale Sym-
metrie ist durch den autonomen Charakter der RGG (6.4) gegeben, wodurch die
Anfangswerte immer fiir £ = 0 gewdhlt werden konnen. Eine beliebige Losung
X;(t) mit Anfangswerten z; = X;(0) ist somit mit den effektiven Kopplungen
identisch:

t(s)=F,(t)| =s:=t 3(s) = X;(t) = Fy(z;) = ' ;. (6.5)

Hierbei wurde der Renormierungsgruppenflup (RGF) F, : U C R"™' — R
eingefiihrt [112], der fiir ein beliebiges reelles s von

] .0
F, := e*'" + .
L= up= o R, Rie= § Bil@)g,- (6.6)

generiert wird. Eine explizite Bestimmungsgleichung fiir den RGF lafst sich mit
a
dt
angeben. Fiir eine feste Kopplung z; ist durch ¢t — F(z;) die zugehorige Losungs-
trajektorie gegeben. Der RGF ist die Gesamtheit der Trajektorien.

Fi(z;) = e ®Bi(x) & RF(z;) = B; (F}(x)), Fy(x;) = x; (6.7)

Eine in der Umgebung eines Fixpunktes analytische Eigenfunktion I(z1, ..., )
des Generators R
RI(z) =~(z)I(z) (6.8)
mit der ebenfalls analytischen Eigenwertfunktion oder auch anomalen Dimension
v(z1, ..., x,) beschreibt durch I(z) = 0 eine von einzelnen Losungstrajektorien
aufgespannte n-dimensionale Invariante der Renormierungsgruppe®, da wegen
o0 tn
I(X(1)=F () =) (@) I(z) = L(t, 2)I(2),
n=0
mit Yot1 = RY¥n + 7V, =1,
8Beispiele fiir Invariante sind die Greensfunktionen, also die Amplituden der perturbativen

Reihe. Die anomale Dimension gibt dort die Abweichung vom naiv zu erwartenden Skalierungs-
verhalten (der technischen Dimension) [115].
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diese Beziehung fiir alle Skalen ¢ erfiillt ist:
I(z)=0 = I(X(t)=0. (6.9)

Insbesondere sind die Produkte und Quotienten von Invarianten (I;)™ (I)"...
wieder Invarianten mit den Eigenwerten: ny v, + ng ¥2 + .... Die Fixmannigfaltig-
keiten sind die Invarianten, die nicht explizit von den Anfangswerten der RGG
abhéngen. Dies kann nur erreicht werden, wenn sie invariant gegeniiber einer
groferen Symmetriegruppe sind, wie das Beispiel des letzten Abschnitts gezeigt
hat. Ausgangspunkt sind nicht mehr die urspriinglichen RGG (6.4), sondern das
quasilineare, partielle Differentialgleichungssystem erster Ordnung (6.8) mit ge-
eigneter Eigenwertfunktion, das direkt die Invarianten des RGFes beschreibt und
nicht wie die RGG einzelne Losungstrajektorien.

Wird die Liegruppe mit den Generatoren v;, ¢ = 1,...,ng aller kontinuierlichen
Symmetrien von (6.8) mit G' bezeichnet, so enthélt sie insbesondere die Renor-
mierungsgruppe selbst und unabhéngig vom jeweiligen Modell und Schleifenord-
nung die Translationsinvarianz beziiglich der logarithmischen Impulsskala. Ist
eine Mannigfaltigkeit unter einer Untergruppe H C G mit den Generatoren v;,
1 = 1,...,ng invariant, so mufs die Invariante eine fiir jeden einzelnen Generator
zu (6.8) dquivalente Beziehung mit einer entsprechenden Eigenwertfunktion er-
fiillen. Dabei sind die Eigenwertfunktionen ~; des Generators v; nicht unabhéngig
voneinander, sondern stehen iiber die Vertauschungsrelation der Liealgebra von
H miteinander in Beziehung:

ng ng
[Uiavj] = Zhijkvk = Ui Ui = th‘;kf)/k fiir Za] = 132""anH’ (610)
k=1 k=1

wie sich durch Anwenden auf I(z) ergibt. Die n + 1 Parameter der Losungs-
mannigfaltigkeit, die den Anfangswertangaben (0, ;) entsprechen, werden somit
auf eine geringere Zahl reduziert! Ist die Reduktion vollstindig, so sind dies die
fiir diese Arbeit relevanten Fixmannigfaltigkeiten, die ohne jegliche Angabe eines
Anfangswertes definiert sind.

Wenn eine Losung X;(t) fiir eine einzelne Skala ¢; die Bedingung I(X (¢1)) = 0
erfiillt ist, liegt die gesamte Losung in dieser Mannigfaltigkeit: 1(X (¢)) = 0. Um-
gekehrt kann eine Losung, die fiir einen Punkt im Parameterraum auferhalb der
Mannigfaltigkeit verlduft, diese nur im Unendlichen erreichen, also im (mathe-
matischen) ultravioletten oder infraroten Grenzfall. Solche Betrachtungen sind
in der bisherigen Literatur immer als niitzliche Grenzfille sowohl fiir die nume-
rische als auch halbanalytische Bestimmung der Fixmannigfaltigkeiten verwen-
det worden, da dann einige Kopplungen aufgrund der asymptotischen Freiheit
vernachlissigt werden diirfen. Zwar liegen diese Limites in der Regel auferhalb
des Giiltigkeitsbereichs der jeweiligen Ordnung der Perturbation, sind aber den-
noch legitim: Grundsétzlich darf eine Losung von RGG nicht wie die RGG selbst
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nach Ordnungen der Kopplungen entwickelt werden, da sich damit keine Renor-
mierungsinvarianten, was auch Mefigrofen beinhaltet, in der jeweiligen Schlei-
fenordnung einfiihren lassen. In der vorgegebenen Ordnung der Storungstheorie
miissen die RGG somit als exakt behandelt werden und die physikalischen Folge-
rungen auf den Giiltigkeitsbereich der Perturbation beschrinkt werden. Bei der
Bestimmung der Fixmannigfaltigkeiten iiber das im Vorangegangenen geschilder-
te Schema kann jedoch auf die Betrachtung der extremen Skalenlimites verzichtet
werden.

Fixmannigfaltigkeiten wirken auf den RGF entweder im UV- oder IR-Grenzwert
attraktiv und in der jeweils entgegengesetzten Richtung repulsiv. Bei der Ent-
scheidung welcher Fall jeweils vorliegt, ist die anomalen Dimension ~y(z), der
Eigenwertfunktion der Renormierungsgruppe, eine niitzliche Grofe. Ist fiir ein
t < to und fiir alle 7 € [t, ;] die anomale Dimension (X (7)) fiir eine Losung
X;(t) positiv, so gilt

1(X(7)) >0 = [I(X(7))] < [I(X(t0))] (6.11)

fiir diese Losung, denn wire |I(X (t9))| < [[(X(t))|, so wiirde nach dem Mittel-
wertsatz ein 7 € [t, to] mit
[L(X ()| = [L(X ()| _ d

0> P— = HIX®)| _ =2XO)X(m)  (6.12)

existieren, und die anomale Dimension wire zumindest in einem Fall nicht positiv.
Damit kann entschieden werden, an welcher Stelle eine Attraktion vorliegt. Die
Interpretation, ob es sich dabei jeweils um eine IR- oder UV-Attraktion handelt,
mufs durch die Zuordnung dieser Skalen geschehen.

Eine weitere wichtige Grofe sind die Charakteristiken C(t,z) der Renormierungs-
gruppe die durch

vrC(t,z) =0 = C(t,X(t)) = const. (6.13)

und der Forderung nach Analytizitit in der Niahe der Fixpunkte bestimmt sind.
Diese Gleichung wird von jeder Losung in der Umgebung der Fixpunkte erfiillt.
Sind n —1 linear unabhingige Charakteristiken bekannt, so kénnen die Lésungen
der RGG (6.4) mit n — 1 unabhéngigen Parametern durch diese ausgedriickt
werden.

Die Strategie zum Auffinden von infrarot-attraktiven Fixmannigfaltigkeiten ist
somit, grundsitzlich wie folgt: Nach der Bestimmung der Symmetrien von RI =
~vI wird fiir die bestimmten Generatoren wiederum die Erfiillung einer entspre-
chende Eigenwertgleichung fiir I gefordert. Dabei stehen die méglichen Eigenwert-
funktionen iiber die Liealgebra der Symmetrien miteinander in Beziehung. Die
Losung dieses Differentialgleichungssystems ergibt, wenn die Symmetriegruppe
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méchtig genug ist, die (n — 1)-dimensionale Fixmannigfaltigkeit. Die Parameter-
bereiche, fiir die die anomale Dimension positiv ist, wirken infrarot-attraktiv auf
den RGF. Die Schnitte dieser maximal dimensionalen Fixmannigfaltigkeiten bil-
den die Unterfixmannigfaltigkeiten, zu denen insbesondere die Fixpunkte zdhlen.
Die Fixmannigfaltigkeiten besitzen somit gegeniiber der allgemeine Losung eine
héhere Symmetrie.

Als Beispiel wird hier wiederum der Sektor (a = g2/4m,y = h?/4w) des MSSMs
betrachtet. Die RGG lauten

da d 32

= fa = 60, d—:‘;=ﬁy=y(12y—§a).

Die mathematischen Grenzen dieser RGG sind im IR durch den Landau-Pol der
Eichkopplung der starken Wechselwirkung (o — oo) und im UV durch deren
asymptotische Freiheit gegeben (o — 0). Der physikalisch auswertbare Bereich
der Einschleifen-Naherung ist erheblich kleiner und durch die Skalen im IR, (p; ~
my) und UV (pyy =~ Mgyr) beschriankt.

Die Invarianten des Renormierungsgruppenflusses I(«,y) sind durch RI = ~I
mit R = [,04 + B,0, bestimmt. Damit die schon beobachtete Skalierungs-
transformation nicht aus I herausfithrt, muf mit [S,R] = R wegen R (SI) =
v(8I)+ I (S — 1)~ die anomale Dimension v und die Invariante I ebenfalls ska-
lierungsinvariant sein: Sy = v und S/ o« I. Den Untersuchungen der nichsten
Abschnitte vorausgreifend wird festgestellt, dal die Generatoren:

V1 = aaa + ﬁbl (O{, y)aya Vg 1= ¢2(a’ y) (aaa + yay) ) U3 1= ¢3(O€, y)aa + ?Jay;

ebenfalls Symmetrien des RGFes mit beliebigen Funktionen ¢, ¢o und ¢35 vermit-
teln. Insgesamt wird fiir diese ebenen Symmetrien der Ansatz einer Geradenglei-
chung I = I,a+ Iy und v = v, + v,y mit konstanten Koeffizienten nahegelegt.
Einsetzen in RI = ~I fiihrt auf die folgenden Fixlinien mit den zugehorigen
Eigenfunktionen:

I = «a, v = —ba : a=0,
L=y-fa, 1=12y-6a : y=ga,
Iy =y, v3=12y — 2a : y=0.

Die einzige Fixuntermannigfaltigkeit als Schnitt der drei Fixlinien ist der Fix-
punkt (0,0).

Fiir ein quantitatives Mak der Attraktivitit einer Fixlinie, wird iiblicherweise ein
Wechsel zu den Variablen p = y/a und Ina ! vorgenommen:

dp 7
dlna~! 2p (p— E) ’
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Die Variable p ist beziiglich der Skalierungsgruppe eine Charakteristik (S p = 0)
und wird auch Ahnlichkeitsvariable genannt. Diese Wahl ist nicht eindeutig, da
auch jede Funktion f(p) eine Ahnlichkeitsvariable ist. Die Attraktivitiit eines
Fixpunktes ist iiber die Eigenwerte der Koeflizientenmatrix bestimmt, die sich
durch das Linearisieren des Differentialgleichungssystems um diesen Fixpunkt
ergibt. Der Wechsel der Variablen ermoglicht dieselbe Vorgehensweise fiir die
Fixlinien, die fiir diese Grofen Fixpunkten entsprechen.

Die Charakteristik der RGG in dem Beispielsektor ergibt sich mit dem Ansatz
C=1"115° zu:

7 _ y TN (y\!
— 7/9 _ L_ 792 ° Zz =
Cla,y) = (y 18a> y @ (a 18) (Oz) const.

Wird das Verhiltnis von Yukawa- zur Eichkopplung als Funktion der Eich- oder
Yukawakopplung aufgefalit, so ergibt ein Linearisieren um die Fixgeraden bzw.
Fixpunkte ein Maf 7 fiir die Attraktivitit dieser Losungen:

aa
T T

o d v 7
o= _%dlna Lo 9

o d a 7
s = _%dlna Lo 9

Diese Vorzeichenkonvention ordnet im Falle einer asymptotisch freien Eichkopp-
lung der IR-Attraktivitit einen positiven Koeffizienten zu. In diesem Beispiel ist
die Fixlosung y = %a IR-attraktiv, wiahrend die anderen beiden o« = 0 bzw.
y = 0 repulsiv sind, wobei dies im ersten Fall stirker ausgeprigt ist. Fiir ge-
wohnlich wird eine feste asymptotisch freie Invariante wie Iy = «a als Referenz
gewahlt.

6.2 Bestimmungsgleichungen der allgemeinen Fixmannig-
faltigkeiten

In diesem Abschnitt werden die allgemeinen Bestimmungsgleichungen der Fix-
mannigfaltigkeiten im Fall eines beliebigen Parameterraums und einer nicht fest-
gelegten Ordnung der Storungstheorie wiedergegeben. Dies ist Ausgangspunkt
fiir das im néchsten Abschnitt genauer geschilderte Konstruktionsverfahren in
der Ein-Schleifen-Ordnung des Eich-Yukawa-Sektors.

Eine Invariante I(x) des RGFes erfiillt fiir eine geeignete anomale Dimensionen
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v(z) die quasilineare und partielle Differentialgleichung:

A = Zﬁ, (%z — y(z)I(z) = 0. (6.14)

Ein Generator einer projizierbaren Symmetrie®
0 0
= (r)=— ) — 1
v ;f(x)axiﬂﬁ(x )31 (6.15)

beschreibt genau dann eine Invarianz von (6.14), wenn die auf den Parameterraum
(x;,I,01/0x;) fortgesetzte Form dieses Generators (vgl. Anhang C) die linke Seite
von (6.14) unter der Randbedingung A = 0 auf die Null abbildet, was mit

0pi, 0% % O 0 _
2;(3%.5 8x6>a vfﬁ—fiijfia—xi—vngﬁia—xi—o

dquivalent ist. Die Beschrdnkung auf reine Parametertransformationen (¢ = 0)

fihrt auf:
Z (8@-5 oz > Zgz@xz (6.16)

(%]
ol

d A= ;
un ; B, s

Als erstes wird nach solchen Symmetrien gesucht, die von jeder Invarianten erfiillt
werden. In diesem Fall darf (6.16) nicht explizit von I abhéngen. Dazu wird mit
einer noch zu bestimmenden Funktion s(z) der Term —s(x)A zu (6.16) addiert
und gefordert, daf der Anteil mit den Differentiationen 0I/0z; fiir sich allein
verschwindet. Dies fiihrt fiir diese Symmetrien auf die Bedingungen'

Z(‘mgs o¢; )_ B; und Zg; 5. (6.18)

Mit diesen beiden Gleichungen l&ft sich die Gestalt der anomalen Dimension
v(z) einschrianken und bei der Untersuchung von (6.16) bzw. (6.17) entsprechend
verwenden. Aus (6.18) folgt, daf fiir jede Symmetrie der RGG gilt:

[vs, R] = s(z)R. (6.19)

Die rechte Seite dieser Kommutatorbeziehung ist ein Element der Liealgebra der
Symmetriegruppe des RGFes, das allerdings auf keine zusétzliche Eigenwertglei-
chung fiihrt, sondern zu (6.14) dquivalent ist. Dies ist eine Eigenschaft aller Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung und der Grund fiir eine unendliche Zahl der
Symmetrien in diesem Fall. Aus diesem Grund kann ohne Einschrinkung s(z) = 1
gewahlt werden. Weitere Fixlosungen werden mit (6.16) und (6.17) bestimmt.

=0. (6.17)

9Fine Symmetrie wird projizierbar genannt, wenn die Transformation der unabhingigen
nicht von den abhéngigen Variablen beeinfluft wird: £(x,I) = £(z), was hier sinnvoll ist, da
nach Transformationen im Parameterraum gesucht wird.

69



6.3 Eigenschaften in Ein-Schleifen-Ordnung

In diesem fiir die weiteren Betrachtungen zentralen Abschnitt wird die Struktur
der Ein-Schleifen-RGG fiir den allgemeinen Eich-Yukawa-Sektor einer beliebigen
Eichtheorie untersucht, die insbesondere auch supersymmetrisch sein kann. Die
Gestalt der Bestimmungsgleichungen (6.16) und (6.17) 1aft sich in der Folge wei-
ter einschrinken. Fiir die im n#chsten Kapitel durchgefiihrte explizite Losung
dieser Gleichungen werden im Anschluf die wichtigen Konstruktionselemente in
Form der Fixhyperebenen und -geraden bestimmt, die sich schon an dieser Stelle
angeben lassen. Die nichttrivialen Fixmannigfaltigkeiten werden durch diese ein-
facheren Losungen in Untersektoren geteilt bzw. ergeben durch Schnittbildung
die Fixuntermannigfaltigkeiten bis zu den Fixflichen, -linien und -punkten.

Die Bestimmung der Symmetrien des RGFes eines bestimmten Sektors ist von
der Gestalt der RGG abhéngig. In der Ein-Schleifen-Naherung hat zumindest
die Skalierungssymmetrie einen globalen Charakter. Sie spiegelt eine Invarianz
eines beliebigen Eich-Yukawa-Sektors wieder, was Folge der Homogenitét des er-
sten Gliedes der Storungsreihe ist. Diese Symmetrie ist in Ein-Schleifen-Ordnung
méchtig genug, um die spezielleren Fixmannigfaltigkeiten unter den Invarianten
der Renormierungsgruppe zu bestimmen.

Die RGG eines Eich-Yukawa-Sektor mit n Kopplungen lauten in Ein-Schleifen-
Ordnung [23]:

n
CZZ = Bi(z) = x; Zlcij:vj fir ¢1=1,---,n, (6.20)
i
wobei die Grofen z; fiir die quadrierten und auf 47 normierten Kopplungen ste-
hen. Der Anteil der Koeffizientenmatrix c;;, der den reinen Eichsektor wiedergibt,
ist wegen o;; = —b;a? diagonal. Nichttrivial wird das Gleichungssystem durch die
anwesenden Yukawakopplungen. Der Ursprung des Parameterraums ist ein Fix-
punkt der RGG, was trivial aus dem Verschwinden der g-Funktionen folgt. Ist
die Matrix ¢;; invertierbar, existieren keine weiteren Fixpunkte. Anderenfalls er-
geben sie sich aus ) ; Cijzj = 0, was in allen betrachteten Sektoren nicht der Fall
ist. Der Fixpunkt im Ursprung ist iiberwiegend IR-repulsiv und fiir physikalische
Anwendungen auch nicht als Grenzfallbetrachtung von Interesse.

Die Bestimmungsgleichungen fiir die von allen Invarianten erfiillten Symmetrien
(6.18) lauten:

9P og; dvy
s> ) =B und s — o
zj: <5$j 4 Oz ﬂj) g ijfj oz;
Die erste Gleichung wird von & = z; gelost und fiihrt auf die schon im Beispiel
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des letzten Kapitels auftretende Skalierungsinvarianz:

0 0
= —ta +S, §= ;%a—xza [S,R] =TR. (6.21)

Dies legt die anomale Dimension auf eine homogene Funktion vom Grade eins
fest, fiir die ein moglichst einfacher Ansatz gewahlt wird:

&=z = Sy=vy: 7vy:= Z%xi, y; = const. . (6.22)
i

Diese Wahlmoglichkeit bei der anomalen Dimension wird in Anhang D erlautert.
Eine Renormierungsgruppeninvariante I erfiillt entsprechend (6.17) die Eigen-
wertgleichung RI = I bzw. nun die weiter eingeschrénkte Form:

ol
i ' i

Dies ist der Ausgangspunkt fiir alle im n#chsten Kapitel bestimmten nichttri-
vialen Fixmannigfaltigkeiten. Hilfreich fiir deren Losung und Konstruktion sind
die nun weiter bestimmten ebenen Fixlosungen in Form von Fixhyperebenen und
Fixgeraden.

Eine beliebiger Generator v = ) .&0/0x; einer Symmetrie von (6.17) erfiillt
gemif (6.16) die Beziehung

0&;
Z (f@czng + .’JJZCZJfJ Tj Z cjkxk ) Oz Z Yii- (6'24)

i’j

Beziiglich des Generators v erfiillt I wiederum eine Eigenwertgleichung
vI=XI, RA=0, (6.25)

wobei der Eigenwert A wegen (6.24) eine Charakteristik der Renormierungsgruppe
sein mufs, also insbesondere fiir die Skalierungssymmetrie.

Jede einzelne Kopplung z; ist aufgrund

= (Z Cz’jxj> T = Y%i, SV =7
J

eine Invariante der Renormierungsgruppe mit der anomalen Dimension 7; =
>_; Cijj, was impliziert, dak die kartesischen Hyperflichen des Parameterraums
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x; = 0 fiir den Eich-Yukawa-Sektor immer Fixmannigfaltigkeiten darstellen, da
sie nicht von Anfangsbedingungen abhéngen. Dies gilt in jeder Ordnung der Per-
turbation, da die ; in diesem Sektor in allen Ordnungen den globalen Faktor z;
besitzen. Dieses bekannte Ergebnis gibt die einfachste Struktur im Parameter-
raum wieder.

Insbesondere sind auch alle Schnitte der Hyperebenen Fixuntermannigfaltigkei-
ten, was sich bis zu den Fixgeraden in Form der Koordinatenachsen z; und den
Fixpunkten fortsetzen 1aft.

Fiir die nichttrivialen Fixmannigfaltigkeiten von besonderer Bedeutung sind die
nichtkartesische Fixhyperebenen, die dann existieren, wenn sich die Koeffizien-
ten einer Invarianten I = ). I;z; und der anomalen Dimension v = ). v;x; so
bestimmen lassen, dal RI = ~I erfiillt ist. Die Existenz solcher weiteren Hy-
perflichen und der sich daraus ergebenen Schnittmannigfaltigkeiten ist von der
Gestalt der anomalen Dimensionsmatrix c¢;; abhangig:

Vl,j € {1,,n} : Iz(clj_f)/])_*—lj(cjl_fYZ) :O, (626)

was fiir 2n Unbekannte n(n + 1)/2 Bestimmungsgleichungen bedeutet und somit
fiir mehr als drei Kopplungen iiberbestimmt ist. Die Symmetrie der Fixhyperebe-
nen ist nur wenig eingeschrinkt und folgt aus (6.24) mit (6.23):

0 = ZIZ (& Z Cij T + z; Zcijfj - R§z> - IZ’}/ZSZ
i j j i
= > I (@ D s — R@-) :
i J

Damit bleibt der Generator fiir die verschwindenden I; unbestimmt:

0 0
v= )y xj%j"‘ Zogka—mk,

4,170 kD=
was der erh6hten Symmetrie in diesen Ebenen entspricht.

Auf den Fixhyperebenen ist der RGF zweidimensional und damit aufgrund des
Poincaré-Bendizson-Theorems (vgl. [116]) entweder in der Umgebung der Fix-
punkte periodisch oder miindet immer mit identischer Steigung in den Ursprung,
wobei der erste Fall in physikalischen Situationen nicht eintritt. In Ein-Schleifen-
Ordnung sind die Asymptoten Fixgeraden mit einer entsprechenden Symmetrie
des RGFes und identisch mit den Fixpunkten von Kopplungsverhéltnissen z;/x;.
In jeder Fixebene existiert somit immer eine Fixgerade. Diese Fixgeraden sind
entweder das Ergebnis eines Schnittes zweier Fixebenen oder ergeben sich aus
nichttrivialen zweidimensionalen Fixmannigfaltigkeiten. Ohne diese zu kennen,

72



sind alle Fixgeraden dadurch bestimmt, dak (z1, xo, - . ., Z5) und R(z1, xo, - - -, Tpn)
linear abhiingig sind:

i T
Vi,je{l,Z,...,n}:de‘c< ! ’) =0

Bi Bj
bzw.: x;=0 oder z; =0 oder Z(C““ — i)y =0.  (6.27)

k
Die Fixgeraden (oder Fixpunkte fiir die Kopplungsverhéltnisse) ergeben sich aus
den Parameterachsen und den in der von zwei der Fixgeraden aufgespannten
Ebene liegenden, wobei dies nicht zwingend eine Fixebene sein muf. Dies 14ft

sich sukzessiv fortsetzen, womit sich die Gesamtzahl der Fixgeraden zu

#(Fixgeraden) = (le) 4 (Z) T (n

)=2"-1
n
ergibt [114]. Wird die jeweilige Fixgerade mit Hilfe der Kopplung z,, # 0 para-
metrisiert
T =: QiTn, Op =1,

so sind die konstanten Koeffizienten a; wegen (6.27) durch

Vi<mn,z; 0 : Z (¢ij — €nj)aj = —(Cin — Can) (6.28)

J<n,x;#0

bestimmt. Ist ¢;; die reduzierte Koeflizientenmatrix, die dadurch entsteht, dak ei-
ne gewisse Anzahl der Kopplungen identisch Null ist, so sind die nichtverschwin-
denden Kopplungen der Fixlinie wegen (6.28) durch
e
—— 6.29
Zj Cﬁ; " ( )
gegeben, wobei ¢* fiir die transponierte und adjunkte Matrix steht. Insbesondere
die Fixgeraden in den kartesischen Fixebenen ergeben sich zu:

T; =

mi= By Wk £4j: m, =0 (6.30)
Cis — Cji

Die Parameter der im weiteren Verlauf der Arbeit bestimmten Fixmannigfaltig-
keiten ergeben sich aus diesen Fixgeraden und den zugehorigen Attraktivitéts-
koeffizienten, die aus den Untersektoren von jeweils zwei nichtverschwindenden
Kopplungen bestimmt sind. Wird eine der vorhandenen Kopplungen fest gew&hlt
— hier die Kopplung z,, — so enthélt der Untersektor fiir die i-te Kopplung drei
Fixgeraden, dquivalent zum bisher beispielhaft diskutierten (g3, h;)-Sektor des
MSSMs:

In = Tp, Yn = CniZi + Cpnn,
_ Can—Ci _
Iy =y — 222300, | Yin = CiiTi + CpnTn,

I; = x;, Vi = CiiZi + CinTp.
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Die durch diese Invarianten beschriebenen Fixgeraden sind Fixlosungen des ge-
samten Sektors. Die Charakteristik dieses Untersektors lautet:

c —c CinCni—CiiCnn ( )
: —cC; nn m C Cii—Cnj
C(zi,x,) = a:fl”(c’m Cin) (xl — 7xn> g (6.31)

1
Cis — Cni

Die Koeffizienten 7 der Fixgeraden I = 0 ergeben sich hieraus zu (vgl. Abschnitt
6.1):

T
= d dt _ 1
mo zi g 11 _ 1>
dmn dinz, l,=0 1 .
.
n o= — d 4, _ Gnn = Cin
v d3t dInz, I1=o Cnn
Fiir die Kopplungsverhiltnisse
pi = Z; . Cnn —Cin
i = i =
Tn Cii — Cnj

lauten die Koeflizienten der relativen Invarianten somit:

. 1
Pi=pii =TT 1 (6.32)
i n
pi=0: = Gin (6.33)
Cnn

Wurde als feste Referenz x,, eine Kopplung gew#hlt, die im IR zunehmend grofere
Werte annimmt, so steht n; > 0 fiir die IR-Attraktivitdt der Fixlinie z; = p}z,
bzw. des Fixpunktes p; = p;. Fiir eine solche Kopplung z, wird in der Regel ei-
ne asymptotisch freie Eichkopplung verwendet. Fiir mehrere Yukawakopplungen
gehen auch die Koeffizienten in die nichttrivialen Fixmannigfaltigkeiten ein, die
diese Groflen untereinander bilden. In diesem Fall werden die Attraktivitdtsver-
héltnisse im IR gerade durch das entgegengesetzte Vorzeichen wiedergegeben.

Der erste Schritt zur Untersuchung der Fixstruktur von (6.23) besteht somit in
der Bestimmung aller ebenen Fixhyperflichen und -geraden. Diejenigen unter die-
sen speziellen Losungen, die nicht Schnitte von hherdimensionalen Hyperflichen
sind, miissen sich aus nichttrivialen Fixmannigfaltigkeiten ergeben und gehen mit
ihren Attraktivitdtkoeffizienten als Parameter in die nichttrivialen Fixmannigfal-
tigkeiten ein. In der Regel stellen sich diese als Flidchen unendlicher Ordnung
heraus, die nur in einigen Spezialfillen zu Losungen mit endlicher Ordnung de-
generieren.
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Abbildung 6: Fixstruktur fiir den Sektor (hy, g1, g3) im MSSM. Neben den trivia-
len Fixebenen sind die zwei zusétzlichen Fixflichen eingezeichnet. Die Schnitt-
flichen dieser zweidimensionalen Fixelemente ergeben die Fixgeraden (fett einge-
zeichnet). Die mit R gekennzeichnete Fixmannigfaltigkeit ist am attraktivsten,
wiahrend die mit Z indizierte vom Programm der Reduktion der Kopplungen fa-
vorisiert wird und auf asymptotisch freie Yukawakopplungen im UV fiihrt. Die
Fixlinie im Schnitt von R und Z wird im IR-Limes und die Fixebene g2 = 0 im
UV-Limes vom Renormierungsgruppenflufs angestrebt.

Als Beispiel wird hier der Sektor (hy, g1, g3) des MSSMs, der spiter exakt gelost
werden wird, betrachtet (vgl. Abbildung 6). Neben den drei kartesischen Fixe-
benen und den drei Fixgeraden in Form der Parameterachsen ergeben sich drei
Fixgeraden, die nicht Schnitte von Fixebenen sind, sondern sich aus den zwei
eingezeichneten nichttrivialen Fixmannigfaltigkeiten R und Z bestimmen. Insge-
samt finden sich wie erwartet 2> — 1 = 7 Fixgeraden in der Abbildung wieder.
Eine nichttriviale kartesische Fixebene wird durch b;a; = bsaz beschrieben, die
allerdings wegen b; = —66/5 < 0 und b3 = 6 > 0 unphysikalisch ist.
In den iiblicherweise in der Literatur verwendeten Ahnlichkeitsvariablen

o g y _ B

pl::_:_ga pt;:—:—2

as 93 a3 g3

geht der physikalische Teil der Abbildung 6 in die der Abbildung 7 iiber.
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Abbildung 7: Diese Abbildung geht aus Abbildung 6 durch den Wechsel auf die
Ahnlichkeitsvariablen p; = g?/g3 bzw. p; = h?/g? hervor.

Die Fixgeraden in Abbildung 6 entsprechen in der Darstellung in Abbildung 7
Fixpunkten, die nichttrivialen Fixflichen den aufgetragenen Fixlinien. Obwohl
nicht die gesamte Informationen beim Wechsel zu den Ahnlichkeitsvariablen er-
halten bleibt, wird der physikalische Sektor erheblich iibersichtlicher abgebildet
und die physikalische interessanten Informationen bleiben im wesentlichen erhal-
ten. So findet sich von den sieben Fixlinien nach dem Wechsel nur eine in Form
des in Abbildung 7 fett eingezeichneten Fixpunktes wieder, der der nichttrivialen
Fixlinie in der g2 = 0 Fixebene entspricht. Einige der fehlenden Fixpunkte finden
sich, wie spater noch néher untersucht wird, in der Asymptotik der Fixlinien R
und Z der Abbildung 7 wieder. Offenbar sollten Kopplungsquadrate als Referenz
— in diesem Beispiel g2 — verwendet werden, die im Infraroten nicht verschwinden.

Eine weitere Moglichkeit der Darstellung ist die Verwendung von Ahnlichkeitsva-
riablen, die auch im Ultravioletten zu endlichen Grofen fiithren und damit mehr
von der dreidimensionalen Struktur in Abbildung 6 wiedergeben:
—bia; alyy

o bg(l/g — bl(l/l’ 1= b3a3 — b1a1 . (634)
Die Koeffizienten by, b3 und a entstammen den RGG dieser drei Kopplungen
und werden im nichsten Kapitel noch niher erldutert. Ahnliche Gréfen sind
in [22, 23, 24] verwendet worden. Sie fiihren auf Darstellungen gemif Abbil-
dung 8. Eine geeignete Wahl von Variablen ist vom Einzelfall des betrachteten
Kopplungssektors abhingig und kann sich bei Erweiterung des jeweiligen Sektors
aus Anpassungsgriinden dndern. Da die Variablen p und ¢ auferdem bei Be-
rechnungen umsténdliche Grofen sind, werden im weiteren Verlauf dieser Arbeit
alle analytischen Betrachtungen in den quadrierten urspriinglichen Kopplungen
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Abbildung 8: Diese Abbildung geht aus Abbildung 6 durch den Wechsel auf die
Ahnlichkeitsvariablen in (6.34) mit den Koeffizienten b, = —66/5, b3 = 6 und
a = 12 hervor. Die Abbildung zeigt auch den Fluf einiger Losungen in der Nihe
der beiden nichttrivialen Fixmannigfaltigkeiten.

durchgefiihrt, was den Wechsel zu einer beliebigen Ahnlichkeitsvariablen leicht
moglich macht, und die graphische Darstellung in den Variablen gem&f Abbil-
dung 7 vorgenommen.
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7 Explizite Bestimmung von Fixmannigfaltigkei-
ten in ausgewahlten Sektoren in Ein-Schleifen-
Ordnung

Mit Hilfe der im letzten Kapitel beschriebenen Vorgehensweise werden an die-
ser Stelle fiir einen relativ grofen Teil des Eich-Yukawa-Sektors und fiir den die
Supersymmetrie weichbrechenden Sektor die analytische Gestalt der jeweiligen
Fixmannigfaltigkeiten der Renormierungsgruppengleichungen in Ein-Schleifen-
Ordnung hergeleitet. Damit sind erstmals nichttriviale Mannigfaltigkeiten analy-
tisch bestimmt, die iiber die Dimension von Fixpunkten und -geraden hinausge-
hen.

Die bestimmten Sektoren sind mé#chtig genug, um einen nicht geringen Teil der
bisher in der Literatur numerisch untersuchten Modelle und Kopplungraume wie-
derzugeben, die festgestellten Eigenschaften zu erkliren und neue herzuleiten.
Durch die Kenntnis der analytischen Losungen wird eine wichtige Zielsetzung
dieser Arbeit erreicht: Die Losungen sind allgemein; es konnen somit ganze Mo-
dellklassen simultan untersucht und insbesondere der Einfluf von Eichgruppe,

Teilchengehalt und Supersymmetrie direkt beobachtet werden, was z.B. bei der
Modellbildung hilfreich ist.

Die Fixmannigfaltigkeiten, die im weiteren bestimmt werden konnten, ergeben
sich sukzessiv aus denen der Untersektoren, so daf im folgenden die betrachte-
ten Sektoren in der Reihenfolge zunehmender Komplexitét untersucht werden.
Die Darstellung beginnt mit dem — aufgrund seiner vollstindigen Entkopplung
— reinen Eichsektor, in dem insbesondere wichtige Konventionen eingefiihrt, die
mathematischen und physikalischen Grenzen des Definitionsbereichs der RGG
erldutert und einige der auftretenden Koeffizienten durch ihre gruppentheoreti-
schen Grofen ausgedriickt werden. In den darauffolgenden Abschnitten wird der
Eich-Yukawa-Sektor behandelt. Nach der Bestimmung der nichttrivialen Fixman-
nigfaltigkeiten in diesem Sektor und der Betrachtung einiger Sonderfille konnen
diese Ergebnisse durch die Verallgemeinerung einer differentiellen Beziehung mit
Kopplungen des weichbrechenden Sektors einer supersymmetrischen Theorie di-
rekt iibertragen werden.

Die im einzelnen durchgefiihrten Herleitungen werden aufgrund ihres Umfangs
zu Beginn skizziert, wobei auf die entscheidenden Konstruktionselemente, die da-
mit weiter eingeschrinkte Form der Bestimmungsgleichungen der nichttrivialen
Fixmannigfaltigkeiten und auf die tabellarische Darstellung der Ergebnisse hin-
gewiesen wird.

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wird auf eine mdogliche zusétzliche physika-
lische Bedeutung der Fixmannigfaltigkeiten und ihrer Symmetrien eingegangen.
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7.1 Reiner Eichsektor

Fiir ein eventuell auch supersymmetrisches Modell mit einer Eichgruppe G, die
in ein Produkt von einfachen und abelschen Eichgruppen

G=G®...0Gy (7.1)
mit den Eichkopplungen

_9%
47’

g bzw. a;: i=1,...,N (7.2)

zerfillt, werden die ersten n dieser Kopplungen als asymptotisch nichtfrei, die
iibrigen als asymptotisch frei angenommen:

lim o;(t) — oo, i=1,...,n,
t—t;
limo;(t) = 0, i=n+1,...,N, (7.3)
t—00
wobei #;, i = 1,...,n fiir den jeweiligen Landau-Pol steht und die dimensi-
onslose Impulsskala ¢ = =1In(p/po) mit einem beliebigen py verwendet wur-

de. Die asymptotisch freien Kopplungen besitzen ebenfalls Landau-Pole i1 =
n+1,..., N, die jedoch unterhalb des perturbativen Bereichs liegen (vgl. Abbil-
dung 9). Der Definitionsbereich ist durch den kleinsten Landau-Pol oberhalb und
den groften unterhalb des perturbativen Bereichs beschrankt:

t € [tir, tuv], tr := max {—oo,?m_l, ... ,tNN} ,  tyy := min {?1, ey ns oo} .

(7.4)
Der Giiltigkeitsbereich der RGG ist kleiner als das angegebene Intervall, da die
Ein-Schleifen-Naherung schon vor den Landau-Polen an Giiltigkeit verliert, so
daf dort zunehmend héhere Ordnungen der Storungstheorie beriicksichtigt wer-
den miissen. Physikalische Aussagen sind deshalb auf dieses kleinere Intervall
beschrankt. Weiterhin wird vorausgesetzt, dafs die im folgenden diskutierten Im-
pulsskalen jenseits aller auftretenden Teilchenmassen liegen, so daf Stufeneffekte
nicht beriicksichtigt werden miissen.

Die zugehérigen RGG in Ein-Schleifen- Approximation lauten:

dCVZ'
dt

Diese Vorzeichenkonvention steht fiir:

=—ba?, i=1,...,N. (7.5)

bj<0 firi=1,...,n : asymptotisch nichtfreie Theorie,

b >0 firi=n+1,...,N : asymptotisch freie Theorie.
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Abbildung 9: Beispielhafte schematische Darstellung zur Lage der Landau-Pole
fiir N =5 und n = 3.

Die Koeffizienten ergeben sich aus Abschnitt 3.8 zu:

nicht-SUSY: SUSY:
bi,abelsch = _% ZF %@) - % ZS %Z)’ bf,gs:;sch = _2 ZF Q?’L) - 2 ZS Q?’L)’
b= 2~ 450 1) 4 = 60 — 240~ 240

wobei auf eine GUT-Normierung bei den abelschen Wechselwirkungen verzichtet
wurde, da ein solcher Faktor in allen Parametern der im folgenden bestimmten
Fixmannigfaltigkeiten herausféllt.

Die Losungen der Eichkopplungs-RGG sind leicht bestimmbar:

~ 1

@io 1/b: Qo = Oéi(t(MO) = 0)’ ti =

14 bt t—1t;

(7.6)

i(t —_—
(t) bicio
Der Fall einer nichtgleitenden Eichkopplung b; = 0 ist ebenfalls méglich und wird
beispielsweise in einigen superstring-inspirierten Erweiterungen des MSSMs fiir
die starke Wechselwirkung in Ein-Schleifen-Ordnung oberhalb der Gaugino-Masse
angenommen [99] und fiir den Augenblick ausgeschlossen.
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Ein Teil der ebenen Fixlosungen der partiellen Differentialgleichung, die die In-
varianten des Renormierungsgruppenflusses fiir die denkbar einfache Koeffizien-

tenmatrix
(<5 0 o 0 )
0 —by --- 0
c =
0
\ 0o --- —by )
beschreibt: a1
— A2 -
RI(a) = — ;b,ai o = I(a) ;W,, (7.7)
ergibt sich aus den trivialen kartesischen Invarianten T? = —b;a; mit 7 = —b;;.
Weitere Fixlosungen werden von
j 7& 7 Ig = —biai + bjozj, ’)/ZO; = —bia,- — bjozj (78)

beschrieben, was N (N —1)/2 Fixebenen der Form b;c;; = b;c; entspricht. Sind bei-
de Kopplungen einer solchen Invarianten asymptotisch nichtfrei, so ist die Man-
nigfaltigkeit infrarot-attraktiv, wihrend fiir zwei asymptotisch freie Kopplungen
IR-Repulsivitét vorliegt (6.33). Alle weiteren Fixlosungen sind unphysikalisch,
da sie zu negativen Kopplungsquadraten « fiihren. Insgesamt ergibt sich das in
der folgenden Tabelle wiedergegebene Bild der physikalisch relevanten Fixhyper-
ebenen, die im nichsten Abschnitt als Parameter in die nichttrivialen Losungen
eingehen werden:

Attraktivitdt Fixebene Eigenfunktion
IR-attraktiv ¢,7=1,---,n: o; = I;—ioaj, —bia; — bja;
IR-repulsiv  ¢,j=n+1,---,N: a; = I;—Zaj, —bja; — bja;

Insbesondere das IR-attraktive Verhiltnis von zwei asymptotisch nichtfreien Eich-
kopplungen wird bei der Auswertung der nichttrivialen Fixmannigfaltigkeiten in
den konkreten Anwendungen von Nutzen sein.

Mit Hilfe der Charakteristiken fiir die sich hieraus ergebenden Fixgeraden

L_ b (7.9)

a Fay —1 o 5oy —1
Cilai, ) = (I;) "I (I;) = by b

2

folgen aus (6.32) und (6.33) des letzten Kapitels relative Attraktivitatskoeffizien-
ten von +1 im attraktiven und —1 im repulsiven Fall.
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7.2 Eine Yukawa- und N Eichkopplungen

In diesem Abschnitt werden die nichttrivialen Fixmannigfaltigkeiten fiir eine Yu-
kawakopplung und eine beliebige Zahl von Eichkopplungen exakt bestimmt. Wie
sich herausstellen wird, gehen neben den im letzten Abschnitt bestimmten Fix-
hyperebenen die Attraktivitdtskoeffizienten, die die Yukawakopplung mit jeweils
einer der Eichkopplungen bildet, als Parameter in die Fixmannigfaltigkeit ein.
Die Schnitte dieser einfachen Fixstrukturen mit dem nichttrivialen Fall ergeben
die Fixuntermannigfaltigkeiten und teilen die Fixmannigfaltigkeiten wiederum in
Sektoren, von denen einer die physikalischen Gegebenheiten wiedergeben wird.
Aus diesem Grund werden diese Koeffizienten und die Fixgeraden in einem ersten
Schritt bestimmt.

In der durch I = 0 beschriebenen Fixmannigfaltigkeit wird fiir die quadrier-
te Yukawakopplung y = Y?/47 ein moglichst einfacher Ansatz gewihlt: I =
1 — y F~'(a). Dadurch sind die Koeffizienten -y; der anomalen Dimension v die-
ser Invarianten in der Bestimmungsgleichung RI = 1), viz; festgelegt, und
die Differentialgleichung geht in eine symmetrische Form fiir die Eichkopplungen
tiber (7.22). Fiir diese Gleichung wird in dieser Arbeit gezeigt, daf ein Spezial-
fall der hypergeometrischen Differentialgleichungen existiert, der sich mit dieser
Gleichung identifizieren laft, womit zwei aus der Literatur bekannten Losungen
iibernommen werden kénnen. Eine weitere, fiir die physikalische Anwendung ent-
scheidende Losung, wird in den nachfolgenden Betrachtungen bestimmt. Ein zu-
sitzlicher homogener Term ist aufgrund der Skalierungsinvarianz ausgeschlossen.
Damit ergeben sich als Endergebnis die in den Beziehungen (7.32), (7.33), (7.34)
und (7.35) auf Seite 91 wiedergegebenen nichttrivialen Fixmannigfaltigkeiten.

Das vollstiandige Losungssystem wird im Anschlufs in Hinsicht auf die Einbettung
der IR-attraktiven Fixuntermannigfaltigkeiten untersucht. Es stellt sich heraus,
daf sie in zwei Klassen zerfallen: In die fiir diese Arbeit relevanten Fixmannigfal-
tigkeiten mit der am stirksten ausgepriagten IR-Attraktivitdt und solche, die im
UV auf asymptotisch freie Yukawakopplungen fiihren und als Zimmermann-artig
klassifiziert werden.

Der reine Eichsektor des letzten Abschnitts 7.1 wird nun um eine Yukawakopp-
lung y := Y?/4w erweitert, so daf die zu untersuchenden RGG dem folgenden
System entsprechen:
deZ'
dt

N
i=1,..,N, A= xa
=1

d
= —biaj, d—i =ay’ - Ay, (7.10)
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was auf die Koeflizientenmatrix

(—bl 0 -+ 0 |0
0 —by --- 0 |0

c=1| EPE (7.11)
0 - —by | 0
\—Xl —X2 XN @ )

fiihrt. Die Koeffizienten y; und a ergeben sich aus den allgemeinen RGG fiir die
Yukawakopplungen (3.20) fiir eine nichtabelsche und eine abelsche Wechselwir-
kung zu:

Xi = 6as cg) + 4dey cg) > 0,

1 !
Xi,abelsch = 60'22 Qg‘)Q + 622 Q,(SZ')Q > 0,
>0, (7.12)

Spur

a = G,lNF+2NF

wobei wie im vorhergehenden Abschnitt o. B. d. A. auf eine GUT-Normierung
der abelschen Anteile verzichtet wurde. >’ steht fiir die Summation iiber die
Felder, die iiber die zugehorige Yukawakopplung wechselwirken. Die Konstanten
a1, as und e, werden im nichtsupersymmetrischen und supersymmetrischen Fall
entsprechend der Tabelle 1, Seite 38, gesetzt. Die Dimensionen Np der Darstel-
lungen der Fermionen beinhaltet die Summation iiber alle nichtabelschen Wech-
selwirkungen der jeweiligen Yukawakopplung entsprechend den Termen in (3.20).

Die Invarianten der RGG werden somit durch
ol ol
RI(a,y)=—Y_ b,-a,?% +y(ay — A)a—y = I(a, ) (Z Vit + *yyy> (7.13)

beschrieben. Zusétzliche nichttriviale Fixhyperebenen existieren nicht, womit an
weiteren ebenen Fixlosungen nur noch die Fixgeraden zu bestimmen sind. Die
Eichkopplungen nehmen in diesem Fall entweder den Wert Null an oder stehen
mit einer nichtverschwindenden Eichkopplung a; # 0 geméf des letzten Ab-
schnitts dem Verhéltnis:

o b;
Vi#i: a=0Va=—ao.
b
Die Koeflizientenmatrix reduziert sich dann zu:
—b; 0

c= s

—b; Z (77j+1) a

bjaj=b;a;
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wobei die Grofken .
n; = Xi g (7.14)

eingefiihrt wurden. Entsprechend den in Abschnitt 6.3 durchgefiihrten allgemei-
nen Untersuchungen, lassen sich die drei Fixmannigfaltigkeiten und die zugeho-
rigen anomalen Dimensionen dieses System unmittelbar notieren:

Il = O, ylz—biai,

b; o
L = y- Z (mj+1)—1 =, Y2 = ay — by,
bjaj=b;a; a
I =y, w=ay—bo; » (g+1)
bjaj=b;a;

Das Ubersetzen dieser Fixlinien in die Fixpunkte der folgenden Kopplungsverhlt-
nisse fiihrt nach dem Schema (6.32) und (6.33), Seite 74, auf die entsprechenden
Attraktivitatskoeflizienten:

pi = P om= Y (+1) -1, (7.15)
bja;j=b;a;
pyi = 0: 7m=-—n, (7.16)
mit  p,; = ﬂ’ pliw .= E77. (7.17)
v Q; v a

Ist die Fixlosung p,; = png IR-attraktiv (n > 0), so ist p,; = 0 IR-repulsiv
und umgekehrt. Die Fixpunkte mit mehr als einer nichtverschwindenden Eich-
kopplung und deren Attraktivititskoeffizienten ergeben sich additiv aus denen,
die durch Nullsetzen aller Eichkopplungen mit Ausnahme von «; entstehen. Die

Koeffizienten 7; beschreiben die Attraktivitit dieser Fixlsungen:

b; Xi — b;

Pyi = Pyt = =T (7.18)

Die im weiteren bestimmten nichttrivialen Fixmannigfaltigkeiten werden sich
vollstéindig durch die Parameter p; ; und 7; fiir eine feste Eichkopplung «; cha-
rakterisieren lassen.

Nicht alle dieser Fixlinien bzw. Fixpunkte sind physikalisch realisierbar, da sie un-
ter Umsténden negativen Kopplungsquadraten entsprechen. So miissen die nicht-
verschwindenden Eichkopplungen entweder alle asymptotisch frei oder alle nicht-
frei sein. Fiir den Attraktivitétskoeffizienten 7; des Fixpunktes p; ; gilt (x; > 0!)
jeweils:

bi >0 =mn>—-1 bzw. b <0 = n < —1, (719)
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womit der zugehorige Fixpunkt fiir eine asymptotisch nichtfreie Eichkopplung «;
immer physikalisch und IR-repulsiv ist:

b;
bi<0 = n<-1 = ,OZ,Z- = ém > 0,

wahrend fiir eine asymptotisch freie Kopplung der Fixpunkt nur physikalisch ist,
wenn er auch IR-attraktiv ist (n; > 0):

b.
pZ’i=ém>0 = 73>0 & x;i>b>0.

Unphysikalische Fixpunkte p; ; < 0 ergeben sich somit nur fiir asymptotisch freie
Eichkopplungen, die schwach IR-repulsiv sind (—1 < 7; < 0). Dies ist im SM fiir
die schwache Wechselwirkung mit der Top-Yukawakopplung der Fall.

Fiir die Fixpunkte png > 0, die nicht in den kartesischen Fixhyperebenen lie-
gen, gilt dasselbe. Die nichtverschwindenden Eichkopplungen sind entweder alle

asymptotisch nichtfrei, was wegen 7 < —1 und

piffZé Y o (m+1) -1 >=2>0
bja;=b;joy

immer physikalische und IR-repulsive Fixpunkte impliziert oder sind alle asymp-
totisch frei, was nur dann zu physikalischen Ergebnissen fiihren kann, wenn

> o m+1)>1

bjaj=b;a;

gilt. Dies ist nur erfiillt, wenn der Anteil an schwach repulsiven Attraktivitétsko-
effizienten so gering ist, daf der Fixpunkt insgesamt noch IR-attraktiv ist. Die
physikalisch denkbaren Fixgeraden und ihre Attraktivitdtskoeffizienten sind in
der folgenden Tabelle zusammengestellt:

85



Attraktivitat Fixgerade Attraktivitatskoeffizient

IR-attraktiv oy =...=a,=0,7>n:
aj:0Vaj:£—]?ai7é0,
& Z (ﬂj + 1) >1:
bjaj=b;a;
physikalisch y = > (mi+1) - 1) bei - p= 3 (g;+1)—1>0
bjaj=b;a; bjaj=b;a;
IR-repulsiv. apy1=...=ay=0,7<n:
& aj:0Vaj:£—;ai7é0
physikalisch yz( > (77j+].)—].) hoi - p= 3 (g+1)—1<0
bjaj=b;a; bjoj=b;a;

Da keine weiteren Fixhyperebenen existieren, konnen sich diese Fixgeraden nicht
als Schnitte zweier ebener Fixlosungen ergeben und sind somit Bestandteile der
nichtrivialen Fixmannigfaltigkeiten.

Um diese zu bestimmen, wird fiir die Beziehung (7.13)

N+1 N+1

RI = Z xzczjxja IZ%J?,,
5,j=1 .
1= Z n; + 1)

mit der Koeffizientenmatrix ¢ (7.11) fiir die skalierten unabhéngigen Variablen z;

T = —bjy, Tny =

[ 1 0 0 0
0 1 0 0
c= 0 0
0 1 0
K7h+1 ne+1 - nv+1 1—5a)
der Ansatz
I=1—-2zy1F(zq,...,2N)

gewihlt, was wiederum SI = I erfiillen soll. Dies iibertragt sich auf die Funktion
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F(zy,...,zy) in Form von

N

oF
SF = i=— =—F, 7.20
2" (720
die wegen (7.13)
N N+1 OF N+1 N+1
$N+1 Z Z xicijxj£ -+ xN—H F Z C(N—H)ixi = (1 — xN—H F) Z YiZ;
=1 j=1 ¢ i=1 i=1

erfiillt. Diese Gleichung muf fiir alle Potenzen von z 1 separat giiltig sein:

N
x(J)V+1: Z%‘xizo = Vie{l,...,N}: % =0,
=1

, al OF
TNyt inci(N+l)£ =0= (Yn41 — cvsnyv)) F
i=1 t

= YN+1 = C(N+1)(N+1)

N N
OF
x}v+1 : E xicijxj% = —YN+1 — F E C(N—l—l)ixi- (721)
ij=1 ¢ i=1

Mit Hilfe von (7.20), (7.21), (7.11) und den Grofen z; := 1 — z; folgt:

N N N N

Zzi(l—zi)g—z = (mi+1)-1- (Z(m +1) -1 (m+ l)zi> F. (7.22)

=1 i=1 i=1 =1

Das Losen dieser partiellen Differentialgleichung ist im Rahmen dieser Arbeit da-
durch gelungen, dafs gezeigt werden konnte, dal das System der partiellen Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung, welches die Lauricella- Funktionen vierter Art
Fp (vgl. hierzu und zu allen weiteren Angaben dieser Funktionen Anhang F und
die dort angegebene Literatur) bestimmt, in einem Spezialfall in die Gleichung
(7.22) tibergeht (vgl. Anhang F, (F.26)). Diese Funktionen sind eine Verallgemei-
nerung der hypergeometrischen Funktion auf mehrere Parameter «, 81, B2, ...,
und Variablen z1, 2, . ... Sie sind fiir zwei Variablen mit der Funktion von Appell
erster Art und fiir eine Variable mit der Gaussfunktion identisch und erfiillen im
allgemeinen das Gleichungsystem:

. 0*F oF oF

Fiir mehr als zwei Variablen ist es bisher nicht gelungen ein geschlossenes Sy-
stem von Losungen anzugeben. Jedoch existieren fiir eine beliebige Zahl von n
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Variablen immer zwei Losungen von (7.23), die sich mit Hilfe der Funktion

rm “a 21y 2n
b (ﬁla"'aﬁn '

_ Z (a,my+ ...+ myp)(Br,m1) ... (Bn,mp) 27 20

(v,m1+ ...+ my) my! T my,!
darstellen lassen. Sie unterscheiden sich dadurch, daf sie entweder in (0,...,0)
oder in (1,...,1) schwach singulér sind. Wie sich zeigen wird, ist die Reduktion

der N Eichkopplungen auf N — 1 Eichkopplungsverhiltnisse immer moglich, wo-
mit sich das Losungssystem fiir bis zu drei Eichkopplungen vollstindig angeben
lakt. Fiir vier und mehr Wechselwirkungen geben die im folgenden bestimmten
Lésungen alle verlangten Eigenschaften wieder.

Die Losungen von (7.23) erfiillen fiir & = 1 zusétzlich die Differentialgleichung
(zum Beweis vgl. Anhang F):

Zzi(l—zi)ngy—l— (7—1—Zﬁizi) F, (7.24)

was fiir die Setzungen f; = 7; + 1 und v = §, = >_(n + 1) mit (7.22) identisch
ist. Damit lassen sich zum einen zwei, in der Literatur dokumentierten speziellen
Losungen angeben:

F =

1
RW) 7.25
(771+1a"'377N+1x1’ ’xN), ( )

1;2
F = (1=08,)F ’
m+1,....,nnv+1

31'1,...,.7,'N> 5 (726)

wobei im ersten Fall ein weiterer, hier vorliegender Sonderfall der Lauricella-
Funktionen im Form von 7y = ) 8 ausgenutzt wurde, der auf die Funktion R
von Carlson (F.27) fithrt. Diese ist in diesem Fall homogen vom Grad —1. Zum
anderen konnte in dieser besonderen Situation eine dritte, fiir beliebiges V giiltige
Losungsschar bestimmt werden (0. B. d. A. wird hier die erste Eichkopplung
ausgezeichnet):

o ta=1pm 1
T 2_5aan2+1a"'anN+1

$1,$1—$2,...,$1—$N>. (727)

Dak dies tatséchlich eine Losung von (7.22) ist, wird durch Einsetzen in (7.27)
verifiziert:

N N
oF oF
21(1 — Zl) Zz:; 8—2:1 — Zz:;(zl — Z; —+ 1)(2}1 — Zl)a—zz
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B, al OF OF
zl(l—zl)a—Zl—Zzz(l zi)a—zi+2z1;(1 zz)a—z
N N
OF
= —N'z(1-z 2 1— 2z F2
;z( z)af””;( Z)az (£.28)
N
= —;zi(l—z,)az+221F
N
= 1_5a_[_771_(2_5a)zl_Z(ni+1)(zl_zi+1) F
=2
N
= 1—5a—(1—5a—2z1+2(m+1)zi>F
=1

OF "
& Zzi(l_zi)a_zi:(s‘*_l_ <5a—1—2(m+1)zz-) F.

=1 =1

Diese Losung bildet, wie spater noch ndher erldutert wird, einen Sektor der Man-
nigfaltigkeit. Die gesamte Fixlosung ist entweder durch die ersten n asymptotisch
nichtfreien oder durch die (N — n) asymptotisch freien Eichkopplungen gegeben.
In jedem Sektor ist jeweils eine Eichkopplung, bzw. ihr Landau-Pol hervorgeho-
ben.

Zu jeder, der insgesamt vier speziellen Losungen kann die allgemeine Losung
(I*)~! des homogenen Problems von (7.22)

N N
a(la)—l . a\—1
;:1 Zi(l - zz) 8ZZ - (604 o ;:1 (7h + 1)2,) (I )
N are N
2 _ « i .
& ;_1 x; o = I ;_1 (m + 1)z (7.28)

hinzuaddiert werden:
N
(I%(z))"" = const. Hxi_"”"_l.
i=1

Zwar wurde die Skalierungsinvarianz (7.20) von F fiir die Herleitung von (7.22)
verwendet, was sich jedoch nicht automatisch auf die vier Losungen iibertrigt
(SF = —F muf noch gefordert werden). Die Skalierungsinvarianz ist unmittel-
bar dadurch gegeben, daf sich die speziellen Losungen (7.25) und (7.27) durch
die Carlson Funktion ausdriicken lassen (vgl. (F.28)). Es konnen allenfalls ska-
lierungsinvariante homogene Losung addiert werden, was fiir SI* = §,I* # I¢
nicht méglich ist. Fiir §, = 1 wird (7.22) homogen mit der Losung F o< [Ja "1,
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was fiir physikalische Parameter nicht verwirklicht ist. Die Losungen (7.25) und
(7.27) stellen deshalb die Fixmannigfaltigkeiten dar.

Die spezielle Losung (7.26) ist nicht skalierungsinvariant, denn sie erfiillt aufgrund
der verwandtschaftlichen Beziehung (F.14):

N
= —F+ HZi_m_l.
=1

Der homogene Teil der allgemeinen Losung F' — F + const.(1*)~! muf so einge-
schriankt werden, daf die Skalierungssymmetrie erfiillt ist, was von

1—6, 1:2
po- 7ng>( _)
S

m+1,...

B (_ﬁ>—m—1R(N) ( b0 — 1

§ s m+1,...
mit einem beliebigen Skalierungsparameter s geleistet wird. Fiir zwei Eichkopp-
lungen reduziert sich diese Losung mit Hilfe der Wahl s = z; fiir n; < 0 (firn =0
konvergiert die Losung in keinem der Fixpunkte des Eichsektors) zusammen mit
(F.11), (F.33) und (F.31) auf die schon bekannte Losung (7.27). Fiir mehr als zwei
Eichkopplungen sind Verallgemeinerungen der Transformationen (F.31) nicht be-
kannt. Die Summanden der Losung (7.29) sind jedoch in dieser Form in jedem
Fall nicht wohldefiniert. Da der Konvergenzradius der ersten Lauricella-Funktion
auf |z;/s| < 1 beschrénkt ist, kann fiir die zweite s nicht so gew#hlt werden, daf
fiir alle 4 gleichzeitig |s/z;| < 1 erfiillt ist'®. Aus diesen Griinden wird (7.29) im
folgenden nicht weiter diskutiert.

SF=—-F+F

y—=y—1

I

1- i) (7.29)

Insgesamt ergeben sich somit zwei Mannigfaltigkeiten aus I = 0:

5 _ % pwy L oo E (7.30)
Y 1— 46, m+1.,my+1]s s

5 _%pw 1 Tt T T TN (737)
Y i 2—=0asm2+1,..ony+1| s s S s s

Der Parameter s ist beliebig, was bei der graphischen Darstellung ausgenutzt
werden kann. Ublicherweise werden z.B. im Standardmodell s = a3 oder s =
a1 + ag gewahlt [21].

O. B. d. A. ist im zweiten Fall die erste Eichkopplung hervorgehoben. Diese
Losung fiihrt, wenn der Fixpunkt p,; IR-attraktiv ist (7, > 0), auf physika-
lische Yukawakopplungen (y > 0), wihrend dies fiir die erste nur gilt, wenn

OFiir Argumente gleich eins sind die Lauricella-Funktionen unter Umstinden schwach sin-
gulr.
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do = Y_(n+1) > 1 erfiillt ist. Die zweite Losung (7.31) ist dann wohldefiniert,
wenn b;c;/biay < 1 ist, was bedeutet, dak der Landau-Pol ¢; der kleinste der
asymptotisch nichtfreien bzw. der grofite der asymptotisch freien Eichkopplun-
gen ist.

Die moglichen nichttrivialen und physikalischen Fixlosungen werden im folgen-
den zusammengefafit, nachdem mit Hilfe von (F.6) die Ordnung der Lauricella-
Funktionen um eins reduziert wurde, wobei der Parameter s herausfillt!!:

R) n=0, 6,>1:

aN a/bN F(Nfl) 1; 0q
m+1,.

bion 1_ leaNl)

Yy 6o — 1 P coynv—1+ 1 bvay’ byon
(7.32)
(Z') n=N
AN _ a/by Fv-1) 1; 04 . biay 1— by_1an_1
Yy P m+1...,0v-1+1 bvay’ byay
(7.33)
(R) 0<n< N:n Sektoren i < n jeweils fiir b;co;; < b1y, ..., byay
Q; a _(N-1) Ll—m bioy byay
%_ 9 p na o ONeN 7.34
y  bim " ({---,77+1,---}/{77i+1} bi; b;cv; (7.34)
(Z) 0<mn< N:N—n Sektoren i > n jeweils fiir b;c;; > bp 1041, --,bnayn
Q; a (N-1) Ll—m biay byan
%_ 9p ne 7.35
y b P <{"'777+1a"'}/{ni+1} bi; b;cv; (7.35)

"Dije Auszeichnung der Eichkopplung ay in der aus (7.30) hervorgehenden Beziehung ist
nur scheinbar. Mit (F.6) kann sie durch jede andere ersetzt werden.
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Diese Losungen zeichnen sich durch die folgenden Eigenschaften aus, wobei Fix-
mannigfaltigkeiten, die im UV auf asymptotisch freie Yukawakopplungen fiihren,
entsprechend des Programms der Reduktion der Kopplungen (vgl. Abschnitt 5.2)
als Zimmermann-artig (Z) und im anderen Fall als reguldr (R) bezeichnet werden:

e (R’): Alle Fixlosungen des reinen Eichsektors sind in diesem Fall physika-
lisch und IR-repulsiv. Die nichtverschwindenden Fixgeraden, die die Eich-
kopplungen mit der Yukawakopplung eingehen, sind genau dann physika-
lisch, wenn sie auch IR-attraktiv wirken. Diese liegen alle in der nichttri-
vialen Fixmannigfaltigkeit, was sich am einfachsten an (7.30) ablesen l&ft:

1 a @) LY (n+1)
— 1, 1+ biozl-
y o 1= P\ B0, 3 (n+1)
1 a
_ . 7.36
S 1+ 1) - Lha, (7.36)
ba=b;a;

Die nichtrivialen und unphysikalischen Fixgeraden werden nicht erreicht.
Stattdessen verschwinden die Yukawakopplungen identisch. Im UV strebt
die Fixlésung gegen

blal =...= bNaN, Yy bNaN

_a
a1
und ist somit reguldar. Dagegen strebt die Losung im IR, wenn z.B. der
Landau-Pol ¢y zuerst erreicht wird, entweder gegen y — bl"%a]v, falls dies
physikalisch ist, oder gegen y — 0.

e (Z’): In diesem Fall sind alle Fixgeraden des reinen Eichsektors physikalisch
und IR-attraktiv, wihrend die Fixgeraden mit y # 0 simtlich physikalisch
sind, jedoch beziiglich der Yukawakopplung IR-repulsiv. Diese Fixgeraden
sind nicht in dieser Fixmannigfaltigkeit eingebettet, was sich &hnlich wie
in (7.36) zeigen lakt, wobei beriicksichtigt werden muf, dak die Funktion
nur dann fiir z; = 1 konvergiert, wenn v > §; + 1 gilt (vgl. Anhang F,
(F.11)). Stattdessen verschwindet die Yukawakopplung dort identisch. Im
IR (byoy = ... = byay) verhilt sich die Losung wie y — Jaa’leaN bzw.

fiihrt im UV auf asymptotisch freie Yukawakopplungen, weswegen diese
Losung als Zimmermann-artig charakterisiert wird.

e (R): Die stark IR-repulsiven (n < —1), physikalischen und nichttrivialen
Fixgeraden liegen in diesem Fall immer in der Fixmannigfaltigkeit, was fiir
die IR-attraktiven nur dann gilt, wenn sie in einem Sektor, der durch den
Landau-Pol der i-ten Eichkopplung dominiert ist, die Ungleichung

—i> Y, (1) >1 (7.37)

b>0,bjaj=ba
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erfiillt, wodurch unter Umsténden nicht alle nichttrivialen Fixgeraden sich
als Schnitte dieser Fixmannigfaltigkeit mit den Fixhyperebenen ergeben.
Ist dies der Fall, so muf noch eine weitere nichttriviale Fixmannigfaltigkeit
existieren, eine Liicke, die von (Z) geschlossen wird. Die IR-attraktiven
(n > 0), physikalischen und nichttrivialen Fixgeraden liegen in der Fix-
mannigfaltigkeit (R). Im IR, wenn z.B. die N-te Eichkopplung singulir
wird, strebt die Yukawakopplung, falls das Fixverhéltnis y = bl"%a]v <0
unphysikalisch ist, gegen Unendlich, was mit (F.5) folgt oder erfiillt im
physikalischen Fall gerade wegen (F.6):

Y Mibicy; (1 _ bNaN) Fg)( Ll—mn
ay  aay bicy; =1 — NN

bins o, was einer reguldren Losung
a

~1
;b b

1) . NiON TIN N"?N‘
a a

Fiir den UV (a; — 00) gilt dagegen y —
entspricht.

e (Z): Bei dieser Mannigfaltigkeit wird die Rolle der Landau-Pole des UV
von denen des IR {ibernommen, was in gewisser Weise einen Tausch bei der
Einbettung der Fixgeraden bedeutet. Die IR-repulsiven, mit n < —1, physi-
kalischen und nichttrivialen Fixgeraden liegen genau dann in der Fixlosung,
wenn sie im Sektor der i-ten Eichkopplung der folgenden Ungleichung ge-

niigen:
n < — Z (n; +1).
b<0,bj aj=ba

Anderenfalls werden die nichttrivialen Fixlinien nicht erreicht, stattdessen
wird die Yukawakopplung asymptotisch frei. Die attraktiven, physikalischen
und nichttrivialen Fixgeraden sind wie bei (R) Untermannigfaltigkeiten
der hier betrachteten Fixmannigfaltigkeit. Im IR ist das Verhalten mit (R)
identisch, wihrend im UV die Yukawakopplung verschwindet, was die Kenn-
zeichnung rechtfertigt.

Die nichttriviale N-dimensionale Fixmannigfaltigkeit besteht somit aus einem
reguldren und einem Zimmermann-artigen Anteil, deren Untermannigfaltigkeiten
sich als Schnitte mit den zuvor bestimmten Fixhyperebenen ergeben. Praktisch
bedeutet dies, daf die Argumente der unterschiedlichen Losungen Null oder Eins
werden, womit sich die Ordnung der Lauricella-Funktionen im ersten Fall trivial
und im zweiten unter bestimmten Randbedingungen (vgl. Anhang F) um eins
reduziert, was sich sukzessiv bis zum Fixpunkt im Ursprung fortsetzen 1aft.

Damit sind alle Fixgeraden, die unabhéngig von der Kenntnis der hherdimensio-
nalen Fixmannigfaltigkeiten bestimmt werden konnten, verstanden und es gibt
keinen unmittelbaren Hinweis auf unbekannte Fixmannigfaltigkeiten. Diese konn-
ten fiir mehr als drei Eichkopplungen zwar durchaus existieren, da das vollstan-
dige System der Losungen in diesem Fall aus der mathematischen Literatur nicht
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bekannt ist; derartige zusdtzliche Losungen scheinen jedoch als folgenden Griin-
den unwahrscheinlich: in dem zuvor bestimmten Satz von Ldsungen dominiert
jeder Landau-Pol bzw. die unendlichen Impulsskalen fiir n = 0 und n = N genau
einen Sektor. Fiir diesen Teil des Parameterraums kénnen die Losungen mit Ab-
strichen direkt durch Integration iiber die Impulsskala ¢ bestimmt werden (vgl.
Anhang E), wobei die Fixmannigfaltigkeiten nur unvollstdandig durch Randbedin-
gungen des UV bzw. IR charakterisierbar sind: Die homogenen Losungen werden
hierbei nicht fixiert.

Die Sektoren der Mannigfaltigkeit (R) gehen stetig differenzierbar ineinander
iiber, wie ausfiihrlich in Anhang E gezeigt wird. Allerdings sind die Lésungen an
den Grenzen ihrer Sektoren nicht beliebig oft differenzierbar. Fiir zwei aneinander
grenzende Sektoren

. . L) (L1-m |1
f({]j — b1a1> :@: z>1: Z_TEFD (7)2+"11 5)
barz Py,2 z<1: FY (17’7:—22 ‘a:)

wobei zur Vereinfachung alle anderen Eichkopplungen als in einer Fixhyperebene
liegend angenommen werden, also 7,2 + 1 auch fiir die Summe von Attraktivi-
tatskoeffizienten stehen kann. Die k-fache Differentiation und Grenzwertbildung
an der Stelle z — 1% ergibt mit Hilfe von (F.16) und (F.11), dak f(x) an der
Stelle z = 1 maximal [—1; — 1o — 1]g-fach stetig differenzierbar ist. Die eckigen
Klammern stehen hierbei fiir die Gaussklammern. Dies hat mehrere Konsequen-
zen:

e Die Mannigfaltigkeiten sind nicht beliebig glatt. Spitestens in der Ord-
nung [—n; — mq]g wird die Differentiation unstetig. Im néchsten Kapitel
werden die moglichen Wertebereiche der Attraktivitdtskoeffizienten stark
eingeschrankt.

e Der Ubergang zwischen zwei Sektoren mit repulsiven Attraktivititskoeffi-
zienten 7,2 < 0 ist immer stetig, was sich insbesondere auf die Mannigfal-
tigkeit (R) iibertrdgt. Die Koeffizienten im Fall von (R) fiihren aufgrund
ihrer starken Repulsivitdt 7,2 < —1 zu einer mindestens einmal stetig dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeit, was sich mit dem Umstand deckt, daf die
Fixebene b;a; = by hier eine IR-attraktive physikalische Fixebene ist:
Das Zusammenfallen der UV Landau-Pole wird bevorzugt.

e Entsprechend grenzen alle anderen Sektoren unstetig aneinander. In allen
physikalischen Modellen, die im weiteren Verlauf dieser Arbeit untersucht
werden, liegen die unstetigen Bereiche entweder im unphysikalischen Be-
reich oder die Zimmermann Lésung wird von einem einzigen Sektor aufge-
spannt.

94



Es existieren somit immer zwei Fixmannigfaltigkeiten, beide mit derselben Ei-
genfunktion v = ay > 0, woraus sich ablesen laft, dak beide IR-attraktiv sind.
Um zu entscheiden, welche von beiden vom Renormierungsgruppenflufs bei der
Evolution vom UV zum IR bevorzugt angestrebt wird, wird der Fall 0 <n < N
betrachtet. Es geniigt, einen Sektor mit einer einzelnen Eichkopplung o; zu unter-
suchen, wobei dies nur Sinn macht, wenn die zugehdrige nichttriviale Fixgerade
physikalisch ist (7; < —1 V n; > 0). Ist sie attraktiv (n; > 0), so sind die bei-
den sich ergebenen Untermannigfaltigkeiten, entsprechend den vorangegangenen
Untersuchungen, identisch mit der Fixgeraden, was im {ibrigen fiir die spéiter
untersuchten Modelle im IR Grenzfall immer eintritt.

Unterschiedliches Verhalten der beiden Fixmannigfaltigkeiten ergibt sich im stark
repulsiven Fall (1; < —1). Die reguldre Mannigfaltigkeit reduziert sich auf:
a 'y

bini o

IR(OZ;,gZ' =0) =1-

wihrend im Zimmermann-artigen Fall fiir z.B. den von ay dominierten Sektor
die Invariante nicht konvergiert, wie mit (F.5) und (F.11) folgt:

1 7O (1;1 —nn | by )
ni+1 |byvan
— 01— 1 bz i —mi—l
= 1 L2y O (TN iy R
NN n; +1 an—0 byay byan
o yT=m)(—m) . (bvan)”
bimic; T(=ni—nn) ex—0\ by .

a
1 i=0) = 1——y li
z(az ) 77Ny alerIBO byan

Diese Moglichkeit ist somit mit der Invarianten y = 0 dquivalent:

=2 o = ay — bimio
bz"h a’i7 7 ISR

a 'y /

I,=1— ——, =ay; I
R bt 0 Tr Z

Diese System reproduziert mit den Invarianten «;, Iha; und I,; den durch
(6.3) beschriebenen Fall, womit sich die grofere Attraktivitdt der Losung (R)
gegeniiber (Z) ergibt.

Mit den Fixmannigfaltigkeiten (7.32), (7.33), (7.34) und (7.35) auf Seite 91 ist
somit ohne Einschrinkungen die gesamte Fixstruktur fiir eine Yukawakopplung
und einer beliebigen Zahl von Eichkopplungen fiir ein allgemeines Modell mit
Eichgruppe G bekannt.
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7.2.1 Der Fall einer nichtgleitenden Eichkopplung

In den bisherigen Untersuchungen wurde der Fall einer zumindest in niedrig-
ster Ordnung der Storungstheorie nichtgleitenden Eichkopplung da/dt = 0 bzw.
b = 0 ausgelassen, da weder Fixgeraden existieren, fiir die diese Eichkopplung
nicht verschwinden, noch sich Attraktivitdtskoeffizienten einfiihren lassen. In ei-
nigen superstring-inspirierten Szenarien [99] wird dies z.B. fiir die starke Wech-
selwirkung fiir mittlere Skalenbereiche in Ein-Schleifen-Ordnung angenommen,
weswegen an dieser Stelle kurz auf diese Moglichkeit eingegangen wird.

Fiir den Sektor der N-ten Eichkopplung einer der beiden Mannigfaltigkeiten ist
im Falle by — 0 der folgende Grenziibergang zu bestimmen:

b1a1 b2a2 ) (7 38)

bNa’N’ bNa’N’

an a PO ( Ll—mnN

— = lim
Yy by b1—0 Tame 1.

Dieser Limes entspricht genau dem Grenziibergang, der auf die sogenannte kon-
fluente Form der Lauricella-Funktionen <I>(Dm’") fithrt (F.19). Unter Verwendung
der Reihenentwicklung (F.1) ist dieser Grenzwert dem Ubergang

i X1 biog \™ _ [ X1 ™
1m -—,my =
b1—0 bl bNaN bNaN

dquivalent'?. Insgesamt wird (7.38) damit zu:

an a U1 ( Il —nn (7.39)

y  byny m+1,...

X100 bocvs )

bNCVN’ bNQ’N’ o

Aufgrund des Ausnahmecharakters dieses Spezialfalles werden die Eigenschaften
dieser Losung nicht ausfiihrlich diskutiert. Ein physikalisches Beispiel wird in
Abschnitt 10.5 besprochen.

Als Beispiel fiir die Veranderungen, die durch das Nichtgleiten einer Eichkopp-
lung entstehen, wird exemplarisch der Fall ap = ... = a; 1 = o471 = ay =0
notiert, in dem die konfluente Lauricella Funktion mit der Kummer-Funktion ;Fj

identisch ist [117]:
X101
bNO!N ’

Fiir ay — oo strebt die Yukawakopplung unveridndert gegen die Fixgerade y —

bf"%oqv, wihrend fiir ay — 0 der Fixpunkt y — XXy = const. erreicht wird.

an a

Yy B bnnN

1By <1, 1 —nn

12(m,n) := T(m + n)/T(m) ist das sogenannte Pochhammersymbol.
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7.2.2 Allgemeine Losung und Bassin der Attraktion

Die allgemeine Losung fiir beliebige Anfangswerte (a§°), s, ag\?), y(©) 14kt sich
mit Hilfe der gewonnenen Fixmannigfaltigkeiten ausdriicken:

1 1 1 1 AN
@‘y*(a):<y<a<°>>‘y*(a<°>>>g(w> - 00

wobei y*(a) wahlweise fiir die Fixmannigfaltigkeit y}(«) (7.34) bzw. fiir den
Zimmermann-artigen Fall y% () (7.35) steht. Anhand von (7.40) kann leicht das
Verhalten des RGFes in der Nihe der Fixmannigfaltigkeiten studiert werden. Fiir

N o —ni—1
H (T:))) ~0

i=1 \ %

ist jedoch an dieser Stelle klar, daf sich die Losung in der Néhe der jeweiligen
Fixmannigfaltigkeit befindet.

Ist der kleinste Landau-Pol im UV durch die Eichkopplung o4 bzw. der gréfite im
IR durch ay bestimmt und der Evolutionsweg hinreichend lang, d.h. liegen die
Anfangswerte weit im UV, so ergibt die Entwicklung um die jeweilige Fixlosung
im IR, wenn der zugehérige Fixpunkt attraktiv ist (ny > 0):

1 1 1 O[?V o (05} —m-l 1 bNaN miN =l
v o T\ Gy % !
Yy Yr Y o N 1001

1 - 1 1 Ot?v - (03] —m-1 bNO!N m-ny -1
O BN O} an 1=3

Yy Yz Y o an 101

B L'(=m —nw) (a_N)* (_bNOKN>m+1L (1_ bNaN)—m—mv—l
L)1 —nn) \ y bioy an bioy .

Gilt y© > 45 (), so folgt mit (F.32) in beiden Féllen:

r 1 L'(=m —nw) (a_N)* (_bNozN)771+1 1 (1 _ bNOéN)_m_nN_l
y  yy T)P(l—nn) \ y biay ay biay

1

g’

d.h. der RGF strebt fiir die Parameterbereiche, fiir die die Anfangswerte der
Yukawakopplung oberhalb der Zimmermann-artigen Losung liegen, auf die at-
traktivere Fixlosung y; zu. Im anderen Fall gilt dies fiir y}. Die diskutierten

Parameterbereiche werden Bassin der Attraktion der zugehorigen Fixmannigfal-
tigkeit genannt [118].
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7.3 Mehrere Yukawakopplungen und N Eichkopplungen

Aufbauend auf den Ergebnissen der Abschnitte 7.1 und 7.2 wird hier der Fall von
M Yukawakopplungen und N Eichkopplungen untersucht. Die Hyperebenen des
reinen Eichsektors sind auch in diesem groferen Sektor Fixmannigfaltigkeiten,
nun der Dimension N + M — 1. Dies gilt jedoch im allgemeinen nicht fiir die in
Abschnitt 7.2 bestimmten nichttrivialen Fixlosungen, die hier Fixuntermannig-
faltigkeiten der Dimension N beschreiben, d.h. wenn bis auf eine alle Yukawa-
kopplungen in ihren kartesischen Fixhyperebenen verbleiben. Trotzdem konnte
die Fixmannigfaltigkeit eines eingeschrinkten Teils dieses Sektors bestimmt wer-
den, die fiir eine Vielzahl von physikalischen Fragestellungen relevante Teile des
Parameterraums beschreibt.

Die Vorgehensweise ist wie folgt: Nach der Bestimmung der einfachsten, iiber
den zuvor gelosten Fall einer einzelnen Yukawakopplung hinausgehenden Fixhy-
perebenen bzw. -geraden und deren Attraktivitdtskoeffizienten, die auch hier als
Parameter in die nichttrivialen Fixmannigfaltigkeit eingehen, wird fiir diese In-
variante der folgenden Ansatz gewéhlt: I = 1 — R(y)/F(«). Dabei werden die
im letzten Abschnitt bestimmten Lauricella-Funktionen fiir die Eichkopplungen
verwendet, die hier noch einmal in (7.46) wiedergegeben werden, womit sich die
Bestimmungsgleichung formal von den «; entkoppeln l4ft. Die Invarianz der Fix-
mannigfaltigkeit unter S iibertrigt sich nun auf die zu bestimmende Funktion R
in Form einer spezielleren Skalierungsinvarianz, die die Yukawakopplungen unab-
héngig vom gesamten Parametersektor betrifft und die Konstante k = 1 festlegt,
was auf die partielle Differentialgleichung (7.51) auf Seite 102 fithren wird.

Diese letzte Beziehung ist formal identisch mit (7.22) des letzten Abschnitts auf
Seite 87, womit die dort diskutierten Losungen sofort iibertragen werden konnen
und es sich bei der Funktion R wiederum um eine Lauricella-Funktion handelt.
Von den drei zuvor diskutierten Losungen wird durch die vorliegenden Parameter
eine eindeutige Wahl getroffen, womit sich das in (7.52) auf Seite 102 wiederge-
gebene Losungssystem ergibt, deren einzelne Sektoren sich wiederum durch die
zuvor bestimmten Fixhyperebenen dieses Sektors erschliefen. Um eine Vorstel-
lung der generellen Losungstruktur zu vermitteln, wird diese in (7.53) auf Seite
103 stilisiert notiert.

Die Beschrankungen der Giiltigkeit dieser Lésungen bestehen in zwei Umsténden.
Zum einen werden Eichkopplungen betrachtet, die in den Yukawa-RGG identisch
eingehen. Dies ist entweder in dem jeweiligen Modell verwirklicht und damit keine
Einschriankung, wie z.B. in den links-rechts-symmetrischen Modellen, oder zumin-
dest im IR gemaf Unterabschnitt 7.2.1 eine erste Ndherung, wenn der kleinste
Landau-Pol zu einer abelschen Wechselwirkung gehort, dieser weit oberhalb des
IR liegt und der Evolutionsweg hinreichend lang ist. Hinzu kommt, daf die Kopp-
lungen des reinen Eichsektors — wie weiter unten angegeben — gewihlt werden
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miissen. Damit bleibt fiir zwei Yukawakopplungen das Ergebnis allgemein giiltig
und fiir eine hohere Zahl zumindest in einer Vielzahl von Fillen anwendbar.

Es werden nun die folgenden RGG betrachtet:

doy 2 dy, }M:
dt = —biai, —dt = yj cjkyk — A s (741)
k=1

N
i=1,..,N, j=1,....M, A=) ya,

i=1

wobei die Koeffizienten b; und y; sich aus den letzten beiden Abschnitten ergeben,
wahrend die ¢;; des reinen Yukawa-Sektors die folgende Form besitzen:

) airi=g .
Cij = Z,]—l,...,M. (742)

dj<aj:i7éj

Dies entspricht fiir die Kopplungen = = (ay,- -+, an, y1, - -, yu) der Koeffizien-
tenmatrix:

(_bl 0 - 0 |0 --- 0 \
0 by --- 0 |0 - 0
0o .- by | O -0
c= . (7.43)
_Xl —X2 ... —XN al . e dM
X1 —=X2 - —xn|di - du
\ —X1 —Xz - —Xn|di - am

Neben den zusétzlichen kartesischen Fixhyperebenen der Yukawakopplungen exi-
stieren — dhnlich wie im reinen Eichsektor — Fixhyperebenen, die aus dem reinen
Yukawasektor hervorgehen:

I = (ai—di)yi — (a5 — dj)y;,

M N
W = (o= diyi+ (a5 — d)y; + D ditle = D Xnoue- (7.44)
k=1 k=1

Diese sind wegen a;—d; > 0 immer physikalisch und die Schnitte mit allen anderen
Fixmannigfaltigkeiten ergeben wiederum die ebenen Fixuntermannigfaltigkeiten.
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Erneut kénnen nicht alle 2¥+™ — 1 Fixgeraden mit diesen Fixhyperebenen er-
klart werden, womit auch in diesem Sektor nichttriviale Fixmannigfaltigkeiten
existieren miissen. Die Attraktivititskoeffizienten fiir das auf zwei Yukawakopp-
lungen y; und y; reduzierte System ergeben sich entsprechend den Ergebnissen
aus Abschnitt 6.3 aus der Koeffizientenmatrix:

a; dj

dz’ a;
Fiir die Fixgeraden mit 4,57 =1,..., M, 7 # j gilt:

d;i—a;
a; ’

IZ = (ai — dz)yz — (U,j — dj)yj, ’Y% = a;Y; + a;Y;, 77%- = _ﬁ‘
ny

J

I} = (a; — di)yi, % o= ayi+diy;, =
(7.45)

Wegen a; > d; sind die trivialen Fixgeraden alle schwach repulsiv —1 < 7/ < 0
und die sich aus I}; = 0 ergebenden, immer IR-attraktiv'®: 0 < 7¥, < 1.

Unter den zu Beginn genannten Voraussetzungen kann fiir die nichttriviale Fix-
mannigfaltigkeit der folgende Seperationsansatz gewihlt werden:

R(ys, - - yum)
F(ay,...,an)’

I(‘xl:"'amN+M) =1-

mit den Funktionen F'(«) des letzten Abschnitts

1 1 N-1) 1'(5(1
R.Z): F(a) = ha ’
( ) ( ) 5a—1bNO[N b (771+1,...,77N_1+1

1 biay
bNOéN’ R I

b ) (746

bia/i,...

1 _vop LT —mn
R,Z): Fla)=— F
(R.2): Hl) = ({...,n+1,...}/{m+1}

mit &, := SN, (m; + 1), deren Eigenschaft trotz des grokeren Sektors aufgrund
der Koeffizientenmatrix (7.43) giiltig bleibt:

RF (o) = -1+ F(a)A(a). (7.47)

Die Wahl §I = 0 iibertragt sich wegen SF' = —F' auf die zu bestimmende
Funktion in Form von SR = —R. Damit 14£t sich die Invariante wie folgt notieren:

Iz, Tyng) = 1 — R((a1 — ) F(a),. .., (ayr — da)ynF (),  (7.48)

13 Alle Koeffizienten sind mit dem entgegengesetzten Vorzeichen wie in (6.33) versehen, da
hier keine asymptotisch frei Eichkopplung als Referenz verwendet wird.
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womit sie insbesondere unter dem folgenden spezielleren Skalierungsoperator in-
variant ist:

SyR((a —d) yF(a)) = ﬁ:yia%R((a —d) yF(a)) - —R((a —d) yF(a)).

(7.49)
Die anomale Dimension der Invarianten RI(x) = ~(z)I(z) muf auch in diesem
grokeren Sektor Svy(xz) = ~y(z) erfiillen, jedoch wird nicht mehr die Einschrin-
kung auf eine lineare Funktion getroffen. In der Form (7.48) werden simtliche
Yukawakopplungen gleich behandelt, so daf die anomale Dimension nur von den
Eichkopplungen abhéngen kann: v = v(«).

Wie eingangs erwihnt, sind die Fixmannigfaltigkeiten des letzten Abschnitts fiir
mehrere Yukawakopplungen keine Invarianten der selben Dimension mehr, son-
dern stellen Untermannigfaltigkeiten dar:

M
1
Rz := R(l — (a; — dz)yzF) = in(l —2) — (1 —z) Zdjyj-
i=1

Erst im Fall y;; = 0 ist auch dies eine Gleichung der Form RI = /. Dadurch,
dak die Summe im letzten Term fiir 2; nicht von 7 abhéngt, fithrt (7.3) dennoch
auf eine auswertbare Form:

RI(z) = —Fia) > a1~ z,-)a%R(z) + 2 di ) (1~ zj)aisz(z)
= 7(@)I(2) =7(e)(1 - R(2)),
& D aull- zi)a];fz(j) =7(@)F(e)(R(z) —1) - R(z) (% -2q Ci a 2) ,

(7.50)
wobei das Skalierungsverhalten (7.49) ausgenutzt und

<AyS| L4
5‘1/::2(?—“) :Zdi—ai

=1 t =1

eingefiihrt wurde. Durch (7.50) ist die anomale Dimension bis auf einen konstan-
ten Faktor festgelegt:



womit die Abhéngigkeit von den Eichkopplungen nicht mehr explizit ist:
/1
; azz k—(éy—k—i;(n—?Jrl)zi)R.

Diese Gleichung ist nur fiir k¥ = 1 skalierungsinvariant unter (7.49), so daf sich
fiir eine normierte Funktion R die folgende Gleichung ergibt:

_ M R Mol
R:=(1-3,)R: Zzz-(1—z,-)£:5y—1— %—1—2(?“)
i=1 ? L

=1

Z; R,

(7.51)
die mit dem Fall einer einzelnen Yukawakopplung (7.22) formal identisch ist.
Somit konnen die dort angegebenen Ergebnisse (7.25) und (7.27) (Seite 88),
iibernommen werden. Eine homogene Losung wird wiederum durch eine Ska-
lierungsinvarianz ausgeschlossen, in diesem Fall durch (7.49). Die Argumente der
Fixmannigfaltigkeit sind wie dort Fixhyperebenen und nun durch die des reinen
Yukawasektors (7.44) bestimmt. Die Koeffizienten der RGG des reinen Eichsek-
tors zerfallen nicht wie dort in zwei Klassen, so dafs nicht auf einen Zimmermann-
artigen Fall fiir den hier untersuchten Yukawa-Sektor eingegangen werden muf.

Die aus (7.25) hervorgehende Losung konvergiert wegen a; > d; > 0 fiir keine der
Fixuntermannigfaltigkeiten, die diesen Sektor auf eine einzelne Yukawakopplung
ungleich Null zuriickfiihrt. Insgesamt bleibt eine einzelne Fixlosung I(z) = 0
zuriick, die in M Untersektoren zerfillt:

1
1 = —np R
& 20yt 1.t
M

(a1 —d)yF(@), [(a1 — d)ys — (ag — d2)ya] F (@), -,

,o [(ar — d)yn — (am — dM)?JM}F(Oé)),

was mit (F.6) in die (V + M — 1)-dimensionale Fixmannigfaltigkeit iibergeht:

lF(M—l) 1;1 —
b —dy yl’ ’ di %

1
?l
Y1 %+1, n%+1a

—dayp MW) = a; F(o) (7.52)

Sie ist wegen (vgl. (6.11))



fiir den physikalischen Teil des Parameterraums immer IR-attraktiv. Alle anderen
Untersektoren ergeben sich dadurch, daf anstelle von y; in (7.52) eine der anderen
Yukawakopplungen diese ausgezeichnete Rolle iibernimmt. Die Untersektoren der
sich so ergebenden Fixmannigfaltigkeit gehen entsprechend den Betrachtungen im
letzten Abschnitt wegen

1 1 ; ;
[——y——y—l} =[— @Y% 4] s
o G di —a; dj—a G

mindestens einmal stetig differenzierbar ineinander iiber. [ |g steht hier wieder-
um fiir die Gaussklammer.

Die zusétzlichen Fixuntermannigfaltigkeiten werden durch die Schnitte mit den
Fixhyperebenen des Yukawasektors erreicht, also entweder fiir (a; —d;)y; = 0 oder
(a; — d;)y; = (a; — d;)y;, ein Ubergang, der wegen a; > d; > 0 immer konvergent
ist und damit alle nichttrivialen unter den 2¥+™ — 1 Fixgeraden bzw. -punkten
erklart.

Um die Struktur der in den letzten beiden Abschnitten bestimmten Fixmannig-
faltigkeiten zu verdeutlichen, wird die Losung (7.52) stilisiert in ihrer Struktur
wiedergegeben:

YUKAWAKOPPLUNG

EICHKOPPLUNG (7.53)

(YUKAWAKOPPLUNG) * )
EICHKOPPLUNG
1.1+ N .

F ATTRAKTIVITAT |_Yukawak.-Verhéltnis

Yukawasektor I S (Yukawak.—\/erhiiltnis)*

Attraktivitat

F. 1.1+ ATTRAKTIVITAT | Eichk-Verhaltnis
Eichsektor 1 Attraktivitst (Eichk.-Verhltnis)*

Der Stern * deutet den zugehorigen Wert der Fixstruktur im jeweiligen Z#hler an.
Im Yukawasektor gehen die Attraktivitétskoeffizienten reziprok im Vergleich zum
Eichsektor ein, was in der unterschiedlichen Stellung der jeweiligen Lauricella-
Funktion begriindet ist.

7.4 'Weichbrechender Sektor der Supersymmetrie

In diesem Abschnitt werden die Fixmannigfaltigkeiten im weichbrechenden Sek-
tor der Supersymmetrie, wie er z.B. fiir das MSSM oder ein supersymmetrisches
links-rechts-symmetrisches Modell verwirklicht ist, in einem eingeschréankten Teil
des Parameterraums bestimmt. Es ergeben sich daraufhin einige interessante Fol-
gerungen, die die Unifizierung in diesem Sektor betreffen.
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Zwar gilt der in Abschnitt 6.2 geschilderte allgemeine Ansatz auch fiir diesen Sek-
tor. Die Aussagen in Abschnitt 6.3 wurden jedoch fiir den Eich-Yukawa-Sektor
getroffen. Hinzu kommt, daf die ebenfalls vorhandene Skalierungssymmetrie fiir
die neu auftretenden Kopplungen deren Skalierungsverhalten nicht festlegt, was
neben der komplexeren Struktur der RGG in diesem Sektor, eine dquivalente
Untersuchung schwierig macht. Aus diesen Griinden werden die Fixmannigfaltig-
keiten im folgenden mit Hilfe von Differentialinvarianten bestimmt. Mit diesen
Beziehungen werden die Fixmannigfaltigkeiten einiger Kopplungen dieses Sektors
direkt durch die in den letzten beiden Abschnitten bestimmten Fixlosungen des
Eich-Yukawa-Sektors und durch den Higgs-Mischungs-Parameter des Superpo-
tentials, dessen Losung der RGG leicht anzugeben ist, induziert.

Neben den Yukawakopplungen des letzten Abschnitts und einer Zahl N von be-
liebig gearteten Eichkopplungen treten die Grofsen des weichbrechenden Sektors,
wie sie z.B. im MSSM auftreten (vgl. (4.12), Seite 43), hinzu:

e Gaugino-Massen M; — (47)"Y/2M;, i =1,..., N, die Massen der fermioni-
schen Superpartner der Eichbosonen,

e zu jeder Yukawakopplung eine trilineare Kopplung A;, die die Wechselwir-
kungen zwischen Higgsteilchen und den skalaren Superpartnern der Quarks
und Leptonen vermittelt,

e B-Kopplung, die quadratische Wechselwirkungen zwischen unterschiedli-
chen Higgsmultipletts vermittelt, also neben der Kopplung p im Superpo-
tiential einen zusatzlichen Higgs-Mischungs-Parameter darstellt,

e die an dieser Stelle nicht untersuchten Massen der fermionischen Superpart-
ner der Higgsteilchen.

Die zusétzlichen RGG nehmen die Gestalt an [81]:

dM;
- = _bz iMi:
dt “
dAj _ 1A d’y] 1/2 dAM
oS 3y Z% A= g
N
i=1

N
dB 2 1
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ergdnzt um die RGG fiir den Higgs-Mischungs-Parameter des Superpotentials p:

dy M N
M (Z Kjy; — Z ’iz'Oéz') : (7.55)
j=1 i=1

Die RGG wurden in dieser Form fiir die folgenden Untersuchungen dadurch auf-
bereitet, dafs ihre rechten Seiten der RGG nach Maéglichkeit durch die Differen-
tiationen bekannter oder einfacher Grofen ausgedriickt wurden. Es gehen die
Koeffizienten n; = ’g—z — 1 ein, die die Attraktivitdt der nichttrivialen Fixgera-
den des Eich-Yukawa-Sektors beschreiben. Zusétzlich treten die Koeffizienten K
und «; auf, deren numerische Werte hier nicht durch gruppentheoretische Grofen
ausgedriickt, sondern fiir das einzelne Modell der Literatur entnommen werden.

Diese RGG sind zwar skalierungsinvariant, jedoch 1d£t sich dies im einzelnen nicht
eindeutig festlegen. Aus den RGG (7.54) folgt:

b

DN | —

[%L=[a]s=[y]5=1 = [A]s=[M]s+%, [Blg = [Alg + [pulg —

wobei das Symbol [ |g die Potenz, mir der die jeweilige Kopplung unter endli-
chen Transformationen skaliert wird, wiedergibt. Trotzdem kénnen ohne genaue
Kenntnis dieser Werte skalierungsinvariante Grofen gebildet werden, denen somit
die folgende zusitzliche Symmetrie neben der Renormierungsgruppeninvarianz
zugrunde liegt:

S = [M]SZMaiM+([MS+ )ZAai +['“]SM66

(Ml + ls) B +Zaz +3 az (7.56)

Geeignete Skalierungsinvariante werden im folgenden die Grofen

A, B A ( B )
—, : S|——= | =0, 8§ =0 7.57
M,yjl/2 Mz’ﬂ (sz;ﬂ) M;p ( )

sein, die Variablen der noch zu bestimmenden Fixmannigfaltigkeiten sind. Die
RGG der Kopplungen i und M; stellen einen Sonderfall dar, da sie in die -
Funktionen linear und homogen eingehen. Dadurch bedingt sind g und A; nicht
in der Lage, mit- und untereinander nichttriviale Fixmannigfaltigkeiten zu be-
schreiben und gehen in Ein-Schleifen-Ordnung grundsétzlich als freie Parameter
in das jeweilige Modell ein. Da die RGG der zuvor bestimmten Fixmannigfal-
tigkeiten unabhéngig von den weichbrechenden Parametern sind, wird vorausge-
setzt, dak diese Sektoren auf ihren héchstdimensionalen Fixlosungen liegen. Eine
ausfiihrlichere Diskussion der Fixpunkte dieses Sektors findet sich in |25].
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Eine Moglichkeit, zumindest die Gaugino-Massen M; ohne Kenntnis von experi-
mentellen Gegebenheiten einzuschrinken, besteht in der haufig getroffenen An-
nahme, daf sich die gleitenden Gaugino-Massen an einer Skala A zu einem Wert
my /o unifizieren [82]:

Der Wert von A ist nicht ndher spezifiziert, liegt aber wahrscheinlich im tiefen
Ultravioletten, was zu der Vermutung Anlaf gibt, dak es sich bei dieser Skala um
die Unifizierungsskala einer iibergeordneten Theorie handelt (GUT): A = mgyy-
In diesem Fall folgt:

d M, M; MY M, M
eM_ g o M e M (7.59)
dt o; Q; a/(o) Qgut aq (&%)

7.4.1 Trilineare Kopplung

Zu Beginn wird der Fall einer einzelnen Yukawa- und einer trilinearen Kopplung
betrachtet und im Anschluff verallgemeinert. In [119] wurde fiir den Fall einer
einzelnen Eichkopplung g, einer Gaugino-Masse M und einer Yukawakopplung Y
die Giiltigkeit der folgenden Beziehung fiir die trilineare Kopplung A gezeigt:

A(g,Y,M)=—-Mg—. (7.60)

Diese Differentialinvariante (7.60) legt wegen y = y(«;) den folgenden Ansatz fiir
den allgemeineren Fall (7.54) nahe:

N
_ dy
A - — 1/2 MZ i~ . .61
y Z_Zl o der (7.61)
Mit Hilfe der fiir eine beliebige Funktion f = f(«) giiltigen Beziehung
R f0)= L Rf@) 12 f0) = |R Mo | f(a) =0 (7.62)
aOli B 8ai i 8ai @ ’ ’azaai 4= ’

ergibt sich fiir (7.61):

Oy
aai

N N
1 _ _ 0
RA(e,y, M) = 5Y 3/22Miai -y UZZM@%‘%RQ
i=1 i=1 ¢

= —lA(ay—A)—yl/QiMw 2ay 2L~ N sy
2 S NP P

1 Ry d

= — _— — 1/2 = —
2Ay +aAy —y "RAy th(t), (7.63)
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womit dieser verallgemeinerte Ansatz korrekt und insbesondere fiir jede Losung
giiltig ist. Da die Beziehung (7.61) zusétzlich frei von Anfangswerten ist, ergibt
das Einsetzen der Fixmannigfaltigkeit I = 1 — ayF(«) = 0 des Eich-Yukawa-
Sektors die Fixlosung der trilinearen Kopplung:

l —3/2\* _ l —3/2
(Ay™%) = -Ay
a a

N
F
=S JTARCAC) (7.64)
=0 = oo

mit den moglichen Einsetzungen fiir die Funktion F(«) geméa® (7.46) (Seite 100).
Unter Verwendung der Differentiationsformel (F.16) ist die Fixmannigfaltigkeit
der trilineare Kopplung eine Funktion der Eichkopplungen und Gaugino-Massen:

(R, Z) : (7.65)
N
1 _ 2:0, + 1 blal
Ay = ’ Nl)( e 1——,...)
aY Sa(l—6,) z; " + 13+ 13 by
(R,Z) : (7.66)
lAy—s/Q _ 1M FéN) <2§ L—m 52042, )
a m b1a1 T2 + 1 .. blal
N
Z mi+ 1)t 2L pv- < n 2a2,...>
1 —7']1 blal b1a1 ,Th-ﬁ-Q, b1a1

1=

Die Yukawakopplung in den Losungen muf ebenfalls durch ihre Fixmannigfaltig-
keit y = 1/(aF'(«)) ersetzt werden. Im zweiten Fall wurde der durch die Eichkopp-
lung a; dominierte Untersektor wiedergegeben. Die Unterfixmannigfaltigkeiten
ergeben sich wieder entsprechend den vorangegangenen Abschnitten durch die
Schnitte mit den Fixhyperebenen b;a; = bja;, bja; = 0 und M; = 0. Die in den
Fixmannigfaltigkeiten auftretenden Verhéltnisse aus Gaugino-Massen und Eich-
kopplungen sind im iibrigen wegen

M.
R— =0
a;
Charakteristiken der Renormierungsgruppe und somit Konstanten.

Im Falle von mehreren Yukawa- und Eichkopplungen entsprechend den Einschran-
kungen in Abschnitt 7.3 folgt mit Hilfe der Verallgemeinerung von (7.62) fiir eine
beliebige Funktion f(«, y):

0 0
g Rl @) = Rao fle) +305 22 fe),

0

0 0
= {R, 8—%} fle,y) = 2b; azaazf(a Y +szy]a @, y),
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= {R, Miai%] fla,y) = xaM;c; Sy f (o, y),
l 9

= [Ra Z Mzazajl f(Od, y) = _(RAM)Syf(aa y)7 (767)
i=1 t

mit der Definition (7.49) fiir S,. Fiir die im folgenden ausgewerteten Fixmannig-
faltigkeiten folgt insbesondere:

N
0
i=1 t
Der Ansatz
N ;i
A= -y, 'PS Moy, == 7.69
Y ; j¥j o ( )

erfiillt in der Folge auch in diesem allgemeineren Fall die entsprechenden RGG:

Ryz —12
RA;, = ——A - /ZMaja

B Ryz — 0y; Ry; L oy
= —5 - ZM] ]{ﬁ " +Yi kz_:cikaT%_Xj

R i
- Y WZ% A5 -y PRAN. (7.70)

Mit Hilfe der Fixlosung fiir den reinen Eich-Yukawa-Sektor in der Form (7.48)

und der Funktion F(«) geméf (7.46) wird damit die Fixmannigfaltigkeit fiir die
trilinearen Kopplungen induziert:

RGN ™ 1y, 2E () one)
;Miai 0oy - ; (AZ Yi (—2_: @; (1==) 0z =0
-1/2 OR 3
= Ay Yi 1 o 1) N
121 ? 8zz ;
" N
=Y (A7) wg RO - - ) = YoM ZP @
=1 =1 z
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wobei im zweiten Schritt erneut (7.49) ausgenutzt wurde. Die rechte Seite von
(7.71) wurde zuvor in (7.65) bzw. (7.66) bestimmt, entsprechend wird auf der
linken Seite mit Hilfe der Differentiationsformel (F.16) vorgegangen. Im Ergebnis
ergibt sich auf beiden Seiten eine Summe von Lauricella-Funktionen, hier fiir den
Beispielsektor, bestehend aus zwei Yukawa- bzw. trilinearen Kopplungen und
allen Eichkopplungen bzw. Gaugino-Massen, notiert:

Ay 1L = (diys + agy;) F(@)] = A3y7 2 [1 = (djy; + aiys) F(@)]
(a; — di)ys — (a; — dj)y;

N
I3
= S ma 2L, (172)
1=1 aaZ

Die Struktur dieser Losung ist auch in dieser abkiirzenden Schreibweise unter
Verwendung der Funktionen F'(«) aus (7.46) bzw. (7.64) mit (7.65) oder (7.66)
von recht komplexer Gestalt. Dies wird jedoch in Anbetracht dessen, daf in
physikalisch relevanten Sektoren wie dem Top-Bottom Fall in einer supersym-
metrischen links-rechts-symmetrischen Theorie (vgl. Abschnitt 4.4), in der keine
Einschriankungen dieser Losungen beziiglich des Eichsektors bestehen, die zwolf-
dimensionale Fixmannigfaltigkeit dieses Sektors analytisch beschrieben werden
kann, relativiert.

Die Beziehung (a; —d;)y; = (a;—d;)y, (7.44) ist eine im gesamten Parameterraum
IR~attraktive Fixbeziehung, insbesondere auch im weichbrechenden Sektor. In
dieser Hyperebene folgt mit (7.70):

R (Aiy;1/2 - Ajyfl/Z) = (a; — di)y; (Aiyfl/Q) — (a; — dj)y; (Ajy;1/2)
= (o= dyi (A" - A ) (7.73)

womit Aiyz-_l/2 = Ajyj_l/2 in der Fixhyperebene (a; —d;)y; = (a; —d,;)y,; mit (6.11)
eine IR-attraktive Fixbeziehung darstellt. Mit (7.69) folgt damit:

’ Y Yj Yj a; — d; ey ; —
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Interessant ist der Fall, dak sich die Gaugino-Massen M; an der Skala A zu einem
Wert m;/, unifizieren. Dann folgt ohne zusétzliche GUT-Annahme mit Hilfe der
verwandtschaftlichen Beziehungen der Lauricella Funktionen in Anhang F (Sei-
te 213) fiir die Losung (7.66) im Falle einer einzelnen Yukawa- und trilinearen
Kopplung:

uw=A:
lAy—s/z _ 1 myp FN) <2§ L—m by )
a m b1a1 772+1, blal’“.
1 my Y+ 1 by FV-1) ( 2;2—m by )
m b1011 i—o 1-— m b1a1 b ey Tl + 2, b1a1 T
__Lmap ( 2;1—m b )
M bioy ne+1,... by’
N 1 myy [F(N)<2;1—771 > (N1)<1;1—771 >]
m bioy m + 1, b n + 1,
1 1 (N-1) ( L1 —m |bocro )
= —Myj— F —— ..
1/2 ™m b1a1 b T2 + 1, b1a1
1 —1
= —m
a 1/2Y
& AA)=-mypy(A)? (7.75)

Dasselbe gilt fiir (R’,Z’).

Dieses Ergebnis ist aus mehreren Griinden bemerkenswert:

e Neben der Unifizierung der Gaugino-Massen an der Skala A wird in der
Literatur haufig angenommen, daf dort die trilinearen Kopplungen pro-
portional zu den zugehorigen Yukawakopplungen sind: A oc y'/2. Dies ist
durch die Fixmannigfaltigkeit jedoch automatisch gegeben und vor diesem
Hintergrund keine zusétzliche Forderung. Insbesondere ist die Proportiona-
litdtskonstante durch die unifizierte Gaugino-Masse bestimmt.

e Die Aussage ist unabhéngig davon, ob es sich bei A um die Skala der Grofen
Unifizierung handelt.

e Da Zimmermann-artige Losungen auf asymptotisch freie Yukawakopplun-
gen fiihren, iibertragt sich dies auch auf die trilinearen Kopplungen.

e Wird z.B. der UV-Bereich durch den Landau-Pol der Eichkopplung «; und
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der IR-Bereich durch ay begrenzt!?, so strebt die Fixmannigfaltigkeit in die

Fixpunkte A = —My'/? baw. A = —Myy'/?, wie sich aus (7.61) ergibt:

1 0
~1/2 _ —
Ay ‘aj;éi,y=ﬂfai pz i o Micig - oo (pZ az) M.
Das Ergebnis (7.75) entspricht damit, wenn sich die Skala A hinreichend
weit im UV befindet, einem solchen Fixpunkt:
A

i<y =0, W =—L

Im Falle von mehreren Yukawa- und trilinearen Kopplungen folgt fiir den voll-

standig attraktiven Fixpunkt des Yukawasektors (a; — di)y1 = (a2 — d2)ys =

mit (7.71) und (7.74):

0F (@)
80119 .

AP = AP = = > My, (7.76)
k

F(a)

Ebenso gilt fiir die Skala A der Unifizierung der Gaugino-Massen mit (7.71):

0
p=A: Z( " 1/2) g, R (1= (0= d)y) = mipF(a). (7.77)
Die Beziehung (7.76) ist an dieser Skala Losung dieser Gleichung:

1 ~1/2 ~1/2 —1/2
,u:A:—mlg: (Aly )SR:—(Al )R Aly .

" F) )
Anders ausgedriickt bedeutet dies: Wird an der Skala A der Gaugino-Massen
Unifizierung der vollstindig attraktive Fixpunkt des Yukawa-Sektors erreicht, so
liegt, durch die Fixmannigfaltigkeit induziert, auch eine Unifizierung von A;y, 12
VOr':

—d; /
= A, =-—
a; — d; n my/2Y;

p=Ai=1,2,---: M;=myp, yi— (7.78)

Ist die Fixbeziehung (7.74) an einer anderen Skala gegeben, so ist A;y; 1/2 geméak
(7.76) durch die Eichkopplungen und Gaugino-Massen bestimmt.

!4Dies sind die Grenzen des mathematischen Giiltigkeitsbereichs, der perturbative physikali-
sche ist kleiner.
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7.4.2 Skalare Mischungsparameter

Dadurch, daf die RGG von g homogen vom Grade eins in p ist, existiert im
Parameterraum (o, y;, ) keine nichttriviale Fixmannigfaltigkeit fiir u # 0. Die
B-Kopplung geht zwar auch linear in ihre RGG ein, besitzt aber wie im Falle der
trilinearen Kopplung A; einen inhomogenen Term. In diesem Fall 1dfst sich, wie
im letzten Abschnitt, eine Differentialinvariante angeben, die diese Kopplung mit
dem Higgs-Mischungs-Parameter des Superpotentials in Beziehung setzt:

N oy
B= —2ZMiai£. (7.79)
i=1 ¢

Dies ist wiederum die Verallgemeinerung einer in [119] angegebenen Beziehung,
deren Beweis dquivalent zum letzten Abschnitt verlauft.

Mit der leicht anzugebenden Losung der RGG (7.55) der u-Kopplung:

— Xi Z p;
= const. H Ha : ZchkJ . Q= b—zl’ (7.80)

die zumindest durch die aus dem Vorangegangenen bekannten Fixlosungen um
die Yukawakopplungen reduziert werden kann, kann die Fixlosung fiir die B-
Kopplung durch Anwenden von (7.79) mit Hilfe von (7.61) bestimmt werden:

B M N
o => piAy P = aM;, (7.81)
i=1

j=1

wobei, wie angekiindigt, die u-Kopplung als freier Parameter eingeht. Mit der
Fixmannigfaltigkeit der trilinearen Kopplungen des letzten Abschnitts ist die B-
Kopplung damit eine Funktion der Eichkopplungen, der Gaugino-Massen und des
Higgs-Mischungs-Parameters des Superpotentials.

Die Losung (7.80) fiir die u-Kopplung belegt, daf das zu Beginn dieses Abschnitts
erlduterte Problem bei der Festlegung des Skalierungsverhaltens der Kopplungen
dieses Sektors sich nicht durch ein einfaches Riickschlieften auflosen 1aft:

M

N
oS+ (78
K j=1 i=1

und von Modell zu Modell unterschiedlich ausfallen kann.
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Im vollstandig attraktiven Fixpunkt des letzten Abschnitts folgt aus (7.81):

p=Ai=1,2--:
al—dl

a; _dz

B M N
- B (ij . zqi) - (789
=1 i—1

/2

1
Mi;=myp, yi= v = A = —mypy;

Dies stellt keine der iiblicherweise in der Literatur verwandten Unifizierungsan-
nahmen des weichbrechenden Sektors dar, sondern ist eine zusétzliche Festlegung
der Parameter durch die Fixmannigfaltigkeit.

Insbesondere gibt die Beziehung mit (7.82) in der diskutierten Fixmannigfaltig-
keit den einfachen differentiellen Zusammenhang

Spu==B

wieder.

7.5 Zur physikalischen Bedeutung von Symmetrien des Re-
normierungsgruppenflusses

Die vorangegangenen Abschnitte haben in Ein-Schleifen-Ordnung gezeigt, daf
sich auf den Fixmannigfaltigkeiten des RGFes die Symmetrie eines Modells er-
héht. Vor diesem Hintergrund stellt sich unmittelbar die Frage, ob diese Aus-
zeichnung der Fixmannigfaltigkeiten, iiber die Tatsache hinaus, daf fiir einen
hinreichend langen Top-Down-Evolutionsweg fiir einige Kopplungen die Auswer-
tung dieser speziellen Losungen im IR-Bereich aufgrund der IR-Attraktion immer
sinnvoll ist, von physikalischer Bedeutung sein konnte.

In Folge der Evolution des RGFes vom UV zum IR koénnte die Verdnderung eines
oder mehrerer Parameter iiber die blofe numerische Variation hinausgehen und
in ein spezielleres Modell als dem urspriinglich fiir jeden Teil des Parameterraums
giiltigen iibergehen. Anhand von einigen Beispielen wird im folgenden belegt, daf
die Fixmannigfaltigkeiten unmittelbar auf physikalisch interpretierbare Modelle
fiihren konnen, die in die urspriinglichen eingebettet sind.
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e Eine Theorie zweier skalarer Felder ¢; und ¢, kann den renormierbaren
Wechselwirkungsterm

2
1
»CI: E Z )\abcd¢a¢b(/ﬁc¢d

" a,b,c,d=1

enthalten. In Ein-Schleifen-Ordnung existiert im Parameterraum eine Fix-
gerade [107], die einer rotationssymmetrischen O(2)-Theorie mit

1
Lr= A8+ 63)?

entspricht, eine weitere, die fiir ein Zerfallen in zwei unabhingige skalare
Theorien steht

1 1
L= 4—!>\1¢‘f + 4—!A2¢§

und eine, die fiir eines der Felder auf ein freies Modell fiihrt:
1
Lr= Z/\lqs%-

e In einer nichtsupersymmetrischen Theorie mit einem Fermionenfeld v, ei-
nem skalaren Feld ¢ und einem pseudoskalaren Feld x

1 1 — — — A A A
L= 5 (06) 45 (0X) +i7,0" b+t bby xp—r ' = ix' = 0%

existiert im Parameterraum in Zwei-Schleifen-Ordnung eine Fixlinie [120],
die auf das supersymmetrische Wess-Zumino-Modell [42] fiihrt, in dem die
Kopplungen im skalaren Sektor durch eine einzelne Yukawakopplung be-
stimmt sind:

1 1 — — 72
Lz = 5(06) + 5(00)° + 0" + () (6 +7"x) ¥ — 5 (6 +x°)".

Fiir eine SU(2)-Eichtheorie mit skalaren, pseudoskalaren Feldern und Fer-
mionen in der adjungierten Darstellung ergibt sich ebenfalls in der Ein-
Schleifen-Ordnung eine Fixlinie, die auf eine supersymmetrische N = 2
Yang-Mills-Theorie fiihrt (vgl. [107] und die hier genannten Referenzen).

e Andere Modelle, in denen die Fixmannigfaltigkeiten des Parameterraums
eines Modells einer Theorie mit hherer Symmetrie der Lagrangedichte ent-
sprechen, wurden in [121] untersucht. Insbesondere existiert im Parameter-
raum einer N' = 1 supersymmetrischen Eichtheorie mit Eichkopplung g
und drei chiralen Superfeldern ¥; in der adjungierten Darstellung mit dem
Superpotential W = h3;3533 eine Fixgerade h = g, die auf eine Supersym-
metrie mit vier Generatoren N = 4 fiihrt. Diese Linie ist infrarot-attraktiv,
was hier impliziert, daf die urspriingliche N' = 1 Theorie im Infraroten auf
eine N' = 4 Theorie zuflieft, welche insbesondere nichtperturbativ losbar
ist.
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Diese Modelle fiihren auf Fixbeziehungen, die dem rotations- bzw. supersymme-
trischen Grenzfall entsprechen oder die Supersymmetrie selbst weiter vergrofern.

Es besteht also die Moglichkeit, dafs die Fixmannigfaltigkeit fiir einige Modelle
iiber die Attraktion des RGFes hinaus, ein Modell mit grofere Symmetrie bein-
haltet, wenn die beschriebene Fixbeziehung im Parameterraum exakt erfiillt ist.

Die Annéherung des gesamten RGFes an die Fixmannigfaltigkeit im IR-Bereich
kann moglicherweise mit einem weiteren Aspekt in Verbindung gesetzt werden.

Bei der Motivation der Supersymmetrie in Abschnitt 2.3.1 wurde auf ein Problem
bei den Hierarchien der Skalen eingegangen, das darin besteht, daf sich von Seiten
einer nichtsupersymmetrischen Theorie physikalisch akzeptable Higgsmassen in
der Perturbation nur durch eine Feinjustierung der Parameter realisieren lassen.
Durch die Erhéhung der Symmetrie des jeweiligen Modells um die Supersymme-
trie wird dieses Problem vermieden. Hierbei besteht ein direkter Zusammenhang
zwischen den Symmetrien der Lagrangedichte und der Form der RGG.

Allgemeiner ist ein Modell mit dem experimentellen Ergebnis, dafs ein Parameter,
wie eine Eichkopplung g oder ein ganzer Teil des Parameterraums fiir eine be-
stimmte Impulsskala p sehr kleine Werte annimmt, nur dann vereinbar, wenn sich
die Symmetrie der Theorie fiir ¢ = 0 erhoht [41]. Die Symmetrie eines Modells
muf also, falls eine Diskrepanz mit dem Experiment besteht, so erweitert werden,
dafs diese Parameterwerte die Natirlichkeit der modifizierten Theorie vergréfert.

Im Falle der Fixmannigfaltigkeiten eines Modells ist zwar die Ausgangsposition
anders gelagert, da hier auch fiir den gesamten RGF kein solcher Konflikt besteht.
Jedoch werden im IR-Bereich der Impulsskala bestimmte Parameterbeziehungen
gegeniiber dem gesamten Parameterraum bevorzugt. Dadurch bedingt, daf sich in
den zuriickliegenden Untersuchungen herausgestellt hat, dafs die Symmetrie des
Parameterraums auf den Fixmannigfaltigkeiten gegeniiber dem gesamten RGF
erhoht ist, soll an dieser Stelle auf die Mdglichkeit hingewiesen werden, daf in
einem sehr dhnlichen Sinne die Parameter einer infrarot-attraktiven Fixbeziehung
als der Teil des Parameterraums im IR-Bereich angesehen werden kann, auf dem
sich die Natiirlichkeit innerhalb des jeweiligen Modells erhoht.
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8 Infrarot-Attraktivitit von supersymmetrischen
Theorien

Die bisherigen Untersuchungen in der Literatur haben beim Vergleich von SM
und MSSM gezeigt, dak die IR-Attraktivitdt der Fixmannigfaltigkeiten des su-
persymmetrischen Modells im Eich-Yukawa-Sektor systematisch grofer als die
des nichtsupersymmetrischen Modells ist [21, 23|. In diesem Abschnitt soll ge-
klart werden, ob dies eine grundsétzliche Eigenschaft einer supersymmetrischen
Theorie ist. Er wird zeigen, dafs dies fiir alle Eichgruppen bis zum Rang sechs,
also bis zur SU(7), SO(12) bzw. SO(13) und der Eg, mit wenigen Ausnahmen
richtig ist. Diese diskutierten Eichgruppen beinhalten die wesentlichen, in der
Literatur diskutierten Erweiterungen des SMs oder MSSMs bis hin zu den GUT.

Bei der Evolution vom UV zum IR fliefst der RGF zuerst auf die attraktivste und
hochstdimensionale Fixmannigfaltigkeit und dann mit abnehmender Dimension
auf die Untermannigfaltigkeiten zu. Dies setzt sich solange fort, bis der Fluf in
einem Fixpunkt zum Erliegen kommt. An diesem Punkt der Impulsskala sind
alle Eichkopplungen bis auf die mit dem groften Landau-Pol im IR zunehmend
vernachlissigbar. Wegen dieser Eigenschaft muf es sich um die Eichkopplung ei-
ner Wechselwirkung mit nichtabelscher Eichgruppe handeln. Unter den Yukawa-
kopplungen wird diejenige dominierend, die mit dieser Eichkopplung den grofiten
Attraktivitatskoeffizienten gemein hat, so daf die Diskussion im extremen IR auf
diese beiden Kopplungen beschréinkt werden kann. Zwar wird der von ihnen be-
stimmte Fixpunkt erst aufserhalb des perturbativ Erlaubten erreicht. Am unteren
Ende der erlaubten Impulsskala wird er jedoch die entscheidende Rolle spielen.
Die Betrachtung eines Fixpunktes erlaubt es insbesondere, ein quantitatives Maf
in Form der Attraktivititskoeffizienten zur Untersuchung heranzuziehen.

In die im weiteren Verlauf dieses Abschnitts untersuchten Parameter gehen die
gruppentheoretischen Grofen, die sich aus der Eichgruppe und den verwende-
ten Darstellungen ergeben, und die Anzahl der im jeweiligen Modell verwende-
ten Multipletts ein, was neben deren Dimensionen den Teilchengehalt bestimmt.
Letztere kénnten in einer beliebig hohen Zahl eingefiihrt werden. Aus phénome-
nologischen Griinden wird aber hierbei in der Regel eine moglichst minimale Wahl
getroffen. Wie sich im einzelnen dieser Teilchengehalt gestaltet, unterliegt keiner
festen Gesetzméafkigkeit. Hinzu kommt, daf in den nachfolgenden Betrachtungen
die Analyse auf der Ebene der RGG durchgefiihrt wird, d.h. {iber die genaue
Gestalt der Lagrangedichte des Modells wird nicht verfiigt.

Die Vorgehensweise ist deswegen wie folgt: Es werden Bedingungen fiir die Rich-
tigkeit der Vermutung bestimmt, die nur von der Art der Eichgruppe und den
Darstellungen der Multipletts abhéngen, die unmittelbar iiber die untersuchte
Kopplung wechselwirken, womit die Giiltigkeit der Vermutung fiir den iiberwie-
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genden Teil der Modelle gezeigt werden kann. Unter den Modellen, die diesen
Kriterien nicht geniigen, werden die speziellen Realisationen bestimmt, die die
obige Behauptung nicht erfiillen.

Betrachtet wird somit der Fixpunkt einer (quadrierten) Yukawakopplung y und
einer nichtabelschen Eichkopplung «, sowie sein zugehoriger Attraktivitétskoef-
fizient:

(%)*:p*:b_n’ 77:%_1' (8.1)

Der Koeffizient b aus der RGG der Eichkopplung muf, da x > 0 immer erfiillt
ist, positiv sein und somit einer asymptotisch freien Wechselwirkung entsprechen.
Insgesamt muf gelten:

n>0 = x>b>0. (8.2)

Der Fixpunkt p* ist dann wegen a > 0 immer physikalisch in dem Sinne, daf
p* > 0 erfiillt ist.

Die Koeffizienten b und y ergeben sich entsprechend dem letzten Kapitel fiir den
nicht- bzw. supersymmetrischen Fall zu:

nicht-SUSY : SUSY :

b=2c— 3sp— 355 | b5 = 6c — 2sp — 25%75Y (8.3)

3 3

X = 6cr XSUSY =dcp + 4cg

Das Symbol ¢ steht fiir die quadratischen Casimir-Invarianten der hier angenom-
menen irreduziblen Darstellungen der Eichbosonen (adjungiert, ohne Index), der
Fermionen (Index F) bzw. der skalaren Felder (Index S) und s fiir den entspre-
chenden Dynkin-Index, wobei im ersten Fall implizit die Summation iiber alle an
den Yukawaterm ankoppelnden Teilchen und im letzten Fall iiber den gesamten
Teilchengehalt zu erstrecken ist.

Fiir die Liegruppen SU(n), SO(2n + 1) bzw. SO(2n) ergeben sich diese Grofen
und die Dimension Np fiir einen Teil der irreduziblen, sogenannten primitiven
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Darstellungen R ohne Beriicksichtigung des Teilchengehalts zu [29]:

SU(n) SO(2n+1) SO(2n)
Ne o (3) ) (%
e Htk(n—k) 5(n+1-3) 3(n—3)
s 5 3 () 5 (i) (8.4)
N n’-1 n(2n + 1) n(2n — 1)
c n n— % n—1
Rang n—1 n n

Die Grofen ohne Index stehen fiir den Fall der adjungierten Darstellung, deren
Dynkin-Index identisch mit der Casimir-Invarianten ist. Die restlichen Darstel-
lungen sind mit & indiziert, wobei k£ = 0 fiir ein Singulett bzw. k£ = 1 fiir die
Fundamentaldarstellung steht.

Das nichtsupersymmetrische und das supersymmetrische Modell sollen dabei in
dem in Abschnitt 2.4 geschilderten Verhéltnis stehen, was beinhaltet, dafs der ska-
lare Teilchengehalt evtl. aus phédnomenologischen oder konzeptionellen Griinden
erhoht werden muf, wie z.B. beim Ubergang vom SM zum MSSM:

S%USY > 5. (8_5)

Die Behauptung, daf die Attraktivitidt des supersymmetrisierten Modells die
des nichtsupersymmetrischen iibersteigt, ist folglich mit dem folgenden Ausdruck

dquivalent:
nSUSY > ,',] =N XSUSYb _ XbSUSY > 0 (8.6)

Die Kombination der Beziehungen (8.2) fiihrt auf:

1
3 (sp+s§°) < ¢, (8.7)

44cg + 10sp 4 22537%Y — 355 > 10cp : 21—2 (18¢cr + 4sp + s5)
c< (8-8)

44cs + 10sp + QQS%USY —3sg < 10cF : % (26F + 2¢cg + sp + SSSUSY)

An dieser Stelle lassen sich beziiglich der moglichen Eichgruppen und Darstel-
lungen einige Einschréinkungen treffen. Zum einen muf die Yukawakopplung die
Eichkopplung wahrnehmen (x > 0), womit zumindest eins der zugehorigen Fer-
mionen kein Singulett sein darf. Die Eichinvarianz der Yukawakopplung ink, wobei
der Index 7 fiir die skalare S und j bzw. k fiir die fermionischen Darstellungen
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Fp, bzw. Fg steht, verlangt fiir alle Generatoren Tk der Symmetrie A = 1,2, ...

TﬁLyi_YleéR :Z(T?)ZJYJ’ A:1727 (89)

J
Ist neben einem der Fermionenmultipletts auch die skalare Darstellung ein Sin-
gulett, so folgt hieraus wegen T;;‘LY = 0, dak die Yukawakopplung identisch Null

ist, womit dieser Fall ebenfalls ausgeschlossen ist und es sich bei den koppelnden
Teilchen maximal um ein Singulett der Fermionendarstellung handeln kann.

Die in Betracht kommenden Eichgruppen miissen hinreichend sein, womit gemeint
ist, dak sie entweder mit einem der nichtabelschen Anteile von G39; identisch sind
oder aber die SU(3) bzw. SU(2) als Untergruppen enthalten. Die Gruppen, die
dies erfiillen, konnen sich dadurch auszeichnen, dak sie sicher sind, d.h. dak sie
automatisch keine chiralen Anomalien erzeugen. Diese sind dann in allen Ord-
nungen der Perturbation nicht vorhanden, wenn die Grofen

TB

A#BC .= Spur <TA FL,RTlgL,R) (8.10)

Fr.r Fr.r
fiir beide Darstellungen identisch sind (vgl. z.B. [82]). Im Falle der sicheren Grup-
pen ist jeder dieser Anteile unabhingig von der gewahlten Darstellung Null. Eich-
gruppen, die dies nicht erfiillen, sind die SU(n) mit n > 3 und die Eg. In diesen
Féllen miissen die Darstellungen geeignet gewéhlt werden, beispielsweise durch
ein SU(3)¢ Triplett und Antitriplett fiir die Fermionen im SM bzw. MSSM. Ein
Fall, fiir den die Anomalien ebenfalls nicht auftreten, ist unabhéngig von der Eich-
gruppe: Ist das Skalar in (8.9) ein Singulett und die Darstellung der Fermionen
irreduzibel, so folgt mit (8.9) (vgl. z.B. [29]):

ToY =YT, = YY'xid = Ti <YTpY'

Solche &dquivalenten Darstellungen fiihren dann aufgrund der Spur-Bildung in
(8.10) ebenfalls zu gleich grofen Termen A#P¢ = A#EC und sind damit sicher.
Dies gilt ebenfalls fiir alle reellen Darstellungen, wobei jedoch beachtet werden
mufs, dak die Darstellung der Fermionen fiir den Eichgruppenanteil, der auf die
SU(2), fiihrt, komplex gewéhlt wird. Dies ist die einzige Moglichkeit, die Weyl-
Fermionen zu beschreiben [82].

Aus (8.7) folgt insbesondere 3¢ > sp, was fiir mindestens zwei nichttriviale Dar-
stellungen der Materie erfiillt sein muf. Dies schriankt die Moglichkeiten unter
Beriicksichtigung der zuletzt gemachten Bemerkungen erheblich ein und fiihrt
auf die folgenden Eichgruppen und Darstellungen, die durch ihre Dimensiona-
litdt Ni und den zugehoérigen Dynkin-Index sp (in Klammern) gekennzeichnet
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sind [122]:

SU@2): 2(3) 303

su@): 3(8) 6() s 10(%)

SUM4): 4(3) 6(1) 103) 15(4) 20(%) 20'(8) 20" (%) 24(8)
SUB): 5(3) 10(3) 15(%) 24(5) 35(14) 40(11) 45(12)
SU@): 6(3) 15(2) 20(3) 21(4) 35(6)

SOM: 7(3) 8(3) 21(3) 27(3) 35(5)

SO@8): 8(3) 28(3) 35(5) 56(%)

SO9): 9(3) 16(1) 36(3) 44(%)

SO(10): 10(3) 16(1) 45(4) 54(6)

Eg : 27 (%) 78(2)

Hinzu kommen jeweils die trivialen Singulett-Darstellungen. Die zugehdrigen qua-
dratischen Casimir-Invarianten cp ergeben sich aus cg = N sg/Ng, wobei N fiir
die Dimension der adjungierten Darstellung steht. Die erste Spalte steht jeweils
fiir die Fundamentaldarstellung. Die einzig mogliche reduzible Darstellung ist die
24 der SU(4), die sich aus 4 ® 6 ergibt.

Mit (8.3) folgt:

11 11 22 1 11 19
b— ngUSY = ESF + KSEUSY — 585 > 381:‘ + 555 > 0, (811)
womit der Koeffizient der RGG der Eichkopplung immer echt gréfser gegeniiber

dem supersymmetrischen Fall ist und es ergibt sich:
2
x*U5Yh — x b > §bSUSY (22¢s — bep) > 0 falls  22c¢g > bep.

Somit ist fiir alle Modelle mit 22cs > bcp die Behauptung unabhéngig vom
Teilchengehalt korrekt. Diese Bedingung ist nur von der Art der Gruppe und
der Darstellung der Fermionen und Bosonen abhingig, die an dem betrachteten
Yukawaterm mitwirken. Sie ist immer trivial erfiillt, wenn sich alle an dieser
Kopplung beteiligten Felder in derselben Darstellung befinden.

Die Eingangsbehauptung konnte nur noch dann sensibel fiir den Teilchengehalt

werden, wenn

22
365 S Cr = Cfy, + CFp (812)

erfiillt ist, was von nun an gelten soll. Die Grofen cg, bzw. cp, stehen fiir die
beiden Fermionen, die iiber die Yukawakopplung miteinander in Wechselwirkung
treten.
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Diese Bedingung (8.12) ist trivial erfiillt, wenn es sich bei dem skalaren Anteil des
Yukawaterms der Lagrangedichte um ein Singulett handelt. Ist eins der Fermionen
ein Singulett, so kann sie nur durch ein skalares Triplett und ein Fermion in der
Darstellung 10 der SU(3) erfiillt werden. Sowohl fiir die erste Moglichkeit als
auch fiir den Fall, da keines der drei Multipletts ein Singulett'® ist, werden nun
weitere einschrinkende Bedingungen bestimmt.

Durch (8.8) 14ft sich fiir den Fall 44cg + 10sp +225%75Y — 3sg > 10cF abschétzen:
9
bb3USY (V%Y — ) > 95CF (44cs + 10sp + 22587 — 3sg — 10cp) > 0.

Dies fiihrt auch fiir 22c¢g < 5c¢p auf die Richtigkeit der Behauptung (8.6). Die-
se Variante wird z.B. vom SM und MSSM fiir die starke Wechselwirkung ver-
wirklicht: Das iiber die Top-Yukawakopplung wechselwirkende Higgsfeld ist ein
Singulett beziiglich der SU(3)c. Wegen 5cgp — 22¢5 = 5-8/3 — 0 > 0 und
44cg + 10sp + 22537 — 3sg — 10cp = 0+10-2ng +22—-0—-0 = 60 > 0O
ist das MSSM aufgrund des fermionischen Teilchengehalts IR-attraktiver als das
SM. Dies ist weniger speziell, als es scheint, da die letzte Ungleichung fiir eine be-
liebige Generationenzahl und fiir alle Fermionendarstellungen mit Ausnahme der
des Singuletts gilt. Die letzte M&glichkeit scheidet jedoch ebenfalls aus, da dann
weder im SM noch im MSSM die Top-Yukawakopplung sensitiv fiir die starke
Wechselwirkung wire (abgesehen von der phanomenologischen Unmoglichkeit).

Die Behauptung n°"sY > n ist damit fiir den Fall

44cs + 10sp + 22537°Y — 3s5 < 10cp
22 11 3

= Cr — SF 2 ECS + ESZUSY - ESS (813)
noch nicht geklart. Der fermionische und skalare Teilchengehalt, der implizit in
die Dynkin-Indizes s eingeht, ist durch (8.13) stark reglementiert. Insbesondere

muf fiir solche Modelle gelten:
cr > Sp, bzw. fiir cg=0: cg > sp, (8.14)

oder, wenn spg explizit in die Anteile, die von den Fermionen der betrachteten
Yukawakopplung (Sr) und allen anderen Fermionen (Asp) herriihren, zerlegt
wird:

crp — Sp > ASF > 0, bzw. fiir cs=0: cp—35Fp > ASF > 0. (815)

Mit dieser Bedingung bleiben fiir den Fall, daf keines der drei relevanten Fel-
der ein Singulett ist, nur die folgenden Moglichkeiten, wobei sich die Angaben

1522¢, < 5er begrenzt auch hier — wenn auch weniger reglementierend — die mégliche Anzahl
von Modellen.
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allein auf die Darstellung der unmittelbar mit der Yukawakopplung in Beziehung
stehenden Fermionen beziehen, zuriick:

Gruppe Ng Np, Ng,
SU@2) 2 3 2

SU@B) 3 6 6,8
SUM@) 4 10 15 (8.16)
SU®6) 6 21 21,35

15 21 21

Durch die zusétzliche Beschrinkung auf komplexe Darstellungen der Fermionen
im Falle der SU(n), fallen aus dieser Liste alle adjungierten Mdoglichkeiten her-
aus, d.h. die mit den Dimensionen 3, 8, 15 und 35. Dies soll auch im weiteren
beriicksichtigt werden.

Fiir den Fall eines skalaren Singuletts folgt mit (8.8) und (8.13) zusétzlich:

2 1 1 2 1 1 11 3
¢ < —cp+=Sp+ -8 < —cp+ s+ - <cF — —s + —ss)

3 3 3 3 3 3 5 10
= cp— gsZUSY + iss < cp— ESZUSY < cp. (8.17)
5 10 = — 10 -

Da die Behauptung (8.6) n°VY > 7 in diesem Fall gleichbedeutend mit

9 1
X =sp—c+ 5SSSUSY — 585 >0 (818)
ist und dies fiir ¢ < sy wegen %SZUSY— %55 > %85 > 0 wiederum giiltig ist, werden

die Modelle, die moglicherweise n°"®Y > n nicht erfiillen, durch ¢ > sp > 5 und

¢ < cp eingeschrinkt, was zusammen mit den aus (8.16) verbleibenden ergibt:

Gruppe Ngs Ng, Npg,
SU(3) 3 6 6
SU(5) 1 10 10
SU®6) 1 20 20
6,15 21 21
SO(7) 1 7 7,8
SO(8) 1 8 8
SO(9) 1 9 9,16

(8.19)

16 16

SO(10) 1 10 10,16
16 16

Eg 1 27 27




Hierbei wurden diejenigen Modelle nicht beriicksichtigt, deren Fermionendarstel-
lungen nicht auf anomaliefreie Theorien fiihren, d.h. die nicht durch ein entspre-
chendes Anti-Multiplett ergdnzt werden. Fiir diejenigen Modelle, die kein skalares
Singulett in (8.19) besitzen, lift sich das Ungleichungssystem (8.7) und (8.8) nicht
erfiillen, womit diese Modelle ebenfalls herausfallen.

Die Modelle aus (8.19) mit einem skalaren Singulett miissen unter Beriicksich-
tigung des vollen Teilchengehalts die Ungleichungen (8.7), (8.8), (8.13), (8.14),
(8.17) und ¢ > sp erfiillen:

3¢ —3Sp > Asp + Asd™Y > 3¢ — 5p — 2cp, (8.20)
11 3
cp —Sp > Asp + EASZ«USY — 1—0A85 > 0. (8.21)
Das Symbol A steht hierbei wiederum fiir den Anteil des Teilchengehalts, der {iber
die reine Wechselwirkung mit der betrachteten Yukawakopplung hinausgeht.
Unter Beriicksichtigung der Randbedingungen (8.20) und (8.21) werden nun die
Modelle bestimmt, fiir die 7°VS¥ <7 bzw. (8.18) gilt:
9 1
Y <n o X=3Sp—c+Asp+ EASZUSY - gAsS <. (8.22)

Da die Grofen As nur ganzzahlige Vielfache der Dynkin-Indizes der Multipletts
in (8.19) annehmen konnen, ist die Zahl der Moglichkeiten stark beschriankt.
Wird zusétzlich beriicksichtigt, daf der Yukawaterm als Teil der Lagrangedichte
ein Singulett sein muf [122], so ergeben sich die folgenden Modelle, in denen
nSYSY > n nicht erfiillt ist:

Gruppe Ns Np, Np, Asp Asg=As®

SU(BG) 1 10 10 2 0
1 1

2 2

SU@B) 1 20 20 0 0
So8) 1 8 8 2 0
1 ;

SO9 1 9 9 2 0
16 16 0,1 0

1 1

__ 2 2

SO(10) 1 16 16 1,2 0
Eq 1 27 27 0,1 0

Das skalare Teilchen, welches iiber die Yukawakopplung wechselwirkt, ist in al-
len Fillen ein Singulett. Der mogliche zusitzliche Multiplettgehalt an Fermionen
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Asp und Skalaren Asg ist in den letzten beiden Spalten notiert. In der super-
symmetrischen Erweiterung des Modells darf in keinem der Félle der skalare Teil-
chengehalt grofer als der des nichtsupersymmetrischen Modells sein. Anderenfalls
wiirde wieder die Giiltigkeit von n°"s* > n folgen.

Mit Ausnahme der SO(9) und SO(10) handelt es sich bei allen Fermionen aus-
schlieflich um die Fundamentaldarstellung. Hier ist noch die ndchsthohere Dar-
stellung moglich. Der zusitzliche skalare Anteil besteht entweder ausschliefslich
aus Singuletts oder ist in einigen Féllen fundamental. Das obige SU(6)-Modell
stellt einen Extremfall dar, da in diesem Modell fiir n°"*¥ < 75 neben den drei
Multipletts, die zur betrachteten Yukawakopplung gehoren, kein weiteres Mul-
tiplett aufer trivialen Singuletts vorhanden sein darf. Der Gehalt an Singuletts
kann in jedem Fall beliebig hoch ausfallen.

Insgesamt bleibt als Ergebnis festzuhalten:

Die supersymmetrisierten Modelle sind im hier untersuchten Eich-Yukawa-Sektor
fiir einen beliebigen Teilchengehalt und unabhéngig von den realisierten Darstel-
lungen der Materie fiir Faktoren der Eichgruppe mit Rang kleiner vier immer
starker IR-attraktiv als das jeweilige nichtsupersymmetrische Modell. Fiir Eich-
gruppenfaktoren mit groferem Rang (bis zu dem hier untersuchten Rang sechs)
ist dies bis auf wenige Ausnahmen ebenfalls erfiillt.

Aufgrund ihres geringen skalaren und fermionischen Teilchengehalts stellen die
Ausnahmemodelle physikalisch unattraktive Moglichkeiten dar.
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9 Erweiterung der Eichgruppe eines Modells

Mit den in Kapitel 7 bestimmten Fixlosungen der RGG ist es nun méglich, die
Untersuchungen fiir ganze Theorieklassen durchzufiihren. Bevor dies im Kapitel
10 fiir konkrete Modelle demonstriert wird, soll an dieser Stelle auf die grund-
siatzlichen Eigenschaften der Fixmannigfaltigkeiten dieser Theorien eingegangen
werden.

Im Abschnitt 9.1 wird untersucht, wie Fixlésungen und die zugehérigen Obser-
vablen einer Theorie durch Hinzunahme von zusétzlichen Wechselwirkungen mit
abelscher Eichgruppe beeinflufst werden. Insbesondere die bewirkten Korrekturen
fiir z.B. die Top-Masse werden sich dabei von der Grofenordnung weniger GeV
heraus stellen. Im zweiten Abschnitt 9.2 wird die Fixmannigfaltigkeit einer Yu-
kawakopplung und den Eichkopplungen eines allgemeinen Modells approximiert.
Die sich dabei ergebenen oberen und unteren Grenzen dieser Yukawakopplung
lassen zum einen die bestimmenden Parameter der Fixlosung erkennen und er-
klaren zum anderen, warum auch bei den nichttrivialen Erweiterungen der Eich-
gruppe G391, wie z.B. im Falle der links-rechts-symmetrischen Modelle, die aus
den Fixmannigfaltigkeiten gewonnenen Observablen wie z.B. die Top-Massen in
ein verhdltnisméafig kleines Intervall von ungefihr 100 bis 300 GeV fallen.

Die in diesem Kapitel getroffenen Aussagen zu den Massen der Fermionen respek-
tive des Top-Quarks diirfen nicht als absolut angesehen werden, da die Auswer-
tung der Yukawakopplungen in Ein-Schleifen-Ordnung vollzogen und spétestens
durch die Ubersetzung der Yukawakopplungen in diese Massen auf Baumgra-
phenniveau eine erste Naherung darstellen. Werden Modelle verglichen, die durch
spontane Symmetriebrechung ineinander iibergehen, so stellen die folgenden Be-
trachtungen eine grobe Abschitzung dar. Diese Anmerkungen werden zu Beginn
des Kapitels 10 ausfiihrlicher erldutert.

9.1 Erweiterung eines Modells um abelsche Eichgruppen

Haufig stellt sich bei der Untersuchung eines speziellen Elementarteilchenmo-
dells die Frage, wie sich die Eigenschaften dieser Theorie durch Hinzunahme
von zusidtzlichen Wechselwirkungen verdndern. Motiviert ist diese Fragestellung
entweder durch die Hoffnung, daf eine Verbesserung einiger Eigenschaften des
Ausgangsmodells eintritt, oder daf iibergeordnete Modelle im Rahmen der GUT
oder Superstring-Theorien solche Erweiterungen voraussagen. Ein Beispiel hierfiir
sind die Modelle mit der Eichgruppe

Gso1 — G111 = G321 ® U(l)Z,
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die von den Superstring-Theorien als Modifikation der Eichgruppe G391 des SMs
oder MSSMs vorausgesagt werden. Die Moglichkeit, daf das betrachtete Modell
die Eichgruppe G391 nichttrivial enthélt (G123 C G), wird zum Ende des néchsten
Abschnitts untersucht.

Fiir eine solche Situation wird in diesem Abschnitt, ausgehend von einem all-
gemeinen Modell mit der Eichgruppe G, der Einfluf der mit der Eichgruppe
g = U(1)™ hinzukommenden Wechselwirkungen

G - G®yg

auf eine Fermionenmasse wie z.B. die des Top-Quarks untersucht. Sinnvoll ist dies
nur, wenn die Modelle mit den Eichgruppen G und G' ® g beziiglich Teilchenge-
halt und Quantenzahlen der einzelnen Gruppenfaktoren vergleichbar bleiben. Das
bedeutet, daf davon ausgegangen wird, daf die Klassifikation der Materie beziig-
lich des Anteils G’ unveréndert ist und sich der Teilchengehalt nur gering édndert.
Dies kann inbesondere fiir den Fall g = U(1)™ angenommen werden und wird an
dieser Stelle diskutiert. Die Erweiterung um einen nichtabelschen Anteil erfiillt
in der Regel nicht diese Voraussetzungen, so daf fiir diese Moglichkeit grokere
Verdnderungen zu erwarten sind.

Als erster Schritt wird g = U(1) gesetzt und im Anschluf auf mehrere abel-
sche Gruppen verallgemeinert. Die IR-attraktivsten Fixmannigfaltigkeiten fiir
den Sektor einer Yukawakopplung und N Eichkopplungen, darunter die ersten
asymptotisch nichtfrei, wurden mit (7.34) in Abschnitt 7.2 fiir das Modell mit
der Eichgruppe G zu

1 a1 pO-1) Ll—m
772+1,"'a77N+]-

bacry B bNaN> (9 1)

Ya B Eblal b1a1’ ’ biay

bestimmt. Es wird angenommen, daf mindestens eine asymptotisch nichtfreie
Wechselwirkung n > 1 im Ausgangsmodell existiert und dak es sich bei dem
kleinsten Landau-Pol im UV um den der Eichkopplung «; handelt.

Mit der Eichkopplung « der zusdtzlichen Wechselwirkung lautet die Fixlosung,
wenn nach wie vor der Sektor von «; bestimmend ist:

1 N g 1 F(N) 1; 1 —m b o b2a2 bNaN (9 2)
Yomg T biag n+1,n+1--,nv+1|bay’ by’ 7 by )’ .

oder wenn diese Rolle von « iibernommen wird:

1 _a 1 F(N)( 1;1—7’}

m+Lm+1l,--gv+1llba’ba’ ' ba

biay boory bNa’N) (9 3)
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Hierbei ist b der Koeffizient aus der RGG der Eichkopplung und 7 der Attrakti-
vitatkoeffizient beziiglich der Yukawakopplung yag,-

Im ersten Fall (9.2) gilt aufgrund der Landau-Pol Reihenfolge fiir die abelschen
Eichkopplungen a; und a:

b
0<% <1, (9.4)

bl (05}
Der Wert 0 bzw. 1 wird gerade auf den kartesischen bzw. IR-attraktiven Fixhy-
perebenen erreicht. Damit folgt mit der Euler’schen Integraldarstellung (F.5) der
Lauricella-Funktion

n o,
Fy (51 7 1

in diesem Fall fiir einen der Faktoren im Integranden:

_ P(fY) 1 a—1 _ \y—a—1 —tr 61
) _—F(a)F(V_a)O/dtt (1=t (1 —ta) P ...

—(n+1)
(1 -1~ < (1 _ tb o' ) <1,
biay
und damit fiir die Yukawakopplung ygg,:
LZ 1 > Ui a 1 FéN—l) Li—n—m 62042’_._
Yo ~ Yowg m+n+1mbo n2+ 1, by
r 1
= ( / uuy 771 —77—2 ) (95)
['(—n Yo (uas:)
wobei im letzten Schritt die Beziehung (F.21) auf Seite 215 ausgenutzt wurde.
Wegen
N
d 1 a 1 ;i +1 bia,- (N-1) 2; 2— m b2a2
s - _ 2 FY 22
duye (uas1) M bion = 1 —m by m+1 by
ni—=ni+1
51— h (bra)? ni =i+l

-~

>0

ist die Funktion 1/yg(u«) streng monoton fallend in u und es ergibt sich aus
(9.5):

iz 1 > (= —n—-1) 1
ye ~ Yosg ~ L(=m)T(-n—1)ye

1
1
/ duum(1—u)y2=— "1 1 g
m+n+1lye
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Im Falle von (9.3) folgt durch mehrfaches Verwenden von

0 S 61041

<1 9.7)

S

o

und der gleichen Vorgehensweise wie zuvor:

i> 1 > n a 1 F(N1)<1;_77_771 %@)
Ye  Yagg ~ N+m+1lnba P m+1,-|ba ba’
m__a 1 poven( Bl=m b
771+77+1’I71b1(l/1 b 772+1,"'b1(,l/1’
= Li (98)
m+n+1ye’ '

was formal identisch mit (9.6) ist. Der Unterschied besteht darin, daf in diesem
Fall die Mannigfaltigkeit (9.3) statt auf den Sektor der Eichkopplung «; auch
auf jeden der anderen ay..n reduziert werden kann, es sei denn die gesamte
Landau-Pol Reihenfolge ist bekannt.

Beinhaltet die Gruppe g mehrere U(1) Faktoren, so ergibt die mehrfache Anwen-
dung der obigen Herleitung in beiden Fillen:

m+>,m+1)
Yo < Yagg < 779 Ya (9.9)
1

wobei im Zihler auf der rechten Seite alle abelschen Anteile, die iiber das ur-
spriingliche Modell hinausgehen, summiert werden. Unter Verwendung der Baum-
graphenbeziehungen fiir die Masse des zur betrachteten Yukawakopplung korre-
spondierenden Fermions folgt:

1<

mG®g(M) S \/771 + Zg(n + 1) ) (9.10)

ma (1) m

Die Eichkopplung mit dem kleinsten Landau-Pol im UV des urspriinglichen Mo-
dells mit der Eichgruppe G wurde hier wiederum mit «; identifiziert. Das Er-
gebnis gilt fiir den gesamten RGF an einer beliebigen Impulsskala, so daf durch
die Evolution des RGFes vom UV zum IR die Abweichung von der urspriingli-
chen Masse im UV am grofiten sein und dem Wurzelausdruck auf der rechten
Seite entsprechen wird. Insbesondere wird sich die Masse durch Hinzunahme von
abelschen Wechselwirkungen vergrofern.
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Die Attraktivitdtskoeffizienten von Wechselwirkungen mit abelscher Eichgruppe
ergeben sich aus Abschnitt 3.8 zu:
(e SR e, £ 3 38

LTS STy o A Sy @

Der Strich an der Summe im Zahler steht hierbei fiir die ausschliefliche Summa-
tion liber die Teilchen, die an der Wechselwirkung der betrachteten Yukawakopp-
lung teilnehmen. Insbesondere gilt wegen 0 < Y /'Q?% < 3" Q%

1. (9.11)

11
“1>02 -5, —1>7" > -3, (9.12)

Die Koeffizienten konnen somit unabhingig vom jeweiligen Modell keine beliebig
kleinen Werte annehmen.

Die maximal denkbaren Korrekturen sind mit diesem Ergebnis fiir eine zusétzliche
U(1) wie folgt beschrankt:

> Mg (1) - \/mg — < 2,35 :nicht-SUSY . (9.13)

In konkreten Anwendungen liegen die Koeffizienten 7 sehr nahe bei —1, so daf
sich Abweichungen bis zu 10% im gesamten RGF ergeben. Bei der Evolution
zum IR wird dies auf wenige einstellige Prozentzahlen schrumpfen, wie sich am
Beispiel in Abschnitt 10.4 zeigen wird.

Wird mehr als eine Yukawakopplung entsprechend den im letzten Kapitel exakt
gelosten Féllen beriicksichtigt, so folgt mit (7.52) auf Seite 102 aus (9.8):

LﬂM—l)( Ll | —dpe )

g © niy—l—l,... o —di g
2
. 1
> 1 FM=1) Ll_ﬁ az — da Y2,Geq
~ YiGeg %—1—1,... a1 — di Y1,609
. 1
N m 1 M1 Ll=1y lag —dy o
D 1 7—,--.
m+>,m+1ye T+l |a—diyg
2

Einsetzen der Potenzreihenentwicklung (F.1) und Vergleich der einzelnen Sum-
manden ergibt, daf diese Beziehung nur gelten kann, wenn (9.9) fiir jede einzelne
Yukawakopplung erfiillt ist.

129



Mit der Beziehung (9.10) ist also gelungen, die Auswirkungen der Erweiterung
eines Modells mit allgemeiner Eichgruppe und beliebig gearteter Darstellung der
Materie um zusétzliche abelsche Wechselwirkungen auf die aus den Fixmannig-
faltigkeiten gewonnenen Yukawakopplungen des urspriinglichen Modells iiber die
gesamte Impulsskala zu begrenzen. Die Ubersetzung in die Baumgraphenbezie-
hung einer Fermionenmasse iibertragt dieses Ergebnis direkt auf diese (genéherte)
Grofe (9.10). Die Korrekturen erfolgen in beiden Beziehungen immer zu groferen
Werten und die obere Grenzen sind allein durch die Attraktivitatskoeffizienten
der hinzutretenden Eichkopplungen mit abelscher Eichgruppe und der mit dem
kleinsten UV-Landau-Pol im urspriinglichen Modell gegeben. Als Parameter ge-
hen in diese Grofsen die zugehorigen Ladungen der Teilchenfelder ein.

Diese Attraktivititskoeffizienten sind in ihrem Wertebereich modellunabhéngig
begrenzt (9.12). Dadurch bedingt ldft sich die iiberhaupt mogliche Korrektur
iiber die gesamte Impulsskala ebenfalls fiir das Verhiltnis von urspriinglicher
und Fermionenmasse des erweiterten Modells iibertragen. Fiir die die Hinzunah-
me einer einzelne abelschen Wechselwirkung ergibt sich damit fiir die aus der
Fixmannigfaltigkeit gewonnene (geniherte) Fermionenmasse fiir jedes Paar von
Modellen, die in dem zuvor geschilderten Verhiltnis stehen, eine maximale Kor-
rektur von 135% bzw. 73% Prozent im supersymmetrischen Fall (9.13), womit
im zweiten Fall etwa um die Hilfte kleinere Abweichungen zu erwarten sind.
Dies ist in Hinsicht auf die Vielzahl der denkbaren physikalischen Situationen an
den unterschiedlichsten Impulsskalen, vorausgesetzt der Evolutionsweg im jewei-
ligen Modell ist fiir die Attraktion auf die Fixmannigfaltigkeit hinreichend lang,
ein erstaunlich kleiner Bereich. Da diese Abweichungen die gesamte Impulsska-
la betreffen, wird die Korrektur hin zu kleineren p durch die Auswertung der
Fixmannigfaltigkeit je nach Evolutionslédnge kleiner ausfallen.

Die Attraktivititskoeffizienten nehmen in allen spéter besprochenen Anwendun-
gen Werte nur wenig kleiner als —1 an und fiihren damit z.B. fiir Erweiterungen
des SMs bzw. MSSMs um eine abelsche Eichgruppe zu maximal moglichen Verén-
derungen der Top-Masse von ca. 10% iiber den gesamten erlaubten Skalenbereich
des erweiterten Modells. Dieses speziellere Ergebnis ist deswegen von Interesse,
da fiir die Werte der zusétzlichen Eichkopplung keine experimentellen Ergebnisse
vorliegen. Voraussetzung fiir diesen direkten Vergleich der Massen ist in einer
solchen Situation, daf die Brechungsskala des iibergeordneten Modells nicht zu
weit von der Top-Masse entfernt ist und das Gleiten der freien Parameter im
Zwischenbereich gering ausfallt.

Solche Betrachtungen der Top-Masse sind trotz der mittlerweile erfolgten expe-
rimentellen Verifikation fiir die Modellbildung deswegen von Interesse, da iiber-
geordnete Theorien mit der Physik im IR-Bereich vertriglich sein miissen.
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9.2 Approximation von Fixmannigfaltigkeiten

Die Untersuchung der unterschiedlichen Modelle, die alle auf die eine oder ande-
re Art Erweiterungen des SMs darstellen, wird ergeben, daf z.B. die bestimmte
Masse des Top-Quarks unabhingig vom Teilchengehalt, der intakten Supersym-
metrie und Modifikation der Eichgruppe des SMs (351 ungefdhr von derselben
Grofenordnung m¢(174,3 GeV) ~ (100 — 300) GeV ist. Dies wurde im Falle von
Erweiterungen G = G391 @ U(1)™ im letzten Abschnitt geklart. Die Beobachtung
ist jedoch auch fiir Eichgruppen, die die G351 in Form von G = SU(3)¢ ® g mit
nichtabelschen g enthalten, giiltig und wird an dieser Stelle am Beispiel der links-
rechts-symmetrischen Modelle mit beliebigen skalaren Teilchengehalt untersucht.

Dazu wird, dhnlich dem letzten Abschnitt, die Fixmannigfaltigkeit einer Yuka-
wakopplung y = Y?/47 und N Eichkopplungen a; = g?/4m mit Hilfe der Fixun-
termannigfaltigkeiten abgeschitzt. Der Unterschied besteht darin, daf dies nun
innerhalb des Modells vorgenommen wird. Dadurch wird der aus der Fixman-
nigfaltigkeit bestimmte Wert der Yukawakopplung allein durch die Kenntnis der
Eichkopplungen mit dem groften Landau-Pol im IR (hier ziy) und kleinsten im
UV (hier j11) beschrankt. Als Parameter gehen nur noch wenige Koeffizienten ein,
die im wesentlichen gruppentheoretisch bestimmt sind. Das bestimmte Intervall
begrenzt wiederum die gesamte Impulsskala und wird aufgrund der Attraktion
des RGFes fiir die untersuchten IR-Massen deutlich geringer ausfallen.

Die Faktoren der Integraldarstellung (F.5) erfiillen fiir durch Null und Eins be-
schréinkte Argumente x die Ungleichungen:
0<z<1,0<t<1 = 0<1-t<1l-—tz<]l.
Dies bedeutet im einzelnen fiir die im weiteren auftretenden Verhiltnisse der
Eichkopplungen:
i=1,.,mb;<0 = p+1<0: (1—-t)"" < (1—ta)™ ! <1,

0 S biai

bray
i=n+1,.,N;b;>0 = n+1>0: (1—t) "> (1—tx) "' >1,
b — by W~ o~
0< NN Y fir [l < Tine (9.15)
bNOZN — blal

Die in Kapitel 7 bestimmte attraktivste Fixmannigfaltigkeit (7.34)

1 _ g 1 F(Nfl) 1, 1-— m b2a2 b36k3 o (9 16)
Yy mbiay m+1,ms+1,---|bioy by’ .

erfiillt mit (9.14) und (9.15) und der Abkiirzung
!

0 = Z(m +1)

=k

131



die folgende Ungleichung:

1 a 1 p(N—n—1) Ll-m |bppiomir
y — mbao Mgt + 1, brag
a 1 byoy ) (N—n—1) Ll—m
= 1— Fp, N
m by bioy M1+ 1L,y +1,1—m —5n+1
bNOzN — b2a2 bNaN
bNCYN — blal’ ’ bNO!N — bl(lfl
a 1 2) 1;1 — m bNaN
< 2 - F ’ 1l,—].
= mbioy —byay P (5T]:]+11, L—m =06 byay —biy

Je nachdem, ob der Parameter 1 — 7, — 62, positiv oder negativ ist, laRt sich
mit (9.14) oder (9.15) das letzte Argument weiter abschitzen. Fiir Eins-Eintréige

konvergiert die Lauricella-Funktion Fp ("‘;) nur, wenn vy > « + £ erfiillt ist:

A 1>mp 46N (9.17)
1<ﬁ 1 F(1)<1§1—7h 1):1 1
Yy~ mbiar —byay P \—m —nn ny byay — bioy’

B)  1<m+dy, <nv+1: (9.18)
1 a 1 o (L1-—m _ a 1
; = a[haq — bNOzNFD ( (5,];]_1__11 1) B _771 + 5711\;__11 byvay — biog

Der Fall A) deckt alle im néchsten Kapitel ausgewerteten Modelle ab. Ganz dhn-
lich ergibt sich:

1 a 1 F(N-n) Ll—m 1 bt 1041
- > ———F} . e
y m bioy 0%y M1 + 1, - biay
_ a 1 (N—n—1) 1;2— 5? bn—|—1a’n—|—1 L
5{" —1 blal b MNn+1 + 1, Tt b1a1 ’
_ a1 bNaN> - F(N-n-1) 1;2 — 6n
6?-1[)1&1 b16¥1 b nn+1+1,“‘,7]N_1+1,2—5{V
bNaN — bQCYQ bNaN
bNaN — blal’ ’ bNOzN — b1a1
a 1 F(l) 1; 2— 5? bNOfN .
- 5? - 1b1a1 —bNOzN b 2—5{\7 bNaN—b1a1

Wie bei der letzten Grenzfallbetrachtung, muf wieder unterschieden werden, ob
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der Parameter 2 — 0%V positiv oder negativ ist. Unter Beriicksichtigung der Kon-
vergenzbedingung folgt:

C) 2>4: (9.19)
1 a 1
— > ,
Yy -1 —5?[)]\[0[]\] —b1a1

D) 2<¢&Y, 1<6l (9.20)
1> a 1 (1) 1,2—5? _ a 1
y_ 1—5?bNOﬁN—b10!1 b 2—(5{\] 57]:[+1—1bNO!N—b1051‘

Der relevante Fall A) wird wegen 6 = 67 +6),, <df —m+1=004+2 <2
durch die Moglichkeit C) ergénzt, so daf sich insgesamt die folgenden relevanten
oberen und unteren Grenzfille ergeben:

1—o7
HFN (byay — b)) < y < - L (byay — bioy),  (9.21)
by 1—07 b
11— — < < —pf 11— — . 9.22
& oy ( pr1> < S < prl> (9.22)

Die letzte Zeile gibt den Wechsel zu den Variablen p, = y/an bzw. p; = a1 /ay
mit p; = bymn/a wieder. Der Wertebereich der aus der Fixmannigfaltigkeit ge-
wonnenen Yukawakopplung 14t sich somit iiber den gesamten Evolutionsweg
allein durch die zwei bestimmenden Eichkopplungen, deren Landau-Pole den
mathematischen Giiltigkeitsbereich der RGG beschrinken, den IR-attraktiven
Fixpunkt und den Attraktivitdtskoeffizienten der asymptotisch nichtfreien Wech-
selwirkungen bzw. ny begrenzen.

Das Ergebnis (9.21) ermoglicht es, fiir die in Kapitel 4 vorgestellten Modifikati-
on des SMs bzw. MSSMs in Form der links-rechts-symmetrischen Modelle (LR-
Modelle), den Wert, der Top-Masse ohne detailierte Analyse abzuschétzen. Diese
Modelle setzen alle eine Eichgruppe der Form

voraus. Anhand der RGG in Anhang B ergibt sich, daf die Koeffizienten der
starken Wechselwirkung b3 und 73 jeweils unverdndert in (9.21) eingehen und der
Koeffizient a,x = 10 statt a = 9 bzw. ;%Y = 14 statt ¢*"" = 12 lautet. Mit
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(9.22) gilt dann:

b 1—467 b
arr b3 Qrr 773 b3

wobei angenommen wurde, daf es sich bei dem kleinsten Landau-Pol im UV je-
weils um den der Eichkopplung ap ; handelt und daf in etwa ag. ~ a; an der
betrachteten Impulsskala gilt. Die Grofen ohne Index LR stehen fiir die entspre-
chenden Werte im SM bzw. MSSM. Im nichtsupersymmetrischen Fall ergibt sich
der Zahler der rechten Seite zu:

1/2 L
8+ 3n; +3ng 28’

L=07| = —mr =1+

wobei ny, bzw. ng fiir die jeweilige Anzahl der SU(2) Tripletts steht und im zwei-
ten Fall zur Brechung der LR-Symmetrie mindestens zwei Tripletts vorhanden
sein miissen. Im supersymmetrischen Fall gilt, da nun drei asymptotisch nicht-
freie Eichkopplungen auftreten:

SUSY

1—(5?‘LR = —NB.L— 7L —Nr—2
1/9 RN SR R, YL
4+3nL+3nR 2nL+nB 2nR+nB 90 ’

In diesem Fall geht die Anzahl der Bidubletts ein, die mindestens zwei betra-
gen muf, um die elektroschwache Brechung und eine nichttriviale Mischung im
Fermionensektor zu erlauben.

Mit diesen Werten ergibt sich:

LR (n=1): 106GeV
SUSY-LR (n=3): 157GeV

my(174,3 GeV)
my(174,3 GeV)/sin 3 :

287 GeV,

<
< 309 GeV.

<
<

Das Intervall ist im nichtsupersymmetrischen Fall auf ungefdhr 190 GeV und im
supersymmetrischen etwas kleiner auf 150 GeV beschrinkt. Interessanterweise
ergibt die Hinzunahme von zwei SU(2),-Tripletts z.B. fiir die obere Grenze im
supersymmetrischen Fall 260 GeV, wiahrend die untere in etwa unverdndert bleibt.
Ein hoher skalarer Teilchengehalt schréinkt somit den moglichen Wertebereich der
aus der Fixmannigfaltigkeit gewonnenen Top-Masse weiter ein.

Die einzelnen Fixhyperebenen grenzen die aus der attraktivsten Fixmannigfaltig-
keit gewonnenen Observablen stark ein. Den entscheidenden Einflufs haben hierbei
die Eichkopplungen, deren Landau-Pole den mathematischen Giiltigkeitsbereich
der Losung bestimmen, und deren zugehorigen Attraktivitdtskoeffizienten.

Dies ist inbesondere dann von Bedeutung, wenn ein Modell betrachtet wird, in
dem die unbekannten, iiber das SM und MSSM hinausgehenden Eichkopplungen
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an keiner Skala bekannt sind. Die asymptotisch nichtfreien unter ihnen lassen
sich tiber die IR-attraktiven Beziehungen des reinen Eichsektors festlegen (7.1),
was fiir die asymptotisch freien nicht moglich ist. Damit kann z.B. die Unter-
suchung einer supersymmetrischen LR-Theorie mit Hilfe der exakt bestimmten
Fixmannigfaltigkeiten leicht durchgefiihrt werden. Im nichtsupersymmetrischen
Fall kann zumindest durch die Approximation (9.21) eine Abschétzung vorge-
nommen werden.
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10 Anwendung auf das SM und dessen Erweite-
rungen

In diesem Kapitel wird die Auswertung der Fixmannigfaltigkeiten fiir die in Ka-
pitel 4 motivierten Elementarteilchenmodelle vorgenommen. Dabei werden die in
Kapitel 7 analytisch bestimmten Fixmannigfaltigkeiten fiir die einzelnen Modelle
angegeben und die gefundenen Beziehungen zwischen den Kopplungen anhand
von Graphiken verdeutlicht. Aus Darstellungsgriinden geben die Abbildungen in
der Regel einen kleineren Sektor als den nun mathematisch zugénglichen wieder.

Mit Hilfe der experimentell bestimmten Eichkopplungen g, 5 3 lassen sich dadurch
die zugehorigen sich aus den Fixmannigfaltigkeiten ergebenen Werte der Yuka-
wakopplungen und im supersymmetrischen Fall der trilinearen Kopplung und des
Higgs-Mischungs-Parameters bestimmen. Die Auswahl der Yukawakopplungen ist
aufgrund der aus Kapitel 7 zugénglichen analytischen Losungen (und zugehori-
gen trilinearen Kopplungen im supersymmetrischen Fall) auf die der Top- und
Bottom-Quarks beschriinkt. Da sie in der Ubersetzung auf die schwersten Fer-
mionenmassen fiihren, ist ihnen der grofte Einfluf auf den RGF zuzuweisen'®.

Die analytischen Losungen in Kapitel 7 erlauben im SM und MSSM nur die
Beriicksichtigung der Top-Yukawakopplung und allen Eichkopplungen bzw. der
Top- und Bottom-Yukawakopplungen und den Eichkopplungen «s 3. Entsprechen-
des gilt fiir die trilinearen Kopplungen im supersymmetrischen Fall. Aus diesem
Grund erfolgt in diesen Féllen die Darstellung verkiirzt, inbesondere da fiir das
SM und MSSM detaillierte numerische Studien im (ys,r, 01 2,3)- und dem Higgs-
Sektor in Zwei-Schleifen-Ordnung vorliegen [21, 22, 23, 24, 25]. Fiir die trilinearen
Kopplungen A; und A, im MSSM wird die Naherung a3 > a; ~ 0 im IR-Bereich
verwendet, da hier dquivalente Untersuchungen nicht vorliegen und diese Lésun-
gen zumindest Fixuntermannigfaltigkeiten darstellen. Im Falle der links-rechts-
symmetrischen Modelle bestehen diese Beschrankungen nicht.

In den Modellen, die Erweiterungen des SMs und MSSMs darstellen, werden ne-
ben den einzelnen Sektoren der Fixmannigfaltigkeiten'” im folgenden die nicht-
trivialen IR~attraktiven Fixuntermannigfaltigkeiten angegeben, die insbesondere
deswegen von Interesse sind, da die Werte der zusétzlichen Eichkopplungen nicht
bekannt sind und dies eine Moglichkeit bietet, sie iiber IR-attraktive Beziehungen
zum Teil festzulegen. Bei den betrachteten Theorien handelt es sich im wesent-
lichen um eine Klasse von links-rechts-symmetrischen Modellen mit minimalen

16Die Beriicksichtigung der Tau-Yukawakopplung ist in der Literatur numerisch gelungen
[21]. Eine analytische Losung fiir alle drei Yukawakopplungen der Fermionen dieser Generation
wurde nicht gefunden.

"Tm Gegensatz zum SM und MSSM ist in diesen Modellen iiber die Reihenfolge der Landau-
Pole der Ein-Schleifenordnung nichts bekannt.
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fermionischen Teilchengehalt und um die Erweiterungen des SMs bzw. MSSMs
um eine zusitzliche abelsche Wechselwirkung (vgl. Abschnitt 4).

Lakt der Giiltigkeitsbereich dieser Modelle einen hinreichend langen Evolutions-
weg zu, so konnten die IR-attraktiven Fixbeziehungen fiir kleine Impulsskalen in
guter Ndherung erfiillt sein. In den ersten Abschnitten zum SM und MSSM wird
ein letztes Mal auf die Zimmermann-artigen Fixmannigfaltigkeiten eingegangen,
die geringer IR-attraktiv sind.

Dieser Teil der Darstellung gibt damit die exakten Verhéltnisse fiir die Fixman-
nigfaltigkeiten in Ein-Schleifen-Ordnung der zugrunde liegenden RGG wieder und
kann in dieser Form in zukiinftige Untersuchungen unter den unterschiedlichsten
Pramissen verwendet werden.

Bei den Erweiterungen des SMs und MSSMs werden zusétzlich Auswertungen der
Fixmannigfaltigkeiten fiir die Massen des Top- und Bottom-Quarks vorgenommen
und mit dem Experiment verglichen. Dies ist als erste Nidherung anzusehen, da
dieser Analyse mehrere Annahmen zugrunde liegen:

e In der Zwei-Schleifen-Ordnung gehen bei der Ubersetzung der Yukawakopp-
lungen in die Polmassen m‘}‘“ neben den Fermionenmassen mg(u), die sich
aus den Baumgraphenbeziehungen ergeben (vgl. Abschnitt 3.7), die soge-
nannten Polmassenkorrekturen ein (vgl. z.B. [21]| und die dort angegebenen

Referenzen):
m]}ol
Gy = ).
my(p=m§") d
Der grofte Einfluf ist dem Korrekturterm

4
5p(mi") =~ ga;),(m‘} N,

zuzuschreiben, da er vom QCD-Anteil herriihrt. Er ist fiir die Top-Masse
mit az(m}®) ~ 0,109 von der GréRenordnung 5%.

Die Zwei-Schleifen-Ordnung wird im folgenden nicht beriicksichtigt und da-
mit inbesondere die Polmassenkorrektur vernachléssigt. Die Teilchenmassen
werden stattdessen durch m%”" =~ my(u = my) bzw. durch die nur gering
abweichende Angabe m(p = m; ~ 174 GeV) genihert, was aufgrund des
explorativen Charakters dieser Auswertungen gerechtfertigt ist.

e Stufeneffekte werden bei der gesamte Evolution nicht miteingeschlossen.

e Dementsprechend wird die supersymmetrische Brechungsskala Mg,sy im
Falle des MSSMs der Einfachheit halber mit der experimentell bestimm-
ten Top-Masse gleichgesetzt: Mgysy =~ mi® ~ 174 GeV, da dies auf die
Bestimmung der relevanten Grofen nur einen geringen Einfluf hat.
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Uber den Wert der Brechungsskala M eines dem SM oder MSSM iiberge-
ordneten Modells ist nur bekannt, dafs sie oberhalb des Giiltigkeitsbereichs
dieser beiden Modelle liegen muf. In diesem Kapitel wird der im Zusam-
menhang mit den Fixmannigfaltigkeiten interessante Fall betrachtet, daf
M Werte nicht weit oberhalb der Skala der Top-Masse annimmt. Falls das
Gleiten der Kopplungen im SM oder MSSM von M bis zu m}® gering aus-
fallt, werden dann die Ein-Schleifen-RGG des iibergeordneten Modells zur
Vereinfachung an der Skala m}® ausgewertet.

e Der Evolutionsweg im iibergeordneten Modell von der oberen Impulsskala
des Giiltigkeitsbereichs bis zu M muf fiir die IR-Attraktion des RGFes
durch die Fixmannigfaltigkeit hinreichend lang sein.

Alle Massenangaben miissen auf diesem Hintergrund als eine ungefihre Einord-
nung angesehen werden. Allerdings ist der Vergleich der unterschiedlichen Model-
le untereinander insofern aufschlufreich, da der Einfluf von z.B. der gewéhlten
Eichgruppe und dem skalaren Teilchengehalt studiert werden kann.

Genauere Angaben zu den jeweiligen Modellen und ihren RGG finden sich in
Kapitel 4 bzw. Anhang B. Als experimentelle Parameter gehen im folgenden ein
[45]:

Z-Boson Masse mz(mz) = 92,1882+ 0,0022 GeV
174,102 + 0,001 GeV

Higgs-Vakuum-Erwartungswert v

Top-Masse my(my) = 174,3+£5,1GeV

Bottom-Masse mp(mp) = 4,0—4,4GeV

Eichkopplungen ai(myz) = 0,016966 + 0,000013
as(myz) = 0,033717 £ 0,000036
az(my) 0,1192 £ 0, 0028

Die Eichkopplungen an der Skala der Top-Masse wurden unter Beriicksichtigung
hoherer Schleifenkorrekturen in [25] berechnet:

ar(my) = 0,017085 + 0,000013
az(my) = 0,033192 = 0,000036 (10.1)
as(my) = 0,1085 + 0,0028

Ebenfalls angegeben wird dort der Massenzuwachsfaktor fiir das Bottom-Quark:

my(p = ™)
my (1= mjp™))

=1, 54458, (10.2)

Es werden im folgenden nur die physikalischen Bereiche der Fixlosungen wieder-
gegeben, d.h. die Losungen, die auf positive Kopplungsquadrate fiihren.
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10.1 Standardmodell

Die Eichkopplungen des SMs zerfallen in die asymptotisch nichtfreie Wechselwir-
kung der U(1)y, in die asymptotisch freie der SU(2)r, sowie der starken Wech-
selwirkung SU(3)¢. Fiir y, := ¢#/4r = 0 sind die Fixmannigfaltigkeiten des
(y; := g?/Am, as, g, ap)-Sektors durch die Parameter in den RGG der Eichkopp-
lungen und der Top-Yukawakopplung im Anhang B vollstindig bestimmt:

Eichgruppe FEich-RGG Yukawa-RGG | n-Koeffizient Fixpunkt
UMy h=-% Xx=g m=-% (%) =%
SU2)1 by=2 =9 = -1 (ﬁ)::_%
SU(3)c by=14  yx3=16 — (ﬁ) =2

Hinzu kommt der Parameter « = 9 aus der RGG der Top-Yukawakopplung.
Die wohlbekannten Fixpunkte und deren Attraktivititskoeffizienten lassen sich
entsprechend dem Schema im Abschnitt 7.2 mit

(%):X R Y (10.3)

(67 a bz

reproduzieren. Im allgemeinen Fall zerfallen die Fixmannigfaltigkeiten in Unter-
sektoren, die jeweils durch die Eichkopplung mit dem kleinsten Landau-Pol im
UV bzw. im Zimmermann-artigen Fall von der Eichkopplung mit dem groften
im IR bestimmt sind. Im Falle des SMs (und auch MSSMs) sind diese Eichkopp-
lungen durch oy bzw. a3 gegeben.

Damit ergibt sich nach (7.34) (Seite 91) die IR-attraktivste, vierdimensionale
Fixmannigfaltigkeit zu:

A AN JaQ) Ll—m
— =\ D
o Qo me+1,m3+1

Dies ist die kompakteste Darstellung. Mit Hilfe der Transformation im Anhang
F lassen sich dquivalente Formen bestimmen, wie sie bei der allgemeinen Unter-
suchung in Kapitel 9 schon verwendet wurden. Explizit vorgefiihrt wird dies fiir
das SM und MSSM im Anhang E. An dieser Form (10.4) 148t sich besonders
leicht die Einbettung des UV-Fixpunktes (y;/a1)" = 11/10 im unphysikalischen
Grenzfall @y — oo ablesen, da die Argumente in der Lauricella-Funktion gegen
Null streben und sie den Wert Eins annimmt.

bza’g bga3)_1 (10 4)

51041’ bioy
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Eine zu (10.4) dquivalente Form ergibt sich mit (F.6):

e
L (2> (—10‘1 - 1) (10.5)
a3 n3 \a3 b30,/3
< F® ( Lil—m bzaz — bacrg bzas )_1
PA\m+1,—m —me—n3 — 1lbsaz — bioy” byaz — biay

die im extremen IR fiir a3 — oo auf den IR-Fixpunkt (y;/a3)” = 2/9 [9, 10]
fiihrt.

Hinzu kommen die Fixebenen o 53 = 0 bzw. by = bsorg, deren Schnitte mit
(10.4) auf die folgenden dreidimensionalen Fixuntermannigfaltigkeiten fiihren
(mit Hilfe der Transformationen und Reduktionsbeziehungen des Anhangs F):

Yt _ 772+773+1<2>*F(1)(1;772+773+2‘1_b20¢2)_1
g lai=0 3 o7 ne + 1 bzas ’

Y _ (&>*F(1)<1;1—771 53043)_1

a1 las=0 o b 73 +1 blal ’
A _ <£>*F(1)<1§1—771 b2f342>_1

a1 laz=0 O b 2 + 1 b1a1 ’
Yt _ <&>*F(1)< Ll—m b3043>1
Q1 lbaaz=bzas (05} b T2 + 3 —+ 2 blal )

Deren Schnitte untereinander und mit den Fixebenen o 5 3 fiihren wiederum auf
physikalische Fixgeraden bzw. Fixpunkte, wenn entsprechende Kopplungsverhilt-
nisse gewahlt werden, und ihre zugehorigen Attraktivitatskoeffizienten, wobei hier
nur die wiedergegeben werden, die auf positive Kopplungsquadrate fiihren:

*
. — [ ¥ — 11 — — . — _ 99
() w= (a—l) Q1 = 7501, a =0, a3=0 Th = —3g3»
*
. — t — 2 — — . — 1
(2): y= (;’—3) Qg = 503, o =0, ap=0 T3 = 7
*
. — m2tmstl ( yi _ 227 _ _ b3 . — 227
(3): =271 (a—S) a3 =03, a1 =0, ap=3az m+n+1l=F.

Alle anderen der 2* — 1 = 15 Fixgeraden/-punkte liegen in unphysikalischen
Parameterbereichen oder sind trivial. Es gilt fiir die Landau-Pole im IR

fs > iy & bzaz > by,

weswegen der RGF im extremen IR auf den attraktiven Fixpunkt (2) [9, 10]
zustrebt.
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Die Zimmermann-artige Losung ergibt sich aus (7.35) fiir den hier vorliegenden
Untersektor bsaz > baaug:

Y [ Yt *F(2) Lil—mns
— =\ D
o3 a3 m+1,m+1

Die Fixuntermannigfaltigkeiten folgen entsprechend. Der wesentliche Unterschied
besteht in der Tatsache, dafs diese Losung im UV auf asymptotisch freie Yu-
kawakopplungen fiihrt, was sich insbesondere darin zeigt, daf hier fiir die zu
den Fixgeraden (1) und (3) gehorenden Losungen gilt: 3, = 0. Gemeinsam ist
den beiden nichttrivialen Fixmannigfaltigkeiten der IR-attraktive Fixpunkt (2):
(y¢/a3)* = 2/9. Insgesamt, ergibt sich das in Abbildung 10 wiedergegebene Bild.

b1a1 bQOlg) -t (10 6)

b3043’ byors

Abbildung 10: Die Abbildung zeigt die nichttrivialen Fixmannigfaltigkeiten und
deren Untermannigfaltigkeiten (hervorgehobene Linien und Punkte) im SM fiir
die Top-Yukawakopplung und die drei Eichkopplungen, aufgetragen als Verhilt-
nisse. In dieser Darstellung gehen z.B. die im Text besprochen Fixgeraden in die
hervorgehobenen Punkte iiber. Dargestellt sind insbesondere die Fixhyperebene
boay = bgaz (H), die attraktivste Fixmannigfaltigkeit (R) und der Zimmermann-
artige Fall (Z). Die Losung (R) wurde in [21, 23] numerisch bestimmt und in
Abbildung 2, Seite 58 dargestellt.

Bei der Betrachtung des Top-Bottom-Sektors kann entsprechend dem Abschnitt
7.3 mit den Beziehungen (7.52) die analytische Losung nur fiir o; = 0 angegeben
werden. Die Auswertung dieser Fixmannigfaltigkeit fiihrt jedoch fiir die Top- und
Bottom-Massen im Vergleich zur numerisch in Zwei-Schleifen-Ordnung bestimm-
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ten Fixmannigfaltigkeit mit oy # 0 [21, 22, 23, 24, 25, 26] nur zu einer groben
Néaherung.

Fiir das reine Top-Bottom-System mit der Koeffizientenmatrix

~(ea)-(0)-(50)

ergeben sich die folgenden Fixpunkte und zugehdrigen Attraktivitdten dieses Un-
tersektors!®:

(1) : yp=0 :nt:”?:dTTa:—%
(2,)3 =0 :m=n
n . o . 1 1

Die Fixgeraden (1’) und (2) sind beide gleich IR-repulsiv, wihrend das Zusam-
menfallen der Yukawakopplungen offensichtlich IR-attraktiv ist. Alle drei Félle
sind insbesondere Fixhyperebenen des vollen Systems, deren Schnitte mit der hier
bestimmten Fixuntermannigfaltigkeit mit oy = 0 (vgl. (7.52), Seite 102)

b -1
(8%)

1 272
bgO[;),)

(10.7)

. 1
Yt ) (1’1_5

D 1
E-l-l

—1 %
yb> _772+773+1(yt> F(l)(1;772+773+2
— T D
(021

Yt 73 o3 ne+1

bzw. mit der Zimmermann-artigen Liosung

71 "
Yt () L1- % Yo _ (%) po Ll —mns
—+D 1 - - — D 1
(6%} p +1 |y Qa3 2 +

auf (10.4) bzw. (10.6) fithren: im Falle von y; = y, (3') muf in diesen beiden
Beziehungen die Ersetzung ¢ — a + d vorgenommen werden.

bﬂ) 7 (10.8)

bz

Im extremen IR-Bereich oy < a3 gehen beide Fixuntermannigfaltigkeiten in die
gemeinsame Fixbeziehung
@) (10.9)

yt_<yt)*F(1) L1-y
as = \as) 27\
3 a3 5—}-1 Y

18Die Fixpunkte der Bottom-Yukawakopplung beziiglich der Eichkopplungen sind mit dem
Top-Fall identisch.
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mit (y;/a3)* = (x3 — b3)/a = 2/9 iiber. Die beiden Untersektoren y, < y; und
y» > Yy lassen sich aufgrund der Ordnung Eins der Lauricella-Funktion mit Hilfe
von quadratischen Transformationen [117] gemeinsam beschreiben:

ety _ 20 (1;5/2‘ Ayys )
D ( .

a9 1/2 1yt + y)?

Graphische Darstellungen von (10.7), (10.8) bzw. (10.9) entsprechenden Bezie-
hungen werden im néichsten Abschnitt am Beispiel des MSSMs wiedergegeben.

10.2 Minimal Supersymmetrisches Standardmodell

Neben den numerisch anders gearteten Koeffizienten fiir y, := hZ/47 = 0 im
Sektor (y; := h?/4m, a3, ag, 1) (vgl. Anhang B)

Eichgruppe FEich-RGG Yukawa-RGG | n-Koeffizient Fixpunkt

vy b=-% u=% w9 (%) -2
SU(Q)L b2:—2 X2:6 772:—4 <g—t2) :%
SUGc  h=6 xw=2 |m=1  (%)'=%

besteht ein wesentlicher Unterschied des MSSMs gegeniiber dem SM von Seiten
der Fixmannigfaltigkeiten darin, dal nun zwei der drei Landau-Pole gy und zis
im UV liegen. Der Landau-Pol fi; begrenzt auch hier den (mathematischen) UV-
Bereich der Ein-Schleifen-Ordnung: fi; < jio.

Da es im MSSM notwendig ist, neben H, noch ein zweites schwaches Higgsdublett
Hjy (vgl. Abschnitt 4.2) einzufiihren, existiert ein zusétzlicher Parameter 3, der
das Mischen der Vakuumerwartungswerte dieser beiden Dubletts beschreibt:

Vg

(0| H,|0) = (%) (0| Hyl0) = (fd) V4= : tanf:= (10.10)

Uy,

Die attraktivste Fixmannigfaltigkeit ergibt sich dhnlich wie im SM aus (7.34)
(Seite 91) zu:

b2a2 bngg) -

b1a1 ’ b1a1

* 1;1—
Y _ (&) F? < T (10.11)
Q1 Q1 mn+1,n+1
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Dies ist wie im SM die kompakteste Form, die fiir Grenzfallbetrachtungen im UV
am giinstigsten ist. Mit Hilfe der Transformation (F.6) auf Seite 211 werden Aus-
wertungen im IR-Bereich durch die folgende dquivalente Beziehung erleichtert:

/b
LU (ﬁ) <—1a1 - 1) (10.12)
a3 N3 \ Q&3 bzors
< F® < Ll—m bsaz — bacro b )_1
b Mo+ 1,—m —mo —m3 — 11bsas — biay bsas — bioy

Durch die zwei im MSSM vorhandenen asymptotisch nichtfreien Eichkopplungen
a1 und qy existiert im Gegensatz zum SM eine zuséitzliche IR-attraktive Bezie-
hung by = bera, die sich allerdings in der Beschreibung der Verhiltnisse im IR,
also in etwa bis zu Masse des Top-Quarks, als wenig erfolgreich herausstellt [23].

Die Fixuntermannigfaltigkeiten sind durch die verdnderten Parameter zum Teil
von anderer Gestalt als im SM, was darin begriindet ist, dal die Konvergenz der
Lauricella-Funktionen fiir Argumente b;c;/bjo; = 1 abhéngig von den Attrakti-
vititskoeffizienten 7; ist (vgl. Anhang F, insbesondere (F.11)):

Y _ (&)*Fu)(l;l—m bsozs)_l
Q9 la1=0 (6] b 3 + 1 bQOtQ ’
Y _ (% ) Jae) 1;1—mbsaz)
a1 laa=0 (0] b N3 +1 b1a1 ’
vl _ (%)yﬂpm <1s1 —m 62042)_1
a1 laz=0 (03] b T2 +1 blel ’

_ m+mn+1 (&)*F(U (1;—771 — M2
baaz=b10 T aq N3 + 1

Y
aq

bz -

b1a1

Es existieren vier nichttriviale Fixgeraden, die auf positive Kopplungsquadrate
fithren:

1)y :(g_l) o = o, a=0, a3=0 1q=-%4
2): w= (i’—;) oy = 20y, =0, a3=0 :1m=—4
(3) yt:(&) a3 = o043, Ck1:0, as =0 :n3:ga
(@) y = ntmtl (Ei—i) o =Way, ay=Bay, ay=0 i+l
409
99 -
(10.13)

Die Fixpunkte (1) und (3) der entsprechenden Fixverhéltnisse wurden erstmals in
[19] diskutiert, s.a. [22]. Fiir die physikalischen Gegebenheiten (117 < p2) fliefit der
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RGF auf der Fixmannigfaltigkeit vom IR-repulsiven Fixpunkt im UV (y/aq)* =
56/45 (1) in den IR-attraktiven Fixpunkt im IR (y/a3)* = 7/18 (3).

Im MSSM besteht die Zimmermann-artige Fixmannigfaltigkeit aus einem einzi-
gen Sektor, der bis auf die verdnderten Parameter formal identisch mit (10.6) ist.
Die Losungen reduzieren sich wiederum durch Schnitte mit den Fixhyperebenen,
was sich bis zu den Fixgeraden fortsetzen lift, die jedoch mit Ausnahme des
IR-attraktiven Falles (3) wiederum auf eine asymptotisch freie Yukawakopplung
y; = 0 fiihrt. Beide Fixmannigfaltigkeiten zusammen mit ihren Untermannigfal-
tigkeiten sind in Abbildung 11 fiir entsprechende Kopplungsverhéltnisse bzw. fiir
az = 0 in Abbildung 6 (Seite 75) wiedergegeben.

Abbildung 11: Die Abbildung zeigt die nichttrivialen Fixmannigfaltigkeiten und
deren Untermannigfaltigkeiten (hervorgehobene Linien und Punkte) im MSSM
fiir die Top-Yukawakopplung und die drei Eichkopplungen, aufgetragen als Ver-
héltnisse. Insbesondere sind die Fixhyperebene by = boas (H), die attraktivste
Fixmannigfaltigkeit (R) und der Zimmermann-artige Fall (Z) dargestellt. Die
Losung (R) wurde in 21, 23] numerisch bestimmt und in Abbildung 3, Seite 58,
wiedergegeben.
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Der bisher betrachtete Sektor (y;, as, e, 1) kann ohne Einschriankungen um die
trilineare Kopplung A;, den Higgs-Mischungs-Parameter B und die Gaugino-
Massen M, o3 des weichbrechenden Sektors erweitert werden, deren allgemeine
Gestalt in den Unterabschnitten 7.4.1 und 7.4.2 bestimmt wurde. Alle nicht ge-
nannten Kopplungen werden damit weiterhin als vernachlassigbar angenommen,
also inbesondere die Yukawakopplungen'® y, bzw. y, und die trilinearen Kopp-
lungen A, bzw. A..

Fiir die trilineare Kopplung A; des weichbrechenden Sektors ergibt sich in diesem
Sektor aus (7.66) auf Seite 107 fiir die attraktivste Fixmannigfaltigkeit?°:

L. 30 1 My 9 2;1—m by bsas
Ly = LM p |
a m bioy ne+1,m3+1lbiar” by
ne+1 beay My F](DQ) < 2;2—m
m (1 —m) broy broy m+2,m3+1
s+ 1 bzaz Mz o < 2;2—m
m(1—m)biog by ne+1,m3+ 2

b2a’2 b30!3
b1a1 ’ bloq
b2a2 b3013

) (10.14)

b1041’ biay

Die Top-Yukawakopplung ist hierbei iiber (10.11) bestimmt, so da auf den Fix-
mannigfaltigkeiten die Kopplungen y; und A; allein als Funktionen der Eichkopp-
lungen a; und Gaugino-Massen M, aufgefaft werden konnen. Diese Mannigfal-
tigkeit ist aus Darstellungsgriinden fiir cy = 0 in Abbildung 12 wiedergegeben.

Wie im Abschnitt 7.4 erldutert, gehen die Gaugino-Massen keine Fixbeziehungen
ein, so dak sich die einzige nichttriviale Fixuntermannigfaltigkeit von (10.14) aus
by = beay ergibt. Diese ist jedoch, wie zuvor erwiahnt, im Falle des MSSM fiir
die Beschreibung der IR-Physik nur wenig geeignet [23], so daf auf deren Angabe
verzichtet wird. Interessant sind die mathematischen Grenzfille im IR bzw. im
UV (vgl. Unterabschnitt 7.4.1), die auf die folgenden Fixpunkte fiihren:

lim Ltl =—1 bzw. lim L =—1,

u—p3 M3yt/2 p—>ji1 Mlytl/Z

oder unter Verwendung der IR und UV Fixbeziehungen (3) bzw. (1) in (10.13):

(10.15)

A
1imi:— ° bzw. lim b= 56

U3 M3a;’/2 18 p—> i1 Mla/}/Q - 45

(10.16)

9Fiir den Sektor mit allen drei Yukawakopplungen h:p, # 0 und allen Eichkopplungen
a1,2,3 # 0 steht die analytische Bestimmung der Fixmannigfaltigkeit noch aus. Diese wurde
numerisch in [21, 22, 23, 24, 25] angegeben und fiihrte auf eine erfolgreiche Beschreibung der
Massen des Top- und Bottom-Quarks bzw. des Tau-Leptons.

20 Auf den weniger IR-attraktiven Zimmermann-artigen Fall wird hier nicht mehr eingegan-
gen.
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0™0
IR

Abbildung 12: Fixmannigfaltigkeit der trilinearen Kopplung A; im MSSM. Neben
den Fixpunkten im IR und UV sind keine weiteren vorhanden. Linie 1 steht fiir
unifizierte Eichkopplungen, Linie 2 fiir Gaugino-Massen.

b1a1
blal—b3a3 0.

Abbildung 13: Fixmannigfaltigkeit des Higgs-Mischungs-Parameters B im MSSM.
Die Linien und Punkte entsprechendenen denen der Abbildung 12.
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Die Fixmannigfaltigkeit des skalaren Mischungsparameters B l&ft sich anhand
der allgemeinen Beziehung (7.81) auf Seite 112 durch die Fixmannigfaltigkeiten
von y; (10.11) und A; (10.14) ausdriicken®!:

1 5 3 8
= S Aw; Y2 4 = My 4+ SMy + - M. (10.17)

B
1 198 2 9

Diese Fixmannigfaltigkeit ist ebenfalls aus Darstellungsgriinden fiir ap = 0 in
Abbildung 13 auf Seite 147 wiedergegeben.

Die extremen IR- und UV-Grenzfille fithren auch fiir die B-Kopplung auf ent-
sprechende Fixpunkte, die sich mit (10.15) und (10.17) leicht angeben lassen:

B 1 8 7 B 1 5 A7
I =421 baw i - o+ 2 =2 (1018
s~ atoT 1 P Mmoo =t g T T (1018)

Eine vollstindige Bestimmung aller Fixpunkte im weichbrechenden Sektor des
MSSMs findet sich in [25].

Insgesamt wird mit den bisher angegebenen Fixmannigfaltigkeiten der neundi-
mensionale Parameterraum (y;, oy 2,3, At, M1 23, B) beschrieben.

Die beiden in den Abbildungen (12) und (13) aufgetragenen Flichen besitzen kei-
ne Fixuntermannigfaltigkeiten. Eingezeichnet sind zum einen die Parametergera-
den, die die Anfangswerte fiir eine Unifizierung der Gaugino-Massen bzw. fiir eine
Unifizierung der Eichkopplungen im Rahmen einer GUT stellen. Fiir den speziel-
len Fall, dak diese Skalen identisch sind, wurde die zugehorige Losungstrajektorie
eingezeichnet. Die Gerade der Gaugino-Unifizierung ist dadurch ausgezeichnet,
daf fiir sie im gesamten Parameterraum Ay, 12 J/(My + M3) = —1/2 gilt.

Die im Abschnitt 7.3 bestimmten Fixmannigfaltigkeiten konnen im Falle des
MSSMs fiir 4, # 0 und A, # 0 nur dann verwendet werden, wenn gleichzeitig
ay; = 0 erfiillt ist. Dies ergibt zwar ebenfalls eine IR-attraktive Fixunterman-
nigfaltigkeit, ist jedoch fiir den physikalischen IR Grenzfall p = m;™ nur eine
Néaherung. Im reinen Eich-Yukawa-Sektor wird deswegen auf die entsprechenden
numerischen Untersuchungen verwiesen [21, 23, 24|. Da fiir den um A, erweiterten
Sektor auch numerisch keine hoherdimensionalen Fixmannigfaltigkeiten bestimmt
wurden, wird im folgenden ein solcher Fall zumindest fiir die IR-attraktive Fixun-
termannigfaltigkeit des Sektors (y;p, a3, Arp, Mo 3) wiedergegeben. Dazu wird in
einem ersten Schritt der Sektor (y:s, v 3) beschrieben.

21Der skalare Mischungsparameter des Superpotentials y ist nicht mit der Impulsskala p zu
verwechseln, was jedoch die iibliche Konvention darstellt.
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Fiir den reinen Top-Bottom-Sektor mit der Koeffizientenmatrix

. a dy \ [ a d\ [ 12 2
\d, o ay) \Nda) \ 2 12

ergeben sich die folgenden zusitzlichen Fixpunkte und deren Attraktivitdten:

(e[

(1): =0 p=2np=9%=~
2): u=0 :mp=n
(3): vy =1 :ntb:_ﬁ:%

g My

Die Attraktivitit des symmetrischen Fixpunktes y;/y, = 1 (3') ist wiederum
viel starker ausgeprigt als im nichtsupersymmetrischen Fall in Gestalt des SMs,
wahrend die Repulsivitit im UV geringer ausfillt. Die attraktivste Fixmannig-
faltigkeit lautet in diesem Fall fiir oy = 0:

1F(1) 131_% w\ a1 Jas) (1;1—7)2
5l w) " mha? Ut
Yt T2 b2Crg n3 +

Yt % +1
bzw. ist im Zimmermann-artigen Fall formal identisch mit (10.8). Die Unterman-
nigfaltigkeiten ergeben sich wie beim SM erldutert.

b3“3) (10.19)

bacry

Das Ergebnis (10.9) aus dem letzten Abschnitt zum SM fiir den Fall as = a; = 0
bleibt im IR ebenfalls in dieser Form giiltig und l&ft sich in diesem Spezialfall

durch 7 1;5/2) 4
Yet Y _ _Fg) ;5/ ‘ YbYt . (10.20)
Qa3 18 ]_1/5 (yt —+ yb)
ausdriicken. Diese Fixmannigfaltigkeit wurde erstmals in [19, 21| beschrieben und
wie im Falle des SMs numerisch bestimmt (vgl. Abbildung 4, Seite 59 und [21]).
Der grofere Sektor entsprechend (10.19) bzw. die Zimmermann-artige Losung
wird in Abbildung 14 dargestellt.

Mit dem allgemeinen Ergebnis (7.72) aus Abschnitt 7.4.1 folgt fiir den Sektor
(Ytpy 02,3, At p, M 3) im Falle dieser Fixuntermannigfaltigkeit:

Ay, P [1 = (dy, + ayy) F()] — Ay, ' [1 = (dys + ayy) F()]

(@ — d)(ye — u)
b3043
@ .

2
OF 1 1 1;1—
=S 02O ey L L g ( v
i=1 Ooy
Die explizit durchgefiihrten Differentiationen ergeben die rechte Seite in (10.14).

i abw@ b 3+ 1
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Abbildung 14: Die Abbildung zeigt die Fixmannigfaltigkeiten und deren Unter-
mannigfaltigkeiten (hervorgehobene Linien) im MSSM fiir die Yukawa-Top- und
Bottom-Kopplung und die Eichkopplungen as und a3 (o = 0), aufgetragen
als Verhiltnisse. Insbesondere sind die Fixhyperebene vy, = vy, (H), die attrak-
tivste Fixmannigfaltigkeit (R) und ohne Kennzeichnung die Zimmermann-artige
Mannigfaltigkeit, die sich im Vordergrund befindet, dargestellt. Die letztere fiihrt
wiederum im UV fiir ap/ag > 0 auf asymptotisch freie Yukawakopplungen. Die
Fixlinie (10.20) in der Top-Bottom-Ebene wurde in [19, 21| erstmals beschrieben
und ist bereits explizit in der Abbildung 4 (Seite 59) bzw. in [19, 21] wiedergege-
ben.

Die Abbildungen 15 und 16 geben die durch (10.21) bestimmte Fixmannigfal-
tigkeit der trilinearen Kopplungen A;;, der zugehorigen Yukawakopplungen v,
der Eichkopplungen oy 3 und der Gaugino-Massen M, 3 fiir zwei ausgewéhlte Im-
pulsskalen wieder. In Abbildung 15 wurde eine Unifizierung der Gaugino-Massen
angenommen. An der Skala der Z-Bosonen-Masse u = myz >~ 91 GeV ergibt sich
mit Hilfe der experimentellen Parameter auf Seite 138 die Abbildung 16. Hier-
bei wurden das Gauginomassenverhiltnis durch die Annahme einer gemeinsamen
Unifizierung von Eichkopplungen und Gaugino-Massen an der GUT-Skala fest-
gelegt: My /M3 = ay/ag (vgl. Beziehung (7.59) auf Seite 106).
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_1
Abyb 2
Ma+M3

_1
2 Ary, .
M2+M3 M2+M3

(=1,0,0)

(=1/2,0,0)

Atyt_% (0,0,0)
My+Ms;

Abbildung 15: Die Abbildung zeigt die Fixmannigfaltigkeit der trilinearen Kopp-
lung A:, und der zugehérigen Yukawakopplungen im MSSM (rechts in der Auf-
sicht), ausgewertet an der Skala der Unifizierung der Gaugino-Massen.

Abyb
My+Ms;

Ay, ? 0,0,0)

Abbildung 16: ... und an der Skala der Z-Bosonen-Masse.
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10.3 Links-Rechts symmetrische Modelle

Haufig diskutierte Erweiterungen der Eichgruppe G39; des SMs bzw. MSSM
sind die in Abschnitt 4.4 geschilderten links-rechts-symmetrischen Modelle (LR-
Modelle) mit der Eichsymmetrie G91 := SU(3)c @ SU(2), @ SU(2)r®@U(1)p.L-
Diese Theorien kénnten in ihrer supersymmetrischen Variante fiir Skalenbereiche
oberhalb des MSSMs Giiltigkeit besitzen oder im nichtsupersymmetrischen Fall
Erweiterungen des SMs darstellen.

Der fermionische Materiegehalt der im folgenden diskutierten Modelle ist mi-
nimal, d.h. er geht abgesehen von der Erweiterung der Leptonendarstellungen
beziiglich G'3901 nicht {iber den des SMs bzw. des MSSMs hinaus. Uber den skala-
ren Sektor, der in den betrachteten Modellen aus einer Anzahl ng von schwachen
Bidubletts, n;, SU(2).-Tripletts und nr SU(2)g-Tripletts besteht, ist nichts be-
kannt, auker, dak er eine elektroschwache Brechung (ng > 1) und eine Brechung
der Paritdt (ngp > 1) erlauben mufl. Zusétzlich muf fiir die in Abschnitt 4.4 vor-
gestellten Modelle ein zweites Bidublett (np > 2) eingefiihrt werden, um eine
triviale Mischungsmatrix im Fermionen-Sektor zu vermeiden. Im Supersymme-
trischen Fall kénnen die (Super)Tripletts nur in Paaren mit entgegengesetzter
U(1)p.r-Ladung auftreten, womit entsprechende chirale Anomalien vermieden
werden und insbesondere ny > 2 erfiillt sein muk.

Der Abschnitt beginnt mit der Darstellung der Fixmannigfaltigkeiten im Sek-
tor der Top- und Bottom-Kopplungen y;; und aller Eichkopplungen ac 1.z 5.1,
ar??, im supersymmetrischen Fall ergéinzt um die trilinearen Kopplungen Ap
und allen Gaugino-Massen M¢ 1, g g1, des weichbrechenden Sektors. Damit kann
in diesem Modell der grofte Kopplungsektor der im vorliegenden Kapitel betrach-
teten Theorien durch die in Kapitel 7 analytisch bestimmten Fixmannigfaltigkei-
ten beriicksichtigt werden, was in der symmetrischen Struktur der RGG von y;;
in diesen Modelle (Anhang B) begriindet ist. Fiir den leptonischen Anteil der
schwersten Generationen ist dies nach wie vor nicht moglich. Da jedoch auch nu-
merisch von Seiten der Fixmannigfaltigkeiten bisher keine Untersuchungen vorlie-
gen, stellt dies einen wichtigen Schritt zur Bestimmung der IR-attraktiven Fix-
mannigfaltigkeiten im vollen Parameterraum dar, insbesondere da es sich um
analytische Beziehungen handelt.

Im zweiten Teil dieses Abschnitts werden die Top- und Bottom-Massen und der
Mischungsparameter tan 5 des Higgs-Sektors der elektroschwachen Brechung fiir
den supersymmetrischen Fall aus den Fixmannigfaltigkeiten in einer ersten Nahe-
rung bestimmt. Dabei wird davon ausgegangen, daf die LR-Modelle bis oberhalb
des IR-Bereichs (1-10 TeV) Giiltigkeit besitzen. Erlduterungen zu den hierbei
getroffenen Annahmen finden sich in der Einleitung dieses Kapitels auf Seite 39.

22Gemeint sind wie zuvor jeweils die quadrierten und auf 47 normierten Kopplungen.
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10.3.1 Fixmannigfaltigkeiten von links-rechts-symmetrischen Model-
len

In diesem Unterabschnitt werden die Fixmannigfaltigkeiten der diskutierten LR-
Theorien, soweit sie durch die in Kapitel 7 bestimmen allgemeinen Beziehungen
wiedergegeben werden konnen, analytisch angegeben und graphisch dargestellt.
Letzteres muft aus Griinden der Darstellung fiir Fixuntermannigfaltigkeiten vor-
genommen werden und beschriankt sich auf den supersymmetrischen Fall, da die-
ser Moglichkeit in der Literatur ein grofserer Stellenwert zukommt. Allen An-
gaben beruhen auf den im Anhang B notierten RGG in ng = 3 Generationen
und gehen in diesem Abschnitt von einer beliebigen Zahl ng von Bidubletts,
ny, SU(2)r-Tripletts und ng SU(2)g-Tripletts aus. Fiir die Abbildungen werden
dabei folgende Beispiele gewihlt:

Modell np Ny Ngr

I 2 0 2
(10.21)

II 2 2 2
ITI 2 0 4

Das Modell II ist manifest links-rechts-symmetrisch, d.h. auch der skalare Teil-
chengehalt orientiert sich an dieser Symmetrie. Untersuchungen beziiglich der
Moéglichkeit von radiativ vermittelten Brechungsszenarien wurden im supersym-
metrischen Fall in [97] fiir das Modell I durchgefiihrt??.

Uber die Reihenfolge der Landau-Pole der Ein-Schleifen-Ordnung ist nichts be-
kannt, so dak hier alle Sektoren der jeweiligen Fixmannigfaltigkeit relevant sein
konnten (vgl. Abschnitt 7.2).

Als wichtige Parameter gehen die Koeffizienten b; der RGG der Eichkopplungen

do;/dt = —b;a? in die Fixmannigfaltigkeiten ein:
nicht-SUSY : SUSY :
be = 14, be = 6,
br = 3(20 —np — 2ng), |br = —2(np+2ng), (10.22)
b = 3(20 — np — 2ny), | b, =—2(ng+ 2ny),
bp.r, = —(3np +3ng +8), | bp. = —3(3nL + 3ng + 4).

Wird im nichtsupersymmetrischen Fall fiir by g ein nicht ungewdhnlich hoher

23Zusitzlich wurde in der Arbeit [97] noch der Fall eines einzigen Bidubletts betrachtet.
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skalarer Teilchengehalt angenommen, so setzt sich der Anteil der Fixmannigfal-
tigkeiten, in die die Eichkopplungen eingehen, aus einem einzigen Sektor, be-
stimmt durch den Landau-Pol von ap; und im supersymmetrischen Fall aus
drei Sektoren, jeweils dominiert von «y, ag und apgj, zusammen. Die RGG der
Eichkopplung der starken Wechselwirkung o ist mit der des SMs bzw. MSSMs
identisch.

Die Fixpunkte und Koeffizienten, die die Attraktivitdt zwischen der Top- bzw.
der Bottom-Yukawakopplung beziiglich dieser Eichkopplungen beschreiben (vgl.
Abschnitt 7.2, insbesondere (7.14) und (7.18)), ergeben sich zu:

nicht-SUSY :
(yt,b/ac)* = % : Nc = %,
(yio/orn)” = "otpntd gy = 2
X _ 27/2
(Yep/ar)” = % : Nr = 20—nB/—2nL -1,
* 6(nL+nR)+17 . _ 1/2
ap) = o L= —5 "= — 1,
éyljt’;/\-/ B L) 20 773 L 3nL+3nR+8 (1023)
(yt,b/ac)* = % : Nec = g,
(yt b/aR) = w : Nr = _anan -1
(yt b/a'L)* = W : NrR = _nB-f2nL -1
27 37 1/9
(yep/opr)” = % © NBL = _3nL+é'I‘LR+4 - L

Aufgrund des minimal mdoglichen skalaren Teilchengehalts ng > 2 und ng > 1
bzw. ng > 2 gilt insbesondere im supersymmetrischen 7y +ng + 1 < 0 bzw.
im nichtsupersymmetrischen Fall n;, + ng + 1 > 0, was bei der Bestimmung der
Fixuntermannigfaltigkeiten eine Rolle spielt.

Im supersymmetrischen Fall sind alle Fixpunkte im Sinne von positiven Kopp-
lungsquadraten physikalisch und bis auf den der starken Wechselwirkung unab-
hingig vom Teilchengehalt IR-repulsiv. Eine solche generelle Aussage kann fiir
den nichtsupersymmetrischen Fall nicht getroffen werden. Die Fixpunkte, die mit
der Eichkopplung apj eingegangen werden, sind immer IR-repulsiv. Beziiglich
der starken Wechselwirkung gilt dasselbe wie bei der supersymmetrischen Vari-
ante. Die Verhaltnisse beziiglich der Eichkopplungen ay g sind hier stark sensitiv
fiir die Gegebenheiten des skalaren Teilchengehalts.

Die im folgenden angegebenen Beziehungen sind IR-attraktive Fixmannigfaltig-
keiten und ergeben durch Schnittbildung mit den nichttrivialen Mdglichkeiten
deren Fixuntermannigfaltigkeiten.
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Fiir den nicht- als auch den supersymmetrischen Fall stellt

Yt = U

eine solche Beziehung dar (vgl. (7.45)). Der relative Attraktivitétskoeffizient er-
gibt sich mit a = 10 bzw. a¢°"®¥ = 14 und d = 6 (7.45) zu:
=y 1 —SUSY 2
== =_ 10.24
77 47 T’ 57 ( )
womit der supersymmetrische Fall erneut IR-attraktiver ist. Im Gegensatz zum
SM oder MSSM bleibt dies auch fiir nichtverschwindende Eichkopplungen mit
abelscher Eichgruppe giiltig. Erst durch y, # 0 wird dies verletzt. Im supersym-
metrischen Fall besteht fiir die trilinearen Kopplungen eine dquivalente Fixbezie-
hung (7.74) in dieser zuletzt genannten Fixebene:

Ay = Ay, fiir yp = us.

Die asymptotisch nichtfreien Eichkopplungen kénnen ebenfalls IR-attraktive Fix-
beziehungen eingehen (vgl. Abschnitt 7.1, insbesondere (7.1)). Im nichtsupersym-
metrischen Fall fiir einen nicht ungewohnlich grofen Teilchengehalt besteht diese
Moéglichkeit nicht, da dann nur die Eichkopplung ap.; asymptotisch frei ist. In
einer supersymmetrischen Theorie dagegen existieren die folgenden — fiir die spa-
teren Anwendungen — besonders wichtigen Md&glichkeiten:

SUSY: (10.25)
%_nB—i-QnR aj, _§3nL+3nR+4 Qg _§3nL+3nR+4
apR N ng -+ 2nL’ aB.L, B 2 ng + 27LL ’ aB.L N 2 ng + QTLR ’

Insbesondere konnen auch mehrere dieser Fixhyperebenen vom RGF fiir eine hin-
reichend lange Top-Down-Evolution im Giiltigkeitsbereich des jeweiligen Modells
fiir kleine Impulsskalen angendhert erfiillt sein.

Die Werte der Eichkopplungen sind an keinem Punkt der Impulsskala experi-
mentell bekannt. Bedingungen fiir das Gleiten dieser Kopplungen ergeben sich
im Rahmen der Unifizierung [123].

Fiir einen langen Evolutionsweg konnte die IR-attraktive Fixhyperebene bpap =
brag aus (10.25) fiir einen beliebigen skalaren Teilchengehalt im supersymmetri-
schen Fall in etwa verwirklicht sein, was im unteren Bereich der Impulsskala der
Modelle die Eichkopplung oy, g in ihrem Wertebereich einschrankt.

Fiir die manifest links-rechts-symmetrischen Modelle wird in der Literatur haufig
die Annahme ag(p) = ar(u) getroffen (vgl. z.B. [89]), was einer diskreten LR-
Symmetrie entspricht und sich mit (10.25) und
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b
ng=n;, = br=0b, = atd =E = 1 (1026)
apr bL

als IR-attraktive Fixbeziehung des gesamten Parameterraums herausstellt. Diese
zur Vereinfachung getroffene Annahme ist somit von Seiten der Fixmannigfal-
tigkeiten im supersymmetrischen Fall natiirlich. Fiir die nichtsupersymmetrische
Moglichkeit und den in der Regel nicht zu grof gewahlten Teilchengehalt dage-
gen, ist eine zu (10.26) dquivalente Annahme IR-repulsiv (vgl. (7.1)) und damit
insbesondere in diesem Bereich der Impulsskala instabil.

Es folgt die Darstellung der nichttrivialen IR-attraktiven Fixmannigfaltigkeiten,
mit deren analytischer Form?* nun die Mdglichkeit besteht — vorausgesetzt der
Evolutionsweg ist ausreichend fiir diese Interpretation — die Parameter des zwolf-
dimensionalen Sektors (yip, c,r,L,B.L, Atp, Mo r,r,p..) unabhingig von Anfangs-
werten untereinander in Beziehung zu setzen. Auf den (weniger) IR-attraktiven
Fixuntermannigfaltigkeiten |21, 22| sind diese Zusammenhénge zwischen den frei-
en Parametern entsprechend stirker ausgepragt.

Zur besseren Ubersicht wird zuerst der Fall y, = 0 wiedergegeben. Fiir ein su-
persymmetrisches Modell ergibt sich die Fixmannigfaltigkeit des Eich-Yukawa-
Sektors mit ihren durch die UV-Landau-Pole ji; bestimmten Untersektoren aus
(7.34) in Abschnitt 7.2 (Seite 91):

—1
brar bragr bcac . ~
bp.rap.r’ bp.rap.r’ bp.Lap.L ‘W< EB.L,

*
Yt (3) Ll-np.L
(aB_L) ap.Fp nL+1nr+1nc+1

* -1
— Yt (3) Lil-ng, bp.rap.r brar bcoac . ~
v (aL) oLk (TIB-L+1,TIR+1,710+1 brar 7 brop’ brog S e
* -1
Yt (3) Lil1-nr bp.rap.1 brar becac . ~
(aR> arflp (nB-L+1mL+1mc+1 brar ’ bragr’ brar S PR

(10.27)

Der erste Sektor wird von L <+ R auf sich selbst abgebildet, wihrend die letz-
ten beiden durch diese Transformation die Rollen tauschen. In sich links-rechts-
symmetrische Losungen konnen somit nur in dem Sektor existieren, in dem der
Landau-Pol der Eichkopplung a1, den (mathematischen) UV-Bereich begrenzt.
Im nichtsupersymmetrischen Fall wird die Fixlésung allein von der ersten Zeile
beschrieben.

24Die Lauricella-Funktionen sind bis zur Ordnung zwei z.B. in Mathematica implementiert.
Die hier vorliegende maximale Ordnung drei, kann mit Hilfe der im Anhang F beschriebenen
C-Routine mit hoher Geschwindigkeit bestimmt werden.
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Diese Fixmannigfaltigkeit ergibt fiir den supersymmetrischen Fall im Schnitt mit
der IR-attraktiven Fixebene brar = bray, die folgende Fixuntermannigfaltigkeit:

bLOfL = bRCER :

* -1
y = ( Yt ) ap O ( L1-npr brar beac )
Qap.r, P\ +nr+2,nc+ Ubgrapr berasr
fir n < ﬁB-L (aB_L-Sektor), (1028)
L +nr+1 ( Yt >* ) ( I;—=nL —nr  |bprosr bcac) -

Yyp=—""—"—"""\|— OZLFD )

L ar, ne.. +1,mc + 11 brar " brog
fir u<pr (ar-Sektor). (10.29)

Im nichtsupersymmetrischen Fall ist die Fixbeziehung b« = brag aufgrund der
asymptotischen Freiheit dieser Kopplungen IR-repulsiv. Damit ist diese Moglich-
keit ausgeschlossen.

Fixmannigfaltigkeiten fiir die Modelle I, IT und III in dieser Fixhyperebene sind
fiir den supersymmetrischen Fall in Abbildung 17 wiedergegeben.

21'510A50

Abbildung 17: Die Abbildung zeigt im SUSY-Fall die Fixuntermannigfaltigkeiten
von drei moglichen links-rechts-symmetrische Modelle (vgl. (10.21), Seite 153),
die durch bgragr = by, um eine Dimension verringert wurden.

Ebenfalls im SUSY-Fall kann die Eichkopplung ap.; nach diesem Schema durch
bp.rap. = bray festgelegt werden, was auf die folgende IR-attraktive Fixunter-
mannigfaltigkeit fiihrt:
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Yo _ 77L+77R+773-L+2(&)*F(l)(h_nL_nR_nB-L_l chéc>_1
or L o b nc +1 bray ’
fir : bLCkL = bROéR = bB-LaB-L (1030)

und in diesem Sektor die groftmogliche Reduktion darstellt.

Fiir die LR-Modelle kann ohne Einschriankungen bei den Eichkopplungen die
Fixmannigfaltigkeit fiir 3, # 0 mit Hilfe der bestimmten allgemeinen Beziehungen
(7.52) auf Seite 102 sowohl fiir den nicht- als auch den supersymmetrischen Fall
angegeben werden:

L1—-1
n
1
,t1

@) _1, (10.31)

(10.27) 1y, = u, Fé”( ”
i

wobei = (d — a)/a den Koeffizienten (7.45) (Seite 100) wiedergibt, also

2 4
nicht-SUSY: n = 5 SUSY: n = —5

Fiir y; < y, muf in (10.31) die Vertauschung y; <+ y, vorgenommen werden. Alle
moglichen Fixuntermannigfaltigkeiten folgen entsprechend.

Die Fixmannigfaltigkeit der trilinearen Kopplungen A;; ergeben fiir den durch
die Eichkopplung ap.;, bestimmten Sektor in (10.27) aus (8.20) und (8.21):

Ay P [ — (6y, + 14y5) F()] — Apy, /2 [1 — (6ys + 14y;) F ()]

8(yt — ¥b)

_ 1 My ( 2,1 —=nB.L bpay,  brar  booc )
a nB.L bp.rapr b n+1,nr+1,nc+1lbprapr bprapr berost
" n+ 1 bray My, (3) ( 2,2 =1nB.1, . >

n.c(1 — np.r) bp.raprbprapr © \no+2,mr + 1,mc + 1

g+ 1 brag Mg ® ( 22 -nBL N )

ne.r(1 — npr) bpraprbpragr P \nr+ 1,mr +2,m0 + 1
n ne +1 bcac  Mc FO ( 2,2 =nB.L N ) . (10.32)

ne.L(1 —np.r) bproprbpropr ne+Lng+1,nc+2

mit

F(a) = <O‘B;L>* e ( L1l-ns1 ) '
ye ) apr P \mp+1,mp+1,n0+1
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Mp+Mc
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A 2 tYe
(=1,0,0) M;g—ch Mp+Mc
Atil/t_% (0,0,0)
Mp+Mc

Abbildung 18: Die Abbildung zeigt eine Fixuntermannigfaltigkeit der trilinearen
Kopplung A;j und der zugehérigen Yukawakopplungen im supersymmetrischen
LR-Modell II mit jeweils zwei Bidubletts bzw. SU(2), g-Tripletts (rechts in der
Aufsicht) fiir by, = bragr = bp.rap.r. Zur Festlegung der nicht dargestellten
Kopplungen des gelosten Sektors (y:4, ®c.r.L,B.L, Atp, Mo, r,L,5.L.) Werden Anga-
ben im Text gemacht.

Diese Fixfliche ist aus Griinden der Darstellung fiir die Untermannigfaltigkeit
brar = bpar = bp rap fiir das manifest links-rechts-symmetrische Modell II
mit (ng,nr,ng) = (2,2,2) in Abbildung 18 an der Skala der Top-Masse dar-
gestellt, was — wenn auch an dieser Skala unrealistisch — eine Vorstellung von
den von der Fixmannigfaltigkeit beschriebenen Zusammenhéingen der Parameter
in (10.32) vermittelt. Das nichtfestgelegte Eichkopplungsverhéltnis wurde dabei
durch acg(my)/ar(m;) = az(my)/as(my) ~ 3,27 gendhert und die Gaugino-
Massen-Verhéltnisse unter der Annahme einer fiir hohere Impulsskalen vorhan-
denden GUT-Unifizierung von Eichkopplungen und Gaugino-Massen festgelegt,
was zusammen mit den hier angenommenen Fixbeziehungen des Eichsektors die
folgenden Beziehungen ergibt (vgl. 7.59):

My _ ar, _ bp.L —4 Mg _ R _ bp.L —4

Mg, aB.r, br ’ Mp. 1 apB.r, br ’
My _ o b_R:1 %:%NQ3(mt)~327
Mgr agr br ’ My, ay, az(mt) -



Die Abbildung (18) zeigt, daf fiir Werte von y,/y;, die deutlich von der vollstéandig
attraktiven Fixbeziehung y;/y, = 1 abweichen, die Grofen

1

Atyt_ - Atfl/t_5
M, + Mo’ - M+ Mc

(M

voneinander entkoppeln und jeweils eine von ihnen nahezu festgelegt ist (vgl.
Abschnitt 7.4.1).

10.3.2 Einfluff des skalaren Teilchengehalts auf Top- und Bottom-
Masse

Wird die Moglichkeit in Betracht gezogen, dafs das MSSM in ein supersymmetri-
sches LR-Modell eingebettet ist, so ist iiber die Brechungsskala Mg der Paritit
SU(2)r ® U(1)p., — U(1)y nichts bekannt. Sie konnte an jedem Punkt der
Impulsskala in der Grofien Eindde vorliegen.

Untere experimentelle Schranken fiir die Massen der Wx-Bosonen von 720 GeV
|45] legen zumindest fest, dak solche paritédtserhaltende Modelle erst oberhalb von
etwa 1 TeV verwirklicht sein konnten. In diesem Abschnitt wird angenommen,
daf eine supersymmetrische LR-Theorie an dieser relativ kleinen Skala vorliegt,
da dieser Fall von Seiten der IR-attraktiven Fixmannigfaltigkeit von groferem
Interesse ist.

Die Massen der Fermionen, also inshesondere die der hier betrachteten Top- und
Bottom-Quarks, sind dann, unter der Annahme eines nur noch geringen Gleitens
der Parameter von der Skala 1 TeV bis zu der Top-Masse p = m;™ ~ 174 GeV,
im wesentlichen von den Verhéltnissen im LR-Modell bestimmt.

Unter den in der Einleitung dieses Abschnittes erlauterten zusétzlichen Annah-
men (Seite 136) werden in diesem Abschnitt Top- und Bottom-Masse genéhert.
Dies beinhaltet insbesondere die Verwendung der Ein-Schleifen-Ordnung und die
Bestimmung der Quark-Massen aus den Baumgraphen-Beziehungen:

my () = he(p) vsin B, my(p) = hs(1) vcos B. (10.33)

B ist wie im MSSM der (unbekannte) Mischungswinkel zwischen den beiden
Higgs-Vakuumerwartungswerten, die zur elektroschwachen Brechung fiihren. Ein
Gleiten dieses Parameters wird vernachléssigt.

Die im folgenden angegebenden Massen sind qualitativ zu werten. Deren Ver-
gleich fiir unterschiedlichen skalaren Teilchengehalt beinhaltet jedoch wertvolle
Informationen, die im folgenden bestimmt werden.
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Die Eichkopplungen or, g g1 der supersymmetrischen Modelle sind unabhangig
vom skalaren Teilchengehalt asymptotisch nichtfrei und bieten damit die Md&g-
lichkeit, neben der Auswertung der hochstdimensionalen Fixmannigfaltigkeit, fiir
einen hinreichend langen Evolutionsweg oberhalb von Mg, deren unbekannte nu-
merische Werte iiber die IR-attraktiven Fixbeziehungen, die diese Kopplungen
untereinander eingehen konnen (10.25), zu ndhern.

Zur Auswertung des Sektors (y., := hf}b/47r,aC,L,R,B_L) wird in einem ersten
Schritt y, = 0 gesetzt. Die Eichkopplung ag wird iiber die IR-attraktive Fixhy-
perebene

bROé R = bLa L

bestimmt, was die Fixuntermannigfaltigkeit (10.28) ergibt. Zur Festlegung der
Eichkopplung ap. wird als eine Mdoglichkeit die aus der Paritidts-Brechung an
der Skala y = Mg [124] folgende Beziehung

M 2t 81 o1 bkl 10.34
H R apB.g, 201Y 2aR 2aY 2bL ay, ( )

fiir die beiden Sektoren der Fixmannigfaltigkeit (10.28) bzw. (10.29), die zur Un-
terscheidung mit ap_ ;- bzw. ar-Sektor benannt werden, verwendet. Eine zweite
Méglichkeit besteht darin, statt (10.34) die weitere IR-attraktive Beziehung

bp.rap.r = broy

auszunutzen, was auf die kleinstdimensionale Fixmannigfaltigkeit (10.30) fiihrt.
Dieser Sektor stellt den hochsten Grad der Reduktion der freien Parameter dar
und wird deswegen im folgenden als R-Sektor bezeichnet.

In allen drei Fallen werden die Eichkopplungen a7 und a¢ bei der Auswertung
an der Skala p = m;™ ~ 174 GeV durch die Anfangswerte von ay und a3 (10.1)
bestimmt.

Fiir die drei speziellen Modelle (10.21) ergeben sich in diesen drei Sektoren die
folgenden normierten, gendherten Top-Massen m;(174 GeV)/ sin §:

~ mt(174 GeV)
sin 8

ap.-Sektor R-Sektor «p-Sektor
(10.28) (10.30)  (10.29)

I 307 GeV 173 GeV -
11 203 GeV 202 GeV 202 GeV
111 - 170 GeV 170 GeV
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Nicht jeder der Sektoren fiihrt vor diesem Hintergrund zu endlichen Werten. In
den iibrigen Fillen wird mit Ausnahme des Modells I im «pg_r-Sektor (307 GeV)
die richtige Grofenordnung wiedergegeben.

Die weitere Variation des skalaren Teilchengehalts ergibt das in Abbildung 19
dargestellte Bild fiir den ag.p- und ag-Sektor. Im oberen Teil sind die Werte der
Top-Yukawakopplung, ausgewertet an der Skala 174 GeV, aufgetragen, die sich
mit (10.33) in die im zweiten Teil notierten gendherten und auf tan 8 normierten
Top-Massen an dieser Skala iibersetzen. Die konkreten Modelle sind durch Punkte
eingezeichnet, wobei die Versionen I, II und III rot markiert sind. Die Auswahl
ist dabei auf eine gerade Zahl von SU(2).- bzw. SU(2)g Tripletts beschrankt,
um die eingangs erwdhnten chiralen Anomalien zu vermeiden.

Bis auf den Fall ny = 0 im «ag-Sektor, in dem die Anzahl der rechtshindigen
Tripletts noch beliebig erh6ht werden kann, werden alle Modelle beziiglich ih-
res Triplettgehalts wiedergegeben, die nicht auf verschwindende oder unendlich
grofke Top-Massen fiihren. Fiir diesen Ausnahmefall ist die gendherte Top-Masse
fiir einen festen Wert ng nur wenig sensitiv fiir eine wachsende Anzahl von rechts-
héndigen Tripletts.

Im ap.-Sektor fallt fir ng = 2, ny, = 0 und ng = 2 (Modell I) das Ergebnis
relativ zu den anderen Top-Massen hoch aus, erreicht aber fiir mehr als zwei
Bidubletts entsprechende Werte. Die Bidublettanzahl hat fiir einen festen Tri-
plettgehalt einen nur sehr geringen Einfluk. Die abgeschitzten Top-Massen, die
sich aus dem R-Sektor (10.30) ergeben, fiihren auf vergleichbare Werte.

Unter Hinzunahme der Bottom-Yukawa-Kopplung h, # 0 wird nun untersucht
wie sich dies auf die gendherte Top-Masse fiir den unterschiedlichen skalaren Teil-
chengehalt relativ zueinander auswirkt. Dazu wird die experimentell bestimmte
Bottom-Masse

mp(my) = (4,0 — 4,4) GeV ~ 4.2 GeV,

bzw. der an der Skala von 174 GeV mit Hilfe des Massenzuwachsfaktors (10.2)
gewonnene Wert

mp(174 GeV) ~ 2.7 GeV

als Eingangsparameter verwendet und die sich daraus ergebenden Top-Massen in
Abhéngigkeit vom Parameter tan 5 bestimmt.
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Abbildung 19: Die Abbildung gibt die Abhéngigkeit der aus der IR-attraktiven
Fixmannigfaltigkeit bestimmten Top-Yukawakopplung h;(m{*) (oben) fiir y, = 0
und die sich daraus ergebende genéherte normierte Top-Masse m;(m;™)/sin 3
vom skalaren Teilchengehalt der links-rechts-symmetrischen Modelle fiir den
ap.r-Sektor bzw. den ap-Sektor wieder. Variiert wird jeweils bei festgehaltener
Bidublett- np bzw. SU(2); Triplett-Anzahl n; der Gehalt an rechtshindigen
Tripletts ng. Im ag-Sektor und im ap_p-Sektor fiir ny, = 2 steigt die Masse pro-
portional mit ng = 2,3,4. Fiir ny, = 0 im ap_; Sektor sinkt die Top-Masse im
Gegensatz dazu mit steigender Bidublett-Anzahl.
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Die Abbildung 20 gibt die Werte der Yukawakopplungen h;; an der Skala 174
GeV, die aus den Fixuntermannigfaltigkeiten (10.28), (10.30) und (10.29) gewon-
nen wurden, fiir einen unterschiedlichen skalaren Teilchengehalt in den einzelnen
Sektoren der Fixlosungen wieder.

Dabei 14£t sich nicht jeder Teilchengehalt fiir die einzelnen Sektoren der Fixman-
nigfaltigkeiten realisieren, was darin begriindet liegt, dafs die verwendeten Fest-
legungen fiir die Eichkopplungen an der Skala 174 GeV in diesen Fillen der fiir
den jeweiligen Sektor angenommenen Landau-Pol Reihenfolge der Ein-Schleifen-
Ordnung nicht entsprechen. Die vollstindig attraktive Fixbeziehung?® h; = hy ist
dabei jeweils durch einen Punkt gekennzeichnet.

Die Ubersetzung dieser Yukawakopplungen in die genéherte Top-Masse an dersel-
ben Skala wird in Abbildung 21 in Abhéngigkeit vom Mischungsparameter tan 3
der Higgs-Vakuumerwartungswerte der elektroschwachen Brechung durchgefiihrt.

Die nicht manifest links-recht-symmetrischen Modell liegen entsprechend dieser
Abbildung entweder in dem jeweiligen Sektor nicht vor oder erreichen den experi-
mentellen Wert der Top-Masse in Abhéngigkeit von tan 5 nicht bzw. nur in einem
sehr kleinen tan S-Intervall. Obwohl es sich nur um eine Abschitzung im Rahmen
der Ein-Schleifen-Ordnung handelt, scheinen die IR-attraktiven Fixmannigfaltig-
keiten dieser Modelle nicht bevorzugt zu sein.

Die manifest links-rechts-symmetrischen Modelle fiihren alle auf eine mdogliche
Ubereinstimmung mit dem Experiment fiir tan 3-Werte von 1 —2 bzw. 55—70. In
diesen Modellen fiihrt der vollstindig attraktive Fixpunkt der Top- und Bottom-
Yukawakopplungen in allen Fallen auf Top-Massen von 160—180 GeV. Die Anzahl
der Bidubletts hat offenbar nur einen geringen Einfluff auf die Verhéltnisse.

Werden die Top- und Bottom-Massen m; (174 GeV) ~ 174 GeV bzw. m;(174 GeV)
~ 2.7 GeV als Eingangsparameter verwendet, so ergeben sich die in den Abbil-
dungen 22 und 23 wiedergegebenden qualitativ zu wertenden Abhéngigkeiten
des tan B-Parameters vom skalaren Teilchengehalt, hier wiedergeben fiir den R-
Sektor, also der Fixmannigfaltigkeit, bei der alle IR-attraktiven Fixbeziehungen
des reinen Eichsektors ausgenutzt wurden.

Die Abbildung 22 gibt die Verhiltnisse fiir kleine tan S-Werte wieder und zeigt fiir
eine festgehaltene Differenz von SU(2)g- und SU(2),-Tripletts bzw. Bidubletts
den Verlauf der tan S-Werte in Abhéngigkeit von der Gesamtzahl der Tripletts.
In allen Féllen bewirkt eine kleinere Gesamttriplettzahl ein Anwachsen des tan -
Wertes, wihrend die Bidublettzahl wiederum einen nur geringen Einflul besitzt.
Kleine Differenzen ng — ny, > 0 fiihren ebenfalls zu einem gréferen tan 5.

254, = yp stellt im betrachteten Sektor eine IR-attraktive Fixhyperebene dar. Dies gilt jedoch
nicht mehr fiir y, # 0.
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Abbildung 20: Die Abbildung gibt die Auswertung der IR-attraktiven Fixman-
nigfaltigkeit fiir die Top- und Bottom-Yukawakopplung an der Skala 174 GeV in
den Sektoren (s. Text) ap.r r und dem mit zusétzlich bg pap. = brar und durch
F gekennzeichneten fiir zwei bzw. drei Bidubletts (np = 2,3) wieder. Die voll-
standig attraktiven Fixpunkte y; = y; sind fett wiedergegeben. Vom Ursprung
ausgehend entsprechen die einzelnen Linien dem Triplettgehalt (ny,ng) = (0,2),
(0,4), (2,2) bzw. (4,4), wobei im «ap.,-Sektor die Wahlen (ng,nr,ng) = (2,0, 2)
bzw. (2/3,0,4) und «ar-Sektor (2/3,0,2) durch die Fixlosungen nicht realisierbar
sind.
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Abbildung 21: Entspricht der Abbildung 20 in der Ubersetzung der Yukawakopp-
lungen h;;(174 GeV) in die gendherten Top-Massen an der Skala 174 GeV in
Abhéngigkeit von tan . Die vollstandig attraktiven Fixpunkte iibersetzen sich in
die hier gekennzeichneten Punkte. Die Bottom-Masse my(174 GeV) ~ 2,7 GeV
wurde hierbei als Eingangsparameter verwendet. Der experimentelle Wert der
Top-Masse ist durch eine senkrechte Gerade wiedergegeben.
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Abbildung 22: Die Abbildung gibt qualitativ die Sensitivitét des Parameters tan 3
in Abhéngigkeit von der Gesamtzahl der Tripletts ng+ny fiir die Bidublettanzah-
len np =2, 3 und 4 fiir kleine tan 8 im R-Sektor (s. Text) wieder. Die einzelnen
Linien in den Diagrammen entsprechen fiir anwachsende tan S-Werte der Diffe-
renz von SU(2)g- bzw. SU(2)p-Tripletts ng — ny, = —2,2,0 fiir ng = 2 und
3 bzw. ng — np, = 0,2,4 fiir ng = 4. Als Eingangsparameter wurde die Wahl
my(174GeV) ~ 174 GeV bzw. my(174GeV) = 2,7 GeV getroffen. Nichteingezeich-
neter Teilchengehalt fiihrt auf Werte tan 5 ~ 0.
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Abbildung 23: Die Abbildung gibt qualitativ die Sensitivitét des Parameters tan 3
in Abhéngigkeit von der Gesamtzahl der Tripletts ng 4+ ny fiir die Bidublettan-
zahlen ng = 2, 3 und 4 fiir grofe tan S wieder. Die einzelnen Linien in den
Diagrammen entsprechen fiir anwachsende tan 5-Werte der Differenz von rechts-
und linkshéndigen Tripletts ng—ny =0, —2,2 fiir ng = 2,3 und ng—ny =0,2,4
fiir ng = 4. Als Eingangsparameter wurde die Wahl m;(174GeV) ~ 174 GeV bzw.
mp(174GeV) ~ 2,7 GeV getroffen. Nichteingezeichneter Teilchengehalt fiihrt auf
Werte von tan 8 > 1000.
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Nahezu dasselbe ergibt sich aus der Abbildung 22, in der der Fall eines groften
tan [ wiedergegeben ist. Im Gegensatz zur Moglichkeit eines kleinen tan S-Wertes
ist das Verhalten beziiglich der Triplett-Differenz nicht signifikant.

Die Ergebnisse beziiglich der gendherten Top-Masse decken sich mit der in Ab-
schnitt 9.2 getroffenen Aussage. Anhand der dort bestimmten Approximation der
Fixmannigfaltigkeit konnte der Wert der Top-Yukawakopplung im wesentlichen
durch die Eichkopplungen a¢ und z.B. apg — falls es sich bei letzterem um den
bestimmenden Sektor der Fixmannigfaltigkeit handelt — unabhéngig vom skalaren
Teilchengehalt beschréinkt werden, was sich unter den gleichen einschréinkenden
Annahmen in

LR : 106 GeV < my(174,3 GeV) < 287 GeV,
SUSY-LR: 157GeV < my(174,3GeV)/sin 8 < 309GeV

iibersetzt. Damit kann auch im nichtsupersymmetrischen Fall zumindest die Gro-
Kenordnung der aus der Fixmannigfaltigkeit bestimmten Top-Masse wiedergege-
ben werden.

Die Ergebnisse belegen, wenn auch unter vereinfachenden Voraussetzungen, dafl
die Annahme eines supersymmetrischen Niederenergiemodells bei der Auswer-
tung der Fixmannigfaltigkeiten unabhingig vom skalaren Teilchengehalt zumin-
dest zu keinen Widerspriichen fiihrt.

Manifest links-rechts-symmetrische Modelle werden von Seiten der IR-attraktiven
Fixmannigfaltigkeiten deutlich bevorzugt und fiihren in allen Sektoren dieser spe-
ziellen Losungen fiir die Massen der beiden schweren Quarks auf die richtige
Grofenordnung.

Die in Kapitel 7 bestimmten analytischen Lésungen haben offensichtlich eine ef-
fiziente Untersuchung von Modellparametern, wie z.B. in diesem Fall den Einflufs
des skalaren Teilchengehalts, erlaubt.

Die diskutierten Modelle schopfen den moglichen Rahmen einer Links-Rechts-
Symmetrie nicht aus, sondern stellen im Zusammenhang mit IR-attraktiven Fix-
mannigfaltigkeiten besonders ergiebige Varianten dar, so daf nur in diesem Zu-
sammenhang Untersuchungen gemacht wurden. Auf andere Aspekte, wie z.B. die
dynamische Brechung einer Links-Rechts-Symmetrie [125, 97] und vieles andere
wurde nicht eingegangen.
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10.4 Erweiterung um eine abelsche Wechselwirkung

Eine grofse Klasse von superstring-inspirierten Modellen erweitern die Eichgruppe
des SMs bzw. MSSMs G321 = SU(3)¢c ® SU(2), @ U(1)y um zwei oder eine
zusdtzliche abelsche Wechselwirkungen, die die Brechung zum SM bzw. MSSM
erlauben:

Gso111 == G321 Q@ U(1)y @U(1)y — G011 := G321 @U(1)(©) — G31.

Solche Theorien wurden in Abschnitt 4.3 motiviert und in Abschnitt 4.5 ndher
erldutert. Oberhalb des Giiltigkeitsbereichs des SMs bzw. MSSMs kénnten Mo-
delle mit der Eichgruppe G3z11 in der Nihe des IR (O(1 TeV)) zuriickbleiben und
eine giiltige Beschreibung der Physik liefern, was insbesondere eine zusitzliche
Wechselwirkung mit abelscher Eichgruppe beinhaltet, beschrieben durch den Mi-
schungswinkel © der spontanen Symmetriebrechung U(1), ® U(1), — U(1)(0).
Da diese Moglichkeit unter dem Aspekt von IR-attraktiven Fixmannigfaltigkei-
ten von groferem Interesse ist, wird im folgenden angenommen, daf die untere
Grenze des Giiltigkeitsbereichs von der Ordnung 1 TeV ist. Weit oberhalb des
SMs bzw. MSSMs werden alle exotischen Fermionen des jeweiligen Modells als
ausgefroren betrachtet. Beibehalten werden in den RGG nur ein skalares Singu-
lett, das die Brechung zur Eichgruppe G39; vermittelt, und das Fichboson der
zusitzlichen U(1)(0).

Die RGG, die den folgenden Untersuchungen zugrunde liegen, finden sich im
Anhang B und sind unter diesen Voraussetzungen abgesehen von der zusétzlichen
Eichkopplung ag mit denen des SMs bzw. MSSMs identisch.

Es werden im folgenden die iiber das SM und MSSM hinausgehenden Fixpunkte
und deren Attraktivititen wiedergegeben, die dann zusammen mit den Ergeb-
nissen aus dem SM bzw. MSSM (vgl. Abschnitt 10.1 und 10.2) als Parameter in
die exakt bestimmte Fixmannigfaltigkeit des Sektors (v, a3, s, a1, ag) eingehen.
Der Fall y, # 0 kann im Gegensatz zu den links-rechts-symmetrischen Modellen
nur fiir ¢y = oy = 0 angegeben werden, was trivial auf den Fall des SMs bzw.
MSSMs zuriickfiihrt und deswegen hier nicht betrachtet wird* (vgl. Kapitel 7,
insbesondere die Abschnitte 7.2 und 7.3).

Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts wird der Einfluf der zusétzlichen Wechsel-
wirkung auf die durch die Fixmannigfaltigkeiten bestimmte Top-Masse fiir den
nichtsupersymmetrischen und supersymmetrischen Fall untersucht.

In einem ersten Schritt wird anhand der Ergebnisse aus Abschnitt 9.1 gezeigt,
daf die Korrektur der durch die Fixmannigfaltigkeit des erweiterten Modells be-
stimmten Top-Masse fiir beliebige Werte der Eichkopplungen 10 % nicht iiber-

Z6Der Fall y, # 0 konnte grundsitzlich nicht bestimmt werden.
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steigt. Darauffolgend wird die exakte Form der Fixmannigfaltigkeit verwendet
und die Evolution der Parameter fiir diese speziellen Losungen beriicksichtigt.

Der Auswertung liegen wiederum die grundsétzlichen Annahmen und Einschrin-
kungen zugrunde, die in der Einleitung zu diesem Kapitel (Seite 136) erldu-
tert wurden, also inbesondere die Vernachlassigung der Polmassenkorrekturen
(~ 5%), die Verwendung der Ein-Schleifen-Niherung und die Annahme, daf das
Gleiten der Parameter unterhalb von 1 TeV bis zur Skala der Top-Masse gering
ausfillt, womit die Auswertung der RGG des erweiterten Modells an dieser Skala
vorgenommen wird.

Fiir ein Modell mit der Eichgruppe (G317 und dem Mischungswinkel © ergeben
sich mit (7.14) und (7.18) bzw. den RGG aus Anhang B die folgenden zusétzlichen
Fixpunkte und deren Attraktivitdtskoeffizienten fiir die Top-Yukawakopplung
und die Eichkopplung ag:

*
s hil . Yt __ 16 216—51cos 20—/155in 20
nicht-SUSY: <a9> T 135 24-9¢0s20—+/15sin20 ’
Mo __ 432-120c0s20—2v/155in 20 _1
- 396—111 cos 20—11/15sin 20 ’
(10.35)
SUSY: e \* _ 512—67cos20—(15V/15—16) sin 20
) ae - 15(24—9 cos 20—/155in20)  ’
__ 512-67c0s20—(15v/15—16)5in 20 <1
Ne - 464—79 cos 20—15v/15 sin 20

Sie sind in jedem Fall IR-repulsiv und physikalisch ((y;/ae)* > 0). Die Fixpunkte
in Abhéngigkeit vom Mischungswinkel sind in Abbildung 24 a) fiir den nicht-
bzw. supersymmetrischen Fall wiedergegeben und liegen zwischen den Werten
Eins und Zwei. Die supersymmetrische Moglichkeit fillt systematisch grofer aus.
Die speziellen Modelle

=7/2,
© =7 — arctan 1/5/

sind jeweils markiert. Sie geben unterschiedlich motivierte Wahlen fiir den Mi-
schungswinkel wieder. Das n-Modell stellt einen Sonderfall dar, bei dem davon
ausgegangen wird, daf die superstring-inspirierte Fg-GUT direkt durch spontane
Symmetriebrechung in die Eichgruppe G331 mit dem Rang fiinf {ibergeht, was
den Mischungswinkel festlegt.

X
N: 0= arctan\/_
(2
n
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Abbildung 24: a) Zusitzlicher UV-Fixpunkt fiir die Erweiterung des SMs (1)
bzw. MSSMs (2) um eine Wechselwirkung U(1)(©) in Abhéngigkeit vom Mi-
schungswinkel ©. Die speziellen im Text diskutierten Modelle sind markiert. b)
Die Attraktivitit des jeweiligen Fixpunktes. ¢) Die maximalen Abweichungen der
aus den Fixmannigfaltigkeiten gewonnenen und gendherten Top-Quarkmasse ge-
geniiber dem auf das SM bzw. MSSM reduzierten Fall im gesamten moglichen
Skalenbereich.
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Die zu den Fixpunkten gehérenden Attraktivitdtskoeflizienten sind in Abbildung
24 b) dargestellt. Erwartungsgemaf sind sie stark repulsiv 7o < —1, was fiir
jede abelsche Wechselwirkung gilt (vgl. Abschnitt 7.2) und nehmen minimal den
folgenden Wert an: ng > —1,23465.

Die Fixmannigfaltigkeit des Sektors (v, a321,0) ergibt sich mit (7.34) zu:

* -1
Yt (3) Lil-ne bia;  byaz  b3as . ~
_ (a@) aeFp (n1+1m2+1m3+1 beae’ boae’ boae S e

= ¥ (3) 11 b bras baas )
Yt L= oo baxz 0303 . e
(al) alFD (776+1,772+1,773+1 bioy 7 bray’ b1a1) TS

(10.36)

Die Sektoren sind dadurch bestimmt, daf der hinzutretende Landau-Pol pg der
zusitzlichen U(1)(©) entweder oberhalb oder unterhalb von 1, liegt, wobei letzte-
rer sowohl fiir das SM als auch das MSSM den mathematischen Giiltigkeitsbereich
der jeweiligen RGG im UV beschrankt.

In der IR-attraktiven Fixhyperebene
bg&g = b1a1 (1037)

schneiden sich diese beiden Sektoren in der Fixuntermannigfaltigkeit:

Y bocs bsos

aq

>_1. (10.38)

(yt)*771+779+1 (2) ( Li=m —ne
d L F
boag=bia1

o m e+ 1,m3+ 1lbioy by

Diese Fixuntermannigfaltigkeit ist wegen 1ng ~ —1 nahezu identisch mit den
Fixmannigfaltigkeiten im SM (10.4) bzw. MSSM (10.11), womit schon an dieser
Stelle versténdlich ist, warum die Auswertung im erweiterten Modell zu dhnlichen
Ergebnissen fiihrt.

Mit Hilfe des Ergebnisses (9.10) aus Abschnitt 9.1

G311 o, -1
1< W o J=m=ne (10.39)
my* () M

folgen die in Abbildung 24 c¢) wiedergegebenden maximalen Korrekturen fiir die
aus der Baumgraphenbeziehung (10.33) genéherte und iiber die Fixmannigfaltig-
keit (10.36) vermittelte Top-Masse gegeniiber dem SM bzw. MSSM.

Ausgewidhlte Mischungswinkel und die zugehdrigen prozentualen Abweichungen
sind in Tabelle 6 fiir die vier Modelle x, N, 1 bzw. 1 und die jeweils maximal
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und minimal moglichen Abweichungen wiedergegeben. Die exemplarisch notierten
relativen Korrekturen dieser Ndherung liegen in allen Modellen unterhalb von 10%
und fallen z.B. im - und n—Modell deutlich geringer aus (~ 2%). Alle Werte
geben den gesamten Skalenbereich im Giiltigkeitsbereich dieser Modelle wieder.
Aufgrund der IR-Attraktion des RGFes — einen hinreichend langen Evolutionsweg
vorausgesetzt — wird der Einflufl im IR-Bereich geringer ausfallen.

Modell Mischungswinkel © nicht-SUSY SUSY

X 0 -1,15789 -1,15584
< 6,3% < 6,7%
N arctan v/15 -1,09524 -1,0896
< 3,9% < 3,0%
P /2 -1,05325 -1,0663
< 2,2% <2,0%
n 7 — arctan 1/5/3 -1 -1,05464
0% < 2,4%
min.  2,00573 -1,05012
< 2,2%
max.  0,453767 -1,23465
< 9,3%
max.  0,393999 -1,18471
< 7,6%

Tabelle 6: Attraktivititskoeffizienten fiir ausgewihlte Mischungswinkel der Mo-
delle mit der Eichgruppe G3o11. Die Prozentzahlen geben die mogliche Abwei-
chung von der aus den Fixmannigfaltigkeiten ndherungsweise gewonnenen Top-
Masse im SM bzw. MSSM fiir den gesamten Skalenbereich an. Neben den spezi-
ellen Modellen in den ersten vier Zeilen sind die Mischungwinkel angegeben, die
auf maximale bzw. minimale Prozentzahlen fiithren (vgl. Abbildung 24 c)).

In der nichtsupersymmetrischen Entsprechung des n-Modells verschwindet die
Korrektur. Dies liegt darin begriindet, dak die Eichkopplung ag wegen xg = 0
(vgl. Anhang B) nicht in die RGG der Top-Yukawakopplung und somit nicht in
die Fixmannigfaltigkeit eingeht. Dies entspricht dem Fall ng = —1 in (10.38).

Zur Auswertung der Fixmannigfaltigkeiten an der IR-Skala p = my® = 174,3
GeV wird der unbekannte Wert fiir die Eichkopplungen ag durch die Fixhyperebe-
ne des reinen Eichsektors (10.37) festgelegt, was der Fixmannigfaltigkeit (10.38)
entspricht. Aufgrund der IR-Attraktivitat dieser Flichen werden diese Fixbezie-
hungen im Infraroten nahezu verwirklicht sein. Die {ibrigen Anfangswerte fiir die
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Eichkopplungen a2 1(174 GeV) ergeben sich aus (10.1).

210} /—\ | | | ]
2051 (1) ™~ /

\
200+
M¢(174 GeV)

195¢
190} @

/F\\ /
185t

X N| ¥ U

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Abbildung 25: Es wird die aus den Fixmannigfaltigkeiten fiir die Top-Yukawa-
kopplung und die Eichkopplungen an der Skala py = m{™ niherungsweise ge-
wonnene Top-Masse fiir das um eine U(1l)g erweiterte SM bzw. MSSM, aufge-
tragen iiber den Mischungswinkel ©, dargestellt. Im supersymmetrischen Fall
muf der tan S-Parameter beriicksichtigt werden: m; — m;/ sin 8. Der Wert der
hinzugekommenen Eichkopplung ag wurde iiber die IR-attraktive Fixbeziehung

boag = by festgelegt. Dem SM entspricht die Linie (1) und dem MSSM (2).

Die genédherte Top-Masse gibt in allen Fillen an der betrachteten Skala die rich-
tige Grofenordnung wieder. Die Ergebnisse fiir die unterschiedlichen Mischungs-
winkel © sind in der Abbildung 25 beschrieben. Im supersymmetrischen Fall
entsprechen die angegebenen Werte m;/ sin 5. In Abhéngigkeit vom Mischungs-
winkel © schwanken die Werte insgesamt um 7 GeV im nichtsupersymmetrischen
und um 5 GeV im supersymmetrischen Fall. Die Tabelle auf Seite 176 gibt die ex-
pliziten Zahlen fiir die vier speziellen Modelle und die maximalen bzw. minimalen
Werte an.

Die Abweichungen liegen insgesamt unter 4% im Vergleich zur zuvor bestimmten
oberen Grenze von 10%. In [126] sind die aus Randbedingungen im UV gewonne-
nen Werte diesem Ergebnis fiir die Auswertung der Fixpunkt-Masse sehr dhnlich:
Die Unterschiede betragen dort maximal 5 GeV.

Die Auswertung der gendherten Top-Masse 1dft somit von der Erweiterung des
SMs bzw. MSSMs um eine zusétzliche Wechselwirkung mit abelscher Eichgruppe
einen nur geringen Einflufl erwarten. Dabei geben die hier abgeschitzten absolu-
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Modell nicht-SUSY SUSY

X 208 GeV 189 GeV
2,5% 3,3%

N 206 GeV 187 GeV
1,5% 2,2%

b 205 GeV 186 GeV
1,0% 1,6%

n 203 GeV 186 GeV
0% 1,6%

O in. 203 GeV 185 GeV
0% 1,1%

O nax. 210 GeV 185 GeV
3,5% 1,6%

ten Werte die richtige Grofenordnung wieder.

10.5 Vergleich mit anderen Teilchenmodellen

In diesem Abschnitt werden in Form einer Aufzahlung die Ergebnisse einiger
weiterer Modelle wiedergegeben, und mit den zuriickliegenden verglichen. Die
einzelnen Theorien werden dabei kurz geschildert. Auch hier liegen die analytisch
bestimmten Fixmannigfaltigkeiten aus Kapitel 7 und die vereinfachenden in der
Einleitung dieses Kapitels (Seite 136) geschilderten Annahmen zugrunde.

e Nichtsupersymmetrisches Zwischenskalen-Modell:
In diesem Fall wird angenommen, daf zwischen MSSM und SM ein Ska-
lenbereich existiert, in dem noch nicht alle zusédtzlichen Higgsteilchen und
deren Superpartner des MSSMs ausgefroren sind [124]. In dem Intervall
zwischen my; < p < mgysy kOnnte ein nichtsupersymmetrisches effektives
Zwischenmodell mit der Eichgruppe G32; und dem fermionischen Teilchen-
gehalt des Standardmodells mit zwei schwachen Higgsdubletts 4 und H und
den Higgsinos h und H relevant sein. Die RGG sind denen im Anhang B
fiir das SM mit zwei Higgsteilchen wiedergegeben sehr dhnlich. Die Unter-
schiede betreffen im wesentlichen den reinen Eichsektor. Die Eichkopplung
der U(1)y ist genau wie im SM asymptotisch nichtfrei, wihrend die RGG
der Eichkopplung der starken Wechselwirkung unveridndert bleibt, was ins-
besondere bedeutet, daf der IR-Bereich vom Fixpunkt y;/as = 2/9 mit
dem Attraktivitétskoeffizienten 1/7 wie im reinen SM dominiert wird. Die
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gendherte Top-Masse der Fixmannigfaltigkeit (y:, o}, o, a3) ergibt sich zu:
my(p = mg™® ~ 174 GeV) = 205 GeV,
was den zuvor bestimmten Grofenordnungen entspricht.

e Standardmodell mit zwei schwachen Higgsdubletts

Dieses Modell, dessen RGG in Anhang B wiedergegeben sind, entspricht
dem nichtsupersymmetrischen Zwischenskalen-Modell mit zusédtzlich aus-
gefrorenen Higgsinos. Ein Supersymmetrisieren dieses Modells fiihrt direkt
auf das MSSM (vgl. Abschnitt 2.4). Da der skalare Teilchengehalt nur ge-
ringfiigig vom zuletzt diskutierten Modell abweicht, wird fiir die Top-Masse
ein sehr dhnliches Ergebnis erwartet. Die Analyse der Fixmannigfaltigkeit
ergibt fiir die Top-Masse: m;(u = my™ ~ 174 GeV)/sin § = 207 GeV.

e Supersymmetrisches Zwischenskalen-Modell:

Dies ist eine weitere Mdoglichkeit fiir ein superstring-inspiriertes Modell, das
in der Grofie Findde oberhalb des MSSMs beheimatet sein konnte [127, 128|.
Der Fermionengehalt ist in diesem Modell nicht minimal. Die Eichgruppe
ist wiederum die des SMs bzw. MSSMs (G321, wobei die Besonderheit auf-
tritt, dak die starke Wechselwirkung in Ein-Schleifen-Ndherung kein Glei-
ten zeigt: bs = 0. Damit geht die in den Fixmannigfaltigkeiten auftretende
Lauricella-Funktion in eine konfluente Form iiber (vgl. Abschnitt 7.2.1 und
Anhang F). Die Koeffizienten b; der RGG der Eichkopplungen und a bzw.
x; der Top-Yukawakopplung lauten fiir drei Generationen:

26 32
by =—18, by=—-6, b3=0; a=12, Xl:ﬁ’ X2 = 6, X3=§-

Das Modell fiihrt auf den folgenden genidherten Wert fiir die Top-Masse an

exp.,

der Skala p = m;
my(my™®) = 219 GeV sin S.

Durch die nichtgleitende Eichkopplung der starken Wechselwirkung exi-
stiert im IR in der Ein-Schleifen-Ordnung kein Landau-Pol, und die Im-
pulsskala ist von Seiten der RGG nicht begrenzt. Im Grenzfall u — 0 ergibt
sich:

Yy — %0’3 =const. = mu(my™) =192 GeV sin S.

Diese Skala liegt zwar auferhalb des perturbativ erlaubten Bereichs, gibt
aber eine Vorstellung von der Gréfe der Attraktion im IR.

Statt der Erweiterung der Eichgruppe, wird in diesen Modellen der Teichengehalt
fiir eine unveréinderte G = (G33; modifiziert.
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11 Zusammenfassung

Bei der Beschreibung eines Elementarteilchenmodells gehen als freie Parameter
z.B. die Massen der Teilchen und die Eichkopplungen, die die Starke der Wechsel-
wirkungen wiedergeben, ein. Durch die Quantisierung und Renormierung bedingt,
handelt es sich dabei um mit der Impulsskala p gleitende Kopplungen. Dieses Ei-
genschaft wird von den sogenannten Renormierungsgruppengleichungen (RGQG)
zusammengefafkt, deren Anfangswerte von Seiten der Theorie vollig unbestimmt
sind.

Die Gesamtheit aller moglicher Losungen der RGG in Gestalt des Renormie-
rungsgruppenflusses (RGFes) gibt fiir viele dieser Parameter ein Entkoppeln der
Verhéltnisse im Infraroten (IR) uy >~ O(100 GeV) von den Startwerte im Ultra-
violetten (UV) pyy ~ O(10' GeV) wieder: Ein grofer Bereich von Startwerten
im UV verjiingt sich im IR auf einen kleinen Teil des Parameterraums, womit die
IR-Physik in diesen Fillen relativ wenig sensitiv auf die Anfangsbedingungen im
UV ist.

Vermittelt wird diese Attraktion des RGFes vom UV- zum IR-Bereich der Im-
pulsskala von speziellen Losungen der RGG. Diese IR-attraktiven Fixmannigfal-
tigkeiten beschreiben unabhéngig von den Anfangswerten feste Beziehungen, die
die freien Parameter im IR-Bereich untereinander — einen hinreichend langen
Evolutionsweg vorausgesetzt — angendhert eingehen oder unter Umstédnden exakt
erfiillen. Der RGF fliefit in diesem Bild vom UV zum IR zunéchst auf die héchstdi-
mensionale und IR-attraktivste Fixmannigfaltigkeit und dann mit abnehmender
Dimension auf die Fixflichen, -linien und -punkte zu.

Da neben dem Standardmodell (SM) oder Minimal Supersymmetrischen Stan-
dardmodell (MSSM) Erweiterungen dieser speziellen Theorien in bestimmten Be-
reichen der Impulsskala moglich sein konnten, ergab sich als zentrale Motivation
dieser Arbeit eine Untersuchung der Fixmannigfaltigkeiten fiir Modelle mit belie-
biger Eichgruppe und einem Materiegehalt in allgemeinen gruppentheoretischen
Darstellungen. Dies beinhaltet insbesondere, daf solche Theorien auch von su-
persymmetrischer Natur sein kénnten und dafs die Anzahl der Wechselwirkungen
sowie der Teilchengehalt sich erhoht.

Als zweites wichtiges Ziel sollten die Eigenschaften der von den Fixmannigfal-
tigkeiten vermittelten Beziehungen zwischen den freien Parametern eines solchen
allgemeinen Modells untersucht und auf spezielle Modelle iibertragen werden.

Zur Bearbeitung dieser Fragestellung waren zunéchst zwei Schritte notwendig:

1. Die Beschreibung einer mathematischen Methode, mit der es in diesem
allgemeinen Fall gelingt, die IR-attraktiven Fixmannigfaltigkeiten zu be-
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schreiben.

Als Voraussetzung hierfiir wurde gezeigt, daft die bestimmenden Elemente
dieser Losungen die Symmetrien des RGFes sind, womit die Aufgabenstel-
lung vom nichtlinearen und gewohnlichen Differentialgleichungssystem der
RGG auf eine partielle und quasilineare Differentialgleichung reduziert wer-
den konnte. Die Fixmannigfaltigkeiten sind damit die Teile des RGFes, die
unter diesen Transformationen auf sich selbst abgebildet werden, was eine
einfache geometrische Interpretation darstellt und im speziellen zeigt, daf
auf den Fixlosungen die Symmetrie gegeniiber dem allgemeinen Fall des
RGFes erhoht ist, was als ein Anwachsen der Natiirlichkeit des jeweiligen
Modells interpretiert werden koénnte.

2. Die analytische Bestimmung der Fixmannigfaltigkeiten fiir diesen allgemei-
nen Rahmen.

Vor diesem Hintergrund ist es erstmals gelungen, fiir einen solch allgemei-
nen Fall die exakte analytische Gestalt in interessanten Fiéllen des Eich-
Yukawa-Sektors, der die Wechselwirkung der Fermionen und skalaren Felder
einer Theorie auf der Ebene der Renormierung beschreibt, in Ein-Schleifen-
Ordnung zu bestimmen, was bisher auch in spezielleren Fallen nicht méglich
war, und diese Ergebnisse im supersymmetrischen Fall auf die entsprechen-
den Gréfsen im weichbrechenden Sektor zu iibertragen.

Die aus dem ersten Schritt folgende partielle Differentialgleichung konnte in den
einzelnen betrachteten Sektoren des Kopplungsraums mit einem bisher nicht be-
kannten Spezialfall der Differentialgleichung von verallgemeinerten hypergeome-
trischen Funktionen identifiziert werden. Die teilweise bekannten Losungen dieser
Gleichung wurden um eine weitere und fiir die physikalischen Anwendungen ent-
scheidende ergénzt.

Diese Losungen beriicksichtigen die Reihenfolge der Landau-Pole der Eichkopp-
lungen eines Modells, die den mathematischen Giiltigkeitsbereich in der Ein-
Schleifen-Ordnung begrenzen. Obwohl der physikalisch auswertbare Skalenbereich
deutlich geringer ist, konnten durch diese Tatsache die Parameter, die den ent-
scheidenden Einfluf auf die Voraussagen nehmen, identifiziert werden.

Die bestimmten Losungen des reinen Eich-Yukawa-Sektors konnten durch Ver-
allgemeinerung von aus der Literatur bekannten differentiellen Beziehung direkt
auf die trilinearen Kopplungen und den Higgs-Mischungsparameter des weichbre-
chenden Sektors eines supersymmetrischen Modells {ibertragen werden.

Alle Losungen stellen die hochstdimensionale Fixmannigfaltigkeit im jeweils ge-
l6sten Sektor dar. Durch die ebenfalls bestimmten Untermannigfaltigkeiten ist
damit die Fixstruktur bis zu den Fixgeraden bzw. Fixpunkten vollstindig be-
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kannt. Im IR-attraktiven Fall sind diese Losungen mit geringerer Dimension ge-
eignet, die Anzahl der Parameter weiter zu reduzieren, was bei den spezielleren
Anwendungen ausgenutzt wurde.

Mit diesen allgemeinen Ergebnissen war es moglich, modellunabhéngige Aussagen
zu den von den Fixmannigfaltigkeiten induzierten physikalischen Eigenschaften
zu treffen:

e Im supersymmetrischen Fall ergibt sich fiir einen eingeschrinkten Teil des
Eich-Yukawa-Sektors und den trilinearen Kopplungen des weichbrechenden
Sektors aus der bestimmten IR-attraktiven Fixmannigfaltigkeit die Propor-
tionalitdt von trilinearen und Yukawakopplungen, vorausgesetzt die Massen
der Gauginos M; unifizieren an einer Skala 4 = A und Top- und Bottom-
Yukawakopplung stehen in der IR-attraktiven Fixbeziehung h? = h?.

Insbesondere ist die Proportionalitdtskonstante festgelegt und identisch mit
der unifizierten Gaugino-Masse m o:

n = A M1,2’3(A) = m1/2, h?(A) = hg(A) = At,b(A) = —ml/th,b(A).

Dies deckt sich in diesem eingeschriankten Sektor mit einer in der Literatur
hiufig getroffenen Annahme, daf, neben einer Unifizierung der Gaugino-
Massen M, 3, die trilinearen Kopplungsmatrizen A, , des weichbrechen-
den Sektors an einer Impulsskala ;1 = A mit den Yukawakopplungen hyp
eine Proportionalitdtsbeziehung eingehen:

M= A M1,2,3 (A) = My/2, At,b,T (A) = a’t,b,Tht,b,T(A)'

Dieses Ergebnis ist unabhéngig davon, ob es sich bei der Impulsskala A um
die der grofsen Unifizierung Mg, im Rahmen einer GUT handelt. Da oh-
ne Beriicksichtigung der Yukawakopplung des Tau-Neutrinos die Beziehung
h? = h? eine Fixuntermannigfaltigkeit im gesamten Parameterraum dar-
stellt, bleibt in diesem Fall h? = h? und A; = A, an allen Skalen erhalten.

e Ein weiteres zentrales Ergebnis mit allgemeinem Charakter betrifft den
Grad der IR-Attraktivitit eines Fixpunktes im Eich-Yukawa-Sektor im Ver-
gleich eines allgemeinen Modells mit seiner supersymmetrischen Erweite-
rung. Es konnte gezeigt werden, daf — mit Ausnahme einiger phénomeno-
logisch unattraktiver Modelle — die IR-Attraktivitit einer supersymmetri-
schen Theorie im Vergleich grofer ist.

Handelt es sich hierbei um den attraktivsten Fixpunkt, der in einer Fixman-
nigfaltigkeit eingebettet ist, so bestimmt dies die Attraktion im gesamten
IR-Bereich des jeweiligen Modells.

Die physikalische Bedeutung besteht darin, daf aufgrund der groferen At-
traktivitdt im IR in diesem Sektor, auch allen Angaben, die mit Hilfe der
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Fixmannigfaltigkeiten im supersymmetrischen Fall getroffen werden, eine
grofere Aussagekraft im Vergleich zum jeweiligen nichtsupersymmetrischen
Modell zukommt: Der gesamte RGF wird fiir eine supersymmetrische Theo-
rie fiir kleine Impulsskalen im Giiltigkeitsbereich des jeweiligen Modells stér-
ker gebiindelt.

e Weiterhin konnte fiir eine Klasse von Modellen mit Eichgruppe G gezeigt
werden, dall sowohl im supersymmetrischen als auch nichtsupersymmetri-
schen Fall die Erweiterung dieser Theorie um Wechselwirkungen mit abel-
scher Eichgruppe G — G ® U(1)" einen nur geringen Einfluf auf die Yu-
kawakopplungen hat und daf dies ebenso fiir die aus Fixmannigfaltigkeiten
niaherungsweise gewonnenen Fermionenmassen mg(u) gilt.

Die Korrekturen erfolgen immer zu groferen Werten und sind insbesondere
nach oben fiir den gesamten Skalenbereich beschrinkt:

. 1
1< O o 1y =S (g4 1) (11.1)
mg Ule U

Die eingehenden Attraktivititskoeffizienten n; bzw. ng, die sich auf die zu-
satzlichen U(1)-Gruppen bzw. auf den abelschen Anteil der urspriinglichen
Eichgruppe mit der kleinsten Landau-Pol-Stelle im UV-Bereich beziehen,
sind allein durch die Ladungen der Teilchen bestimmt und in physikalischen
Anwendungen nur wenig geringer als —1, womit sich insgesamt Abweichun-
gen von ungefihr 10% ergeben.

e Durch die exakt bestimmte Fixmannigfaltigkeit einer Yukawa- und einer
Anzahl von Eichkopplungen konnte der Wertebereich dieser Yukawakopp-
lung begrenzt werden. Als einschrinkende Parameter gehen die Attraktivi-
tatskoeffizienten aller asymptotisch nichtfreien Eichkopplungen ein.

Am Beispiel der links-rechts-symmetrischen Modelle konnte mit diesem Er-
gebnis gezeigt werden, dafs die ndherungsweise bestimmte Masse des Top-
Quarks in Theorien, die die Eichgruppe des SMs bzw. MSSMs um einen
nichtabelschen Anteil erweitern, von derselben Grofenordnung wie im Aus-
gangsmodell sind. Der beschriebene und vom skalaren Teilchengehalt un-
abhéngige Wertebereich fiir die Masse des Top-Quarks erklart, warum bei
der spéteren Untersuchung dieser Modelle unter Variation der Anzahl der
skalaren Felder die Ergebnisse in ein relativ kleine Intervall fallen.

Da gerade fiir Modelle mit zusdtzlichen Wechselwirkungen die Werte der hinzu-
tretenden Eichkopplungen nicht bekannt ist, stellen die letzten beiden Ergebnisse
eine wichtige erste Moglichkeit zur Abschéitzung der zu erwartenden Effekte dar.
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Die in den eingeschrinkten Sektoren des Kopplungsraums bestimmten allgemei-
nen Fixmannigfaltigkeiten wurden im Anschluf an diese grundsétzlichen Betrach-
tungen fiir das SM, MSSM und fiir Modelle, die haufig diskutierte Erweiterungen
darstellen, diskutiert.

e In einem ersten Schritt wurden die am besten untersuchten Modelle in
Form des SMs und MSSMs betrachtet und die fiir diese Modelle in der
Zwei-Schleifen-Ordnung vorliegenden numerisch bestimmten Fixmannigfal-
tigkeiten |21, 23, 24| — so weit moglich — durch die analytisch bestimmten
Fixmannigfaltigkeiten der Ein-Schleifen-Ordnung erginzt.

Fiir das MSSM wurde die Fixmannigfaltigkeit des weichbrechenden Sektors
fiir die trilinearen Kopplungen A;; # 0 und den Higgs-Mischungsparameter
B # 0 im Falle von h.p # 0 bzw. go 3 # 0 angegeben und graphisch darge-
stellt. Insbesondere g; = 0 ist eine Ndherung, da jedoch auch keine nume-
risch bestimmten hoherdimensionalen Fixmannigfaltigkeiten in diesem Sek-
tor bekannt sind, kann mit diesem Ergebnis eine gute Vorstellung von den
auf den Fixmannigfaltigkeiten verwirklichten Parameterbeziehungen wie-
dergegeben werden.

e Die links-rechts-symmetrischen Modelle (LR-Modelle) sind die Theorien,
fiir die mit den zuvor analytisch bestimmten Fixmannigfaltigkeiten der
grofkte Parameterraum beschreiben werden.

Bei deren Untersuchung wurde der fermionische Materiegehalt minimal ge-
wéhlt und die Auswirkungen des skalaren Teilchengehalts an links- bzw.
rechtshiindigen Tripletts und Bidubletts auf die exakt bestimmten Fixman-
nigfaltigkeiten im zwolfdimensionalen Sektor

(htp, 9o,1,R,B-1, Ats, M1 r,B.1)

und zusédtzlich im supersymmetrischen Fall auf die gendherten Top- und
Bottommassen — falls die LR-Modelle bis zur Skala p ~ (O(1TeV)) gelten
sollten — bestimmt.

Im supersymmetrischen Fall konnen einige der unbekannten Werte der Eich-
kopplungen iiber IR-attraktive Fixbeziehungen festgelegt werden, was im
nichtsupersymmetrischen Fall nicht moglich ist. Insbesondere die in der Li-
teratur fiir die manifest links-rechts-symmetrischen Modelle haufig getroffe-
ne Annahme ggr = gy, stellte sich vor diesem Hintergrund als IR-attraktive
Fixbeziehung heraus. Im nichtsupersymmetrischen Fall ist sie dagegen IR-
repulsiv.

Auch fiir by g? = brg% ist die Reihenfolge der Landau-Pole, die als bestim-
mendes Element in die Sektoren der Fixmannigfaltigkeiten eingehen, von
g%.; und g% noch offen, so das beide Moglichkeiten, neben by g? = brgs =
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bp.1.9%.;, diskutiert wurden. Diese Fixlosungen sind zusitzlich links-rechts-
symmetrisch (L <> R).

Die angegebenen Fixmannigfaltigkeiten des weichbrechenden Sektors be-
statigen die zuvor getroffenen allgemeinen Aussagen. Fiir die Fixebene der
Top- und Bottom-Yukawakopplung h? = y? wird unter der gleichzeitigen
Unifizierung der Gaugino-Massen die obige Beziehung fiir die trilinearen
Kopplungen wiedergegeben. Inshesondere nehmen in diesem Fall, aufgrund
der symmetrischen Kopplung von Top- und Bottom-Quark in den RGG, die
trilinearen Kopplungen ebenfalls identische Werte an: A; = A,. Fiir h7 < h?
entkoppeln die Kombinationen A;/h; und Ay/h, nahezu.

Der Bestimmung der Massen bzw. des Mischungsparameters tan 5 liegen
einige sehr vereinfachende Naherungen zugrunde: Neben der Verwendung
der Ein-Schleifen-Ordnung und der Bestimmung der Fermionenmassen aus
Baumgraphenbeziehungen wurde angenommen, dafs das Gleiten unterhalb
der Paritidtsbrechungsskala gering ausfillt und die Massen mit den RGG
der LR-Modelle bestimmt werden koénnen.

Werden die Bottom-Masse und tan 8 als Eingangsparameter verwendet, so
ist die durch die Fixmannigfaltigkeiten gendherte Top-Masse fiir Model-
le, deren skalarer Teilchengehalt ebenfalls links-rechts-symmetrisch gewahlt
wird, von der Grofenordnung ~ (170 — 220) GeV bei mit dem MSSM ver-
gleichbaren tan S-Werten. Dagegen fiihrten Modelle mit asymmetrischen
skalaren Teilchengehalt zu deutlich schlechteren Ergebnissen und miissen
z.B. im minimalen Fall mit ausschlieflich zwei Bidubletts und zwei SU(2) -
Tripletts vor diesem Hintergrund ausgeschlossen werden (=~ 300 300).

Durch die analytisch bestimmten Fixmannigfaltigkeiten konnte der Einflufs
der unterschiedlichen skalaren Teilchensorten auf diese Observablen unmit-
telbar untersucht werden, wobei sich insgesamt von Seiten der Fixstruktu-
ren im Parameterraum eine deutliche Préferenz der Modelle mit manifest
links-rechts-symmetrischen Teilchengehalt ergab.

Die Analyse der gendherten Top-Masse bzw. des tan S-Parameters in Ab-
héngigkeit vom skalaren Teilchengehalt machte deutlich, daf sowohl die
Wahl des Losungssektors der Fixmannigfaltigkeit als auch die genaue An-
zahl der jeweiligen Tripletts und der Bidubletts diese Observable stark be-
einflufft. In den manifest links-rechts-symmetrischen Fillen stellt sich die
IR-attraktive Fixbeziehung h? = h? bei dieser Ubersetzung in die Fermio-
nenmassen als angenédhert verwirklicht heraus.

Als zweite grofe Klasse von Modellen wurde die Erweiterung des SMs oder
MSSMs um eine abelsche Wechselwirkung betrachtet, die zu der Klasse der
superstring-inspirierten Theorien zdhlen, und analytisch zugéngliche Fix-
mannigfaltigkeiten in Abhangigkeit von dem hier auftretenden Mischungs-
winkel © angegeben.
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Fiir die zusédtzliche Wechselwirkung mit abelscher Eichgruppe wurde deren
Eichkopplung ge wiederum durch eine Fixbeziehung in Form von bggd =
big? festgelegt.

Durch die Beziehung (11.1) konnte die zu erwartende Korrektur — unter
denselben Annahmen wir bei den LR-Modellen — der aus den Fixmannig-
faltigkeiten ndherungsweise gewonnenen Top-Masse unabhingig vom spe-
ziellen Modell auf unter 10% begrenzt werden. Diese Werte werden durch
die Evolution des RGFes weiter verringert, was zu maximalen Abweichun-
gen von 3,8% im Vergleich zur Masse des Top-Quarks im SM bzw. MSSM
fiihrte.
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Anhang




A Konventionen

A.1 Anmerkungen zu den Liegruppen

In werden einige Angaben zu den Liegruppen gemacht, wobei weniger auf ei-
ne Darstellung der Theorie, sondern mehr auf die Schilderung der verwendeten
Konventionen und Begriffe Wert gelegt wird. Ausgezeichnete Darstellungen der
Lietheorie finden sich in [29, 129].

Fast alle Eigenschaften einer Liegruppe G lassen sich anhand ihrer Liealgebra G
feststellen. Eine N-dimensionale Liealgebra kann mit Hilfe ihrer Generatoren t4,
A = 1,...,N, die ihre Basis bilden, parametrisiert werden. Diese erfiillen die

Kommutatorbeziehung:
(14, t7] =i fAPC, (A1)
c

wobei der Faktor i Konvention ist und die Strukturkonstanten f4B, eingefiihrt
wurden. Das Lieprodukt |-,-] ist durch die Liegruppe induziert und entspricht
in der Regel dem gewohnlichen Kommutator. Ein Element der Liealgebra ist
durch —: Zgzl wy t4, mit reellen Parametern w,, gegeben. Zu jeder Liegrup-
pe lassen sich eine oder mehrere Ezponentialabbildungen konstruieren, die die
Liealgebra in die Liegruppe abbilden, womit ein Element der Gruppe durch
. N A .
exp(—i ) 4, wat?) gegeben ist.

Eine Darstellung R von G (und damit von G) ist eine lineare Transformation von
G, die auf einen Vektorraum V', den Darstellungsraum, wirkt und fiir die Genera-
toren T := R(t") die Beziehung (A.1) erfiillen (in G muf die Gruppenverkniip-
fung respektiert werden). Die Darstellung ist irreduzibel, wenn kein Untervektor-
raum von V existiert, der von R in sich selbst abgebildet wird, sonst wird die Dar-
stellung reduzibel genannt. Die Gruppenkonjugation Ad mit Ad(h)(g) = h™'gh
fiir g, h € G ist die adjungierte Darstellung der Gruppe, ihr entspricht ad mit
ad(a)(b) = [a,b] mit a,b € G auf der Ebene der Algebra. Zwischen Ad und ad
gilt die Beziehung: Ad exp = exp ad. Die kleinste endliche Darstellung wird Fun-
damentaldarstellung genannt.

Eine Unterliealgebra H von G ist ein unter dem Lieprodukt (A.1) abgeschlosse-
ner Untervektorraum von G. Sie wird invariant genannt, wenn gilt: [H,G] C H.
Eine Liealgebra ist einfach, wenn sie keine invarianten Unterliealgebren enthélt,
und halbeinfach, wenn zumindest keine abelschen invarianten Unterliealgebren
existieren. Halbeinfache Liealgebren (-gruppen) sind die direkten Summen (Pro-
dukte) von einfachen Liealgebren (-gruppen). Eine Liealgebra ist kompakt, wenn
ihre Cartan-Metrik

g*% = Spur (TAT?) = Z o f.PB, T:=ad (A.2)
c,D
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positiv definit ist, was dann in jeder Darstellung erfiillt ist und umgekehrt. Hierbei
wurde (T4)pc = —i fA¢, ausgenutzt. Fiir eine irreduzible Darstellung gilt:

Spur (TI’QT]?) = Sp0AB; (A.3)

sg ist der Dynkin-Index der Darstellung R. Der Dynkin-Index der Fundamen-
taldarstellung wird iiblicherweise zu 1/2 normiert.

Kompakte Liegruppen sind das Produkt einer kompakten halbeinfachen und ei-
ner abelschen Liegruppe, insbesondere sind die Strukturkonstanten vollstindig
antisymmetrisch und alle endlich dimensionalen Darstellungen unitar.

Eine Groke Cg, die mit allen Elementen der Liealgebra in einer bestimmten Dar-
stellung vertauscht [Cr, R(G)] = 0, wird Casimir-Invariante genannt. Ein Beispiel
sind die quadratischen Casimir-Invarianten

A

die fiir eine irreduzible Darstellung ein Vielfaches der Einheit sind:
(Cr)ij = cr dij- (A.5)

Damit folgt unmittelbar N sg = Ngcg, wobei Ng die Dimension der jeweiligen
Darstellung ist.

A.2 Spinorkonventionen

Die Konventionen beziiglich der Spinordarstellung der Lorentzgruppe werden be-
schrieben. Diese Darstellung beruht auf der Isomorphie zwischen SO(3,1) und
SL(2) im Verhéltnis 1 : 2. Es existieren somit zwei Darstellungsrdume, deren
Weylspinoren zweikomponentige, antivertauschende Vektoren sind: 1, bzw. X,
[43]. Komplexe Konjugation entspricht dem Wechsel zwischen diesen Darstellun-
gen.

Um das Skalarprodukt der SL(2) kompakt schreiben zu kénnen, werden kovari-
ante Spinoren eingefiihrt:

a e —Q ap « af 0 —1
) zsﬁw[g, X :5’3@05, 8’6228’32:(1 0) (A.6)

wobei iiber doppelt auftretende Indizes summiert wird. Das Skalarprodukt ist
symmetrisch:

¢X = 1/JaXa = _Xoﬂ/)a = Xawa = X’(/Ja

X = PaX® = —XUs = Xa¥ = X0,
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und zeigt das folgende einfache Verhalten unter hermitescher Konjugation:
@x)" = (V%) = Xa¥" =X = ¥x-

Die Verbindung zu den Lorentzvektoren wird mit o/, moglich:
— oM — —dao
Vag = OagVu;  Up = ~50) Vag,

wobei es sich um die Paulimatrizen 0%, i = 1,2, 3 bzw. um die negative Einheits-

matrix o handelt und _

spaa . af af B

o't 1= eMe™May .
eingefiihrt wurde. Die vierkomponentigen Dirac- bzw. Majoranaspinoren und die
~v-Matrizen lassen sich aus den Weylfermionen und den o-Matrizen konstruieren:

Xa Xa 0 O'u
Up=(28), Tu= (X)), »=(_ .
P (w) M (Y) ! (o“ 0)

Niitzliche Beziehungen, insbesondere bei der Herleitung der Komponentenfeld-
zerlegung der supersymmetrischen Lagrangedichte, sind unter Verwendung der
Metrik g,, = Diag(—1,1,1,1):

Spur o¥s” = —2¢",
ot ot = _9§8sP
ad™ @ a Var
0*ef = —%eaﬂei
- — 1 —2
®d®3 = _§6d,3®7
(00"9)(00"8) = —%@2@257“",
1
©¥)(©X) = —56%(by),
1y
@9)Ox%) = —0 (@X),
xotp = —igory,
(xo" )t = o'y,
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B Renormierungsgruppengleichungen

Bestimmung von RGG: SM und MSSM

Um die Anwendung der allgemeinen RGG zu demonstrieren, werden hier das SM
und das MSSM diskutiert. Die RGG der folgenden Modelle sind nach diesem
Schema abgeleitet worden. Ausgangspunkt ist der Teilchengehalt der Tabelle 2
(Seite 40), dem im MSSM Superfelder entsprechen und der Higgs-Sektor um ein
zusitzliches Dublett ergdnzt wird.

Eichkopplungen

Fir die Anteile der RGG (3.15), die von den Eichbosonen stammen, gilt fiir
die adjungierte Darstellung einer SU(n): ¢ = n. Der fermionische Anteil fiir die
SU(3)¢ lautet

s = ng-2- (18] +1[3]) - = = 2ng,

2
da pro Generation zwei Quarks existieren?, die jeweils in den Fundamentaldar-
stellungen als Triplett und Antitriplett auftreten (sp = 1/2). Entsprechend folgt
fiir die SU(2), mit ne Generationen, jeweils mit zwei fundamentalen Dubletts,
davon eins in den drei Farben der SU(3)¢:

s g - (1[2] +3[3]- 1[2]) : % = 2ng.

Fiir die U(1)y ergibt die Summe iiber die fermionischen Hyperladungen:
1 2
YV = ng- [2- <—§> [L] + 12[e]
F

4303 (2- (3) @+ (-2) w+(3) [d]) ] = Y.

und damit die GUT Normierung:

SF 277,(; 3

oot = S5 V2 T 10/3ng b

Der skalare Anteil verschwindet fiir die starke Wechselwirkung 8?) = 0, da hier
nur Singuletts vorhanden sind; dagegen ergibt sich fiir die SU(2):
(2) 1

?"Die Leptonen tragen hier nicht bei, da sie beziiglich der SU(3)¢ ein Singulett bilden.
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Der Faktor zwei rithrt im SM von einem Dublett, das in zwei reellen Darstellungen
vorliegt [67], und im MSSM von zwei Dubletts in komplexer Darstellung [81]. Fiir
die Summe iiber die skalaren Hyperladungen folgt &hnlich wie im fermionischen

Fall: )
1
s, o () =L e () -

wobei zuletzt das zweite Dublett eingeht. Einsetzen in (3.16) und (3.17) ergibt
die folgenden Koeffizienten der RGG fiir die Eichkopplungen (3.15):

Modell Eichgruppe RGG Koeffizient fiir drei Generationen

SM U(l)y blz—%ng—% b1 :—%
SU(Q)L b2:—§nG+4§3 b2:13—9
SU(3)¢ by =—3ng+22 by3=14
MSSM  U(1l)y by = —4ng — g b, = —%
SU(Q)L bg = —47”LG + 10 bg = -2
SU(?))C b3 = —4TLG + 18 bg =6
Yukawakopplungen

Der Lagrangedichtenanteil der Yukawakopplungen im SM lautet

LY =_—HLEe-H'«QUu- H'QDd+ h.c. (B.1)
und fiir den entsprechenden Sektor im MSSM:

cussv — _[LEe— HIQUT— H)QDd + h.c.. (B.2)

Yukawa

In beiden Modellen gilt:
329 {c(a) = =3 Kgur 1—%—1 g+ O—|—§ 9 | E
a 4 1 4 2 3
- _ g 2+2
- T\
. 4 1 3 4 4
_32:92{02‘)’ Uy = -3 (HGUT <§ + %) g% + 193 + (g + g) gg) U
17 9
— - (gt + 3+ sad) v
— 27 .(a) DY — _— 1 1 3 8 D
32(1:911{0}7 , D} 3 (“GUT (9 36) 91 t 492 + 393
1 9
= - (ng +395+ 895) U.
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Durch Einsetzen in (3.20) folgen fiir das SM die RGG:

dE 3 9 9
u@ = EEETEﬁ—ESpur (E'E + 3U'U + 3D'D) — <ng + Zg%) E,
du 307 (1t t t t t
poo = 5U(U U — D'D) + USpur (E'E +3U'U + 3D'D)
n

17 9
(2091 + 492 + 893) U,

”Ccii—l/j = gD (D'D —U'U) + DSpur (E'E 4+ 3U'U + 3D'D)

1 9
— (798 + 792 + 843 ) D (B.3)

4 4
Der Faktor drei in der Spur entsteht durch die drei Farbladungen. Das relative
Minuszeichen der U- und D-Terme wird durch das Skalarprodukt der SU(2),

vermittelt durch den vollstindig antisymmetrischen Tensor € in der Yukawa-
Lagrangedichte (B.1), erzeugt.

Fiir das MSSM folgt dhnlich mit dem zusétzlichen Anteil
; 1 3 ; 3 3
2B N = 2 (o g+ o) v = (ot + 5t )

fiir die RGG der Yukawakopplungen:

‘;—f = 3EE'E+ ESpur (E'E +3D'D) — (ggf + 393) E,
uz—z = U (3U'U + D'D) + U Spur (3U'U) — Gggl + 3¢5 + ?g?,) U,
u% = D(3D'D+U'U) + DSpur (E'E +3D'D)

<175 g + 395 + 136 gg) D. (B.4)
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Standardmodell

Die Ein-Schleifen-RGG (B.3) des Eich-Yukawa-Sektors reduzieren sich fiir die
schwerste Generation mit o; := g7 /4m, y; := g7 /4m, j = t,b,7 und t = 7~ In(u/p0)
auf:

day, ) a1 19

pral —ba 0r; bl__5a b2—§’ by = 14;

% = Y <9yt + 3yp + 2y, — %Oq - 20@ - 16a3> ’

% = U (3% +9yp + 2y, — %Ozl - gaz - 16a3> ;

% = <6yt + 6y + 5y — gal - g%) : (B-5)

Minimal Supersymmetrisches Standardmodell

Die dem SM (B.5) entsprechenden RGG ergeben sich mit y; := hZ /47 zu:

d;a — _ba? b= _%, by=—2, by=6;

% = (12yt + 2y — %Oq 6oy — %%)

% = % (2% + 12y, + 2y, — %al — B — 3;))—2(13) )

d;;; = Yr <6yb +8yr — ?m - 6042) : (B.6)

Standardmodell mit zwei Higgsdubletts

Wo o hodi bi=-T, h=6 bh=14,

% = Y <9yt + yp — 1—;041 - gOZQ - 16@3)

% = U (yt + 9y + 2y, — %al - 20@ - 16@3) ;

% = (6yb + 9y, — 041 - gOtz) : (B.7)
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Links-rechts-symmetrische Modelle

Die Koeffizienten der RGG der Eichkopplungen do;/dt = —bia?, i = C, L, R,
B — L mit ng Bidubletts, ny linkshindigen und ng rechtshindigen Tripletts fiir
ne Generationen sind im nichtsupersymmetrischen Fall:

8

bc = —g?’LG—f—QQ,
8 4 1

bL = —§HG+?—§(2nL+n3),
8 44 1

br = —gnG+§—§(2nR+nB),
8

bB—L = —gTLG—3(’I'LL+TLR); (BS)

bzw. fiir ein supersymmetrisches Modell:

BUSY = _dng + 18,

b;"%Y = —4ng+12—4ng, — 2ngp,

bR = —4ng+12—4ng — 2np,

b7 = —4dng —9(nr + ng)- (B.9)

Die Werte dieser Koeffizienten fiir einige Modelle in drei Generationen werden in
Tabelle 7 wiedergegeben.

ng np ng|bo by brp bpp | BYSY BSUSY  pSUSY  psusy
1 1 1|14 17/3 17/3 14| 6 6 6 -30
1 0 2[14 19/3 5 -14| 6 -2 -10 -30
1 2 2|14 5 5 20/ 6 -0 -10 -48
2 1 1|14 16/3 16/3 -14| 6 -8 -8 -30
2 0 2|14 6 14/3 14| 6 -4 -12  -30
2 2 2|14 14/3 14/3 20| 6 -12  -12 48

Tabelle 7: Koeffizienten der Eich-RGG einiger LR-Modelle und ihrer supersym-
metrischen Varianten.

Die RGG der Quark- und Leptonen-Yukawakopplungen fiir die schwerste Genera-
tion im Sektor der Bidubletts sind mit yq; := gg;/47, yLi := gg;/4m,i=1,...,np
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bzw. g — h im supersymmetrischen Fall:

dyQ e
WZ = Ygi <4a1 ; Yqj + 2yri + 6ygi

9 a
—16asac + (5@ + 362) (o + ag) + gaBL) ,

dyri e
dth = YQi (4a1 Z Y + 2y + 6Yqi

j=1
9 9
— | g% + 3es | (o + ag) + 502051 (B.10)

mit den Koeffizienten aus Tabelle 1. Die RGG fiir die hier beinhalteten supersym-
metrischen Modelle und den weichbrechenden Sektor wurden in 97| hergeleitet.

Modelle mit zusatzlichen abelschen Wechselwirkungen

Die U(1)y, bzw. U(1)(©) modifizieren die Renormierungsgruppengleichungen
des SMs bzw. MSSMs. Im nichtsupersymmetrischen Fall gilt:

41 19 16
by = - by = 3 by =14; by = -8 — 16Ky, b, =—-8— 3 0
2 4 1
b(@) = —-8-— g (1 — 6 sin2 O+ \/—1_5 sm(2®)) Ko,
d 17 9
% = <9yt + 3yp + 2y, — 126y — 126,00y — 1—0a1 - 5042 - 16a3> ,
dyb 1 9
i Yo \ 3yt + 9y + 2y, — 12640 — 60K, 0ty — §a1 — 5042 — 16as ),
dy, 9 9
d—yt = Y, (Gyt + 6yp + 5yr — 12Ky — 60K, 0 — 50— 5(12) : (B.11)
12 12 — L in? © + i (20) (©)
v — 126y, — 12K,y - - . — | = — =sin sin Ko
P&y XX ) 5 2\/ﬁ (S] ;
1 3
.= 12kp0y — 60Ky 0 ... = — [ = +5sin? O — sin2@>/£ a(0).
v = 60 = = (3 =sin(26)) naa(©)
bzw. im supersymmetrischen Fall:
66
by = - by =—2, b3=06; by=—12—064ky, b, = —12— 32k,;
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4 7.
b(O) = —12— 3 (2 — SSIHQ @) Ko;

d 26 32

% = (12% + 2yp — 24Ky — 24Ky 0, — 1—5a1 — 6ag — ?ag) ,

d 14 32

% = 1 (Qyt + 12y + 2y, — 24Ky — 24Ky 0y — 1—5a1 — 6oy — ?a;),) ,
dy. 18

d—yt =y, <6yb + 8Yr — 24Ky0y — 56Ky 0y — M 60@) ; (B.12)

2 4
oo — 24Kypay — 24Ky 0 ... = — (1 — Zsin?0 + — sin(2@)) kea(O),

5 V15
oo — 24Ky0uy — 56Ky 0y ... = — (1 + %sin2 0 — \/% sin(2@)> ke (O©).
Die GUT-Normierungen ergeben sich zu:
/@1 = %, /Ql = %;
Kg' = im;l cos” © + 4%&;1 sin? @ — \51—1_85 sin(20). (B.13)
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C Lie-Punktsymmetrien von Differentialgleichun-
gen

Die Definition und Bestimmung von Lie-Punktsymmetrien einer Differentialglei-
chung wird hier kurz geschildert. Ein Standardwerk zu diesem Themenkreis ist
[113].

Sei Sa die Losungsmannigfaltigkeit eines Systems A(u,z,dz,...) = 0 von Dif-
ferentialgleichungen mit den unabhéngigen u = (u4,...,u,) bzw. abhingigen
Variablen z = (z1,...,2,). Die Losung des Systems ist eine Funktion (M :=
RP) - (X = R?) : u — x = z(u). Eine Symmetriegruppe G von S ver-
mittelt eine Transformation auf der Mannigfaltigkeit M x X, die die Losungen
von Sa wieder auf Losungen abbildet. Die p-dimensionale Untermannigfaltigkeit
Lp={(p, f(w)); p € Q} C M x X fiir eine Losung f von Sa geht fiir ein g € G
ing-Ty={(,2")=g-(u,2); (1) € I'y} tiber. Fiir jedes g(s) € G mit dem
kontinuierlichem Gruppenparameter s werden die expliziten Transformationen

(W' a') = g(s) - (p, x) =: (Als, p, x), Z(s, p, x)) (C.1)
eingefiihrt.

Die Differentialgleichungen héngen nicht nur von p und x ab, sondern auch bis
zu einer gewissen Ordnung n von den Differentiationen von x, so daf die Symme-
trietransformationen auf diesen Raum fortgesetzt oder prolongiert werden miissen.
Fiir die Losung f : M — X wird die n-te Prolongation eingefiihrt:

2™ = pr®™f(u): M - X™ (C.2)
mit
o = 0sfip) T =(ir,-odk), 1< <p (C.3)

und
p+k+1)
k -

XM .= X, x ... xX,, X=Re( (C.4)

Der Raum M x X®™ wird der Jetraum von M x X genannt. Die prolongierte
Losungsmannigfaltigkeit lautet:

S8 = {12 A, a™) =0} € M x X, (€5)

Ist v der infinitesimale Generator der Symmetrie iber M x X

a 0 < 0
mit p p
fz(lj'a 37) = Eﬁi(saua LE) s—0’ ¢j(“’ 37) = Efj(snuﬂ LE) s—0’ (07)
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so lautet der prolongierte Generator der Ordnung n iiber M x X ®):

q
priv=v+Y Y ¢ (ua™) 0

’
=L > 0.
mit den Abkiirzungen:
oVl
T —]’
8/,le ‘e 8IU,J'|J|

p p
¢7(n,a™) = D, (¢j -2 & %z) +D &
=1 =1

Hierbei steht D fiir die totale Differentiation, also insbesondere:

of ¥ of
8,LLZ + Z ij’i‘]%'

j=1 | J]

DJ Z:Djl...D

Jjaps

Dif:

(C.8)

(C.9)

Die Symmetrie der Differentialgleichung A(u,z(™) = 0 ist letztlich durch die
Funktionen & und ¢; bestimmt. Deren Bestimmungsgleichungen ergeben sich

aus der Forderung nach infinitesimaler Invarianz:

(Pr (”)v) A;(p, x(”))

Als einfaches Beispiel wird hier die Differentialgleichung mit

=0.
A=0

dx
A = r_ ! = —
(p2) =2 —z, a'=—

betrachtet. Der Generator bzw. prolongierte Generator
0 0 0

= &= - My = uw 2

v §3u+¢ax’ prv=v+¢ py

¢“ = DN(QS - f.%’) + f.%” = Qs,u + xl((b,w - g,u) - xlzg,w
fiihrt auf
(pr(l)v) Ap, $(1))‘ = out 33(¢,z - g,u) - ng,z —9=0

A=0

= o =0, ¢a=8u ou=20.
Diese Gleichungen ergeben die drei unabhingigen Generatoren:
v =0y, vy=¢€"0y, v3=¢€"0,+ xe"0,,
die die Liealgebra
[v1, V2] = Ve, [v1,v3] = w3, [vg,v3] =0

erfiillen.
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D Zur anomalen Dimension einer Invarianten

Die gemeinsame Invariante der Generatoren
0 0
geniigt den Eigenwertgleichungen:
RI=~T, ST=01T,

ergianzt um die durch die Liealgebra induzierte Beziehung:

[SSRI=R = RA=(S-1)7. (D.2)
Das Skalierungsverhalten des RGFes legt fest:
S¥= = RA=0. (D.3)

Die Einfiihrung einer Funktion h(z) iiber die Grofe
I:=Texph
fiihrt ebenfalls auf ein System von Eigenwertgleichungen:
RI=(Rh+7y)I=:741, SI=(Sh+\)I=)I,
deren Eigenwerte wiederum (D.2) erfiillen:
S—1)y—RA=(S-1)(Rh+%) —R(Sh+A) =(S,R]—R)h=0.

Da die denkbare Forderung v = 0 mit R h = —7% &quivalent ist, was nicht ohne
weiteres gelost werden kann, wird iiber die Funktion A zur Vereinfachung von
(D.1) wie folgt verfiigt:

A:=const. =¢ & Sh=c—

was sich mit einer beliebigen Funktion C l6sen l&ft:

1

th(ﬁ,ﬁ,--) +/§(C—X(sx1,sx2,---)).
0

r1 1 S

Dann folgt fiir die neuen Eigenwertfunktionen (vgl (D.3)):
RA=0 = Sy=1.

Uber die Konstante ¢ kann weiterhin frei verfiigt werden; die Setzung ¢ = 0 fiihrt
nicht immer auf das formal einfachste Differentialgleichungssystem, so daf im
Text auch ¢ = 1 gesetzt wurde:

RI=~1, SI=1, Sv=n.
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E Explizite Integration fiir eine Yukawa- und N
Eichkopplungen und die Rolle von Randbedin-
gungen

In diesem Anhang wird die explizite Integration der RGG fiir eine beliebige Zahl
von Eichkopplungen und einer Yukawakopplung vorgenommen und gezeigt, daf
die Fixmannigfaltigkeiten durch Randbedingungen, was die iibliche Vorgehens-
weise darstellt, nur unvollstindig bestimmt sind. Trotzdem sind diese Grenz-
fallbetrachtungen aufschlufireich, da sie die einzelnen Sektoren der Fixlosungen
einem bestimmten maximalen oder minimalen Landau-Pol zuordnen. Es werden
die RGG der Ein-Schleifen-Approximation untersucht und somit im ersten Schritt
die Losungstrajektorien als Funktionen der Impulsskala und nicht die Mannigfal-
tigkeiten bestimmt, die sich jedoch im Anschluf ablesen lassen.

Zwar sind die bestimmten Losungen in diesem Beispiel in ihrer Integraldarstellung
schon von Hill [10] gefunden und spéter vielfach diskutiert (z.B. [13]) worden,
jedoch war bisher die Losung dieser Integrale nur fiir den Spezialfall einer einzigen
Eichkopplung gegeben; die zugehorige Fixstruktur ist in diesem Fall ein trivialer
Fixpunkt.

Die RGG lauten mit ¢ = = In(u/po):
do; o dy
at —
1=1,...,N, A ::ZXia,-.

Die Losung von (E.1) fiir die Yukawakopplung lautet:

S (£2)
y_const.—afe_fA' '
Der Zihler 1Rt sich unter Verwendung von do;/dt = —b;o? integrieren:

e*fA — eXpZXz/dt o = epoXi/dai % = H (ai)m+1 ’ (E3)

i
wobei 7; fiir die Attraktivitit des jeweiligen Fixpunktes pf; = (y/a;)* — alle
anderen Eichkopplungen verschwinden — steht:

Xi * Xi — bi
;= — — 1, ;= : E.4
T’ bz on,l a ( )
Damit gilt fiir einen beliebigen Anfangswert p:
o™t
y=— 1l (E.5)

- - : .
—Hzg —a [dt]]ar!
0
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Die mdoglichen Anfangsskalen pq sind durch die Landau-Pole i; bzw. ¢; = ﬁ In %
beschrankt. Ohne experimentelle Daten 14ft sich {iber deren Lage nur feststellen
ob sie sich oberhalb oder unterhalb des perturbativen Bereichs befinden. Es gilt:

t t

T:= ﬁ/dsna(s)”“ :/dsﬁ (j:g_n_l

0 0 =1

Die Substitution
T s—1

A )r+r— t>0AX<0) V (t<0AX>0)

fithrt mit 0o := Y17, (7; + 1) auf:

1

- — __1
t A—1 %28 1 - "
T = —[dr|1- 1—|1—-+—%
)\/ T( ) T) 11( Ne—1|

0 (3

_ L pov L 1=t l=tv 1)
A 771+1,...,7’}N+1,2—5a )\t—tl’ ,)\t—tN,)\

In der zweiten Zeile wurde die Euler’sche Integraldarstellung der Lauricella Funk-
tion vierter Art (zu den Eigenschaften dieser Funktion vgl. Anhang F, hier ins-
besondere (F.5)

)
F](DN) ( asry

xl,...,xN> (E6)

1
_ —)/dtto“l(l el — )P (1 — tay) PN,
—
0

ausgenutzt, die fiir den Spezialfall v = > 3 in die hier verwendete Funktion R
von Carlson (F.27) iibergeht. Diese Funktion ist homogen vom Grad —1 (F.28),
womit sich schreiben 1aft:

1 1 1 1 1

- y—— —— ) . (E.7)

T A

T — pvi) 1
m + 1,...,7’}N + 1,2 - (Sa

Durch das Herausfallen von A muf {iber diese Konstante nicht weiter verfiigt
werden.

Wenn die ersten n der Eichkopplungen asymptotisch nichtfreien Wechselwirkun-
gen entsprechen und als Anfangswerte die Verhéltnisse an den Grenzen des De-
finitionsbereichs verwendet werden sollen, lassen sich drei Moglichkeiten unter-
scheiden:
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Randbedingungen fiir IR Uv

n=0 Po = N o —> OO
N>n>0 to — [N Mo — i1
n=N po— 0  po — iy

Die Auszeichnung der ersten und N-ten Eichkopplung in dieser Tabelle ist will-
kiirlich. Fiir den ersten Term in der allgemeinen Losung (E.5)

1 1JTeg"

Y Y [[amt!

kann nur festgehalten werden, dafs der Zihler an den Grenzen des Definitionsbe-
reichs von p sich in allen drei Fillen wie folgt verhilt:

. : 1
lim l_Iongrl — 00, lim Hozg+ =0.

HO—UIR Ho—puv

—aZ (E.8)

Wie sich der Limes
[Tag™
Yo

in den drei Fallen verhilt kann nicht geschlossen werden, da weder mathematisch
noch physikalisch das Verhalten der Yukawakopplung im IR oder UV festgelegt
ist. Das einzige Kriterium an dieser Stelle ist das der Skalierungsinvarianz, das in
der vorangestellten Arbeit verwendet wurde und die hier — ohne dies von dieser
Warte aus niher begriinden zu kénnen — diesen Term mit Ausnahme des Falles
0o, = 1 ausschliefit:

lim

1
—*:—QI

Y po—>(BIRHUV)

UV Randbedingung:

Vollstindig asymptotisch freie Theorie (n = 0):

Der einfachste Fall in diesem Zusammenhang ist eine Theorie mit nur asympto-
tisch freien Wechselwirkungen, wobei hier die Randbedingungen im UV unter-
sucht werden. Fiir

N 1 47 47 1 1 50
0 : — = — = =, —_—= —
o t—t, W) -5 t  In(u/m)

wird (E.8) mit (E.7) und (F.11) fiir 6, > 1 zu:

Lo g 1 SR SRS S
y* m+1.,myv+1,2—-04| t—1t t—1tn
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_ 0 pw 1 N
1— 6, m+1.oov+1| t—t 7 t—ty

_ % pw 1

1_604 771+1:"'a77N+]-

— blal, . —bN(l/N) .

Ausnutzen der Homogenitétseigenschaft (F.28) und Verwenden der relativen Gro-

Ken
Py (P )= pii= b, pp= N
y,N\Fls -y PN ) - aN’ T - O,/N, i - bi,

wobei die Wahl von ay als Referenz willkiirlich ist, ergibt die auf die Ordnung

N — 1 reduzierte Fixlosung:

S(n+1)—-1 &

i Py, N
pin(pr - ospn—t) = i
(N-1) L;>>(n+1) _ P _ PN-1
FD ("1+11"',WN—1+1 1 p% L 1 p?\/—l)

Im IR-Grenzfall t — t,z = ty bzw. p; = 0 folgt mit (F.9) falls ny > 0:

=P, N>
1,...,1)

anderenfalls (ny < 0) wird der triviale Fixpunkt p¥ (0,...,0) = 0 erreicht. Im
UV, d.h. fiir ¢t — oo bzw. p; — pZ, strebt (E.9) gegen:

(E.9)

2 (n+1)—1 p;N

Pin(0,...,0)= i
FO-Y ( LY (1)

m+1,..,ny-1+1

2mt1)—1
777)N py’N 2(77+ 1) —1 *

p;,N(pT""’pj‘V—l) = = nN Py.N-
(N-1) 1;32(n+1)
Fp <n1+1,---,mv_1+1 0,... 0)

Die Eichkopplungen werden von nun an als unabhéngige Variablen betrachtet.
Die Trajektorien (E.9) gehen dann in eine Fixmannigfaltigkeit iiber, ein Schritt,
der letztlich nur durch die vorangegangen Untersuchungen dieser Arbeit zu recht-
fertigen ist.

Teilweise asymptotisch nichtfreie Theorie (N > n > 0):

Fiir pyy = p1 gilt in diesem Fall:

T S AN 1 41
po b T =4t Wn(p/m) -6
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Damit geht (E.8) mit Hilfe von (E.7) und (F.11) tiber in:

1 g 1
m + 17---;77N+172_ 6@4

0 1 1 1 1 1
"t—1, t—1y t—1, t—1n t—1

_ _%pm 1
T 2—0q0,m+ 1, ..oy +1

1 1 1 1 1
t—ti t—t, t—ty t—t, t—ty

_ % pw 1
T 2_5aa7]2+1a"'

Erneutes Ausnutzen der Homogenitét (F.28) fiihrt auf:

blO[l, b1a1 — b20[27 ceey blal — bNozN) .

*
Py,1P1

Pip Pi_pN-1 P
P3P " Py P10 P

Die Darstellung wird einfacher, wenn «; als Referenzkopplung verwendet wird.

(E.10)

F](DNA)

1;1—m
n2+1,...,nny+1

p:,N(pl""aprl): (

Zur Konsistenzpriifung wird der Limes p; — 0 betrachtet, der zwar fiir kein
t im perturbativen Bereich erreicht wird, da aber p; = 0 ebenfalls Fixlosung
der zugehorigen RGG ist, ist dieses sektorielle Abschalten der Eichkopplung ein
sinnvoller Grenzfall. Dann muf der hier betrachtete Fall sich auf n = 0 reduzieren,
der im vorangegangenen Abschnitt diskutiert wurde. Falls » -, (7; +1) > 1 gilt,
liefern (F.6) und (F.11):

p:,N(()? P2, PN—l)
p1__ m %
= lim (”T 1) ny PN

p1—0
Fg\’*l) 1;1—m

"72+15"'777N71+152_2(n+1)

_myx
ﬂpr’N

(N-1) 1;1—7 _ p2 _ PN-1
FD (772+1,---,n1v1+1t2—2(77+1) 1 Pg’ coal PN’ 1)
Salt)-1
- Tl (E.11)

(N-2) L3 21 (nt1) _p2 _ PN-1
F (7724-1,-7-&-,1’le1+1 1 p3’ 1 p7v—1>
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was das korrekte Ergebnis ist (vgl. (E.9)); fiir -, (7 +1) < 1 verschwindet die
Fixlosung identisch.

Im UV ¢t — #; bzaw. p; — oo mit piz1 < oo wird die folgende Asymptotik
angestrebt:

} N p*,lpl "
lim g7y (pr, ooy prvet) = — oy = o (E12)
1 F (L ‘o, ..,0)

Dagegen wird im IR ¢ — 5 bzw. p; — 0 mit (F.6), (F.8) und (F.33) falls ny > 0

1,...,1)
—p1 P NN .

O (1w [} g Pt PLT Pe
D \-m-nn

ok
I N B —Py1P1
1 py,N(pla'-'aprl) - N
toin FO-D Lil—m
D T]2+1,...,’I’]N,1+1,2—5a

erreicht. Ist dieser Fixpunkt repulsiv (ny < 0), so wird stattdessen der triviale
Fixpunkt p; y = 0 angestrebt.

Vollstéindig asymptotisch nichtfreie Theorie (n=N):

Die UV-Randbedingung ergibt hier eine mit dem Fall N > n > 1 formal identi-
sche Gestalt:

E3
Py1P1
* _ Y
Py (P15 pN—1) = :
FN-1) Ll-m  [Pip2 _PL_pN-1 P
D metLlenn+1|p3p1" " " pNy_y P17 ;1

Der Unterschied besteht darin, dal diese Mannigfaltigkeit in jedem Fall im IR
wegen 7y < 0 auf den trivialen Fixpunkt fiihrt.

Insgesamt zeichnen sich die Fixmannigfaltigkeiten, die mit den zu Beginn dis-
kutierten Einschrinkungen durch die UV-Randbedingung charakterisiert sind,
dadurch aus, dak sie im UV auf nichtfreie Yukawakopplungen fiihren. Diese TR-
attraktivste Fixmannigfaltigkeit ist abschnittsweise definiert, wobei die einzelnen
Sektoren jeweils durch einen Landau-Pol des UV-Bereichs bestimmt sind?®. Aqui-
valent zur Annahme, daf der i-te Pol (i < n) unterhalb aller anderen liegt, ist
die Bedingung:
b;p; = min{byp1, ..., b,pn}- (E.13)
Z8Fiir n = 0 existiert nur ein einzelner Sektor und es ist kein Landau-Pol im UV vorhanden.
Das entscheidene Element ist dann die asymptotische Freiheit aller Eichkopplungen.
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Dies gilt auch im Falle n = N, wobei dann jedoch py = 1 beachtet werden
muf. Diese Auszeichnung der N-ten Eichgruppe ist nur scheinbar, sie riihrt von
ihrer Wahl als Referenzkopplung. Die Fix-Losung dieses Systems ist somit aus n
Sektoren zusammengesetzt (vgl. Abbildung 26).

2(m+1)-1
UUN py,N

Py n(p1s -y pN-1)

n=0 F(N—l) 1;2°(n+1) p1 1 — PN-1
D n1+17"'anN—1+1 P’{ ’ ? p?V—l
Py,iPi
* _ FO-D Li1—n; Pie P
py,N(,O1, - ,pN_1) o = D n1+1mi 1+ np1 oy +1 | e g 7 by
n>

i=1,...,n: bjp; = min{b;p;; j < n}

Abbildung 26: Allgemeine IR-attraktive Fixmannigfaltigkeit in Einschleifen Ap-
proximation.

IR-Bedingung:

Die sich in diesem Fall ergebenden Fixmannigfaltigkeiten sind formal identisch
mit dem UV-Grenzfall, wobei die Rolle der Landau-Pole des UV von denen des
IR iibernommen wird. Aufgrund dieser Uberlegung und den bisherigen Ergeb-
nissen 1afkt sich die Fixlosung unmittelbar angeben, wobei die Bedingung, die
die einzelnen Sektoren bestimmt, nun in eine Maximumsforderung iibergeht (vgl.
Abbildung 27).

Z(WH)*lp;,N

nN

p;,N(pl: SRR prl)

n=N Fv=1) L3 (n+1) _p 1 — PN-t
D 7]1+17---5'UN—1+1 p; L p}k\l'fl
py,i Pi
(N-1) 1;1-n; P o1 P
* -3 1 s
py,N(pI: ooy PN-1) N - i (”1+1 ----- M1+ Lnip1 1+ | oY 25 B
n<

i=n+1,...,N: bjp; = max{b;p;; j > n}

Abbildung 27: Allgemeine Zimmermann-artige Mannigfaltigkeit in Ein-Schleifen-
Approximation.

207



Diese Fixlosungen zeichnen sich dadurch aus, daf sie im IR in den Fixpunkt pj v
und im UV immer in asymptotisch freie Yukawakopplungen miinden.

Stetige Differenzierbarkeit der attraktivsten Fixmannigfal-
tigkeit

Die Stetigkeit an den Nahtstellen der abschnittsweise definierten Fixlosungen
folgt durch Einsetzen fiir zwei Sektoren 4,5 € {1,...,n}, i # j von p; = p;p;/ ;-
Die Grenzmannigfaltigkeit ist dann durch:

*
Pyn\P1y--sPis--yPj = L Piy---3 PN-1
Pi
’fh'+nj+1p* Pi
N v, N p¥

b;p;=bj pj=min{b1p1,....bnpn}

P; p1 p; PN-1 P;
pPL P’ YNy P ) pi

gegeben. Alle Sektoren haben die folgende Mannigfaltigkeit gemeinsam:

F(N*Q) Li—=mni—n;
D m+Ll..ni—1+1L,mip1+1,.nj—1+1,n 1+ 1, +1

N _ P _ Pn
Pyn \ P12 =~ P1y--- Pn = — 01 Pntls - - -5 PN-1
P1 P1

nN vV p¥

F(N—”) 123, (n+1) |_P] pni1 P} pN-1 P;
D M1+ lean+1|phy i 77 Pl P pi

Diese Losung entspricht dem Fall, daf alle Landau-Pole des UV-Bereichs zusam-
menfallen.

Zum Beweis der Glitte der Fixmannigfaltigkeit wird die Stetigkeit der ersten
Ableitungen gezeigt. Diese folgt mit (F.16) (und entsprechend fiir p;):

0
op;

*

I
pi=7%Ppi
1

" Pj
Py (m,---,pj > p—ipi,---,pN—1>

1
= lp* ( p~—p—;p~ )
pl y,N IRREY ] p:( Ty + v -

i P:,N(---)Qb_NﬂN'i‘lF(N—n( 22— )
pripd by 1—m m+ 1. ny-1+ 1,y + 2

n p;,N("')an+1F(N1)< 22— ‘ )
pripr 1= m+1,...m+2,...,y+1

P*,N(- )2 b m+1_(n— 22—,
+ y*ifi Z b_pkl Fl() 1) 1 QZ 1‘ ct .
py,ipi ki j,N ) -1 771+ 1"'577k+ a"'anN+

208



Unter Verwendung von (F.13) gilt:

o*

o o
Py N (pla'-'apj > p_ipia"':pN1>

Ipi i pi= ki
_ P;,N(- . ')QF(Nfl) 21—
p;,szQ b n1+1a"',77i71+1,77i+1+1a"'a77N+1
Pi p Pi Pi-1 | Pi Pint Pi PN-1 Pi
pio T e P p T P P b
- mi(n + 1) i)
i+ + D +m+2)  p%i07
% FN-2) 25 =i — M
D
T +15"'5771'71+1a’r’i+1+1,"':77j71 +1a77j+1+1,"':77N+1
Pi p Pi Pi-1 Pi pi+ Pi PN-1 Pi
prod o e 0 e PN e

Dieses Ergebnis muf unter Verwendung von (F.11) mit dem folgenden Ausdruck
identisch sein:

o . e
apipy,N pla'-'apj_Epia"':prl

i m—ﬁm
* 2
_ _py’N(.*..) y
* pj
Py.jpr Pi
_ 2:2 —m;
X F[()N 2 ’ i
nl+1a"'a’r’i+25"'anjfl+15nj+1+1,"'anN+1
Pi PL Pi Picy | PL Pini pi pnv—1 pi\ 1140
A R TR TR TR IR TR T N R
_ ol (1 +m)(=n)
prili M (mi+n;+ 1)+ + 1)
(N-2) 25—mi —my
x Fp
nl+1a"'a’r’ifl+1a’r’i+1+1,"':77j71+1anj+1+1,"':77N+1
Pi pL Pi PN-1 Pi
pip T PNy P
0 05 )
- * geeey >—'7 TRERE _ x
8,01' py,N (pl p] ot p:pz PN-1 ij%pi

womit die erste Ableitung stetig ist. Setzt man dies fiir hohere Ableitungen fort,
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so stellt sich mit Hilfe der Differentiationsformel (F.16) heraus, dak der Uber-
gang vom i-ten Sektor (d.h. vom Landau-Pol #; bestimmt) in den j-ten Sektor
maximal [—7; —n; — 1]¢ mal stetig differenzierbar ist, wobei die Gauss-Klammern
verwendet wurden. Damit ist der Fall von zwei asymptotisch nichtfreien Kopp-
lungen mindestens zweimal differenzierbar und fiir zwei abelsche Eichgruppen in
einem nichtsupersymmetrischen Modell spitestens in der elften Ableitung (we-
gen 1 < —p < 11/2) und in einem supersymmetrischen Modell in der fiinften
Ableitung (wegen 1 < —n < 3) unstetig.
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F Glossar zur Lauricella-Funktion

Definition, Reihen- und Integraldarstellung:

Die Lauricella-Funktion vierter Art besitzt die Reihendarstellung [130, 131]

rm “T T1yeeey Ty
b (ﬁb'"aﬂn '

— Z (aa my + +mn)(ﬂ1,m1) (ﬁn,mn) ngl xnmn (F 1)
(y,mi+ ... +my) m! m,! :
mit dem Pochhammersymbol
LA+ k)
=T F.2

Die Variablen und Parameter sind im allgemeinen komplexwertig. Der Konver-
genzbereich ist durch
|z < 1,...,|z,] < 1 (F.3)

gegeben. Die Integraldarstellung in sogenannter Euler’scher Form lautet:

Jad) a5y
b (ﬁl: .. 'aﬁn

S ¢ /dtto‘l(l =) (= ta) P (L= )P

0

Ti,.-.. ,xn> (F.4)

Transformationen:

Es gelten die folgenden Transformationen [130]:

o “T T1yeeey Ty
b (617"'7ﬂn '

= (Q—a) P (g R T ) (FS
( xl) ( 37) D /817---;,671 3?1—1, ,.Tn—l ( )
= (I—a)™ (F.6)
« F® a;y 21 L1 —T2  T1— Tn
b V_ﬂl_---_ﬁn:ﬁ%"'aﬁn CCl_l,xl_l,”"xl_l

= (1- $1)7_a_ﬂ1(1 — .’L'Q)_’B2...(1 — :Cn)_ﬂ"
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x F™ T x,xQ_xl,...,xn_xl F.7
b (V_ﬂl_---_ﬁn:ﬁ%"'aﬁn ' ( )

Reduktionsbeziehungen:

Neben den trivialen Reduktionen durch die Setzungen 3; = 0 oder z; = 0%
existieren weitere wichtige Reduktionsbeziehungen [130]:
x) , (F.8)

rm 6 T, T,...,Tx | = r “T
b (ﬁl:"'mgn b /61+52++ﬁn

(n) ;7 Py —a—F1—...— Bn)

I = , (F.9
T -l =fi==f)
wobei zuletzt R(y—a— 1 —...— 3,) > 0 angenommen wurden. AuRerdem, falls
R(y —a— Bn) > 0:

F(n) asry
b (ﬂla"'aﬁn

T(YT(y — o — Br)

xl,...,xm_1,1,$m+1...,:cn>

_ (F.10)
I'(y=a)l'(y = Bn)

x FoU 57 = Pm Tlyevey Tyt Tndtly s Tp | .
b (ﬁla "aﬁmflaﬁm—kla"'aﬁn ' ' i

Mit (F.1) und (A, m)(A +m, k) = (A, k +m) gilt:

FoD “T Ti,--., Ty
b Birees Basi| i

i (o, m)(Brs1, m) 7y o [ @ +m;y+m
— (,Yam) m! b ﬂl:"'aﬁn

m=0

Ti,... ,xn> . (F.11)

Verwandtschaftliche Beziehungen:

Verwandt werden Relationen zwischen hypergeometrischen Funktionen der sel-
ben Ordnung genannt, deren Parameter um eins differieren [131]. Zur besseren
Ubersicht sind nur die sich &ndernden Parameter wiedergegeben, die Argumente

In diesen Fillen fallen die zugehorigen Komponenten in (F.1) heraus.
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bleiben gleich.

1—n
o Y P14+ ——T FM F.12
D 1_|_a_,yD( ) 1+a_,YD(’V ) ( )
= Fgl)(oz—1)+%x1FgL)(7+1,ﬂ1+1)
ot e PR (v 1+ 1) (F.13)
= F(")(7—1)+7aﬁ1 n Fyl(a+1;9+1, 81+ 1)
b Y=y P
+... +L%F( Na+1y+1, 8+ 1).. (F.14)
(1 =)

Die folgende Behauptung wurde in [130] fiir die Ordnung zwei gezeigt und im
nichsten Abschnitt im allgemeinen Fall bewiesen:

(v - a)F,S"’(a ~1) (F.15)

Differentiation, Additions- und Subtraktionstheorem:
Es gilt die Differentiationsformel [131]:

ak1+---+k5n (n) a;y
— F Tiy.e.,Tp
axkr . oxke P\ B, Ba '
(o, kv + ...+ kn)(B1, k1) - .. (B kn)
(v, k14 ...+ kn)

(n) a+ki+...+kyy+ki+...+k,
x Iy
B1+k1)"'aﬁn+kn

xl,...,xn> . (F.16)

Hiermit lassen sich das Additions- und Multiplikationtheorem beweisen:

(n) a5y
FD (ﬁla"'aﬁn
_ Z(a,m1+...+mn)(51,m1)...(ﬁn,mn)y{'“ ymn
(

¥,my + ...+ my) mi! T m,!

m) [@+M1+...+Mp;y+mM+ ...+ My
x F) x
ﬂl"’ml,"'a/gﬂ.—{_mn
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F “ T1Yly- s Tn Yn
b (Bla"'aﬁn e Y

_ Z(a,m1+...+mn)(ﬁ1,m1)...(ﬁn,mn)x§m”'x;”"
(y,m1+...+my) mi!l my!
X (y1—=1D)™ .. (y— 1™
(m) [@+M1+...+Mp;y+my+ ...+ My
Ip
131+m17"'7ﬁn+mn

Ty ,acn> . (F.18)

Zum Beweis von (F.16) wird die Integraldarstellung (F.5), (F.16) und (F.13)

verwendet:
L1y, .Zn)

_ F(,Y) a—1/1 _ \7—« — . —Bj Bzxz
_ —F(a)r(fy_a)o/dtt (1 -ty [0 - txy) ;71_%

J
a—7 (n) a;y+1
= ,BZ.Z'ZF T1y.--yTp
Y Z b Bla"':ﬁi"‘la"':ﬁn '
_ (n) ;Y m [ a— 1y
= (a— F T1,...,Ty | — F T1,...,Ty .
( 7){ b (ﬁla---aﬁn ' ) b (ﬁla"'aﬁn ' )}
Durch die folgenden Grenziibergéinge folgt die sogenannte konfluente Form der
Lauricella-Funktion:
T1ye-- ,lin)

Konfluente Form der Lauricella-Funktion:
L1yeeeyLi—1,EX5, Tjt1y- - - ,xn)

Eij{a:i(l — 2,)0; — Bix;} FY ( 51‘” 5

o) ;Y
ﬁla . 'aﬂiflaﬁi—}—la fee ,ﬁn
= lim ]gn) ;7
e=0 B, Biirs1/e, Bisty - Ba

_ Z (a,my 4 ... +mp)(Br,m) .- (Bic1, Mi—1) (Bir1, Miga) - - - (Bn, M)
(v,m1 +...+my)

x ™ xmn
X ...
my! my,!

— G T F.19
b (ﬂla"'aﬁi—laooa/gi—l—la"'aﬂn ' ( )
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Eine niitzliche Integralbeziehung [131]:

Ja Qs 7y T
b (ﬁla"'aﬁn !

1
_ Ty 5101 _ \y—0-1gn(n) a;
- F(5)F(7—5)0/ dut T (ﬁﬁ

: xn) (F.20)

uxl,...,uxn>

System der partiellen Differentialgleichungen:

Die Lauricella-Funktion vierter Art und n-ter Ordnung erfiillt das folgende Sy-
stem von partiellen Differentialgleichungen Vie{1,...,n}:

Zj

~ OF OF
(1—x;) Zx]@x,@x —Bij;xja—xj—l—(fy—(a—i-l)a:i)a =af; F. (F.21)

Mit Ausnahme der Fille n = 1,2 ist es bisher nicht gelungen ein geschlossenes
System von Ldsungen anzugeben. Fiir ein beliebiges n existieren die Losungen

F=F®( &7 o F.22
P (/Bla"'a/Bn ' ( )
mit schwacher Singularitit in (z1,...,2,) = (0,...,0) und
: o+ B, =1
F=F" (O"O‘J“ﬁl; +55 v 1—x1,...,1—xn) (F.23)
Lo+ Pn

mit schwacher Singularitét in (x1,...,z,) = (1,...,1). Mit Hilfe von (F.15) und
(F.16) folgt:

(y—a)F(a—1) ( —a- Z @x,) F+ ZJI:Z 5%' (F.24)

und mit (F.1)
I'(m) 1 falls m=0
0.m) =T _{ 0 falls m=1,2,...
fir « =0: F(a=0) = 1. Aus (F.24) folgt fiir den Spezialfall « = 1 eine partielle
Differentialgleichung erster Ordnung, die bisher nicht in der Literatur diskutiert
wurde:

a OF(a=1)
7—1—(7—1—;@3:,-) F(a= 2:1“,1—3:z o (F.26)

(F.25)
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Die Funktion von Carlson:

Ein Sonderfall der Lauricella-Funktion ist die Funktion von Carlson [132]:

n @ w (Bt .+ By
R™ (ﬁl,.--,ﬁn xlxn> 1=F§’( 1_%_“,1_%)_

ﬁla ERI) Bn
(F.27)
Diese Funktion ist homogen vom Grade —a:

R™ Y ltw,. bz, | =t*R™ “
(/Bla"'aﬁn ! /Bla"'aﬁn

Spezialfalle

Ty - ,$n> . (F.28)

Die Lauricella-Funktion vierter Art wird fiir zwei Variablen auch Appellfunktion
erster Art genannt [130, 133]:

F1(32) ( Qs 7y

/81 ﬁ2 $1,.T2) (F29)

$1,$2> =F (04,51,52;7

und fiir eine Variable auch Gaussfunktion genannt [117]:

F(1) oy
D (,B

Fiir diese Funktion sind weitere Transformationen bekannt [117]:

x) = 2F1(o, B;712). (F.30)

;Fl(a,ﬁ;ﬂﬂﬁ)
- pg)f(;f);(j = g; 2Fi(a, Bsa+ B~ +1]1 - 1) (F.31)
R F(V)I“F(S;—;(ﬂﬁ)_ 7) iy — By —a— B 11— )
e SRR (a,l —ytail —B+a‘%>
- ?8)?(3 - g; (=) 2 Fy <5, l—y+81-a+ 5&) . (F.32)

Niitzlich ist die Eigenschaft:

JF (o, B; Bl2) = (1— 2) . (F.33)
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Computerroutine zur Berechnung der Lauricella-Funktion

Die Gaussfunktion ist ab Version 3.z, die Appellfunktion ab Version 4.z in Ma-
thematica implementiert.

Die, in dieser Arbeit durchgefiihrten Berechnungen von expliziten Werten der
Lauricella-Funktionen beruhen auf einer in Fortran geschriebenen Routine, die
[131] entnommen wurde. Sie wurde in C iibersetzt und mittels der MathLink-
Schnittstelle in das Programm Mathematica eingelesen. Diese Vorgehensweise
garantiert eine hohe Geschwindigkeit.

Die MathLink Schnittstelle kann z.B. in der Datei fd2.tm ablegt werden und
enthélt die fiir Mathematica notwendigen Angaben (vgl. Abbildung 28).

:Evaluate: fd2::usage = "F_D~(2)"

:Begin:

:Function: FD2

:Pattern: fd2[a_Real,bl_Real,b2_Real,c_Real,x_Real,y_Real]
:Arguments: {a, b1, b2, ¢, x, y}

:ArgumentTypes:{Real, Real, Real, Real, Real, Real}
:ReturnType: Real
:End:

Abbildung 28: MathLink Schnittstelle zur Lauricella-Funktion.

Es wird davon ausgegangen, dak das C-Programm mit fd2.c benannt wurde. Zur
genauen Vorgehensweise wird auf [134] verwiesen. Das C-Listing ist in Abbildung
29 fiir die Lauricella-Funktionen zweiter Ordnung angegeben, es 1aft sich leicht
auf hohere Ordnungen erweitern. Es werden die ersten m = 2000 Terme der
Reihe berechnet, was in der Regel eine hinreichende Genauigkeit ergibt. Dieser
Wert kann selbstverstindlich beliebig erh6ht werden.
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#include "mathlink.h"
double FD2(double a,double bl,double b2,double c,
double x,double y)
{ int m = 2000;
double t1 = 1.0, t2, al, a2, anl, an2, cl1, c2, s = 0.0;

int nl, n2;

for( nl1 = 1; nl <= m; ni++ ) {
anl = ni;
al = a + anl - 1.0;

cl =c¢c+ anl - 1.0;
t2 = t1;
for( n2 = 1; n2 <= m; n2++ ) {
an2 = n2;
a2 = al + an2 - 1.0;
c2 =cl +an2 - 1.0;
s += t2;

t2 *= a2x(b2 + an2 - 1.0)*y/(c2*an2); }
t1 *= alx(bl + anl - 1.0)*x/(cl*anl); }
return s; }
int main(int argc,char *argv[]){return MLMain(argc,argv); }

Abbildung 29: C-Routine zur Berechnung der Lauricella-Funktion vierter Art und
zweiter Ordnung.
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