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Kapitel 1

Einleitung

Seit fast 50 Jahren ist das g-state-Potts-Modell als Verallgemeinerung des Ising-
Modells von 2 auf ¢ Systemzustdnde bekannt. Nachdem es zundchst nur wenig
Aufmerksamkeit auf sich zog, wurde es in den letzten Jahren zunehmend unter-
sucht, da gezeigt werden konnte, da} es zahlreiche interessante Phdnomene auf-
weist (Wu, 1982). Zudem wurden Anwendungsbeispiele gerade aus dem Bereich
der Festkorperphysik bekannt (Zia et al., 1975), (Wallace et al., 1977). Einen hi-
storischen Abrif} der aufgetretenen Probleme und Erkenntnisse liefert Kapitel 2.2.

Bei dem g-state-Potts-Modell
o wechselwirkt jeder Spin mit den direkten Nachbarspins und
e wird durch ein aufleres Magnetfeld beeinflufit.

Sowohl die Spinwechselwirkung als auch die Einwirkung des Magnetfeldes erfah-
ren in dieser Arbeit naheliegende Verallgemeinerungen, die beide zu strukturellen
(keinen zeitlichen) Chaosphdnomenen fiithren.

In Kapitel 2 wird das in weiten Teilen dieser Arbeit behandelte ¢-g-Potts-
Modell auf dem Bethe-Gitter eingefithrt. In diesem Modell wird die Einwirkung
des duBeren Magnetfeldes verallgemeinert. Anstatt nur eine Spinstellung wie im
klassischen Potts-Modell mit dem Magnetfeld wechselwirken zu lassen, werden
jetzt G Spinstellungen mit § < ¢ ausgezeichnet. Die Wechselwirkung mit den
Nachbarspins bleibt hierbei zunachst unberiihrt.

Es wird die Herleitung einer Rekursionsabbildung gezeigt. Die Anwendung
dieser Abbildung spiegelt den rein topologischen Anbau einer weiteren Schale des
Cayley-Baumes wider und beschreibt die Variation des Ordnungsparameters x
bei diesem Vorgehen. Mit Hilfe dieses Parameters 1Bt sich die Magnetiserung
ausdriicken.



Es zeigt sich, dafl die Bifurkationsdiagramme, die sich durch wiederholte An-
wendung der Iterationsgleichung auf beliebige Startwerte ergeben, bei gleichen
Werten des Parameters ¢ = £ — 1 identisch sind. Nach einer Reskalierung erfolgt
eine Untersuchung der Phasengrenzen, die durch die Stabilitit der Fixpunkte der
Rekursionsabbildung ermittelt werden. Anschliefend werden getrennt die Fix-
punkte und -zyklen der paramagnetischen, ferromagnetischen und antiferroma-
gnetischen Phase untersucht.

In Kapitel 3 wird zum Aufzeigen von Anwendungsméglichkeiten des Modells
ein evolutionstheoretisches und ein wirtschaftliches Konkurrenzmodell kurz skiz-
zenhaft vorgestellt. Der klare Schwerpunkt dieser Arbeit liegt aber auf der sta-
tistischen Bearbeitung der Modelle. Der Versuch, anwendungsbezogene, weiter-
reichende Schlufifolgerungen aus diesen beiden Modellansatzen zu ziehen, wird
somit nicht unternommen.

In Kapitel 4 wird die Bestimmung einiger statistischer Groflen des ¢-g-Modells
wie der Korrelationsfunktion oder der Freie Energie im Fall eines Fixpunktes der
Rekursionsformel hergeleitet.

Kapitel 5 beschéaftigt sich mit den gefundenen Chaosphédnomenen, welche die
Rekursionsabbildung des Modells zeigt. Im ersten Abschnitt wird zu ihrer Plausi-
bilisierung die gefundene Iterationsgleichung transformiert und so die Gleichheit
mit der logistischen Abbildung im Grenzfall ¢ — G gezeigt. AnschlieBend wer-
den nach einer kurzen Vorstellung der Simulationsalgorithmen ihre Ergebnisse
prasentiert. Der Frage nach Universalitdt geht der folgende Abschnitt nach. In
den Simulationen wurde gesehen, dafl nicht fiir alle Werte des Kontrollparame-
ters ¢ ein Bifurkationsiibergang ins Chaos gefunden werden kann. Dies ist Thema
des anschliefenden Abschnitts, der eine sehr gute Ndherung der sich ergebenden
Grenze ¢, liefert. Den Abschlufl dieses Kapitels bildet ein Abschnitt, der sich mit
der Lokalisierung der Fenster beschéftigt, die im Vergleich zur logistischen Abbil-
dung auch ohne Wechsel der Skala in grofler Anzahl auszumachen sind. Durch den
Ubergang von der diskreten Differenzengleichung zur Differezialgleichung wird ei-
ne Naherungsformel fir das Auftreten gefunden, die durch Simulationen bestatigt
wird.

Im abschlieBenden Kapitel 6 erfolgt die zweite Verallgemeinerung des klas-
sischen ¢-state-Potts-Modells, eine Verallgemeinerung der Spinwechselwirkung.
Hier wird die Kopplung der direkten Nachbarn (NN-Kopplung) zusétzlich auf
die iiberndchsten Nachbarn (NNN-Kopplung) ausgedehnt. Durch das Betrachten
dieses erweiterten Modells erhoht sich die Anzahl der “Ordnungsparameter” x
auf drei im Fall des erweiterten Ising-Modells, auf vier im Fall des erweiterten g-
state-Potts-Modells und auf fiinf im Fall des erweiterten g-g-Potts-Modells. Diese
Grofen ergeben in Kombination die lokale Magnetisierung, die Bezeichnung Ord-



nungsparameter ist somit irrefiihrend, wird aber als Bezeichnung in dieser Arbeit
eingefithrt. Die Erweiterung bewirkt im Fall einer antiferromagnetischen NNN-
Kopplung Frustrationseffekte.

Nachdem in den ersten beiden Abschnitten der Weg zu den Rekursionsfor-
meln skizziert und das Prinzip des eindimensionalen Liapunov-Exponenten auf
unsere mehrdimensionalen Modelle iibertragen wird, beschaftigt sich der folgen-
de Abschnitt mit dem einfachsten Fall, dem Ising-Modell mit NNN-Kopplung. Es
kann in diesem Fall die Freie Energie gewonnen und Voraussagen zum Phasendia-
gramm analytisch gemacht werden. Diese werden schlielich mit dem numerisch
erhaltenen Diagramm bestdtigt. Durch Simulationen der Bifurkationsdiagram-
me und des Liapunov-Exponenten wird gezeigt, dal hier ausschlieBlich Fixzy-
klen endlicher Linge und grofie Bereiche schwachen Chaos (Chern et al. a, 1994),
(Chern et al. b, 1994) gefunden werden. Dieser Ausdruck wird in dieser Arbeit als
Bezeichnung iibernommen, die Natur der Erscheinung des “schwachen Chaos”
aber noch genauer Untersucht. Gemeint ist mit dem Begriff ein Intervall, in dem
der Liapunov-Exponent numerisch exakt Null ist. Bei diesem wird kein Ubergang
mittels Bifurkationen beobachtet.

Der anschlieBende Abschnitt verallgemeinert dieses Beispiel auf das in den
vorigen Kapiteln behandelte ¢-¢-Modell mit NNN-Kopplung. Hier werden durch
Wegfall der Isingsymmetrie des vorangegangenen Abschnittes die Félle einer
ferro- und einer antiferromagnetischen NN-Kopplung getrennt behandelt, zeigen
aber qualitativ identisches Verhalten. Es findet somit eine Konzentration auf den
ferromagnetischen Fall statt. Es zeigt sich ferner, dafl bei gegebenem ¢ € IN die
Wahl von g € IN keinen Einflu} auf die Phasengrenzen und die Grenzen der Fen-
ster hat. Es wird folglich in dieser Arbeit ausschliellich der Fall § = 1 betrachtet,
da sich hier die Anzahl der Ordnungsparameter von fiinf auf vier verkleinert.

Am Beispiel ¢ = 3 wird bei héheren Temperaturen schwaches Chaos gefun-
den. Es zeigt sich, daf die Iterierten der Rekusionsabbildungen in dem Bereich des
schwachen Chaos auf einem Attraktor landen, der die Form einer geschlossenen
Raumkurve im vierdimensionalen Phasenraum hat. Diese hat eine nahezu ebene,
ovalformige Gestalt. Der Attraktor ist abhangig von den Systemparametern wie
der Temperatur, aber unabhéngig von den Startwerten der Iteration.

Es zeigt sich, daB die Iterationspunkte den Attraktor quasiperiodisch durch-
wandern und so in den Bifurkationsdiagrammen ein Intervall (pro Ordnungspa-
rameter) gleichméBig schwirzen. Die Grofe dieses Intervalls ist dabei durch die
Ausdehnung des Attraktors in dieser Raumrichtung gegebeben. Es wird gezeigt,
dafl der Abstand zweier eng benachbarter Startwerte um den anféanglichen Wert
Az(0) in einem kleinen (auf der Skala von Az(0)) Intervall fluktuiert und so
ein exponentielles Separieren wie auch eine Konvergenz zu einem Fixpunkt nicht



ermoglicht. Die quasiperiodische Natur der Iterationsabbildungen verhindert das
Annehmen eines Zyklus und somit einen negativen Liapunov-Exponenten. Insge-
samt erklirt dies das Verschwinden dieser GroBe.

Fenster innerhalb des schwachen Chaos, das seine Ursache also in der QQuasi-
periodizitat der Iterationsabbildungen findet, zeigen einen temperaturabhangigen
Ubergang zur Periodizitat.

Bei deutlicher Verkleinerung der Temperatur verformt sich zunehmend der
Attraktor. Durch lokale Streckungen und Stauchungen erhilt er groBe “Ausbuch-
tungen”, die schnell mit der Temperatur wachsen. Es wird veranschaulicht, daB
sie verhindern, dafl weiterhin die Iterationspunkte vollkommen gleichméfig den
Attraktor tiberdecken. Ein Vergleich des Iterationsverhaltens eng benachbarter
Anfangspunkte bei hohen und bei niedrigeren Temperaturen (im schwachen und
im klassischen Chaos) zeigt den kontinuierlichen Verlust des quasiperiodischen
Verhaltens, das sich in Form von nahezu gleichbleibenden Abstédnden zeigt. Bei
niedrigen Temperaturen wichst Az(0) schlieBlich exponetiell mit Zunahme der
Iterationen und fithrt somit zu einem positiven Liapunov-Exponenten.

In den Ubergangsbereichen zwischen schwachen und klassischen Chaos finden
sich neben interessant anmutenden Gebilden in den Bifurkationsdiagrammen auch
Ubergénge ins harte, klassische Chaos ohne Bifurkationskaskaden.



Kapitel 2

g-qg-Potts-Modell auf dem
Bethe-Gitter und seine
Grundlagen: Erweiterung des
Zeemannterms

Die Berechnung der Zustandssumme 7 ist in allen realistischen statistischen Pro-
blemen hoffnungslos schwierig. Somit ist man dazu gezwungen,

1. Néherungsverfahren einzusetzen und nur noch die fir entscheidend gehal-
tenen Eigenschaften in die Berechnung eingehen zu lassen oder

2. das reale System durch einfache Idealisierungen, sogenannte Modelle, zu
ersetzen. Diese konnen naturgeméaf die Wirklichkeit nicht mehr in allen
Belangen wiedergeben, lassen aber vor allem einige qualitative Schlufifolge-
rungen zu.

In diesem Kapitel wird zundchst ein neues Modell, das ¢-g-Potts-Modell auf dem
Bethe-Gitter, eingefiihrt und seine exakte Losbarkeit in manchen Punkten ge-
zeigt.

2.1 Das ¢-g-Potts-Modell auf dem Bethe Gitter

Das urspriingliche g-State-Potts-Modell (Potts, 1952), (Kosterlitz et al., 1978),

(Nelson, 1979), (Barber, 1980) wurde vor fast 50 Jahren als Generalisierung des
Ising-Modells vorgeschlagen, da es statt der dualen Zustandsmdoglichkeiten je-
des Spins verallgemeinert ¢ Moglichkeiten besitzt. Das sich ergebende kritische
Verhalten ist reichhaltiger und genereller, als es das Ising-Modell allein zeigt
(Wu, 1982). Seine Wichtigkeit ist zudem begriindet in der grofien Verwandtschaft
zu einer Reihe offener Problemstellungen in der Gitter-Statistik und es ist ein
wichtiges Testbeispiel fiir diverse Methoden und Vorgehensweisen in der Theorie
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des Kritischen Verhaltens (Wu, 1982).

Nachdem zunéchst geglaubt wurde, dafi das Modell rein akademischen Cha-
rakter hat, wurden spater praktische Realisierungen bekannt. So wurden verschie-
dene Anwendungsméglichkeiten bei unterschiedlichen magnetischen Systemen ge-
funden. Fiir ¢ = 2 sei auf (de Jongh et al., 1974), fir ¢ = 3 auf (Mukamel et al., 1974)
und (Barabara et al., 1978) und fiir ¢ = 4 auf (Domany et al., 1978) verwiesen.

Die Hamilton-Funktion ‘H zerfallt beim ¢-State-Potts-Modell in zwei Teile:

1. einem Teil, der die Wechselwirkungen zwischen den Komponenten des Sy-
stems beinhaltet, und

2. einem, der die Wechselwirkung mit dem dufleren Magnetfeld wiedergibt.

Analog wird diese Funktion bei der Verallgemeinerung, dem ¢-g-Potts-Modell,
konstruiert. Hierbei betrachten wir zunachst die iiber weite Teile dieser Arbeit
betrachtete Nachst-Nachbar-Wechselwirkung (auch NN-Kopplung genannt), die
auf die Kopplung direkt benachbarter Knoten (auch “sites” genannt) beschrénkt
ist. Diese driickt sich im Term §,, , aus. Stirke und Art der Wechselwirkung wird
durch den Parameter K = k,%T wiedergegeben. Hierbei wird wie iblich unter-
schieden zwischen ferromagnetischer (K > 0) und antiferromagnetischer (K < 0)
Wechselwirkung. In der Hamilton-Funktion wird er schlieflich tiber die Menge
aller nachsten Nachbarpaare (7,j) summiert. Die Nachbarschafts-Relation und
somit die Bestimmung dieser Menge ist dabei von der Art des verwendeten Git-
ters abhéangig. (Erst im Kapitel 6 wird dieser Teil der Wechselwirkung erweitert
und eine Interaktion mit den iiberndchsten Nachbarn (NNN-Kopplung) zusétz-
lich betrachtet)

Der zweite Teil des Hamiltonians, die Wechselwirkung mit einem &uferen
Magnetfeld L, bildet den Unterschied zum konventionellen g-State-Potts-Modell.
Das Feld L, das tiber das gesamte Gitter konstant ist, tritt im urspriinglichen
Modell mit einer speziellen Spinstellung @ in Wechselwirkung, ausgedriickt in
der Hamilton-Funktion durch den Term Ld, 5. Beim ¢-g-Potts-Modell hingegen
wechselwirkt dieses Feld mit einer ganzen Teilmenge mit Machtigkeit § (7 < ¢).
Wir definieren

Q= 1,2,....q}, (2.1)
die Menge der Spinstellungen, bei denen der Zeeman-Term im Hamiltonian H

auftritt, und

Q= {g+1,....q}, (2.2)

das Komplement. Mit der Definition

Aa D:Ef 50’1 + (5072 +... +(Sa’§ _ { 1 fiir o S a (23)
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kann diese homogene Wechselwirkung knapp formuliert werden, und wir erhalten

die Hamiltonfunktion H(K, L) des ¢-g-Potts-Modells

BHK,L)=K Y 850y + LY A, (2.4)

<4,J> %

J H 1
kT kT b kT (25)

Hier lauft die erste Summe tiber alle nachsten Nachbarn, die zweite tiber alle sites.

K

Auf die tibliche Weise erhalt man aus der Hamiltonfunktion ‘H die Zustands-
summe, die in ithrer Bedeutung von John Willard Gibbs erst 1902 entdeckt wurde
und deren Berechnung seither das zentrale Problem der Gleichgewichts-Thermo-
dynamik ist. Sie ergibt sich als Summe tiber die Bolzmannfaktoren P(o) aller
Spinkonfigurationen ¢ auf dem gesamten Gitter

7=Y Plo). (26)

wobei

P(g) = X Teissbour, + L K, (2.1

Dieses Modell betrachten wir auf dem Bethe-Gitter, einem unendlich aus-
gedehnten Cayley-Tree. Der Name Bethe-Gitter rithrt daher, dal die Bethe-
Approximation, ein Naherungsverfahren zur Behandlung des Magnetismus, auf
dieser topologischen Struktur (aufgrund der fehlenden loops) exakt ist (Bethe, 1935),

was auch fiir mean-field-Rechnungen gilt. Kennzeichnend fiir dieses Gitter ist, dafl
1. es keine geschlossenen Loops gibt,
2. jeder Knoten (Spin) genau z Nachbarn hat.

Hierbei wird z die Koordinationszahl genannt.

Der Cayley-Tree hingegen, fiir den ein Beispiel in Abbildung 2.1 zu sehen ist,
kann als das Innere eines Bethe-Gitters angesehen werden (Chen et al., 1974),
(Baxter, 1982). Zu ihm gehéren Randpunkte, fiir die Punkt 2 nicht mehr gilt. Die-
ser Sachverhalt macht eine Extrapolation von Ergebnissen, die auf dem Cayley-
Tree gewonnen wurden, auf das Bethe-Gitter sehr schwierig.

Wir werden zunéchst die topologische Vorgehensweise beschreiben, um die-
se schlieilich in unsere mathematische zu tibersetzen. Durch sukzessiven Anbau
neuer Verzweigungen erhilt man “neue Schalen” oder Generationen G'. Diese Ge-
nerationen, die in der Abbildung durch gestrichelte Kreise angedeutet sind, sind
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Abbildung 2.1: Beispiel eines Cayley 'Irees oder kurz ‘Irees Tr o mit Koordinatinszahl
z = 3 und drei Schalen bzw. Generationen. Hier hat jeder Punkt, abgesehen von der
nicht vernachldssigbaren Anzahl von Oberflichenpunkten, genau z = 3 Nachbarn.

von (G = 0 am Rand bis G = R im Ursprung des Trees gekennzeichnet.

Es werden hier zunachst drei Bemerkungen zu dieser topologischen Struktur
gemacht, die eng miteinander verwandt sind.

1. Wenn man die Anzahl von Randknoten auf einem Cayley-Baum betrachtet,
so ergibt sich diese zu

Nedge ==z (Z - 1)R_17 (2'8)
die Anzahl der inneren Knoten ergibt sich zu

Ninternal = 14+ z+2(z—=1)42(2=1)? 4+ ...+ 2(z — D!
S I S l==nr =], (2.9)

Z j—
Als Verhéltnis erhidlt man fiir groe R

N].Vedge (a9 [1 + 11)3_1} (2.10)

internal

und somit im Grenzfall eines unendlich grofilen Gitters

N,
lim (ﬁ) —) (2.11)

R—oo internal

Man sieht, daB die Zahl der Randknoten fiir z > 2 auch bei gréfler werden-
dem Gitter einen nicht verschwindenden Anteil der Gesamtknotenanzahl
annimmt. Das in der statistischen Physik sonst iibliche Vorgehen, durch
Erhéhung der Gesamtknotenzahl im thermodynamischen Limes den Einfluf
des Randes vernachlassigen zu kénnen, wird hier also fehlschlagen. Wir wer-
den uns somit mit dem Trick behelfen, nur Figenschaften tief im Innern des
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{}/
Nt
R

Abbildung 2.2: Die Homogenitdtshypothese ]]\\,:);;2 = 5 ist nur fiir die inneren Punkte
eines Caley-Trees richtig.

Cayley-Trees zu betrachten, um das Bethe-Gitter mit seinen Eigenschaften
anzunahern. Bei Wahl eines sehr grofien Trees werden nach Durchwandern
einer “Transientenregion”, in der die Eigenschaften zunachst noch stark von
der Wahl der Randbedingungen abhingen, die Zustandsgrofien den bei un-
endlicher Ausdehnung erreichten Zyklen beliebig nahe kommen. Der Kern
des Cayley-Trees wird somit im Innern eine sehr gute numerische Approxi-
mation des Bethe-Gitters liefern. Dies werden wir bei unseren numerischen
Betrachtungen in der Folge immer wieder verwenden.

2. Als zweites wird die Dimensionalitiat einer solchen topologischen Struktur
betrachtet. Bekanntlich wachst die Oberflache einer d-dimensionalen Kugel
mit 471, ihr Volumen hingegen mit r?. Verwendet man diesen Sachverhalt
zur Definition der Dimension d, so erhalten wir folgende Uberlegung

Oberflache Volumen]_%. (2.12)

(Gleiches gilt fiir Hyperwiirfel.) Das in der vorigen Bemerkung erzielte Er-
gebnis (2.11) zeigt aber schon im Fall z = 3, daBl das Verhéltnis Oberflache
zum Volumen bei groBer werdenden Cayley-Trees gegen 1 strebt, was nach
Gleichung (2.12) einer Dimension d = oo entspricht.

3. Als Konsequenz der Betrachtung von ausschlieBlich inneren Punkten wird
in der Literatur von der Homogenitatshypothese Gebrauch gemacht. Diese
besagt, daB die Anzahl von bonds sich zur Anzahl der sites im Cayley-Tree
verhélt wie

bonds _ E (2.13>

sites 2

Dafl diese Hypothese nur fiir innere Punkte eines Cayley-Trees sinnvoll
ist, zeigt Abbildung 2.2. Sie wird im Gegensatz zu der Mehrzahl der Li-
teratur in dieser Arbeit nicht explizit verwendet, ergibt sich aber spéter
aus der Rechnung. Fine kritische Betrachtung zu der Hypothese liefert
(Eggarter, 1974a).
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2.2 Rekursive Berechnung des zentralen Ord-
nungsparameters z

In diesem Abschnitt wird die rekursive Berechnung des Ordnungsparameters x
hergeleitet, mit deren Hilfe sich beispielsweise die Magnetisierung ausdriicken
1aBit. (Dies wird in Kapitel 2.3 gezeigt.) Die exakte Losbarkeit ist auf das rekursi-
ve Vorgehen beim Abbau des Bethe-Gitters zuriickzufithren, in dem jeder Knoten
genau z Nachbarn hat und keine loops existieren.

Historisch wurde dieses Problem fiir das g-state-Potts-Modell, also dem Spe-
zalfall § = 1 dieses Modells, sehr kontrovers bearbeitet. Rechnungen mittels
loop-Entwicklungen nullter Ordnung und Bethe-Peierls Naherungen fithrten zu
einem Phaseniibergang zweiter Ordnung bei der noch zu definierenden Bethe-
Peierls-Temperatur K. fiir alle g und z > 2 (Domb, 1960), (Wheeler et al., 1967),
(Southern et al., 1979), (Wang et al., 1976), (Tsallis et al., 1982). Andererseits
fanden (Mittag et al., 1974) und (Staley et al., 1973) durch Verwenden der Landau-
Theorie bei einer héheren Temperatur K einen Phaseniibergang erster Ordnung
fiir ¢ > 2. Zuséatzliche Verwirrung schafften die Arbeiten von (Eggarter, 1974hb)
und (Miiller-Hartmann, 1974). Eine teilweise Aufklarung schafften schlieBlich die
Arbeiten von (Peruggi et al., 1983) und (Peruggi et al., 1987), die die Freie Ener-
gie pro site rekursiv auf einem Bethe-Gitter berechnen konnten. Sie fanden fir g >
2 einen Phasentibergang zweiter Ordnung oberhalb der Bethe-Peierls-Temperatur

(siche auch (Essam et al., 1995)).

Die Arbeit von (Peruggi et al., 1983) liel aber die Frage offen, wie dieses Er-
gebnis durch Extrapolation eines Cayley-Trees gewonnen werden kann. In ei-
nem ersten Versuch schaffte es (Gujrati, 1995), eine Rekursionsformel fiir einen
Cayley-Tree beliebiger Grofle zu erhalten. Analoge Meyhoden wurden spéter in
(Aguiar, 1998) vorgeschlagen. Durch den ausschlieBlichen Gebrauch von Fixpunk-
ten konnten so die Ergebnisse von (Peruggi et al., 1983) bestatigt werden. In die-
ser Arbeit wurde aber nicht die Stabilitat dieser Fixpunkte untersucht. Diese
Vorgehensweise wird nun hier in der vorliegenden Arbeit zum Auffinden der Pha-
sengrenzen verwendet und wird durch Simulationsergebnisse vollstandig bestatigt
werden.

Zur Herleitung der Rekursionsformel der Zustandsgrofe z, die eine zentrale
Stelle dieser Arbeit bildet, werden zunéchst einige Definitionen vereinbart:

1. Ein vollstandiger Cayley-Tree, der mit Generation R im Ursprung beginnt
und mit Generation 0 am Rand endet, wird im folgenden nur als Tree Tg
bezeichnet. Hier ist definiert

e o als eine komplette Verteilung von Spinstellungen auf dem Tree Tr g,

e P(o) als Bolzmannfaktor einer solchen Spinverteilung o,
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Abbildung 2.3: Die topologische Beschaffenheit eines Cayley-Trees Tro ermdglicht die
rekursive Berechnung der Zustandssumme. a) Gesamter Tree zerfallt in z Branches Br o,
die sich um den Ursprung o gruppieren. b) Schematische Darstellung der rekursiven
Vorgehensweise: Jeder der z urspriinglichen Branches zerfallt unter Reduktion einer
Generation in z — 1 (Unter-)Branches Br_1 . Dadurch wird ein site s; “freigelegt”.

e Zro(K,L) = Z,(K,L) die Zustandssumme eines Trees Tro mit n
Schalen.

2. Ein Teil oder Zweig eines solchen Trees Tr o wird als Branch Bg o bezeichnet
(sieche Abbildung 2.1). Er selbst zerfillt wieder in z — 1 Branches Br_j 0.
Auf diesen wird ganz analog definiert

e s und ¢ als eine komplette Verteilung von Spinstellungen auf dem

Branch Bgro bzw. Br-10,

¢ Qro(oo,s) = Qn(0o,s) als Bolzmannfaktor einer solchen Spinvertei-
lung s mit Anfangsspin oy,

e Tro(oo) = T,(00) als die Summe der Bolzmannfaktoren iiber alle denk-
baren Spinverteilungen s mit Anfangsspin oy auf dem Branch Bg .

Der Caley-Tree legt eine rekursive Berechnung der Zustandssumme, die wir in

Gleichung (4.21) definiert haben, nahe (siehe Abbildung 2.3).

Hierzu schreiben wir den Boltzmannfaktor P(¢) einer kompletten Spinvertei-
lung um:

P(g) = " ] @n (00,57) (2.14)
r=1
mit ,
Qn (00,57) = ePrnHA T QL (s9,40) . (2.15)
r=1

Die Summe aller Bolzmannfaktoren Q,,(co, s) iiber samtliche Spinkonfigurationen
bildet den Teil der Zustandssumme, der auf den Branch Bgr erzielt wird. Diese
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Grofe T,,(00) bei n Schalen nennen wir im weiteren Verlauf “Partialzustandssum-

To(o0) = 3 Qulon,s) (2.16)
{s}

me”.

Somit hat die gesamte Zustandssumme die einfache Form

Z(K,L)=Y_e"o T,(00)". (2.17)

Da die Hamiltonfunktion nur unterscheidet, ob ein Spin in @ = {1,...,q} liegt
oder nicht, ist die Annahme

To(o0) = To(o)) fiir alle oy, 0 € Q (2.18)
und B
To(oo) = T,(o}) fiir alle oy, 03 € Q (2.19)
sinnvoll und wird in Zukunft gemacht. Es ist somit die Schreibweise
Tn(g) fiir alle identischen T},(¢) mit o € Q (2.20)
beziehungsweise
T,.(Q) fiir alle identischen T, () mit ¢ € Q (2.21)

sinnvoll. Zuletzt definieren wir das Verhaltnis

L@
T

das unter der eben getédtigten Annahme eine wohldefinierte Grofe ist. Als triviale
Zerlegung sei notiert, daB fiir beliebiges o € {1,..., ¢} gilt

To(o) = Tw(@Q) (As + 2, (1=A,). (2:23)

(2.22)

Die Zustandssumme ergibt sich hiermit nach Gleichung (2.17) und der Idempo-
tenz von A, zu

Z(K,L) = ) e®nT,(00)*
= T.(Q) (7" + (¢ —q)x7,) . (2.24)

Um fiir diese ZustandsgroBe = eine Rekursionsformel zu erhalten, formen wir

zunachst Tn(Q) und 7,(Q) um. Dazu erhalten wir aus Gleichung (2.15)

z—1
Tn(O'O) — Z K 8ag,01+LA H Z Qs (S]’Z(r)) _ (2.25>
s1 r=1 4(r)

Tp—1(s1)*!
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Die Summation iiber s; 148t sich durch eine einfache Fallunterscheidung ausfithren:

T(Q) = (" + (@ = 1)e") Tt (@) + (¢ = DTt (@) (2.26)
und _ , _
Tu(Q) = (" +q—7—1) Taet (Q)™" + ge" Tt (Q) (2.27)
Diese Vorgehen wird durch Abbildung 2.3 auf Seite 14 veranschaulicht. Man erhalt
so letztlich die Rekursionsformel
o (" +q—q—1) 27} +q"
B R e R Uy

(2.28)

Fir Fixpunkte gilt also

B (Ix+q_q_1> Zl+q€
TTIEADt (g (2.29)

2.3 Magnetisierung m ausgedriickt durch den
Ordnungsparameter z

Die Freie Energie f eines thermodynamischen Systems der Grofle N ist definiert

durch
f Rt _kaﬁhlZ = ﬁ—Nln <20: N i) b HL L Aoi) . (2.30)
Die Differentiation nach H = —% kann als Definition der Magnetisierung m
genommen werden
" Def a_f
- aH

- ﬂNZZ Z‘L’ﬂe
— ZZWZA‘”G_W (2.31)

Wegen der Translationsinvarianz in einem Bethe-Gitter folgt weiter

A, . 9.32
a H ~Z Z e (2:32)
Nach der allgemeinen Definition des thermodynamischen Erwartungswertes einer

Observablen X |
= Y X(o)e M (2.33)
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folgt der Zusammenhang

m = (Ag,). (2.34)

Dieser allgemeine Zusammenhang 1at sich in unserem ¢-g-Modell auswerten.
Hierzu bemerken wir zunachst die Unabhangigkeit von T, (o9, z,,) von og, sofern

dieser in @ liegt. Also folgt
m = (Agy) = G@00y,1)- (2.35)

Nach Definition eines Erwartungswertes gilt

(o) = e T(Q)" (2.36)

und mit Gleichung (2.24) folgt fiir die Magnetisierung im Fall eines Fixpunktes

m(z) = G(0sy1)
T ' T (Q)*
= AT Qr G 1 (=)

- ac (2.37)

gel + (¢ — gz

Als Ordnungsparameter ist diese Magnetisierung m nicht zu verwenden, da sie
bei unkorrelierten, gleichverteilten Spinstellungen einen von Null verschiedenen
Wert ergibt

Moy =

fir K =0 (z—1). 2.38
G+(q—79) -1 ( ) (2.38)

Q[

Von einem Ordnungsparameter m erwarten wir aber, dafl
1. m = 0 in der paramagnetischen Phase,
2.m=1far T — 0.

Durch eine lineare Transformation erhalten wir einen Ordnungsparameter m mit
den gewiinschten Eigenschaften

m=—1 <m . g) , (2.39)
qa—4q q
oder ausgedriickt mit der expliziten Form von m

B q(eL_xz)
et — (g — )z

(2.40)
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2.4 Fixpunkte, Fixzyklen und deren Stabilitat

Zur Bestimmung der Phasen unseres Systems mit Hilfe von stabilen Fixpunk-
ten gehen wir bei der Fixpunktgleichung (2.29) zu einer reskalierten Form tiber.
Diese vereinfacht die mathematische Untersuchung und reduziert die Anzahl der
Freiheitsgrade von zwei (¢ und §) auf einen (¢ = % — 1), ohne Information zu
verlieren. Dies hat seine Ursache darin, daf§ fiir verschiedene Werte von ¢ und
G, aber gleichem Verhéltnis, also gleichem e, die entstehenden Fixpunktszenarien
identisch sind. Anschliefend an diese Umskalierung untersuchen wir getrennt die
ferromagnetischen und die antiferromagnetischen Fixpunktlésungen.

2.4.1 Reskalierung

Zur Untersuchung der bei einem gegebenen K-Wert auftretenden Fixpunkte und
-zyklen reskalieren wir das Modell. Hierzu definieren wir folgende neue Grofien

K 1
K'=1ln <1+ S ) (2.41)
q
und q
e==—1. 2.42
: 2.42)

Durch Gleichung (2.41) ergibt sich ein physikalisch sinnvoller Bereich fiir K’ von
- 1

> (2.43)
q

da fiir K’ < 1 — 1 die Temperatur komplex wird und wir somit das physikalisch
motivierte ¢-G-Potts-Modell verlassen. Dies werden wir in wesentlichen Teilen
dieser Arbeit tun. Die Motivation fiir dieses Vorgehen ist

e das neue, interessante und reichhaltige Chaosszenario perse. Der vollzogene
Wechsel vom ¢-g-Modell zum e-Modell zeigt eine Fiille an neuen Chaos-
Phénomenen und ist beispielsweise als Modell der Spieltheorie, wie in Ka-
pitel 3 angedeutet, leicht motivierbar. Aber auch

e das in Kapitel ?? hergeleitete mathematisch komplexe ¢-g-Potts-Modell mit
Nebenbedingungen, das es durch eine zusétzliche Bedingung an die Spin-
Verteilung erlaubt, diese neuen Szenarien auf das urspriingliche Modell zu
iibertragen.

Wir werden in Zukunft von der gestrichenen GroBe K’ zur ungestrichenen tiber-

gehen.

Mit diesen Abkiirzungen erscheint die Rekursionsformel (2.28) in neuer Ge-

stalt i )
Def (eI‘ +e— 1) T+ el

eK+L 4 ¢ xflj

T, = f(Tp-1) (2.44)
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Da eine analytische Losung der hieraus entstehenden Fixpunktgleichung nur im
Fall eines verschwindenden Feldes zu erhalten ist, wird im weiteren Verlauf aus-

schlieBlich der Fall I. = 0 betrachtet, also die Rekursionsformel

(M te-1) i

& z—1
eK 4 ¢ T, 3

(2.45)

Tn

Die Stabilitdt der anschlieBend betrachteten Fixpunkte ist durch die Bedingung

o0z,
<1, 2.46
P (2.46)
die eines Fixzyklusses der Lange 7 durch
T a *
Tl (2.47)
t=1 ax;‘_l

gegeben.

2.4.2 Paramagnetische Phase
Der Fixpunktgleichung

(M +e—1)a"t+1
= i 2.48
v eK +e 21 ( )

ist leicht anzusehen, daf} sie fiir alle z, ¢ und K den Fixpunkt z = 1 hat. Dieser
hat laut Gleichung (2.37) bei fehlendem Feld die Magnetisierung m = 0 und cha-
rakterisiert somit der paramagnetischen Phase. Er ist aber nur fir K, < K < K,
stabil, wobei sich die Stabilitdt mit Bedingung (2.46) ergibt. Dazu differenzieren
wir Gleichung (2.44) und erhalten

0z, _ (eK —1)(z — 1)(61{ +¢e)
Oty o (eK 1z xz—l)z

n—1

270 (2.49)

Fiir den Fixpunkt z = 1 ist diese Ableitung fiir K' > 0 positiv, hingegen fiir
K < 0 negativ und man erhalt Stabilitat nach Gleichung (2.46) im Intervall
z—l-c¢ K! K

. z—14+¢
=e < € <€I\°:7
z z =2

: (2.50)

was den Giiltigkeitsbereich der paramagnetischen Phase angibt.



2.4 Fixpunkte, Fixzyklen und deren Stabilitdt 20

2.4.3 Ferromagnetische Phase

Zur weiteren Untersuchung der Fixpunktgleichung auf zuséatzliche Fixpunkte set-
zen wir z = 3. (Diesen Fall werden wir in dieser Arbeit vornehmlich betrachten.
Einen kurzen Ausblick auf den Limes z — oo gibt Anhang F.) Dieses Vorgehen
ermoglicht die exakte analytische Losbarkeit. Prinzipiell &ndert sich aber im ferro-
magnetischen Fall bei anderen Werten fiir z der Aufbau der Fixpunktdiagramme
nicht. Auch ein gerades z liefert ein identisches Verhalten, was beispielsweise in

Abbildung 2.7 fiir z = 4 zu sehen ist.

Wir erhalten hier die zusatzlichen Fixpunkte

1 - -
vy = o (5 =1+ VeF =T = %) (2.51)
e
und |
o= o (=1 = VIeF =TT — %), (2.52)
Thre Stabilitdt unterscheidet sich und ist abhangig von . Mit den Definitionen
i =14 2e (2.53)
und
eMe=24¢ (2.54)

gilt die Stabilitat (vergleiche hierzu (Wagner et al., 1999), (Wang et al., 1976),
(Aguiar, 1998))

1. beie < 1

e z, im Intervall [K”, 00)

e z_ im Intervall [K, c0)
2. beie > 1

e z, im Intervall [K, co)

s

e z_ im Intervall [K”, 00)

Hierbei macht der bei K aufwachende Fixpunkt einen Phaseniibergang erster
Ordnung mit anfanglichem Wert von
1
xi‘K:Ké’ = %

Es konnen somit im Intervall [K”, K.] die paramagnetische als auch die ferroma-

(2.55)

gnetische Phase auf dem Gitter angenommen werden. Die Anfangsbedingungen
bestimmen, welche der zwei Losungen realisiert wird. ITm Fall ¢ = 1, also im all-
gemeinen Ising-Fall, entstehen beide Fixunkte 2, und z_ beim selben K-Wert
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mit einem Phaseniibergang zweiter Ordnung.

Die Ursache fiir die Art des Uberganges ist am funktionellen Verlauf der Re-
kursionsformel in den Abbildungen 2.5 und 2.6 leicht zu sehen. Die analytisch
gewonnenen Ergebnisse im Fall z = 3 wurden in Abbildung 2.10 dargestellt und
mit der Numerik verglichen.

e=1
o | |
| |
| |
\ /
} x=1 ‘
|
/ \
| | ~
. ‘ [ .
) | | )
| |
AF | PM | FM
| |
~In(3) In(3) K
ezl
X A

|

|

., :
N

T T T T T TN |
1NE :

AF

In((2-€)/3) /J In(2+¢)

In(1+2Ve )

Yy

Abbildung 2.4: Schematische Stabilitdtsverhdltnisse in der Umgebung des stabilen Fix-
punktes x = 1 im Isingfall ¢ = 1, bei dem die Isingsymmetrie zu erkennen ist, und in
den iibrigen Modellklassen.
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-0.

1.15}

Abbildung 2.5: Verlauf der Fixpunktgleichung f(z) — x bei ¢ = 0.3 und z = 3 und
ihre Ableitung. Die Richtung der Pfeile deutet die Verdnderung der Funktion beim
Anwachsen des K-Wertes an. Gezeigt ist das kritische K!! = 0.74, bei dem die Funktion
gerade die Linie f(z) — z = 0 diskontinuierlich aus dem negativen Bereich kommend
bei x4 = 1.83 (vgl. GI.(2.55)) durchst68t und so mit einem Phaseniibergang 1.Ordnung
den neuen Fixpunkt x4 erwirkt. Der Punkt x = 1 ist fiir alle K-Werte ein Fixpunkt,
was durch den Kreis symbolisiert sein soll. Die angedeutete “Rotation” der Funktion
um diesen Punkt fiihrt bei K. zu einem Phaseniibergang 2.Ordnung (siehe hierzu Abb.
2.6).
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Abbildung 2.6: Verlauf der Fixpunktgleichung f(z) — z bei ¢ = 0.3 und z = 3 bei K
knapp oberhalb von K. = 0.83, bei dem der Fixpunkt x_ sich kontinuierlich aus dem
nun instabilen * = 1 entwickelt und so die Magnetisierung des Gitters nach Gleichung
(2.40) zeigt. Die unteren Abbildungen geben erneut die Ableitungen wieder. Links sind

sdamtliche Fixpunkte und ihre Stabilitit, rechts sind vergréBert die umkéstelten Bereiche
im Detail gezeigt.
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2.4.4 Antiferromagnetische Phase: Fixzyklen und Chaos

Die Unabhéngigkeit des Szenarios vom Wert von z dndert sich, wenn wir den
antiferromagnetischen Bereich betrachten. Die Funktionen zeigen hier prinzipiel-
le Unterschiede bei z gerade und z ungerade, so dafl die beiden Fille getrennt
behandelt werden.

Koordinationszahl > gerade (am Beispiel z = 4)

Im Fall z gerade ist der Fixpunktgleichung (2.48) schnell anzusehen, daf sie fir

eR

P — (2.56)

eine Singularitdt aufweist. Diese vererbt sich auf die folgenden Iterierten und
sorgt dafiir, dal die Anzahl der stabilen Fixpunkte bzw. -zyklen stets < 2 ist.
Dies wird in Abbildung 2.8a exemplarisch gezeigt. In Abbildung 2.7 wird der re-
sultierende Fixpunktbaum fiir 2 = 4 und ¢ = 0.0, e = 0.12, ¢ = 0.4 und ¢ = 0.6
gezeigt. Zu erkennen ist, dafl maximal vier Fixpunkte bzw. -zyklen gleichzeitig
stabil werden koénnen, namlich z; und z; und eine Bifurkation des Fixpunktes
x_ 1m antiferromagnetischen Bereich. Hohere Iterierte werden nicht stabil. Der
prinzipielle Aufbau des Baumes andert sich bei anderen geraden Werten fiir z
nicht. Diese Bifurkation von x_ ist charakteristisch fiir z gerade und ist bei z
ungerade nicht zu beobachten.

Koordinationszahl z ungerade (am Beispiel z = 3)

Im Fall z = 3 verliert der Fixpunkt = 1 nach Gleichung (2.51) bei K seine Sta-
bilitdt. Zur Findung weiterer, nun stabiler Fixpunkte wird die zweifach iterierte
Gleichung betrachtet. Sie liefert neben den drei bereits bekannten Fixpunkten die

susitzlichen
;clz—A+\/A2—1— (6_1>(€;2‘3K_2> (2.57)
wnd
Ty = —A—\/A2—1— (5_1)(5;%]{_2) (2.58)
mit i .
P Gl 12);; °) (2.59)
und
B= (M +e—1)72+eeh. (2.60)

Diese werden ab K. stabil. Ab einem charakteristischen K-Wert < K! werden
aber auch diese fiir ¢ < e, fiir das noch in Kapitel 5.4 eine gute Naherung be-
stimmt werden wird, instabil. Im weiteren Verlauf wird aufeinanderfolgend in
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Abbildung 2.7: Der Bifurkationshaum und der zugehdrige Liapunov-FExponent bei z =
4 fiir verschiedene e-Werte. Der bei ¢ = 0 noch nicht vorhandene Fixpunkt x_ im
antiferromagnetischem Bereich verschmilzt bei gréfier werdendem ¢ mit der zweifach
Iterierten. Der Bifurkationspunkt dieses Fixpunktes wandert dabei gegen K = —o0, so
daf} der untere Ast schliefllich verschwindet.
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b

Abbildung 2.8: Die vierfach iterierte Rekursionsfunktion fiir ¢ = 0.3, K = —1.08 und
a) z =4 bzw. b) z = 3. Sie liefert bei z = 4 keine neuen Fixpunkte gegeniiber der zwei-
fach iterierten, wihrend bei z = 3 der zu sehende 4er-Zyklus den 2er-Zyklus abgeldst
hat. Gestrichelt ist wieder die Funktion f(z) = x eingezeichnet.

kleinen Intervallen die 2”-fach Iterierte stabil, die von der 2"t!'-fach Iterierten
abgelost wird. Dieses Szenario ist als die Feigenbaumroute ins Chaos bekannt.
Ihr analytischer Verlauf 148t sich nun nicht mehr exakt gewinnen. Die dahin-
terstehende Komplexitat im funktionellen Verlauf der hoheren Iterierten wird
exemplarisch in Abbildung 2.8 fiir das Beispiel z = 3, ¢ = 0.3 und K = —1.08
gezeigt. Sie ermoglicht neue, stabile Fixpunkte und so vielféltige Fixpunktdia-
gramme, wie sie in den Abbildungen 5.2- 5.11 gezeigt werden.

Neben dieser Kaskade von Fixpunkten der hoheren Iterierten existieren fiir
K < K, mit )
K. =1n(1—2%) (2.61)

die aus dem ferromagnetischen Bereich bekannten Fixpunkte x_ und x4 nach
Gleichung (2.51) und (2.52). Hier ist 2_ bis K = —oo stabil, wihrend z; immer
instabil ist. Diese Instabilitat hat gravierende Konsequenzen. Kommt in den ab-
stofende Bereich von = ein Zyklenelement einer héheren Iterierten, so macht der
Fixpunkt diesen instabil, indem er ihn zum stabilen Fixpunkt z_ “stoBt”. Da die
Elemente zyklisch durchlaufen werden, 148t er somit den gesamten Zyklusbaum
bei der ersten Beriithrung verschwinden. Dies wird in Abbildung 2.9 a) und b) fur
die folgenden Fille gezeigt

1. e £ %: der gemeinsame Endpunkt der Fixpunkte z_ und =4 bei K. =
In(1—2y/¢) und = —1/4/¢ liegt auBerhalb des Bifurkationsbereiches. Das
Ende des Bifurkationsbaumes ist durch den Schnittpunkt der Begrenzenden
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mit x4 gegeben und liegt bei
1
K;=1In (Z(l + V1 - 86)) . (2.62)

Man erhélt ihn leicht durch Ausnutzung der Fixpunkteigenschaft von =,
der Abbildungseigenschaft des Operators f~! und der analytischen Form der
begrenzenden Kurven, die weiter unten durch Gleichung (2.66) angegeben
wird.

2. £ <& < I: der gemeinsame Endpunkt der Fixpunkte liegt innerhalb des
Bifurkationsbereiches. Somit wird im gesamten Bereich, in dem der instabile
Fixpunkt = existiert, ein Bifurkationsszenario verhindert. Sein Ende liegt

somit bei

Ky =1In(1 - 2\/2). (2.63)

Das kritische ¢ = § ist gerade der Wert, bei dem das Abbruchkriterium wech-
selt, an dem also der Endpunkt von z; in den Bifurkationsbereich tritt. In der
Zeichnung ist auch der funktionelle Verlauf des Ky-Wertes in Abhangigkeit von
¢ gezeigt, bei dem dieses Abschneiden auftritt. Schwach zu erkennen ist die Un-
stetigkeit in der ersten Ableitung bei e = :.

Fiir ¢ > % existiert der Fixpunkt x4 im gesamten Temperaturintervall nicht,
und das Chaos breitet sich somit bis kn%T = K = —oc aus. Ab ¢ = 1 wird aber
das Chaosszenario auch weiterhin gestreckt, so dafl schlieilich bei e, = 0.5680
nur noch der Fixpunkt z = 1 und der stabile Zweierzyklus bis T' = 0 tibrig bleibt.
Dies wird im Abschnitt 5.4 gezeigt.

b C

Abbildung 2.9: In Teil a) ist das Bifurkationsdiagramm bei ¢ = 0.07 < 1/9 und die
Begrenzungskurven nach Gleichung (2.65) und (2.66) aufgetragen. In Abbildung b) ist
dies fiir e = 0.2 > 1/9 gezeigt. Abbildung c) zeigt zusammenfassend den Wert K, bei
dem der instabile Fixpunkt z, den Diagramm abschneidet.
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Die Begrenzungskurven des Chaos

Um die nach Abbildung 2.9 offensichtlich sehr gute Ndherung fiir die Begren-
zungskurven des Bifurkationsbaumes zu erhalten, betrachten wir die superstabi-
len Zyklen. Ein superstabiler Zyklus der Lange 7 entsteht bei K = K*, wenn die
Bedingung
d ,on
e o (264

K=K*

K=K* i1
erfullt ist. Da nach Gleichung (2.49) einzig bei # = 0 die Ableitung verschwindet,
enthalt jeder superstabile Zyklus somit das Zykluselement x = 0. Das Bild dieses
superstabilen Elementes wird auf

Frao(K) & f(0) = & (2.65)

abgebildet, das das Maximum des Zyklus bildet. Eine weitere Abbildung dieses
Elementes ergibt das Minimum des Zyklus, das also durch

(eK +e—1) e~(==DK 4
eK + e—(z=1)K

Def

Srin(K) "= 2(0) = f(e™™) =

(2.66)
gegeben ist.

Diese Betrachtung stimmt exakt nur fiir superstabile Zyklen, also fiir die K-
Werte, an denen der Baum den Wert = = 0 enthélt. Die Folge dieser Temperaturen
K, an denen der Zyklus der Linge n superstabil wird, besetzt aber die K-Achse
immer dichter bis zu seinem Grenzwert K. Zudem ergeben die K-Punkte der
Fenster, in denen Zyklen und inverse Zyklen superstabil werden, eine dichte Men-
ge, bei der diese Betrachtung exakt ist. Die sehr gute Ubereinstimmung dieser
Néaherung mit den numerischen Ergebnissen, wie sie in Abbildung 2.9 zu sehen
ist, war somit zu erwarten.

Abbildung 2.10 zeigt zusammenfassend den Vergleich der numerisch gewon-
nenen Ergebnisse mit den analytischen.
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Abbildung 2.10: Abbildung a) zeigt das Fixpunktdiagramm, das man bei z = 3 und
e = 0.2 erhilt, b) den Liapunov-Exponenten und c), d) die analytischen Ergebnisse.
Eingetragen sind links der Fixpunkt z, (gestrichelt) und z_ der Finfach-Iterierten im
antiferromagnetischen Bereich, dick eingezeichnet sind die begrenzenden Einhiillenden.
Weiter sind die Fixpunkte 1 und zy der Zweifach-Iterierten, der Fixpunkt x = 1 und
z4 und z_ im ferromagnetischen Bereich zu sehen. Abbildung d) zeigt die analytisch
gewonnenen Stabilitédten.



Kapitel 3

Spieltheoretische
Interpretationsmoglichkeiten

In diesem Kapitel wird auf den Anwendungsnutzen des hier behandelten ¢-¢-
Modells eingegangen, bevor die Thermodynamik und das sich zeigende Chaos
untersucht wird. Hierzu mufl man sich von dem urspriinglichen, physikalisch mo-
tivierten ¢-g-Modell 16sen und zum reskalierten Modell iibergehen. Die hier ge-
zeigten zwel Beispiele sollen auf die praktische Relevanz hinweisen, ohne den
Anspruch zu erheben, ein vollstandiges Modell zu bilden.

Grundlegend fiir die spieltheoretische Interpretation ist hierbei die antiferro-
magnetische Wechselwirkung, bei der die im Folgenden gezeigten Chaosphano-
mene in Erscheinung treten. Zur Motivation dieser im wirtschaftlichen Konkur-
renzmodell wird zunachst ein Fall betrachtet, bei dem auf dieses Konkurrenzver-
meidungsprinzip verzichtet wird. Es zeigt sich, dal dadurch die Situation eines
“kontinuierlichen Gefangenendilemmas” entstehen kann, bei der der Gesamtnut-
zen deutlich unter dem optimalen Wert bleibt.

Man denke sich an einem Sommertag einen Strandbesucher, der sich durch ein
Eis erfrischen mochte. Hinderlich sind hierbei die aus der Praxis wohlbekannten
langen Wege zu einem naheliegenden Kiosk.

Das beschriebene Phanomen der langen Wege 1483t sich vereinfacht spieltheo-
retisch darstellen:
Dazu gehen wir zundchst von einem einzigen Franchise-Handler der Marke Eis-
FREUDEN aus. Bei einer Gesamtlange S des Strandes konstanter Breite und bei
einer als gleichméfig angenommenen Verteilung aller Erholungsbediirftiger an ei-
nem gut besuchten Sommertag erhilt man eine konstante Dichte p der Menschen
pro Léangeneinheit des Strandes. Bei grofer Hitze sinkt die Bereitschaft P der
potentiellen Kunden, fiir ein Eis eine Stecke s zuriickzulegen, mit ihrer Lénge

. . g S— . .
|s|. Es wird bei dieser Rechnung P ~ % angenommen. Somit kann sich unser

30



31

Héandler leicht iiberlegen, daf es am giinstigsten ist, sich zentral zu positionieren.
(Die generelle und lageunabhingige Bereitschaft der Strandbesucher, ein Eis zu
kaufen (P, < 1) kann als konstanter Faktor angesehen werden, der die Aussagen
nicht beeinflut und somit hier nicht berticksichtigt wird.) Er erhilt bei einem
durchschnittlichen Ertrag gr pro Kunden beim Eisverkauf den Gesamterlos Fas
des Monopolisten von

/2 3

EMR:Z-/ gEPst:(QgEQS)g. (3.1)

0

Bei Eintritt eines Konkurrenten desselben Franchise-Unternehmens EISFREUDEN
in den ergiebigen Markt zu einem Duopol dndert sich die Ertragslage. Wir sehen
hier von maoglichen Absprachen (siehe hierzu (Holler et al., 1996) und
(Fudenberg et al., 1991)) ab und konzentrieren uns auf andere, gesetzestreuere
Moglichkeiten, den Konkurrenzdruck zu mildern.

Zuvor aber noch eine interessante Uberlegung zur Standortverteilung der bei-
den Héandler: Eine zunachst naheliegende Méglichkeit, der Konkurrenz zu begeg-
nen, ist eine optimale Verteilung iiber die Lange des Strandes unter Minimierung
der Wege der Kunden (und somit Maximierung der Umséatze). DafBl dies aber keine
stabile Strategie im Sinne von (Neumann et al., 1961) oder (Fudenberg et al., 1991)
ist, zeigt schon eine einfache Betrachtung:

Zur Minimierung der Wege der Kunden sollten sich die Handler bei z; = 1S fiir
Handler 1 und bei 24 = %S fur Handler 2 positionieren. Dies setzt die Annahme
voraus, dafl jeder Kunde bei identischer Angebots- und Preispalette der Franchise-
Unternehmer denjenigen auswéhlt, zu dem er den kiirzeren Weg zurticklegen mu#.
Diese Annahme bedingt eine Parkettierung des Strandes in disjunkte Einzugsbe-

reiche der Handler. Der Erlés des Einzelnen bei diesem Duopol ist gegeben durch

7

5/4
Eg’Q)mQ-/ 9dE PQ(J/SZ(Q.GEQS)S_Q- (3:2)
0

Bei dieser raumlichen Verteilung der Standorte werden sich aber beide Verkaufer
folgende Strategie zur Maximierung des persénlichen Ertrages iiberlegen:

Bei einem Standort des konkurrierenden Verkdufers bei x # % ist es unler
der getitigten Annahme giinstig tm Sinne der Gewinnmazimierung, den
Standort geringfiigig entfernt vom anderen Stand in Richtung des lingeren
Strandabschnitts zu wdihlen, um so einen grofieren Kundenkreis zu gewin-
nen.

Als einziger Fixpunkt der Iterationsgleichung zur Maximierung der einzelnen
Ertrage ergibt sich (27 = g,
ein, in der sich beide zum Nachteil aller (auch dem der potentiellen Kunden) in

der Mitte des Strandes treffen (“kontinuierliches” Gefangenendilemma). Dabei

= %) Es stellt sich also eine Gleichgewichtslosung
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werden sie sich den Erlos des Monopolisten teilen, EY, = (2 gg ¢ 5) 3?—2, und so

weniger verdienen, als bei optimaler raumlicher Verteilung.

Eine oft genutzte Moglichkeit, dieses Umsatzdefizit zu vermeiden, ist es, un-
terschiedliche Produktpaletten anzubieten und so verschiedene Strategien zu ver-
folgen. So kann einer der Handler beispielsweise sein Angebot auf Sonnenmilch,
StiBigkeiten und Pommes Frites umstellen. Der tiber diese Produktpalette gemit-
telte Erlos gs pro Kunde dirfte bei einem nun entstehenden , Geschaftszentrum®
in der Mitte des Strandes sogar deutlich unter gg liegen, um eine Umstellung des
Angebots (unter Vernachlassigung aller Fixkosten) zu empfehlen:

1
9s 2 5 9B (3.3)

3.1 Evolutionstheoretischer Diversifikationspro-
zel}

Nach dieser Motivation der postulierten antiferromagnetischen Wechselwirkung
kommen wir zur spieltheoretischen Interpretation des ¢g-g-Potts-Modells auf dem
Bethe-Gitter. Hier werden wir zunachst ein Modell betrachten, das den grund-
legenden ProzeB der evolutiondren Diversifikation betrachtet. Notwendig fiir die
gesamte Evolution ist der Konkurrenzkampf um knappe Resourcen. Diese Knapp-
heit gilt es durch geschickte Uberlebensstrategien zu umgehen. Hierbei ist die un-
mittelbare Umgebung fiir jedes Individuum entscheidend, da zundchst nur mit ihr
ein direkter Konkurrenzkampf besteht. Es ist somit natiirlich davon auszugehen,
daf} der Einflul der Nachbarschaft darin besteht, sich durch sein Verhalten zu dif-
ferenzieren. Dies wird am Beispiel der Euglena virides deutlich, dem Einzeller, der
nach heutigem Stand der Evolutionsforschung am Scheidepunkt zwischen Pflanze
und Tier anzusiedeln ist. Durch ihre zwei grundlegend verschiedenen Moglichkei-
ten, Energie aus der Umgebung aufzunehmen, ist sie in der Lage, auf ihre Um-
gebung optimal zu reagieren und die weniger beanspruchte Resource zu wahlen:
Sie hat die Moglichkeit, durch Photosynthese, aber auch durch Aufnahme bereits
synthetisierter Makromolekiile ihren Bedarf zu decken. Dominiert in ihrer Nach-
barschaft die Nahrungsaufnahme, schaltet der Einzeller auf die Energiegewinnung
aus Licht um. Wird dieses hingegegen beispielweise durch Konkurrenten stark ge-
schwécht, kénnen alternativ synthetisierte Makromolekiile aufgenommen werden.

Weitere Beispiele fiir dieses Verhalten sind die Amphibien oder der Sonnentau.
Thn allen ist gemeinsam, dafl sie durch Vermeiden der Konkurrenz und das Er-
schlieBen anderer Uberlebensstrategien als ihre direkte Nachbarschaft am Schei-
deweg zwischen Gattungen anzusiedeln sind. Neben der Erklarung des Antiferro-
magnetismus durch Differenzierung, gibt folgende Liste von Analogien zum ¢-¢-
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Modell die Moglichkeit, ein biologisches “Konkurrenzmodell” darzustellen.

site 1 Individuum

Spinstellung o
o€
o€ @

Koordinationszahl z

Verhaltensstrategie

durch Selektion begiinstigte Strategie
durch Selektion benachteiligte Strategie
Anzahl Konkurrenten

Temperatur |K| Unscharfe der Nutzenfunktion

ITITTT]

Ordnungsparameter z gemischte Strategie

Bei dieser Interpretation folgt zum Beispiel, dal bei fehlendem Evolutionsdruck
(e =0), was Ziige von paradisischen Verhiltnissen hat, durch die Fiille an Ange-
boten zum Uberleben bei zunehmender Unschirfe der Nutzenfunktion schlieflich
chaotische Verhéltnisse folgen. Aber auch das Fixpunktszenario bei einem grofie-
rem ¢ 1aBt sich anschaulich interpretieren: Bei der Zunahme des Anteils der nicht
erfolgreichen Strategien (grofies ¢) wird der Bereich der Irritation und somit des
chaotischen Verhaltens ausgedehnt.

3.2 Wirtschaftswissenschaftliches Konkurrenzmo-

dell

Es sei hier eine weitere Interpretationsmaoglichkeit des Modells angedacht. Sie be-
zieht sich auf das wirtschaftliche Auffinden von unbesetzten Marktnischen, wie es
zu Anfang schon als bessere Alternative zum sich ansonsten ergebenden Gefan-
genendilemma dargestellt wurde. Durch (“antiferromagnetische”) Wahl anderer
Witschaftsstrategien als die raumlich unmittelbare Konkurrenz lassen sich wie
gezeigt hohere Umsétze (die bei dem besprochenen Franchise-Unternehmen mit
Gewinnen gleichzusetzen waren) als beim Imitieren erzielen. Es ergibt sich also
sehr schnell, daf} sich Kreativitat auszahlt.

Ein site ¢ entspricht hier einem Unternehmen, das z unmittelbare Konkurren-
ten hat. Seine Marktstrategie o kann im Rahmen der bestehenden Wirtschafts-
ordnung erfolgsversprechend (o € Q) oder veraltet (¢ € Q) sein. Bei fehlender
ordnender Hand, beispielsweise des Staates (¢ = 0) ergibt sich schon bei klei-
nen Unsicherheiten bei der Auszahlung (kleines K) ein chaotischer Zustand des
Wirtschaftssystems, wiahrend bei deutlicher Bevorzugung einiger Marktstrategien
durch den Staat (groBles ¢) sogar jedes Chaos vermieden werden kann, selbst bei
grofler Unsicherheit beziiglich der Gewinnfunktion.



Kapitel 4

Thermodynamische
Eigenschaften des Modells

In diesem Kapitel werden die thermodynamischen Groflen des Modells anhand

zweier Beispiele, der Korrelationsfunktion und der Freien Energie, genauer be-
trachtet.

4.1 Korrelationsfunktion im Fall 7 < 2

Um das Verhalten thermodynamischer Systeme an ihrem kritischen Punkt zu
betrachten, wird die Korrelationsfunktion I'(4, j) zwischen Spins ¢o; am Ort 7 und
Spin o; an Ort j betrachtet. Bis auf eine noch zu bestimmende Normierung
entspricht ihr die sogenannte reduzierte Zweipunktfunktion wj(oq, g, 0., x,). Bei
der angenommenen raumlichen Homogenitat hiangt sie nur vom Abstand r der
Orte ab, so dal wir erhalten

w;(ghxhaﬁxj) = <AUiAUj> - <Aaz><A‘7]> (4'1)

Der erste Term in der Definition (4.1) wird als Zweipunktfunktion bezeichnet,
jeder Faktor des zweiten Summanden als Einpunktfuntion.

Def

Die Einpunktfunktion wi(c;,2) = (A,,) gibt die Wahrscheinlichkeit an,
einen beliebigen Spin am Ort ¢ mit Ausrichtung o; und dem definiertem Verhalt-
nis z anzutreffen. Mit der Definition (2.17) der Zustandssumme und Gleichung
(2.23) erhalt man leicht ihre explizite Form

el N, 4+ 2 (1 — A)
qet+(g—q =i

(4.2)

wl(a-ia 'rz) =

. . De )
Zur Berechnung der Zweipunktfunktion wy(og, zg, 0, ;) e/ <AJiAJJ>, die

die Wahrscheinlichkeit angibt, den Spin og bei 0 und den Spin o, bei r zu finden,

34
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wird ein wenig mehr Aufwand nétig. Mit den eingefithrten Definitionen erhéalt
man graphisch die Zweipunktfunktion

Xo

1
w2(0-07:1"070-7‘7:1"7‘> - E
C
2 0'17"-70'1‘—1@
00

wobei die Entsprechungen gelten

X,

01
e“A, 427 (1= A) — (4.4)
fiir z-2 weitere Baume und

"N, (1 —A,) T (4.5)

o

fiir einen Baum. Die Normierungskonstante ¢; erhdlt man aus der Bedingung

q

Z wo (09, T, 0y ) = 1. (4.6)

og,0r=1

Zur weiteren Berechnung wenden wir die Transfer-Matrix-Methode an, die On-
sager 1944 zur Losung des zweidimensionalen Ising-Modells eingefithrt hat. Hierzu
definieren wir die Transfermatrix 7, ,/(z), wobei in der graphischen Représenta-
tion der unausgefiillte Kreis das Fehlen des Zeeman-Terms des entsprechenden
Spins andeuten soll:

X

Def 1

; (eKSJ’U/ (Aa’ + ;L-Z_Qe_L (1 - Aa’))) —

Tyt ()

o—e (4_7)
mit

A=+ G—14(qg—qe "z, (4.8)

Mit Hilfe dieser Transfermatrix 148t sich die Zweipunktfunktion in eine geschlos-
sene mathematische Form bringen

w2(0-07$070-7’7$7“) - Cl eL(H-l) (AUO + xé_le_L (1 o AUO)) X
2
X (H T(xy)> (A, 4z, (1=A,)).  (4.9)
v=1 000,

Nach einer kurzen Rechnung mit Hilfe der Spektraldarstellung der Transferma-
trix 1aBt sich die Darstellung der reduzierten Zweipunktfunktion entscheidend
verkiirzen. Dies ist aber aufgrund der Propagatoreneigenschaft der Transferma-
trix, die ihre Eigenvektoren \Dgl)(l'n) und \Ilgl)(;vn) einerseits zu \Ilgl)(:vnﬂ), ande-

(1)

rerseits aber zu U,/ (z,_1) entwickelt, nur im Spezialfall eines Fixpunktes bzw.
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eines Fixzyklus der Lange zwei moglich. Wir wechseln dazu die alternierenden
topologischen Bezeichnungen zu denen eines A-B-Gitters, namlich zu Plus- (z4)
und zu Minusschalen (z_). Fir zwei Punkte am Ort 0 und r mit r = 2p 4+ g mit
p € {0,1}, wobei 0.B.d.A. 2y ein Pluspunkt sein soll, ergibt sich die reduzierte
Zweipunktfunktion nach kurzer Rechnung zu

wi(o0,w0,00,0,) = (1= mley)) == [

Ol ey Ol (TEAENDY (g, g) g, —g) +
FOulr gl (o) (e, = =) (1= A0 ) (1= ) [+
F Oule () D) B0y B, (3, = 1) EHENIZD 10

wobei die Figenwerte Ay bis Ay gegeben sind durch
A= 1 (4.11)
ho(r) = e (R 14 (g - @)1~ ) (4.12)
As(z) = %(ef" o (4.13)
M) = £~ 1) (4.14)

Man erhilt die Korrelationsfunktion aus dieser Zweipunktfunktion auf eine analog
anschauliche Weise wie den Ordnungsparameter aus der Magnetisierung

[(r) = Ploo,rora) = T2 (A0 An) = (A ){A0))
= T w00, 20,00, 1) (4.15)
q—4q

und so die endgiiltige Form der Korrelationsfunktion

q
F(T) = ( Z u’g(0-07$0,0'r,IT)AU+AUT> L,
q9—4q

o4,0r=1

q
= ( Z wg(ao,xo,ar,xr)> 9

o4,0r=1 9—4

= (=) 2 NI () ()06
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Formel (4.16) ist fiir Pluspunkte berechnet. Analoges erhdlt man fiir Minuspunk-
te durch den Austausch der Indizes.

Es sei noch angemerkt, dafl die Korrelationsfunktion ebenso durch

I(r) = ﬁ (((1=2,) (1=A,)) = (1= A, N1 =A,)) (4.17)

oder
I(r) = i (((1=A,) A = (1= A, N A,)) (4.18)

oder
I(r) = ﬁ (Mg, (1= A,) ) = (A N1 = A,)) (4.19)

definiert werden kann. Dies dndert aber qualitativ nichts an den Resultaten.

4.2 Freie Energie des Modells

In diesem Kapitel wird eine Methode (Gujrati, 1995) vorgestellt, die (bulk) Freie
Energie f; des ¢-g-Potts-Modell im Innern des Cayley-Tree bei einen Fixpunkt zu
berechnen. Die Freie Energie wird beispielsweise bei Phaseniibergéngen bendtigt,
bei denen die Zustandsgleichung mehrere Losungen zulafit, oder zur Bestimmung
des Gleichgewichtszustandes. Diese soll wie bei allen realistischen Modellen auf
reguldren Gittern insensitiv beziiglich der Randbedingungen sein.

Bekanntlich zeigt die gesamte Freie Energie f auf dem Cayley-Tree ein Ver-
halten, das von dem auf reguldren Gittern abweicht. Dies findet seine Ursache
in dem auch im thermodynamischen Limes nicht verschwindenden Randanteil
(Runnels, 1967), (Eggarter, 1974a), (Miller-Hartmann, 1974). Die lokale Magne-
tisierung im Innern ist aber, nachdem eine Transientenregion durchschritten wur-
de, unabhangig von den Randbedingungen und demnach auch die Freie Energie
pro bond f,. Wir definieren die Differenz fo = f — f, zwischen der gesamten
Freien Energie f und f,. Diese beinhaltet samtliche Randeffekte und verschwin-
det fiir realistische Gitter im thermodynamischen Limes - ein Verhalten, das der
Cayley-Tree als ganzes nicht zeigt.

Wie bereits in Kapitel 2.1 gezeigt, legt die topologische Struktur des Git-
ters eine rekursive Vorgehensweise bei der Berechnung der Zustandssumme nahe
(Baxter, 1982), (Gujrati, 1993). Hierzu wird der Tree in n Schalen, auch Genera-
tionen genannt, zerlegt, die mit n — 1 im Ursprung beginnend bis zu 0 am Rand
durchnummeriert werden. Wie dort gezeigt, 148t sich so rekursiv die Partialzu-
standssumme 7),(0, 2,,) eines n-Schalen-Baumes aus den Partialzustandssummen
Th-1(c’,xp_1) gewinnen

To(o,n) =Y ePna ™8 (T, (0! 2 y))™ (4.20)

0./
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und mit ihr die vollstandige Zustandssumme

Zn(K, L) =Y €7 (T (0,2,))" . (4.21)

e

Offensichtlich ist sie abhdngig von den Randbedingungen.

Zur Bestimmung von f, mufl man den Einflu des Randes vermeiden. Fine
vollstandig richtige Methode dies auf dem Bethe-Gitter zu bewerkstelligen schlug
Baxter (Baxter, 1982) fiir das Ising-Modell vor, bei der er Gebrauch vom Verhalt-
nis £ (2.13) von bonds zu sites im Innern des Trees

K =

z
3 (4.22)
macht (Homogenitatshypothese) (Diese wurde von (Eggarter, 1974a) kritisch hin-
terfragt - fiir einen unendlich ausgedehnten Tree ist £ = 1.) Hierzu integriert er
die Zustandsgleichung tiber das duflere Feld, von der er den Zustand bei un-
endlich groffem Feld kennt. Nach einer geschickten Partialbruchzerlegung und
dem Ausnutzen der Homogenitatshypothese erhilt er die Freie Energie auf dem
Bethe-Gitter. Diese Methode stellte sich aber zur Ubertragung auf das allgemei-
nere g-g-Potts-Modell als zu schwierig heraus.

Eine alternative Vorgehensweise (Peruggi et al., 1983) fihrt iber die Berech-
nung der Entropie und der Energie in Abhangigkeit von einem Ordnungsparame-
ter.

Die hier benutzte Methode zur Berechnung von f; (Gujrati, 1995) ist einfa-
cher, da sie weder die Kenntnis eines Ordnungsparameters, noch eine Integration
bendtigt, hat aber den deutlichen Nachteil, dafl sie mathematisch bisher nicht
bewiesen werden konnte. In allen Féllen der Berechenbarkeit mit Hilfe anderer
Methoden zeigte sich aber die Ubereinstimmung mit den alten Resultaten.

Betrachten wir nun einen vollstandigen Baum 7. Dieser entsteht durch *Zu-
sammenheften’ von z Branches B, am Ursprung. Jeder dieser z Branches zerféllt
fiir sich wieder in z — 1 Branches B,_;. Die Differenz bei der Zahl der bonds, die
diese z(z — 1) Branches B,,_; und die z Branches B, bilden, ist gerade z, wie leicht
aus Abbildung 4.1 ersichtlich ist. Aus ihr ergibt sich ebenfalls sehr anschaulich,
das Verhiltnis k = 2/2, da bei Wegfall von z bonds gerade 2 sites entfallen. Fiir
die Zustandssumme Z,, des Trees T, erhalten wir mit den Definitionen (2.6) aus

Kapitel 2.1

Zo(K.L) = Y exp |[KY o0+ LY A,
(i) i

a
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Abbildung 4.1: Herausschneiden der zentralen z = 3 bonds aus dem ‘Iree T, und Um-
gruppieren der verbleibenden z Branches B,_1 zu Trees T,—1 mit identischer Koordi-
nationszahl z.

q

= Z elBao (Tn(Uo,xn))z

= (@) @+ (D). (4.23)

Somit laBt sich der Anteil der Freien Energie pro bond nach Umgruppierung der
Branches B,_1 zu vollstandigen Tress T,—1 mit um 1 verringerter Schalenanzahl
nach Abb.4.1 berechnen:
InZ,(K,L)

Ny

— lim L (In Z,(K, L)

n—oo 2 _(
! Zn(K, L)
= lim -1
=
T.@) \° g+ (g—q)
(T (—)2_1) — — | (424)
n-1(7 (ge” + (¢ — Q)xi_;)

o=

z—1)InZ,_(K, L))

= lim —In
n—oo 2

Mit
T(o) =Y et (T, i (0"))"" (4.25)

folgt weiter

1,(0) = ¥4 (T ()7 + (@ = DeF (T (2) ™ + (g =) (Taa(o £9)
(4.26)

also

T,.(7)
Tn_1(5)z_]

Somit folgt unter der Annahme eines Fixpunktes, i.e. lim, o, , = @

= KL 4 (G — 1)6L + (g —q)222h. (4.27)

InZz 1 . ; — L oz
BZ i i | @ et (g -y e D
Nb n—oo 2z <qeL+<q_§)$g_l)
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LieK 151 =\ ez=1)#
I GG il el Ul | (4.28)
z (@e” + (¢ — q)a7)
Wir erhalten also fiir die Freie Energie im bulk pro bond
eL 6I(+q_]~ + q_qxz—l
fy= IH[ (_ . )_ ( (2_2))/2 (4.29)
(@e" + (¢ — q)?)
Durch Multiplikation mit 2 erhalten wir die freie Energie pro site
Rt g= 1)+ (=)
Js=In [( — I Py (4.30)
(@e" + (¢ — 9)z?)

Zur Uberpriifung dieser Rechnung ist in den Anhiéingen A und B die Freie Energie
f(K, L) nach beiden Variablen K und L differenziert worden und mit den auf
direkte Weise gewonnenen Ergebnissen verglichen worden. Die Ubereinstimmung
der Ergebnisse bestarkt somit die Hypothese von Gurjati.



Kapitel 5

Chaosphinomene

5.1 Die Entwicklung der Iterationsgleichung und
die Analogie zur logistischen Abbildung im
Perkolationslimes ¢ — 0

Grundlegend fiir das Modell ist die reskalierte Rekursionsformel

(X +e—1)zz7" +1

el 4 ezt

(5.1)

Tnpr = f(zn) =

Diese 1aBt sich durch eine Variablentransformation z, = x,, —cin die Form bringen

ANT, (Tp — 1)
Tntl 1+ 42 T, (T — 1) (5:2)

v=eX+e—-1

¢ 16st die kubische Gleichung 1 4 ce® + ¢} (v 4 e¢) = 0 (5.4)
T = x”;; ‘ (5.5)

3= _% (5.6)

g = ef—iﬁ (5.7)

Dies wird in Anhang C gezeigt.
Fir e = 0 ergibt sich hieraus die logistische Abbildung.

Ty = —40T, (T, — 1) (5.8)

die den Ubergang zum Chaos nach Feigenbaum mit Bifurkationskaskaden zeigt.
Der Fall ¢ — 0 oder ¢ — g entspricht hierbei dem Grenzfall, der den Zusammen-
hang zur Perkolation herstellt, wie es in Anhang F gezeigt wird. Eine genauere

41
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Beschreibung der Perkolation im Limes ¢ — 1 bei antiferromagnetischer Kopp-
lung K < 0 wird in (Wagner et al., 1999) gegeben.

Eine Taylorentwicklung der Rekursionsformel um 2 = 0, dem Maximum der
Funktion, liefert

f(”c) = e_K—I—(l—e_K)(l—l—e e_K) |:.732 — 66_K$4 + (66_1{)2 26 — (66_1{)3 a® + .. } .

(5.9)
Hieran ist abzulesen, dal die Funktion bei z = 3 und # — 0 ein quadratisches
Maximum hat.

Feigenbaum definierte seine kritischen Indizes o und § durch das Verhéltnis
aufeinanderfolgender Gabelweiten an den superstabilen Punkten bzw. durch das
Verhiltnis aufeinander folgender Intervalle zwischen zwei Bifurkationen. Bifur-
kationen treten fiir alle Zweige des Baumes bei den gleichen Temperaturen auf,
unabhéngig von ihrem Abstand zur "z = (0”-Achse. Dieser Achse néhert sich der
Baum aber bei zunehmenden Bifurkationen. Nulldurchgénge passieren per de-
finitionem in der Ndhe der Null. Man erkennt aus dieser Betrachtung, da die
GroBen der kritischen Indizes durch das Verhalten bei z = 0 diktiert werden.
Da dort aber die Funktion ein quadratisches Maximum zeigt, ist der Erhalt der
universellen Exponenten

a = 2.5029078750 . .. (5.10)

und

0 = 4.6692016091 . .. (5.11)
zu erwarten. Thre Messung erfolgt in Abschnitt 5.3.

5.2 Chaosphinomene bei Reskalierung

In diesem Abschnitt wird eine ausreichend dichte Aneinanderreihung von Simu-
lationsergebnissen bei verschiedenen e-Werten prasentiert, die samtliche bisher
besprochene Phanomene widerspiegelt und zudem die Verdnderung mit wach-
sendem ¢ aufzeigt. Hierbei gehen wir von dem reskalierten Modell (2.45) ohne
Beriicksichtigung der physikalischen Grenze (2.43) aus. Eine Motivation fir die-
ses Vorgehen kann die Schaffung eines eigenstandigen Modells sein, fiir das dann
die Frage der physikalischen Rechfertigung zundchst offen bleibt, oder sie kann
auf mathematisch komplexeren Wege erfolgen, der in Kapitel ?? nachgeholt wird.
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5.2.1 Beschreibung des Algorithmus zur Gewinnung von
Fixpunktdiagrammen und des Liapunov-Exponen-
ten

Es werden hier die wesentlichen Grundideen zur Gewinnung der Fixpunktdia-
gramme und des zugehorigen Liapunov-Exponenten gezeigt.

Grundlegend ist die Tatsache, daf} die auftretenden Fixpunktlinien von Zyklen
stammen, daf} also

flz,) = zpq firv=1,...,T (5.12)

bei einem Zyklus der Lange T'. Hierbei wird das letzte Element auf das erste ab-
gebildet. Die Attraktionsgebiete konnen aber disjunkt sein, wie sich am Beispiel
des antiferromagnetischen Fixpunktes x_ und des restlichen Bifurkationsbaumes
zeigh.

Bei der Erstellung der Diagramme werden bei einem festen K-Wert, der somit
die Tterationsgleichung festlegt, {iber ein sehr grof gewédhltes Intervall 4quidistan-
te Startpunkte gewahlt. Hierbei hat sich gezeigt, daBl die genaue Grofle dieses
Intervalls wie die Tatsache, ob die Punkte mit gleichem Abstand oder zufallig
ausgewahlt werden, keinen Einflufl auf das Ergebnis hat. Jeder Startwert wurde
zunachst einige Tausend mal iteriert, um die ausreichende Anndherung an den
Fixpunkt zu garantieren und um schliellich die folgenden Iterationsschritte gra-
phisch darzustellen.

Fiir den Liapunov-Exponenten, der die Stiarke der exponentiellen Separation
zweier eng benachbarter Punkte nach Abbildung 5.1 wiedergibt, gilt der formale
Ausdruck (Schuster, 1994)

AMzg) = lim lim ilog

N—=oco =0 N

‘fN(xo +2) = [N (o)

d ™ (o)
d Zo ’

Er gibt somit den Logarithmus des Faktors an, um den die beiden Punkte ¢ und

= lim —log

Nim (5.13)

xg + ¢ im Mittel pro Iterationsschritt auseinanderlaufen. Hierbei ist implizit von
der Annahme Gebrauch gemacht worden, dafi das Separieren exponentiell statt-
findet. Wir werden in Kapitel 6 sehen, dafl diese Annahme in aller Allgemeinheit
fiir saimtliche Chaosphéanomene zu stark ist.

Durch Verwendung der Kettenregel und der Eigenschaft der sukzessiven Ab-
bildung der Zyklenelemente aufeinander erhélt man schlieBlich den dquivalenten

Ausdruck

N-1

Aro) = Jim %Z]og”'(mm. (5.14)

=0
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€ N Iterationen __ e gV

t t -

Xo XgtE N(xo) fN(xg+€)

Abbildung 5.1: Zur Definition des Liapunov-Exponenten.

Diesen verwenden wir nach einigen Tausend Iterationsschritten, die die hinrei-
chende Anndherung an den Zyklus garantieren soll, zur numerischen Berechnung
dieser GréBe. Die bendtigte Ableitung ist uns in diesem einfachen Fall bekannt.
Es sei hier darauf aufmerksam gemacht, da die verschiedenen Einzugsbereiche
des Fixpunktes z_ und des Baumes natiirlich auch zu verschiedenen Liapunov-
Exponenten fithren. Bei der gleichzeitigen Existenz beider Attraktoren bei einer
Temperatur sind somit auch beide in den Abbildungen dargestellt.

5.2.2 Simulationsergebnisse

Im Folgenden sind einige Simulationsergebnisse gezeigt, die die im Verlauf dieser
Arbeit zu erkldrenden Phanomene zeigen. Sie geben eine hinreichend liickenlose
Variation des Bifurkationsdiagrammes mit wachsendem Systemparameter ¢ wie-

der.
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z=5, € = 0.000
T

0.5 ]

L
HHHH\‘\HHHH‘H\HH \‘HHH\H‘HHH\H‘H
HHHH\‘H\HHH‘H\HHH‘HH\HH‘HHH\H‘H

—-0.6

Abbildung 5.2: Bifurkationsdiagramm bei ¢ = 0.0. Dies entspricht nach Abschnitt 5.1
dem reskalierten Feigenbaum-Szenario. Der Endpunkt(2.61) der antiferromagnetischen
Fixpunkte x_ (stabil) und x, (instabil) liegt bei + = —1/¢'/? und wandert so mit
¢ — 0 nach —oo.
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X
\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\

—-0.75 —0.80

Abbildung 5.3: Bifurkationsdiagramm bei ¢ = 0.05. Neben den Bifurkationskaskaden
und dem chaotischen Verhalten existiert der Fixpunkt z_.
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z=5, € = 0.100

1.0~ =

0.5 =

0.0 =

7W.5\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

HHHH\‘HHM'H\‘HHH\H‘HH\HH‘HHHH\‘H

—-0.90 —1.00

Abbildung 5.4: Bifurkationsdiagramm bei ¢ = 0.1. Der Startpunkt der Fixpunkte x_
und z4 ist kurz vor dem Eintritt in den chaotischen Bereich, wodurch sich das Ab-
bruchkriterium von Gleichung (2.62) auf Gleichung (2.63) dndert.
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Abbildung 5.5: Bifurkationsdiagramm bei € = 0.15. Man erkennt deutlich, wie sich mit
wachsendem ¢ zunehmend die beschriebenen makroskopischen Fenster auftun.
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0.5 ]
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Abbildung 5.6: Bifurkationsdiagramm bei ¢ = 0.2. Der das Bifurkationsszenario be-
grenzende Fixpunkt z, wandert mit ¢ — % nach —oo. Im sich hierbei ausdehnenden
Szenario werden immer gleichmiBiger die makroskopischen Fenster sichtbar.
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z=45, € = 0.250
B B B B R

0.5 =

0.0

-0.5
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Abbildung 5.7: Bifurkationsdiagramm bei ¢ = 0.25. Der begrenzende Fixpunkt z ist
bei K = —oo verschwunden. Das zu sehende Szenario entfaltet sich somit iiber die
gesamte negative K-Achse.
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0.300
T T

z=5, € =
I I I

Abbildung 5.8: Bifurkationsdiagramm bei € = 0.3. Durch zunehmende “Streckung” des
Szenarios werden die bestehenden Bereiche, in denen die n-fach Iterierte einen stabilen
Fixpunkt hat, zunehmend gréfer.
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z=5, € =
I I I

0.400
T T

0.5 =

0.0 ]

Abbildung 5.9: Bifurkationsdiagramm bei € = 0.4.
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23

z=45, € = 0.500
\ \ —

0.8

0.6

0.4

0.2
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| _afl , _ lll Yl I‘ lI I ' n

Abbildung 5.10: Bifurkationsdiagramm bei ¢ = 0.5.
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z=45, € = 0.600
I — —

0.8 =

0.6 =

0.4 =

0.2 ]

0.0 =

Abbildung 5.11: Bifurkationsdiagramm bei ¢ = 0.6. Die zweifach Iterierte hat einen
Fixpunkt, der bis K = —oo stabil ist. Chaotische Bereiche sind somit unmdéglich.
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5.3 Bestimmung der Feigenbaumkonstanten o
und o far z > 3

Beim Betrachten der Abbildungen des letzten Abschnittes stellt sich die Frage
nach der Universalitdt des erhaltenen Chaosszenarios. Um dies zu klaren, wurden
die kritischen Indizes der Bifurkationsbdaume bestimmt.

5.3.1 Beschreibung des Algorithmus

Zur Bestimmung der Indizes wurden zum einen die Bifurkationspunkte r; be-
stimmt. Diese ergaben sich durch Betrachtung der Nullstellen des Liapunov-
Exponenten. Mit der Definition (Schuster, 1994)

§ = lim 7t (5.15)

n—00 T'n_l_l — Tp

wurde der Wert numerisch bestimmt. Hierbei wurde aufgrund der effizienten Re-
chenzeitnutzung die Schrittweite A nicht als konstant gewahlt, sondern variierte
mit der Nahe zur Nullstelle des Liapunov-Exponenten

AL, (0) = omenial _ 1 4 AL, (5.16)
Der sehr kleine Summand A} verhindert eine mégliche Stagnation des Prozesses.

Hierdurch konnte erreicht werden, mit einer recht geringen Anzahl an Re-
chenschritten, eine sehr hohe Genauigkeit bei der Bestimmung der maximalen
Annédherung an die Null zu erzielen.

Der Wert des kritischen Indizes a wurde wie durch Feigenbaum anhand der
Bestimmung der Gabelweiten an den superstabilen Punkten, bei uns der Punkt
z = 0, bestimmt. Das Verhéltnis der Gabelweiten d; ergibt

dy,
a= lim (5.17)
n—oo 41
Wieder wurde die Schrittweite variabel gewahlt
AN = eeomst Pl AT (5.18)

Beide Schrittweiten wurden zudem den Verhéltnissen des jeweiligen Bifurkations-
intervalls angepafit. Zu diesem Zweck wurde die GroBle mit dem Skalierungsfaktor

1
SNmip = N (5.19)
S
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Abbildung 5.12: Die BestimmungsgréBen der kritischen Indizes in Abhdngigkeit von der
Schrittzahl. a) zeigt den Liapunov-Exponenten, dessen Nullstelle die Bifurkation signa-
lisieren. b) stellt den Betrag des kleinsten Abstandes des Baumes vom superstabilen

Punkt @ = 0 dar. In c) ist die Schrittweite AK aufgetragen.

multipliziert. Die GroBle Npg;¢ ist die Anzahl der bereits vollzogenen Bifurkation-
nen, der Parameter g wurde als Schéatzwert fiir das zu berechnende wahre § ge-
nommen. Die Numerik zeigt, daB dieser Wert aus einem weiten Intervall gewahlt
werden kann, ohne einen nennenswerten EinfluB auf die Genauigkeit der erhalte-
nen kritischen Indizes zu haben. Die gewdhlte Schrittweite A,, wurde schlieBlich
als Minimum dieser beiden Groflen gewahlt, um sowohl die Nulldurchgange des
Baumes als auch die Nullstellen des Liapunov-Exponenten mit grofler Genauigkeit
zu bestimmen

A, = min{AY AN}, (5.20)
In der Abbildung 5.12 sind diese Kenngréfien in Abhéangigkeit von der Schritt-

nummer aufgetragen.

5.3.2 Ergebnisse

Durch die Bestimmung der kritischen Indizes @ und § hat sich gezeigt, daf keine
Abhangigkeit vom Systemparameter ¢ besteht und das Modell somit universell ist.

Auch die Werte fiir andere Koordinationszahlen z sind in Abbildung 5.13
zu sehen. Sie stimmen fir z = 3,5,7,9 mit denen aus der Literatur bekannten
Werten sehr gut iiberein (Hu, 1982). Wahrend 6 logarithmisch mit z zu steigen
scheint, nahert sich a asymptotisch der 1.
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Abbildung 5.13: Die numerisch erhaltenen Ergebnisse zeigen ein logarithmisch mit der
Koordinationszahl z wachsendes § und ein exponentiell gegen Eins strebendes «. Die
eingetragenen lFehlerbalken, die sich aus der Differenz der beiden letzten Folgeglieder
ergeben, sind nur bei der Bestimmung der Werte fiir 6 fiir grofie z zu erkennen.
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5.4 Die obere Grenze ¢, fiir Erhalt von Chaos
bei z =3
Zur approximativen Bestimmung des kritischen e-Wertes, bei dem das auftretende

Chaos-Szenario nicht mehr moglich ist, betrachten wir die Stabilitat der Zweifach-
[terierten bei K' = —oo. Man erhélt fir diese GréBe folgenden Ausdruck

4¢3

R

0 f*(xn)

0w,

(5.21)

K=-00

Setzt man hier den Fixpunkt z; oder z, ein, erhialt man ausschlieflich eine

Abhéangigkeit von e

9 f*(xn)

dxp

- 74(6(; Do (5.22)

K=—c0,x=xy /9

Hieraus laBt sich das kritische e, bestimmen, bei dem die Ableitung gerade den
Wert —1 annimmt. Numerisch ergibt sich dies zu

e. = 0.5680. (5.23)

Dies Ergebnis wird einerseits plausibel gemacht durch die grobe Entwicklung des
Fixpunktbaumes mit variierenden ¢, wie er in den Abbildungen 5.2-5.11 gezeigt

wird, aber auch durch den Endpunkt der Periodenformel nach Abb. 5.14.

5.5 Periodenniherung der endlichen Zyklen

Eine wesentliche Neuerung am antiferromagnetischen Chaosszenario des reska-
lierten ¢g-g-Modells sind die makroskopisch groflen Bereiche, in denen Fixzyklen
einer bestimmten Lange inmitten des Chaos stabil werden. Hierbei wird ein Fix-
zyklus der Lange n nach einer Bifurkationskaskade und anschlieBendem Chaos
durch einen Fixzyklus der Lange n + 1 abgelost. Welche maximale Léange die-
se Fixzyklen erreichen kénnen, héngt von der Wahl von ¢ ab. Hier wollen wir
eine Ndherungsformel dafiir gewinnen, bei welchem K-Wert diese Stabilitat der
Fixpunkte hoherer Iterierter auftritt. Wir werden hier von Annahmen ausgehen
miissen, die erst im Nachhinein durch den Erfolg der Methode vollstandig ge-
rechtfertigt wird. Dieses Verfahren wurde ausschlieBlich im Fall z = 3 angewandt.

Da den betrachteten periodischen Intervallen mit Bifurkationskaskaden ein
K folgt, an dem das Ende der Kaskade erreicht wird, und da an diesem K-
Wert die Differenz zwischen den Zyklenelementen gegen 0 strebt, liegt ein Uber-
gang zum Kontinuum zumindest an diesen Punkten nahe.
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Zum Bilden des Kontinuumlimes gehen wir von der reskalierten Fixpunktglei-

chung (2.48) im Fall z = 3 aus, die wir mit Hilfe der Definition
p=1—=¢N (5.24)

in die Form bringen
L+ (e —pa,

e (5.25)

Tp41 =
Hiermit erhalt man den Differenzenquotienten

2
Tpyl — Tp 1+ (e —p)z’
Tpg1] — Ty = ————— = —Tp +

_ .2
(n+1)—n 1 —p+ex? (5.26)

Ersetzen wir diesen beim Ubergang zum Kontinuum durch den Differentialquo-
tienten, wobei die Abhdngigkeit von n umgewandelt wird in eine Abhangigkeit
von ¢, erhalten wir die Differentialgleichung

dx 1+ pz + ex?
—=(1l-2)—-. 5.27
di (1—2) 1 —p+ea? (5:27)
Eine anschliefende Partialbruchzerlegung fiihrt auf die Form
di 1 1 - 2¢e: e—1
e re-p_,leztpd . (5.28)
dr Il4+p+e 1—=z ex?+pr+1
Nach anschlieBender Trennung der Variablen erhdlt man
dx 2ex+p dr
1 g)dt = (1+e—, — —ple—1)—————. (5.2¢
(-I-p-l—) (+ p>1—:1: p£x2+px—}—1 p( >£x2+px—}—1 (5 9)

Diese 1i8t sich leicht integrieren
(I+p+e)(t—to)=—(14+e—p)In(l—z)—p In(ea*+pax+1)+1(z), (530)

wobei I(z) das Integral

dx

darstellt. Die Losung hangt von der Variablen
A=4¢c—p (5.32)

ab. Fiir
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1. A<0 & ef <1-2,/zexistiert nach Gleichung (2.61) der Fixpunkt z_.
Es folgt weiter:

Nach (Gradshteyn et al., 1980) gilt die Umformung des Integrals

—2 p+ 2ex
I(z)=p(1 - E)ﬁ Arth (ﬁ) .

Mit Hilfe des Zusammenhanges Arth(z) = 3 In 12 ergibt sich die Form

o 1—<: p—4€+p+2¢T
I(2) = — M (\/_Vp_%_p_Qm) (5.34)

Exponenzieren von Gleichung (5.30) und Bilden des Grenzwertes ¢t — oo

(5.33)

ergibt den einfachen Zusammenhang

p(l—e

(1 —z)'* P (a4 pa+1)P (\/p —4f+p+281) =0, (5.35)

Hier sind zwei bekannte Losungen zu erkennen:
r=1, (5.36)

was der paramagnetischen Fixlinie entspricht, und
1
T =g ( —p—\/p?— 46) , (5.37)

die den Fixpunkt z_ nach Gleichung (2.52) wiedergibt. Im Temperaturin-
tervall, in dem der Fixpunkt z_ existiert, ergibt sich mit diesem Ubergang
zum Kontinuum also keine periodische Losung. Dies wird durch die nume-
rischen Simulationen sehr gut bestatigt.

2. A>0 & e >1-2/c es existiert nach Gleichung (2.61) der Fixpunkt
x_ in diesem Temperaturintervall nicht.

Nach (Gradshteyn et al., 1980) gilt die Umformung des Integrals

D4 e
I{z)=2p(1— 6)A_1/2arctan (%) . (5.38)
Durch Bilden des Tangens in Gleichung (5.30) ergibt sich eine periodische
Losung
p+2cx Al/? (
—_— = t — (1 t—1
a "‘“<2p<1—e> SRR

+ (I—p4+e)ln(l —z)+p Infex* +pa+ 1])) .(5.39)



5.5 Periodennéherung der endlichen Zyklen 61

LOG | Imax (€) ]

0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55
S

Abbildung 5.14: Die maximal erreichbare Periodenlinge, die sich nach Gleichung (5.40)
ergibt. Das Verschwinden der Kurve bei € = 0.55 pafit zur in Abschnitt 5.4 berechneten
oberen Grenze fiir Chaosphdnomene von . = 0.5680.

Die Periode T' dieser Losung fiir = ergibt sich durch den allgemeinen Zu-
sammenhang tan(t) = tan(t + Tr) 7zu

2p(l—e¢)

_ . 4
(I+pte) A2 (5.40)

Die sehr gute Ubereinstimmung dieser Niherungsformel mit den numeri-
schen Rechnungen wird auf der folgenden Seite demonstriert.

Die Gleichung (5.40) 148t sich fiir K’ = —oo nach der maximal erreichbaren
Periodenlédnge Tmax auflosen. Dies wird erst ab ¢ = 1/4 sinnvoll. Das Er-
gebnis ist in Abb. 5.14 gezeigt und bestatigt das in Kapitel 5.4 erhaltene
Ende des Chaosszenarios.
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Abbildung 5.15: In der oberen Zeile sind die langen Bereiche durchgezogen eingetra-
gen, in denen eine Periode bei ¢ = 0.255 stabil bleibt. Gestrichelt sind anschliefend
die Periodenverdoppelungen und der Bereich des Chaos gezeigt. Hier wird im rechten
Teil durch die vergréfierte Darstellung des Anfangbereichs gezeigt, wie nach anfingli-
chen Ungenauigkeiten bei gréBeren Periodenlingen immer genauer der Punkt K, der
jeweiligen Periode durch die Formel (5.40) vorausgesagt wird. In der unteren Zeile ist
links am Beispiel ¢ = 0.25 der beschriebene Vorgang der Zunahme der Periodenlinge
gezeigt, rechts ist fiir drei Beispiele der numerisch gewonnenn Wert mit der durch das
Né&herungsverfahren gewonnenen Kurve verglichen. Hierbei ist jeweils das Ende des Pe-
riodenbereiches eingetragen. Gestrichelt ist der Verlauf der Kurve bei € = 0.25 gezeigt,
bei dem die Periodenzunahme bei K = —oo den Wert co annimmt.



Kapitel 6

Erweiterung der
Nachbar-Wechselwirkung des
Modells

In diesem Kapitel wird eine Verallgemeinerung des bisher behandelten ¢-¢-Modells
vorgestellt. Hierbei wird die Wechselwirkung der direkten Nachbarn auch auf die
iibernachsten Nachbarn ausgedehnt. Dadurch ergeben sich schon bei kurzer Be-
trachtung Situationen, bei denen Frustration das Auftreten von Chaos vermuten
1aBt. Es wird im Folgenden die Ubernichst-Nachbar-Kopplung auch mit NNN-
Kopplung bezeichnet, deren Starke durch M gegeben ist, wihrend die Nachst-
Nachbar-Kopplung auch NN-Kopplung genannt werden wird und weiterhin mit
K bezeichnet sei.

Insgesamt gibt es vier Wahlmaoglichkeiten bei der Kombination der Vorzeichen

der NN-Kopplung K und der NNN-Kopplung M:
1. M<0,K <0
2. M<0,K>0
3. M>0,K<0
4. M >0,K <0.

Wie man sich schnell iiberlegt, lassen die letzten beiden keinerlei Frustration er-
warten. Wir werden uns also im weiteren Kapitel ausschliefilich mit dem Fall

M < 0 beschaftigen.

Wir werden aufgrund der Simulationen sehen, dafl wir es beispielsweise im
Ising-Fall des Modells, in dem aufgrund der Isingsymmetrie die Falle ferromagne-
tischer und antiferromagnetischer NN-Kopplung zusammenfallen, ausschliefllich
mit weak chaos (Chern et al. a, 1994), (Chern et al. b, 1994) zu tun haben. Dies

63



6.1 Erweiterung im Fall z =3 und g =1 64

werden wir im weiteren Verlauf auch “weiches Chaos” nennen. Um den Unter-
schied deutlich zu machen, werden wir Chaosszenarien, bei denen der Liapunov-
Exponent positive Werte erreicht, auch klassisches Chaos nennen.

6.1 Erweiterung im Fall z =3 und ¢ =1

Da die zugehorigen Rechnungen kompliziertere mathematische Ausdriicke liefern,
wird hier zundchst nur der Fall mit z = 3 und g = 1 gezeigt werden. Es zeigt sich,
dafl die Einschrankung § = 1 bei ¢, € IN mit § < ¢ im Phasendiagramm mit
allen anderen Fillen tibereinstimmt, so dafl diese Vereinfachung an dieser Stelle
erlaubt ist.

Der Hamilton-Operator schreibt sich im Fall des beschriebenen Modells

—BH=K > Gg+M > bppr+L > 5. (6.1)

<,j> <k> i

Hierbei bedeutet << k,[ >> die Menge aller iiberndchsten Nachbarn und o ist
Element aus der Menge {1,...,¢}. Die Delta-Funktion A, reduziert sich in die-
sem Fall wieder zur gewohnten Delta-Funktion 4,1, es wird also 0.B.d.A. die
Spinstellung 1 als Vorzugsrichtung gewahlt. Die Zustandssumme 7 ergibt sich so

Z =Y Plo) (6.2)
{e}

in der der Bolzmannfaktor P(o) folgendermafBen faktorisiert
: (4 () >
P(g) = eL b eMEw=1;i<J 5(s1”ss1”) H Qn <00,Sgr),§(r)> . (6.3)
r=1

Jeder Faktor @), (00, SY), §(’")) gehort zu einem Unterbaum mit der Spinbelegung
s (vergl. Abb. 6.1a).

Q. (Jo,sg’“)’é(r)) — exp (K Sopir + K Y Gus, + LY Gun +

<d,5> i
M (500752 —I_ 500753) + M Z 5’Sk7’sl) (6.4)
Lk 0>

Die Abhéangigkeit dieser Bolzmannfaktoren eines Branches von zwei Variablen im
Gegensatz zu einer im fritheren Fall ohne NNN-Kopplung entsteht zwangslaufig
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Abbildung 6.1: a) Gezeigt werden die Bezeichnungen beim rekursiven Abbau des Bethe-
Gitters mit Ubernichst-Nachbar-Wechselwirkung im Fall z = 3 und b) die Bezeichnun-
gen beim Abbau eines branches.

durch die Ausweitung der Wechselwirkung. Mit der zur Gleichung (2.16) analogen

Definition der Partialzustandssumme

To(o,7) = Z Qn(o,7,8) (6.5)
{s}

erhalten wir allgemein eine ¢ x g-Matrix T, die sich beispielsweise im Fall ¢ = 3

schreibt als
T.(1,1) To(1,2) Tu(1,3)
T.=| T.2,1) T,(2,2) T,(2,3) |. (6.6)
T.(3,1) Ta(3,2) T,.(3,3)
Vereinfacht wird diese in ihrer Struktur durch die Annahme, da sich Spinstel-

lungen innerhalb von @ = {2,...,q} nicht in ihrer Wirkung unterscheiden, da
die Hamiltonfunktion keine Differenzierung vornimmt

To(o,7) = Ty(a', ") mit o,0' € A, 7,7 € B und A € {Q, Q}, B¢ {Q, QL.
(6.7)
Die Matrix 7, wird in Abbildung 6.2 schematisch dargestellt.

In allgemeiner Form 148t sich die Zustandssumme eines n-Schalen-Baumes
angeben zu

q
70 = el g 43 g (6.8)
i=1

mit der Definition der Groflen

q q
S = M Nk +3eM YT T(i k) Ta(i 1) +
k=1 k=1;k#l
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1 z

[]

Th= y ‘ ‘Th(1,1)

Abbildung 6.2: Schematische Darstellung der Matrix der Partialzustandssummen
Tn(o,7) im Fall g = 1.

+6 zq: To(i, k) To(i, 1) To(i, m). (6.9)

kJdm=1k<I<m

Ebenso 1afit sich die lokale Magnetisierung

1
m = (d50,1) = A Z 8001 P(0) (6.10)
{e}

mit Hilfe dieser Groflen im Limes eines unendlich ausgedehnten Baumes aus-
driicken als

1

m = —.
-L 7 Sr
1+e r2 T

(6.11)

Wie in dieser tritt bei allen physikalischen Observablen der Bruch 2—: auf, so daf}
sich die Definition der Grofle

zp(o,7) = (6.12)

anbietet. Hierbei wird willkiirlich die Spinkonfiguration (o,7) = (1,1) als Basis-
konfiguration gewéhlt. Mit Hilfe der Symmetrie (6.8) erhalten wir folgende vier

Definitionen T.(,0)
pef Tnlo, o . —
L, = t 1
x T.(,1) mit o € ) (6.13)
Def Tn(d, 1) . —_—
L, = t 6.14
o = gy Mo Q (6.14)
pes To(1,0) . —
. = t 1
z T.(1,1) mit o € @) (6.15)
w, Def Tu(o, 7) mit o,7 € Q und o # 7. (6.16)
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Es ergibt sich somit die graphische Form der Matrix T,,, wie sie in Abbildung
6.2 gegeben ist. Mit Hilfe dieser Definitionen von w,, x,,y, und z, laBt sich die
Magnetisierung umschreiben zu

B 1
Clte YL, R

r=2

m

(6.17)

mit e .
a, + e~ r+e” Cr .

I = tr=2,...,q, 6.18
ay + 3e~2M by + e=3M ¢ mr q ( )

wobei die Groen a,,b,, ¢, Notationen sind fir

(erX,gS)a r= 1,---5% (619>
b — X(l)x(?) _ X(g)’ r = 1, ... q, (620>
= (XM)? Z3xMX® 4 ox® p=1,...q, (6.21)

mit weiterhin

g
22 zo(r k)’ =2l +yo + (g —2) w) firr=2,....q (6.22)

MQ

k=1

Wieder sind also die GroBen w,, x,,y, und z, die charakteristischen GroBen des
Modells, deren Bestimmung zu den physikalischen Observablen fithrt. Auch in
diesem erweiterten Modell lassen sie sich rekursiv bestimmen. Hierzu bauen wir
den Cayley tree Schale fiir Schale ab. Dies wird vollkommen analog zu dem frither-
en Vorgehen bewerkstelligt. Der Bolzmann-Faktor, der diesmal durch die weitere
Reichweite der Wechselwirkung von zwei Spinvariablen oy und s; abhédngen muf,
faktorisiert diesmal wie folgt. Hierbei sind s, und s; die zwei auf den bond (o, s1)
angrenzenden Spins, t® und t? die zugehsrigen Spinbelegungen der folgenden
Aste.

Qn(o-oa 317§> = exp (I"(Sao,sl -I' M (500,51 ‘|‘ 600,51 ‘|‘ 500,31) ‘|‘ L500,51> X
XQ‘TL 1(317527 )QTL l(sl?SS’t(B)) (624)

Die Faktorisierung von @, in Faktoren @,_; erméglicht, die Matrix 7,, durch
entsprechende Matrizen T, _; darzustellen

q q
Tu(o,s) = S0P N TN oxp (M (So,sy + boss + s1.02)) X

81=1 5221

X Tn—] (S,S]) Tn_]<8,82>. (625)
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Abbildung 6.3: Schematische Darstellung der Gegebenheiten bei der rekursiven Berech-
nung der Partialzustandssummen T, (o, T).

Dies wird in Abbildung 6.3 veranschaulicht. Berechnet man hiermit die Groflen
Wy, Tp,yYp und z, rekursiv, fithrt dies letztlich zu der Rekursionsformel

Zpyr = F(Z,), (6.26)
mit
Ty = (W, Ty Ynsy 25) (6.27)
und
F(#) = (R(#), Fa(#), (@), Fa(D) (6.25)
und
5 -K-L w? + [22 + y? + 2w(z + y) + 3(g — 3)w?]e™*M
file) = ( T+ (0= 1) (= + eV 4 (g = 2] T
2[.’L‘y + (q — 3)'(1)(1‘ + y) + (q;?’) wQ]e_SM
1+ (q— 1)(Z(Z+2)6_2M+22(q—2)6_3M)> (6.29)
Fy(#) = e_LJ;2 + [y? + 22y + (¢ — 2)w(w + 2z)]e™*M + 2w[(q — 2)y + (qgg)w]e_SM
U U+ (9= Dlz(z +2)eM + 22(q — 2)e=3M]
(6.30)
py(i) = - 2 122 4300 = A 4 2:[(g = 2) + (5]

14 (qg—1)[z(z 4+ 2)e=2M + 22(g — 2)e=3M]

Fy(%) =

—K=I ( y* 4 [2? + 22y + (¢ —2)w(w + Qy)]e_ZM +

14 (g—1)[z(z + 2)e=M + 22(q — 2)e=3M]

2wl(q — 2)z + (177 w]e=*M
1+ (q— 1)[2(2+2)6_2M+22(q_2)6_w]>. (6.32)

_|_
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Tatséchlich ergibt sich beim Bilden des Limes M — 0 bis auf konstante Vor-
faktoren die bekannte Rekursionsformel (2.28) im Fall § = 1 des gewohnlichen
g-state-Potts-Modells auf einem Bethe-Gitter der Koordinationszahl z = 3.

Auch hier interessieren wieder nur Fixpunkte, die stabil sind. Um dies ent-
scheiden zu kénnen, betrachten wir im nachsten Abschnitt die Stabilitatsmatrix,
mit deren Hilfe wir den Liapunov-Exponenten berechnen werden.

6.2 Stabilitatsmatrix und Liapunov-Exponent

In diesem Abschnitt werden wir das Stabilitdtskriterium (2.46) zunéchst auf den
zweidimensionalen Fall verallgemeinern. Dies 148t sich sehr einfach auf drei und
mehr Dimensionen erweitern (Argyris et al., 1994), (Beck et al., 1993).

Gegeben sei also eine Rekursionsabbildung von IR? nach IR?, also zwei diffe-
renzierbare Funktionen f, g : IR* — IR mit der Iterationseigenschaft

20 = f(z(m) ) (6.33)
und
y(r ) = g(z(™ 4 M), (6.34)

Zur Berechnung des Liapunov-Exponenten in einer Dimension betrachtet man
zwei eng benachbarte Punkte 2(®) und z(®) 4 ¢ und verfolgt die Verénderung ihres
Abstandes, die sich im Laufe von N Iterationsschritten ergibt. Mit dem Ansatz

IF M (2@) = fM (2O 4 g)] o £ N A (6.35)

erhilt man exponentielles Separieren, wenn der Liapunov-Exponent /\(.TC(O)) posi-
tiv ist, hingegen exponentielles Annahern bei negativem Wert.

Diese Anderung eines anfanglichen kleinen Abstandes wird auf hohere Dimen-
sionalitat tibertragen (looss et al., 1980). Hierzu beginnen wir mit dem ersten
[terationsschritt. Mit der Bezeichnung

(0)
i = ( o ) (6.36)

20) _ ( f(x(o),y(oi) ) ’ (6.37)

g(z(©, y @)

auf die einzelnen Komponenten iibertragen also

erhalten wir

2 = f2@ y©@) ) = gz O, (6.38)
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Der anfangliche Abstand von ¢, in z-Richtung und ¢, in y-Richtung wird somit
nach dem ersten Schritt auf (AMz, Aty) gestreckt. Hierbei ergeben sich diese
GroBen fir kleine ¢, und ¢, zu

P E A0z = J(O 4eny©O e, = f0,y0) 4+ 5L

€r + of £y (6.39)
dy

#(0)

#(0)

Analoges gilt fiir die y-Komponente.

In Kurznotation schreibt sich dies mit Hilfe der Stabilitatsmatrix S(F(O)) an

der Stelle #(©)

of 2f
SED) = [ g2 gy (6.40)
dx f(o) Sy ‘F(O)

einfacher als
AFD) = S(F) ( = ) . (6.41)
Der zweite Tterationsschritt ergibt sich in analoger Weise. Hier gilt
B FEDGE) L P =g ((E)GEY). (642

Um die Streckung beispielsweise in z-Richtung zu erhalten, die sich nach der
zweiten Iteration ergibt, machen wir erneut eine Taylorentwicklung

NONC f(f(F(O)) + <S(f~’<°)> ( N ))x,g(f"’(% + <S<f(°)) < N ))y)

F(FED), g(FO)) + ==

o (5 ()
of - (S(F(O)) ( ‘; ))y (6.43)

dy
Mit Gleichung (6.42) erhalten wir somit das Fehlerrechteck nach dem zweiten
[terationsschritt und so die Fortsetzung von Gleichung (6.41)

#2) Z S (E0)S(0)) ( €s ) | (6.44)

€y

12

+

Man erhalt leicht induktiv das Fehlerrechteck nach N Iterationsschritten
N-1
AFY = T sE) ( “o ) : (6.45)
=0 &:y

Durch Bestimmung der Eigenwerte Ay, Ay der Produktmatrix Hg\;_ol S(¥®) und
dem Ansatz fiir exponentielles Entfernen bzw. Anndhern

A1/2 = exp (N )\1/2) (646)
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erhdlt man die Liapunov-Exponenten Aq, Ay in 2-, bzw. in y-Richtung

Ajg = % In Ay /5. (6.47)
Die Bestimmung der Liapunov-Exponenten tiber die Eigenwerte wurde eben-
falls in den Simulationen vollzogen. Die gewonnenen Ergebnisse wurden aber
hauptsachlich mit einer anderen Methode gewonnen. Diese ergab qualitativ iden-
tische Resultate, ist numerisch aber stabiler. Diese wird nun im Anschlufl kurz in
drei Dimensionen erlautert.

Das Verfahren wird am Beispiel eines Fixpunktes gezeigt. Die Verallgemei-
nerung auf einen Zyklus und auf die chaotischen Bereiche folgen im Anschluf.
Wir wéhlen hierzu zunéchst einen beliebigen Startvektor ¥(®) und stellen ihn im
System der Eigenvektoren der Stabilitatsmatrix S des Fixpunktes dar

‘I’(O) = aq 901 + a9 992 + a3 903. (648)

Zudem seien 0.B.d.A. die zugehorigen nicht entarteten Eigenwerte a3 > ay > a3
der GréBe nach geordnet. So erhdlt man nach N-facher Abbildung des Startvek-
tors mit Hilfe der Stabilitdtsmatrix folgendes asymptotisches Verhalten

N N
gN) =gV g = ay (aﬂ@l + <%> as Pz + <%> as 993>
) (3]

o o/lv ar ©1 (6.49)
Umgeformt gilt somit
Lgs¥ e G0 Ly (1ol g gal)
N N L
1 1
= Nlnal—l—ﬁln”gol”%—lnal
~ Inoy fir N = oo. (6.50)

Diese Gleichung stellt also den Zusammenhang des maximalen Liapunov-Exponenten
mit der Norm des Bildvektors eines beliebigen Startvektors nach N-facher Abbil-
dung mit der Stabilitatsmatrix dar.

Bei einem Zuklus der Lange n definieren wir []'_; S; = S und kénnen mit
den Eigenvektoren und -werten dieses Produkts analog verfahren. Wieder wird
sich hier der maximale Liapunov-Exponent der Produktmatrix durchsetzen. Im
chaotischen Bereich driickt man die Eigenvektoren der (n + 1)—ten Stabilitats-
matrix durch die der n-ten aus. Die Richtung des Vektors, der durch N-fache
Abbildung mit den Stabilitdtsmatrizen aus dem Startvektor entsteht, wird so-
mit in die Richtung des Eigenvektors zeigen, der zum grofiten Eigenwert der
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letzten Stabilkitatsmatrix gehort. Da in jedem Iterationsschritt sich der maxi-
male Liapunov-Exponent durchsetzt, erhalten wir im Grenzfall das arithmetische
Mittel der Logarithmen der jeweils grofiten Eigenwerte. Dies ist im chaotischen
Bereich immer positiv.

Bei der numerischen Berechnung dieser Grofle tritt aber das Problem auf, da3
SN®(® schnell so gro wird, daf§ er zu numerischen Ungenauigkeiten fithrt oder
die weitere Berechnung mit heutigen Rechnern unméglich macht. Wir werden
somit die Methode leicht modifizieren miissen. Hierzu beginnen wir mit einem
beliebigen Startvektor, der der Nebenbedingung unterliegt

[ = 1. (6.51)

Zuséatzlich wird nach jedem Iterationsschritt erneut auf Eins normiert, indem wir
durch die Lange des entstandenen Vektors

Def
L, = |V,]| (6.52)

teilen. Mit Hilfe dieser Langen L;,1 = 1,---, N, erhédlt man eine numerisch stabi-
lere Methode zur Berechnung des maximalen Liapunov-Exponenten

1
Amax ™~ N In ”SN‘I’OH
X
~ 5 Y Il fiir N = 0. (6.53)
=1
Dies ergibt sich mit dem Zusammenhang
N
[1r:=1s¥ew), (6.54)
=1

der sich leicht durch wiederholte Abbildung des anféanglichen Einheitsvektors mit
der Matrix induktiv ergibt.

Die hier gezeigten Verfahren in zwei Dimensionen lassen sich vollkommen
analog auf mehrere {ibertragen. Hierbei treten keinerlei prinzipiell neuen Schwie-
rigkeiten auf.

6.3 Das Isingmodell mit Ubernichst-Nachbar-
Wechselwirkung

Der einfachste Fall des erweiterten g-g-Potts-Modells ist der Fall ¢ = 2,3 = 1,
also die Erweiterung des Ising-Modells (Inawashiro et al., 1983). An diesem wer-
den wir kurz explizit die Herleitung der Rekursionsformeln skizzieren, um mit den
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Definitionen auch die Freie Energie angeben zu kénnen. AbschlieBend werden wir
einige analytischen Voraussagen zum Phasendiagramm machen und diese mit
Hilfe von Simulationen verifizieren. Hierbei treten chaotische Phanomene in Er-
scheinung, die den tiblichen Weg ins Chaos durch Bifurkationen nach Feigenbaum
nicht zeigen und deren Liapunov-Exponent ungewohnliches Verhalten zeigt.

6.3.1 Skizze der Herleitung der Rekursionsgleichungen

Beim Ising-Modell vereinfacht sich der 6(o;, 0;)-Ausdruck in gewohnter Weise zu
einem einfachen Produkt, so daf die Hamiltonfunktion geschrieben werden kann

—BH =1 ZG‘Z + K Z oo+ M Z 0.0 (6.55)

als

<i,5> <,
wie immer mit ; I
K=— M = . 6.56
kgT kgT (6.56)
Die beiden moglichen Spinstellungen werden kurz mit “4” und mit “-” wieder-

gegeben. Die Zustandssumme eines n-Schalen-Baumes 1afit sich mit vollkommen
analogen Definitionen von T,(-,-) und z,(+,-) zu den bisherigen dann knapper
schreiben als

3
_ § La E: <70'+<7<7-|—<70' §
Zn — 0 102 203 31)H Qn 0.0’0.” )

T1,02,03 r=1 {§

- eL Zo(4+) + e Z,(—) (6.57)

Zy(o) = Z eM(a102t0205+0501) T.(o,00)T,(0,09)T,(0,03). (6.58)

01,02,03

Ausgeschrieben lauten diese Partialzustandssummen

Zn(+) = Ta(+,+)” Glaa(+, ) (6.59)
und
Zn(_) = Tn(+7+)3H($n(_7+>7$n(_7_>) (6'60)
mit den Definitionen
G(z) = M 4 3e™M g 4 3e7™M 22 4 S3M 43 (6.61)
H(z,y) =M 2® 4 3e™™ 2% y 4+ 3™ 2 y? 4+ M o, (6.62)

so daf} sich die Zustandssumme in neuer Form ergibt zu

Zn = Ta(+,4) (" Glan(+, =) + e H(zn(—, +), 2a(—, —))) - (6.63)



6.3 Das Isingmodell mit Ubernéchst-Nachbar-Wechselwirkung 74

Zur Herleitung der Rekursionsformeln fir die z,(-, ) verwenden wir die offen-
sichtliche Rekursionsformel der Trees

Tn(UO, 01) _ Z (iK ooo1+L o1+ M(ogor+ogo3+0203) Tn_1<01’02> Tn_1<0.1’03>.

01,02,03

(6.64)
Durch Verwenden der Definitionen
o lim (=, —) (6.65)
vy Tlim a,(—, +) (6.66)
vy 2 nh_)rglo Tn(+,—) (6.67)

und Einsetzen der vier Moglichkeiten (og,0q) € {—,+} ergeben sich die drei

Rekursionsformeln \ "
_o1, ]+ 1'2(1'2 + 21‘1) e

14+ 23(2 + 23) e™*M
Lo 05 4 (14 2a5) e*M
L+ 23(2 4 23) e=tM

—aM
1+ z3(2 + x3) e~ M (6.70)

T, =

(6.68)

Ty =

(6.69)

ak—ar, %+ w1(71 4 213) €
1+ 23(2 4 23) e

Fiir die spatere Berechnung der Freien Energie bilden wir schon hier den Bruch

I3 = €

T, ’
% = KL (63M +2eM Ty (+,—) + eM 4 eM Tno1(+, _>2>

(6.71)

6.3.2 Freie Energie
Zum Erhalt der Freien Energie des Ising-Modells mit Ubernéchst-Nachbar-Wechsel-

wirkung verwenden wir wieder das Prinzip von Gurjati (Gujrati, 1995), das sich
in dem ¢-g-Potts-Modell als richtig erwiesen hatte. Wir werden das Ergebnis in
diesem Fall nicht durch Betrachten der Ableitungen vollstandig verifizieren, son-
dern den Spezialfall einer verschwindenen Ubernéchst-Nachbar-Wechselwirkung
mit dem Ergebnis (4.29) vergleichen.

Analog zu Gleichung (4.24) kann man nach (Gujrati, 1995) folgenden Zusam-
menhang zwischen der Freie Energie pro Bond und der Zustandssummen der
Bédume mit n bzw. n — 1 Schalen annehmen

S 1 Zn

= lim = In

_kBT ot 3 '(Zn_l)Z'

(6.72)
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Mit Gleichung (6.63) ergibt sich dies zu

;1 To(+,4) 1\’
T~ am o I ( (Tn_1(+,+)2>
"G (wa(t, ) + 2 H (2a( =, 4), 2a(=. ) ) (6.73)
[eLG(wn_1(+, =)+ o H (2pa (=, +), 2o (—, _)”

und mit Bilden des Limes n — oo erhalt man das einfache Ergebnis
f 1

_ F(zs)°
_k;B—T =3 In (eLG(;U3) n PLLH ($2’x1)) (6.74)

mit den Definitionen (6.61) und (6.62) und
F(z)= KFE (eSM + e_M(Q T3 + T;)) (6.75)

Die Freie Energie ist somit bestimmt, wenn man die Gréflen z,, 2 und 3 kennt.
Die Plausibilitat dieses Ergebnisses wird untermauert, wenn man den Limes M —
0 betrachtet, also den bekannten Fall des g-G-Modells fiir 2 = 3, ¢ =2 und g =1,
und mit Gleichung (4.29) vergleicht und Ubereinstimmung feststellt.

6.3.3 Analytische Voraussagen zum Phasendiagramm und
ihre Bestitigung durch Simulationen

Wir behandeln wieder den Fall eines verschwindenden duBeren Magnetfeldes L =
0. In diesem Fall ist in der paramagnetischen Phase kein Spin bevorzugt, so dafl
die Gleichheit zo = x5 gilt. Mit Hilfe der Positivitdt der Verhaltnisse z; > 0,1 €
{1,2,3} von Partialzustandssummen kann man die Losung der paramagnetischen
Phase explizit angeben:

et + (14 22) e=2M
=1 , ;cgzxa:x:e_f‘x +(1+22) e ) (6.76)

14224 2)e2M

Generell sind nur Fixpunktlésungen von Bedeutung, die stabil sind, deren Eigen-
werte der zugehorigen Stabilitdtsmatrix also vom Betrag kleiner Eins sind

N <1 fiiri=1,23, (6.77)

Die Stabilitatsmatrix S ergibt sich im Ising-Modell mit Ubernichst-Nachbar-
Wechselwirkung in allgemeiner Form in Abhéangigkeit der Variablen K, z1, x2, 3
und

M
K

quot Rt

(6.78)
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zu
9 1+ s 9 s(xy + x2) s (1 + x3)
S:ﬁ , 0 , 0 e“R(;C3+s)—sx2(1+$3)
e K s (x1 4 22) e~ K (x2 4+ s x1) —s x3(1 + x3)
(6.79)
mit den Abkiirzungen
N=1+ s(xg + 2 x3), s = e M _ 2IK]|quot (6.80)

Sie 1aBt sich im Spezialfall der paramagnetischen Phase nach G1.(6.76) vereinfa-
chen zu

9 14+ sz 5(1—|—$) —s(l—l—:c)
S = N 0 0 e‘K(:zz +s)—s(1+a)x (6.81)
e K s (14 2) e_K(:v + ) —sz(l 4 z)
mit
N=1+s(z+2)z,  s=e M=Kt (6.82)

Die Eigenwerte ergeben sich so als Losung einer kubischen Gleichung. Mit die-
ser Gleichung und den paramagnetischen Werten fir die x;,¢0 = 1,---,3 nach
Gleichung (6.76) 148t sich das Einsetzen von magnetischer Ordnung durch Setzen
des Betrages des FEigenwertes zu Eins analytisch bestimmen. Wir definieren zur
einfacheren Schreibweise folgende GréBen

A=1+su, B=s(1+x) und F = e_K(J; + s). (6.83)
Die Bestimmungsgleichung fir die Figenwerte schreibt sich so
+N*—2(A-Ba)+4(e" B+ FBa—F*)+8(F—Bua) =0. (6.84)

Zur Uberpriifung dieses Ergebnisses schauen wir uns eine verschwindene Ubernéchst-
Nachbar-Wechselwirkung M = 0 an. Es zeigt sich, dal das Pluszeichen zur ferro-
magnetischen Losung gehort, wahrend das Minuszeichen die antiferromagnetische
ergibt. Im ferromagnetischen Fall ergibt sich der kritische Wert von

e =3, (6.85)
beim Minuszeichen hingegen von
a1
K
¢ = . 6.86
ot = L (6.0

Dies sind aber exakt die Werte, die sich mit Hilfe von Gleichung (2.51) und

z=3,6=%—1=16rgeben.
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Wir werden uns im weiteren Verlauf auf den Spezialfall einer ferromagneti-
schen Nichst-Nachbar-Wechselwirkung (K > 0) und einer antiferromagnetischen
Ubernéchst-Nachbar-Wechselwirkung (M < 0) konzentrieren. Damit ergibt sich
in Gleichung (6.84) die Beschrankung auf das Pluszeichen.

Nach weiterem Umformen erhalten wir eine Faktorisierung der kritischen Be-
dingung fiir die paramagnetische Losung. Diese schreibt sich als

a(K,M)b(K,M) ¢(K,M)=0 (6.87)
und liefert so drei kritische Linien:
s+ 12 5(1 — 5)(1 + e_K) — 252K 372K Def a(K, M) =0 (6.88)

1 =252 2K s(1—45s) Def b(K,M)=0 (6.89)

alav—bn)? +bbs—ap) —£Ea® pv+bns)+
Def

+ Elanv+bps)—EEvs+éabBrvs—nu) = ¢(K,M)=0 (6.90)

mit
n=2s—e" (6.91)
v=—eHs (6.92)
p=1+ v (6.93)
E=n+3v(s+ e_K). (6.94)

Es zeigt sich, dafl die Funktion a keinerlei Nullstellen besitzt. Die Nullstellen-
menge der beiden anderen Funktionen beschreiben recht exakt unsere numerisch
gefundenen Werte.

Bei verschwindender Uberniichst-Nachbarkopplung M = 0 vereinfachen sich
die Gleichungen zu

BK,M)=1-2¢ " —3¢2K (6.95)

und liefern somit den bekannten kritischen Punkt K. = In3, wihrend
¢(K,0)=0 fiir alle K. (6.96)

Eine sehr einfache heuristische Uberlegung fithrt zur Phasengrenze des Ferro-
magnetismus am Temperaturnullpunkt. Durch Betrachten der beiden Grenzfille
M > K und M « K, die in Abbildung 6.5 dargestellt sind, findet man ei-
ne erste Abschiatzung fiir die Phasengrenze. Dabei betrachtet man die jeweiligen
Elementarzellen. Im Fall der Dominanz der ferromagnetischen NN-Kopplung, lie-
fert dieser Grundzustand den Energiebeitrag

Ep = MK (6.97)



6.3 Das Isingmodell mit Ubernéchst-Nachbar-Wechselwirkung 78
Phasendiagramm bei g=2, gquer=1
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= chaotic
0.5 L
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quot
Abbildung  6.4: Phasendiagramm des Isingmodells mit Ubernéchstnachbar-

Wechselwirkung. Fingetragen ist die paramagnetische Phase, die Phase des schwachen
Chaos, die doppelperiodische Phase und der ferro- bzw. antiferromagnetische Bereich.
Die analytisch gewonnene Kurven c (6.90) stimmt bis auf numerische Ungenauigkeiten
gut mit den numerisch gewonnenen Werten iiberein. Der Verlauf der Kurve b (6.89)
scheint ein nicht verstandenen Fehler oder eine nicht verstandene Phasengrenze zu
beinhalten.

Betrachtet man hingegen den Fall, in dem die antiferromagnetische NNN-Kopplung
iiberwiegt, fallt zum einen auf, dafl dieser Grundzustand auch bei Festlegung der
innersten Elementarzelle unendlich oft entartet ist. Dies liegt an der Vertausch-
barkeit von jeweils zwei der drei duBleren Spins. Mit einer anolgen Betrachtung
zum vorigen Fall findet man den Energiebeitrag

Ep = MR (6.98)

Bei der Gleichheit dieser Bolzmannfaktoren wird nach dieser groben Uberlegung
die ferromagnetische Phase abgel6st. Dies geschieht hiernach bei

M
K

1

5"

quot = ‘ (6.99)

Die analytischen wie auch die numerischen Ergebnisse stimmen mit dieser Vor-
aussage sehr gut {iberein.

Im Folgenden stellen wir das Phasendiagramm fiir den Isingfall mit Ubernichst-
Nachbar-Wechselwirkung vor, das durch die Begrenzung der paramagnetischen
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Phase und durch Begrenzung der “doppelt periodischen Phase” gefunden wurde.
Der Name rithrt daher, dafl bei einer Kette bei dominierender antiferromagneti-
scher NNN-Kopplung sich beim Ising-Modell eine doppelperiodische Losung aus-
bildet. Im allgemeinen Fall des Bethe-Gitters ist die Situation schwieriger, wie
man sich leicht klarmacht, trotzdem wird der Ausdruck zur Bezeichnung beibe-
halten.

SchlieBlich werden in Abb. 6.6 und 6.7 zwei Fixpunktdiagramme gezeigt. In
ihnen wurden statt der ZustandsgréBen z; die Variablen y; verwendet. Dies hat
hier vor allem den Zweck, die Diagramme iibersichtlicher zu gestalten, da diese
GroBen auf das Intervall [—1, 1] beschriankt sind. Thre Definition lautet

1+$1—$2—$3

= , 6.100
S IR ( )
I —2y — 29 + 3
Yo = und 6101
b2 I+ 2+ 204 23 ( )
Il -2+ 2 — 23

= . 6.102
SR IR ( )

Sie wurden gebildet, um eine doppelperiodische Losung zu erkennen, da
Y1 — Y nach 2 Iterationsschritten (6.103)

aber

y2/ys —  —y2/ —y3 nach 2 Iterationsschritten. (6.104)

Die erste Abbildung 6.6 zeigt bei konstantem Wert fiir quot den Ubergang
von der paramagnetischen Phase, im Diagramm durch eine Fixpunktlinie zu er-
kennen, zu der ferro- bzw. antiferromagnetischen Phase. Der Liapunov-Exponent
zeigt durch eine Nullstelle die genane Lage des Uberganges an.

Das zweite Diagramm zeigt den Verlauf bei quot = const. von der paramagne-
tischen Phase in die Phase des schwachen Chaos. Dieses ist auch bei Betrachtung
eines deutlich kleineren Temperaturintervalls unstrukturiert und zeigt auch nicht
den iiblichen Ubergang zum Chaos durch Bifurkationen gemiB Feigenbaum. Ana-
log zum reskalierten Chaos des fiinften Kapitels zeigen sich hier aber ebenfalls
grofle periodische “Fenster”, in denen ein Zyklus endlicher Lange stabil wird.
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Abbildung 6.5: Die Abbildungen zeigen symbolisch die Hamiltonfunktion des Cayley-
Baumes mit z = 3 und vier Schalen bei antiferromagnetischer NNN-Wechselwirkung
und ferromagnetischer NN-Kopplung. Hierbei sind nicht-frustrierte bonds durchgezo-
gen gezeichnet, gestrichelt die frustrierten. Im oberen Teil ist der Grenzfall M > K
betrachtet, im unteren der Grenzfall M < K.
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Abbildung 6.6: Der Ubergang vom pSaramagnetischen Bereich in den ferro- bzw.

antiferromagnetischen Bereich bei quot = 0.1. Der Ubergangspunkt ist deutlich am

Liapunov-FExponenten auszumachen.
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Abbildung 6.7: Der Ubergang vom paramagnetischen Bereich in die Phase des weichem
Chaos bei quot = 0.53. Auffallend ist der negativ, mit grofier numerischer Genauigkeit
aber nicht positiv werdende Liapunov-Exponent. Begrenzt nach rechts wird diese Phase
durch den doppelperiodischen Bereich.
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6.4 Das ¢-g-Potts-Modell mit Ubernichst-Nachbar-
Wechselwirkung

In diesem Kapitel wird zunéchst skizzenhaft die Herleitung der Rekursionsglei-
chungen fiir ¢ und g beliebig mit Ubernichst-Nachbar-Wechselwirkung gezeigt.
Durch den Wegfall der Ising-Symmetrie werden anschliefend die Fille K > 0
und K < 0 getrennt behandelt. Es wird ausschliellich der Fall ¢ und § ganzzahlig
betrachtet, da dieser leicht physikalisch motiviert werden kann.

Durch Simulationen des Liapunov-Exponenten sehen wir bei hohen Tempe-
raturen wieder schwaches Chaos. Im selben Bifurkationsdiagramm sehen wir bei
tieferen Temperaturen ein Steigen des Exponenten in den positiven Bereich und
somit in den Bereich des klassischen Chaos. In Abschnitt 6.4.2 wird eine Er-
klarung fiir das Phédnomen des weichen Chaos und fir diesen kontinuierlichen

Wechsel gegeben werden.

6.4.1 Skizze der Herleitung der Rekursionsformeln

Wesentliche Teile der Herleitung der Rekursionsabbildung bleiben vollkommen
analog zu der aus Kapitel 6.1 fiir g bel., § = 1. Es wird wesentlich in den Formeln
(6.1), (6.3), (6.4) und vor allem in (6.25) die Delta-Funktion 6(o, 1) durch ihre Ver-
allgemeinerung A, ersetzt. Die Gleichheiten (6.8), die dort in auch nun gtltiger
Allgemeinheit formuliert sind, &ndern aber die Struktur der Matrix der Partialzu-
standssummen wesentlich. Dies wird in Abbildung 6.8 veranschaulicht. Hier gibt
es zwei Arten von Summen 7, (o, 7) mit o, 7 € @: solche mit ¢ = 7 und solche mit
o # 7. Wir wahlen die Spinkombination ¢ = 7 und somit 7,,(1,1) Ret T.(o,0) mit
o € @ als Basiskonfiguration. Diese § Konfigurationen nehmen wir wieder durch
die Tnsensitivitit der Hamiltonfunktion als gleich an, da der Wert der Funktion
wohl durch den e/ %(®7)-Term auf die Gleichheit der benachbarten Spins reagiert,
ihre spezielle Wahl innerhalb von ) aber nicht wahrnimmt. Dies fithrt zur Bil-
dung einer fiinften Zustandsgrosse, fiir die wir nun die Bezeichnungen v, w, =, y
und z wahlen.

Rekursiv lassen sich die ZustandsgréBen wie folgt berechnen

N
+e Mg = Pza(2+2(7—2)vn + (=G — 1)z0) +

+(G — 2)vn[2 + va(q — 3)]]) (6.105)

-1
Upp1 = e~ K <1)Z + e_QM[l + 2v, + 3(5 — 2)1)721 + (q — G)Zn(zn + 21)n)] +
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Abbildung 6.8: Die Struktur der Matrix der Partialzustandssummen T, (-, ) weist neben
der Basiskonfiguration T,,(1, 1) noch fiinf weitere auf. Dies fiihrt zu fiinf Rekursionsfor-
meln.

S |
Wpyy = e K _Lﬁ (wf1 + e_QM[mi + ﬁyi + 2wy (2 + Gyn) + 3(g — G — 2)11)2] +
e M2y + 2(q — G — 2)wn (0 + Gyn) +

+2<q - Z - 2) w? +G(7 - 1)y2]> (6.106)

1
Tapr = Tl (:c2 + e Mqy2 + 22,,) 4 (g — G — Dwa(wn + 22,)] +

P4

=M [q(q = 1)y; + 2w (g = 7 = Dya + (q o 1)%”) (6.107)

-1
Ypr = €% ( + e M1+ 22, + 325(g =G — 1) + (7 — 1)va(vn + 224)] +

e M2z((g—7—1) + (q - Z - 1>zn> +

+(@—=1Doa24+(G—2)vn+2(¢ -7 — 1>zn]]> (6.108)

-1
Zpg1 = e—Tx—Lﬁ (yi + [,ri + 2Lnyn —+ 3(6 — 1)y2 + (q —-q— 1) X
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Xwn(wn 4 2y,)]e™M + (G = Dyn((@ — 2)yn + 22, +
+2(g—q—Dw,) + (¢ —q— Dw,(2z, +

+(q—q— 2)wn)]6_3M> (6.109)

N = 14 M[(G—Dva(v, +2) + (g — 7)(22 + 22,)] +

eV (q ; 1) va + (4= (2(q—1)vn + (g — T — 1)2,)2,](6.110)

Bevor wir zu den Simulationsergebnissen kommen, sei nur kurz angemerkt, daf
das in Kapitel 5 untersuchte reskalierte Chaos des ¢-g-Potts-Modells bei von Null
an starker werdender Ubernéchst—Nachbar—Kopplung zunehmend zu einem Fix-
punkt verkiimmert. Im Ubergangsbereich entstehen wie beim Perkalotionslimes
(siche hierzu Anhang F) geschlossene Ellipsen, die typisch fiir hoherdimensionale
chaotische Systeme sind. Auch hier treten in kleineren guot-Bereichen Bifurka-
tionskaskaden nach Feigenbaum auf, die aber auch bei Anderung der Parameter
der numerischen Gewinnung stabil blieben.

6.4.2 Phasendiagramme fiir ¢ > 3,7 ganzzahlig bei K > 0,
K < 0 und Simulationsergebnisse

Es werden fiir ¢ > 3 die Félle K > 0 und K < 0 aufgrund des Wegfalls der Ising-
symetrie im Folgenden getrennt behandelt. Zunichst sei aber angemerkt, daf} fiir
verschiedene Werte von ¢ € IN der genaue Verlauf der Bifurkationsdiagramme
variiert, die Phasengrenzen und die Grenzen der Fenster der Zyklen endlicher
Lange aber identisch sind, wie auch die Lange dieser Zyklen. So konnen wir uns
bei Konzentration auf physikalisch motivierte Modelle auf den Fall § = 1 kon-
zentrieren. Bei diesem hat Abbildung 6.2 wieder Giiltigkeit und wir sehen an ihr,
daBl wir vier Ordnungsparameter erhalten. Somit werden in den folgenden Bifur-
kationsdiagrammen die Variablen 1, x5, 3 und x4 gezeigt werden, die zuvor mit
w, x, y und z bezeichnet wurden.

Es ist als Demonstrationsbeispiel ¢ = 3 mit ferromagnetische NN-Kopplung
gewahlt. Samtliche Phanomene bleiben aber bei ¢ = 4 oder ¢ = 5 und antiferro-
magnetischer Nachst-Nachbar-Kopplung erhalten.

Ferromagnetische Nachst-Nachbar-Kopplung

In den Simulationen ist bei sehr hohen Temperaturen die paramagnetische Pha-
se zu finden. Beim Absenken der Temperatur findet ein abrupter Wechsel zum
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schwachen Chaos statt. Bei noch kleineren Temperaturen wéchst der Liapunov-
Exponent, der hier exakt Null ist, langsam an und zeigt das Auftreten vollstandig
ausgebildeten Chaos mit Bifurkationsiibergang. Die Erklarung fiir schwaches Cha-
os und den kontinuierlichen Ubergang zum klassischen Chaos wird in diesem Ka-
pitel gegeben.

Die Ursache fir den verschwindenden Liapunov-Exponenten und damit fir
das Auftreten vom schwachen Chaos ist in der Quasiperiodizitat der Iterations-
abbildung zu suchen und wird in den Abbildungen 6.9 bis 6.12 veranschaulicht.
Hier liegt ein raumlich eng begrenzter Attraktor im vierdimensionalen Phasen-
raum vor, der bei Projektion auf die sechs moglichen Ebenen “glatte Ellipsen”
ergibt. Dies zeigt Abbildung 6.9. Verbindet man aufeinanderfolgende ITterations-
punkte miteinander zeigt sich, dafl deren Abstand in einem kleinen Intervall va-
ritert. Den Grund hierfiir sieht man leicht, wenn man die “Kaustik”, also den
Bereich, der von den Verbindungslinien ausgespart wird, in den Attraktor ein-
zeichnet (vergl. Abbildung 6.10). Sdmtliche Linien zwischen aufeinanderfolgenden
Iterationspunkten berithren diese Kaustik. Der Attraktor, dessen Ausdehnung in
allen Raumrichtungen die gleichen GréBenordnung hat, legt somit zusammen mit
der Kaustik die Iterationspunkte fest. Durch die Geometrie beider Gebilde ergibt
sich ein kleines Intervall, in dem der Abstand Az liegt. Dies wird in Abbildung
6.10 demonstriert.

Die Abfolge der Iterationspunkte fiilllt den Attraktor gleichméfBig aus, was
Abbildung 6.11 zeigt. Hierbei kommen zwei Iterationspunkte nie aufeinander zu
liegen, sondern fiillen die Raumkurve schlieBlich vollstandig und gleichmaBig aus.
Dies fiithrt zu der Erscheinung, daff in den Bifurkationsdiagrammen im Bereich
des schwachen Chaos ein begrenztes Intervall ohne innere Struktur geschwérzt
wird. Diese Abbildung ist ein erster Hinweis auf Quasiperiodizitét.

Einen deutlichen Beleg fiir Quasiperiodizitat liefert Abbildung 6.12. Hier zeigt
sich, dafl nach einer anfanglichen “Finschwingphase” der Abstand in Abhangig-
keit von der Iterationszahl eine nahezu periodische Funktion ist und ein im Laufe
der Iterationen konstantes Intervall ausfiillt. Der Abstand dndert seinen anfang-
lichen Wert Az(0) kaum. Diese sehr geringe Variation des Abstandes zweier eng
benachbarter Startpunkte fiihrt zu dem beobachteten verschwindenen Liapunov-
Exponenten.

Bei den Fenstern innerhalb des schwachen Chaos, das seine Ursache in der
Quasiperiodizitat der Iterationsabbildung hat, schliefen sich die Iterierten zu ei-
nem Zyklus, der zu einem negativen Liapunov-Exponenten fithrt. Es findet also
ein temperaturabhiangiger Wechsel von Quasiperiodizitat und Periodizitét statt.
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Abbildung 6.9: Bei quot = 0.72 und K = 2.0 ist laut Bifurkationsdiagramm 6.20 schwa-
ches Chaos mit verschwindenen Liapunov-Exponenten zu finden. In den obigen Abbil-
dungen sind die Iterierten eines beliebigen Startpunktes zu sehen. Sie verlaufen im Pha-
senraum nach einer ITransientenregion auf dem zu sehenden geschlossenen, begrenzten
Attraktor und fiillen diesen sehr gleichmifBig aus. Dies fiihrt in den Bifurkationsdia-
grammen zu einer gleichmidBigen Schwirzung eines ganzen Intervalls.
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Abbildung 6.10: Verbindet man aufeinanderfolgende Iterationspunkte, erhdlt man die
“Kaustik”, einen ausgesparten Bereich im Inneren des Attraktors. Bei einer geringen
Iterationsanzahl von N = 200 ist zu erkennen, da8 der Abstand eng benachbarter
Startpunkte im Laufe der Iterationen auf ein kleines Intervall beschriankt ist. Dies wird
nochmals explizit in Abbildung 6.12 gezeigt werden.
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Abbildung 6.11: Die Abbildungen machen die Quasiperiodizitdt plausibel, die zu dem
verschwindenen Liapunov-Exponenten fiihrt. Zu sehen ist ein kleiner Ausschnitt des
Attraktors aus Abbildung 6.9. Fs werden verschiedene Iterationsanzahlen der Rekur-
sionsabbildungen gezeigt: links oben N = 800, rechts oben N = 3500, links unten
N = 12000 und rechts unten N = 24000. Zu erkennen ist, daf# die Iterationspunkte
die Projektion des vierdimensionalen Attraktors immer dichter besetzen. Die Frage, ob
es sich hierbei um Periodizitdt oder Quasiperiodizitidt handelt, kann aber mit bloBem
Auge nicht entschieden werden. Erst die Betrachtung des Abstandes eng benachbarter
Iterationspunkte (Abbildung 6.12) und des Liapunov-Exponenten L zeigt, daB es sich
nicht um einen endlichen Zyklus handeln kann, da in diesem Fall . < 0 sein miifite.
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Abbildung 6.12: Die Abbildungen zeigen den Verlauf des Abstandes zweier eng be-
nachbarter Startpunkte mit der Iteratinszahl “step”. Die Punkte haben anfinglich eine
euklidischen Abstand von Az(0) = 0.0002. In der oberen Abbildung sind die ersten 200
Iterationsschritte zu sehen, in der mittleren die ersten 1000 Schritte. Die unteren Abbil-
dung zeigt schlieBlich den Verlauf von 350 Iterationen nach einem “Finschwingphase”
von 10000 Schritten. Alle Abbildungen zeigen, dafi der Abstand eng benachbarter Start-
punkte in einem kleinen Intervall gemessen an der Skala von Az(0) um diesen Anfangs-
wert fluktuiert. Dies zeigt den quasiperiodischen Charakter der Iterationsabbildung bei

diesem quot- und K-Wert.
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Die folgende Abbildung veranschaulicht den kontinuierlichen Ubergang von
Quasiperiodizitat zum Chaos. Dieser wird durch die Anderung der Form des
vierdimensionalen Attraktors erwirkt, dessen Projektion auf die x3-zy-Ebene in
Abbildung 6.13 zu sehen ist. Er ist auch bei grofleren Werten fiir K eine ge-
schlossene Kurve, die von den Iterationspunkten gebildet wird. Er verliert aber
in den Projektionen seine ovalférmige Gestalt mit etwa gleichen Abmessungen in
alle Raumrichtungen und wird lokal stark gedehnt bzw. gestaucht. Die Iterati-
onspunkte liegen nicht mehr gleichméaBig auf ihm verteilt, sondern bilden stark
und diinn frequentierte Bereiche. Dies ist in der Abbildung durch die Starke der
Farbung zu erkennen und fithrt zu einer starken Variation eines zunachst kleinen

Abstandes (vgl. Abbildung 6.14).

Im Ubergangsbereich von schwachen zum klassischen Chaos sind Bifurkatio-
nen gefolgt von inversen Bifurkationen zu finden, die sich somit zu geschlossenen
Ellipsen formieren. Diese Erscheinung ist bei hoherdimensionalen chaotischen Sy-
stemen keine Seltenheit und ist zudem aus der Theorie der allgemeinen Kreisab-
bildung

bekannt (Argyris et al., 1994). Hier sind K und @ Systemparameter und ¢(0,,)
bezeichnet eine periodische Funktion der Periode 1. Wegen f(© +1) =1+ f(O)
kann man f(©)(modl) als Abbildung des Kreises mit 0 < © < 1 auffassen.

In diesem Bereich ist auch hartes Chaos zu finden, das keinen Bifurkati-
onsiitbergang aufweist. Der Versuch, in einem noch erheblich kleineren Tempe-
raturintervall, als es in der Abbildung 6.23 zu sehen ist, Bifurkationen zu finden,
wurde unternommen ohne dafl welche zu finden waren. Zudem lassen die Ska-
len der bisher beobachteten Bifurkationen diese Moglichkeit als unwahrscheinlich
erscheinen.
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Abbildung 6.13: Der Ubergang von Quasiperiodizitit zu Chaos ist in den Abbildun-
gen exemlarisch an der Projektion des Attraktors auf die z3 — z9-Fbene dargestellt.
Bei hohen Temperaturen hat er in jeder Projektion eine ovalférmige Gestalt (siehe
Abbildung 6.9). Mit Abnahme der Temperatur entstehen diverse lokale Streckungen,
welche die Periodizitit zerstéren. Dies fiihrt zu Bereichen des Attraktors, die viel und
solchen, die wenig frequentiert sind. Durch die Gréfle dieser “Ausbuchtungen” kénnen
eng benachbarte Startpunkte ihren Abstand im Laufe der Iteration um Zehnerpotenzen
vergréfern. Der ungleichméBige Abstand aufeinanderfolgender Punkte wird in Abbil-
dung 6.16 nochmals durch die variierende Linienldnge veranschaulicht.

4
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Abbildung 6.14: Dargestellt ist die Entwicklung des Abstand zweier Startpunkte mit
den Iterationen. Bei der oberen Abbildung (K = 2.0) befindet sich das System im
quasiperiodischen, in den beiden unteren (K = 9.5) im chaotischen Bereich. Die mittlere
(K =17.5) zeigt den kontinuierlichen Ubergang. Bei allen Teilbildern ist der anfinglich
Abstand Az(0) = 0.0002. Wihrend bei K = 2.0 seine GréBe nur in einem kleinen
Intervall um Az(0) variiert, wéchst er bei K = 7.5 teilweise deutlich um etwa zwei
Zehnerpotenzen an. Bei K = 9.5 wird der Iterationsverlauf des Abstandes auf zwei
verschieden Skalen dargestellt. Es ist ein unperidisches, exponentielles Anwachsen des
Abstandes festzustellen.
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Die folgenden beiden Abbildungen zeigen den Attraktor im chaotischen Be-
reich. Er behélt hier seine geschlossene Form im vierdimensionalen Phasenraum,
wird aber lokal stark gestreckt (siche Abbildung 6.15). Dies bewirkt, daB es zu
Héufungs- und von den Iterationspunkten diinn besetzten Bereichen kommt (siehe
Abbildung 6.16). Hierdurch ist es moglich, dafi zunéchst eng benachbarte Start-
punkte im Verlauf der Iterationen exponentiell separieren und so zu einem posi-
tiven Liapunov-Exponent fiihren, den wir in den noch folgenden Bifurkationsdia-
grammen beil niedrigen Temperaturen sehen.
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Abbildung 6.15: Die Abbildung zeigt den Attraktor bei quot = 0.72 und K = 9.5. Hier
ist nach Abbildung 6.21 der Liapunov-Exponent positiv. Der Attraktor ist weiterhin
eine geschlossene Kurve im vierdimensionalen Phasenraum. Er hat aber bei den Pro-
Jjektionen seine Ovalform verloren und grofe lokale Streckungen wie auch Stauchungen
erfahren. Hierdurch wird er nicht mehr gleichméfig von den lterationspunkten iiber-
deckt und zunidchst eng benachbarte Startpunkte kénnen exponentiell separieren. Bei
anwachsendem K werden diese “Verformungen” sehr schnell gréBer und lassen den
Liapunov-Exponenten weiter anwachsen.
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Abbildung 6.16: In der Abbildung sind aufeinander folgende Iterationspunkte mitein-
ander verbunden. Im Gegensatz zu Abbildung 6.10 ist keine Kaustik zu erkennen. Fs
ist zu sehen, daf der Attraktor im Vergleich zum quasiperiodischen Bereich nicht mehr
gleichmiBig von den Iterationspunkten besetzt wird.
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Abbildung 6.17: Phasendiagramm im Fall ferromagnetischer NN-Kopplung fir ¢ =
3,4,5. Die eingezeichnete Phasengrenze erhdlt man durch die Begrenzung der parama-
gnetischen Phase. In allen Fillen wechselt am Temperaturnullpunkt die ferromagneti-
sche Phase bei K = 4M zur paramagnetische Phase.

Bevor einige Bifurkationsdiagramme folgen, wird noch das erhaltene Phasen-
diagramm im ferromagnetischen Fall gezeigt. In ithm konnte die Phasengrenze
zwischen schwachen und hartem Chaos nicht eingetragen werden, da durch den
aufgezeigten kontinuierlichen Ubergang eine numerische Bestimmung sehr schwer
und fehleranfallig war.
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Abbildung 6.18: Der Ubergang von der paramagnetischen bei hohen Temperaturen
in die ferromagnetische Phase bei quot = 0.1, ¢ = 3 und § = 1. Zu sehen sind wieder
zwei entstehende Fixpunkte, von denen einer einen Phaseniibergang zweiter, der andere
einen erster Ordnung macht. Deutlich zu erkennen ist der Phaseniibergang am Verlauf
des Liapunov-Exponenten.
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Abbildung 6.19: Bei quot = 0.72 ist bei hohen Temperaturen das unstrukturierte schwa-
che Chaos ohne einen Ubergang mit Bifurkationen zu finden. Dies ist bisher aus der Ma-
thematik der Kreisabbildung bekannt (Argyris et al., 1994). - Dort wird das Phdnomen
des “schwachen Chaos” als “Quasiperiodizitit” bezeichnet, wihrend Zyklen endlicher
Linge mit “Periodizitit” bezeichnet werden. - Bei tiefen Temperaturen hingegegen ist
ein allmihlicher Anstieg des Liapunov-Exponenten kombiniert mit dem Auftreten von
Bifurkationen zu sehen. Die interessanten Temperaturintervalle werden in den néchsten
Abbildungen genauer untersucht.



L

6.4 Das ¢-G-Potts-Modell mit Ubernéchst-Nachbar-Wechselwirkung 100

K>0
quot=0.720

2.0 2.0

0.5 0.5

0.0~ 0.0~

X &

K>0, M<O

K>0
quot=0.720 , q=3 , qquer=1 quot=0.720
T T R T T T

s

2.0

0.5

0.0~

o] 2 4 8
K
K>0, M<O
quot=0.720 , q=3 , qquer=1

oob--—----—-—-- OO —-— == =
o2 =
oal- =
06— —
—oaf— =
—-1.0C L L L 1
0 2 4 6 8

K

Abbildung 6.20: Das aus dem Isingfall bekannte weiche, unstrukturierte Chaos ist bei
hohen Temperaturen auch im Fall ¢ = 3, § = 1 zu finden. Der Verlauf des Liapunov-
Exponenten beim Fenstern endlicher Zyklenlinge, der sich deutlich von dem Verlauf
bei Fenstern im Bereich des klassischen Chaos unterscheidet, ist ebenfalls von den
Arnol’dschen Zungen, den periodischen Bereichen der Kreisabbildung, innerhalb eines
quasiperiodischen Bereiches bekannt.
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Abbildung 6.21: Links in der Abbildung bei kleinen K-Werten ist schwaches Chaos zu
sehen, in der Mitte eine interessant anmutende Ubergangsregion der Ausprigungsarten
des Chaos, wiahrend rechts deutlich Bifurkationen zu sehn sind. Der Liapunov-FExponent
zeigt ebenfalls diesen Wechsel der Auspridgungsform an.
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Abbildung 6.22: Die Ubergangsregion zeigt eine Fiille an interessant wirkenden Fix-
punktgebilden. Hier treten auch die erwdhnten geschlossenen Ellipsen aus Bifurkationen
und inversen Bifurkationen auf. Diese sind ebenfalls von der Kreisabbildung bekannt:
hier kommt es zu Periodenverdopplung, wobei aus Symmetriegriinden jeweils entspre-
chende Riickwirtskaskaden auftreten und so zu geschlossenen Gebilden fiihren.
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Abbildung 6.23: Ebenfalls in der Ubergangsregion ist das Auftreten von klassischem
Chaos zu beobachten (indiziert durch den Liapunov-Exponenten), das nicht durch den
sonst iiblichen Bifurkationsiibergang nach Feigenbaum eingeleitet wird. Dieses Phino-
men ist aus der Theorie der Kreisabbildung ebenfalls bekannt.
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Abbildung 6.24: Bei héheren Temperaturen weicht die Frscheinungsform der Bifurka-
tionshdume von dem bekannten Feigenbaum-Szenario stark ab. Die Bestimmung des
kritischen Indizes 6 mit dem in Kapitel 5 verwendeten Verfahren der Ermittlung der
Nullstellen des Liapunov-FExponenten ist in diesem héherdimensionalen Fall in der Pra-
xis aber sehr schwierig. Den Grund deutet der Verlauf des Liapunov-Exponenten in
dieser Abbildung an: die starke Anndherung an die Null bei K = 10.85 hat ihre Ursache
nicht in einer Bifurkation, ist aber von einer solchen nur sehr schwer zu unterscheiden.
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Abbildung 6.25: Bei niedrigeren Temperaturen nimmt die Ahnlichkeit zu Feigenbaums

Bifurkationskaskaden zu.
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Abbildung 6.26: Phasendiagramm im Fall antiferromagnetischer NN-Kopplung fiir ¢ =
3,4,5. In allen Fillen zeigen sich ausschlieBlich die Phasen des Paramagnetismus und die
der chaotischen Phinomene. Diese besteht wieder aus Bereichen, in denen der Liapunov-
Exponent Null ist und solchen, in denen Bifurkationen und ein positiver Liapunov-
Exponent zu beobachten sind. Die Grenze wurde wieder durch die Begrenzung der
paramagnetischen Phase gewonnen.

Antiferromagnetische Nichst-Nachbar-Kopplung

Das Fixpunktdiagramm im antiferromagnetischen K-Bereich sieht vollkommen
dahnlich zu dem ferromagnetischen aus. Im gezeigten Beispiel bei quot = 0.7
sind bei groBeren | K |-Werten ebenfalls Bifurkationen und ein positiver Liapunov-
Exponent zu sehen. Das Phasendiagramm in diesem Fall zeigt die Abbildung 6.26.
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Abbildung 6.27: Vollkommen analog zum ferromagnetischen Fall zeigen sich auch bei
antiferromagnetischer NN-Kopplung bei tieferen Temperaturen Bifurkationen, Fenster
und ein positiver Liapunov-FExponent.
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6.5 Spieltheoretische Erweiterung

Die naheliegende spieltheoretische Erweiterung der in Kapitel 3 gezeigten Mo-
delle ist ebenfalls als eine Ausweitung der Wechselwirkungsreichweite zu inter-
pretieren. Dies ist gerade im wirtschaftlichen Konkurrenzmodell mit Beginn der
Globalisierung von Interesse, aber auch im evolutionstheoretische Modell ist die
Erweiterung der Wechselwirkunksreichweite leicht interpretierbar.

Die Moglichkeit, nicht mehr nur den Systemparameter ¢ als Mafl fir den
Anteil der nicht evolutiondr stabilen Strategien zu betrachten, sondern einzelne
Strategien getrennt anschauen zu koénnen, kann sich hierbei als grofier Vorteil
herausstellen. Ebenso eréflnet die Wahlméglichkeit zwischen ferro- und antiferro-
magnetischer NN-Kopplung neue Bereiche.

Wir betrachten das Ising-Modell mit antiferromagnetischer NNN-Kopplung
und antiferromagnetischer NN-Kopplung am Beispiel des evolutionstheoretischen
Modells. Bei einem gentigenden Nahrungsangebot ist die Konkurrenz zu den
iibernachsten Nachbarn nicht von Entscheidung, somit quot sehr klein. Nehmen
wir eine mafig starke Nachst-Nachbar-Kopplung an, was beispielsweise bei ei-
ner durchschnittlichen Bevolkerungsdichte gegeben ist, finden wir im Phasendia-
gramm ausschlieBlich die antiferromagnetische Phase: Jedes Individuum versucht
sich von seinen direkten Konkurrenten abzusetzen. Gewinnt aber die Ubernéchst-
Nachbar-Kopplung langsam an Bedeutung, etwa durch Erhohung des Aktionsra-
diusses im Laufe der Evolution, ausgelost durch Nahrungsknappheit oder andere
kérperliche Gegebenheiten, erhalten wir laut Phasendiagramm die paramagneti-
sche Phase: Fine erratische Verteilung der Strategien. Nimmt die Nahrungsknapp-
heit weiter zu, wachst also das quot weiter an, erhalten wir in Phasendiagramm
die Phase des schwachen Chaos: Eine zunehmende Irritation der Population findet
statt. Bel weiterem Wachstum der NNN-Kopplung durch Erhéhung der Knapp-
heit ergibt sich im Phasendiagramm die doppelperiodische Lésung und es setzt
abrupt wieder Ordnung ein: Direkte Nachbarn kooperieren als Paar, unterschei-
den sich aber von der Strategie der benachbarten Paare. Die Konkurrenz verlagert
sich somit und es ergibt sich automatisch Zusammenarbeit.

Diese Interpretationsméglichkeit ist nicht zwingend, akzeptiert man aber die
Entsprechungen des Kapitels 3, ergeben sich die Schluifolgerungen automatisch
und man ist gezwungen, diese im Rahmen des Modells zu interpretieren.



Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden zwei Verallgemeinerungen des g¢-state-Potts-Modell be-

handelt.

Die erste Verallgemeinerung besteht in der Erweiterung der Einwirkung des
Magnetfeldes auf die Spins. Hier wird nicht mehr eine ausgezeichnete Spinstellung
im Zeeman-Term beriicksichtigt, sondern es wird jetzt vereinbart, dal § Spinstel-
lungen an das Magnetfeld koppeln. Es wurden die Phasen dieses Modells anhand
von Fixpunkten einer Rekursionsabbildung gewonnen. Erstmals wurde zudem ih-
re Stabilitdt tberpriift und so die Phasengrenzen gefunden, die durch die Numerik
bestatigt wurden. Es wurden die Fixpunkte und -zyklen fiir die paramagnetische,
die ferro- und die antiferromagnetische Phase gewonnen. Es gelang weiter, einige
statistische GroBlen des Modells analytisch zu erhalten.

Motiviert durch die Gleichheit der Rekursionsformel im Fall ¢ — § mit der
logistischen Abbildung wurde auch die Extrapolation zu einer nicht ganzzahli-
gen Differenz ¢ — G gemacht. Hier zeigte sich, daf} bis zu einer gewissen endlichen
Grofe dieses Abstandes, fir den eine Naherung gegeben wurde, Chaosphdanomene
auftreten.

Es zeigt sich, dafl die hier erhaltenen Bifurkationskaskaden den gleichen Ska-
lengesetzen folgen wie die logistische Gleichung und somit zu den kritischen Indi-
zes o und ¢ fiihren, die Feigenbaum ermittelte. Neu ist die Grofle der Fenster bei
zunehmendem ¢. Sie sind im Vergleich zum Bifurkationsbaum der logistischen
Gleichung auch ohne Umskalierung in einem weiten Temperaturbereich und in
groBer Anzahl stabil. Es wurde durch den Ubergang von der diskreten Differen-
zengleichung zu einer kontinuierlichen Differenzialgleichung eine Naherungsformel
fiir ihre Lokalisierung gefunden, die durch Simulationen bestatigt wurde.

Die zweite Verallgemeinerung der Arbeit besteht in der Erweiterung der Wech-
selwirkung benachbarter Spins von der Nachst-Nachbar-Kopplung auf eine zusatz-
liche Ubernichst-Nachbarn-Kopplung. Diese Erweiterung fithrt zu Frustrationsef-
fekten, die im Fall des erweiterten Ising-Modells zum schwachen Chaos fiithrt. Hier
ist in den Bifurkationsdiagrammen eine gleichméfige Verteilung der ITterations-
punkte zu sehen. Auffallend ist, dafl der Liapunov-Exponent in einem ganzen In-
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tervall numerisch exakt Null ist. Dies wird in der Literatur (Chern et al. a, 1994),
(Chern et al. b, 1994) als schwaches Chaos bezeichnet.

In einer Fortfithrung dieser Verallgemeinerung wird die Spinwechselwirkung
des ¢-g-Potts-Modells zu eine zusatzliche NNN-Kopplung erweitert. Hier zeigt
sich, da} bei gegebenen ¢ die Wahl von ¢ Einflul auf den exakten Verlauf der
Bifurkationsdiagramme hat, dagegen die Grenzen der Fenster, als auch die Pha-
sengrenzen aber nicht d@ndert. Durch die Konzentration auf diese Grenzen wird
in der Arbeit somit ausschlieBlich das erweiterte g-state-Potts-Modell betrachtet,
also g = 1 gesetzt.

Im Fall ¢ = 3 kommt es bei kleinem Verhiltnis der Stirken von Ubernachst-
Nachbar- zur Nichst-Nachbar-Kopplung zu einem Ubergang von der paramagne-
tischen zur ferro- bzw. antiferromagnetischen Phase. Bei groflerem Verhiltnis der
Kopplungsstirken zeigt sich ein Ubergang von der paramagnetischen Phase in
eine Phase, in der bei hohen Temperaturen schwaches Chaos ohne einen Bifur-
kationsiibergang zu sehen ist. Es konnte gezeigt werden, daf} die Erscheinung des
schwachen Chaos und des beobachteten verschwindenen Liapunov-Exponeten ih-
re Ursache in der besonderen Form des Attraktors und der Quasiperiodizitat der
Iterationsabbildungen hat. Diese verhindert das Erreichen eines Zyklus und somit
einen negativen Exponenten, bewirkt aber auch, daff benachbarte Startpunkte im
Laufe der Iteration ihren Abstand kaum andern. Ein positiver Exponent ist da-
durch ausgeschlossen. Verbleibt die beobachtete Moglichkeit eines verschwindenen
Liapunov-Exponeten I = 0. Fenster innerhalb des schwachen Chaos zeigen somit
einen Wechsel von Quasiperiodizitdt zu Periodizitat an.

Der kontinuierliche Ubergang zum klassischen Chaos bei tiefen Temperaturen
mit positiven Liapunov-Exponenten wird durch die Verformung des Attraktors
erzwungen. Diese geschlossene Raumkurve hat im Bereich des schwachen Chaos
eine fast ebene, ovalférmige Gestalt. Mit Abnahme der Temperatur zeigen sich
grofere Abweichungen von der Ovalform und er erhélt eine immer verdrehte-
re Form, behdlt aber seine geschlossene Gestalt bei. Hinzu kommen gleichzeitig
sehr grofle lokale Streckungen einiger Abschnitte des Attraktors, wahrend ande-
re stark gestaucht werden. Diese veranderte Form bewirkt, daBl eng benachbarte
Startpunkte innerhalb weniger Iterationsschritte einen Abstand haben, der um
Zehnerpatenzen grofler als der anféangliche ist. Diese exponetielle Separation der
Punkte erwirkt einen positiven Liapunov-Exponenten und somit klassisches Cha-
0s.

Die Anwendungen des Modells auf anderen wissenschaftlichen Disziplinen wie
der Spieltheorie zeigen zudem, daf} die gefundenen Erkenntnisse zum Verstéandnis
dieser Systeme beitragen und zu vielfaltigen neuen Fragestellungen fithren. So
stellt sich sowohl bei ferro- als auch bei antiferromagnetischer NN-Kopplung und
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antiferromagnetischer NNN-Kopplung eine doppelperiodische Losung beim Ising-
Modell heraus, sofern das Verhiltnis von Ubernichst-Nachbar- zur Niichstnachbar-
Kopplungsstarke ausreichend grof} ist. Bei einer evolutionstheoretischen oder wirt-
schaftswissenschaftlichen Interpretation zeigt sich also Kooperation direkter Nach-
barpaare durch das Verfolgen derselben Strategie, die durch die Spins symbolisiert
sind. Diese unterscheidet sich aber von der Strategie der anschliefenden Nach-
barpaare.



Anhang A

Magnetisierung als Ableitung der
Freien Energie

In diesem Anhang wird die Korrektheit einer der zwei Ableitungen der erhaltenen
Freien Energie gezeigt, die sich nach (Gujrati, 1995) beim ¢-g-Potts-Modell laut
Gleichung (4.29) bzw. G1.(4.30) bei einem Fixpunkt ergibt.

Zunachst sei darauf aufmerksam gemacht, dal nach Gujrati die Freie Energie
pro bond gegeben ist durch

In Zpo(K, L)

= I Al
fb Nblgloo Nb 3 ( )
woraus sich die Freie Energie pro site fs ergibt mittels
2
fs = 5 iy (A.2)

Sie unterscheidet sich von der ansonsten {iblichen Form der thermodynamischen
Freien Energie fiperm, wie sie beispielsweise in (Isihara, 1971) zu finden ist. Der
funktionale Zusammenhang mit dieser Definition ist gegeben durch

. o1 ) 1
Firerm = —kpT lim — In Zro(K, L) = —=Js. (A.3)

R—oo Vg

Fuir finerm gilt jedoch, dal man durch Differentiation nach dem &duBleren Feld
H=-LkgT = —% den Erwartungswert erhalt, einen beliebigen Spin in () zu
finden. Dies ist definiert als Magnetisierung m

D_ef aftherm _
m S (AL), (A.4)

Mit GL.(A.3) folgt somit der Zusammenhang der Magnetisierung mit der berech-
netetn Freien Energie nach Gujrati
dfs _Ofs _z )

o aftherm o o
"TT9m T opH 9L 2 9L (A-5)
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Da die Magnetisierung in unserem betrachteten Modell die Form

= L
qe
m = aeL (q a>TZ ( 6)

annimmt, ist folgende Identitdt zu betrachten:

9,
(= (Be” + va*)) a—]z) = 2ge. (A.7)

Zu diese Zweck werden folgende Definitionen vereinbart

a=e" +q¢g—7—1 (A.8)
=7 (A.9)
T=q—7 (A.10)
§=e"4q-1, (A.11)

mit deren Hilfe in der Folge zwei Funktionen g(z) und h(z) definieren werden
koénnen,

g(z) = eld 4+ Fyxz_] (A.12)
! ag _ L . 2—2 ax
=g _8L_e §+ (= 1)7<x 8L> (A.13)
und
h(m) = eLﬁ + ~yz® (A.l4)
;L oh o Ly Ox
=h =57 ¢ ﬁ—{—z*y;c(x 8[))7 (A.15)

so daB sich die Freie Energie pro bond nach (4.29) in knapper Form schreiben

laBt:
fr=1In (%) : (A.16)

Fir die folgende, knapp zusammengefaite Rechnung ist weiterhin die Fixpunkt-
gleichung wichtig, hier ausgedriickt durch die neuen Variablen:

eLﬁ + az®!
= 7 Al
* el§ + vy’ (A-17)

oder dquivalent umgeformt
"6z — B) = (a — yx)z™ " (A.18)
Durch Auflésen nach ¢® und Differentiation beziiglich z erhilt man

w2 0 _ ot (6x = B) (A.19)

oL - (z—1)(5x—ﬁ)(a—7:v)+x(’yﬁ—a5)'
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Ziel dieses Anhangs ist es, die Relation (A.7) nachzuweisen. Hierzu benotigen wir
zuerst die Ableitung der Freien Energie nach L

0 1 [h
a—]z’ =7 (;zg’ —(z— Z)h') . (A.20)
Zum Nachweis der sich ergebenden Gleichung
1
—(hzg' — (2 = 2)gh') =2 h(z) m (A.21)
g

starten wir mit der linken Seite, indem wir GI.(A.12) bis (A.15) einsetzen:

hzg' — (2 —2)gh' = =z (eLﬂn + 7x2> |:€L($ + (2 — 1)yz*? g;] -

oz
L z—1 L z—1
(2—2)<e 0+ v )[e B+ zvzx _EL}

Nach kurzer Umformung unter Verwendung der Rekursionsformel in Form von

GL.(A.18) ergibt sich

e b (hzg' — (2 — 2)gh") _ 954 vz(dx — 3) .
g K g
) (eL(5x — /3) —az” !+ ’y:vz) T (A.QQ)

0

mit
k= (z—=1)(0z = B)a—vz)+z(y6— af). (A.23)
Das Verschwinden der Klammer ergibt sich wieder mit Hilfe der Rekursionsformel
(A.18). Mit der Definition von 3 folgt also
1
—(hzg' — (2 —2)gh") = 2¢Lg (A.24)
g

und somit Gleichung (A.21), was zu zeigen war.



Anhang B

Direkt-Nachbar-Korrelation als
Ableitung der Freien Energie

In diesem Anhang wird die Korrektheit der Ableitung der Freien Energie nach
K gezeigt, die sich nach (Gujrati, 1995) beim g-g-Potts-Modell laut Gleichung
(4.29) bzw. G1.(4.30) bei einem Fixpunkt ergibt. Mit Anhang A sind somit die

Gleichungen vollstandig verifiziert.

Mit Hilfe der Definition eines Erwartungswertes und der Definition der Zu-

standssumme
Z=Y exp|KY Sooy+L> A, (B.1)
{s} (ig) i

erhalten wir zunachst

0 N =z
—1InZ ="""(6,.,.). B.2
Doz =", (B2
Damit ergibt sich der Zusammenhang der Ableitung der Freien Energie pro Bond

(nach Gurjati) nach K und der Néachst-Nachbar-Korrelationsfunktion:

afb _ 2afth6rm
0K 2z OK
_ 5 g din7Z
N z N, B OK
= <50'i0'j>' (B'?’)

Dies ist zu iiberpriifen. Es sei noch bemerkt, daf} dieser Erwartungswert bis auf
additive GroBlen der inneren Energie entspricht. Dies ist schnell zu sehen, wenn
man den Erwartungswert der Hamiltonfunktion H mit Hilfe der Translationsin-
varianz umformt

U = <’H> = —K Z<5om]> + LZ<A01>

:—KN%@WJ+LNm. (B.4)
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Abbildung B.1: Zur Herleitung des Erwartungswertes (0y,5;) nach Gleichung (B.10)
geht man vom Ursprung oy und einem beliebigen benachbarten Spin o1 aus. Die an oy
hdngenden Trees haben n Schalen, die an ¢y hingegen nur n — 1.

Mit den in Anhang A eingefithrten Kurznotationen und Definitionen (A.8)-
(A.11) und (A.12), (A.14) erhalten wir die benétigten Ableitungen

g = % =" 1 (-9 - 1) xz_Q% (B.5)
und oh 9
h = 8]&; =(q—79) =z ;vz_la;,. (B.6)
Die hier gebrauchte Ableitung % erhdlt man, indem man die Rekursionsformel
nach e® auflost: 5 2
8;’ =< N W (B1)
mit
Z=(qg—q-1)2"" = (¢—q)2" + " (g— (7—1)2) (B.8)
und
N =zl — 2> (B.9)

Die gestrichenen Groflen sind hierbei Ableitungen nach z.

Mit Hilfe einfacher Uberlegungen erhilt man den Erwartungswert in Glei-
chung (B.3) in anderer Form:

1
_ E -BH
<(S<7i<7]> - 7 500016

1 -
_ 7 Z el A(oo) Tn(o_())z—lefx+L A(oo) Tn—l(UO)Z_l

- ¥ (Hn @ T

Ho-D L@ @) ). (310

Dies wird in Abbildung B.1 veranschaulicht.
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Ersetzt man schliellich noch die Zustandssumme durch den Ausdruck (2.24)

erhalt man nach kurzer Rechnung

K el g+ (¢—q)ai ! 27}
("X +q—1)+ (q—q)2.2)) (@ " + (g —7) 23

(00:0,) = € (B.11)

Dies 1aBt sich nun noch kompakter schreiben mit Hilfe der Funktionen g und

h aus (A.12) und (A.14)
betrachtet wird

, wenn man zusatzlich bedenkt, daf hier ein Fixpunkt

<5 _ > — eK q 62L + (q - q)xQ(Z_l)
00 g ] l’[, .

Mit der Form aus Gleichung (A.16) der Freien Energie pro bond bleibt die Iden-
titat

(B.12)

dg h oz — —9 dh g 2L = 2(2—1)
aﬁi — dr z (Z )89; g = eIx qe + (q Q)I (Bl?))
0K zqgh qg-h

zu iiberpriifen.

Dies wird hier im Spezialfall L. = 0 gezeigt. Zum weiteren Vorgehen kiirzen
wir und setzen die Definitionen (A.12) und (A.14) ein

(G- — (g- D" = (gD (<z g (- -

o N?
Kurzes Umformen fithrt auf die zu iiberpriiffende Gleichung
ON a7 _ Nz K | — 22
a—xZ_N% = ((z—l)q—{—(q—q) *—(z=2) z (e —{—q—l)) (1—2"77%). (B.15)
Einsetzen der Gleichungen (B.8) und (B.9) ergibt zunachst
ON 4 ol _ _ ) _ _
S Z-N = (g (- Dz - ) Pt a <2q—q><z—2>—q<z(;é}>

und hiermit folgt fiir z # 2 die Form
T -1-(g-7-1) =7 (g - D"+ (X +7-1) (=" —2). (B.IT)

Dies ist aber die umgeformte Fixpunktgleichung (2.29), womit Gleichung (B.13)
gezeigt ist und damit Gleichung (B.3), was zu zeigen war.



Anhang C

Aquivalenz der
Rekursionsgleichung zur
Logistischen Abbildung im
Perkolationslimes ¢ — 0

In diesem Anhang wird die Transformation der urspriinglichen Fixpunktgleichung
(5.1) in die Form (5.2) gezeigt. Hierzu fithren wir die Kurznotation

v=eN+e—-1 (C.1)
ein, mit der sich die Fixpunktgleichung zu

14+ v a?
f(:c>_ e[{_}_sxg

ergibt. Mit der linearen Transformation z, = x,, 4+ ¢ erhédlt man weiter

e n (2p — 2
- (v +¢c) 2z, (2 c) (C.3)

K+ ec + e z,(2, — 2¢)

wenn ¢ als Losung der kubischen Gleichung
14+ ce + 02(1/ +ec)=0 (C.4)

gewahlt wird. Mit der Definition

v+ ec
4 = —— )
el + ec? (C.5)
und
_ €
o— eR, n 002 (CG)
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ergibt sich schlieflich die Rekursionsformel in der Form

A z(z — 2¢)
1+ EZ(Z — QC)

Zp41 = —

die sich mit der Umbenennung

oz
T = —
2c
und
8Ac = 4

zur Form (5.2) ergibt.



Anhang D

Zusammenhang des
g — g—Potts-Modells mit
Perkolation

In diesem Anhang wird ganz analog zu (Wu, 1978) der allgemeine Zusammen-
hang von Perkolation und dem ¢ — g—Potts-Modell im Fall ¢ = q fiir jedes Gitter
hergeleitet.

Hierbei gehen wir von der Hamiltonfunktion

—BHY? =K 00y + LY A, (D.1)

<1,5> i

aus. Die Zustandssumme ist gegeben durch

Z(q K, L) = Y ] o T

o <i,5>
= > ( IT ¢ +v5m,aj)> (H eLAw) (D.2)
o <1,7> 7
mit
v=r¢el—1. (D.3)

Zunachst entwickelt man beide Produkte nach allen Méglichkeiten, ein Untergit-
ter G mit beliebig vielen bonds zu zeichnen (wobei die bonds dem Faktor vd.
symbolisieren sollen). Dazu definieren wir folgende Abkiirzungen

n(G") ~ Gesamtzahl der Cluster ¢ im Untergitter G,
b. ~ Anzahl bonds im Cluster ¢,
se ~ Anzahl sites im Cluster ¢,
o, =~ Spineinstellung des (gesamten) Clusters c.
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Bei diesem Vorgehen sind auch isolierte sites als Cluster mit s. = 1,6, = 0 zu
betrachten. Es gilt somit weiter

g q q n(G')
I K L) = Y 1Y D ) vhe (elBee)™
G' o1=102=1 Un(G/):l c=1
n(G')
. Z UZbC_:b(G’) (qeLsC +q— q)
G! c=1

Gl

_ eKMZ (1 _ e—K)b(G') (e-K)M—b(G’) (H (qeLsc tq— @)
GI

C

C

K K

Hier kann 1—e™" = p, also e = 1—p gesetzt werden, so dafl man als Darstellung

der Zustandssumme einen Erwartungswert erhalt

Zn(q,G K, L) = eKM< I (@ +q-4q) > (D.4)

[

Nun kann g auch reell gewahlt werden, so daf sich Ableitungen nach diesem Pa-
rameter ausfithren lassen.

Zum weiteren Vorgehen definieren wir die freie Energie pro Gitterplatz
: .1 o
flg,q, K, L) :J\ll_r}r;o NanN(q,q; K,L) (D.5)
und eine Hilfsfunktion A

. d -
h(g, K, L) = a—qf(q,q, K, L) (D.6)

=9

Hiermit und mit der Darstellung (D.4) der Zustandssumme folgt weiter

. d o
h(‘?a Ra L) = |:a_qf(q7 q, Ra L>:|

=9

_ . 1 a MK Ls. —
= Jlim & a—qln<e (I o *q‘q>>>] ,
= q=q

[

N—=oo N | Oq

G! c

= lim L g (MK +1n (Zpb(c;/)(l _p)M—b(G') H (qeLsC +q— q)))]
q

_ Z (e-K)b(G’) (1 . e—K)b(G’) (eI{)M(e—K>M (H (qeLsc tq— (j)

)



= lim —

S pHE (1 - p)MHE) S <M>

gelsctq-7

N=oo N

o b(G') M—b(G")
- J\lfioﬁgp (1=7) Z(je

C

mit Z pb(G
o

) 1 1
=¢ﬂw<2@m>

Cc

Hier konnen wir mit der Kurzschreibweise

) 1 1
]\ll—rgoﬁ<zc:(jef456> - <Zq_e

[

das Ergebnis bei L = 0 folgendermaBen schreiben

q

C

1
Ls.’

1

<Z 1>0 _ é<">° = h(7, K,0)

ZG’ pb(G/)(l _ p)M—b(G’) Hc (qeLsc +q— (j)

(1= ) =1

>0 (0.9)

(D.9)

Fiir die Perkolationswahrscheinlichkeit P(p) ergibt sich beispielsweise mit der

Translationsinvarianz und mit der Definition

, falls Grofle des Clusters, der den Ursprung enthalt, endlich ist

_J1
o= 0 sonst

. 1
7 = 1o =1- i 5 ()
= 1—g lim - i
o b (5 (5

0 1 1
= 1-¢Z lim —
9L NS N <Z P

C

= 1+4q { 0 h<q,K,L)]

oL

L=0%

Die bond-Wahrscheinlichkeit ergibt sich nach kurzer Rechnung zu

P=73

eK—q—l
€K+(j—1 :

(D.10)
(D.11)
(D.12)

Wie Kasteleyn und Fortuin (Kasteleyn et al., 1969) zuerst zeigten, entspricht die

Magnetisierung der Perkolationswahrscheinlichkeit.



Anhang E

Perkolationslimes ¢ — 1 mit
Ubernichst-Nachbar-
Wechselwirkung

In diesem Anhang werden die Ergebnisse der Rechnungen beim Bilden des Per-
kolationslimes ¢ — G mit § = 1 im Modell mit Néchst-Nachbar-Wechselwirkung
aufgelistet und kurz auf die Simulationsergebnisse gezeigt.

Durch Bilden des Limes ¢ — g = 1 erhalten wir aus den Gleichungen (6.26)-
(6.32) aus Kapitel 6.1 folgende analytischen Rekursionsformeln:

Wit (W, Ty Yoy 2) = e~ K-k (w?1 +a; e”*M 19, e SM) (E.1)
Tpt1(Wn,y Ty Yny 2n) = e (;ci +age”™ £ 2w, by e P’M) (E.2)
Ynt1(2n) = e K <ZZ + (14 2z, — SZZ) My 22,(2n — 1)e SM) (E.3)
Zn41(Wn,y Ty Yy 20) = e~ K-1 (y?1 +ay e M 4 22,(zn — 1)e SM) (E.4)

by = ba(wy, yn) = Wy — Yn. (E.8

Wie in Kapitel 5.1 und in Anhang C gezeigt, folgt bei verschwindender Uber-
nachst-Nachbar-Wechselwirkung die transformierte Logistische Abbildung, die

(E.5)

az = ay(Tp, Yn, wy) = Y2+ 22,1y, — wy,(w, + 2x,) (E.6)
(E.7)

)

zum reinen Feigenbaum-Szenario fithrt. Dies sehen wir in Abbildung E.1. Bei
zunehmder Stérke dieser Wechselwirkung aber verschwinden die chaotischen FEi-
genschaften, bis schlieBlich in jeder Variablen ein einziger Fixpunkt iibrig bleibt,
der bei einem charakteristischem K-Wert ebenfalls instabil wird. Tm Ubergangs-
bereich entstehen sehr interessante Fixpunktdiagramme, die in Abbildung E.3
und E.4 gezeigt werden.
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Abbildung E.1: Bei verschwindender Ubernichst-Nachbar-Wechselwirkung erhilt man
wie in Kapitel 5.1 vorausgesagt das reine Feigenbaum-Szenario.
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quot=0.075, K>0, M<O quot=0.075, K>0, M<O
q—-1, gquer=1
T ‘ T T

q—->1, qquer=1
T ‘ T T

0.6 0.6
K K
quot=0.075, K>0, M<O quot=0.075, K>0, M<O
g—1, gqquer=1 g-1, gquer=1
T ‘ T T ‘ T T

2.2]

‘ : 5 ;
| 2f | =
141 . ¥
1.2+ .
1.0l |
0.6 0.6
K K

Abbildung FE.2: Bei Zunahme von M verschwindet das Choas. Fs treten aber zwischen-
zeitlich neue Fixpunkte auf.
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Abbildung E.3: Bei weiterer Zunahme von M erscheinen vollkommen neue Fixpunkt-

Szenarien.
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Abbildung E.4: VergroBert dargestellt die zusdtzlichen ’Feigenbdume’ aus der vori-
gen Abbildung, die bei weiterer Zunahme von M wieder verschwinden. Ubrig bleiben
schlieBlich vier Fixpunkte der vier Zustandsgréfien, die bei grofien Werten fiir K instabil
werden.



Anhang F

Der Limes 7z — o0

In diesem Anhang wird das Verhalten der Fixpunktdiagramme bei zunehmen-
dem z betrachtet. Zunachst 1aBt sich anmerken, dafl in diesem Grenzfall nach
Gleichung (2.51) der paramagnetische Bereich # = 1 auf den Punkt K = 0 zu-
sammenschrumpft. Fir weitere Fixpunkte betrachten wir die Fixpunktgleichung
(2.48). Sie degeneriert im Limes z — oo zu

(1) D_ef -K fi
) W) = ¢ ur |zl <1
z = lim f(z) = Def K_1 o i (F.1)

Da aber .
) >1 fir K <0
! { <1 fir K>0 (F-2)
und . 7
2 ) < 1 fir K<0
! { >1 fir K >0 (F:3)

kommen im ferromagnetischen Fall beide Losungen (") und z(® in Frage, hinge-
gen entfillt im antiferromagnetischen Fall aus Konsistenzgriinden die Lésung z(!)
und es bleibt nur die zweite Lésung mit der Einschrankung z(?) < —1 bestehen.
Dies ergibt die Bedingung

K <1 - 2¢e, (F4)
was eine Bedingung an die Temperatur stellt: T < T* mit X" = 1 — 2z. Hier

ist (3 stabil. Fiir T > T* ist (1, 2(3) ein superstabiler Zweierzyklus. Diese
alternierende Figenschaft sieht man leicht, wenn man bedenkt, daf fir K < 0

und 7' > T™*

1.
21 > = f(m(l)) =2® (F.5)

und

2)

| <1 = fz®)=2W (F.6)

i
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