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Abstract

The modeling of physical properties often leads to the task of solving partial differential
equations or integral equations. The results of some discretisation and linearisation pro-
cess are matrix equations or linear systems of equations with special features. In the case
of partial differential equations one exploits the local character of the differentiation by
using some finite element method or finite difference scheme and gains a sparse system
matrix.

In the case of (nonlocal) integral operators low rank approximations seem to be the
method of choice. These are either given explicitly by some multipole method or panel
clustering technique or implicitly by rank revealing decompositions.

Both types of matrices can be represented as so-called -matrices. In this thesis we inve-
stigate algorithms that perform the addition, multiplication and inversion of 7{-matrices
approximately. Under moderate assumptions the complexity of these new arithmetics is
almost linear (linear up to logarithmic terms of order 1 to 3). The arithmetic operations
can be performed adaptively, that is up to some given accuracy € the relative error of
the operations is zero.

The question arises under which circumstances the inverse of an #-matrix can be appro-
ximated by an H-matrix. For the techniques used in this thesis we need very restrictive
assumptions, but the numerical examples in the last part indicate that the approxima-
bility does not depend on these assumptions.



Zusammenfassung

Die Modellierung physikalischer Probleme fiithrt oft zu der Aufgabe, partielle Differenti-
algleichungen oder Integralgleichungen zu 16sen. Eine Diskretisierung und Linearisierung
dieser Gleichungen ergibt Matrixgleichungen bzw. Gleichungssysteme, die eine spezielle
Struktur aufweisen. Bei partiellen Differentialgleichungen 148t sich der lokale Charakter
der Differentiation mittels Finite-Element-Methoden, Differenzenverfahren oder dhnli-
cher Methoden ausnutzen, so dafli man schwachbesetzte Matrizen erhilt. Fiir Integral-
gleichungen haben sich Niedrigrang- Approximationen, die explizit durch Multipolmetho-
den oder Paneel-Clusterung, oder implizit durch rangweisende Zerlegungen erzeugt wer-
den, als geeignete Verfahren erwiesen. Beide Matrixtypen lassen sich als sogenannte H-
Matrizen darstellen, fiir die in dieser Arbeit unter anderem die Operationen ,, Addition*,
»,Multiplikation“ und , Inversion“ einer approximativen (inexakten) Arithmetik unter-
sucht werden. Es stellt sich heraus, da} unter moderaten Annahmen der Aufwand fiir
diese neue Arithmetik fast linear (linear bis auf logarithmische Terme der Ordnung 1 bis
3) ist. Die Arithmetik 148t sich zudem adaptiv durchfiithren, d.h. zu einem vorgegebe-
nen Approximationsfehler € werden die Operationen bis auf einen relativen Fehler von
€ exakt ausgefiihrt.

Die Darstellbarkeit der Inversen einer 7{-Matrix kann nur unter sehr restriktiven Be-
dingungen gezeigt werden, in den numerischen Tests im letzten Abschnitt zeigt sich
allerdings, dafl zumindest bei Modellproblemen die Darstellbarkeit auch ohne diese Be-
dingungen moglich ist.
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1. Einfiihrung an einem Beispiel

£ Die von Erik Ivar Fredholm bereits 1900 in ,Sur une nouvelle
- methode pour la resolution du probleme de Dirichlet“ behandel-
: ‘ ten und nach ihm benannten Fredholmschen Integralgleichungen
r’ - zweiter Art

uwﬁjég@wwwﬁh+ﬂw Vi€ Q (1)

iiber dem Integrationsbereich Q C R? (f, g gegeben, u ist ge-
sucht) mochten wir fiir bestimmte sogenannte Kernfunktionen
Erik Tvar Fredholm g lbsgn. Integralgleichungen .dieser Art tret'en m{m Beispiel b?i
1866-1927 der Uberfithrung einer partiellen Differentialgleichung (auf ei-
nem Gebiet im R?) in eine Randintegralgleichung (auf der d — 1-
dimensionalen Oberfliche) auf. In Operatorschreibweise erhélt
man aus (1) die Gleichung (I — K)u = f, welche mit einer geeigneten Diskretisierungs-
methode durch endlichdimensionale Probleme approximiert wird. Im allgemeinen fiihrt
eine Diskretisierung der (Rand-)Integralgleichung auf ein vollbesetztes Gleichungssy-
stem, da der Operator K, anders als bei Differentialoperatoren, nicht lokal ist. Spezielle
Techniken (Fast Multipole, Paneel-Clusterung, Wavelets) sind erforderlich, um die Be-
rechnung des diskreten Operators effizient durchzufithren. Die hier vorgestellte Methode
ist verwandt mit der Paneel-Clusterung, deren grundlegende Idee im folgenden anhand
eines einfachen Beispiels illustriert werden soll.

1.1. Die Kernfunktion

Die in der Randelementmethode auftretenden Kernfunktionen sind auf der Diagonalen
(z = y) meist singulir (aber in einem geeigneten Sinne integrierbar) und weiter ent-
fernt von der Diagonalen sehr glatt. Diese Eigenschaft nutzen wir in Abschnitt 1.3 zur
Konstruktion einer Approximation von K aus, die dhnliche Eigenschaften wie ein lokaler
Operator hat. Wir fixieren fiir die Einfithrung die Kernfunktion

g: R >R, (z,y) = log|z — |, (2)

welche fiir alle (z,y) mit z # y unendlich oft differenzierbar ist:

%mawzu—maé@ﬂavﬁ

09(z,y) = —(j — 1)!m-

Die Glattheit der partiellen Ableitungen ¢ € {1,2} wird beschrieben durch

; L, 1 .
10 g(z,y)| < ]!F JeEN (3)

yl’



1.2. Galerkinverfahren

Bei der Diskretisierung mit dem Galerkinverfahren macht man den Ansatz
n
= Z bi(y)ui ¢; = i-te Basisfunktion

fiir die Losung u und 16st die schwache Formulierung

(¢l, (I - IC)U)LZ(Q) = (¢l,f)L2(Q) VIl = 15 RS 1

in dem n-dimensionalen Raum X, := span{¢i, ..., ¢, }. Dazu miissen die Matrixeintrige

Kn—//dn 9(z,y)¢i(y) dy dx

berechnet werden. Die Integration iiber €2 x 2 m6chten wir aufspalten in eine Integration
iiber supp ¢; und eine iiber supp ¢;. Dazu brauchen wir eine Darstellung oder Approxi-
mation von ¢(z,y) in der Form

=Y 4dl@)gv)

jedJ

Kernfunktionen g, welche diese Darstellung besitzen, nennt man entartete oder ausge-
artete Kerne. Offenbar ist die hier betrachtete Kernfunktion (2) kein entarteter Kern.

1.3. Approximation durch einen entarteten Kern

Eine Moglichkeit, eine Kernfunktion g durch einen entarteten Kern zu approximieren,
besteht darin, ihn durch eine Taylorentwicklung endlicher Ordnung anzunihern. Dabei
fithrt man die Taylorentwicklung entweder fiir die erste Variable z oder fiir die zwei-
te Variable y durch. Wir beschrinken uns hier auf den ersten Fall. Ersetzt man die
Kernfunktion g durch ihre Taylorentwicklung

L
| =

s

ge(®,y) == ,3{g($0, y)(z — o) (4)

<.
Il
=]
Q

bzgl. der ersten Variable in z( bis zur Ordnung p, so entsteht ein Fehler

9(2,) - gelery)] < iu ~ zol# max{|8g(&,y)| | € € [z0, 2]}

(i) 1 oy |
< m|$—$o\ p!max ‘5 € € [z0, 7]

= max{(%) |f € [:voaﬂf]}-

Um eine mit der Entwicklungsordnung i besser werdende Approximation zu erreichen,

220, gelten.

|lz—=zo|
muf TE—yl



1.4. Zuldssigkeitsbedingung

Wir nennen ein Mengenprodukt 0 x 7 C R? 5-zulissig, falls die Zulissigkeitsbedingung
min{diam(0),diam(7)} < 2ndist(o, T) (5)

erfiillt ist. Die Taylorentwicklung fithren wir bzgl. der Variable aus der Menge mit dem
kleineren Durchmesser (Lénge des kiirzesten Intervalls, das die Menge enthélt) durch,
0.B.d.A sei dies 0. Ist 2y der Mittelpunkt von 0 (Mittelpunkt des Intervalls) und (z,y) €
O x T, so gilt fiir alle ¢ € [zg, z]:

|z — zo| _ idiam(0)
E—y[ = dist(o,7) ="

Setzen wir < 1 voraus, so erhalten wir eine bzgl. der Entwicklungsordnung p exponen-
tielle Konvergenz des Taylorpolynoms gegen die Kernfunktion. Wir erhalten also direkt
aus der Zulassigkeitsbedingung die Approximationseigenschaft, welche mit kleiner wer-
dendem 7 besser wird. Ein kleineres 1 verschirft allerdings die Zuléssigkeitsbedingung,
so dafl man weniger zulidssige Produkte 0 x T findet.

1.5. Darstellung zuldssiger Blocke im Galerkinverfahren

Fiir diesen Abschnitt sei ein n-zulissiges Produkt 0 x T sowie eine Entwicklungsordnung
p fixiert. Der entartete Kern g, hat auf 0 x T die Darstellung (4). Fiir Basisfunktionen mit
supp ¢; C 0 und supp ¢; C T kann man g durch den entarteten Kern (4) approximieren
und erhilt mit den Bezeichnungen

al(j’U’T) = /(:1: — mo)’ y(x) dx
(,0,7) 1o
b; = /ﬁa{g(wo,y)@(y) dy

die Rang-p-Darstellung

Klz — Z al(Jaa'{r) bz(JaU;T)’ K|IO—XI-,— = Z a(]’U’T) (b(]!gﬂ_))T,

von K auf der Produkt-Indexmenge I, x I := {(l,7) | supp¢; C O,supp ¢; C T}.

Eine Rang-pu-Matrix (Kj;)ier, icr, hat zwei Eigenschaften, die wir ausnutzen werden:
Zum einen sind nur p - (|I5| + |I;|) Eintrige zur Darstellung der Matrix zu berechnen
(im Gegensatz zu |I,| - |I;| bei einer vollbesetzten Darstellung) und zum anderen lassen
sich die grundlegenden Matrixoperationen (Auswertung, Multiplikation, Addition) mit
einem deutlich geringeren Aufwand als bei vollbesetzter Darstellung realisieren.



1.6. Konstruktion zuldssiger Blocke

Wir wollen zu einer gew#hlten Zuléssigkeitsbedingung (5) moglichst grofie zulissige Pro-
dukte 0 x T identifizieren. Dazu fixieren wir fiir den Rest der Einfiihrung eine Diskreti-
sierung mit dem Galerkinverfahren bei stiickweise konstanten Basisfunktionen auf dem
regelméBig in n = 2P Teilintervalle unterteilten Gebiet 2 := [0, 1] und setzen den Para-
meter der Zuldssigkeitsbedingung auf 7 := 0.5.

Aus der Menge aller moglichen Teilmengen 0 X 7 von  x 2 miissen wir geeignete
Kandidaten auf Zulidssigkeit testen (alle zu testen wire zu aufwendig). Ziel ist es, ei-
ne Partitionierung (bis auf Randpunkte) von Q x Q zu finden, welche aus moglichst
vielen grofien (zuldssigen) Produkten und wenigen kleinen nicht zuldssigen, welche dann
vollbesetzt dargestellt werden, besteht. Die Elemente der Partition sollen aus der Verei-
nigung der Triger einer Teilmenge der Ansatzfunktionen bestehen. Eine Methode, eine

Abbildung 1: Partitionierungen fiir p = 2, 3,4, 5. Der Punkt (0, 0) liegt jeweils oben links,
(1,1) unten rechts.

Partitionierung zu erzeugen, ist zum Beispiel die sukzessive Bisektion von Q: Zuerst

wird die Zuléssigkeit fiir [0, 1] x [0, 1] getestet, offenbar ist dieses Mengenprodukt nicht
zulissig. ng) := [0, 1] wird unterteilt in le) := [0, 3] und le) := [5,1]. Die Zulissigkeit
wird fiir [0, 2] x [0, 3], [0, 3] x [3,1], [3,1] x [0, 3] und [$,1] x [$, 1] getestet: Die Mengen
haben jeweils den Abstand Null zueinander, sind also nicht zuldssig. Wieder werden alle
beteiligten Mengen unterteilt in

o — (i1}

K3

], i=1,...,4

und paarweise auf Zuléssigkeit getestet. Wie man leicht sieht, sind genau die Produkte

QZ(Q) X Q§.2) mit |i—j| > 1 zuléssig, sie werden nicht weiter betrachtet. Die nicht zulissigen
werden immer weiter unterteilt bis wir nach p = logy(n) Schritten bei den sogenannten
Paneelen ] ]

1—1 4 )

=], i=1,...,n

n n

K3

angekommen sind. Diese Mengen werden nicht weiter unterteilt. Die so generierten Par-
titionierungen von [0, 1] x [0,1] sind in Abbildung 1 fiir p = 2, 3,4, 5 zu sehen, wobei die
nicht zuldssigen Paneel-Produkte eingefirbt wurden.

10



1.7. Definition der Arithmetik

Bislang haben wir eine (ungeordnete) Partitionierung aus zulissigen und nicht zulissigen
Mengenprodukten 0 x T generiert. Die Auswertung der Matrix (x — Kz) laBt sich
so bereits realisieren, fiir komplexere Operationen, wie zum Beispiel die Multiplikation
zweier Matrizen, ist eine besser strukturierte Verwaltung der Partition jedoch vorteilhaft.
Es bietet sich hier eine hierarchische Partitionierung von 2 und © x € in Form von
Baumstrukturen T und Ty an.

Abbildung 2: Der Baum Tq, fiir p = 3

Tq ist durch die folgenden beiden Bedingungen charakterisiert:
e Die Wurzel von T, ist ng) = [0,1].

e Jeder Knoten Qz(-l), 1< < 2l, 0 <1 < p, von Ty ist entweder ein Paneel und Blatt

(I = p) oder die Vereinigung seiner S6hne Qg:ll), ng”.

Ebenso 148t sich Ty charakterisieren durch
. ng) X ng) = [0,1] x [0, 1] ist die Wurzel von Toxq;
e Jeder Knoten Qz(-l) X le) des Baumes ist entweder ein Blatt (zuldssig oder | = p)
oder die Vereinigung seiner S6hne

Q(l—|—1) % Q(l-|—1) Q(l-|-1) % Q(l-|-1)

I+1 1+1 I+1 +1
21 21 21 2% ng %l und ng )Xng’ ).

2i—1

Es ist zu beachten, dafl in T alle Paneele QZ(-p ), i =1,...,n, enthalten sind (insgesamt
2n—1 Knoten), wihrend in T« nur Produkte von Paneelen enthalten sind, deren siamt-
liche Vorfahren nicht zulissig waren (der komplette Baum mit allen Paneel-Produkten

Qgp ) x Qg-p ), i,j = 1,...,n, wiirde mehr als n? Elemente enthalten).

Den Gebieten Qz(.l) C () entsprechen die Indexmengen

= {iE{l,...,n}|supp¢iCQ§l)}:{(i—l)%—kl, ,(¢—1)ﬁ+ﬁ}

11
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der Indizes von Basisfunktionen, deren Triger in QZ(-Z) enthalten ist. Analog zu den Bdum-
en Tq und Tox o erhalten wir die Baume 77 und Ty zu den Indexmengen I = {1,...,n}
und I x I.

Die Menge der Hierarchischen Matrizen (#-Matrizen ) zu dem Baum T7y; und einem
vorgegebenen Rang k € Ny ist definiert als

M'H,k(TIXI) = {M € KIXI ‘ rang(Mb) <k Vbe £+(TI><I)}7

wobei LT(Ty«;) die zulissigen Bliitter des Baumes bezeichnet und M die mit b C I x T
korrespondierende Untermatrix von M ist. Die arithmetischen Operationen lassen sich
per Induktion iiber die BlockgrsBe |I!| = 2P~! definieren. Wir nehmen an, daB fiir alle
zulissigen Blitter des Baumes T7«; bereits die arithmetischen Operationen etabliert
sind (Rang-k-Arithmetik, ¥ der maximale Rang in den zulissigen Blocken), sowie fiir
die nicht zuldssigen Blitter (1 x 1-Matrizen) die herkémmliche Arithmetik verwendet
wird. Seien also

A Ar ] [ Bi1 B ] [ Cii Ci2 ]
A= . B= . C=
[ Ay A By By Co1 Cx

drei 2P~1+1 x 2P~l+1_Matrizen mit 2P~ x 2P~!-Untermatrizen Aij, Bij, Cij, 1,5 € {1,2}.
Dann definieren wir die formatierten Operationen in der Menge My, 1 (T7x1) als

o Auswertung

Ap — {An Aqo ] [331 ] _ [A11$1+A12$2 ]
Ao Ago T3 Az + Axs

e Addition

C:AEBB::[

A1 @ Bi1 A2 @ Big
A21 @ Ba1 Agx @ Boo

e Multiplikation

C=A0B:= [ A11 © B11 ® A12 © By All@BlQ@AlQ@BQQ]

A9l ® B11 @ Ay © Bia A9 ® Bia @ Agp © Boo

iiber die blockweisen Operationen. Die Auswertung entspricht der sukzessiven Anwen-
dung des Operators in den Blittern. Die Addition wird ebenfalls fir alle Blitter un-
abhingig voneinander durchgefiihrt, es ist allerdings nicht vorausgesetzt, dafl die Rang-
k-Addition in den zulissigen Bldttern gleich der exakten Addition in den Blédttern ist
(der Rang erhoht sich), daher verwenden wir das Symbol & fiir die Addition und impli-
zieren damit, dafl nach der Addition eine Projektion auf die Struktur von C stattfindet.
Die Multiplikation wird aus demselben Grund mit ® bezeichnet (® hat eine hdhere
Prioritét als @). Die Addition & wird eine Bestapproximation beziiglich der Frobeni-
usnorm von + in der Menge My, 1 (T1x ) werden, die Multiplikation ® erfiillt dies mit
einigen Modifikationen ebenfalls, daher sind die arithmetischen Operationen in diesem
Sinne optimal. Die Inversion kann man in dhnlicher Weise definieren (zum Beispiel durch
Block-GauB-Elimination), sie 148t sich aber nicht mehr als Projektion der exakten In-
versen auf My ;(T7x1) realisieren, ohne daf der Aufwand fiir die Arithmetik iberméfig
zunimmt.

13



1.8. Aufwand der Arithmetik

Die arithmetischen Operationen @, ® lassen sich in My ;(T7xr) im wesentlichen mit
einem Aufwand von O(nlog(n)°®/©k?) realisieren (logarithmisch-linear). Fiir die forma-
tierte Addition ist ¢ = 1, fiir die formatierte Multiplikation ¢z = 2. Dies kann man fiir
die Addition recht leicht unter der Annahme beweisen, daf} auf jeder Stufe [ =0,...,p
des Baumes Ty héchstens x2! Blitter vorhanden sind. Dazu bezeichne Ngy, ¢(j) den
Aufwand der Addition zweier Rang-k-Matrizen der Gréfle j. Der Aufwand Ny, , o der
Addition ist dann gerade beschrinkt durch

p
Z K‘,2INR]C,@ (2p—l).
=0

Wie wir spiter sehen werden, ist Nry g (j) < Ck?j, also

P
Nmy o < EHQleQWJ*l = kC(p + 1)k*n = O(k*nlog(n)).
=0

Alternativ kann man direkt iitber Rekursionsformeln den Aufwand der Arithmetik fiir
Modell-Partitionierungen bestimmen und erhélt so konkrete Angaben iiber die benotig-
ten Gleitkommaoperationen. Genauso wie der Aufwand der Addition ist der Speicher-
verbrauch auszurechnen: Da der Bedarf an Speicherplatz fiir eine j X j-Rang-k-Matrix
O(kj) ist, ist der Speicherbedarf zur Darstellung einer Matrix aus My x(Trx1)

NMH’k,St = O(kn log(n))

1.9. Ziel der Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist es, die formatierte Arithmetik fiir allgemeine Baumstrukturen 77 s
zu etablieren. Dazu fithren wir im nachfolgenden Abschnitt Rk-Matrizen als eine Darstel-
lung fiir Niedrigrang-Matrizen ein. Abschnitt 3 und 4 befassen sich mit der Konstruktion
der Bdume und Algorithmen fiir die Arithmetik hierarchischer Matrizen. Der Aufwand
der (formatierten) Addition, Multiplikation und Inversion bei festgehaltenem Rang wird
in Abschnitt 5 abgeschétzt.

Eine Alternative zur Arithmetik fiir festgehaltenen Rang wird in Abschnitt 6 vorgestellt.
Dort wird der Rang in den zulissigen Blocken der Matrix ,, adaptiv® bestimmt.

Die Frage, welche Matrizen sich als 7{-Matrizen darstellen lassen,wird in Abschnitt 7
angegangen.

Im letzten Teil der Arbeit soll die Anwendbarkeit der H-Arithmetik auf verschiedene Pro-
bleme im Bereich der Diskretisierung elliptischer Randwertaufgaben studiert werden. Es
werden dabei numerische Tests zur Diskretisierung und Inversion von Integraloperatoren
und Differentialoperatoren sowie zur Auflésung von Matrixgleichungen durchgefiihrt.
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2. Rk-Matrizen

Dieser Abschnitt kann als eigenstindiges Kapitel unabhéngig von dem Thema ,,Hierar-
chische Matrizen“ angesehen werden. Wir bestimmen die Komplexitit der Operationen
»2Auswertung®, , Multiplikation“ und ,, Addition“ fiir Rk-Matrizen und werden dabei auf
die Singularwertzerlegung einer Rk-Matrix sowie deren Approximation eingehen.

Fiir den gesamten Abschnitt seien n,m € N und k € Ny vorgegeben.

2.1. Definitionen und Grundlagen

Definition 2.1 (R<;-Matriz)
FEine Matriz M € R™™ bezeichnen wir als eine Rcg-Matriz, wenn ihr Rang hichstens k
ist. Die Menge aller n x m-Rcy-Matrizen bezeichnen wir mit Rcy(n,m).

Bemerkung 2.2 (Idealeigenschaft von Rcy(n,m))
(R<k(n,m), +) ist keine Untergruppe von (R™™,+), da sie beziiglich der Addition nicht
abgeschlossen ist, aber R<y(n,m) ist ein Ideal von (R™™,-).

Fiir praktische Zwecke reicht nicht allein die Kenntnis vom Rang einer Matrix aus,
auch ihre Darstellung (z.B. auf einem Rechner) ist wichtig. Der Wechsel zwischen ver-
schiedenen Darstellungen (LU-Zerlegung, Singuldrwertzerlegung, schwachbesetzt oder
vollbesetzt) kann manchmal sehr aufwendig oder praktisch nicht realisierbar sein. Eine
Darstellung der Rci-Matrizen sind die Rk-Matrizen.

Definition 2.3 (Rk-Matriz)
Eine Matriz M € R™™ bezeichnen wir als eine Rk-Matriz, wenn sie in der Darstellung

M=) d@) (6)
i=1
mit a® € R*, b € R™ (i = 1,...,k) vorliegt. Die Menge aller n x m-Rk-Matrizen
bezeichnen wir mit Rk(n,m). Seien I,J zwei Mengen und K € {R,C}. Eine Matriz
M € K™ wird als Rk(I x J)-Matriz bezeichnet, wenn sie in der Darstellung (6) mit
a ek, b ek (i=1,...,k) vorliegt.

Bemerkung 2.4 (Indezmengen und Kirper)

Ist |I| = n und |J| = m, so wird davon ausgegangen, daff eine Bijektion zwischen
den Indexmengen I,J und den Abschnitten der natiirlichen Zahlen vorliegt, so daf$ im
folgenden nur noch Rk(n, m)-Matrizen betrachtet werden.

Auf die Behandlung komplezwertiger Matrizen wird in Abschnitt 2.7 eingegangen, im
folgenden behandeln wir nur reellwertige Matrizen.

Bemerkung 2.5 (Rk(V,W)-Matrizen)

Sei V' ein k-dimensionaler Unterraum des R™ und W ein k-dimensionaler Unterraum
von R™. Die Menge der Rk(V,W)-Matrizen ist dann definiert als die Menge der Rk-
Matrizen, deren Vektoren aus der Darstellung (6) die Bedingung o' € V, b € W fiir i =
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1,...,k erfillen. RE(V, W) ist bzgl. der Addition abgeschlossen und damit (im Gegensatz
zu Rk(n,m)) eine Untergruppe von (R™™ +).

Bemerkung 2.6 (Singulirwertzerlegung)
Eine Matriz M € R™™ [ := rang(M), welche in Singulirwertzerlegung

M=Uxv?T

mit ¥ = diag{o1,...,00,0,...,0} € R™™ und unitdren U € R»",V € R™™ gegeben ist,
ist insbesondere eine Rl(n, m)-Matriz

l
M = Zuiai(vi)T
i=1

mit den Spaltenvektoren u' von U und den Spaltenvektoren v* von V.

Bemerkung 2.7 (Rk-Darstellung allgemeiner Matrizen)
Eine Matrit M € R™™, [ := min(n,m), lift sich iber die Einheitsvektoren {e‘}\_,
immer auch als Rl(n, m)-Matriz

l

l
M= Zai(ei)T bzw. M = Zei(bi)T
i=1

=1

mit den Spaltenvektoren a* bzw. Zeilenvektoren b* von M darstellen.

2.2. Auswertung
Die Matrix-Vektor-Multiplikation einer Rk(n,m)-Matrix

M =Y d )"

i=1

mit einem Vektor z € R™ von rechts (bzw. y € R von links) 148t sich als Summation
iiber die k Vektoren a’ (bzw. b') mit der Skalierung (b')”z (bzw. y”a’) schreiben:

k k
Mz =Y d'(t") 'z =" a((t')"z),
=1 i=1
k o k
y'M =y d' () = (v a) ()"
=1 i=1

Der Aufwand zur Berechnung wird mit Ngy. | (n,m) (bzw. N,
ist

Ngg.y(n,m) = 2k(n+m)—k—n
Ny, Re(n,m) = 2k(n+m)—Fk—m.
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2.3. Multiplikation

Zur Multiplikation einer Rk(n,m)-Matrix
k . .
M= d )"
i=1
mit einer beliebigen Matrix F' benttigt man lediglich die k-fache Auswertung der Matrix
bzw. ihrer Transponierten:

MF = O d®)T)F =) d(FTH)T,

:Ik A
FM = F()_ d'()7) =

i=1 %

M-

1

(Fa') ()"

M-

Il
—

Der Aufwand fiir die Multiplikation einer Rk(n, m')- mit einer Rk(m’, m)-Matrix wird
mit Ngp Rk (7, ™', m) bezeichnet und liegt bei

NRe.RE(n,m',m) = 2k%(m' + min{n,m}) — k? — kmin{n, m}.

2.4. Darstellungswechsel und Konvertierungen

Wir haben bereits gesehen, dafl die R<j-Matrizen als Rk-Matrizen dargestellt werden
konnen. Es gilt nun, fiir eine beliebige Matrix M eine Approximation (und Darstel-
lung) in Rk zu finden. Unter der Vielzahl von Algorithmen, welche dies bewerkstelligen,
zeichnet sich die gekiirzte Singuldrwertzerlegung dadurch aus, dafl sie sowohl in der Fro-
beniusnorm als auch in der Spektralnorm eine Bestapproximation von M in der Menge
der Rcy-Matrizen liefert.

2.4.1. Gekiirzte Singuldrwertzerlegung
Gegeben sei eine Rey/(n, m)-Matrix M. Wir fixieren eine Singuldrwertzerlegung

a1

M=UxvT=[u' - u"] Ok ; (7)

von M.

Definition 2.8 (Gekiirzte Singuldrwertzerlegung)
Die zu einer Singulirwertzerlequng (7) und k € {0,...,k'} gehorende Matriz

o1 (UI)T
Mi=USVT=[ul . o] - : (8)

i, | L 0F)T
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bezeichnen wir als eine (auf Rang k< k') gekiirzte Singulirwertzerlegung von M.

Bemerkung 2.9 (Mehrdeutigkeit der gekiirzten Singuldrwertzerlegung)
FEine gekiirzte Singuldrwertzerlegung M von M hdngt von der Wahl der Singuldrwert-
zerlegung (7) ab, falls die Singuldrwerte nicht einfach sind.

Satz 2.10 (Gekiirzte Singuldrwertzerlegung liefert Bestapprozimation)
FEine auf Rang k gekiirzte Singuldrwertzerlequng M von M ist eine Bestapproximierende
(beziiglich der Spektral- und Frobeniusnorm) von M in der Menge der R_;-Matrizen:

min _||M — B2
rang(B)<k

||M - ‘Z\ZH2 = 0k41>

min_|M - B|p = |M-M|r=
rang(B)<k

Beweis: (Vgl. [6], Theorem 2.5.3, fiir 2-Norm) }
Im Falle k = k' ist die Behauptung trivial, sei also nun k£ < k'. Es gilt

min__||M Bz < |M — M|z = [UT(M — M)V|lz = [|Z ~ Sz = 07,
rang(B)<k

min__||M ~B|r < |M - M|p = |UT(M - M)V|r = |S-Z|r =
rang(B)<k

Zu zeigen bleibt min, o p |M — B|| > ||[M — M]||. Sei dazu B vorgegeben und eine
Singuléirwertzerlegung B = X DY von B fixiert. Aus rang(B) < k folgt direkt

Bspan{yiﬁ'l, oy ={0},
so daBf wir wegen (m — k) 4+ k + 1 > m einen normierten Vektor
0 # M e span{yf“"'l, ...,y™} Nspan{v’,... ,'Ui“"'l}

finden. Es gilt dann

: : k+1 )
IM = Blz > (M= B)Z" o = | M2 |lp = 4| Y (0i(v?) T2+ +1)2
i=1
k+1 i
> O Z((UZ)TZHI)Q = Oft1-
i=1

Damit ist die Behauptung fiir die Spektralnorm bewiesen. Wir beweisen per In-

duktion, daB wir ein Orthonormalsystem von Vektoren zk“,...,zk' finden mit
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2 e span{y’z“,...,ym}ﬂspan{vl,...,vj} und ||[(M — B)27||g > oj fiir j = k+1,..., k.
Seien also zF*1,..., 2/~! bereits konstruiert (Induktionsanfang s.0.). Der Raum

W; :=span{y* ™, ... 4™} Nspan{v',... v/}

erfiillt

W, yi=k+1,...,5-1.
N———
j—k—1 Stiick

Daher finden wir einen Vektor z/ € W, der orthonormal zu den vorigen Z" ist. Dieser
Vektor erfiillt dann

i
I(M — B)? |l = | M2/l = | Y _(oi(v")27)

=1
Das Orthonormalsystem z’;"'l, ..., 2" wird zu einer Orthonormalbasis z', . . ., 2" ergiinzt.
Dann ist Z := [z! --- 2"] unitér und es folgt die Behauptung fiir die Frobeniusnorm:
IM - Bllp = [(M—-B)Z|r
n
= Z || (M - B)ZGZH% e’ = i-ter Einheitsvektor
\=
k' k!
> | X IM=B)> | > o7
\ i=k+1 i=k+1
|

Bemerkung 2.11 (Aufwand der (gekirzten) Singuldrwertzerlequng)

Im allgemeinen bendtigt man zur Berechnung der Singuldrwertzerlegung einer n X m-
Matriz O(n3 +m?) Operationen (unter der Annahme, dap nach wenigen Golub-Kahan-
SVD-Schritten jeweils ein Nebendiagonalelement gegen Null konvergiert, siehe [6]).
Fiir die Projektion einer beliebigen Matriz M € R™™ quf Rk(n,m) wdre es nun interes-
sant, eine Methode zur direkten Berechnung der auf Rang k gekiirzten Singuldrwertzerle-
gung zu haben, welche einen geringeren Aufwand als die gesamte Singuldrwertzerlegung
hat. Fir beliebige Matrizen ist dafir zur Zeit noch kein Verfahren bekannt, wenngleich
es zahlreiche Methoden zur Approzimation der gekiirzten Singuldrwertzerlegung gibt.
Im folgenden geben wir einen Algorithmus an, der mit O(k3) + O(k%(n + m)) Opera-
tionen die Singuldrwertzerlegung einer Rk-Matrix berechnet. Auch dort ist der Aufwand
LO(K2)“ nicht exakt zu bestimmen, da ein k x k-Eigenwertproblem (SVD) gelést werden
mupf. In den Anwendungen dieser Arbeit ist stets k < n,m, so daf ,O(k*(n+m))“ der
dominante Aufwand ist.
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Algorithmus 2.12 (Singuldrwertzerlegung von Rk-Matrizen)
Gegeben sei eine Rk (n,m)-Matriz M in der Darstellung M = ABT, A € RV* B ¢ Rmk
mit Rang k' < k. Bestimme QR-Zerlegungen

A = QaRa, QiR R, eRWF
B = QBRB QB € Rm’k,RB € Rk’k

von A, B (nur die ersten k Spalten der unitiren Matrizen!) und eine Singulirwertzerle-
gung
RARp =USVT

V07N RARg. Dann ist
M =AB" =QuU -3 (QpV)"

eine Singuldrwertzerlegung von M.
Aufwand: (vgl. [6, 5.2.9 und 5.4.5])

QR-Zerlegung von A: 4nk?

QR-Zerlegung von B: 4mk?
Multiplikation von RARg: 2k3
SVD von RaR%: 21k3
Multiplikation von QAU,QBV : nk? + mk?

Gesamt: Ngy; g p(n,m) = 5(n+m)k? +23k3

2.4.2. Orthogonale lteration

Als Alternative zur Berechnung der exakten gekiirzten Singuldrwertzerlegung kann man
auch die Orthogonale Iteration ([6], 7.3.2) zur Bestimmung der Eigenvektoren v',.. ., v*
von MTM verwenden. Die Konvergenz der Iteration hingt dann allerdings entschei-
dend von der Matrix M ab und kann langsam sein, wenn die Singulirwerte dicht
beieinander liegen und eine héhere Genauigkeit erzielt werden soll. Die Analyse ent-
spricht dem Vorgehen in Satz 4.31. Der Aufwand fiir einen Iterationsschritt liegt bei
k?(2n + 6m) — k* — km — 3k3, vorbereitend (M”'M ausmultiplizieren) sind allerdings
2k?(n +m) — k? — km Operationen notig und anschlieBend miissen die Vektoren Mv®
mit einem Aufwand von 2k%(n + m) — k? — km ausgerechnet werden. Der Aufwand der
Orthogonalen Iteration ist fiir (n+m) > k hoher als der fiir die Berechnung der exakten
Singulidrwertzerlegung.

2.4.3. Gekiirzte QR-Zerlegung
Gegeben sei eine Rk-Matrix
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und &' := rang(M). Gesucht ist eine QR-Zerlegung

k' )
M= _ ir T q" = i-te Spalte von Q,
QRH Z q (r ) H ( ri = i-te Zeile von R
i=1
von M derart, dafl @ unitér, R eine obere Dreiecksmatrix und II eine Permutationsmatrix
ist. Eine auf Rang k < k' gekiirzte QR-Zerlegung M von M ist dann

k

M := Z ¢ ((rHT).

=1

Einen Algorithmus zur Berechnung der gekiirzten QR-Zerlegung findet man in [29]
(Gram-Schmidt-Version). Um den Aufwand fiir Rk-Matrizen abschétzen zu kénnen und
mit der Notation konform zu bleiben, wird der Algorithmus hier noch einmal angegeben.

Algorithmus 2.13 (Gekiirzte QR-Zerlegung mit Gram-Schmidt)
In dem Vektor p wird die Permutationsmatriz 11 gespeichert, zu Beginn sind R := 0 und
Q@ := 0. Zuerst werden die Normen

vy = M3, 5 =1,...,m,

der Spalten von M berechnet und wir setzen p; :==1, i = 1,...,m. Nacheinander werden
nun die Vektoren ¢* und r* firi =1,...,k' so bestimmt, daf k' Spalten der Matriz ezakt
wiedergegeben und die restlichen mdglichst gut approximiert werden. In v werden die
Normen der Spalten des Restes M — 23;11 ¢ ((r))TII) gespeichert. Fiir jedesi=1,...,k'
ist folgendes zu tun:

1. (Pivotindex bestimmen) Wihle einen Indez j € {i,...,k'} so, daff v; mazimal ist.
Vertausche die Inhalte von p; und p; sowie von vy, und vp, .

2. (R pivotieren) Vertausche r* und r7.

8. (Q um eine Spalte erweitern) Setze ¢* :== M, — Ef/_:ll q're.

4. (Diagonalelement von R berechnen) Berechne r! := ||¢*||2. Abbruch, falls r} =
5. (Q normieren) Normalisiere ¢' := ¢*/rt.

6. (Rest von R berechnen) Setze ¥ := (¢°)T" My, firv=1i+1,...,k".

7. (Spaltennorm aktualisieren) v, :=wv, — (r¥)? firv=1i+1,...,k"

Der Aufwand zur Berechnung der gekiirzten QR-Zerlegung liegt fiir eine Rk(n,m)-
Matriz bei O(k*(n +m)):

2k2(n+m) —k —m+ (2k — 1)m Spaltennormen berechnen

%kQ Pivotindex bestimmen
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k2 R pivotieren

3k%n Spalte von Q) berechnen
2kn Diagonale von R
kn Q@ normieren
k2(n+m) — 3(k? + kn) Rest von R berechnen
k? Spaltennorm aktualisieren

Insgesamt 6k%n + 3k%*m + gkn +2km + 2k —2m —k
Zu beachten ist, dafl zur Wahl der Pivotspalten die Normen
vi=IMll3, j=1,...,m
der Spalten M; von M berechnet werden miissen, was tiber die Formel
1M1 = (M* M)
erfolgt.

Die gekiirzte Singulidrwertzerlegung ist (besonders fiir grofen Rang k) aufwendiger als
die gekiirzte QR-Zerlegung, die Approximation kann aber besser sein, was die folgenden
Beispiele demonstrieren.

Beispiel 2.14 (Approzimation bei unvollstindiger QR-Zerlegung)
Fiir die (n? + 1) x (n? + 1)-R2-Matriz

n 0 --- 0

01 1
M =

01 --- 1

berechnen wir die auf Rang 1 gekiirzte QR-Zerlegung

n 0 --- 0
Vi — 0 () e 0
0 0 0

sowie die gekiirzte Singuldrwertzerlegung

00 --- 0
VSO _ 1 -1
01 -+ 1

Die Approzimationsfehler liegen dann bei
1M — MO, = n
1M — =72, =
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Folgerung 2.15 (Zeilenpivotwahl zum Kiirzen)
In Beispiel 2.1} sieht die komplette QR-Zerlegung von M folgendermafen aus:

1 0
1

M= Do [Onn]
o 1

n
Hier wdre es sinnvoll gewesen, erst die komplette (auf Rang 2 gekiirzte) QR-Zerlegung
der Matriz M zu berechnen und anschliefend die Vektoren v mit der gréften Norm zur
Approzimation zu wdhlen. Bei diesem Vorgehen hdite man in dem Beispiel die Best-
approzimation wie in der Singuldrwertzerlegung erzielen kénnen.

Beispiel 2.16 (Approzimation bei Zeilenpivotwahl)
Wir berechnen nun die auf Rang 1 gekiirzte QR-Zerlegung der R2(n,n)-Matriz

100 0
110 0
110 0

M:=1¢9 0 0 0
(000 -0

mit anschliefender Zeilenpivotwahl aus Folgerung 2.15. Das Ergebnis der gekiirzten QR-
Zerlegung von M ist

L
v
P )

woro | % % |[V5 30 0
0 0 0 ¥ o0 .- 0]
0 0

so daf$ die erste Zeile zur Approzimation genommen wird. Der Approzimationsfehler ist
dann v/6/3 =~ 0.816, wdihrend die Bestapprozimation aus der Singuldrwertzerlequng nur

einen Fehler von 1/2.5 —/17/2 = 0.662 aufweist. Das gleiche Resultat erhdlt man mit
ahnlichen Beispielen auch fir héhere Rdinge.

Folgerung 2.17 (Zusammenfassung)

Die gekiirzte QR-Zerlegung eignet sich sehr gut zur Berechnung der QR-Zerlequng einer
Rk(n, m)-Matriz, da sie mit einer festen Zahl von Rechenschritten und einem Aufwand
von O(k%(n+m)) die exakte Zerlegung berechnen kann. Auferdem kénnen mit ihrer Hilfe
beliebige Matrizen M mit wenigen Matriz- Vektor-Multiplikationen durch eine Rk-Matriz
approzimiert werden. In diesem Fall kann die Approzimation jedoch sehr ungenau sein.
Um eine Rk-Matriz auf niedrigeren Rang zu kiirzen, eignet sich die QR-Zerlegung ohne
Zeilenpivotwahl nicht und die QR-Zerlegung mit Zeilenpivotwahl nur wenig, da mit etwas
mehr Aufwand die Singuldrwertzerleqgung eine zuverldssigere Approximation bietet.
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2.5. Addition
Die Addition von s Rk, (n, m)-Matrizen

ky
M(”):Zaéu)(béu))T v=1,...,s.
i=1

ergibt im allgemeinen eine Rk(n,m)-Matrix mit Rang k = Y., k,. Dies erfordert le-
diglich ein Kopieren der Vektoren a,b in die gewiinschte Zielmatrix. Mit

@ : RE'(n,m) x REk"(n,m) — Rk(n,m)

bezeichnen wir die formatierte Addition, welche das Ergebnis der Addition einer Rk'-
und einer Rk”-Matrix auf eine Rk-Matrix kiirzt. Implizit wird hier die Wahl einer Kon-
vertierung (zum Kiirzen) vorausgesetzt. Dies ist, wenn nichts anderes erwihnt wird, die
gekiirzte Singulirwertzerlegung (Algorithmus 2.12), also eine beziiglich des euklidischen
Skalarproduktes orthogonale Projektion auf die Menge der Rk-Matrizen. Der Aufwand
der formatierten Addition innerhalb der Rk-Matrizen ist gemifl Algorithmus 2.12 be-
schriankt durch
NRg, o (n,m) < 20k (n +m) + 184k°.

2.6. Spektral- und Frobeniusnorm

Von einer Rk(n,m)-Matrix R = ABT, A € R%* B € R™* lassen sich die Spektral- und
Frobeniusnorm mit der gekiirzten Singuldrwertzerlegung berechnen, da diese Normen
invariant unter orthogonalen Transformationen sind. Die Berechnung besteht also aus der
Aufstellung der Matrix R4 RY% in Algorithmus 2.12 mit einem Aufwand von 4(n+m)k%+
2k3 und der Berechnung der Singulirwertzerlegung von R4R% mit einem Aufwand von
21k3, insgesamt also

NRk,H-H(n’ m) = 4(n + m)k* + 23k3.

2.7. Komplexwertige Rk-Matrizen

Die Arithmetik komplexwertiger Rk-Matrizen (hier mit Ck bezeichnet) 148t sich ana-
log zu der bereits definierten reellwertigen durchfiihren. Folgende Anderungen sind zu
beachten (Aufwand jeweils reelle Gleitkommaoperationen):

e Auswertung:
Ngy,.y = 8k(n +m) — 2k — 2n, Ny = 8k(n +m) — 2k — 2m.

e Multiplikation:
N¢g.cg (n,m',m) = 8k*(m/ + min{n, m}) — 2k* — 2k min{n, m}.
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e Singulirwertzerlegung, Algorithmus 2.12:
Mit Hilfe der komplexwertigen QR-Zerlegung (vgl. [6, 5.2.10]) von A, B erhilt man
unitire Matrizen Q4 € C**, Qg € C™* und reelle Matrizen R4, Rg € R**, so
daB mit der reellen SVD der Algorithmus fortgefithrt werden kann. Der Aufwand
ist Nog syp = O(K%(n +m) + k3).

e Formatierte Addition:
Nk o = O(k%(n +m) + k3).

In den iiblichen Softwarepaketen zur numerischen linearen Algebra sind die benétigten
Routinen (insbesondere QR-Zerlegung) fiir komplexwertige Matrizen bereits enthalten,
so da auch bei der Implementierung von Ck-Matrizen alles analog zu Rk-Matrizen
erfolgen kann.
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3. Hierarchische Partitionierung

Die Hierarchische Partitionierung der Indexmenge I x J einer Matrix ist das Binde-
glied zwischen dem zugrundeliegenden (diskretisierten) Problem und der abstrakten H-
Arithmetik, die wir definieren wollen. Ihre Erzeugung gliedert sich in zwei Teile:

1. Die Indexmenge I (bzw. J) wird hierarchisch unterteilt. Diese Unterteilung kann
ganz verschieden motiviert sein, da hier das zugrundeliegende Problem eine Rolle
spielt. Die Hierarchie wird verwaltet in Form von Baumstrukturen, die nachfolgend
definiert werden.

2. Die Indexmenge I x J wird hierarchisch unterteilt. Die zu bildenden Teilmengen von
I x J sind Produkte aus Teilmengen von I und J, die in (1.) konstruiert wurden.
Eine von dem zugrundeliegenden Problem abhingige Zuldssigkeitsbedingung gibt
an, welche Produkte geeignet sind.

Definition 3.1 (Baum)
Ein Mengentupel T = (V,E) mit E C V x V nennen wir Baum mit Knoten V und
Kanten E, wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. Es gibt genau ein Element root(T) € V, so daff (v,root(T)) ¢ E fiir allev € V
gilt. Dieses Element heifit Wurzel des Baumes.

2. Zu jedem Knoten v € V' \ {root(T')} gibt es einen Weg (v;)}, der Linge n € N
von der Wurzel vy = root(T) zu dem Knoten vy, = v mit (v;,viy1) € E firi =
0,...,n—1.

3. Es gibt keine Zyklen (ein Weg von einem Knoten zu sich selbst).

Notation 3.2 (Baumstrukturen)
Fir einen Baum T = (V, E) verwenden wir folgende Bezeichnungen:

e Die Linge pr des langsten Weges in T heifit Tiefe des Baumes.
o Mit ,q €T ist stets ,,g € V“ gemeint.

o S(q) := Sr(q) :=={v € V| (¢,v) € E} ist die Menge der Sihne eines Knotens
qeT.

o T := {root(T)} ist die erste Stufe des Baumes (enthdlt nur die Wurzel).

o TW §=1,...,pr, ist die Menge der Séhne von Elementen aus T~V | i heifit die
Stufe von T®.

o L(T):={qeT|YveV:(q,v) € E} sind die Blitter des Baumes.
e L(

T,3) == L(T)NT® sind die Blitter des Baumes auf der Stufe i =0, ..., pr.
o L(T,<i):=LT)N(TOU---UTO®) sind die Blitter auf den Stufen 0,...,i < pr.
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Definition 3.3 (Hierarchischer Partitionsbaum, H-Baum, L)
Wir nennen einen Baum T = (V,E) mit V.C P(I)\ {0} (P = Potenzmenge) und
root(T") = I einen hierarchischen Partitionsbaum, oder kurz H-Baum, der Menge I,
falls fir alle t € T\ L(T) gilt: _

t= U s.

seS(t)
Mit Ly :={l e Ny | L(T,1) # 0} bezeichnen wir die Menge der Stufen von T, auf denen
sich Bldtter befinden.

Bemerkung 3.4 (H-Baum bildet stufenweise Partition)
Sei T ein H-Baum von I und setze P .= T y L(T,<i—1) firi=0,...,pr. Dann
gilt fiir jede Stufe i € {0,...,pr} des Baumes

1= J+t,
te P
d.h. jede Stufe definiert eine Partition P der Indezmenge. Allgemeiner gilt fiir jeden
Teilbaum T' von T, der die Wurzel I enthdlt, I = | t.
teL(T")
Bemerkung 3.5 (Allgemeiner H-Baum, erweiterte Notation)
In der Definition 3.3 ist jeder Knoten des Baumes T eine Teilmenge von I. Gelegentlich
ist es niitzlich, dieselbe Indexmenge I' C I auf mehreren Stufen des Baumes zu haben, was
hier ausgeschlossen wird. Eine Alternative besteht darin, dafl jeder Knoten des Baumes
T auf der Stufe i aus einem Paar (I',i) mit I' C I besteht. Dadurch wiren die Knoten
(I',i) und (I',i + 1) verschieden, beinhalten aber dieselbe Indezmenge.

Definition 3.6 (Hierarchischer Produktpartitionsbaum, Hy-Baum)

Wir nennen einen Baum T« j einen hierarchischen Produktpartitionsbaum von I X J,
falls Trw; ein H-Baum von I X J ist und zusdtzlich jeder Knoten q des Baumes die
Gestalt g =1 x s, r C I,s C J hat. Abkiirzend schreiben wir auch Hy-Baum.

Definition 3.7 (Das Kreuzprodukt ® zweier H-Bdume)

Sei Tt ein H-Baum von I und Ty ein H-Baum von J. Der kanonische Hy-Baum Ty QT
ist ein spezieller Hy-Baum der Tiefe p = min{pr,,pr,} von I x J mit der Eigenschaft,
daf fiir aller x s € Tr @ Ty gilt: r € T1,s € Ty und

Sryer, (rx s)={r'xs"|r" € Sp(r),s" € Sr,(s)}.

Bemerkung 3.8 (Struktur des Kreuzproduktes)
Sei T7 ein H-Baum von I und Ty ein H-Baum von J. Fir den kanonischen Hy-Baum
Tr @ Ty gilt auf jeder Stufe i = 0,...,min{pr,, pr,}

(Tr @ Ty)® =T x 7.

Beispiel 3.9 (H-Bdume)

In Abbildung 4 sind drei H-Bdume dargestellt. Tt und T'j sind H-Bdaume verschiedener
Tiefe von {1,2,3}. Die Bldtter der Stufe 2 von Ty sind nicht relevant fir das Kreuzpro-
dukt Ty @ Ty, da Ty eine geringere Tiefe als Ty hat.
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{1,2,3} {1,2,3} {1,2,3}x{1,2,3}

VANNERVAN T

{1,2} {3} {1} {2,3} {L2bx {1} {1,2px{2,3}  {3px{1}  {3}x{2,3}

{2} {3}

Abbildung 4: H-Biume T7,T; und der Hy-Baum 17 x T';.

3.1. Partitionierung und Clusterung

In der Einleitung des Kapitels wurde bereits erwéhnt, dal die Unterteilung der Index-
menge I problemabhéngig ist. Fiir die (in den hier betrachteten Anwendungen) wichtigen
Problemklassen kann man allerdings eine allgemeine Strategie zur Clusterung der Indi-
zes angeben.

In diesem Abschnitt fixieren wir eine Indexmenge I der Machtigkeit n und eine Menge
von Punkten m; € R%, d € N, i € I. Diese Punkte konnten Kollokationspunkte aus einer
Randelemente-Diskretisierung einer Integralgleichung oder Mittelpunkte der (lokalen)
Triger von Basisfunktionen einer Finite-Elemente-Diskretisierung einer partiellen Diffe-
rentialgleichung sein. Die Indizes ¢ € I sollen stufenweise zu immer gréfleren Gruppen
zusammengefalt werden, die dazu korrespondierenden Gruppen von Punkten nennen
wir Cluster. Die Cluster einer Stufe sollen einen kleinen Durchmesser im Vergleich zu
ihren Abstéinden haben.

Beispiel 3.10 (Bindre Raumzerlegung (BSP))

Der Begriff ,bindre Raumzerlegung® (engl.: Binary Space Partitioning) stammt ur-
springlich aus der Computergraphik und wird dort zum Beispiel fir das Verfolgen von
Strahlen durch einen Raum (Raytracing) eingesetzt. Zuerst wurde es in [3] vorgestellt
und spdter fiir zahlreiche Anwendungen modifiziert. Die Idee der bindren Raumzerlegung
besteht darin, bei der Cluster-Erzeugung nicht bei den einelementigen Clustern anzu-
fangen und diese zu akkumulieren, sondern mit den Mengen aller Punkte und Indizes (

ng) = {m;li € I}, 150) := 1 ) zu starten und diese sukzessive in zwei
e gleichmdachtige Mengen (Indexmengen I§1),I§1)) oder
o gleichgrofie Mengen (Durchmesser von le), le))

zu zerteilen. Im ersten Fall erhdlt man einen kardinalitdtsbalancierten Baum, im zwei-

ten Fall einen geometrisch balancierten Baum, siehe Abbildung 5. Der Algorithmus zur

Il(p) (p+1) 7(p+1)

Zerteilung eines Knotens in seine zwei Séhne Iy "’ , I sieht wie folgt aus:
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A ={m; |ien} 19 =1

/\ /\
le) le) I1(1) I2(1)
2 2 2 3 2 2 2 3
I R O JENC) @ @ ®
Q§3) QgB) Q§3) 9513) QgB) Q?) Q§3) Qg3) 11(3) 12(3) 1:53) I§3) IéS) Ié3) I§3) IéB)

Abbildung 5: Der Baum 77 (rechts) und die entsprechende Struktur fiir die Punktmenge
09 (links) fiir p = 3

1. Wihle einen Vektor e € E C R% \ {0} und sortiere die Indizes j € Il(p) nach der
Grifle des euklidischen Skalarproduktes (e, m;) (hdufig wahlt man e als einen der
FEinheitsvektoren, so daf die Punkte beziiglich einer Koordinatenrichtung sortiert
werden).

2. Bestimme einen Indez j* so, dafd

e (kardinalitatsbalanciert)
G eI | {emy) < feymin)}| = |G € 17| (emg) > (e,myo)}
o (geometrisch balanciert)
diam({m; | j € Il(p), (e,;mj) < (e,mj+)})
~ diam({m; | j € Il(p), (e,;mj) > (e,m;+)})
ist und setze

120 = G e 1P | (e,my) < (e,mye)},  QFTD = fmy | j e D}

P = G e 1P | (e,my) > (e,my)}, QP = {my | e ITTVY.

(Falls mehrere Punkte m; die gleiche Koordinate (e,mj) wie m;+ haben, so teilt
man die Indizes so auf, daf§ die Sohne mdglichst gleichmdchtig sind)

Den Vektor e wdhlt man so, dafS die Durchmesser der Mengen Qg’l’jll) und ngrl)
(»)

moglichst klein werden. Die einfachste Wahl ist hier, die Durchmesser p; von ()
projiziert auf die j-te Koordinatenachse zu bestimmen und e := e; korrespondierend
zum grofsten p; zu setzen. Einelementige Knoten werden nicht weiter unterteilt und sind
Bldgitter. In manchen Fdllen kann es sinnvoll sein, Knoten nicht weiter zu unterteilen,
etwa falls man eine Mindestmdchtigkeit der Knoten vorschreiben mdchte. Ein Beispiel
fir die so entstehenden Cluster ist in Abbildung 6 gegeben.

Lemma 3.11 (Eigenschaften eines BSP-H-Baumes)
Der H-Baum Tt der Indexmenge I sei mit dem BSP-Algorithmus kardinalitdtsbalanciert
erzeugt worden. Dann gilt:
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boundingbox: (0.100,0.098) <--> (0.900,0.898) level: 0 boundingbox: (0.100,0.098) <--> (0.900,0.898) level: 1

cluster: 1[0,..,611]

boundingbox: (0.100,0.098) <--> (0.900,0.898) level: 2 boundingbox: (0.100,0.098) <--> (0.900,0.898) level: 3

611]

boundingbox: (0.100,0.098) <-->(0.900,0.898) level: 4 boundingbox: (0.100,0.098) <--> (0.900,0.898) level: 5

© g v
Ed

@@ﬁ @% @_@4@ v@%@

R - @@ %@, ﬁﬁ%@
g A §

611] cluster: 32[0,..,14]....,63[593,...,611]

Abbildung 6: Das Sterngebiet wird trianguliert und die Menge der inneren Gitterpunk-
te kardinalitdtsbalanciert aufgeteilt. Der Bereich, in dem sich die Trager
der (linearen Knoten-) Basisfunktionen iiberlappen, ist dunkel (blau) ein-
gefiarbt. Die zwei Cluster auf der Stufe 1 (rechts oben) werden bzgl. der
y-Koordinate unterteilt. Nach 5 Unterteilungen sind die Cluster klein ge-
nug und werden nicht weiter geteilt.
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3.

4.
5.

. Der Baum Tt hat eine Tiefe von

| logy(n) falls n eine Zweierpotenz ist,
pr = [loga(n)] +1  sonst.

Auf jeder Stufe p = 0,...,pr — 1 befinden sich 2P Knoten, auf der Stufe pr sind
hochstens n Knoten.

Jeder Knoten auf der Stufe p hat eine Méichtigkeit von O(2L092(n)—p)
Die Bldtter von T sind genau die einelementigen Teilmengen von I.

Der Aufwand des BSP-Algorithmus ist O(nlogy(n)).

Beweis:

1.

Von einer Stufe p zur Stufe p + 1 werden die Knoten (Indexmengen) halbiert, so
daf nachlogy(n) Stufen (|logy(n)]+1 falls n nicht Zweierpotenz) die Indezmengen
einelementig sind.

Die Anzahl der Knoten von einer Stufe p zur ndchsten kann sich héchstens ver-
doppeln, so daff auf der Stufe p mazimal 2P Knoten vorhanden sind.

Auf der Stufe p wurde die Indexmenge bereits p— 1-mal (fast) halbiert, also umfaft
sie hichstens noch |IP| < 2n /2P = 21°82(0) =P+ Elemente.

. Nicht einelementige Teilmengen werden weiter unterteilt.

Das Sortieren hat fiir einen Knoten auf der Stufe p nach 3. einen Aufwand von
O(2'°82(")=P) (lineare Medianbestimmunyg, siehe [22, I.4.]), summiert iber alle 2P
Knoten der Stufe und alle logy(n) (bzw. |logy(n)] + 1) Stufen erhalten wir einen
Gesamtaufwand von

Npsp(n) = O(nlogy(n)).

Ist |[E| = O(1), so kann man fir die Gesamtindezmenge I die Sortierung fir
alle e € E durchfihren (Aufwand O(nlogy(n)) mit Heap-Sort). Auf den weiteren
Stufen kann man bei der Bisektion die geordneten Listen entsprechend mit einem
Aufwand O(n) (dieselbe Ordnung aber geringer als bei der Medianbestimmung) in
je zwei Teile aufteilen, welche dann schon sortiert sind.

Beispiel 3.12 (Modellfall d =1)

Aus der Indezmenge I = {1,...,n}, n = 2P, pp € N, wird mit dem BSP-Algorithmus
ein H-Baum Ty von I generiert. Wir nehmen an, daff die Punkte m; in derselben Weise
geordnet sind wie die Indexmenge I. Dann sind die Knoten des Baumes T;

19 =q,... n},
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W0y Dy
{1, 5k {5+ }
n n
Il(”):{2—p(l—1)+1,...,2—pl}, I=1,...,2°, p=0,...,pr.

Beispiel 3.13 (Modellfall d = 2)
Gegeben seien pr € 2N, n = 2PT und Punkte

- v J 2
m(z,j) = (2PT/2+1’217T/2+1) ER’

1,7 € {1,...,2pT/2}. Die Punkte m(; jy entsprechen den inneren Gitterpunkten einer
regelmdfigen Triangulation von [0,1)2. Der Baum Ty wird mit dem BSP-Algorithmus
erzeugt, wobei der Vektor e alternierend ey = (1,0) und e; = (0,1) ist. Die Wurzel des

Baumes ist I ={1,...,n}. Auf der ersten Stufe wird die Punktmenge in die mit den
kleineren und die mit den grofleren x-Koordinaten aufgeteilt:

I = {G,5)]ie{1,...,2%}ie{l,...,25 1)},
IV = {(G,5)j€ef1,....27 ie{l+27 ... 2wr/2}},

Auf der folgenden Stufe erfolgt die Aufteilung bzgl. der y-Koordinaten und auf der p-ten
Stufe (p =2,...,pr) laft sich der l-te Knoten mit Hilfe der Bindardarstellung (I — 1) =
Zg;é 2B, B, € {0,1}, angeben:

Lp 2]

Il(p):{’Lj 1622 [12L
J€ Z 27 1By i1 + [1>2LPT_;+1J] }

Beispiel 3.14 (Modelifall d = 3)
Gegeben seien pr € 3N, n = 2PT und innere Punkte

o 7 i r 3
M(ijr) *= (2pT/3 +172p7/3 417 207/3 1) €K,

i,5,7 € {1,...,2P7/3} einer regelmifigen Triangulation von [0,1]3. Der mit dem BSP-
Algorithmus erzeugte Baum (e ist alternierend e; = (1,0,0), eo = (0,1,0) und e3 =
(0,0,1)) besitzt auf der Stufe p=3,...,pr die Knoten
TB_I’ ] ’
v=0
1752

|25
I = {(myr)
JE Z 2" v B3v+1 + [ 2LPT+WJ] ,
=0

ie > 2y, 4 (10l

Rl
C\J

i 28 1B + [1,2LPTEP+2J] }
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mitl =1,...,2P und der Bindrdarstellung (I — 1) = Zg;(l) 2By, By €{0,1}.
Bemerkung 3.15 (Andere Konstruktionen des H-Baumes)

1. In [21] (4.2.1 und Anhang C) wird ein Algorithmus vorgestellt, welcher dem BSP-
Algorithmus in der geometrisch balancierten Variante entspricht. Der Vektor e
wird dabei fiir jeden aufzuteilenden Knoten neu bestimmt als e := m; —m, fiir zwei
Punkte m;,m; des Clusters mit mazimalem Abstand zueinander. Die Sortierung
fallt in diesem Fall weg (Punkte werden danach gruppiert, welchem der beiden
Punkte m;, m; sie niher sind), allerdings lafit sich fir die Bestimmung der Punkte
m; und mj kein Algorithmus mit befriedigender Komplezitit angeben.

2. In [5] (Algorithmus 3) wird der BSP-Algorithmus in der kardinalitatsbalancierten
Version durchgefihrt und ,geometrische Bisektion“ genannt. Der Vektor e wird
entsprechend der lingsten Kante einer achsenparallelen ,Boz“ gewdhlt.

3. In [26] wird der H-Baum aus einer vorhandenen Gitterhierarchie extrahiert, indem
fiir jedes Element T einer Diskretisierungsstufe die Indizes des korrespondierenden
Knotens des H-Baumes aus den Sohnen von 7 in der Gitterhierarchie ermittelt
werden.

3.2. Die Zul3ssigkeitsbedingung

Das Kreuzprodukt ® zweier H-Baume 17, Ty liefert auf kanonische Weise einen H-Baum
von I x J. Tr @ Ty enthélt zwar nicht alle Produkte r x s von Knoten r € 17 und s € T},
die Anzahl der Elemente in 77 ® Ty ist allerdings nur durch O(|T7|- |Ts|) beschrinkt, so
dafl das Kreuzprodukt nur mit quadratischem Aufwand berechen- oder speicherbar ist.

Die Blitter eines H-Baumes 774 ; kennzeichnen Blocke der Matrix, die durch Rk-
Matrizen reprisentiert werden kénnen. Sind alle Blitter des Baumes einelementig, so
erhilt man die ubliche vollbesetzte Darstellung der Matrix. Die Entscheidung, wann ein
Knoten des Baumes nicht weiter unterteilt werden muf}, weil bereits eine Rk-Darstellung
des korrespondierenden Blockes der Matrix moglich ist, wird iiber die sogenannte
Zuldssigkeitsbedingung

Z : Tryg — {,zuldssig“, ,nicht zulissig“}

geregelt. In diese Bedingung geht wieder das diskretisierte Problem ein. Fiir einen Teil
der Probleme, die wir spiter untersuchen werden, ist die folgende Zulissigkeitsbedingung
hinreichend.

3.2.1. Standard-Zulassigkeitsbedingung

Gegeben seien Indexmengen I und J, H-Bdume 77 von I und Ty von J sowie Mengen
{r; | i € I},{oj | j € J}, deren Elemente Teilmengen des R? sind und die zugrun-
deliegende Geometrie charakterisieren (zum Beispiel Trager von Basisfunktionen oder
Kollokationspunkte).
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Definition 3.16 (n-zuldssig, Z,)
Ein Knoten rxs € Tr®Ty heifit n-zuldssig (zum Parameter n € R), falls fir 7 :=J
und 0 :=J.c, 0

icr Ti
jEs

min {diam (7) ,diam (0)} < 2ndist (T, 0) (9)
ist. Entsprechend nennen wir ein Mengenprodukt T X O zuldssig, wenn (9) gilt. Die
Standard- Zuldssigkeitsbedingung Z, (zum Parameter n) ist definiert als

H2uldssig“ falls r x s n-zuldssig ist,

. . 1
wnicht zuldssig® sonst. (10)

Zp(r x s) := {
Hier bezeichnet diam(M) das Infimum der Durchmesser aller Kugeln, die die Menge M
enthalten, und dist(7,0) das Infimum der Abstdnde aller Punkte aus 7 zu Punkten
aus 0. Die Wahl des Parameters n hingt von dem zu diskretisierenden Operator ab. Die
Berechnung von Durchmesser und Abstand ist in den hoherdimensionalen Fillen (d > 1)
nicht unproblematisch; es empfiehlt sich, diese durch leicht zu berechnende Approxima-
tionen diam und dist zu ersetzen. Die Giite einer Approximation der Standard-Zulissig-
keitsbedingung wird in der folgenden Definition charakterisiert.

Definition 3.17 (Zuwverldssigkeit und Effizienz)
FEine Familie (ZW)WER>0 von Zuldssigkeitsbedingungen heiffit zuverlissig, falls fir alle
n € Rso B

Z, Y zulissig®) C Zy Y, zulissig®)
ist, also unter der Standard-Zuldssigkeitsbedingung Zy nicht zuldssige Knoten auch unter
Zy nicht zuldssig sind. Sie heift effizient, falls es ein ng € Ryo und ein C € Ryq gibt,

so daf fir alle n € (0,m9) ein 7 € [Cn,n] mit

Zn_ Y zulissig®) D Zy Y, zulissig®)

existiert. Diese Eigenschaft stellt sicher, daf§ ein unter Zn nicht zuldssiger Knoten auch
unter Zg fiir ein hichstens um den Faktor C kleineres 1) nicht zuldssig ist.

Definition 3.18 (Bounding-Boz)
Die Bounding-Boz Q(T) einer beschrankten Menge T C R? ist definiert als

Q(T) := {:c € R?

infy; <x; <supy; ¢ -
yer yeT

Definition 3.19 (Einfache Zuldssigkeitsbedingung Z; ™)
Die approzimativen Distanzen und Durchmesser definieren wir fiir beschrinkte Mengen
T,0 C R* durch

diam®™*(7) = diam(Q(T)),
dist™™ (T, 0) = dist(Q(T), Q(0))

und die approximative Zuldssigkeitsbedingung Zf;mple T @ Ty — {,zuldssig”,
ynicht zuldssig} fir 1 € Rso durch (9),(10) mit diam®™'° dist®™ anstelle von
diam, dist.
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Bemerkung 3.20 (Ineffizienz von Z;™')
Die Familie (Z;imple)neR>0 von einfach zu berechnenden Zuldssigkeitsbedingungen ist zu-
verldssig, aber, wie das Beispiel in Abbildung 7 zeigt, nicht effizient.

-

Abbildung 7: Das Cluster-Paar T x 7 ist fiir alle n € Ry bei hinreichend kleinem Radius
von T unter Z, zuldssig, aber fiir kein n € R,y unter der zu scharfen
Zuldssigkeitsbedingung Z;™"' zulissig.

Definition 3.21 (Effiziente Zuldssigkeitsbedingung Z;")
Die approzimativen Distanzen und Durchmesser definieren wir fir beschrankte Mengen
T,0 C R* durch

diam**(7) := diam(Q(T)),
. et . dist(Q(7),0) falls  diam**(7) < diam**(0)
dist™(T,0) = { dist(T,Q(0))  Jfalls diam*(T) > diam®"(0)

und die approzimative Zuldssigkeitsbedingung Zy" : TI®Ty — { ,zuldssig”, ,nicht zuldssig”}
fiir n € Ryg durch (9),(10) mit diam®®, dist®® anstelle von diam, dist.

Lemma 3.22 (Effizienz von Z;%)
. L 1 . . L 1 .
Seing =1 und C := =. Dann gilt fiir alle n € (0,m9) und 7 := oV’ € [Cn,n] -

3Vd’
(Zf]ﬁ)_l(,,zuldssig “) D Zz L( zulissig*),

d.h. fof ist eine effiziente und zuverlissige Approzimation fir die Standard-Zulissig-
keitsbedingung.

Beweis: Sei T x 0 zuléssig unter Zz, n € (0,79). Dann ist
min {diam (7) ,diam (0)} < 27dist (T, 0)

und 0.B.d.A. diam** (7) < diam*” (0). Aus

d 2
diam**(7) = ; (Izneaﬁ)_( T — in€17r_1 $Z> < Vddiam(T) und
dist™(7,0) = dist(Q(T),0) > dist(T,0) — diam**(T)  folgt
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! diam* ()}

Vd

1
—diam®**(T)

Vd

min{ ——=diam®*"(7),

1
Vd

< min{diam(7), diam(0)}
< 2qdist (T,0)
< 27(dist*®(T,0) + diam** (7)),
77 . eff 77 rateff
_ <
(1 T 277) diam**(T) < 21 n 2ndlSt (T,0),
min{diam**(7), diam**(0)} < 2ndist**(T,0).

Bemerkung 3.23 (Zur Wahl der Approzimation fir die Zuldssigkeitsbedingung)

Die Erzeugung des H-Baumes T aus der Indezmenge I (|I| = n) lief8 sich mit dem BSP-
Algorithmus mit einem Aufwand von O(nlog(n)) realisieren. Es ist also erstrebenswert,
auch den Hy -Baum T« j mit logarithmisch-linearem Aufwand aufzustellen. Dazu werden
die Knoten des Baumes Tr«j stufenweise mit der Wurzel beginnend auf Zuldssigkeit
getestet, zum Beispiel mit der Standard- Zuldssigkeitsbedingung. Die Ermittlung des dafir
benitigten exzakten Abstandes und Durchmessers zweier beliebiger Teilmengen o, T C R¢
ist nicht durchfihrbar, aber die Mengen 0, T haben die spezielle Struktur

T:U’Ti, O':U(Tj.

ier JEs

Die Elemente 1;,0; beschreiben Trdger von Basisfunktionen (ublicherweise aus wenigen
Simplices zusammengesetzt) oder enthalten nur wenige Punkte, so daf fiir diese Elemente
Durchmesser und Abstand untereinander leicht berechnet werden kinnen. Die Bestim-
mung des Abstandes von 0 zu T lift sich dann mit quadratischem Aufwand O((|r|+]s])?)
durchfihren. Zur Verringerung der Kosten kann man die approzimative Zuldssigkeitsbe-
dingung fof verwenden, ohne das Risiko einzugehen, nicht zuldssige Knoten als zuldssig
anzuerkennen, und ohne die Effizienz zu verlieren. Die Auswertung von Z,e)fr laft sich mit
O(|r| + |s|]) Berechnungen des Abstandes der Elemente aus T,0 realisieren, so daf§ der
Aufwand zur Bestimmung der Zuldssigkeit eines Knotens (r,s) € Tt ® Ty proportional
zur Machtigkeit der Indexmengen r, s ist.

Bemerkung 3.24 (Paneel-Clusterung und Z;™»°)

Fir das Paneel-Clusterungs- Verfahren wird jeweils die Zuldssigkeit einer Menge 7; (Kol-
lokationspunkt oder Trdger einer Basisfunktion) zu einem Cluster 0 = Ujcs0; geprift.
In diesem Fall lqft sich der Abstand mit einem Aufwand von O(|s|) ezakt bestimmen.
Der Radius hingegen ist auch dort nicht trivial zu bestimmen (vgl. [21] Anhang C)).

In der Prazis wird im Zusammenhang mit dem BSP-Algorithmus meistens die einfache
Zuldssigkeitsbedingung Z,S;mple verwendet, da sie besonders schnell auswertbar ist und die
Ineffizienz dort konstruktionsbedingt keine grofie Rolle spielt (bei gleichmdfliger Vertei-
lung der die Geometrie charakterisierenden Punkte sind die Cluster anndihernd Quader).
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3.3. Partitionierung der Produkt-Indexmenge

Wir fixieren zwei Indexmengen I,J und H-Biume T7,T;. Gesucht ist ein #H,-Baum
von I x J mit moglichst wenig Blittern, die alle zulédssig sind oder eine vorgegebene
Maichtigkeit unterschreiten. Einen solchen Hy-Baum nennen wir minimal zuldssig. Die
Erzeugung eines minimal zuléssigen Hy-Baumes von I x J ist nicht trivial, sie vereinfacht
sich jedoch erheblich, wenn man auf jeder Stufe des Baumes nur Produkte aus Knoten
derselben Stufe aus 77 und T’y zuldflt, was zur nachfolgenden Definition fiihrt.

Definition 3.25 (Aus T7,Ty gebildeter H-Baum, zuldssiger H-Baum)
Sei T = (V',E') ein Hy-Baum von I x J. Wir sagen T wurde aus Tr und Ty gebildet,
falls fir Tr @ Ty = (V, E) gilt:

V' cV, E' CE.

Im Fall Tr = Ty sagen wir auch ,aus Tr gebildet“. T heifit zuldssig (beziiglich einer
Zuldssigkeitsbedingung Z und einer Blockgrifie by, € N), falls fir alle o x 7 € L(T)
gilt:

Z(o x 1) = ,zuldssig® oder |o X 7| < bmin. (11)

Beispiel 3.26 (Berechnung des minimal zuldssigen aus Ty, Ty gebildeten Hy-Baumes)
Gegeben sei eine Zuldssigkeitsbedingung Z und eine Blockgrifie by, € N. T heifit
minimal zulissig aus 17,7 gebildet (bzgl. Z und by ), falls T unter allen zuldssigen
aus T7, Ty gebildeten Hy-Bdumen eine minimale Zahl von Bldttern besitzt. Durch diese
Bedingung ist T bereits eindeutig bestimmt und laft sich konstruieren:

Auf der Stufe O befindet sich gemdfS der Definition die Wurzel root(T') := I x J. Ist
Z(I x J) = ,zuldssig” oder |I x J| < bmin,

so sind wir fertig. Andernfalls besitzt I x J genau die Séhne Sp(I x J) ={o x 1|0 €
St,(I), 7 € St,(J)}. Fiir jede Stufe i =0, ..., min{pr,,pr, } wird so jeder Knoten o X T
der Stufe i darauf gepriift, ob er die Bedingung (11) erfillt. Ist dies nicht der Fall, so
hat er die durch St,(0) und St,(7) eindeutig bestimmten Sohne.

Ist eine der Mengen St,(0) oder St,(T) leer, aber der Knoten erfillt nicht die Bedingung
(11), so gibt es keinen zulassigen aus T7, Ty gebildeten Hy-Baum. Dies kann durch die
Voraussetzung pr, = pr, =: p (alle Bidume besitzen dieselbe Tiefe) und

Vr € LTHULT) : |71 < Vomin A 7eTPuT?

ausgeschlossen werden.

Sei T der minimal zuldssige aus T, Tr gebildete Hy-Baum fiir den Baum T7 zur Abbil-
dung 6. Die Blatter von T bilden dann eine Partition von I X I und sind in Abbildung
8 dargestellt.
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Abbildung 8: Der aus dem #-Baum in Abbildung 6 gebildete #Hyx-Baum (Standard-
Zulissigkeitsbedingung Zjg) definiert durch seine Blétter eine Partition
von I x I. Die zulissigen Blitter sind weiB, die nicht zuléssigen rot (dun-
kel) gefirbt.

3.4. Arithmetik von #-B3dumen

Ein zulissiges Blatt eines Hyx-Baumes beschreibt einen Indexbereich, der fiir den korre-
spondierenden Block in einer Matrix eine besondere Darstellung (Rk-Matrix) erlaubt.
Bei der Addition oder Multiplikation zweier Matrizen zu unterschiedlichen H, -Biéumen
kann es niitzlich sein zu wissen, in welcher Struktur das (exakte) Ergebnis liegt. Die-
se Information kann man direkt aus den Hy-Béumen gewinnen, ohne die urspriingliche
Zulissigkeitsbedingung oder Eigenschaften der Ergebnismatrix zu kennen.

Gegeben seien zwei ‘H-Biume T7,T>. Wir wollen untersuchen, welche Struktur bei der
Addition zweier Matrizen M', M? entsteht, wenn fiir jedes Blatt s € Ty (bzw. t € Tb)
der Block M|, (bzw. M?|;) eine Rk-Matrix ist. Gesucht ist also ein Baum T} + T%, so
daf§ fiir alle Blitter r von Ty + T der Block (M! + M?)|, eine R2k-Matrix ist.

Seien s € T1 und t € Ty Blitter der Baume. Fiir r := s N ¢ gilt

(M" + M?)|, = (M)l + (M?]0)]r,

also ist (M! + M?)|, eine R2k-Matrix. Die Blitter des Summenbaumes sollten demnach
Durchschnitte aus Blattern von 77,75 sein. Die dariiberliegende Hierarchie erhilt man
wie in Definition 3.27, indem von der Wurzel an jeweils Durchschnitte aus den Knoten
der Baume gebildet werden.

Definition 3.27 (Addition von H-Bdumen)
Seien T und T' zwei H-Bdume der Indexmenge I. Setze fiir alle i € Ny

Bi:={rn7 |reTOULT,<i-1),7 eTDuLT, <i-1)}
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Die Summe T + T' der H-Biume mit (T + T C B; fir alle i € Ny wird von der
Wurzel an aufsteigend definiert durch root(T +T") := I und

{oNd'|oeSr(r),c’ € Sp(r")}\{0} & LT) N T &L(T)

Spagr () = {ent'|oeSr(r)}\ {0} T¢ L(T) N 7€ L(T)
T ' {o'Nn71|o" € Sp(r")}\ {0} TeL(T) N T ¢&L(T
0 TeL(T) N 7 eL(T)

Beweis der Wohldefiniertheit: Seii € Ny, 7,7 € TW U L(T,< i — 1) und 7,7 €
T'O U L(T',< i —1). Wir zeigen TN = 7N 7 = 7 = 7 per Induktion diber i; der
Induktionsanfang i = 0 ist klar. Sei also TN 7 = 7N 7. Der Fall TN 7" = ( ist nach
Definition der Séhne in T + T fiir die Stufen aus N ausgeschlossen. Aus T N 7' =
rnT'NiNT crnNT folgt tNT £ QP und aus TN =7n7 NN Cc ' N7 folgt
' N7 # 0. Die Knoten einer Stufe zusammen mit den Blittern auf kleineren Stufen
bilden nach Bemerkung 3.4 eine Partition der Indexmenge, also mufS 7 =7 und 7/ = 7'
gelten.

Bemerkung 3.28 (Ergebnis der Addition)

Die Blitter der Summe zweier H-Bdume T,T' sind per Definition Durchschnitte aus
Blittern der H-Bdume. Die Stufenzahl ppyp ist gleich dem Mazimum der Stufen der
‘H-Biume. Die Zahl der Knoten in T +T' kann sich erheblich gegeniiber T, T" auf bis zu
|T'| - |T"| erhohen, vgl. Abbildung 9.

Abbildung 9: Beispiele fiir Summen von #y-Bdumen (Tiefe 1)

Seien T, T' zwei Hy-Biume. Wir wollen nun untersuchen, welche Struktur das Produkt
zweier Matrizen M, M’ hat, wenn fiir jedes Blatt s € T (bzw. t € T") die Matrix M|
(bzw. M'|;) eine Rk-Matrix ist. Damit die auftretenden Produkte von Untermatrizen zu
den durch T, T" gebildeten Blockgrenzen passen, beschrinken wir uns auf den Fall, daf}
T aus T7, Ty und T' aus Ty, Ty gebildet wurde und Ty, Ty, Ty Bindirbiume der Tiefe > 1
sind. Das Produkt 148t sich dann wie folgt blockweise beschreiben:

E'.: B U e BN
Bl | .

In einem Block [+l ist das Ergebnis eine R2k-Matrix, falls bei jedem der beiden
Summanden [ Hll und [ 4B einer der Faktoren eine Rk-Matrix ist. Gehoren bei einem
Summanden beide Faktoren zu Knoten der Biume, die keine Blétter sind, so 148t sich
das Produkt weiter aufschliisseln:
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Die Struktur der Summe wird wie in Definition 3.27 ermittelt, allerdings gilt hier (da die
‘Hy-Baume jeweils den H-Baum T’y gemeinsam haben) fiir die Blétter zu den Summanden
t C s oder s C t falls s Nt # (. Rekursiv erhilt man die in Definition 3.29 beschriebene
hierarchische Darstellung der Struktur des Produktes.

S RN IR

Definition 3.29 (Produkt von Hy-Bdiumen)

Seien Tr, Ty, Ty ‘H-Bidume, T ein aus Tr, T gebildeter und T ein aus Ty, Ty gebildeter
Hy-Baum. Das Produkt T-T' der H-Biume wird von der Wurzel an aufsteigend definiert
durch root(T - T') := 1 X I' und

Srp(rxt)={oxd |3F,6 €Ty:0x5€Sr(rx7) AN &xd e€Sp(Fx1)}.

Bemerkung 3.30 (Produkt ist Hy-Baum)
Das Produkt aus Definition 3.29 ist ein aus 11, Ty gebildeter Hy-Baum.

Beweis: Sei 7 x 7' € (T - T")) ein Knoten der Stufe i. Nach Definition ist offenbar
TE TI(Z) und 7 € TI(,Z), also T - T" aus T, Ty gebildet. Zu zeigen bleibt, dafl T'- T ein
‘H-Baum ist. Sei also 7 x 7’ kein Blatt von T'-T". Dann gibt es 7 € T; derart, dal 7 x 7
und 7 x 7/ Knoten von T und 7" sind, die beide keine Blitter sind. Entsprechend gehéren
alle S6hne zu T' bzw. T" und somit o X ¢’ zu T'-T" fiir alle o € St,(7),0" € St,, ('), d.h.

Tx T = U oxo.

oXo' €Sy (TXT!)

Es bleibt die Disjunktheit zu zeigen. Ist 0 x o/ N's x s’ # (), so ist auch o N's # ) und
o' Ns' # (. Mit Bemerkung 3.4 folgt 0 = s und o’ = §'. [ ]

Beispiel 3.31 (Produkte von Hy-Bdumen)

Die H-Baume T7, Ty, Ty sind in diesem Beispiel alle identisch zu dem in Abbildung 10
dargestellten Bindrbaum, I = J =1 = {1,...,n},n = 2P, p € N. Die Hy-Biume T, T’
sind die minimal zuldssigen aus T1, Ty und Ty, Ty gebildeten Hy -Bdume (siehe Beispiel
3.26) und unterscheiden sich nur in der Wahl der Zulissigkeitsbedingung Z fir T und
Z' fir T'.

1. Beispiel: Die Zulissigkeitsbedingungen Z und Z' seien gleich. Z (o X T) = ,zulissig®
gilt genau dann, wenn o N7 = O ist. Dann ist das Produkt der Biume wieder von
derselben Struktur:
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Qa,...,2°}

{1,...,2771} {2p=1 4+1,...,2°}

NN

/\ /\

{1+ {2} Lo TP {2
Abbildung 10: Der #-Baum ist ein Bindrbaum.

a5 a5 a5
H |, H | - [
T T T
T T T

2. Beispiel: Z(o x T) = ,zuldssig® gelte genau dann, wenn 7 N {1} = 0 ist und Z'(c x
7) = zulissig® gilt genau dann, wenn ocN{1} = () ist. Die Biume T und T' besitzen,
wie man leicht nachrechnet, O(nlog(n)) Knoten, wihrend T-T' aus O(n?) Knoten
besteht:

3. Beispiel: Das H-Baum-Produkt ist nicht idempotent (vgl. Definition 5.21), denn das
Produkt kann ,feiner sein:
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4. Arithmetik Hierarchischer Matrizen

4.1. Definitionen und Notationen

Definition 4.1 (Hierarchische Matriz, H-Matriz, darstellbar)

Seien I,J zwei Mengen, T ein Hy-Baum von I x J, Z eine Zuldssigkeitsbedingung auf
T und k : L(T) — Ny (Rangverteilung).

Eine Matriz M € RI*7 heift H-Matriz bzgl. T, Z k, falls fir jedes zuldssige Blatt
b € L(T) der korrespondierende Matriz-Block My = (M;;)(; j)ep eine Rk(b)-Matriz ist
(fir eine REk(b)(b)-Matriz schreiben wir kurz Rk(b)-Matriz, da aus dem Zusammenhang
immer ersichtlich ist, ob der Rang k von dem Block b abhingig ist).

Eine Matriz A € RI*7 heifit ,als H-Matriz darstellbar® bzgl. T, Z,k, falls fiir jedes
zuldssige Blatt b € L(T) der korrespondierende Matriz-Block Ay = (Aij) i ey eine
Rk (p)-Matriz ist.

Notation 4.2 (Hierarchische Matrizen, My (T, Z))

Die Menge aller H-Matrizen bzgl. eines Hyx-Baumes T von I X J, einer Zuldssigkeits-
bedingung Z auf T und einer Rangverteilung k : L(T) — Ny wird mit My (T, Z)
bezeichnet. Die auf diese Weise definierten Mengen My (T, Z) nennen wir ,Klassen
von H-Matrizen“ (obwohl sie keine Klasseneinteilung der Matrizen sind, da sie sich
iberlappen).

Notation 4.3 (FEinschrinkung und Fortsetzung einer Matriz)

Die FEinschrdnkung einer auf I x J definierten Matriz M auf eine Teilmenge b C I x J
bezeichnen wir mit M|y. Die Fortsetzung einer auf I x J definierten Matrizx M auf eine
Obermenge b D I x J bezeichnen wir mit M|® und definieren sie als

Mi; (i,5) €IxJ.
b .__ % ) )
Ml = { 0 sonst.

4.2. Konvertierung

Eine Konvertierung ist die Approximation einer Matrix aus einer Klasse von H-Matrizen
in einer anderen Klasse von H-Matrizen. Dies schliefit die praktische Berechnung der
expliziten Darstellung mit ein. Im Fall der Konvertierung von Myj ; nach My g,
k' < k, sprechen wir auch von Kiirzen statt Konvertieren. Da keine Voraussetzungen
an die H-Biume oder Rangverteilungen gestellt werden, sind hier vollbesetzte und
Rk-Matrizen mit eingeschlossen. Prinzipiell unterscheidet man die Bestapproximations-
Konvertierungen, welche in einer gegebenen Norm eine Matrix mit minimalem Abstand
bestimmen, und die Approximations-Konvertierungen, welche lediglich eine Nidherung
an eine Bestapproximation liefern.

4.2.1. Bestapproximation und Approximation

Wir fixieren zwei Hy-Béume T, T’ der Produkt-Indexmenge I x J. Gegeben ist eine H-
Matrix M € My (T, Z), gesucht ist eine Matrix M’ € My, (T, Z'), welche unter allen
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Elementen aus My (T, Z') einen minimalen Abstand zu M in der Frobenius-Norm hat
(diese nennen wir eine Bestapproximation beziiglich der Frobeniusnorm):

M -M'||p = _  min M — M||p
MeMay 1 (T",2")
= min Z | M|y — My r

MEMH,IC’ (T",2") beL(T")

Offenbar geniigt es, die Approximation fiir alle Blitter b € £(T”') unabhiingig vonein-
ander durchzufiihren. In nicht zulissigen Blocken b € £(T') kann man die vollbesetzte
Matrix (Mjyj) jyep zur exakten Darstellung verwenden (vgl. aber auch Bemerkung 2.6).
In zuléissigen Blocken b € L£(T') benétigt man eine Rang-%'(b)-Approximation (und Dar-
stellung) von M|,. Es bieten sich zwei Moglichkeiten an, diese zu berechnen:

1. Die vollbesetzte Matrix M|, wird aufgestellt und anschlieend mit der gekiirzten
Singuldrwertzerlegung (Definition 2.8) fiir vollbesetzte Matrizen eine Bestapproxi-
mation berechnet.

2. Die Matrix M|, liegt in blockweiser Rk-Darstellung mit b = U5_, b, vor:
M, =R,, R,€Rk(b,), v=1...,s.

Ergiinzt man die b,-Matrizen R, zu b-Matrizen R, |®, so gilt M|, = Y°_, R,|°. Die
Rang-k-Matrix S>5_ R, |* (k := 32°_, k(b,)) kann mit der gekiirzten Singuléirwert-
zerlegung (Algorithmus 2.12) fiir Rk-Matrizen auf den Rang k'(b) gekiirzt werden.
Auch hier erhilt man die Bestapproximation von M|, und erzielt fiir k< \/W

eine Reduktion der Kosten zur Berechnung.

Notation 4.4 (Gekiirzte Matriz My)

Mit My bezeichnen wir eine Bestapprozimation (beziglich der Frobeniusnorm) von M
in My (T',2Z"). Genau genommen mifte man die Bezeichnung My 1 7 fir die
Menge aller Bestapproximierenden verwenden, da aber aus dem Zusammenhang klar ist,
welche Klasse von H-Matrizen gemeint ist, und die Mehrdeutigkeit von My bekannt ist,
verzichten wir auf die dberladene Notation.

Die Berechnung der Bestapproximation beziiglich anderer Normen ist ungleich schwie-
riger, da sich die Approximation dann nicht fiir die Blitter der Matrix unabhingig
voneinander durchfithren 148t (— globale Optimierung nétig) und die H-Matrix-Klassen
keine Unterrdume der Matrizen sind (— iterative Verfahren ungiinstig). In Abschnitt 6
werden wir fiir spezielle H-Matrizen die Abschitzung

Iglea]%(||M|b||2 < Mz < Cyppr|| rggziHMleQ
zeigen, so daf bis auf den Faktor pr (Baumtiefe) die Bestapproximation in der Spek-

tralnorm dquivalent zur blockweisen Bestapproximation in der Spektralnorm ist.
Ist man lediglich an einer (groben) Approximation der Matrix M in der Menge
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My (T, Z") interessiert, so kann man die Bestapproximation in den zuléssigen
Blittern durch die in Abschnitt 2.4 erwdhnten Ndherungen ersetzen und erhilt so eine
approximative Konvertierung.

Liegt eine Matrix X in der Néhe einer durch eine H-Maftrix approximierbaren Matrix M,
so liefert das folgende Lemma eine Aussage iiber die Approximierbarkeit von X durch
eine ‘H-Matrix.

Lemma 4.5 (Storungslemma fiir Konvertierung)
Seien M, X € RI*7 und My, X+ entsprechende Bestapprozimationen in May 1 (T", Z").
Dann gilt

X = Xullr < X = M|+ M- My,
IM - Xyullr < 2|X - M|F+|M— My|lp.
. Bestapx
Beweis: ||X — XHHF S ||X — M'H“F S ||X — MHF + ||M — M'HHF |

4.2.2. Hierarchische Approximation

In Abschnitt 4.2.1 wurde die Approximation einer Matrix M € My (T, Z) durch eine
Matrix M’ € My (T", Z') fiir jedes Blatt b € L(T") einzeln durchgefiihrt. Dies fithrt in
den zuldssigen Blittern zu der Aufgabe, eine H-Matrix M|, durch eine Rk'-Matrix zu
approximieren.

Wir fixieren einen #Hy-Baum 7T der Produkt-Indexmenge I X J und eine H-Matrix
M € My (T, Z). Gesucht ist eine Matrix R € Rk'(I x J), welche die Matrix M ,gut®
approximiert, aber schneller als die Bestapproximation zu berechnen ist. Zuerst wird fiir
alle Blocke b € L(T) eine Rang-k'-Approximation R von M|, berechnet (erster Schritt
in Abbildung 11). Danach wird auf den Stufen T®r=1 T fiir alle Blocke b der
Stufe eine Rang-k'-Approximation berechnet. Ist b kein Blatt, so konnen die Rang-k'-
Approximationen fiir die Sohne von b benutzt werden: Ist S(b) = {b1,...,b5()} und
sind die Rang-k'-Approximationen Ry, von M|, i = 1,...,|S(b)| bereits berechnet, so
definieren wir die Approximation Ry von M|, als die auf Rang k' gekiirzte Singulirwert-
zerlegung der Matrix Z‘Zi(lb ) Ry,|%, deren Rang k' - |S(b)| ist (zweiter und dritter Schritt
in Abbildung 11).

Die so berechnete hierarchische Rang-k'-Approximation R = Ry« von M kann deutlich
schlechter als die Bestapproximation sein.

Beispiel 4.6 (Schlechte hierarchische Approzimation)
Sei n € N und der n-stufige H-Baum Ty der Indexmenge J := {1,...,n} definiert

durch Ty) ={{1,...,n—i},{n+1—1i},...,{n}}. Zur Indezmenge I := {1,2} ist der
H-Baum T mit Tl(z) = {{1,2}}, i = 0,...,n — 1, gegeben (siche Abbildung 12). Hier
benutzen wir die in Bemerkung 3.5 erwdhnte Verallgemeinerung eines H-Baumes (selbe
Indexzteilmenge auf mehreren Stufen). Setze T :=T; @ Ty. Die Matrizx M € My (T, Z)
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Abbildung 11: Im ersten Schritt werden alle vollbesetzten Blocke (F') in Rk’-Matrizen
(RK') konvertiert, danach jeweils die S6hne eines Knotens in einer RE'-
Matrix zusammengefafit.

(Z = ,nicht zuldssig”) habe fiir ein € € Ry die Gestalt

w0 )

1+ 0 - 0
Die Rang-1-Bestapproximation von M ist

Mbes‘n:|:O - 1:|

und fiihrt zu einem Approzimationsfehler von |[M — MP®t||y = | M — M *t||p =1 +¢.
Die hierarchische Rang-1-Approximation von M ist

Mhier_[ 0 0o --- O:|

146 0 -+ 0
und fiihrt zu einem Approzimationsfehler von ||M — MMeT||y = | M — MMeT||p = /n — 1.

Satz 4.7 (Giite der hierarchischen Approzimation)
Die hierarchische Rang-k'-Approzimation R von M erfillt

IR — M| < (2P7*! + 1) B> — M,
wobei RP*' die Bestapprozimation von M in Ry und || - || die Frobeniusnorm ist.

Beweis: Mit R; bezeichnen wir die durch die Matrizen Ry, b € T®, auf der Stufe
i =0,...,pr definierte blockweise Rang-k'-Approximation von M (siehe Abbildung 11).
Von einer Stufe 7 zur nédchstkleineren Stufe :—1 wurde blockweise eine Bestapproximation
bestimmt, so dafl

|R; — Ri—1|| < ||Ri — R|| (12)
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Abbildung 12: Die H-Badume Ty und T7.

fiir alle R € R™* mit R|, € Ry (b) fiir alle b € TC~Y gilt. Insbesondere sind auch
IR — Riall < |[Ri — R, (13)
1M — Ryl < [IM — B> (14)

stets erfiillt. Zunichst wird per Induktion bewiesen, daf$ der Abstand ||R; — R®|| fiir

i =pr,...,0 durch 2P77%|| R, . — RP*'|| beschréinkt ist. Der Induktionsanfang i = pr ist
klar. Aus

IRi = R**Y| < ||[Rit1 — Rill + [|Rit1 — B*|
5 best
< 2(Riy1 — R

schlieft man den Induktionsschritt. Es folgt

pr—1
IR-M| = || Ri—Riy1 +Rp.— M|
=0
pr—1
< Y |Ri—Ripll + |Ry, — M|
=0

(13)(14) P!
< ) IR = Riga|| + |IR* — M|
i=0

pr—1 .
3 P Ry, — RO 4 R M|
=0

IA

46



pr—1
2113 97 Ry, — RO 4 R — M
=0
2°7|| Ry, — R*|| + ||R** — M|
2T (|[M — Ry, || + |M — R**|)) + | R*** — M|

AT IA IA

Nws

(2P7F1 4 1)|| M — RP®SY.

4.3. Addition

Die Summe zweier H-Matrizen M, M" aus der gleichen Klasse My (T, Z) liegt im allge-
meinen nicht wieder in My, (T, Z) sondern in My o1 (T, Z). Liegen den beiden Matrizen
nicht mehr dieselben Hy-Biume zugrunde, so braucht man eine differenziertere Beschrei-
bung der Zielstruktur.

Lemma 4.8 (Ergebnis der Addition)

Die Addition zweier H-Matrizen M, M' aus unterschiedlichen Klassen My (T, Z),
Moy (T', Z") ergibt eine Matrizc M + M', die in der Klasse My i (T +T',Z + Z)
darstellbar ist, wobei + fiir H-Bdume in Abschnitt 3.4 definiert wurde und die Rang-
verteilung k + k' : T +T' — Ny und Zulissigkeitsbedingung Z + Z' : T +T' —
{,zuldssig*, ,nicht zuldssig“} durch

(k+K)rnT) = kir)+K(T),
! ! P ;7ZUIdSSIL.g“ Z(T) = 77ZUIdSS7;g“ = ZI(T,)
(Z+2Z)(rnT) = { wnicht zuldssig“ sonst

fir T € T und 7' € T' definiert ist (in der Baumsumme sind alle Knoten Durchschnitt
eines Knotens aus T und eines aus T").

Beweis: Sei N7’ € L(T +T") ein zuliissiges Blatt. Nach Definition von Z + Z' sind
7 € L(T) und 7" € L(T") beide zulissig. Es folgt M|, € Rei(7) und M'|» € Rep (1),
also M|;nr € Rep(r N 7') und M'|;nr € Rep (7' N 7). Somit ist (M + M')|pnr €
R.Slﬁ_kl(T'ﬂT). [ |

Von besonderem Interesse ist die formatierte Addition
D : M’H,k(Ta Z) X MH’kI(TI, Z’) — MH,E(T’ Z),

die das Ergebnis M + M’ der Addition in eine Matrix M € MH,;C(T, Z) konvertiert.
Die formatierte Addition ist nicht eindeutig, da die Wahl einer geeigneten Konvertie-
rung (iiblicherweise Bestapproximation) vorausgesetzt wird und deren Ergebnis nicht
eindeutig ist.
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Bemerkung 4.9 (Berechnung der formatierten Addition)

Fir die Berechnung der formatierten Addition unterscheidet man zwei Fdlle: Die
Bestapproxzimation und eine zweistufige (einfachere) Approzimation. In beiden
Fillen kann man es vermeiden, die Summenmatric M + M' fir M € My (T, Z),
M' e My (T, Z"), vor dem Konvertieren aufzustellen.

1. Bestapprozimation: Die Approximation wird fir jedes Blatth € E(T) einzeln durch-
gefihrt. Dazu werden alle Blitter b € L(T) und b € L(T') mit bNb # 0 und
Y Nb+#0D ermittelt (mazimal pr,pr Stufen). Mit Hilfe der Fortsetzung erhdlt man
die Darstellung

_ b
(M+M o Z M|b0b+ Z M el
beL(T) v eL(T’)
bNb#0p b Nb£D

Ist b nicht zulissig, so wird die ezakte Summe (vollbesetzt) berechnet. Andernfalls
wird die Summe wie in Abschnitt 4.2.1 gekiirzt. Dafiir miissen die Blicke M|y, M|y
in nicht zuldssigen Bldttern als Rv-Matrizen behandelt werden (v = min{|r|,|s|},
b=rxs bzw b =r X s). Falls zuviele Bldtter in der Summation nicht zuldssig
sind, ist es effizienter, erst eine wvollbesetzte Summation und anschliefend eine
Singuldrwertzerlequng (der vollbesetzten Matriz) zum Kirzen durchzufiihren.

2. Zwezstuﬁge Approzimation: Im  ersten Schritt wird die Matriz. M nach
M € MHk(T Z) konvertiert. Danach wird zu M die Matriz M' addiert

und das Frgebnis nach MH,;C(T, Z) konvertiert. Die Kostenersparnis erkldrt sich
folgendermafen: Werden s Rk(n,m)-Matrizen gleichzeitig addiert, so ergibt sich
(Algorithmus 2.12 mit s-k statt k) ein Aufwand von s25(n +m)k? + s323k%. Wird
nach jeder einzelnen Addition das Kiirzen vorgenommen, so reduziert sich der
Aufwand auf

(s — 1)20(n + m)k* + (s — 1)184(n + m)k>.

Bei stark unterschiedlichen Bdumen T, T',T kann es auferdem sinnvoll sein,
fiir jeden Knoten des Baumes eine Rk(b)- bzw. Rk(b')-Approzimation Ry bzw.
R}, zu bestimmen (siehe Abschnitt 4.2.2) und zur Berechnung von ]\7[|;) die Rk-
Approzimationen Rb|5,R§J,\5 zu addieren, wobei b,b' die kleinsten b enthaltenden
Knoten in T,T" sind.

4.4. Multiplikation

In Beispiel 3.31 wurde bereits erwdhnt, dafl das Baumprodukt nicht idempotent ist,
so daB} selbst in einfachen Fillen die Struktur des Produktes zweier H-Matrizen nicht
offensichtlich ist.

Definition 4.10 (Vorfahren eines Knotens, 7))
Sei T ein H-Baum und 7 € TW. Fir j € {0,...,i} definieren wir 7) als den Knoten
aus T, der 7 enthdlt. 79 bezeichnen wir als den Vorfahren von 7 auf der j-ten Stufe.
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Lemma 4.11 (Ergebnis der Multiplikation)

Gegeben seien zwei H-Matrizen M, M' aus unterschiedlichen Klassen My (T, Z),
My w(T',2"), T sei ein aus Tr,Ty und T' ein aus Ty, Tp gebildeter Hy-Baum.
Fiir ein Blatt 7 x 7 € L(T - T',i) (Baumprodukt aus Abschnitt 3.4) definie-
ren wir die Rangverteilung k - k' : L(T - T') — Ny und Zulissigkeitsbedingung
Z-Z": L(T-T") — {,zuldssig”, ,nicht zuldssig“} wie folgt:

Uj={feT?| OxieT A #xDeT A
(WD x7eL(T) v 7xr)erL(T))), 0<j<i

(kK" (T x 7 Z Z min(k x 7), k' (F x 7/0)))

j=07€U;

weuldssig® falls fiir alle 7 =0,...,7 und 7 € Uj :
Z(19) x 7) = ,zulissig® oder
Z'(7 x 79)) = | zulissig”
,nicht zuldssig® sonst.

Das Produkt M - M' ist dann in My g (T-T', Z - Z") darstellbar, und es gilt fir T x 7' €
L(T-T',5):

(Z-Z"(rxT) =

(M MI |T><T’ Z Z M|T(9)><T MI"T'XT’(j))|TXT’ (15)
j=07eU;

Beweis: Seit x 7' € L(T-T,1i).
Zwischenbehauptung: )
Uu
0<j<i
Disjunktheit: Sei 71 € U; und 7 € Uj. O.B.d.A. sei 71) x # € L(T).

1. Fall j = j': T}J) U L(Ty, < j) ist eine Partition von J (Bemerkung 3.4), also
71 = T9 oder 71 N Ty = (.

9. Fall § # j: O.B.d.A. sei j' < j.
2.a) 7U') x 7y € L(T): Es ist

0#£7cr)ns0) (16)

Weil L(T) eine Partition von I x J ist, gilt 70) x 7, N 70) x 7 = § oder
700 x 7y = 7U) x 7. Letzteres ist wegen j # j' nur fiir 71 N 72 = @ moglich,
aus ersterem folgt nach Formel (16) 71 N7 = (.

2.b) 7U") x 7, ¢ L(T). Nach Definition von U; ist dann 7 x 7/U) € £(T").
Da T'0) U E(T' < j — 1) eine Partition von J x I’ bildet (Bemerkung 3.4),
folgt 7o X ") n L XT 7) = () und insbesondere Tox 1 N7 x 7 =10, also
To N7 = 0.
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Uberdeckung: Sei ¢ € J und 7 € L(Ty,i) mit g € 7. Es gilt 7O x 7O =TI x JeT
und 70 x 70 = J x I’ € T'. Sind beide Kreuzprodukte keine Blitter von T
bzw. T, so sind 7Y x 7 und 7 x 7/() Sghne der Knoten in T' bzw. T". Sei
7 €40,...,i} der erste Index, fiir den 7) x 7(9) € T oder 7U) x 7'0) € T" ein Blatt
von T' bzw. T’ sind. Dann ist ¢ € 7 € 79) € Uj.

Wir erhalten

1
(M ' MI)'TX’T" = M|T><J ' MI|J><T’ = Z Z M‘TX? : MI‘%XT’
j=0 F€U;
7
= > Mlorer - Mer)) oo
j=07€U;

Ist 7 x 7/ bzgl. Z-Z' zulissig, so besteht nach Definition jeder der Summanden aus einem
Produkt einer Rk mit einer beliebigen oder einer beliebigen mit einer Rk'-Matrix, d.h.
der Rang der Summe ist beschrinkt durch die Summe der Minima der Rénge k, k' der
Faktoren. [ |

Die formatierte Multiplikation
®: MH,k(T, Z) x MH’]CI(TI, Z’) — MH,E(T’ Z),

besteht aus der Hintereinanderausfithrung der Multiplikation und der Konvertierung des
Ergebnisses M - M’ nach Mok (T, Z). Ist T ein aus Ty, Ty und T’ ein aus T, T gebil-
deter Hy-Baum, so beschreibt Lemma 4.11 das (eindeutige) Zwischenergebnis M - M.
Die Konvertierung (Bestapproximation oder Approximation) liefert dann ein (nicht ein-
deutiges) Ergebnis in MH,IE(T’ Z).

Bemerkung 4.12 (Berechnung der formatierten Multiplikation)

Wir beschrinken uns hier auf die Situation, daff T ein aus Tr, Ty, T' ein aus T, T
und T ein aus T, T gebildeter Hy-Baum ist, d.h. die Biume ,passen®: Es gilt T - T' C
T @ Ty und T C Tr @ Ty, so daff zwei Knoten 7 € T -T' und 7 € T mit T N7 # 0
die Bedingung 7 ist Vorfahr von 7 oder .7 ist Vorfahr von 7 erfillen (weil dies in
TrTp g’ilt).

Sei M € Muy(T, Z), M' € My (T', Z") und 7 x 7' € L(T).

1. Fall: T x 7' € L(T - T'). In diesem Fall erhdlt man aus (15) die Darstellung des
exakten Produktes in dem Block als eine Rang-(k - k')-Matriz.

2. Fall: T x 7 € T -T'\ L(T -T"). Die Untermatriz (M - M")|,;x liegt nun in
hierarchischer Form mit Bldttern wie in (15) vor.

3. Fall: T x 7' ¢ T. Sei 79) x 7'0U) der erste Vorfahr, der in T liegt. Dieser Vorfahr
besitzt die Darstellung (15), so daf§ die gesuchte Untermatriz die Einschrankung
auf T x 7' ist.

50



Die Bestapprozimation besteht darin, fir die oben beschriebenen Darstellungen der
Blitter von M - M' eine Rang—I;—Bestapproxz'mation mit der gekiirzten Singuldrwert-
zerlegung zu berechnen, problematisch kann dies fiir die im zweiten Fall entstehende
hierarchische Struktur sein, die mdglicherweise nicht von niedrigem Rang ist.

Eine Approrimation des Ergebnisses erzielt man, indem im ersten und letzten Fall
sukzessive die Summanden aus der Darstellung (15) aufaddiert werden (formatierte
Rk-Addition) und im zweiten Fall eine hierarchische Approzimation (Abschnitt 4.2.2)
bestimmt wird.

4.5. Inversion

Sowohl die Summe als auch das Produkt zweier H-Matrizen lief} sich exakt als H-Matrix
darstellen, wobei die Partition, Zuléssigkeitsbedingung und Rangverteilung in iiberschau-
barer expliziter Form angegeben werden konnte. Dies ist fiir die Inversion nicht mehr
moglich, da selbst die Inverse einer schwachbesetzten Matrix im allgemeinen keine Blécke
mit niedrigem Rang aufweist, d.h. die Ergebnismatrix besitzt entweder keine zuléssigen
Blitter oder der Rang ist gleich der Grofle des Blattes (triviale Rk-Darstellung).

Wir werden im folgenden zwei Algorithmen zur approximativen Bestimmung der In-
versen einer Matrix angeben. Die erste Methode ist die Block-GauB-Elimination zur
direkten Berechnung einer approximativen Inversen mittels formatierter Arithmetik und
die zweite Methode ist ein iterativer Multilevel- Ansatz.

4.5.1. Block-GauB-Elimination

Gegeben sei ein H-Baum 77 von I, ein aus 77,77 gebildeter Hy-Baum T und eine
H-Matrix M € My (T, Z). Die blockweise Gau-Elimination ist von der Anordnung
der Indizes abhingig, daher benétigen wir fiir jeden Knoten 7 € T eine Anordnung
seiner Sohne. Zusammen mit einer Anordnung der Indizes in den Blittern von 77 wird
so eine Ordnung auf I definiert.

Bemerkung 4.13 (Block-Gaufs- Elimination zur Inversion in einem Knoten)

Wir fizieren einen Knoten 7 x 7 € T mit St,(17) = {01,...,0s}. Dies definiert eine
Blockstruktur M;j := M|g,x0;, 1,J € {1,...,s}, der Matrizen auf T x 7. Die Berechnung
der Inversen (M|,x,)~" erfolgt in 2s — 1 Schritten, in den ersten s Schritten wird die
Zerlegung R = LM |« mit oberer Block-Dreiecksmatriz R und unterer normierter (Dia-
gonalblocke sind Einheitsmatriz) Block-Dreiecksmatriz L erzeugt, in den letzten s — 1
Schritten die Inverse L™' R ermittelt.

Start:

RY = My ije{l,...,s}
@ = 1.
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Firv=1,...,s setze

R,(,I,/,) = I
Rz(/? = (Ry (V 1) IR,(,ITI) j=v+1,...,s
Ry =0 i=v+1,...,s
Rz(;,’) = R’E;/ n _ REﬁ‘”Ri? ii=v41,... s
LZ(;_’) = ngv_—l) —R§Z‘”L§§) i=v41,.s, =10
Firv=s,...,2 setze
2 = [ _ROLET i1 v-1, =15

Beispiel 4.14 (Block- Gauf-Elimination bei Bindrbiumen)
Sei Tr ein Bindrbaum. Dann ist die Inverse eines Blockes

M1 Mo ]

M =
[Mm Mao

durch . .
M_1 Mll +M11 M9S5S~ leMi —Mﬁ M125_1
-5~ 1M21M1_1 §-1

mit S := Moy — M21M1_11M12 gegeben.

Bemerkung 4.15 (Hierarchische Block-Gauf-Elimination)

Die Inversion der p + 1-stufigen Matriz M Gt sich mit Hilfe von Bemerkung 4.18
auf die Multiplikation, Addition und Inversion der p-stufigen Untermatrizen Rz(]), Z(])
zurtckfihren. Rekursiv erhdlt man so einen Algorithmus zur Inversion von M, der auf
die Addition und Multiplikation von H-Matrizen sowie die Inversion in den Bldttern
der Matriz aufbaut. Zur Durchfihrbarkeit muf gewdhrleistet sein, daf in allen Bldttern
TXT1 €T die korrespondierenden Matrizen (R( )) —, aus Bemerkung 4.18 invertierbar
sind. Eine hinreichende Bedingung hierfir ist, daff die Matriz M positiv definit ist. Fir
die praktische Durchfithrbarkeit ist auflerdem wichiig, wie weit die Matrizen (R,(,'ffl));i:l
von einer nicht invertierbaren Matriz entfernt sind (— Rundungsfehler). Spater werden
wir die exakten Multiplikationen und Additionen durch die formatierten Versionen er-

setzen, so dafl der Abstand eine Schranke fiir den mazimal zuldssigen Fehler angibt.

Bemerkung 4.16 (Zusammenhang zwischen M und R 1))

Seien L, R € RI*! mit R = LM, R eine obere Dreiecksmatriz, L eine untere Blockdrei-
ecksmatriz (Blockung (Tr ® Tr)® ) und R|, = I(Identitdt) fiir alle Diagonalblicke. Aus
der blockweisen Darstellung bzgl. der Partitionierung (n := |(T7)®|)

I * cee % Lll 0 0 M11 Mln
0 ~ . . . . . .

* 0 :
0 0 I * Lnn Mnl M'rm
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liest man fiir die Hauptuntermatriz M? (Hauptuntermatriz zu den Indizes aus den ersten
j Elementen aus (TI)(i))

I * ) Lll 0 0 ]\4’11 Mlj
o || s : ' '
0 --- 0 I o % Ljj Mj - - Mj

ab. Multipliziert mit der Inversen von M2 erhilt man

I % - % (MDY oo e ((Mz)—l)lj Ly 0 - 0
0o . .o ' E : B * '
T T % : : |
0 --- 0 I (ML)"Yyjp oo oo (ML) oo % Ljj

und erhdlt so aus der letzten Zeile
((M1)™1);; = Ly;.

Die Elemente Lj; sind gerade die in der Block-Gauf-Elimination auftretenden Matrizen

( ,(,I,/fl))_l, so dafl wir schliefilich die gewiinschte Darstellung erreichen:

(RED) ™ = (MDY (17)

vV

Lemma 4.17 (Robustheit der Block-Gauf-FElimination)
Mit Apin(A) und Az (A) bezeichnen wir den kleinsten bzw. grofiten Eigenwert einer
Matriz A. Sei M symmetrisch positiv definit. Dann gilt:

/\mm(Rz(juu_l)) Z /\mm(M)a )\max(Rl(/lz/j_l)) S Ama.x(JM)

fir alle in der Block- Gauf-Elimination zu invertierenden Diagonalblicke R,(ff,_l) (Nota-
tion aus Bemerkung 4.18).

Beweis: Sei R V) ein in der Block-Gau$-Elimination auftretender zu invertierender
Block in der Darstellung ((MZ)~!);! (siehe (17)). Die Eigenwerte der Untermatrix MZ
von M liegen, da M symmetrisch ist, in [Apin (M), Apaz (M)]. Also liegen die Eigenwerte
von (ML)™! in [Apag (M) ™Y, Amin (M) ™!, Die Eigenwerte der Untermatrix ((MZ)~1);;
liegen ebenfalls in diesem Intervall und die Eigenwerte der Inversen ((M: i)_l)j_j1 somit
wieder in [Apin (M), Amaz (M)]. ]

Algorithmus 4.18 (Formatierte Inversion ()@ )
Die formatierte Inversion

09 My (T, Z) — M3 (T, Z)

wird folgendermafen durchgefihrt:

53



(Vorbereitung)
In R € My (T, Z) ist die zu invertierende Matriz gespeichert. Nach der Inversion
soll L € My (T, Z) die approzimative Inverse speichern. H € My (T, Z) ist eine
Hilfsmatriz, die zur Berechnung als Zwischenspeicher bendtigt wird. Der Inhalt
von R wird bei der Inversion tberschrieben, L und H sind zu Beginn auf Null
initialisiert.

(Hierarchie)
Die Inversion wird rekursiv iber den Baum T definiert. Fir ein Blatt wird ein wbli-

cher Algorithmus zur Inversion von vollbesetzten Matrizen verwendet, fir andere
Knoten die nachfolgende Inversion aufgerufen.

(Inversion von R|,x,,7 x T €T\ L(T))
Sei 81, (1) = {0o1,--,05} und Aij := Als;x0;, 1,j € {1,..., s} fir Ac {R,L,H}.

Firv=1,...,s setze

L, := RW® (Hy, als Zwischenspeicher)

Huj = Ly, ®Ruj

R,; = Hy je{v+1,...,s}

Hij = —Riy OR,

R;; = R;;® H;; i,je{v+1,...,s}

L, = R;,®0L,, ie{v+1,...,s}

L,j = —L,, ®L, je{l,...,v—1}

Hij = —Riy @Luj

L;; := L;® H;j ie{v+1,...,s},j€{1,...,v—1},
firv=s,...,2 setze

Lij::_RiVQLVj iE{l,...,V—l}, jE{l,...,l/}.

Die Wahl der in der Addition und Multiplikation enthaltenen Konvertierungen (Best-
approzimation, Approzimation, hierarchische Approzimation) definiert verschiedene Va-
rianten der formatierten Inversion. Die Inversion ist sowohl von der Wahl dieser Kon-
vertierungen als auch von der Anordnung der Séhne der Knoten von T abhdngig. Stan-
dardmdfSig bezeichnen wir als die formatierte Inversion die Variante mit der Approxi-
mation zur Konvertierung.

Bemerkung 4.19 (Notwendige Bedingungen fir die Block-Gauf-Elimination)

Sei M € My (T, Z) symmetrisch positiv definit mit kleinstem Eigenwert Ayin, groftem
Eigenwert Aoz, T ein p-stufiger Baum und Z(1 X 1) = ,nicht zuldssig® fir alle T X T €
L(T). Nach Lemma 4.17 liegen die Figenwerte der in der Block-Gaufs-Elimination zu
invertierenden Blocke R|;x+ i [Amins Amaz]- Die sogenannte Approximationseigenschaft

||R|T><T - R’HHF < ‘SAAmaza (18)
|(Rlexr) ' = Ry—1llr < €adpi, (19)
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(Ry ist eine Bestapprozimation von R|;x; in My k(T |rx7,Z) und Ry-1 eine Best-
approzimation von (R|rxr)"" in My (T |rxr, Z)) garantiert, daff die vor und nach der
Inversion eines Blockes entstehenden Matrizen auf das Zielformat konvertiert werden
kénnen. Die so entstehenden Approzimationsfehler lassen sich als Rundungsfehler der
wDivision“ auffassen, so daf fiir die Fehleranalyse die bekannte Rundungsfehleranalyse
der Gauf-Elimination herangezogen werden kann. Generell ist bislang nur bewiesen (vgl.
[30]), daf die Fehlerverstirkung durch den Faktor n2" beschrinkt ist. Es wird aber stets
angemerkt, daf (noch) keine reelle Matriz bekannt ist, fir die die Fehlerverstirkung bei
Totalpivotsuche nicht durch n? beschrinkt ist ([30] Seite 169 und [32] Seite 213). In dem
hier beschriebenen hierarchischen Block- Gaufs- Eliminationsverfahren treten also folgende
Probleme auf:

1. Es wird nicht pivotiert. Die Durchfiihrbarkeit wird aber dennoch durch Lemma 4.17
gesichert.

2. Vorhandene Rundungsfehler konnten durch das Kirzen auf H-Matriz-Formate zu
hoheren neuen Rundungsfehlern fihren (— Lemma 4.5).

3. Die Fehlerverstirkung ist nur durch n2™ beschrdnkt.

Unter der Annahme, daf nicht pivotiert werden muf, die vorhandenen Rundungsfehler
beim Konwvertieren nicht verstirkt werden, die Addition und Multiplikation exakt durch-
gefiihrt wird und die Fehlerverstdarkung durch ein Polynom vom Grad c in n beschrinkt
ist, erhalten wir:

|7t — MO = O(n)es

Der Fehleranalyse aus Bemerkung 4.19 liegt zugrunde, dafl die Operationen &,® ex-
akt ausgefithrt werden, und nur vor und nach der Inversion eines Blockes eine Kiirzung
auf die Zielstruktur vorgenommen wird. Die so erhaltene Inverse nennen wir eine Best-
approzimationsinverse. In der Praxis zeigt sich, dafl kaum ein Unterschied zu der ko-
stengiinstigsten Variante mit formatierter Addition (Bestapproximation) und Multipli-
kation (Approximation) festzustellen ist. Fiir die numerischen Ergebnisse in dieser Arbeit
wird daher immer diese Variante gewihlt und wir sprechen von der H-Inversen (obwohl
sie nicht eindeutig ist). Fiir die Inversion eines nicht weiter bekannten Operators M
empfiehlt sich folgendes Vorgehen: Zuerst wird die #-Inverse bestimmt und der Fehler

IESTERT

(vgl. Satz 4.31) ermittelt (die H-Inverse ist wesentlich schneller als die Bestapproxi-
mationsinverse zu berechnen). Ist der Fehler etwas zu grof, so kann man die Struktur
durch Rangerhohung anreichern und wieder eine H-Inverse berechnen. Ist der Fehler
wesentlich gréfer als erhofft, dann berechnet man die Bestapproximationsinverse und
erh6ht auch hier gegebenenfalls den Rang in den zuldssigen Bldttern. Diesen Prozess
kann man automatisieren und so zu einer adaptiven H-Arithmetik kommen, die in Ab-
schnitt 6 weiter ausgefiihrt wird.
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4.5.2. Newton-Iteration

Das Newton-Verfahren zur Losung der Gleichung
X'-M=0
fiir eine gegebene Matrix M € My, (T, Z) fithrt zu der Iterationsvorschrift
X0+ = ox® _ x@ . pr. x@) (20)

mit einer geeigneten Startmatrix X(9). Dieses Verfahren wurde bereits in [14] fiir die
Berechnung der Inversen einer 7-Matrix vorgeschlagen und soll hier etwas genauer un-
tersucht werden.

Lemma 4.20 (Konvergenz bei exakter Arithmetik)

Sei M € My (T,Z) eine invertierbare Matriz, || - || eine beliebige Matriznorm und
X©) € My (T, Z) eine Niherung fir M—' mit |M||[|X©® — M~ = ¢ < 1. Dann
konvergiert die Newton-Iteration (20) quadratisch gegen M~ und fiir die Iterierten gilt:

1XD — MY < || M|t

Beweis: (vgl. [1}], Lemma 6.4)
Wir beweisen die Behauptung per Induktion iber i. Der Induktionsanfang ist in den
Voraussetzungen an q enthalten. Es folgt mit der Bezeichnung E®W := M~ — X®;

x0+1) — ox0) _ x@O . pr. x®
oMt —2EW — M1 - EOME® 4+ O 4 BO)
= M '—EOME®,
M|~ g | M| M|~ g
i+1
1M~ g

”X(H-l) _ M—1||

AN

Beispiel 4.21 (Keine Konvergenz bei formatierter Arithmetik)

Ersetzt man in der Iterationsvorschrift (20) die exakten arithmetischen Operationen +, -
durch die formatierten @ (Bestapprozimation) und ® (Bestapprozimation), so konver-
giert die Newton-Iteration im allgemeinen nicht gegen die Bestapprozimation von M !
in My (T,Z). In numerischen Tests zeigt sich sogar, daf$ sich die Approzimationsgiite

der H-Inversen nicht durch eine Newton-Iteration mit M < als Startwert verbessern lGfst.
Der Grund dafiir ist, daff das Produkt XM in My 1 (T,Z) nicht hinreichend genau
dargestellt werden kann (Storung der Identitat mit einer unstrukturierten Matriz).

Lemma 4.22 (Konvergenz bei formatierter Arithmetik)
Sei M € My (T, Z) invertierbar, YO ¢ My (T, Z) mit

_ 1
MY — M7 lr =g < 5 21)
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und fiir die Inverse M~ gelte die Approzimationseigenschaft
_ _ 1 _
IM~ — My Hp <ea < EHM”Fla (22)

(Mi1 ist eine Bestapprozimation von M~ in My, x(T,Z)). Dann gilt fir die Iterierten
der formatierten Newton-Iteration

YD .= 2y ® —y® . pr.y @)y, (23)
mit X© := YO gls Startwert die Abschitzung
_ ; i _ 1 51 _
1M~ =YD e < || M| "+ 20 1Ml + 22, (24)

Beweis: Wir zeigen per Induktion, daf fiir die Iterierten der (unformatierten) Newton-
Iteration die Abschitzung

IXD - YD) < g
€g = 0,
1 5 .
€ = 2€A+Zq2 1||M||;,1, 1 €N

erfiillt ist. Der Induktionsanfang ¢+ = 0 ist durch die Voraussetzungen abgedeckt. Es gilt
mit der Bezeichnung 6@ := X — v ynd EO .= M~ — XO.

YD — oy® _y®. pr.y@),
= (2 X0 _956) — x@ . p1. x@

+XO .60 4150 pr. x@ _ 50 . pf. 5(i))
H
= (X(i+1) —26@ £ x@  pr. 60 £ 50 . x@ _ 56 a1 (5(i))
H

?

H

- (X(i+1) —ED M5O _ 5@ ar. BO 56 par. 5(i)>

Y = X)) = |ED.M.-60 460 .M. ED 460 . 0M.60|p

21 B e | M| 18D + 1815 1]

2¢” i + | M| pe] (25)
Fiir ¢ = 0 folgt

[y® - X0 1x5) = XV

w

1M~ = XWlp + |M~ = My e
M5 +ea

IN N

IA

1 _
1AMl +ea
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und im Fall 7 > 1 ist

[y D — X D) < IV = YO g+ Y — XD
< 1Y = My p + 1Y — X
Dreiecksungl. . .
< M~ — MM p + M7 = XED | p 42y — XD
(25) i i
< 4% e; + 2||M||pe? + ¢* +1||M||}1 +€a
i i—1 _
= 8¢ ca+dd M|
i— ]. i— i—
+8M|peh +2ea0” " + ga* g ML
i+1
¢ IIM|E +ea
(1(22) 1 1 o 1 1 1 o
< gcaty M|+ zea+ 1fatyg ¢ |IM|5
8 2 4
2
M
o || I +ea
1 1 1 i
< Zat(GHgtgpd Mg
161 o
- 2 —¢? )
€A+ 648 | M ||F

Die formatierte Newton-Iteration (23) konvergiert nach Lemma 4.22 fiir hinreichend gute
Startwerte und darstellbare Inverse bis auf einen Faktor von 2 gegen die Bestapproxi-
mation der Inversen in My, (T, Z). Die Approximationsgiite £ 4 der Inversen M ! kann
iiblicherweise durch geeignete Rangwahl k die Voraussetzung (22) erfiillen. Die Startwer-
te Y(© der Newton-Iteration hingegen sind im allgemeinen nicht gegeben. Diese kann
man mit Hilfe der Block-GauB-Elimination (Y% := M @) erhalten.

Die quadratische Konvergenz der Newton-Iteration scheint zu einem schnellen Inversions-
algorithmus zu fithren. Die Komplexitéit der exakten H-Multiplikation iibersteigt jedoch
die der H-Inversion, so daf} es glinstiger ist, die H-Inverse M Qin einer angereicherten
H-Struktur zu berechnen, als die formatierte Newton-Iteration in dieser durchzufiihren.
Die Newton-Iteration wird dann sinnvoll, wenn die Berechnung der ‘H-Inversen mit der
Block-GauB-Elimination nicht mehr bis zu einer gewiinschten Genauigkeit oder iiber-
haupt nicht moglich ist. Eine alternative Methode zur Berechnung einer Startmatrix fiir
die Newton-Iteration wird in Abschnitt 4.5.3 vorgestellt.

4.5.3. Geschachtelte lteration

Die geschachtelte Iteration basiert auf der Idee, die Startmatrix der Newton-Iteration
durch Prolongation einer approximativen Inversen auf einer groberen Diskretisierungs-
stufe zu erhalten. Die approximative Inverse auf der groberen Stufe erhélt man wiederum
durch die Prolongation der Inversen einer noch gréberen Stufe. Ausgehend von einer hin-
reichend groben Stufe iy, auf der die Inverse exakt berechnet wird, kann man so zu der
Startmatrix Y(©) auf der Stufe i, kommen. Benétigt werden
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e Matrizen (M;)™"

1=10°
o H-Matrix-Klassen My . (Ti, Z;) , i =0, -, in,

e Prolongationen PHt1 : Mo, (Tiy Zi) = Moy g (Tig1, Zig1), @ = G0y e v yin — 1
und

e ein Inversionsalgorithmus auf jeder Stufe, z.B. die formatierte Newton-Iteration.

Hinreichende Voraussetzungen fiir das Gelingen der geschachtelten Iteration (mit der
formatierten Newton-Iteration zur Inversion auf jeder Stufe) leiten sich direkt aus Lemma
4.22 ab. Die Approximationseigenschaft (22) der Raume My, . (T}, Z;) wird zu

_ _ 1 _
171 = (M Dllr < —IIM317 (26)
16
und die Approximationsgiite (21) der Startndherung zu
. B B 1 B
[P o) = M < WMl (21)

Die Konstante % aus (21) verringert sich auf %, da in der formatierten Newton-Iteration

die Bestapproximation nur bis auf einen Faktor 2 erreicht wird.

Im Folgenden werden wir fiir ein Beispiel die Klassen My, i, (T, Z;) definieren und pas-
sende Prolongationen P%*! angeben. Diese Konstruktion lifit sich dann auf eine groBere
Klasse von Problemen verallgemeinern.

Problem 4.23 (Modellproblem)
Auf dem Gebiet Q := [0,1]? soll die Poisson-Gleichung

—Au=f (A::£+£>

z Y
mit Dirichlet-Bedingung
ulpa =0

fir gegebenes f geldost werden. In der schwachen Formulierung suchen wir zu gegebener
rechter Seite f € H(Q) ein u € HE(Q) so, daf gilt:

Vv € Hy () : / < Vu,Vv >= / fo.
Q Q

Problem 4.24 (Hierarchisch diskretisiertes Modellproblem,)

Den unendlichdimensionalen Raum H}(Q) approzimieren wir durch eine Folge (Xi)é’;io
von endlichdimensionalen Rdumen. Hier wdihlen wir fir den n;-dimensionalen Raum X;
die Basis {gbgi), - 7(;1)} aus stetigen und stickweise (auf Dreiecken) affinen Funktionen

(— konforme Finite-Elemente-Diskretisierung). Der Trdager einer Basisfunktion ¢§-i) er-

)

streckt sich jeweils tiber die an einem Gitterpunkt 9§i liegenden Dreiecke und es gelte

qﬁgi)(ﬁl(:)) = d0;, (— Lagrange-Basis). Die Triangulation erhdlt man durch regelmafige
Verfeinerung der Starttriangulation:
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Jede Verfeinerungsstufe 1 = iy, ... ,1, definiert einen Teilraum X; von H&(Q), und es gilt
X; C X firig <i < j <iy. Auf jeder Stufe i € {ig,...,in} erhalten wir ein diskretes
Problem

Mz = f;

mit der Matriz (M;)j, := [o < V¢,,V; > und Vektoren z, f; € R . Gesucht ist eine
Approzimation der Inversen M[l auf der feinsten Stufe.

Die Bedingung (26) entspricht der Approximierbarkeit der Inversen des diskreten
Laplace-Operators A auf allen Stufen. Diese Approximierbarkeit wird in Abschnitt 7.3
behandelt. Die Voraussetzung (27) ist wesentlich schwieriger zu erfiillen und erfordert
die Konstruktion einer geeigneten Prolongation, die mit moglichst geringem Aufwand
durchfithrbar sein sollte.

Die Schachtelung der Rdume X; C X erlaubt eine exakte Darstellung einer Gitterfunkti-
on z; € X; in Xj; diese kanonische Prolongation nennen wir II;,;. Ist eine Gitterfunktion
nur auf einem Teil Q' C Q definiert, so 148t sie sich linear fortsetzen:

| | | | | |
‘a ‘b ‘c ‘a ‘b ‘d

Dies ermoglicht die Prolongation des Abschnittes einer Gitterfunktion auf einen groferen
Abschnitt im néchstfeineren Gitter.

Algorithmus 4.25 (Prolongation von Vektoren)

Auf der Stufe i sei eine Indexteilmenge I C {1,...,n;} und auf der Stufei+1 eine Indez-
teilmenge J C {1,...,n;41} gegeben. Definiere zu jedem Index j € J ein ndchstgelegenes
Dreieck T]@ = (ng),ﬁéz),ﬁgz)),.m,y,z € I. Wir fordern, daf$ wenigstens ein Dreieck TJ@
die Bedingung x,y,z € I erfillt (daf§ das Dreieck .in I enthalten® ist). Die lineare In-
terpolation von Stitzwerten vy, vy, v, 2u den Gitterpunkten (0;”,93(}), 09)) bezeichnen wir
mit I [v]. Die Prolongation

J

PR S5 R
ist fiir v € Rl definiert durch

(P [e]); =L 00 )

Ist I =A{1,...,n;}, so stimmt P‘@Hl mit I; 11 tberein.
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Algorithmus 4.26 (Prolongation von Rk-Matrizen)
Sei R e RE(I',J'),I' c {1,...,n:},J' C{1,...,n;}, in der Darstellung

k/
R= Za”b“T
v=1

gegeben. Dann definieren wir die Prolongierte R € Rk(I,J),I C {1,...,n41},J C
{1,...,ni+1}, von R’ durch

k
R:= PR [R] =) Py a]- Py "
v=1
Algorithmus 4.27 (Prolongation von H-Matrizen)
Gegeben sei M' € My (T',Z") und wir fizieren eine Zuordnung Z : L(T) — T'.
Gesucht ist eine Approzimation M € My, (T,Z) an M'. Definiere fir b = r x s €
L(T),r # s,

i1
My = (PEE M) 200
wobei in nicht zuldssigen Bldttern b die kanonische Rk-Darstellung benutzt wird und,

falls b zulissig und Z(b) nicht zuldssig ist, eine Konvertierung (Bestapprozimation) vor-
genommen wird. Setze

Hk

M‘TX'I‘ ::O
firb=rxre L(T).

Bemerkung 4.28 (Zur Prolongation von H-Matrizen)

In Algorithmus 4.27 wird die Prolongierte tiberall aufer auf der Diagonalen definiert,
auf der Diagonalen stehen Nullen. Dies hat den Grund, daf bei der Approzimation von
Operatoren wie aus dem FEinfihrungsbeispiel ein singuldres (nicht glattes) Verhalten auf
der Diagonalen 1iblich ist. Die Prolongation ist aber iber die Interpolation definiert, die
in diesem Fall also nicht angebracht ist. Hat man die prolongierte Matriz P ((M; "))
berechnet, so lassen sich aus

I= Mz’+1Mi111 ~ M PP (M) )
die Diagonalelemente mittels
P (M )30 = (Miale) ™M = (M PP (M )90) )

2

berechnen. Ein dhnliches Problem tritt bei der Prolongation in nicht zuldssigen Blicken
t = rx s auf, diese lassen sich allerdings nicht wie die Diagonalblicke auf einfache Weise
indirekt bestimmen, deshalb muf hier die Interpolation bzw. Extrapolation geniigen.

Bislang wurde nur gesagt, wie die Prolongation von einer Stufe ¢ zur nichsten Stufe 1+ 1
bei fixierten Bdumen T;, T;11 und Zuordnungen Z definiert ist. Die Zuléssigkeitsbedin-
gungen Z;, Z;,1 sind hier, beim Laplaceoperator, die Standard-Zuléssigkeitsbedingung
Zy. Die Baume T; werden im folgenden Algorithmus konstruiert.
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Algorithmus 4.29 (Geschachtelte Konstruktion der Bdaume)
Gegeben sei der ‘H-Baum T&) fir das Gitter zum Raum X;,. Sukzessive wird der Baum
TY | aus T} konstruiert.

Identische Gitterpunkte einsortieren:
Definiere den Baum Tzl+1 als den Baum Til, wobei jeder Index 7, der zu einem

3 2

Gitterpunkt 05-1) gehirt, durch den entsprechenden Index j' auf der ndchsten Stufe

) — )
7

zum selben Glitterpunkt 9§f+1 ersetzt wird.

Neue Gitterpunkte einsortieren:
Neue Gitterpunkte entstehen jeweils in den Mittelpunkten der Kanten der Drei-
ecke. Wiihle zu jedem auf Stufe i + 1 neu hinzugekommenen Gitterpunkt j' einen
Gitterpunkt j der Kante, auf der j' entstanden ist. Fiige j' allen Knoten von Tzl+%

hinzu, in denen auch j vorkommd.

Grofie Bldtter verfeinern
Der Baum T 1 entsteht aus T1 L indem die zu grofi gewordenen Bldtter weiter

unterteilt werden (z.B. mit dem BSP Algorithmus).

Zwischenergebnis: Der Cluster-Baum T+1 ist konstruiert. Der Baum T;y1 ist nun der
minimal aus T+1 erzeugte ’HX Baum. FEinem Blatt v X s € T;41 wird das eindeutig
bestimmte kleinste Element r' x s' € T; zugeordnet, welches die Indizes zu den groben
Gitterpunkten enthdlt.

Bemerkung 4.30 (Offene Probleme)

Die Rangwahl k wurde bislang ausgeklammert, da sie von dem konkreten diskretisierten
Problem abhdngig ist. Sie kann z. B. adaptiv wie in Abschnitt 6 erfolgen, insbesondere
kann man auf diese Weise stets die Approzimationseigenschaft (26) erfiillen.

Die beschriebene Prolongation P%t1 besitzt eine gewisse Approzimationsgiite
| PHHL (M) 3) — Mijr11||p, die allerdings micht durch eine geeignete Parameter-
wahl (und Inkaufnahme hoherer Komplezitit) beliebig verbessert werden kann.

4.6. Normen

Die Spektralnorm 148t sich im allgemeinen nicht mit vertretbarem Aufwand (propor-
tional zum Speicheraufwand) direkt berechnen. In der Praxis geniigt es allerdings, die
Norm bis auf einen relativen Fehler von ¢ € [0.1,0.01] zu berechnen (— Satz 4.31). Die
Frobeniusnorm 148t sich iiber die Summe der Frobeniusnormen in den Blittern ermitteln
(— Bemerkung 4.36).

Satz 4.31 (Approzimative Spektralnorm)

Gegeben sei eine beliebige Matriz M der Dimension n X m. Dann Gt sich die Spek-
tralnorm von M bis auf einen relativen Fehler von € mit O(e~1(log(l) — log(e)) (I :=
min{n, m}) Matriz- Vektor-Multiplikationen (fir M) durch eine Vektoriteration berech-
nen. Vorausgesetzt wird hierbei, dafi der ,zufdllige“ Startvektor in der Vektoriteration
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nicht im Senkrechtraum zum griften Eigenwert von MT M liegt, sondern gleichmifig
aus allen Figenvektoren zusammengesetzt ist (siehe auch Bemerkung 4.32). Die geschitz-
te Spektralnorm || M ||2,apy erfillt || M2 ape < || M||2.

Beweis: Wir fithren eine Vektoriteration fiir die symmetrische positiv semidefinite

[ x I-Matrix
A __{ MTM n>m

MMT n<m
durch:
20 .= random
L0+ . Az
| Az®]];
2D = (20)TAzD =12,

Sei dazu eine orthonormale Eigenvektorbasis (ej)é-zl mit zugehorigen Eigenwerten

(Aj)ézl von A fixiert. Wir nehmen ferner an, dal die \; absteigend sortiert seien. Es

gilt dann die Darstellung

l
2O = e, =1
j=1

. o
Zj:l Nj)\;'e]
I g
(29:1 M?A?) 2
! 242i+1
Zj:l Mj)\j

A(,L) = —_— Z. = ]_ 2 .«
l - b b) 9
Y1 B AT

Der Koeffizient p; zum ersten Eigenvektor in der Darstellung von z(© erfiillt fiir ein
C, die Abschiitzung p? > (C,l)~! (gleichmiBige Zusammensetzung von z(*) aus allen
Eigenvektoren). Die Approximationsgiite € ist vorgegeben, und wir setzen

ko=max{j € {1,...,0} | A, > (1 — %))\1}.

Zwischenbehauptung: A < X\+D) fiir alle ¢ € N.
Beweis: Es gelten die Umformungen

A0 < Z\6FD
l l l l
A DY N DI i B DI v B DI
j=1 j=1 j=1 j=1
l l l l
2 2 mmANTINTT < Y D N
j=lv=1 j=lv=1
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54 zl: zl: A2Z+1 AQH—Q )\?H—QA‘Q/'L'—FI) < Z Z M] MV )\21')\31'—1-3 4+ A?Z-I-?)Agz)
j=lv=g j=lv=j+1
= Vi<vy uguy(w“)\m” NN < i OGNSR 4+ ASENT
< Vi<wv: N+ < A+ N
<  Vi<w: A= A)AL < (A=)

Damit ist die Zwischenbehauptung bewiesen, aus ihr folgt || M ||2,apz < [|M||2. Wir wollen
den ersten Index i finden, ab dem A > (1 — )\, erfiillt ist, d.h.

Sho B - )

A — A0 = <
Z] 1M2A21

8)\1.

Aus den Ungleichungen

S X = ) v T BXEGEN) e
hS S S
Z] IMZAZZ Z] 1“2/\QZ 2
und
Skt AT = A) \ S 1 HINZ
hS ey
Zg 1:“’2)‘2Z EJ 1“2/\22
Deék Alzézlﬁ-l#j(( _%))\1)
B lh)‘%z
¢ 2
< )\1(1_5)21'27;21”1
2 My
E.9; _
< )\1(1 _ 5)21/11 2

£ .
< (- 5)210,11
ergeben sich die dquivalenten Bedingungen

_ £
;> log(e/2) —log(Cul)
- 2log(1—¢/2)

welche fiir € — 0, wegen log(1 — €/2) — —¢/2, dquivalent sind zu

i > ¢ (log(l) + log(C,) — log(e/2))-
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Bemerkung 4.32 (Startwerte in der Vektoriteration)
Die Konvergenz der Vektoriteration aus Satz 4.31 hingt von den zufilligen Startwerten
ab. Ist

l l
(0 = Z e’ {e!,... e} Orthonormalbasis, Z ,u? =1
j=1 j=1

der Startvektor der Iteration fiir die | X I-Matriz A, so ist der Aufwand der Iteration bis
zu einer relativen Genauigkeit von € mit 1 —¢e € [0,1[ durch

N . log(e/2) —log(p;*)
2norm = T o log(1 — €/2)

Matriz- Vektor- Multiplikationen beschrdnkt. Die stochastische Grafle qu geht nur loga-
rithmisch in diese Abschdtzung ein

Bemerkung 4.33 (Adaptive Schitzung der Spektralnorm)

In der Praxis zeigt sich, daff die Approzimation der Spektralnorm unabhdngig von der
Grife der Matriz oft mit sehr wenigen (< 5) Schritten der Vektoriteration hinreichend
genau (10% rel. Fehler) wird (siehe Beispiel 4.35). Es stellt sich daher die Frage, ob
man anhand der Folge der geschitzten Eigenwerte ) eine Prognose iber die Nihe zum
FEigenwert Ay erhalten kann. Bislang wissen wir nur, daff die Konvergenz monoton ist
und nach einer bestimmien Anzahl von Iterationsschritten die Schdtzung fir die Spektral-
norm hinreichend genau ist. Da die Konvergenz unabhdngig von der Fehlertoleranz € ist,
wird man kaum ein geeignetes scharfes Abbruchkriterium finden. Oft wird der Ausweg
vorgeschlagen, eine mazximale Zahl von Iterationen vorzugeben und vorher abzubrechen,
falls der Zuwachs (A\O+Y) — XO) /XD sehr Elein ist. Diese Strategie versagt jedoch, falls
der Startvektor ungiinstig gewdhlt wurde (siehe Beispiel 4.34).

Beispiel 4.34 (Konvergenzverhalten der Vektoriteration)

Fihrt man die Vektoriteration zur Bestimmung des grifiten Figenwertes der Matriz
A := diag(1,2,3) mit den Startwerten (%) := (10%,10%,102)/v/108 + 10¥ +- 10~ % durch,
so erhdlt man nach 22 Schritten eine bis auf einen relativen Fehler von € = 0.3 genaue
Schatzung fir den griften Eigenwert. Die geschdtzte nitige Iterationszahl ist Noporm =
49 (C, = 10%/3). In der linken Abbildung sind die Rayleigh-Quotienten und in der
rechten Abbildung die Zuwdchse nach den einzelnen Iterationsschritten dargestellt.

3 5 0.23 4
0.21 4
0.18
0.16
0.14 4
0.12
0.09
0.07
0.05 4
0.02 4

1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 1 5 9 13 17 21 25 29 33 37

65



Ein Abbruch bei kleinen“ Zuwdchsen hdtte eine Schdtzung von 1 fiir die Norm der
Matriz zur Folge gehabt, und wenn man erst nach Verringerung der Zuwdchse abbricht
eine Schatzung von 2.

Beispiel 4.35 (Konvergenz der Vektoriteration fir die Spektralnorm)

Die Matriz M,, sei die Finite-Elemente-Diskretisierung des Laplace-Operators auf dem
FEinheitsquadrat mit elementweise affinen Basisfunktionen bei regelmdfiger Gitterstruk-
tur und n Freiheitsgraden (Problem 4.23 und Problem 4.24). Die Eigenwerte von M,
liegen in [0,8]. Die Anzahl der Vektoriterationsschritte i, die benotigt werden, um eine
relative Genauigkeit von € zu erreichen, ist in der folgenden Tabelle fiir zunehmende n
aufgelistet:

e n=|1024 4096 16384 65536 262144 | A A0
1/2 T 1 1 1 1

1/4 11 1 1 1

1/8 11 1 1 1]0.7
1/16 2 2 2 2 2 | 0.09
1/32 5 4 4 4 4(0.02
1/64 8 8 8 8 8 | 0.004
1/128 17 17 17 16 16 0.0009
1/256 433 34 33 320.0002
1/512 66 57 67 67  63]0.00006
1/1024 97 101 120 130 123 0.00002

Man sieht sehr deutlich die Abhdngigkeit O(s 1), allerdings fiihrt die gleichmdpige
Verteilung der Figenwerte dazu, daf$ die Konvergenz unabhdngig von der Dimension n
ist. Die Figenwerte liegen fiir n — oo dicht in [0,8], ihr Verhdiltnis zueinander wirkt
sich aber offenbar nicht auf die Konvergenz aus.

Bemerkung 4.36 (Berechnung der Frobeniusnorm)
Fir die Frobeniusnorm einer Matrizx M € My (T, Z), root(T) =1 x J, gilt

IMlIp= D > Mz= [ > > Mi= | > Ml

i€l jeJ teL(T) (,5)€t teL(T)

In den nicht zuldssigen Bldttern ist | M|¢||% = 2oGg)et MZQJ zu berechnen, in den zuldssi-
gen Blattern erhdlt man die Frobeniusnorm wie in Abschnitt 2.6.
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5. Komplexitat fiir allgemeine Hierarchien

Die Komplexitit arithmetischer Operationen von #-Matrizen 148t sich unter geringen
Voraussetzungen auf die Komplexitit zur Speicherung der Matrizen zuriickfithren. Zur
Analyse der Komplexitét fiir konkrete Probleme ist also lediglich die Grofle der aufzu-
stellenden Matrix zu bestimmen.

Die Komplexitit werden wir fiir H-Matrizen mit schwachbesetzter Blockstruktur
abschitzen. Im Fall der Multiplikation und Inversion wird zusitzlich noch die Fast-
Idempotenz der Blockstruktur benétigt. Fiir eine grofie Klasse von Partitionierungen
werden wir diese beiden Eigenschaften nachweisen.

Notation 5.1 (L*,£7)
Sei T eine H-Partition und Z eine zugehdrige Zuldssigkeitsbedingung. Dann definieren
wir
Z7Y( zulissig®) N L(T)
Z7Y(micht zulissig®) N L(T)
LT(T,1 Z(
L(T,1 Z(

Y zulissig®) N L(T, 1), i=0,...,pr

o
\./\/E\/
i

L(  micht zulissig“) N L(T,i), i=0,...,pr.

Notation 5.2 (Aufwandskonstanten N,)
Der Aufwand einer Operation O in einer Klasse X zu den Parametern P, ... wird stets
mit Nx o(P1,...) bezeichnet. Den Aufwand zur Speicherung einer n x m-Rk-Matriz bzw.
unstrukturierten vollbesetzten Matriz bezeichnen wir entsprechend mit Ngy. ,(n,m) bzw.
Nrst(n,m) (F steht fir full):

Ngg si(n,m) = k(n+m),

Ngsi(n,m) = nm.
Fiir die Matriz- Vektor- Multiplikation gilt nach Abschnitt 2.2
k(n+m) < NRp.y(n,m) < 2k(n+m),
nm < Npy(n,m) < 2nm.

5.1. Speicherbedarf

Definition 5.3 (Schwachbesetzte Blockstruktur)
Ein aus Ty, Ty gebildeter Hy-Baum T heifit schwachbesetat zur Konstante Csp (,sp“
steht fir sparse), falls

Vie{0,....pr;} VreT®: |[{reTW|7x1 eTW} <y,
Vie{0,...,pr,} V' eTW: {reTW|rx7 eTW} <y,
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Bemerkung 5.4 (Zur Schwachbesetztheit)

Die Bedingungen aus Definition 5.3 lassen sich fir die Standard-Zuldssigkeitsbedingung
Zy vereinfachen. Sei dazu D(T) die die Geometrie der Basisfunktionen zu den Indizes
aus 7 charakterisierende Menge (siehe Abschnitt 3.2.1). Ist o X o' ein Knoten von T, so
kann der Vater-Knoten T X 7' nicht zuldssig sein (fiir minimal zulissige Hx-Baume T).
Ein minimal (bzgl. Z,)) zulissiger Hy-Baum T ist also schwachbesetzt, falls

Vi€ {0,...,pp ¥r e T .
{7_/ = T§Z) <

dist(D(7), D(r")) <

1
;Csp,

min(diam(D(7)), diam(D(7"))) }
21

s = mazimale Zahl der Siéhne eines Knotens ' € Ty, analog fiir T € Ty).

Beispiel 5.5 (Modellproblem)

In dem Modellproblem aus Beispiel 3.13 bestehen die Cluster gerade aus den Indizes
zu Punkten in einem Teilrechteck des Gebietes. Bis auf die Gitterweite h = 1/(n + 1)
liegen die Triger von Knoten-Basisfunktionen (linear/bilinear) zu den Punkten eines
Clusters in der Bounding-Box des Clusters. Fir den Parameter n = \/5(% + h) sind
bzgl. der Standard-Zulissigkeitsbedingung Z, auf einer geraden Stufe genau die Paare
7,7" von Clustern, die sich beriihren, nicht zuldssig, auf einer ungeraden Stufe kommt
in vertikaler Richtung eine Schicht hinzu. In Abbildung 13 ist die Situation fir einen
Cluster T dargestellt. Die Schwachbesetztheit soll bzgl. des Clusters o getestet werden.
Von einer ungeraden zu einer geraden Stufe sind neun Vatercluster mit je zwei Séhnen

nicht zuldssig, also Cgp > 18 hinreichend, andernfalls sind 15 Vatercluster nicht zuldssig,
so daf$ Csp > 30 hinreichend ist.

Abbildung 13: In der Mitte liegt der (dunkle) Cluster 7, um ihn herum die anderen
nicht zuléssigen Cluster derselben Stufe. Die diinnen Linien gehdren zu
den Sohnen. Die Zuldssigkeit soll fiir einen der beiden Séhne o von 7
getestet werden.

Lemma 5.6 (Global geometrisch balancierter Fall)
Wir fizieren eine zu partitionierende Indexmenge I mit dazu gehorenden die Geometrie
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beschreibenden Mengen 7; C R, i € I (sieche Abschnitt 3.2.1). Diese Mengen kinnten
2.B. Dreiecke aus einer Oberflichentriangulation in RY=3 sein. Setze Q) := Uier - 2 sei
in dem Wiirfel mq + [0, H)?® enthalten, mq € R?. Die Mengen 7; seien lokal, d.h. es gibt
ein h € R mit

7 C ™My + [O,B)d,
wobei m; € mq + [0, H)?. Ferner seien die Mengen ; separierbar in dem Sinne, dafl es
ein h € R gibt, so dap fir alle z € R® gilt

‘{iEI|Tiﬂ(a:+[O,h)d)7é@HSCsep.

Dann léft sich ein schwachbesetzter bzgl. Z, zuldssiger H-Baum von I durch geome-
trisch balancierte BSP erzeugen: Setze fir jede Stufe | = 0,1,... und jeden Index j =
Zgzl 2l(d—z)xi’ T; € {0, e ,2l — 1},

Yi = :(;i27lH, i=1,....d, y=(y1,---,Yd),
IV = {iel|mi—mqey+[0,27'H)).

Erkldrung: Auf der Stufe | wird der Wiirfel mq + [0, H)?, der das Gebiet Q enthilt,
n (297 gleichgrofe Wiirfel aufgeteilt. Ein Index i € I gehort zu I](-l), falls der
Mittelpunkt m; in dem j-ten Wiirfel der Stufe l liegt. Die Indizes j werden in der
Form j = Zgzl old=i)z. geschrieben, so daf z; angibt, der wievielte Wiirfel in
der i-ten Koordinatenrichtung gemeint ist. In der folgenden Abbildung sind die
Indizes j zu den Wiirfeln der Stufen 0,1,2 eingetragen:

8| 9| 10 11

12| 13| 14 15

Die Wurzel des H-Baumes T ist I = ISO) und die 2% Sohne eines Knotens I](-l) fr
j= Z?:l 2Ud=) g sind

d
Sty (1) = {I](.,H Y ‘ i =3 2000 gt e (22,205 + 1}} .
=1

Der Hy-Baum T sei der wie in Beispiel 3.26 minimal zuldssige aus 17 gebildete Hy -
Baum. Dann ist T' schwachbesetzt mit der Konstante

vd

Cop:=202L +1)¢, L:= [ 5

=+ (Vd + 47;)52’—1}1—177—1} =0(n™).

69



Die Anzahl der Stufen von T ist fir byin > Csep beschrdnkt durch
H
r < [oea( )|

Beweis: Baumtiefe py: Nach Definition der I D ynd der Voraussetzung an die Sepa-
- J

rabilitidt der Mengen 7; gilt |I](-l)| < Cyep, falls 27'H < h, also falls [ > log,(Z).
Schwachbesetztheit C:

Der Durchmesser von D(I J(-l)) ist wegen der Lokalitéit der 7; beschriinkt durch vd(H2 7!+

h). Der Abstand zweier Mengen D(1 J(-l)), D(IJ(.,l)) wird schichtweise betrachtet:

=

Ly = {DUY)|dist(D(1}), D)) = 0},
Li = {DUIY)|dist(D(I), Li1) = 0} \ Li_y.

Lz

Ly

I

Die Elemente der (i + 1)-ten Schicht haben einen Abstand von mindestens H27'i — 2h
zu D(I{Y). Bs folgt fiir D(I})) € Ly

min(diam(D (")), diam(D(I{}))))
2ndist(D(1\"), D(IY))

VAN

Vd(H2 ' + 1),
2n(H27" — 2h),

\Y

min(diam(D(I{")), diam(D(I}})))) < 2ndist(D(1{"), D(I))
Vd(H27 + 1) < 2n(H2 ' — 2h)
VAH2 ' + (Vd + 4n)h < 2nH2 Y

@nl + (Vd+4n)hH 12y <

T
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(0,0) ©00)

(1.1
. x4 x3 X2 x1 (1.1

Abbildung 14: Das Gitter links ist geometrisch verfeinert und fiir eine Clusterung nicht
geeignet, das rechte Gitter ist lokal uniform und fithrt zu einer schwach-
besetzten #-Matrix.

Setzt man

d —
L:= %n_1+(\/3+4n)h21_1H_1n_1 :

so sind die Elemente bis zur L + 1-ten Schicht die einzigen nicht zuldssigen Cluster, also
(2L + 1)? nicht zuléissige Cluster. Nach Bemerkung 5.4 ist Cy, < 24(2L + 1)%. ]

Beispiel 5.7 (Adaptive Gitter)

Fiir regelmdfige Gitter ist es leicht, einen schwachbesetzten Hy-Baum T zu generieren
(siehe [11], [13] fiir eine explizite Konstruktion). Lokal uniforme Gitter sind (z.B. zur
Adaption an den Rand des Gebietes) in vielen Fillen angebracht und sollen durch die
Voraussetzungen fir die Komplezititsabschdtzungen nicht ausgeschlossen werden. Die
beiden Triangulationen in Abbildung 14 sind zum Ursprung (0,0) hin verfeinert. Das
rechte Gitter besteht aus nicht entarteten FElementen, wdihrend das linke Tensorgitter
Elemente enthdlt, deren Fliche in Relation zum Durchmesser immer kleiner wird.

Der entartete Fall:
Das linke Gitter ist geometrisch graduiert, d.h. die Gitterpunkte ((xi,wj))i‘gnzo ha-
ben die Koordinaten z; := 2'7" firi=1,...,v/n—1 und z./m = 0. Die Paneele in
der unteren Hilfte [0,1] x [0, 5] des Gebietes sind zu keinem anderen Paneel in der
unteren Hilfte zuldssig (diam > %, dist < 1, n < 1) und fihren zu \/n-/n Matri-
zeintrdagen in vollbesetzten Blocken. Die Paneele in den dariberliegenden Streifen
2771279 x[0,27%, i = 1,...,v/n—1, fiihren zu (v/n—i)-(v/n—i) Matrizeintrigen
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in vollbesetzten Blicken. Insgesamt sind O(n%) Eintrdage in vollbesetzten Blicken
zu speichern, so daf der Speicheraufwand nicht mehr logarithmisch-linear ist.

Der gutartige Fall:
In der rechten Triangulation sind die 8 Elemente eines L-Streifens [0,27%]x[0,27¢]\
(0,277 % [0,27%7"] 2u jedem Element in [0,27773] x [0,27°73] zulissig (n = 3),
so dafy hier ein logarithmisch-linearer Speicheraufwand mdglich ist.

Lemma 5.8 (Lokal geometrisch balancierter Fall)
Sei T ein aus T7,T; gebildeter bzgl. der Standard-Zuldssigkeitsbedingung Z, minimal
zuldssiger Hyx-Baum. Die H-Bdume Ty, Ty seien lokal geometrisch balancz’grt mn dem
Sinne, daf8 es eine Konstante Cyq gibt, so daf fir alle i € {0,...,pr},7 € TI(Z),T’ € T}z)
1
dist(D(7), D(1")) < %diam(D(T')) = diam(D(7)) < Cpy diam(D(1")),
1
dist(D(7), D(1")) < %diam(D(T)) = diam(D(7")) < Chy diam(D(7))

gilt (siehe Abbildung 15), und die Cluster seien nicht entartet, d.h. es gibt eine Konstante

Abbildung 15: In der linken Abbildung ist der Abstand von 7 zu 7' im Vergleich zu
6= % mal dem Durchmesser des kleineren Clusters 7/ grof} genug, also
darf 7 beliebig grof} sein. In der rechten Abbildung ist der Abstand nicht
gro genug, also ist 7 hochstens Cpy-mal so grofl wie 7.

E, so dap fiir alle i € {0,...,pr}, T € Tl(i),'r' € Ty) gilt

E|D(r)|

diam(D(T))d,
E|D(r")] '

>
> diam(D(r"))4.

Die Anzahl der Sohne eines Knotens sei durch s beschrdnkt und von den Mengen
7i,0; zur Charakterisierung der Geometrie (definiert in Abschnitt 3.2.1) haben jeweils
héchstens s' einen Durchschnitt mit positivem Majf. Dann ist T mit einer Konstante
Csp = O(n~ %) schwachbesetzt.

72



Beweis: Sei i € {0,...,pr} und 7 € TI(i) (wir beweisen die erste Bedingung von
Definition 5.3, die zweite folgt analog). Nach Bemerkung 5.4 geniigt es, fiir

Mo {T, e T | dist(D(r), D(+')) < min(diam(D(T)),diam(D(T’)))}

2n
|M| < 1C,), zu zeigen. Die Menge teilen wir auf in

M, = {7’ € M |diam(D(r)) > diam(D(r'))},
M, = {7’ € M |diam(D(r)) < diam(D(7'))}.

Sei z das Cebysév-Zentrum von D(7) (Mittelpunkt der kleinsten D(7) enthaltenden
Kugel). Mit K(z,r) bezeichnen wir die abgeschlossene Kugel um z mit Radius 7.

M;: Sei 7' € M;. Der Abstand von D(7) zu D(7') ist nach Definition von M beschrankt
durch %diam(D(T’ )), also folgt

1 1
D(r"YycK:=K |z, §diam(D(7')) + %diam(D(T)) + diam(D(1))
—_———
—_— Abstand in 7’

Abstand in 7 zu = Abstand + — '

Das Volumen der Kugel 148t sich nach oben abschétzen durch
1,..
IK| < ((3+ ;)dlam(D(T)))d.

Weil Ty, T lokal geometrisch balanciert sind, ist diam(D(7')) > G} diam(D(7)).
Es folgt
|D(")| > E~'diam(D(r"))* > E~'C; diam(D(7))*,
also
ID(r')] 2 E™'Cyf (3 + 1/m) K],
so daf} sich in K nur EC{fal(3 + %)d disjunkte Elemente der Grofle der Elemente
von M; befinden kénnen. Nach Voraussetzung ist dann [M;| < s'ECE,(3 + %)d.

My: Sei 71 € M. Weil T1, Ty lokal geometrisch balanciert sind, ist diam(D(7')) <
Cpgdiam(D(7)). Es folgt

1 1
D(7YC K:=K |z, §diam(D(T)) + %diam(D(T)) + Cprdiam(D(T))
—_— Abstand in 7/

Abstand in 7 zu = Abstand + — '

Das Volumen der Kugel 148t sich nach oben abschéitzen durch

K| < ((1+ % + 2C4a)diam(D(7)))¢
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und das von D(7') nach unten durch
|D(")| > E~'diam(D(7"))* > E~'diam(D(7))?,

so daf} sich in K nur E(1+ % +2C}q1)? disjunkte Elemente der GréBe der Elemente
von My befinden kénnen. Nach Voraussetzung ist dann |Ms| < SE(1+ % +2Cha)%.

Bemerkung 5.9 (Voraussetzungen von Lemma 5.8)

Die Voraussetzungen von Lemma 5.8 sind auf Paneel-Ebene (vgl. Beispiel 5.7) notwen-
dig. Fir allgemeinere Clusterungen sind die dritte und vierte Voraussetzung des Lem-
mas allerdings nicht ohne weiteres erfillbar (z.B. bei Oberflichentriangulationen in der
BEM). Fiir den Beweis geniigt es, daf sich in den entsprechenden Kugeln nur O(n=?)
Cluster derselben Stufe befinden kénnen. Eine vertiefte Analyse wiirde den Rahmen dieser
Arbeit sprengen und wird kaum die Vielzahl der in der Prazis auftretenden Triangula-
tionen abdecken. Die Folgerung aus Lemma 5.8 besteht darin, dafl es sinnvoll ist, lokal
geometrisch balanciert zu clustern, und daf$ ein nur lokal uniformes Gitter durchaus zu
einem schwachbesetzten Hy-Baum fiihren kann.

Beispiel 5.10 (Ein adaptives Gitter)

Wir betrachten wieder das in Beispiel 5.7 gegebene und in Abbildung 14 rechts dargestellte
Gitter. Das Gebiet Q = [0,1)2 teilen wir in L-Streifen L; := [0,277]12\ [0,27771]2, j =
0,1,...,n—2, auf und setzen L, := [0,2 " 11]2. Gegeben sei ein Knoten T eines beliebigen
H-Baumes T der Dreiecke (1;)%", in Q, I ={1,...,8n}.

T _1ist nicht entartet:

Sei © € T derart, daff min{j | ; C L;} < min{j | 7 C L;} fiir alle ' € 7 gilt. Dann
ist D(t) C [0,277)? , also diam(D(7)) < v2-277, und |D(7)| > |D(5;)| > £27%.
Zusammen ergibt sich

diam(D(7))? < 2-27% < 32|D(7)|.

T ist lokal geometrisch balanciert: Sei 7' € T und i € 7' derart, daf min{j | 7, C L;} <
min{j | 7 C L;} fiir alle i’ € 7' gilt. Dann ist diam(7') > 277~L1. Der Einfachheit halber
sei vorerst n := 0.5. Ist dist(D(7), D(')) < diam(D(7")), so muf D(r) C [0,277+1]?
gelten, also diam(D(7)) < v/2-277%! < 4y/2diam(7'). Im allgemeineren Fall n < 0.5
folgt aus dist(D(7), D(7")) < %diam(D(T')) nur D(1) C [0,2 711710822712 ynd somit
diam(D(7)) < /2 - 2771 1og2(21) < 4,/2(2n) ' diam(r').

Offenbar erfillt jeder bzgl. Z; minimal zuldssige Hy-Baum T von I X I, in dem die Zahl
der Séhne eines Knotens beschrdinkt ist, die Voraussetzungen von Lemma 5.8, so dafl
die Wahl der Clusterung (kardinalitatsbalanciert, geometrisch balanciert) unabhdingig von
der Schwachbesetztheit des Hy-Baumes ist. Daher scheint es hier vorteilhaft, kardina-
litatsbalanciert zu partitionieren, um die Baumtiefe zu minimieren.
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Lemma 5.11 (Speicheraufwand im schwachbesetzten Fall)
Fiir den Speicheraufwand Ny si(k,T,Z) einer Matriz aus My (T, Z) mit schwachbe-
setztem aus Ty, Ty gebildetem Hy-Baum T und konstantem Rang k gilt:

1
N’H,St(kaTa Z) S |LT|Csp max(k, §bmm)(|I| + |J|)

Beweis:
Nusi(k, T,2) = > Npgglrhlo) + Y. Nesdrl,lo])
TXoELT(T) TXo€L(T)
< DY KDY DY Ko+ Y Irllel
€L TxXo€LF(T ) €L TxXo€LF(T) €L Txo€L(T)
1 1
< Z Z .\T|max(k,§bmm)+.z Z .\a\max(k,ﬁbmm)
€L o€ L(T,i) 1€l Txo€eL(Tyi)
1
< |LrlCapmax(h, 3bimin) (1] + 1),

Bemerkung 5.12 (Was passiert bei unbalancierten H-Bdumen ?)

Unbalancierte H-Bdume zu einer Indexmenge I zeichnen sich dadurch aus, daf ihre
Tiefe micht proportional zu log(|I|) ist, daher sind die bisherigen Voraussetzungen und
Abschatzungen fiir diese H-Bdume nicht relevant. Solche H-Bdume entstehen zum Bei-
spiel bei adaptiven Verfahren durch lokale Verfeinerung. Ein zu Anfang kardinalititsba-
lancierter H-Baum wird nach mehreren lokalen Verfeinerungen unbalanciert. Um nicht
nach jedem einzelnen Verfeinerungsschritt (z.B. eines Elementes der Triangulation) den
H-Baum neu aufzustellen, sucht man nach Kriterien fir die Unbalanciertheit bzw. Aus-
geglichenheit des aktuellen H-Baumes. Prinzipiell miissen hier zwei Anwendungsfelder
unterschieden werden:

Fir die Diskretisierung, Speicherung und Matriz- Vektor- Multiplikation wird in [7] eine
Moglichkeit zur Messung der Balanciertheit in einem adaptiven Schema angegeben.
Dadurch lassen sich neue Freiheitsgrade mit einem Aufwand von O(log(|I])) in die
Matriz einfigen.

Fiir die aufwendigeren Operationen, wie etwa die formatierte Multiplikation und In-
version, ist der Aufwand der Clusterung und Diskretisierung im Verhdltnis eher
gering, daher kann hier stets (unmittelbar vor der Inversion bzw. Multiplikation)
der Baum neu erzeugt werden.

5.2. Auswertung

Lemma 5.13 (Aufwand der Matriz- Vektor-Multiplikation)
Der Aufwand Ny.v(k,T,Z) der Matriz-Vektor-Multiplikation in My (T, Z) laft sich
abschdtzen durch

N'H,St(kaTa Z) < N'}{'V(kaTa Z) < QNH,St(kaTa Z)
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Beweis: Sei root(T) = I x J, M € M3;(T,Z) und v € R”I. Tm Folgenden kiirzen
wir k := k(7,0) ab. Dann gilt

Mv = ( Z (M|T><U)|IXJ)U

TXoEL(T)
= Z (Mrxo)| ™0+ Z (M|rxo)| ™o,
TXoELT(T) Txo€L(T)
NH-V(kaTaz) = Z NRkV(‘Tla‘JD + Z NF-V(|T|5|U|)
TxoeLT(T) TXo€EL™(T)
= > @k(rl+le) —k—lrh+ D (@rl-lol 7))
TxoeLT(T) TxoeL=(T)
> Y, k(rl+le)+ Yo rl-lo|
TxoeLT(T) Txo€eL=(T)
= NH,St(kaTaZ)a
Nuv(k,T,2) = Y @k(rl+lo)—k—|rh+ > @] |o|—=Ir])
TXoELF(T) Txo€L(T)
< D 2%(rl+leh+ D 2o
TXoELF(T) Txo€L(T)

= 2Ny sk, T,2).

Bemerkung 5.14 (Durchfihrung der Auswertung)

Die Komplexitdtsbetrachtungen aus Lemma 5.13 setzen voraus, daf die Blocke einer Ma-
tric M € My (T, Z) zu Blittern aus T direkt vorliegen (z.B. in Form einer Liste oder
eines Arrays). Der zusdtzliche Aufwand durch Suchen in dem Baum T und komplizierte
Speicherung der Blicke wird hier nicht bericksichtigt.

5.3. Bestapproximation, Approximation und hierarchische Approximation

Bemerkung 5.15 (|T'| und |L(T)|)
Die Midchtigkeit eines schwachbesetzten aus Tr, Ty gebildeten Hy-Baumes T Gt sich
abschdatzen durch

pr pr
T =170 < Copmin{|1], ]|} < Cyp(1 + pr) min{|1], | J]}.
1=0 1=0
Nehmen wir fir die Biume Ty, Ty die Bedingung
VieTrUTy: |S(t)] #1

an, so ist |Tr| < 2|I| und |Ty| < 2|J|. In diesem Fall gilt
LT = Y 1<min{)  Cy, Y Cy} <2C,min{|I],]J]}.

TXo€L(T) T€TT o€y
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Lemma 5.16 (Aufwand der Bestapprozimation)
Der Aufwand Ny 3 (k,k',T,Z) der Bestapprozimation einer Matriz aus My (T, Z)
durch eine Matriz aus My (T, Z), k' < k, lafst sich abschditzen durch

Nppo (b, KT, Z) < Y 5(|7] + |o])k(r x 0)® + 23k(T x 0)®.
TXoELT(T)

Fiir konstanten Rang k > 1 gilt
Nysn(k, k', T, Z) < 5kNay 54k, T, Z) + 23K>| L1 (T)]|.

Beweis: Es gilt nach Algorithmus 2.12

N'H—)'H(kak,aTa Z) = Z NR]{;7SVD(|T|5 |U|)
TXoeLT(T)
< > 5k(r x 0)*(I7] + |o]) + 23k(7 x 0)?
TXoeLT(T)

< 5kNaysi(k, T, Z) + 23k3|LT(T)|.

Folgerung 5.17 (Aufwand der Approzimation)

Der Aufwand Ny (s - k,k,T,Z) der Approzimation einer Matriz aus My 51 (T, Z)
durch eine Matriz aus My (T, Z) (s — 1 mal Kiirzen von Rang 2k auf Rang k, siehe
auch Abschnitt 2.5) lafit sich abschatzen durch

Ny sy(s-k,k,T,7) < Z (s — 1)20(|7| + |o])k(T x )% + (s — 1)184k(T X 0)®.
TXoeLT(T)

Fiir konstanten Rang k > 1 gilt
Ny (b, k', T, Z) < (s — 1)20kN3; 50(k, T, Z) + (s — 1)184k3| LT (T)|.

Lemma 5.18 (Aufwand der hierarchischen Approzimation)

Der Aufwand NHaRk(kl’T’ Z) der hierarchischen Approzimation einer Matriz aus
My (T, Z) durch eine Rk-Matriz fir einen schwachbesetzten aus Ty, T; gebil-
deten H-Baum T und konstanten Rang k' lift sich mit s := maxeer|S(t)| und
k := max{k', sk, bpin} abschitzen durch

Ny R (K T, 2) < 5Cop (1 + pr) (11| + | 7)) + 23T

Beweis: Fiir jeden Knoten 7 x 0 € T'\ L(T') ist die Summe aus s Rk-Matrizen auf
Rang k zu kiirzen. Das Kiirzen erfolgt als Bestapproximation in Rk(7 x o) (gekiirzte
SVD, siehe Algorithmus 2.12) und hat eine Komplexitit Ngoi.  Re(7 X o) von

NRsk_ Rk (T X 0) < 5K (|7] + |o]) + 235°K>.
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Fiir zuliissige Blitter 7 x 0 € LT(T) (Rang k') wird die Bestapproximation in Rk(7 x o)
ebenfalls mit der gekiirzten SVD bestimmt:
2 3
Ngy' e (T x o) < 5K (|7| + |o]) + 23K".

Zusammen mit dem Aufwand N  gi(7 X o) < 11(|7|*> 4 |o|®) der Bestapproximation
(Golub-Reinsch SVD, siehe [6]) einer allgemeinen vollbesetzten Matrix in Rk(T X o)
ergibt sich

N, jp(K.T,Z) = > Nppome(Txo)+ Y. N pe(rxo0)
TxoelLt(T) TXoEL™(T)

+ Z NRsk—>Rk(7'x‘7)

Txo€eT\L(T)

S sE(r+ o)+ 23K+ > 11(7P +o]?)
Txoelt(T) Txo€L™(T)

+ ). 5K(|7| + o) + 235%K

Txo€T\L(T)

> smax{k'’®, (sk)?}(|7] +|o])

TXoeT

+23max{k”, (sk)* YT\ L~(D)| + Y 11(7]* + o)
Txo€L(T)

br
S 3" smax{k”, (sk)?}(|7| +|o])

1=0 7 xgeT ()
+23max{k'®, (sk)* HT \ L7 (T)| + 223,,,| L (T))|

pT
S Y 50, max{k, (sk)*}|7]

i=0 TETI(i)
br

+3° 3" 50, max{k’, (sk)?}o]
=0 UETy)

+23|T| max{k’®, (sk)*, b3}

(pr + 1)5Cspk2(|T] + |J|) + 23|T|x5.

IA

IN

VAN

IA

IN

5.4. Addition

Lemma 5.19 (Aufwand der Matriz- Addition)

Der Aufwand Nyg(k,T,Z) der formatierten Addition in My (T, Z) laft sich

abschdtzen durch

Npok,T,2) < > 20(|7| +|o)k(r x 0)? +184k(r x 0)* + > |7[-|o].
TXoELT(T) Txo€L(T)
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Fiir konstanten Rang k > 1 gilt
Nyo(k, T, Z) < 20kNy 54(k, T, Z) + 184Kk*| LT (T)|.
Beweis: Es gilt nach Abschnitt 2.5

NH,@(kaTa Z) = Z NR]{;,@(‘TL‘O’D + Z NF,+(|T|’|J|)
TxoeLt(T) TXoEL™(T)
< > 20k(r x 0)*(|7| +|o]) + 184k(r x o)+ D |7]-|o]
TXoeLT(T) TXoEL(T)
< > 208%(|7|+ o) +184K3 + Y 20k|7| o]
TXoeLT(T) TXoEL™(T)

= 20kNy si(k, T, Z) + 184Kk3| LT (T)|.

Bemerkung 5.20 (Variabler Rang)

Die Addition ist fiir konstanten Rang im wesentlichen mit dem Faktor 20k proportional
zum Speicherbedarf. Wird der Rang in den einzelnen Blicken unterschiedlich gewdhlt, so
wird bei der Addition der Aufwand in den Blicken mit hohem Rang noch verstdrkt. Ist
T schwachbesetzt, die Rangverteilung k konstant und S(t) # 1 fir allet € T, so erhalten
wir aus Lemma 5.11, Bemerkung 5.15 und Lemma 5.19 die Abschdtzung

Nuo(k,T, Z) = O((K*|Lz| + k*) (/1] + |]))-

Ist auf einer Stufe | der Rang k = k(l) und auf allen anderen Stufen k konstant, so
erhdlt man die Abschdtzung

Nue(k,T, Z) = O((K*|Lz| + k*)(|1] + 7)) + Ok (1| + 1)),

so daf k()3 < k?|Lr| zu derselben Komplezititsordnung fiihrt. Ein lineares Anwachsen
k() =b- (pr — 1) fihrt zu einem Aufwand von

Nuo(k, T, Z) = O(b*py(/I| + | J]))

und somit nicht zu einer wesentlichen Ersparnis gegeniiber konstantem Rang k =b- pr.

5.5. Multiplikation

Der Aufwand der Addition und Auswertung lief} sich unmittelbar auf den Speicherbe-
darf zuriickfithren, da alle Blocke der Matrix unabhéingig voneinander betrachtet werden
konnten. In der Multiplikation findet eine Verkniipfung der Blocke einer Zeile mit den
Blocken einer Spalte statt, so daf hier die Verteilung der Blocke innerhalb der Matrix
eine Rolle spielt. Setzt man wieder die Schwachbesetztheit des H-Baumes und zusétzlich
die Fast-Idempotenz voraus, so lifit sich auch fiir die Multiplikation der Aufwand auf
den Speicheraufwand zurtckfiithren.
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Definition 5.21 (Fast idempotent)
FEin aus Tt gebildeter bzgl. Z zuldssiger Hyx -Baum T heifit fast idempotent zur Konstante
Cia, falls fiir jedes Blatt 7 x 7' € L(T) gilt:

‘{UXO’IET-T | O'CT/\O',CTI}‘SCM.

Bemerkung 5.22 (Zur Fast-Idempotenz)
Im Fall C;y = 1 stimmt die Definition der Fast-Idempotenz nicht mit der Idempotenz
iuberein. Es gilt T idempotent = Ci;q = 1, aber nicht umgekehrt:

Im folgenden verwenden wir die Notation 7(?) aus Definition 4.10 fiir die Vorfahren von
7 auf der i-ten Stufe.

Lemma 5.23 (Fast-Idempotenz bei Standard-Zulassigkeitsbedingung)

Sei T ein aus Ty gebildeter bzgl. der Standard-Zuldssigkeitsbedingung Z, zuldssiger Hy -
Baum, s := maxycr |S(t)|. Der H-Baum Tr sei geometrisch verfeinert, d.h. es gebe
Konstanten C1,Cy mit C1Cs < 1, Cy < 1 und

Vi €{0,...,pr, V7 € T¥V; € 0,... i — 1} : diam(D(7)) < C1Cidiam(D(r9))
und er sei lokal geometrisch balanciert, d.h. fir alle i € {0,...,pr}, 7,7 € Tl(i) gelte
dist(D(7), D(1")) < %diam(D(T)) = diam(D(7)) < Cpq - diam(D(7")).
Dann ist T fast idempotent mit der Konstante C;q = max{2byn, s3Cleals_1°gs(C2)_l}.
Beweis: Sei 7 x 7' € L(T,1).

1.Fall: 7 x 7/ ist nicht zuléssig, also |7 X 7| < byip. Dann besitzt 7 x 7/ in T - T' wegen
C1C5 < 1 hochstens 2b,,;, Nachfahren (by,;, Blitter und wegen C1C5 < 1 gehoren
mindestens zwei Knoten zu einem Vater), also geniigt in diesem Fall Cjy > 2b1,.

2.Fall: 7 x 7/ ist zuléssig, also
min{diam(D(7)),diam(D(7"))} < 2ndist(D(7), D(1")).

Die Michtigkeit der Menge M := {o xo' €T -T | o CTAd' C 7'} gilt es ab-
zuschitzen. Sei 0 x 0’ € M und o X ¢/ # 7 x 7'. Nach Definition von T - T gibt
eseing € Ty mit 0 x 6 € T,6 x o € T und weder 7 x 5 noch 6® x 7/ sind
zuléssig. Weil T7 lokal geometrisch balanciert ist, folgt daraus

diam(D(6")) < Cyudiam(D(r))

diam(D(5%)) ; Cyadiam(D(7")).
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Sei j € Nmit o x ¢’ € (T - T)("9). Da T; geometrisch verfeinert wurde, ist
diam(D(5)) < CiCjdiam(D(5™))

< €10} Chy min{diam(D()), diam(D(r'))}

< CiCChundist(D(r), D(7')). (28)

Wir definieren die Umgebungen
U, = {zeR|dist(z,D(7)) < %diSt(D(T),D(TI))} und
1
=dist(D(7), D(7"))}-

Annahme: CngCbal < $min{1, & 37 }- Dann ist diam(D(5)) < xdist(D(7), D(1")),
also U, N D(5) = ) oder U, ﬂ D(c) = 0. Sei 0.B.d.A. U; N D(6) = . Dann

U = {zecR|dist(z,D(r")) <

W

gilt

min{diam(D(c)),diam(D(5))} < diam(D(5))
< % min{diam(D(7)), diam(D(7"))}
(28) 2 p
< —ndist(D(7), D(7"))

3

2ndist(D(5), D(r))
ondist(D(5), D(c)).

Es folgt, daBl o x & zulissig ist. (Ende der Annahme)

Wir erhalten also die Aussage
; 1
C1C5Cha < 3 min{1, 2—} = 0 X & zuléssig
U
und ihre Kontraposition

; 1 1
o X & nicht zuliéissig = C1C)Chy > = min{l, 2—}
n

3

Da die Vorfahren von ¢ x & nicht zuléssig sind (keine Bléitter nach Def. von T'-T'),
gilt fiir n < 0.5:

- 1
C1C ' Cou > 37
) Cy
c) > ;
2 3C1Char
jlogs(Co) > log,(C) —1og,(3C1Char)
j < 1+41og,(3C1Char)log,(C5 1)~

Die Zahl der Nachfahren o X a von 7 x 7' auf j Stufen ist beschrinkt durch s/, so
daB Cjq > $(3C1Cpar)'08s(C> D7 fiir die Fast- Idempotenz geniigend ist.

81



Bemerkung 5.24 (Voraussetzungen fiir Idempotenz)

Die zweite Voraussetzung von Lemma 5.23 (lokal geometrisch balanciert) ist wieder die
gleiche wie in Lemma 5.8 zur Schwachbesetztheit und im allgemeinen leicht erfillbar.
Die erste Bedingung (geometrisch verfeinert) laft sich beim BSP-Algorithmus (Beispiel
3.10) dadurch erreichen, daf8 jeweils nach einigen kardinalititsbalancierten Teilungen
eine geometrisch balancierte Aufteilung vorgenommen wird.

Folgerung 5.25 Ist T schwachbesetzt (Konstante Csp(T')) und fast idempotent (Kon-
stante C;q(T)) , so ist T-T schwachbesetzt mit der Konstante Cs,(T-T) = Ciq(T)?Csp(T).

Beweis: Seii € {0,...,pr,} und 7 € Tl-(i).

Zwischenbehauptung: Zu jedem 7/ € Ty mit 7 x 7/ € (T - T)® existiert ein j € {i —
Cia(T),...,i} mit 70) x 7) ¢ 7).

Beweis der Zwischenbehauptung: Sei 7 x 7/ € (T'-T)®. Ist in der Folge (7() x 7/ (j))j':o
ein Blatt von T enthalten, so folgt die Behauptung aus der Fast-Idempotenz von
T. Ist in der Folge kein Blatt enthalten, so ist 7 x 7/ € T'.

Rest des Beweises: Es gilt

{r x 7' e (T-T)DY < 32790 Cy(T) {7 ) x 7/ € TDY| < Cig(T)2Cap(T). .
Die Aufwandsabschéiitzung fiir die Multiplikation zweier hierarchischer Matrizen teilt sich
in drei Abschnitte auf. Zuerst untersuchen wir die exakte Multiplikation zweier Matrizen
zum selben Baum 77« der Indexmenge I x I. Das Ergebnis liegt nicht mehr in dersel-
ben Klasse von H-Matrizen, kann aber in derselben Struktur mit hoherem Rang pr,, &
dargestellt werden. Danach gilt es, das Ergebnis wieder zur urspriinglichen Klasse mit
Rang k zu konvertieren, so dafl man die bzgl. der Frobeniusnorm bestmdogliche Appro-
ximation in der Klasse erhilt. Zuletzt schitzen wir den Aufwand zur Berechnung bei
approximativer Konvertierung ab, wobei hier das Aufstellen der exakten Produktmatrix
vermieden werden kann (sieche Bemerkung 4.12).

Satz 5.26 (Aufwand der exakten Matriz-Matriz-Multiplikation)

Sei Tt ein H-Baum der Indexmenge I und T ein aus 11 gebildeter bzgl. Z zuldssiger Hy -
Baum. T sei schwachbesetzt und fast idempotent. Die Berechnung des Produktes zweier
Matrizen M,M' € My (T,Z) zu konstantem Rang k in der Darstellung M - M' €
M, i+ (T, Z) hat einen Aufwand von

NS (k,T,Z) < A(pr + 1)Csp max(k, byin) Ny 5¢(k, T, Z)
+HLT (D) 2(pr + 1)(Cia + 1) Copkbiyin
= O(prk)Ny,st(k, T, Z)

und der zur Darstellung nétige Rang ist beschrinkt durch

k < Cig max((pr + 1)Cspka brnin)-
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Beweis: Nach Lemma 4.11, Formel (15), gilt fiir jedes Blatt 7 x 7/ € L(T' - T, 1):

7
(M ’ MI)'TXT’ = Z Z (M|T(j)><7" ’ MI"T'XT’(J')) |T><T’
=0 7€U;

Der Aufwand N%“fg)kt(k, T, Z) wird getrennt abgeschitzt fiir die Berechnung der zuléssi-
gen Blitter (Aufwand NT) in der Darstellung von My ., (7T, Z-Z), der nicht zuléssigen
Bléitter (Aufwand N7) in der Darstellung von My 4., (T - T, Z - Z) und fiir den Darstel-
lungswechsel von My k(T - T, Z - Z) zu My, (T, Z).

1. Zulissige Blitter 7 x 7/ :

Nach Definition der U; und Z - Z ist jeweils 7U) x 7 oder 7 x 7/U9) in (15) ein zuliissi-
ges Blatt von T bzw. T'. Nach Abschnitt 2.3 sind fiir jeden Summanden hochstens k&
Matrix-Vektor-Multiplikationen mit M| ¢, oder (M '|%XT,(J4))T durchzufithren. Sum-
miert iiber die Partition U;":()Uj von J sind hochstens & Matrix-Vektor-Multiplikationen
mit M|« ; und (M'|;4,)T nétig, deren Aufwand nach Lemma 5.13 durch 2k-mal den

Speicheraufwand Nyy_, ; s; von M|y bzw. Nuvj,,.05¢ von (M| 7%+)T beschrinkt ist.

Es folgt
Nt < Z 2kNpy g5t T+ Z 2kNnp), st
rxreLT (T'T) rxrelLT (T-T)
pr pr
= Y Y %Nugas tO D 2kNu, s
=0 rxrre LT (1)) =0 - e LT (T10)

2. Nicht zulissige Blitter 7 x 7/ :

Nach Definition der U; ist jeweils 7() x 7 oder 7 x 7/U) in (15) ein Blatt von 7" baw. T".
Ist das Blatt bzgl. Z zulissig, so sind k Matrix-Vektor-Multiplikationen durchzufithren
und das Ergebnis aufzuaddieren. Ist das Blatt nicht zuldssig, so sind héchstens bn
Matrix-Vektor-Multiplikationen durchzufithren und das Ergebnis aufzuaddieren. Da bei
wenigstens einem Summanden beide Faktoren nicht zuléssig sind (siehe Definition von
Z-Z), folgt |7 x7'| < b2 . . Der Aufwand fiir das Aufaddieren ist pro Blatt also beschréinkt

min”®
durch (pr + 1)|U;|b2,;,, < (pr + 1)Cspb2,;,,- Zusammen erhélt man mit Lemma 5.13
N~ < Z 2max(k, bnin) Ny, o550+

rx7e L7 (1)
Z 2max(k, bmin)NM'\Jw,,St + Z (pr + 1)Cspb$m'n

x7'e L7 (T-T) rx7'e L7 (T-T)

pr
Z Z 2max(k,bmm)NM\T><J,5t +
=0 > e LT(TTi)

IA

pPT
> > 2max(k, bin) Nosr), 50+ 1£7 (T - T)|(pr + 1) Capbiin.-
=0 xrre L7 (TTyi)
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Der Aufwand zur Berechnung von M - M' in My (T - T, Z - Z) ergibt sich aus der
Summe von Nt und N~:

pT
N*t+N- < Z Z Zmax(k,bmin)NM\TxJ,St +
1=0 TXT’Eﬁ(T'Tai)

pr
S > 2max(k,bpn) Napy,, 50+ [£7(T - T)|(pr + 1) Copbliin
i=0 77/ e L(T-T}i)

pr
> 2. 2Csmax(k bnin) Narl oy 50 +
1=0 reT(®

pr
Z Z 2Csp ma.x(k, bmin)NM’|JxT/,St + |,C_ (T ) T)|(pT + 1)Cspb?nin
1=0 7 @)
< (pr +1)2Cs, max(k, byin) Ny se(k, T, 2)  +
(pr + 1)2Csp max(k, bynin) Npg,s¢(k, T, Z) + | £~ (T - T)|(pr + 1)Cspbin
< A(pr +1)Csp max(k, bymin) Nay.st(k, T, Z) + | L7 (T - T)|(pr + 1) CspbZoin-

VAN

3. Darstellungswechsel: Der Darstellungswechsel von My p(T - T,Z - Z) nach
My, i (T, Z) erfolgt in den nicht zuldssigen Bléttern von 7' durch Kopieren (vollbesetzt
— vollbesetzt) bzw. Ausmultiplizieren (Rk— vollbesetzt) und in den zuléssigen Blittern
von T' durch Kopieren () Rk— Rk) bzw. kanonische Rk-Darstellung (siehe 2.7). Der
Rang von M - M’ in den zuldssigen Blittern von My, ., (T - T, Z - Z) ist, da hichstens
(pr + 1)C,p Summanden auftreten, durch (pr + 1)Cypk beschrankt.

Der Aufwand zum Ausmultiplizieren (Rk— vollbesetzt) wird durch

Nausmul < Z 2(pT + 1)Cspkb$m-n
rxrel” (T)
< ‘L* (T)|2(pT + 1)Cspkb72m'n

abgeschitzt und der Gesamtaufwand erfiillt schlielich

NgFSY(k,T,Z) = NT+ N~ 4 Nausmul

4(pr + 1)Csp max(k, byin) Ny 51k, T, Z)
+L(T - T)|(pr + 1) Cipbiin,
+[L7(T)2(pr + 1) Copkbisy,

4(pr + 1)Csp max(k, byin) Ny st (k, T, Z)
+L7(T)[2(pr + 1)(Cia + 1) Cspkbiin-

IN

IA

Bestimmung des Ranges k: Wir wollen nun den Rang k, der zur Darstellung von M - M’
in M%,IE(T’ Z) benétigt wird, bestimmen. Aufgrund der Fast-Idempotenz von T' wissen
wir bereits, dafl ein Blatt von T aus hochstens C;q Blattern von T - T besteht oder in
einem Blatt von T - T enthalten ist. Nicht zulissige Blitter 7 x 7/ € T - T erfiillen (s.o.)
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|7 x 7| < b2, und somit rang((M-M")|,;wr) < bymin. Damit 1i8t sich der zur Darstellung

min
notige Rang abschitzen durch

I:I < Cia max((pT + l)Cspk, bmm).

Folgerung 5.27 (Bestapprozimation und Approzimation)

Sei Tt ein H-Baum der Indexmenge I und T ein aus Ty gebildeter bzgl. Z zuldssiger
Hyx-Baum. T sei schwachbesetzt und fast idempotent. Dann ldfit sich der Aufwand
Nbest NPT der  formatierten Multiplikation (Bestapprozimation/Approzimation) in
My 1 (T, Z) fiir konstanten Rang k abschdtzen durch

NSk T,Z) = OWhk)Nusi(k, T, Z) + O(ppk®)| LH(T)],
NP2 (k, T, Z) = O(prk)Nu,si(k, T, Z) + O(prk®)|C*+(T)|

Beweis: Satz 5.26, Lemma 5.16 und Folgerung 5.17. [

Bemerkung 5.28 (Multiplikation bei verschiedenen Bdumen)

Seien Ty, Ty, Ty H-Biume der Indexmengen I, J,I', T ein aus Ty, Ty gebildeter bzgl. Z
zuliissiger, T ein aus Ty, Ty gebildeter bzgl. Z' zulissiger und T' ein aus Ty, Ty gebildeter
bzgl. Z zulissiger Hy-Baum. T und T' erfillen die Schwachbesetztheitsbedingung

Vie{0,....pn,} VreTP: |[{rx7 eT®}<C,
Vie{0,...,pr,} Vr'eTy: |{frxr e} <0y,
und die Kompatiblitatsbedingung (anlog zur Fast-Idempotenz)
Vr x 7' e L(T) : ‘{O'XO'IET-T’ | O'CT/\O'ICTI}‘ < Ciq-
Dann ist der Aufwand fir die exakte Multiplikation
- s My (T, Z) X My p(T', Z') = My, 1 (T, 2)
beschrdnkt durch

NgFk (k, T, T',T,2,Z',Z) < 2(pr + 1)Csp max(k, byin) (N2,5¢(k, T, Z)
+ Ny 50k, T', 7))
+L(T)[2(pr + 1)(Cig + 1) Cspkblyiy,
= O(prk)(Nys1(k, T, Z) + Ny g4 (k, T", Z"))

und der zur Darstellung nétige Rang ist beschrdinkt durch

k < Cigmax((pr + 1)Cspk, bnin)-
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Satz 5.29 (Aufwand der formatierten Inversion)

Sei Ty ein H-Baum der Indexmenge I und T ein aus TT gebildeter bzgl. Z zuldssiger Hx -
Baum. Die Berechnung der H-Inversen (siehe Abschnitt 4.5.1 bzw. Algorithmus 4.18)
einer Matriz M € My (T, Z) hat einen Aufwand von

N a(k,T,Z) < N2 (k,T, Z).
L0l ) < Nyj'oo( )

Beweis: Zur Inversion einer Untermatrix zu einem Block 7 x 7, S(7) = {01,..., 05},
der zu invertierenden Matrix werden formatierte Multiplikationen und Additionen fiir
die Untermatrizen zu o; X o; durchgefithrt. Wir werden zeigen, dafl diese Operationen
ebenfalls bei der formatierten Multiplikation durchgefithrt werden. Um den Beweis ein-
fach zu gestalten, wird hier nur der Fall eines Bindrbaumes 77 behandelt. Ferner sei
|7 x 7| =1 fiir alle 7 x 7 € L(T). Die Behauptung wird per Induktion iiber die Baum-
tiefe pr bewiesen.

Induktionsanfang: pr = 0. Nach Voraussetzung ist eine 1 x 1 Matrix zu invertieren, und
wir nehmen an, da} der Aufwand derselbe wie zur Multiplikation zweier Zahlen ist.
Induktionsschritt: Zur Multiplikation zweier Matrizen der Struktur

A A ]
A=
[ Ay Ago

wird
AN ©ANL A0 Ay Ap® Ay @ Al © Agp

AOA=
[A21®A11 D Ay © Agr Agg © Ay @ Az © Apo

berechnet, also alle Kombinationen A4;, ® A,; fiir 4, j,v = 1,2. Fiir die Inversion werden
(vgl. Algorithmus 4.18) die Matrizen

Ly = R11®

Hyy = L1 ®Ryp
Riyp := Hyp

Hyy; = —Rp1 O Ry
Ry = R ® Hao
Ly = R © Ly
Ly := R22®

Lyy = —Loo® Ly
Hyy = —Ri120 Ly
Ly = Lin®Hn
L1 = —Ri30 Lo

berechnet. Auch hier treten die Kombinationen 4;, ® A,; fir 4,5,v = 1,2 auf, wobei
anstelle der Diagonal-Multiplikationen ¢ = 5 = v die Inversion fiir die Untermatrizen
durchgefithrt wird, die nach Induktionsvoraussetzung hochstens so aufwendig wie die
Multiplikation ist.
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Im allgemeinen Fall ist die Inversion in den Blidttern nicht notwendigerweise propor-
tional zur Multiplikation (siehe Strassen-Multiplikation in [6]), allerdings wird in den
Abschéitzungen fiir die Multiplikation ein kubischer Aufwand angenommen, so daf} die
Abschitzungen fiir die Multiplikation und die Inversion dieselben sind. Ist der Baum 717
kein Bindrbaum, so iiberzeugt man sich schnell, da} in Algorithmus 4.18 jeweils genau

einmal die Kombinationen A4;, ® A,; fir ¢,7,v = 1,...,s auftreten, wobei anstelle der
Diagonal-Multiplikationen 7 = j = v die Inversionen fiir die Untermatrizen durchgefiihrt
werden. -

5.6. Spektral- und Frobeniusnorm

Lemma 5.30 (Aufwand zur Berechnung der Frobeniusnorm)

Der Aufwand NH;H'HF(k’T’ Z) zur Berechnung der Frobeniusnorm einer Matriz aus
My 1 (T, Z) lGpt sich abschdtzen durch

Nojijo ke, T, 2) < Y7 A7l +[o)k(r x 0)? +2Th(T x 0)*  + D 2l7|-|o].
TxoeLt(T) Txo€L™(T)

Fiir konstanten Rang k > 1 gilt
Nigjjjp (6, T, Z) < 4k Ny 54(k, T, Z) + 2Tk | LT (T)).

Beweis: Es gilt nach Abschnitt 2.6

NH,II-IIF(kaTa Z) = Z NRk,||.||F(‘T|a lo]) + Z NF,||-||F(|T|a o)

TxoeLt(T) TXoEL(T)

< Z 4k(1 % 0)2(|7| + |o]) + 23k(T x 0)3
TXoELT(T)
+ Y 2ol

TxoeL—(T)

< > 4k (|7[+ o)) + 23k(r x 0P+ > 4k|r|-|o]

TXoELT(T) Txo€eL(T)

= 4kNy si(k, T, Z) + 23K | L1 (T)|.

Folgerung 5.31 (Aufwand zur Approxzimation der Spektralnorm)

Der Aufwand zur Approzimation der Spektralnorm einer Matrix M € My, (Trx.1,2)
bis auf einen relativen Fehler von € mit der Vektoriteration aus 4.31 hat einen Aufwand
von

N3 ls.ape (ks Ts Z,€) = O(e ™ (log(min{|1|, | J|}) — log(€)) Na,st(k, Trx s, Z).
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6. Adaptive Arithmetik

Die Betrachtungen aus den vorangegangenen Abschnitten haben sich auf den Fall be-
schrinkt, in dem #H-Bdume 17,77, T« ; und Rangverteilungen k vorgegeben sind und
innerhalb von H-Matrix-Strukturen arithmetische Operationen durchzufiithren sind. Die
Erzeugung des Baumes 77« s 148t sich kanonisch durchfithren, wenn die Baume 77,7
und eine Zuléssigkeitsbedingung gegeben sind. Die Bdume 77,7 sind die mit dem BSP-
Algorithmus erzeugten und liefern im allgemeinen gute Kandidaten zur Konstruktion
der Matrix-Blocke. Die richtige Wahl der Zulissigkeitsbedingung setzt erheblich mehr
Wissen iiber das zugrunde liegende Problem voraus. Im Falle der Diskretisierung von In-
tegralgleichungen leitet sich diese aus der explizit gegebenen Kernfunktion ab, im Falle
der Losung partieller Differentialgleichungen héngt sie von der (unbekannten) Green-
schen Funktion ab. Das wesentliche Verhalten der Greenschen Funktion wird durch die
Singularitdtenfunktion (Fundamentallosung, Kernfunktion bei der Integralgleichungsme-
thode) beschrieben, welche als bekannt angenommen wird. Zur Steuerung der Genauig-
keit der approximativen 7{-Arithmetik bleibt schliefilich die Rangverteilung k. Sie soll
im Folgenden so bestimmt werden, dafi das Ergebnis der durchzufithrenden (approxima-
tiven) arithmetischen Operation eine gewisse vorgegebene Genauigkeit erreicht. Bei der
Approximation einer Matrix aus der Diskretisierung einer Integralgleichung werden in
[2] Methoden zur adaptiven (kanonischen) Rangwahl vorgestellt. Wir wollen nun unter-
suchen, wie die Rangwahl durchgefiithrt werden kann, so da auch bei den Operationen

b, O, © die Rangwahl automatisiert ist.

6.1. Grundlagen

Definition 6.1 (Stufenweise Schwachbesetztheit)
Sei T ein aus 11, Ty gebildeter H-Baum. Dann definieren wir die stufenweisen Schwach-
besetztheitskonstanten als

Cg?::max max|{T eTy|7x71 € LT}, max HreTr|rx7 e L} ].
TET TET

und setzen Cop ==Y cp c

Satz 6.2 (Schranken fir die Spektralnorm)
Sei T ein aus Ty, Ty gebildeter schwachbesetzter H-Baum und M € My (T, Z). Dann
gilt

max | M < M < max || M|¢|2.

nax [Mglla < [|M]l2 < Cgp ZEEL:T Wy [ M]¢]]2

Mit den Schwachbesetztheitskonstanten aus Definition 6.1 gilt die schirfere Abschitzung

M2 <ZC“ o IM\ l2-
leLT
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Beweis: Es gilt fiir eine Matrix A € R™™ mit héchstens C' Eintrégen in jeder Spalte
und Zeile und @ := max; ; |a;;|

I4]l2 < VI[Alh Al < VCaCa < Ca.

Fiir Blockmatrizen A = (Aij)?,ﬁl, A;; € R%™i mit hochstens C von Null verschiedenen

Blocken in jeder Block-Zeile und Block-Spalte erhalten wir das entsprechende Resultat
142 < Cmax || Asjl2, (29)

das im nachfolgenden Hilfssatz bewiesen wird. Wir definieren fiir [ € L

MO, = { M|, fallst € L(T,1)

0 sonst ’ t € L(T).

Dann gilt

IMlla = > MOy <> MO,

IELT leLT

(29)
< Y08 max Ml
t

leLy eL(T,))
< Csp max ||M|t||2
lely te L(T,l)

Beispiel 6.3 (Schirfe der Schranke)
Definiere fir alle n,m € N die n X m-Matriz

1,1
NN
Dann ist ||[Ripmll2 = ||al|2][b]l2 = 1. Sein =2P, p e Nund I := {1,...,n}. Der Baum

Tr sei der in Beispiel 8.12 definierte H-Baum, die Zuldssigkeitsbedingung Z : Tr x Tt —
{ ,zuldssig®, ,nicht zuldssig“} sei definiert durch

T
Ripnm:=ab", a;:=

Z(r,s) = yeuldssig” fallstNs=10
" ,miacht zuldssig®  sonst

und der Hy-Baum Ty sei der aus Ty, Tt gebildete minimal zuldssige Hy-Baum (siehe
Beispiel 3.26). Dann ist Tr«1 genau der in [11, Abschnitt 2.2.2] definierte Baum T und
besitzt die Schwachbesetztheitskonstante Csp = 1.

Sei € € Ryg vorgegeben. Wir definieren die Matrizc M € My (T, Z) durch

Mlrxs = Ry jr| s

fiir alle Bldtter v x s € L(T). Dann gilt nach Satz 6.2 ||M||y < pe. Fiir den Vektor
v =1 rechnet man leicht Mv = pev nach, so dafy | M||2 = pe gilt. In diesem Fall ist die
Schranke fir die Spektralnorm aus Satz 6.2 also die exakte Spektralnorm.
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Hilfssatz 6.4 (Spektralnorm von schwachbesetzten Blockmatrizen)
Seien I,J Mengen, I = Uizl,___,nIi, J = szl,___,mJj und A € R*Y mit der Eigenschaft,
daf

Vi:1,...,n: |{j€{1,...,m}|AIi><Jj#O}|§C,
Vi=1,...,m: HZE{L’”}‘AI@XJ]#OHSC

Dann lgfit sich die Spektralnorm von A abschdtzen durch

[Allz < € max || Alf;x; l2-
i=1,..., n
j=1,..., m

Beweis: Wir definieren die Block-co-Norm fiir z € R/ und y € R! durch

2lloopm = max_flz]s; 2,

=1l,..q

[Ylloopn == max |ly|r2
(] n

=1,..q

und die entsprechende Matrixnorm

|Allcop := max ||Az| copn-
]| 00,b,m =1

Sei z € R/ mit AT Az = || A||2z. Dann gilt

[Alloop = ~max [l Az]locbn

Izl c0,6,m=

= max  max [[(Az)]r ]2
||$||oo,b,m:1 i=1,...,n

m
= max max ZA. x| 7.
||x||oo,b,m—1i:l,...,n”j:1 |I’XJ7 |J’”2

< C A . )
S pax_ max O max Al l2llz];
j=1,..., m
< 0| max IAlngle | (max | wax Jal 1)
v = n

i m [1#]|c0,b,m =1 G=15--sm

.

..... n [1A]1,%7;|l2 und damit

i,..., m
IAl3Nzlloos = AT Az]loop

A" Nloo,p | Alloo 1121100,

02( max IIAIIixJ,-H%) 12l oc,b-
J

IA

IA

i=1,..., n
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6.2. Konvertierung

Gegeben sei eine Matrix M € My (T, Z), T ein aus T7,T; gebildeter H-Baum und
€ € Ryo. Gesucht ist eine Rangverteilung k£ < k und eine Matrix M € M, (T, Z), so
dafl die Approximationseigenschaft

|M — M|y <e (30)

gilt. Offenbar ist dies fiir die triviale Wahl k = k erfiillt, wir suchen also unter allen
k, welche die Bedingung (30) erfiillen, diejenige, welche den Aufwand Ny s:(k, T, Z)
moglichst minimiert. Aus Satz 6.2 wissen wir bereits, daB ||(M — M)|z,x Jill2 < m
eine hinreichende Bedingung ist, so dafl der Rang in einem Block I; x J; so gewéhlt
werden kann (mit Hilfe der gekiirzten Singuldrwertzerlegung 2.12), daf§ diese Bedingung
erfiillt ist.

Folgerung 6.5 (Rangwahl bei der Konvertierung)
Sei T ein aus T1, Ty gebildeter H-Baum, M € My (T, Z). Definiere die Rangverteilung
in den zulissigen Blittern T x 7' € L1(T) durch

. (. €
k(r x 1) == mln{z €{0,.... k(T x T} | (M |rxr) — (M| rser ) pill2 < 5 } .
sp
Dann gilt fir jede Bestapprozimierende My, € My, (T, Z) von M die Approzimations-
eigenschaft (30).

Folgerung 6.6 (Diskretisierung)
Sei T ein aus Ty, Ty gebildeter H-Baum, A € R/, Definiere die Rangverteilung in den
zuldssigen Blittern T x 7' € LY(T) durch

. . . 15
kr x 7) i in {i € (0, minflrl 1D} | 1Al = (e sl < - -

sp

Dann gilt fir jede Bestapprozimierende My € My (T, Z) von M die Approzimations-
eigenschaft (30). Eine Rk-Approzimation von A|;w; kann mit den Methoden aus [2]
erfolgen, die blockweisen Abschitzungen werden dort allerdings nur fir die Frobenius-
norm getroffen, so daf sie zwar fiir die Spektralnorm giiltig, aber nicht scharf sind.

6.3. Addition und Multiplikation

Folgerung 6.7 (Rangwahl bei der Addition)
Sei T ein aus Tr, Ty gebildeter H-Baum, M € My (T, Z), M' € My (T, Z). Definiere
die Rangverteilung in den zulissigen Blittern T x 7' € LT(T) durch

E(r x 7') := max {z € {0, k(r x ) + K'(r x ™)} | 0i((A + B)|rsrr) > Ci Vi= 0}
sp

(o ist der i-te Singuldrwert). Dann gilt fir die formatierte Addition ® : My (T, Z) x

MH,k’ (T, Z) — M?—L,TC(T’ Z)

[(A+B)—(A® B)|2 <e.
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Folgerung 6.8 (Rangwahl bei der Multiplikation)

Sei T ein aus Tr,T; gebildeter H-Baum, T' ein aus Ty, Ty gebildeter H-Baum, M €
My, (T, Z) und M' e Moy i (1", 2").

Dann gilt fir die formatierte Multiplikation (Bestapprozimation) ® : My, (T,Z) x
Moy i (1",2") — M’H,fc (f, Z)

I(A-B) - (A® B[z <,

wobei der Rang k definiert wird durch

F(r x 1) == max{i € {0,..., (k- k)T x )} | 03 ((A- B)|yrr) > Ci Vi= 0} .
sp
Im Falle der Approzimation (siehe Bemerkung 4.12) kann man die Berechnung von
(A - B)|rxs vermeiden, indem vorab die Anzahl der Summanden aus der Darstellung
(15) bestimmt und der zuldssige Gesamtfehler C*L gleichmdpfig auf die Summationen
sp
verteilt wird.

6.4. Inversion

Anders als bei der Addition und Multiplikation kann die Rangwahl bei der Inversion
nicht a posteriori, d.h. nach Berechnung des exakten Ergebnisses, erfolgen. Méchte man

149 -
w < € a priorl
schitzen, so benttigt man Abschitzungen fiir die Norm der Matrix und ihrer Inversen,

die noch nicht bekannt ist.

hingegen den notigen Rang zum Erreichen des relativen Fehlers

Folgerung 6.9 (Schitzung der Spektralnorm der Inversen)

Sei A € R™™ jnvertierbar. Mit Hilfe von Satz 4.31 ermitteln wir eine hinreichend gute
Schitzung © fir © := ||A||;2. Die positiv semidefinite und symmetrische Iterationsma-
triz des Richardson-Verfahrens (siehe [8]) ist MEh := I — ©AT A. Die Matriz AT A
bzw. MgiCh mufl nicht aufgestellt werden, es geniigt die Matriz- Vektor- Multiplikation
durchzufithren. Mit Hilfe von Satz 4.31 bestimmen wir eine hinreichend gute Schdtzung
p fur den griofiten Eigenwert p von MgiCh. Dann gilt

A7 =1 -p) 'O = (1-p)7"6.
Beweis: Gemif [8, Lemma 4.4.1] gilt

p = max{|l — Opin(ATA)|,[1 — ONpaa (AT A)[}
= 1—OMuin(AT A)
= 1 —Olpae(A71A™T)E
= 1-0[4a7 >
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Bemerkung 6.10 (Giite der Schitzung der Spektralnorm der Inversen)
Die Bestimmung von © gendigt fiir vorgegebenes € der Abschdtzung

-1 _ -1
QTTQ—S&

so dafl man den relativen Fehler der Berechnung von ||A~Y||3 abschdtzen kann durch

€
1—¢

|©—-0|< o.
Ein wesentlich gréfieres Problem stellt die Approzimation von (1— p)~! dar. Hier erhdlt
man aus (p — p)/p < € nur die Abschdtzung

1-p)~ ' = (1-p)"
(A=p)" =0 =D"1 P ceondy(A)?,

(1-p)! - (1-p)

so daf bei schlecht konditionierter Matriz A eine erhebliche Fehlerverstirkung auftritt.
Denselben Effekt erzielt man, wenn man etwa aus der Konvergenzrate des Gradienten-
verfahrens Riickschliisse auf die Eigenwerte ziehen mdchte.

Schluffolgerung: Stellt sich bei der Berechnung von p das Verhalten p — 1 ein, so ist
die Schétzung fiir die Spektralnorm von A~1 fehlgeschlagen und A schlecht konditioniert.
In diesem Fall kann man, z.B. mittels der H-Inversion, die Inverse approzimieren und
deren Norm mit Hilfe von Satz 4.31 ausrechnen.

In Bemerkung 4.19 wurde bereits darauf hingewiesen, dal in der GauB-Elimination eine
Fehlerverstarkung um den Faktor n2" méglich wéare. Tritt dieser Fall bei der zu invertie-
renden Matrix A ein, so wird die Inversion unabhéngig von der Rangwahl fehlschlagen.
Nimmt man hingegen an, daf§ die Fehlerverstirkung nur um einen Faktor § 4 unabhingig
von der Hohe des Kiirzungsfehlers erfolgt, so 1dt sich die Approximation mit dem fol-
genden Algorithmus berechnen.

Algorithmus 6.11 (Adaptive zweistufige Inversion)

Gegeben: Eine H-Matriz A € My, T, Z, ein aus Ty, Ty gebildeter H-Baum T und eine
Fehlertoleranz €.

Gesucht: Eine approrimative Inverse A von A mit I — A®A||2 <e.

1. Stufe: Bestimme die stufenweisen Schwachbesetztheitskonstanten Cﬁ) und Csp =
Yer Cglp) sowie die Spektralnorm || Al|2 von A mit Hilfe von Satz 4.31. Setze

€local = ‘S/(CSPHA”?)

Fiihre die formatierte Inversion nach Algorithmus 4.18 in My (T, Z) durch, wo-
bei die Rangverteilung k fir die Matrizen R, L, H gesondert dadurch bestimmt
wird, daf$ bei jeder Kiirzung in einem zuldssigen Blatt der lokale Kiirzungs-
fehler €jpcqr nicht iberschritten wird.
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Ermittle anschliefend den Faktor 64 := ||I — A@A“Q/E der Fehlerverstirkung.

2. Stufe: Fiihre wie in (1.) die Rang-adaptive formatierte Inversion fir €ipcq =

e/(Csp||Al|204) durch (dann hebt sich der zusdtzliche Faktor 1/64 mit der
Fehlerverstirkung um den Faktor 4 gerade weg).

Bemerkung 6.12 (Zur adaptiven Inversion)

Die Voraussetzung, dafi die Fehlerverstirkung in allen Blécken gleichmdf$ig stattfindet,
ist ausgesprochen unrealistisch. Die in der Gauf-Elimination zuerst bearbeiteten Blicke
werden Auswirkungen auf alle nachfolgenden Blicke haben, wdhrend in den zuletzt bear-
beiteten Bldocken keine Fehlerverstdrkung mdglich ist. Die genaue Gewichtung ist jedoch
sehr von der Matriz A abhdngig und soll hier nicht weiter untersucht werden.
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7. Approximationseigenschaft

Fiir die Arithmetik hierarchischer Matrizen haben wir vorausgesetzt, dal sich die zu-
grundeliegenden Matrizen sowie das Ergebnis und etwaige Zwischenergebnisse als H-
Matrizen darstellen lassen. Fiir Differentialoperatoren ist die Darstellbarkeit einfach zu
zeigen, fiir Integraloperatoren wurde sie bereits hinreichend in der Literatur untersucht.
Zum Beweis der Darstellbarkeit der Inversen beschrinken wir uns auf stark elliptische
Differentialoperatoren und glatte Rinder.

7.1. Notwendige und Hinreichende Bedingungen

Sei T ein Hyx-Baum, Z eine Zuléssigkeitsbedingung und k eine Rangverteilung. Zu ap-
proximieren ist eine Matrix M € R™™ durch eine Matrix My € My (T, Z) bis auf
einen Fehler von ¢:

IM — My <e. (31)

Hier sei || - || die Spektral- oder Frobeniusnorm.

Bemerkung 7.1 (Notwendige Bedingung)
Fiir eine Bestapprozimation My von M in der Frobeniusnorm gilt

IM — My|% = S AIMs = (Mloxs)nll%
txse LT(T)

min(|¢}[s[)

= Y Y oMl

txse LT (1) 1=k(txs)+1
und in der Spektralnorm gilt
M = Myl > max |[Mlxs — (Mlexs)nll2
txse L (T)

= max o (M |exs)-
txseLT(T) (bxs)+t e

Eine notwendige Bedingung an die Matrix M fir (81) in der Spektral- oder Frobenius-
norm ist demnach

Vi x s € LHT): Ok(txs)+1 (Mlixs) <e. (32)

Bemerkung 7.2 (Hinreichende Bedingung)
Fiir eine Bestapprozimation My von M in der Frobeniusnorm gilt

min(¢,|s))
IM - My|% = ) > il Mixs)®
thGL-I-(T)i:k(txs)—l—l
min((],s))
< |LH(T)]  max Y ai(Mixs).
txs€LT(T) ;_grxs)+1
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Eine hinreichende Bedingung fir (31) an M wdre

min([¢[,]s)
VixseLHT): Y ai(Mli) S e (33)

i=h(txs)+1 VILHT)]

In der Spektralnorm gilt nach Satz 6.2

IM — Myllz < Cop|Lr|  max  [[M|ixs — (Mlxs)lf2-
txse LT (T)
Hier ist die Bedingung
9
CSP|LT‘

Vix s € LT(T):  opxs)+1(Mlixs) <

hinreichend fir (31).

Bemerkung 7.3 (Lokalitit der Approzimationseigenschaft)

Fiir die Spektralnorm ist die globale Approzimationseigenschaft (31) bis auf den Faktor
Csp|Lr| dquivalent zur lokalen Approzimationseigenschaft (34). Nimmt man ein gleich-
artiges Verhalten der Singuldrwerte in allen zuldssigen Blocken der Matriz an, so ist
(33) dquivalent zu (31). Im folgenden werden wir daher nur noch die lokale Approzima-
tionseigenschaft (32) in den zuldssigen Blicken der Matrizx M untersuchen.

7.2. Fredholmsche Integraloperatoren

Wir fixieren den Operator

K- Ha;c+/a’;c(Qy) — H»BIC(Qm), f—=u, u(x) :2/ 9(z,y) f(y) dy

Qy
der Ordnung ax und eine Diskretisierung K von K, z.B. eine Galerkin-Diskretisierung
mit integrierbaren Basisfunktionen (b;);cr, (b5)jes:

Ky = /Qy/mbi(a:)g(a:,y)bj(y) dxdy, (i,j) €r x s,

eine Kollokationsmethode mit integrierbaren Basisfunktionen (b;);cs und Kollokations-
punkten (z;)ie,:

Kij 3:/ 9(zi,y)bj(y)dx, (i,5) €r x s,
Qg
oder eine Nystrom-Methode mit Gewichten (w;);jes und Stittzstellen (z;)icr, (y;)jes:
Kij == wjg(i,y;),  (i,§) €7 % s.

Die (lokale) Approximationseigenschaft fiir K ist gleichbedeutend damit, daf man eine
Rk-Matrix R € R mit

|IK —Rls<e bzw. ||[K-R|r<c¢
findet.
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Lemma 7.4 (Approzimation entarteter Kerne)
Ist die Kernfunktion g(z,y) auf Qg X Qy durch eine entartete Kernfunktion (ausgeartete
Kernfunktion, Rang-k-Funktion, Funktional-Skeleton)

Zgu 921

bis auf einen relativen Fehler von € approximierbar, d.h.
9(z,y) — g(z,y)| < elg(z,y)l, (35)
so gilt fiir jede Rk-Bestapprorimation R von K im Fall der Nystrom-Methode
|IK — Rl|lr < el K|lF-

Sind die Basisfunktionen b; nichtnegativ (oder nichtpositiv) und ist die Kernfunkti-
on g auf den Trdgern der Basisfunktionen nichtnegativ (oder nichtpositiv), so gilt die
Abschdtzung ebenfalls fiir die Kollokationsmethode und das Galerkinverfahren. Sind nur
die Basisfunktionen nichtnegativ (oder nichtpositiv), so gilt

|K — R||r < €| K||F,
wobei K die entsprechende Diskretisierung von K[f](z fQ lg(z,y)|f(y) dy ist.

Beweis: Definiere den Operator K[f](z fQ (y) dy und die Diskretisierung
K analog zu K. Im Fall der Nystrom—Methode gllt

|Kij — Kij| = |wjllg(zi, y5) — §(xi, y5)| < elw;lg(zi,y;)| = €Kizl

Fiir Basisfunktionen b; und Kernfunktionen g ohne Vorzeichenwechsel auf den jeweiligen
Trigern der Basisfunktionen gilt im Fall der Kollokationsmethode

<e /Q 1b;(9)ll9 i, )| dy = €| K|
Y

|KZJ Kza| = ‘/ ﬂ% ) §(wz~,y))dy

sowie fiir das Galerkin-Verfahren

/ /Q bi(z)(g(z,y) — §(x,y))bj(y) dx dy
/ / z)||g(z,y)||bj(y)|dxdy = €|Kjjl.
e /Yy

|Kij — Kij| =

IA

Besitzen nur die Basisfunktionen b; keine Vorzeichenwechsel, so ist im Fall der Kolloka-
tionsmethode

|Kij — Kij| = ‘/Q bi(y)(9(zi,y) — §(wi,y)) dy| < s/ﬂ bj(W)|lg(zi,y)|dy = eKi;
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und fiir das Galerkin-Verfahren

|Kij — Kij

| bi@)ole) — )b ) dxdy
z v Qy

// Dllgte )by @)l dxdy = <Ky

IN

Beispiel 7.5 (Keine lokale Approzimationseigenschaft)
1. Beispiel: Vorzeichenwechsel bei der Kernfunktion.
Wir betrachten die Kernfunktion

1 z <

g;[o,l]x[O,l]%Ra(W)*’{ -1 z>

N[O

und die Basisfunktion
b1 : [0,1] - Rz 1

Es gilt fiir die Galerkin-Diskretisierung

Ki = / b1 (2)g(z, y)bi () dx dy = 0.
[0,1] J[0,1]
Setzt man .
- 1—-¢ <3
g 0.7 x 0.1 > R ea) > { 17T TS
- 2

so gilt |g(z,y) — §(z,y)| < € =¢€l|g(z,y)| und

Fufn = /[0,1] /[0,1] bi(z)(9(z, y)=g(z, y))br(y) dxdy = /0 1 / Dty

In diesem Fall ist die Abschitzung | K — R||r < ¢||K||r (=0) nicht erfillt.
2. Beispiel: Vorzeichenwechsel bei der Basisfunktion.
Wir betrachten die Kernfunktion

g:[0,1] x[0,1] = R, (z,y) — 1

und die Basisfunktion

(AVARVAN
N0l

ZT
Zz

b1:[0,1]—>Rzr—>{ 1_1

Es gilt fiir die Galerkin-Diskretisierung

R = Ky = / b1 (2)g(z, )by (y) dx dy = 0,
[0,1] J[0,1]
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Setzt man

~ . 1—-¢ z,y
7000 % 0.1 > R -+ { 7 0

< vl
N

v
N

<
1
2
so gilt |g(z,y) — g(z,y)| < € und
. 1
K1 —Kn :/ bi(z)(g9(z,y)—g(z,y))bi(y) dxdy = / / bi(z)eby(y) dxdy = A
[0,1] J[0,1] [0,51710,3]

In diesem Fall ist weder |K — R||r < €|/ K||r noch |[K — R||r < || K||F erfiillt.

Bemerkung 7.6 (Lokale Approximationsaussagen in der Literatur)

Abschdtzungen der Form |K — R|| < ¢||K|| sind fir allgemeine Kernfunktionen und
Ansatzrdaume in der Literatur nicht zu finden. Stattdessen wird hdufig der globale Ap-
prozimationsfehler unter speziellen Voraussetzungen (z.B. explizite Darstellung von g)
abgeschdtzt. In [2, Satz 1.3.8] wird die Abschitzung

1
2

1
2
IK - Rl|lr <e (Z ||li||2) N Al sup  |g(z,y)|

€T JEs (z,y) €02 X2y

hergeleitet (dort wird die Diskretisierung mittels der Funktionale li,l~j verallgemeinert),
in [14, Lemma 3.2] wird

_ . c(0,m) _
=l < inf s — vl -+ O Rl

bewiesen, wobei hier der Operator K durch

KIf)(e) o= | maxlg(e, )| () dy

Q, 2€8y
definiert ist und ||K||ww fiir spezielle Kernfunktionen weiter untersucht wird.

Lemma 7.7 (Approzimation durch entartete Kerne)
Die Kernfunktion g erfille die asymptotische Glattheitsbedingung

V(z,y) € Uy x Qy: |0800g(z,y)| < capllz — yll 71 g(z, ). (36)

Das Gebiet Q2 x Q, sei n-zuldssig, z* das Cebysév-Zentrum von Q, y* das Cebysév-
Zentrum von Q, und (z,y) € Qg x Q. Dann gilt fir die Taylorentwicklung bis zur
Ordnung m

m—1
1
in z*, falls diam(Q,) < diam(§,): g(z,y) = J(x* —x)’00g(z,y)
v|=0
m—1 1
in y*, falls diam(Qy) > diam(y):  g(z,y) := W =) 9yg(z,y")
lv|=0
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die Abschditzung

19(z,y) — §(z )| < max { max cao , max co,ﬁ} "lg(z, ).
la|<m |BI<m

Beweis: [13, Lemma 3.15]

Bemerkung 7.8 (Darstellung bei Addition, Multiplikation und Inversion)

Addition:

Sind fiir zwei Matrizen K1, Ko € R™*® Rk-Approzimationen Ry, Ry mit ||[K; — R1|| <
e|lK1]|, ||[K2—Rzl| < €||K2|| gegeben, so ist R+ Ry eine R2k-Approzimation von Ki+ Ko
mit (K1 + K2) — (R1 + Ro)|| < €(||K1]| + ||K2||). Diese Abschitzung ist allerdings
pessimistisch: Gilt fir g1,g2 die asymptotische Glattheit (36), so erfillt auch g1 + go
diese, so daf$ fiir g1 + go mit demselben Rang die gleiche Approximationsgiite erzielt
werden kann.

Multiplikation:

Sind fiir zwei Matrizen K1 € R Ko € Rt H-Approzimationen Hy, Hy mit ||K; —
H|| < €||Ki||, ||[K2 — Ha|| < €||K2|| gegeben, so ist HiHy eine H-Approzimation von
K1K2 mit

K1 Ky — HiH| <el|Kq|[l| Kzl + el Hill[| Kzl = 2¢]| K ][] K-

Hier erhéht sich der Rang entsprechend Satz 5.26 und der relative Fehler ist fir
|IK1 Ka| =~ || K1 ||| K2|| gleich gut. Sind die zugrundeliegenden Kernfunktionen gi1,g2 auf
zuldssigen Clustern asymptotisch glatt, so erhdlt man aus

K1l lf]) () = / /Q 01(2,1)g2(4, 2) dy f(2) da,

S

::g(I,Z)

allerdings nicht die asymptotische Glattheit von g.

Inversion:

Fiir die Inversion wiirde man Aussagen brauchen, ob sich die inverse Matriz blockweise
durch niedrigen Rang approximieren lift. Dies wdre der Fall, wenn sich die Fintrdge
der Inversen wieder als Diskretisierung eines Integraloperators mit asymptotisch glat-
tem Kern interpretieren liefen. Bislang ist (mir) weder bekannt, ob und unter welchen
Bedingungen sich die Inverse wieder als Integraloperator auffassen lafit, noch ob die
entsprechende Kernfunktion geeignete Glattheitsannahmen erfillt oder durch Rang-k-
Funktionen angendhert werden kann.

7.3. Differentialoperatoren

Sei Q ein beschriinktes Gebiet in RY, T' := 9Q eine C®-Oberfliche und € liege jeweils nur
auf einer Seite von I'. Wir fixieren einen stark elliptischen linearen Differentialoperator
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A der Ordnung 2c4 mit C®-Koeffizienten auf einer offenen Obermenge € von Q und
setzen Existenz und Eindeutigkeit von Losungen des Randwertproblems

Au(z) = f(z) z€9Q, (37)
u(z) =0 z€T (38)

voraus:

VfeL?(Q) Juec H**A(Q):  Au=f, ulr=0,
Vu€ H**A(Q): Au=0 A ulr=0 = u=0.

Ferner sei die Singularititenfunktion s(z,y) (Fundamentallésung, Elementarlosung, in
ilterer Literatur manchmal Greensche Funktion) mit

A / s@y)f)dy = f(z)  Vzed, feCE(),
Q
[ samay =ue)  voedue o)

bekannt.

Bemerkung 7.9 (Darstellbarkeit des diskreten Differentialoperators)

Die Lokalitdt des Differentialoperators A bewirkt, dafi zur Darstellung einer Galerkin-
Diskretisierung A in My (T, Z) ein zulissiger Knoten r x s lediglich die Bedingung
D(r) N D(s) fir die Trager D(X) := Ujex supp ¢; der Basisfunktionen erfillen muf.
Diese Bedingung ist bei der Standard-Zuldssigkeitsbedingung immer erfillt, allgemeine
Zuldssigkeitsbedingungen sollte man entsprechend erginzen. Fir alle zuldssigen Bldtter
r X s gilt

A|7‘><s =0,

also A € My o(T, Z).

Bemerkung 7.10 (Addition und Multiplikation)

Die Addition zweier Matrizen A € My o(T, Z), B € My 1 (T, Z) liegt wieder in derselben
Klasse My (T, Z). Das Produkt aus zwei Matrizen A € My (T, Z), B € My, (T', Z")
mit aus T1, Ty bzw. Tj,Tp gebildeten H-Biumen T, T liegt in My x (T - T, Z) (siehe
Lemma 4.11). Fir T = T' bendtigt man die Idempotenz der Partitionsmultiplikation,
damit das Produkt der Matrizen wieder zu My (T, Z) gehort.

Satz 7.11 (Lésungsdarstellung durch Greensche Funktion)
Es existieren Konstanten Cop und eine kompensierende Kernfunktion g., so daf8 fiir
p:=2a4— |a| —|B|, (z,y) € Q x Q und l(z,y) := dist(z, ") + dist(y,I")

l(z,y)™>@=40) p£d

39
1+ log(—l(wl’y)) p=d. (39)

10207 9c(2,y)| < Cayp {
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und fiir eine Losung u von (87,38), f € L*(Q) und z € Q

u(z) = /Q (5(2,9) — gelz,9)) (v) dy

gilt.
Beweis: [28, VI.,Theorem 4.2]

Definition 7.12 (Erweiterte Standard-Zuldssigkeitsbedingung)

Gegeben seien Indexmengen I und J, H-Bdume 11 von I und Tj von J sowie Mengen
{r; | i € I},{oj | j € J}, deren Elemente Teilmengen des R® sind und die zugrun-
deliegende Geometrie charakterisieren (zum Beispiel Trager von Basisfunktionen oder
Kollokationspunkte). Der Rand T' := 0Q des Gebietes Q sei vorgegeben. Ein Knoten

rx s €Tt ® Ty heifit zum Parameter n absolut zuléssig, falls fir T := J;c, 7 C  und
0 :=U,jes05 CQ
. . . . dist(7,T') + dist(T", 0)
<
min {diam (7) ,diam (0)} < 2p mln{ dist(T, o) (40)

ist. Die erweiterte Standard-Zuldssigkeitsbedingung Zn (zum Parameter 1) ist definiert
als

- | yruldssig® falls v X s absolut zuldssig ist,

In(r x ) = { ynicht zuldssig®  sonst. (41)
Satz 7.13 (Approzimation durch entartete Kerne)
Gegeben sei eine asymptotisch glatte Singularititenfunktion s(z,y) von A:

V(z,y) €T x0: [030)5(x,y)| < Capllz —yl|71* " |s(z, y)I- (42)

Das Gebiet T x O sei absolut zulissig, ©* das Cebysév-Zentrum von T, y* das Cebysév-
Zentrum von 0 und (z,y) € T X 0. Dann gilt fir die Taylorentwicklung von g(z,y) =
s(z,y) — gc(x,y) bis zur Ordnung m

m—1
1
in z*, falls diam(7T) < diam(0): g(z,y) = — (@ — 2)"07g(z", y)
V!
|v|=0
m—1 1
in y*, falls diam(r) > diam(0):  g(z,y) := " —v)"9g(z,y")
lv/=0 "

die Abschdtzung

lg(z,y) — §(z,y)| < Cy™|g(z,y)| + C'n™.
Der Faktor C hdngt von m ab, ist allerdings beschrankt, falls n hinreichend klein ist und
die Faktoren Cqp,Cy g aus der asymptotischen Glattheitsbedingung Coo = O(|a|!) und
Cop = O(B|!) erfillen (fir Coo = O(|a|'C®) erhdlt man die Abschitzung entsprechend
mit (Cn)™ statt n™ ).
Der Faktor C' hingt vom Gebiet Q, der Entwicklungsordnung m und der kompensieren-
den Kernfunktion g. ab.
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Beweis: 0.B.d.A. sei diam(7) < diam(0). Der Restterm der Taylorentwicklung bis
zur Ordnung m erfiillt fiir ein € T

_ L«
9(z,y) —g(z,y)] < —ll=”" — ™ max [679(C, )|
m: |a|:m

1
= lle” =™ max 1075(C,y) + 979:(C, y)

IN

1 1
lle® =™ max 102 s(C )l + —lla” — ]| ‘gllgjgllaﬁgc(é,y)l-

1. Term: Aus der asymptotischen Glattheit von s folgt

|0z 5(C,y)| < CmllC =yl ™™ s(S5 ) (43)

Sei ¢ € T so gewihlt, daB es |s(¢,y)| maximiert. Mit Hilfe von

1s(Cy)| = |s(z, )] = 1s(¢ )| = Is(z, )|
< 1s(¢,y) — s(z,y)|

Mittelw.-Ungl.

— z|| max 9,s(&,
1€ ||£€[€§C] (&)

< Col|¢ — || max [|€ -yl "|s(¢,y)]
écf¢,a]

< Codiam(T)dist(T, )~ Y[s(¢, )]

< 2Can|s(¢,y)|

erhalten wir (fiir hinreichend kleines 7) |s({,v)]
Abschiatzung fiir den relativen Fehler:

o |s(2,)| und damit die

1 m a 1 -
—||* — < lg* = m _ m___ -
le” = ol max 086 )| < e — el CollC — ol )
1 1.1
< S A I m 33 —m
< Cm1_202nm!(2d1am(7')) dist(7,0) ™|s(z,y)|
(O 1
< rr—aaon"ls(@ )l

m! 1 —2Csyn

2. Term: Wir nehmen an, da§ m so grof} ist, dafl p # d gilt (siehe Satz 7.11). Dann folgt

1 . 39 (O . o
ol =l max 1980:(C.y)| S pllat — UG )
Cm 1 : m 2.4 —d—m
< m(idlam(ﬂ) 1, y)“*A
(40)

< C—",lnml(é,y)m"‘*d-
m.
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Gesamt:

Cm

m Cm m 2 4—d

l9(z,y) — §(z,y)| <

Lemma 7.14 (Darstellung der diskreten Inversen)
Die Inverse des Operators A sei in der Darstellung

A f)() = / g(e.9)f(w)dy, e IX(Q),
Q

gegeben. A sei eine Galerkin-Diskretisierung von A mit Lagrange-Basisfunktionen (¢;)7,
zu Knoten ()} :

My = /Q $1(0) b5(v) dy,
Ay = (i Ady) = /Q $1(y) Ad; (y) dy

Dann gilt fir die Eintrage der diskreten Inversen

(AN = A d)](wa),

n

¢j = Z(M_l)llj¢1/’

v=1
wobei I1 : H?*A(Q) — (¢1,- .-, bn) die Galerkin-Projektion
Vie{l,...,n}: (¢, Allu) = (¢;, Au)
fiir Funktionen u € H?**A(Q) ist.
Beweis: Wir setzen 49 := A_1[<;~5j]. Der Vektor u() der Basisdarstellung von (%)

ist ul) = (MY [z;]. Wir zeigen Aull) = ej fir alle j = 1,...,n. Es gilt fur alle

i

ie{l,...,n}k

v=1 v=1
= (¢, ATIAY) = (¢y,AaV)
= Z(M_l)uj(¢ia¢u)

v=1
S

v=1
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Es folgt (A™")yj = (A7 ej)i = u) = (A7 [$;]) () n

Bemerkung 7.15 (Inversion)

Die diskrete Inverse A~ eines stark elliptischen Differentialoperators A auf einem Ge-
biet mit glattem Rand entspricht nach Satz 7.11 und Lemma 7.1} bis auf den Dikreti-
sierungsfehler (durch I1) der Diskretisierung eines Integraloperators mit der Kollokati-
onsmethode: Die Kollokationspunkte sind die Knoten x; der Lagrange-Basisfunktionen
¢; und die Basisfunktionen sind (Js,);;l Es ist zu beachten, daff die Basisfunktionen
qNSZ- nicht lokal sind, so daf$ die fiir die Integraloperatoren giiltigen Approzimationsaussa-
gen hier nicht gelten. Zudem sind die Konstanten fir die asymptotische Glattheit von
dem Gebiet abhdngig und die kompensierende Kernfunktion g. erlaubt keine relativen
Fehlerabschdtzungen bei der Approzimation durch einen entarteten Kern. Die Gebiets-
abhdngigkeit und die erweiterte Standard-Zuldssigkeitsbedingung Z,, sind fir die Block-
Gauf-Elimination zur Inversion zu restriktiv: Nach Bemerkung 4.16, Formel (17), sind
die 1m Laufe des Verfahrens zu approzimierenden Inversen

(RD) ™ = ((4) ™)y

die entsprechenden Inversen von A auf einem Teilgebiet. Eine feinere Clusterung zum
Rand, wie es die erweiterte Zuldssigkeitsbedingung Zn fordert, ist hier nur bedingt
mdaglich, und gebietsabhdngige Konstanten wdren von allen auftretenden Teilgebieten
abhdngig.

In der Prazis zeigt sich ein gegenteiliges Verhalten: Auch bei Gebieten mit vielen
einspringenden FEcken ist die Standard-Zuldssigkeitsbedingung ausreichend und die
Block- Gauf- Elimination zur Inversion liefert anndhernd die Bestapproximation der
Inversen. Selbst springende Koeffizienten im Differentialoperator A erlauben eine
H-Approzimation der Inversen (siehe hierzu Abschnitte 8.2.2 und 8.2.3). Hier ist es
entscheidend, daf$ lediglich eine Approzimation durch niedrigen Rang in den zuldssi-
gen Blocken der Matriz ndétig ist. Der Umweg tber die asymptotische Glattheit der
Greenschen Funktion ist nur zum Beweis der Approzimierbarkeit durch eine gekirzte
Taylorentwicklung erforderlich.

Fiir konkrete Probleme ist eine bessere Kenninis der Konstanten in der Greenschen
Funktion relevant. Differentialoperatoren, deren Koeffizienten gebietsabhdngig sind, er-
fordern eine spezielle Diskretisierung und Clusterung. Da der Einfluf§ des Randes und
somit der kompensierenden Kernfunktion g. vernachlissigbar zu sein scheint, genigt es,
eine Naherung fir die Singularitdtenfunktion zu bestimmen und aus thr die Kriterien
fiir die Clusterung (Zuldssigkeit) abzuleiten.

Beispiel 7.16 (Greensche Funktion auf der Einheitskugel)
Auf der Einheitskugel  := {z € R | ||z||2 < 1} ist die Greensche Funktion des Laplace-
Operators durch

-1

1 41 Y
o) = gelo ~ ol = 1 el -

19ll2 2
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gegeben ([9, Satz 8.8.1]). Die Singularititenfunktion s(z,y) = 2|z —yll " erfillt offen-
bar die asymptotische Glattheitsbedingung. Der Punkt y/||y|l2 liegt auf dem Rand T des
Gebietes und gemdf$ Satz 7.11 erwarten wir ein singuldres Verhalten, falls z,y — T.
Fiir die Ableitungen der Greenschen Funktion gilt

Vm e N: lim dlg(z,y) = 0,
z,y—T 7

so daff am Rand ein besonders ,giinstiges® Verhalten zu beobachten ist.

Beweis: Gegeben seien zwei Funktionen f,h: 2 x Q — R, deren Ableitungen nach z;
durch

amf(xay) = _(47T)2f(‘7"ay)3h($ay)7 (44)
Op;h(z,y) = c(y) (45)

gegeben sind. Per Induktion zeigt man leicht, daf es dann ein Polynom p,, : RxRxR —
R gibt, welches

Oy, f(,y) = pm(f (z,9), h(h,y), c(y)) (46)

erfiillt. Wir zeigen nun, dafl sowohl die Singularitdtenfunktion s als auch die kompensie-
rende Kernfunktion g. die Bedingungen (44) und (45) erfiillen, also fiir dasselbe Polynom
Pm der Ableitungsvorschrift (46) geniigen. Fiir die Singularitdtenfunktion s gilt

Os(,y) = On—

T; A ||£C - y||;1

— —ﬁﬂiﬂ —ylly (@i — i)
= —(4n)%s(z,y)> (x5 — vi)-

Die Funktion (z,y) — (z; — y;) erfullt (45) mit ¢(y) = 1. Fiir die kompensierende
Kernfunktion g, gilt

1 —11—1
Ouige(®,y) = Oui|=llyll = wllwllz ||
1 _1n—3 _
= —EHﬂUHsz—yllszng lyll2(zillylla — willylls 1),

und die Funktion (z,y) — |lyll2(zsllyllz — illyllz ") erfiillt (45) mit c(y) = [ly[|3. Damit
erhalten wir

lim 9;7g(r,y) = lim 0y s(w,y) — lim 9;7gc(,y)
y—I y—T y—T
= lim pr(s(2,y), % — ¥i, 1) — im pm(ge(@, ), lyll2(zillyllz — willylla ™), Ilyll3)
y—T y—I
= lim pm(s(xay)axi - Yi, 1) — lim pm(s(x,y),a:i — Y4 1)
y—T y—T
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8. Anwendungen

Die Anwendungen und numerischen Tests zu hierarchischen Matrizen gliedern sich in
drei Teile: Zuerst fithren wir fiir ein Referenzproblem, das Einfachschichtpotential, ei-
ne Approximation durch eine H-Matrix durch. Die Kernfunktion und ihre Ableitungen
sind explizit gegeben, entsprechend sind die Konstanten aus den Abschitzungen fiir
die Approximationseigenschaft bekannt. Die Auswirkungen der Parameterwahl fiir die
Standard-Zuléssigkeitsbedingung (Z,) und fiir die Rangverteilung (k) sind hier zu sehen.
Als zweites wird die Inversion von Matrizen, die aus der Diskretisierung partieller Diffe-
rentialgleichungen stammen, untersucht. Die Singularitdtenfunktion s und die kompen-
sierende Kernfunktion g, werden nicht als bekannt vorausgesetzt.

Zuletzt werden wir die H-Matrix-Arithmetik zur Auflésung von Matrixgleichungen ver-
wenden und den Einfluf} der approximativen Arithmetik auf die Losungsverfahren stu-
dieren.

8.1. Referenzproblem: Einfachschichtpotential

Sei Q:= {r € R? | ||z||2 < 1} und T := 99. Der Operator zum Einfachschichtpotential
K : L*T) — Cc),

1 fly
KI/7)(x) Y

= dr
am Jrllz =yl 7

wird mit der Kollokationsmethode diskretisiert:

K : R >R,
1 b;
Ky = — _bily) dr, .

Ar Jr =i — yll2
Als Basis (bj);-lzl wihlen wir die charakteristischen Funktionen auf Dreiecken (regelmifBi-
ge Oberflachentriangulation von I') und als Kollokationspunkte (z;)?"_; die Mittelpunkte
der Dreiecke. Der Cluster-Baum 77 zur Indexmenge I = {1,...,n} wird mit dem BSP-
Algorithmus kardinalitdtsbalanciert erzeugt und T' ist der minimal aus 77,77 gebildete
Hy-Baum.

8.1.1. Approximation der Kernfunktion durch eine Taylorentwicklung

Die Kernfunktion s(z,y) = ||z; — y|l; wird auf bzgl. der Standard-Zulsssigkeitsbe-
dingung Z,, zuléssigen Mengenprodukten 7 x 0 durch ihre Taylorentwicklung bis zur
Ordnung m = 1,2,3,4 ersetzt, was einem Rang von k£ = 1,4,10,20 entspricht. In
Abbildung 16 sind die relativen Approximationsfehler der Bestapproximation Ky €
My (T, Z,) und der Taylor-Approximation Kt € My (T, Z,) fir n € {0.5,0.8} und
n € {2048,8192} dargestellt. Die Abhéngigkeit von n™ (siche Lemma 7.7) ist nur schwach
zu erkennen: Die Approximation ist wesentlich besser als es die Theorie vorhersagt, es
scheint so, als sei n wesentlich kleiner gewahlt. Im Fall der Taylor-Approximation kénnte
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man 7 = 0.25 vermuten. Der Grund dafiir, dal n kleiner zu sein scheint ist der, daf} nicht

alle zuldssigen Blocke die Zuldssigkeitsbedingung scharf erfiillen.

Die Approximation durch Ersetzen der Kernfunktion durch ihre Taylorentwicklung bis
zur Ordnung m ist sehr viel schlechter als die Bestapproximation. Eine alternative Vor-
gehensweise zur Bestimmung der Rk-Matrizen in den zulidssigen Blocken wird in [2]

vorgestellt.

n=2048 n=2048

= |5 — K2 | K — K|l - [|K— K2
n=8 | IR, "R T =8 "RL
m=1 4.9.10~ — 1.2.10~ — m=1 — 1.3-10~ —
m=2 8.5107°% .017 3.5.1072 .29 m=2 .0068 1.7-1073 .13
m=3 2.710°7 .003 7.5107% 21 m=3 .0007 2.6.107% .15
m=4 3.710710 001 1.710°% .23 m=4 .0006 3.9.10°% .15
n=8192 n=8192

— 1K — K32 |[K—Krl2 ? _ ? [|[K—Krl2 ?
n=-8 : n? [, 7 M=-5 LA g
m=1 5.1.107 —  3.510” — m=1 — 2.3-10” —
m=2 9.0.07% .018 3.5.1078 .10 m=2 0072 1.7-1073 .07
m=3 2.6.107 .003 7.8107% .22 m=3 .0006 3.0.107* 18
m=4 4.2.10710 002 1.8107% .23 m=4 .0006 4.9.107° .16

Abbildung 16: Approximation der Kollokationsmatrix K des Einfachschichtpotentials
durch eine H-Matrix K3 (Bestapproximation) und durch die mit der
Taylorentwicklung der Kernfunktion entstehende -Matrix K. Uber den
Tabellen sind die H-Matrix-Strukturen fiir n = 0.8 bzw. n = 0.5 und n =
2048 Freiheitsgrade abgebildet (nicht zulissige Blocke sind rot/dunkel).



8.1.2. Dirichlet-Randwertaufgabe als Integralgleichung 1. Art fiir das
Einfachschichtpotential

Ist f integrierbar, so geniigt Kq[f] mit
Ko : L®(T) — C(Q),
Kalfw) = o [ LV

— [ LY _gr,,
dr Jrllz —ylla 7

nach [10, Lemma 8.1.3] der Potentialgleichung (Laplace-Gleichung)
— A Kolf] = —(8% + 95 + &) Kalf] = 0 (47)

in Q. Unter allen Belegungen f, deren Einfachschichtpotential Kq[f] die Laplace-
Gleichung 16st, suchen wir diejenige, welche die Dirichlet-Randbedingung

Klfl(z) = ¢(z), =z €T, (48)

fiir ein vorgegebenes ¢ € C?(I) erfiillt. GemiB [10, Satz 8.1.22] existiert eine Losung
f € CYT) von (48), die nach [10, Satz 8.1.20] auBerdem eindeutig ist. Die iiber die
‘H-Inverse gewonnene Niherungslosung

n

fla) = Z(K@U)ibi(x)a v; == ¢(5),

i=1

kann in die H-Approximation Kq 3, des Operators Kq eingesetzt werden und liefert eine

Approximation Kq y[f] fiir die Dirichlet-Randwertaufgabe (47,48).
Die Approximation von K durch eine Matrix Kgp, € My (T, Z) wurde im vorigen Ab-

schnitt untersucht. Die approximative Inverse Kam@ von K, erfiillt die Abschitzung
11— Kapw@' Kl = |[I- Kapw®Kapw + Kapﬂﬂ@(Kapw — K2

I = Kapa OKapol + | Kapa (K apa — K)o

< N = KapeOKoapallo + 1 Kape — K ol Kapa -

IA

Der Inversionsfehler |I — Kam@KapmHz sollte also in der Gréflenordnung von

| Kape — K||2||Kapm@||2 liegen. Wir berechnen die Inverse von Kt und Ky aus
dem vorigen Abschnitt mit der Block-GauB-Elimination (Abschnitt 4.5.1) in My x(T,Z)
fiir zunehmenden Rang k, jeweils beginnend mit dem zur Approximation von K
benutzten Rang. Die Ergebnisse sind in Abbildung 17 fiir n € {2048,8192} und n = 0.8
zu sehen. Fiir die Bestapproximation sollte der Rang zur Inversion um eins héher als zur
Diskretisierung gewihlt werden, im Fall der Taylor-Approximation kann derselbe Rang
verwendet werden. Bis zu dem durch die Approximation der Matrix K entstandenen
Fehler gpy := || Kops — K ||2||Kapz®||2 lassen sich die Inversen offenbar als H-Matrizen
darstellen.

Um das Verhalten der Singuldrwerte in den zuléissigen Blocken genauer zu sehen, sind
fiir n = 2048, m = 3,k = 20 und n = 0.8 die Singulirwerte des Blockes mit dem gréfiten
k-ten Singuldrwert in Abbildung 18 dargestellt.
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vl k+1 k42 |6y " |k k+1 k42 |6r

m=1 1.207% 5.7107' 1.7007' | 54107 m=1 1.2107% 9.3.007' 861071 | 291070
m=2 1.2.1072 4.5.107% 241073 | 9.2.107% m=2 1.3.1071 1.3.107! 1.3.07! | 3.9.107¢
m=3 1.110% 1.2007% 1.210°{2910% m=3 25102 28102 281028010 2
m=4 3.0107% 1.910® 19108 |4010% m=4 821073 871073 871072 |1.81072
"o |k E+1 k42 |6y " |k k+1 k42 |or

m=1 37109 21100 5710|1110 % m=1 34109 20100 191070 |77 °
m=2 33102 15102 4910220102 m=2 2710 2.710' 2610 | 77107t
m=3 3.1107% 2310% 1.8107%|5810°% m=3 391072 431072 381072 |1.7107"
m=4 521078 3.2107% 3.0107%[9.2107% m=4 141072 1.31072 1.3.1072 | 4.0.1072

Abbildung 17: Approximation der Inversen der Kollokationsmatrix K des Einfach-
schichtpotentials durch eine #H-Matrix Kapw@. Der durch die Diskreti-
sierung entstandene Fehler ist 04y := || K — Kap$||2||Kap$®||2, der Inver-
sionsfehler ist €apy 1= || — Kape 2+ Ko

= —t1e2 = _\_\_‘_\_\_b‘—\\‘_\\‘; T

Abbildung 18: Ein Block aus der Approximation der Inversen der Kollokationsmatrix K
des Einfachschichtpotentials durch eine H-Matrix Kapm@, links fiir die
Bestapproximation und rechts fiir die Taylor-Approximation. Aufgetra-
gen sind die 20 Singulidrwerte des Blockes in logarithmischer Skala, die
Parameter sind n = 0.8, m = 3,k = 20 und n = 2048.

8.2. Partielle Differentialgleichungen

Die Approximation von Matrizen, die aus der Diskretisierung von Integralgleichungen
mit asymptotisch glatten Kernfunktionen stammen, wurde im letzten Abschnitt nume-
risch getestet und ist durch die Theorie in Abschnitt 7.2 bereits hinreichend fundiert.
Die Tests dienen als Referenz fiir die in diesem Abschnitt zu untersuchenden Inversen
von linearen partiellen Differentialgleichungen.

Das erste Modellproblem wird die Poisson-Gleichung auf dem Einheitsquadrat sein. Fiir
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die Singularitétenfunktion s ist die Standard-Zuléssigkeitsbedingung Z, zwar geeignet,
aus Abschnitt 7.3 erhalten wir allerdings nur Aussagen fiir die erweiterte Standard-
Zulissigkeitsbedingung Zn, die sich nicht mit der Block-GauB-Elimination zur Inversion
vereinbaren 148t. Die numerischen Tests werden zeigen, dafl die Standard-Zuléssigkeits-
bedingung fiir die Approximationseigenschaft ausreicht.

Das Modellproblem wird anschlieend in zwei Richtungen verallgemeinert:

e Das Einheitsquadrat wird durch einen Stern ersetzt und die Triangulation wird zu
den Ecken hin stark verfeinert. Dadurch zeigt sich, welchen Einflu} die durch den
Rand erzeugten Greenschen Funktionen auf die Darstellbarkeit haben.

e Der Laplace-Operator wird durch einen Operator mit nicht konstanten (sprin-
genden) Koeffizienten ersetzt. Die Singularitdtenfunktion ist nicht bekannt, so
daB auch die passende Zulissigkeitsbedingung nicht angegeben werden kann. Hier
werden wir die adaptive Arithmetik aus Abschnitt 6 benutzen, um die ,,falsche®
Zuldssigkeitsbedingung Z, des Laplace-Operators durch lokal héheren Rang zu
kompensieren.

8.2.1. Das Modellproblem: Poisson-Gleichung

Die Poisson-Gleichung

—Au = f in €,
u = 0 auf I' := 002

soll fiir verschiedene (hinreichend glatte) rechte Seiten f auf dem Einheitsquadrat Q :=
[0,1]% gelést werden (vgl. Problem 4.23). Eine Finite-Elemente-Diskretisierung wie in
Problem 4.24 durch lokale Basisfunktionen zu einer regelmifligen Triangulation von €2
fithrt zu der Aufgabe, die (schwachbesetzte) Matrix

Ay = / (Ve V), ijel
Q

zu invertieren. Die Clusterung der Indexmenge I = {1,...n} erfolgt kardinalitdtsba-
lanciert mit dem BSP-Algorithmus (Beispiel 3.10). Der Hy-Baum 7 ist der minimal
aus dem Clusterbaum erzeugte H,-Baum (Beispiel 3.26), wobei wir hier die Standard-
Zuléssigkeitsbedingung Z,,n = 0.8, (Abschnitt 3.2.1) und by, := 32% zugrundelegen. In

Abbildung 19 (links) sind die relativen Fehler ||I — A@A||2 fiir die formatierte Inversion
(mit der Block-GauB-Elimination aus Abschnitt 4.5.1) in My, (T, Z,) fiir zunehmenden
Rang k£ und Problemgréfie n zu sehen. In den Tabellen 21 (links) und 22 (rechts) sind
die Zeiten zur Inversion der (schwachbesetzten) Matrix und fiir die Durchfiihrung einer
Matrix-Vektor-Multiplikation (mit der nicht schwachbesetzten Inversen) angegeben. Der
Speicherverbrauch fiir eine einzelne H-Matrix ist in Tabelle 20 (rechts) wiedergegeben.
Zur Auflésung eines linearen Gleichungssystems der Form Az = b gibt es zwei unter-
schiedliche Ansétze. Zum einen kann die H-Inverse A0 so genau bestimmt werden, dafl
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Anzahl Freiheitsgrade n
k| 322 642 1282 2562 5122 Quotient
1 521070 211070 7.61070 240! 4.9.01! 2.0
2 351072 3510 ! 2010% 82107% 24.10H 2.9
3 491073  3.1.1072 2.0107! 1.1.107% 5.1107° 4.6
4 11102  9.1.1073 51102 2710 ! 12109 4.4
5 2.2007%  7.2107%  4.5107% 231072 1.0107! 4.3
6 451075 2.710~% 1.5107% 7.9.1073
7 64106 3.1.107° 1.71007% 1.1.1073
8 2.4.106 2.1.1075 1.2107% 6.4.107%
9 | 68107 4.610% 2.010° 9.6107°
10 | 291077  4.110% 1.9107% 8.0107°
15 | 8.4.1071 5410710 22107% 281078

Abbildung 19: Relativer Fehler ||I —A®A||2 zur Approximation der Inversen des Laplace-
Operators mit Rang k& und n Freiheitsgraden auf dem Einheitsquadrat.

Anzahl Freiheitsgrade n
E | 322 642 1282 2562 5122 Quotient
1 3.010t% 1.610t! 7410 3.31072 1.5.1073 4.5
2 321010 1.810171 9110t 421072 1.9.1073 4.5
3 341079 2.110™t 1.110%%2 511072 241013 4.7
4 3.7101% 231071 1.21072 6.0.1072  2.8.1073 4.7
5 4.010t% 261071 1.4107% 6.9.1072 3.3.1073 4.8
6 421010 2810t 1.6.1072 7.8.1072
7 451010 3100t 1.7.2072  8.7.1072
8 | 4.7101% 3310t 1.91072 9.6.1072
9 5.0107%  3.6.071  2.0.10t2  1.0-1013
10 | 5.210t%  3.810t! 221072 1.1.10%3
15 | 6.4107% 5.1.071  3.010t2 1.6.101°

Abbildung 20: Speicherverbrauch (in 10242 Byte) einer n x n-#H-Matrix mit Rang k.

die Differenz der approximativen Losung A% gur Losung A~'b in der GréBenordnung
des durch die Finite-Elemente-Methode entstandenen Diskretisierungsfehlers liegt. Zum

anderen kann eine approximative Inverse A0 als Tterationsmatrix eines linearen Iterati-
onsverfahrens (siehe [8])

o=t — A@(A:vi —b), 20 :=0,

verwendet werden. Die Konvergenzrate des Verfahrens ist mindestens || — A®A||2, &)
daB im Fall || — A®A||2 < 0.1 bereits nach wenigen Schritten die Maschinengenauigkeit
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Anzahl Freiheitsgrade n
k| 32? 642 1282 2562 5122 Quotient
1 9.3.101%  6.81071 4.31072 1.9.107 9.3.1073 4.9
2 | 97101 8.0.107"  5.01012 271073 1410 5.2
3 1.1.10tY  9.7101"  6.4101% 3.7107%  2.010T* 5.4
4 1.2.00t1  1.2.00%2 831072 51107 2.6.10T 5.1
5 | 1.310™ 140" 1.1107% 6.6.107% 3.5.10™ 5.3
6 1410 1.7.1072  1.3.407% 8.2.1013
7 | 1.610™  2.0072 1.6.073 9.9.10%3
8 1.70071  2.20072  1.8101% 1.2.10H
9 1.810t" 241012 20107 1.3.10™*
10 | 1.9.207"  2.6.072  2.42013  1.5.01*
15 | 2.110t"  3.2.10t%2  3.00T%  2.1.101*

Abbildung 21: Bendétigte Zeit (in Sekunden) zur Berechnung der H-Inversen des Laplace-
Operators mit Rang k& und n Freiheitsgraden auf dem Einheitsquadrat
(CPU: UltraSPARC 250 MHz).

Anzahl Freiheitsgrade n
k| 322 642 1282 2562 5122 Quotient
1 2.71072 1.5107" 6.9107' 3.010™° 1.4.10™! 4.7
2 291072 1.710! 81a07! 3.91070 1.7.10M 4.4
3 321072 1810! 971071 471010 2.1.0H 4.5
4 341072 21107! 1.1107% 5.7101% 2.4.10H 4.2
5 35102 22101 1.210° 641070 3410t 5.3
6 | 37102 261! 1.310°% 6.6
7 39102 2710 ! 1.410°% 7310
8 411072 2810 ! 1.610° 8210
9 431072 3010 ! 1.7107° 84.10M°
10 | 4.5.072 3.3107! 1.8107% 8.9.101°
15 | 5.00072 3.9207' 231079 1.2.407!

Abbildung 22: Benotigte Zeit (in Sekunden) zur Durchfithrung einer Matrix-Vektor-
Multiplikation fiir eine n x n-H-Matrix mit Rang k¥ (CPU: UltraSPARC
250 MHz).

erreicht wird.

8.2.2. Ein nicht uniformes Gitter

Die Poisson-Gleichung aus dem vorigen Abschnitt wollen wir jetzt auf dem in Abbildung
23 dargestellten Gebiet 16sen. Die Gittergenerierung erfolgt durch Verfeinerung zu den
Eckpunkten und regelméflige Verfeinerung. Der erste Verfeinerungsschritt ist in Abbil-
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boundingbox: (0.125,0.123) <--> (0.875,0.873) level: 0 boundingbox: (0.106,0.104) <--> (0.894,0.892) level: 0
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Abbildung 23: Die Triangulation des Sterngebietes ist links zu sehen. Das einmal lokal zu
den 8 spitzen Ecken und anschlieflend global verfeinerte Gitter ist rechts
zu sehen.

dung 23 (rechts) zu sehen. H-Baum und #x-Baum werden wie im vorigen Abschnitt
erzeugt, der Parameter fiir die Zuléssigkeit ist n = 0.8 und die minimale Blockgrofie
ist bin = 322. in Abbildung 24 ist die Matrixpartition zu dem minimal aus dem
BSP-H-Baum der Indexmenge I = {1,...,n} erzeugten Hy-Baum zu sehen. Fiir n €
{1280, 5456, 22256, 89648} Freiheitsgrade und Rang k € {1, 3,5, 10} erhalten wir die fol-

genden relativen Fehler ||I — A®A||2 bei der Inversion der Matrix A:
| n=1280 n=5456 n=22256 n = 89648

k=1 2.6.1072 3.3.107! 2.1.107° 8.0.107°
k=3 4.5.107% 9.6.1073 3.2.1072 2.2.1071
k=5 1.4.1076 1.8.107% 1.3.1073 1.1.1072
k=10 | 8.7.1071® 2.8.1078 9.7.1077 1.1.107°

Offenbar 148t sich im Vergleich zum Problem auf dem Einheitsquadrat eine wesentlich
bessere Approximation erzielen (vgl. Tabelle 19 (links)). Der Aufwand zur Inversion liegt
fiir n = 89648 Freiheitsgrade und Rang k = 1 bei 3.1.107® Sekunden, also nur geringfiigig
iiber dem entsprechenden Aufwand fiir das Problem auf dem Einheitsquadrat.

8.2.3. Eine Bilinearform mit nicht konstanten Koeffizienten
Wir betrachten die Differentialgleichung

—dive(z)Vu(z) = f(z), z €Q,
u = 0 auf I' := 09,
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Abbildung 24: Die Matrixpartition fiir n = 1280 und n = 5456 Freiheitsgrade zum
Sterngebiet mit lokaler Verfeinerung.

mit einer Funktion o : R? — Rsg auf dem Gebiet Q := [0,1]?, deren Funktionswerte
dem folgenden Bild zu entnehmen sind:

ot 0.01 |z+4+y—1|<0.05v
=100 (0.1 < |(2,9)ll <0.2) A ([z —y| > 0.05)
y o(z,y) =< 100 |z —y| < 0.05V
(03 < l|(z,y)ll < 04) A (|2 +y — 1| > 0.05)
1 sonst.

Eine Finite-Elemente-Diskretisierung wie in Problem 4.24 durch lokale Basisfunktionen
zu einer regelméfigen Triangulation von Q fiithrt zu der Aufgabe, die (schwachbesetzte)
Matrix

Ay [ a@)(Vo(@). Vouta) ax, iiel

zu invertieren. Die Clusterung der Indexmenge I = {1,...n} und Partitionierung der
Matrix erfolgt wie in Abschnitt 8.2.1 zur Standard-Zuléssigkeitsbedingung Z,. Die rela-

tiven Fehler ||I — A®A||2 zur Approximation der Inversen A~! von A mit konstantem
Rang k in jedem zulissigen Block sind in Abbildung 25 fiir n € {32%,642,1282, 2562}
aufgefiihrt. Offenbar erhilt man eine Approximationsgiite von ||I — A@A||2 ~ 1-0.26",
also dasselbe Ergebnis wie im Fall eines Differentialoperators mit glatten Koeffizien-
ten. Dieses Ergebnis beruht nicht darauf, dafl o in groflen Teilen des Gebietes konstant
ist, denn auch fiir stochastisch verteiltes o erhilt man (in diesem Modellfall) dhnliche
Resultate.

115



Anzahl Freiheitsgrade n

k | 322 642 1282 2562

1 3.5.101! 1.1.10t2  3.1.40t%2  9.5.40712
2 2.4.107%  1.7.40H! 1.3.1072  4.3.1012
3 6.0.1071 3.9.107° 1.3.1011  5.4.10H!
4 9.4.102 1.0107° 3410 % 1.0t
5 [ 26102 281! 7610' 6610°
6 111073 77102 2810 ! 131079
7 3910% 21102 48102 231071
8 9.6.10°6 1.3.1078 1.6-1072  4.2.1072
9 78107%  4.510* 3.4107% 6.2.07°
10 | 7.0077  2.9007*  9.7107* 2.51073
15 | 511072 7.9107° 83107 161076
20 | 5910712 25107 45107 6.3107°

Abbildung 25: Relativer Fehler ||I — A®A||2 zur Approximation der Inversen mit n Frei-
heitsgraden und Rang k auf dem Einheitsquadrat mit springenden Koef-
fizienten o : [0,1]? — Rsg.

Wir wollen nun die adaptive Inversion aus Abschnitt 6 verwenden, um die Inverse bis
auf einen relativen Fehler || — A@A||2 von € zu bestimmen. Die Inversion fithren wir wie
in Algorithmus 6.11 durch, allerdings nur die erste Stufe. Das Ergebnis weist dann einen
Fehler €,¢q; := || — A@A||2 auf, da die Fehlerverstirkung in der ersten Stufe noch nicht
beriicksichtigt wurde. Die benoétigte Zeit ¢ zur adaptiven Inversion bis auf den Fehler
Ereal Vergleichen wir in Tabelle 26 mit der Zeit fiir die Inversion bei konstantem Rang
k, wobei k zu einem gleichhohen Inversionsfehler fithrt. Die adaptive Inversion erreicht
schon nach der ersten Stufe annihernd die vorgegebene Fehlerschranke und ist schneller
als die Inversion mit konstantem Rang. Man beachte, dafl im Laufe der Inversion stindig
neuer Speicher fiir zunehmenden Rang angelegt werden mufl und daher eine effiziente
Speicherverwaltung erforderlich ist.

Anzahl Freiheitsgrade

n = 322 n = 642 n = 1282 n = 2562
£ adaptiv  konst. | adaptiv  konst. | adaptiv  konst. | adaptiv  konst.
101 t= Lliwot! L1.1aot' | 97007 1.440%2 | 761072 1.1.0073 | 5.9.0013  5.1.1013
Erear= 2.0-1071 k=3 2.3.1071 k=5 1.0.107° k=5 2.7.1070 k=4
10-3 t= 1.1t 1410t | 120072 221072 | 1.0107%  2.0073 | 85073 1.2.101%
Erear= 1.1.1073 k=6 3.2.1073 k=8 3.3.1073 k=9 8.8.1073 k=8
10-6 t= 1.3a071 1.81011 | 170072 311072 | 1.6107%  2.7.1073 | 1.4007*  3.5.01%
€rear= 1.41076 k=9 1.4.1076 k=13 4.1.10~6 k=13 8.7-1076 k=14

Abbildung 26: Vergleich zwischen adaptiver Rangwahl und konstantem Rang.

116



8.3. Matrixgleichungen

In den Abschnitten 8.1 und 8.2 wurden Matrizen von spezieller Struktur durch H-
Matrizen approximiert. Bei den dort zugrundeliegenden Problemen ist man im wesentli-
chen an der Durchfithrbarkeit der Matrix-Vektor-Multiplikation interessiert, so dafl zum
Beispiel zur Inversion schnelle Gleichungsloser wie Mehrgitterverfahren mit linearem
Aufwand der H-Inversion iiberlegen sind. Da sich die H-Inversion als duBerst robust
erwiesen hat und keine spezielle Gitterstruktur (zum Beispiel eine Gitterhierarchie) vor-
aussetzt, kann man sie als eine neue Methode zur Auflésung von Gleichungssystemen
ansehen. Die Tatsache, dal die gesamte Inverse explizit vorliegt, wurde bisher kaum
beachtet.

In diesem Abschnitt werden wir die H-Arithmetik in einem Verfahren zur Auflésung
von Matrixgleichungen verwenden. H-Matrizen treten hier sowohl als Lésungen der Glei-
chungen als auch als Approximationen der Matrizen, die das Problem definieren, auf.
Die Ljapunov-Gleichung ist ein Spezialfall der Matrix-Riccati-Gleichung. Sie besitzt zwar
eine einfachere Struktur, wird allerdings nicht gesondert behandelt.

8.3.1. Linear-quadratisches Kontrollproblem

Das linear-quadratische Kontrollproblem (mit unendlichem Zeithorizont) besteht darin,
ein u € L?(0, 00; R™) zu finden, welches das Funktional

J(u,20) = /0 T yTy(t) + ult)Tu(t) dt (49)

minimiert, wobei y durch die (schwache) Losung z € L2(0,00; R") der Differentialglei-
chung

z(t) = Az(t) + Bu(t), t € (0,00),
y(t) = Cz(),
z(0) = zpeR"
definiert ist. Die Matrizen B € R™™ und C' € R™ " sind beliebig vorgegeben, die

Matrix A € R™" sei eine Stabilitdtsmatrix, d.h. das Spektrum von A sei in der negativen
Halbachse {a +ib € C | a < 0} enthalten.

Satz 8.1 (Losung durch Riickkopplungssteuerung)
Die optimale (minimierende) Kontrolle u von (49) existiert und laf§t sich in Rickkopp-
lungsform

u(t) = —BTXxz(t), te (0,00),

realisieren, wobei X € R™" die in der Menge der symmetrischen positiv semidefiniten
Matrizen eindeutige Losung von

ATX + XA-XFX+G=0 (50)

fiir die Matrizen F := BBT und G := CTC ist (zum Beweis siehe [20] und benutze: A
negativ = Stabilisierbarkeit und Entdeckbarkeit).

117



8.3.2. Maodellproblem: Warmeleitungsgleichung

Wir betrachten das linear-quadratische (ortsabhéngige) Kontrollproblem der eindimen-
sionalen Wéarmeleitungsgleichung

Ga(t,€) = Za(t,&) +b(©u(t), €€ (0,1)t¢€ (0,00),

z(t,s) = 0, s € {0,1},t € (0,00), (51)
:I?( 3 ) = (f) §€ (O’ 1),

yt) = fo s(t,§)de,  te(0,00),

wobei zg,b,c € L?(0,1) und n, = ny, = 1 ist (Kostenfunktional (49)). Die Funktionen b
und c sind durch

(1 £€(02,03)
b§) = {O sonst ’

e = {1 £ €(0.2,0.3)

0 sonst

gegeben.

Problem 8.2 (FEM-Modellproblem)

Fir die Differentialgleichung (51) fiihren wir eine Finite- Elemente-Diskretisierung bzgl.
der Ortsvariable & mit stickweise affinen Basisfunktionen (¢;)i=1,..n auf einem re-
gelmapigen Gitter von (0,1) mit n Freiheitsgraden (inneren Gitterpunkten) durch. Die
entsprechenden diskreten Operatoren sind

1
AZ.F]EM = —A D¢Z(£)D¢J(f)df ,7=1,...,n,
0.3
B = #i(€)de, i=1,...,n,
02
AFEM . EFEM) lAFEM
BFEM . (EFEM) 1BFEM
0.3
CFEM = ¢j(§)d§, i=1,...,n.
0.2

Mit den Matrizen ATPM BFEM CFEM liegt die (ortsdiskretisierte) Differentialgleichung
(51) in der Form

z(t) = A™Mz(t) + B™Mu(t), t € (0, 00),
y(t) = C™a(t),
z(0) = =z eR,

also wie im vorigen Abschnitt, vor (dieses Modellproblem ist [24] entnommen).
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Problem 8.3 (FD-Modellproblem,)

Fir die Differentialgleichung (51) fihren wir eine Finite-Differenzen-Diskretisierung
bzgl. der Ortsvariable & mit stickweise affinen Basisfunktionen (¢;)i=1,..n auf einem
regelmdpfigen Gitter von (0,1) mit n Freiheitsgraden (inneren Gitterpunkten) d.h. der
Gitterweite h := (n + 1)~! durch. Die entsprechenden diskreten Operatoren sind

2h=2 =3
A = k72 Ji—jl=1 di,j=1,...,n,
0 sonst.
o 1 i-h€]0.2,0.3] .
B;" = {O sonst. 1=1,...,n,
0.3
ijp = $;(&)d¢, i=1,...,n.
0.2
Die (ortsdiskretisierte) Differentialgleichung (51) ist in diesem Fall
z(t) = A"™z(t) + B™u(t), t € (0,00),
y(t) = C™x(t),
z(0) = zp€eR".

Der Vorteil gegeniiber der Finite- Elemente- Diskretisierung ist der, daf die Inversion der
Massematriz ET"M entfdllt.

Zur Losung des Optimierungsproblems (49) ist die Gleichung (50) zu l6sen, die im fol-
genden Abschnitt genauer untersucht wird.

8.3.3. Algebraische Matrix-Riccati-Gleichung
Die algebraische Matrix-Riccati-Gleichung

ATX + XA-XFX +G=0, AFGeR"™, A<0, F,G>0, (52)
wollen wir 16sen. X* sei eine symmetrisch positiv semidefinite Losung von (52).

Satz 8.4 (Lisungsdarstellung)
Wir definieren
. AT @ I0

X :=—(MTM)'MTN.

und

Dann ist X eine Lisung von (52).
Beweis: [23] |

Die Matrix-Signum-Funktion ist die zur Funktion a+ib — sign(a) gehérende Matrixfunk-
tion fiir Matrizen, deren Spektrum nicht die imagindre Achse beriihrt. Die Berechnung
der Matrix-Signum-Funktion im Zusammenhang formatierter 7{-Arithmetik ist Gegen-
stand der folgenden Sitze.
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Satz 8.5 (Konvergenz der Newton-Iteration)
Sei S € R*™ und das Spektrum von S beriihre die imagindre Achse nicht. Dann konver-
giert die Newton-Iteration

50 . S,
. 1 . .
Sha 58D+ (59, i=o0,...
zur Auflésung von f(X) := X2 — I = 0 gegen sign(S), und die Konvergenz ist lokal
quadratisch.
Beweis: [23] ]

Lemma 8.6 (Zur Fehlerverstirkung)
Fiir die Iterierten S®, i € N, der Newton-Iteration aus Satz 8.5 gilt, falls SO~ sym-
metrisch ist,

I(S®) s < 1.

Beweis: Sei S := S~ ¢ R®" in der Schur-Form
S =QDQT

mit Diagonalmatrix D und unitirem ) gegeben. Dann ist

und somit
S(Z) — %(S—}-S*l) :Q%(D“‘Dil)QTa
(S = Q2D+ DY) QT.
Es folgt
1SN = 1Q2(D + D H)1Q7,
= 2(D+ DN
= 2 ma. 1

max ————— .

<1

Da D;; € R vorausgesetzt war, ist |D; —I—Di;1| > 2 und somit 2max;—; .. n m <

Bemerkung 8.7 (Zur Fehlerverstarkung)

In Lemma 8.6 haben wir fiir reell diagonalisierbare Matrizen gezeigt, daf§ die Norm der
Inversen der Iterierten ab dem ersten Schritt hichstens 1 ist, so daf8 bei der Inversion
keine Fehlerverstirkung auftritt. Im Allgemeinen erwarten wir lediglich, daff das Spek-
trum von S die imagindre Achse micht berihrt. Je ndher es an der imagindren Achse
liegt, umso gréfer kann ||(S©) =12 werden.
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Satz 8.8 (Bedingte Konvergenz bei formatierter Arithmetik)

Sei T ein Hyx-Baum, Z eine Zuldssigkeitsbedingung und k eine Rangverteilung auf T.
Samtliche Operationen der formatierten H-Arithmetik beziehen sich auf My (T, Z). Sei
S € R%™ ynd das Spektrum von S beriihre die imagindre Achse nicht. Fiir die Iterierten
der formatierten Newton-Iteration

S(O) = (S)'H’
3(i+1) (g(z‘) o g(i)@) s =0, imaz
gelte

1(§D)~1L = g0,
15D @ §D9) _ (50 4 5Oy, < p,

IA
=

wobei wir fir die Folge
co = |59 =S|la(p+6)7",

159) 13
= alp+ OIE) T,

1
Cit1 = —(1+C,’—|—CZ‘

5 )

die Bedingung _

clp+OSD) e <1,  i=0,...,imaz (53)
(8% wie in Satz 8.5) annehmen. Dann gilt die Abschitzung

||,§(1)—S(Z)||2Scz(p—|—(5), 1=0,...,%naz-

Beweis: Wir beweisen die Behauptung per Induktion. Der Induktionsanfang ist nach
Voraussetzung an ¢y erfiillt. Wir definieren

EO .= §6) _ 30
p® = 3OO _ (§i)-1
RD .= (80 g 50O _ (50 4 30O,

Es folgt

g+ _ %(gu)@ 500

_ %(g<i)+ 50O +%R(i)
_ %(S(n ~ B 4 (8O — gO)1 4 pO)) 4 %R(n
1 . . . ad . . . 1_ ..
_ gy _ gy 4 gyt (@) (g ~-1y 4 p@)y 4 L )
S(89 — B 4 (59) VEZO:(E ($9)7) + D) + SR
; 1y 1, N 1y 1 .
_ g6t _Lpe 1 guy @) g1y 4 Lpe 4 1 pe)
S S BD + 2(59) ;:1:(E (5O) 1" + 5D + 2RO,
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Ab dem zweiten Schritt nutzen wir die Definition von ¢; 41 aus:

. . Ind. ¢ 1
ISED = sE, < 2o+ 8) + (o +0)
C; i)\ — i)y — - i)\ — v
+5II(S“) Halo + NS M2 D (eilp+ O)I(SD) 7 l2)
v=0
C; 1
< S+ +5(p+d)
o . 1
+ 2SO 2 (p + 8)|[(SD) :
5 15™) 2 + 9)I(S™) “21—ci(p+5)||(S(Z))*1||2
1 1(SD) 113
= —(14+c¢+g - +4
3 et oo T
= CZ'+1(,0+(5).

Bemerkung 8.9 (Voraussetzungen fir die Konvergenz)
In Satz 8.8 bendtigen wir fiir die Konvergenz der Newton-Iteration die Darstellbarkeit
der Iterierten, d.h. die formatierte Addition bzw. Inversion darf nur einen Fehler von p
bzw. ¢ aufweisen. Dies kann man im Fall der adaptiven H-Arithmetik aus Abschnitt 6
durch eine geeignete (automatische) Rangverteilung k erzielen. Die dritte Voraussetzung
(53),

cilp + OIS < 1,

ist schon wesentlich restriktiver. Solange die Norm ||(S)~1||y der Iterierten wie in Lem-
ma 8.6 klein ist (im Grenzfall ist ||sign(S) |2 = ||sign(S)|l2 > 1), so ist die Bedingung
leichter zu erfillen.

Die Folge der c¢; verhdlt sich fiir den Fall

IsOME
1= a(p+ D)W Tl

wie ¢; = i/2. Potentiell ist die Iteration also immer divergent (mehr zum Abbruchkriteri-
um in Lemma 8.10 und Bemerkung 8.11). Im Fall ||(SW)~ | > 1 verhalten sich die c;
auch bei extrem kleinen p,§ wie ¢; =~ O(||(S®)~13), d.h. schon nach wenigen Schritten
entarten die Iterierten.

FEine Strategie zur Beschleunigung der Konvergenz der Newton-Iteration ist die Skalie-
rung. Anstelle das Signum von S zu berechnen, wird das Signum von aS berechnet, da
es unter Skalierung invariant ist. Die Iteration lautet nun

. 1 . .
S+ = E(aS(Z) + a1 (80,
und die Norm der Inversen ist nur noch durch o |(S®W) ||y beschrinkt, so daf (53)

nur fiir um den Faktor o~ kleinere p,§ erfillt ist und auflerdem die Faktoren c; schneller
exponentiell anwachsen.
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Fiir den Fall, daff S in My (T, Z) liegt, ist der Startfehler co = 0, so daf die Fehler-
verstirkung im ersten Schritt nicht relevant ist. Es empfiehlt sich also, im ersten Schritt
die Skalierung zu verwenden, mit dem Ziel, die Extrema des Spektrums von S mdglichst
nahe an +£1 heranzubringen. Die Norm des betragsmdfig kleinsten Spektralwertes Apmin
schdtzen wir durch

Amin 1= ||S_1||2_15

die Norm des betragsmdfig grofiten Spektralwertes durch
Amaz = ||S][2-

Der Faktor «, fir den die geschitzten Extrema Apmin(aS) - Amaz(@S) = 1 erfiillen, ist

51 -
o= H||s|||2|2= conds (S)||S|I5

Lemma 8.10 (Lokale Konvergenz bei formatierter Arithmetik)

Sei T ein Hy-Baum, Z eine Zuldssigkeitsbedingung und k eine Rangverteilung auf T.
Samtliche Operationen der formatierten H-Arithmetik beziehen sich auf My (T, Z). Sei
S € RY™ und das Spektrum von S beriihre die imagindre Achse nicht. Fiir die Iterierten
der formatierten Newton-Iteration

SO = (S,
SEH) =

gelte

159y =509, < 3,
159 @ §0O) — (30 + 50O, < ),

AN

wobei wir fiir die Folge die Invertierbarkeit aller ||S®||y annehmen. Ferner seien fiir
o= max{ 2, max|S® + (5’("))1”2}
1€Np

die Abschdtzungen

o 1
IGO2 -1l =g < 4,
1

p+6 S ZO'_I,

erfillt. Dann konvergiert die formatierte Newton-Iteration bis auf o(p + ) quadratisch
gegen eine Wurzel der Identitdt:

1(8D)2 = I|ly < ¢¥*1 + a(p + 6).
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Beweis: Wir setzen

BO = 1- (S0,
DO .= S'@ (§@)-1
RO = (§9 e g(')®)_(5(i)+g(z‘)®)_

Die Behauptung wird per Induktion bewiesen, der Induktionsanfang ist nach Definition
von ¢ erfiillt. Es gilt

1 v 1
-1y L 2 p@) 4 Z Rp(9))2
+2 +2R )

SO+ oI+ Loy 4 i(D(i) + RW)?

(5(2’-}-1))2 —

N|p—=
,l\ DO | =
—~

U

=~

-~

=

—~

— U
=~

=

=

N

N

(5*(1') + (5*(1)) )(D(Z) + R(Z))

N | —

g0 41 SO(EO)Y + i(D(i) + RO)?

v=0

Slow 4

1 [|B9)E 1 1
< 41—||E<Z>||2+ (p+0)? +2a(p+5).

I(SE)2 — 1]l

Setzt man fiir ||[E® ||y die Induktionsvoraussetzung ein, so bleibt zu zeigen:

(q21+1' + o (p + 0))? < q2i+1+1
e P

+ (o — 1(p+ 8) — %o)(p+ 5).

4

Nach dem Ausmultiplizieren geniigt es, die folgenden beiden Aussagen zu zeigen:

2i+1 19 20t 41 2it141 2641
q < q —q q

= bl

P 4o p+ o+ < (- —alp+ D) (5o~ 70+ o+ )

Die erste Aussage ist fiir ¢ < i erfiillt, die zweite Aussage folgt der Reihe nach:

(04 +0(p+ D)+ 5) < (1 - —0(p+8) (5o ~ 3(p+ )0 +9)
E L) < (o oo+ (5o 1o+ )

124



15

1 1 15 1
<= +0%(p+6) < mo——%(p+8) — —(p+8) +-a(p+5)>?

8 = 32 2 64 4
1 3, 15 15
= §+§a(p+5) 64(,o+<5)_32
o>2 1 3 15 15
& ot U(p+5)+%(p+5) <350
«= i+@(+6) 15
16 ' 256 —32
256 13
)< - 25t
< (PH9) < 349357
1 s

Bemerkung 8.11 (Abbruchkriterium in der Newton-Iteration)
Ein Abbruchkriterium fir die formatierte Newton-Iteration (Satz 8.8) ist

|7 — (S%9)2||2 < MACH_EPS,

wobei MACH_EPS die fiir die H-Arithmetik relevante Maschinengenauigkeit angibt. Die
Maschinengenauigkeit muf jedoch nicht vorab bekannt sein: Die Iteration ist nach Lem-
ma 8.10 lokal quadratisch konvergent, so dafl ein deutliches Abnehmen der Konvergenz-
rate ein zuverldssiges Zeichen fiir das Erreichen der H-Arithmetik-Maschinengenauigkeit
15t.

Folgerung 8.12 (Lisung der Matriz-Riccati- Gleichung)
Die Lisung der algebraischen Matriz- Riccati- Gleichung (52) gliedert sich in drei Schritte:

1. Fiir die beteiligten Matrizen A, F, G sind geeignete H-Matriz-Strukturen zu finden,
die sich aus dem zugrundeliegenden Problem ableiten. Fir rein algebraische Pro-
bleme, die nicht aus der Diskretisierung einer (elliptischen) partiellen Differen-
tialgleichung oder Integralgleichung stammen, laft sich die H-Matriz-Arithmetik
im Allgemeinen nicht anwenden. Die H-Arithmetik zielt jedoch speziell auf die bei
Finite-Elemente-Diskretisierungen entstehenden grofien Gleichungssysteme ab, bei
kleinen Dimensionen n < 1000 lassen sich problemlos wvollbesetzte Matrizen ver-
wenden.

2. Sind die H-Matriz-Strukturen Mqy g, (Ta, Za) fir A, My, (Tr, Zr) fir F und
My ko (Ta, Zg) fir G gewdhit (die Rangverteilung kann offen bleiben und spdter
adaptiv bestimmt werden), so ist die Matriz

T
S::[A G

Fo—4A ] € My (T, Z)

mit den entsprechenden aus ka,kp, kg, Ta,Tr,Tq,ZA, Zp, Zg in kanonischer
Weise zusammengesetzten Strukturen k,T,Z aufzustellen. sign(S) wird mit der
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Newton-Iteration aus Satz 8.8 (Skalierung nur im ersten Schritt) berechnet,
wobei die vorzugebenden Werte §,p mindestens so klein gewdhlt werden, daff die
Bedingung (53) erfillt ist (hierfir benitigt man die Norm der Inversen (S®W)~',
die erst im Laufe der Iteration bekannt wird, gegebenenfalls muf man die Iteration
ein zweites Mal mit korrigierten p,d starten).

3. Gemdf Satz 8.4 wird die Losung X ausgerechnet. Die dabei auftretende Inversion
(MT M)~ kann wieder adaptiv erfolgen.
Die Giite einer approzimativen Lisung X der Gleichung (52) lafit sich nicht ohne wei-
teres iberprifen. Bei der Inversion von Matrizen haben wir stets ||I — A®A||2 als Giite
fir die approzimative Inverse A® gewdhlt (siehe Abschnitt 8.2.1). Hier ist

|4~ - A9, @ - AP 41,
14-T]]; 14Tl

< |17 - 494,

also ||I — A®A||2 eine obere Schranke fir den relativen Fehler. Dadurch konnte die Be-
rechnung von A~ umgangen und die Gite mit fast-linearem Aufwand bestimmt werden.
Fiir die Riccati- Gleichung wdre die Norm des Residuums

R(X):= AX + XAT - XFX +G
eine leicht zu berechnende Grifie. Wegen R(X) =0 gilt

R(X) = R(X)-R(X)
= ATX-X)+ (X -X)A-XFX+XFX
~ AT(X - X)+ (X - X)A4,
IRX)z ~ 2[A2)X - X|2,
IX - X2 ~ ||5(le|2
1 X2 1X |2
IR
2[|All2[|X (|2

In der Praxis zeigt sich allerdings, daf fir zunehmende Problemgrifie n die Schdtzung
fiir den relativen Fehler bei kleinem Rang (— grobe Approzimation) ungenau wird (die
Terme hoherer Ordnung sind dann nicht vernachldssigbar).

Folgerung 8.13 (Losung der Lyapunov-Gleichung)
Die Lisung der Lyapunov-Gleichung

AX + XAT+G =0

fir negativ definites A lafit sich unmittelbar auf die Losung der algebraischen Matriz-
Riccati-Gleichung (52) zuriickfihren. Die Struktur der Matriz

AT @
=% Al
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erlaubt jedoch eine vereinfachte Durchfihrung: Es gilt

%(Sw_l): %(A+OA—1)T %(f;jiﬁ)‘l) ’
so daf die Signum-Iteration zu
AQ = A4,
G = g,
A+ %(Aa)@ AOD)
i+l %(Ga) ® (ADO)TG) 40Oy

wird und in jedem Schritt nur noch eine Inversion von AW durchzufiihren ist. Die Be-
rechnung der Lésung X wird wegen

. -1 G
51gn(5):[ 0 7 ]

zu X = %G(OO). Die Giite einer approzimativen Lisung X kann man wie in Folgerung
8.12 durch - -
IX = Xz _ | AX + XA7 + Gz

Xl 2| All2/1X [I2

schdtzen.

luster 30 luster 30 luster 30

Abbildung 27: Singulidrwerte der Losung X fiir n = 256,1024,4096 Freiheitsgrade in
logarithmischer Skala von 1.0.1071% bis 1.0.1¢°.

Beispiel 8.14 (Finite-Elemente-Ldsung des Modellproblems)

Zur Lésung von Problem 8.2 gehen wir wie in Folgerung 8.12 (Lésung der Matriz-Riccati-
Gleichung) vor. Die Losung X besitzt die in Abbildung 27 zu sehenden exponentiell
abfallenden Singuldrwerte. Wir waihlen daher fir F,G,X die Struktur der Rk-Matriz.
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Die Matriz A = (E™™)~Y A" ift sich als H-Matriz in der Struktur zur Standard-
Zuldssigkeitsbedingung Zy, n = 0.8, darstellen (szehe Abschnitt 8.2.1). Die _bendtigte
Zeit zur Berechnung von X und des Residuums R(X) = AX + XAT — XFX + G ist
in der Abbildung 28 zu sehen. Verwendet wurde die adaptive H-Arithmetik und 6 =
p = €/||All2, wobei die Inversion nicht zweistufig erfolgte, sondern noch den Faktor
der Fehlerverstirkung aufweist. Dieses in [24] vorgeschlagene Modellproblem weist ganz
erhebliche Skalierungsprobleme auf: Die Norm von ATEM [iegt in der Gréfenordnung
|ATP ||y =~ 400n2, so daf |R(X)||2 deutlich grofer als die Differenz | X — X||2 zur
tatsdchlichen Losung X ist.

[24] Anzahl Freiheitsgrade n
€ 101 101 200 400 1000 2000 4000 10000
10-1 t=| 2.1.1073% | 1.6:107® 491070 2.1.10t! 9.2.40t! 321012 1210t 1.3..10T
e* |- 571072 6.1.1072 291072 261072 221072 15102 1.1.10°2
103 = | 211073 | 2.21070  6.3.107° 29.40T! 1.2.10t2 431012 1.510t% 1.6.10T
e* |- 451073 441072 6.007% 4.2107% 291072 24103 1.7.1072
106 t=| 2.1.1073 | 3.3.1070  1.2.0071 4.3.10t! 1.81072 591012 2110t 2.1.10H
e* | - 6.510% 1.310° 35100° 1210* 6210° 6.110° 1.1107*

Abbildung 28: Die Zeit ¢ zur Berechnung der approximativen Losung der Riccati-
Gleichung und der Fehler €* := ||R(X)]|o. Die Rechnungen wurden auf
einer Sun Quasar mit 450 MHz durchgefiihrt. Zum Vergleich sind links
die Zeiten zur Berechnung der Losung mit dem Mehrgitter-Algorithmus
aus [24] auf einer Sun Sparc 600 mit 40 MHz (ca. 20 mal langsamer)
aufgefiihrt.

Beispiel 8.15 (Finite-Differenzen-Lisung des Modellproblems)

Zur Lésung von Problem 8.3 gehen wir wie im vorigen Beispiel 8.14 vor, d.h. fir F,G, X
wdhlen wir die Struktur der Rk-Matriz, fir A eine H-Matriz-Struktur zur Standard-
Zuldssigkeitsbedingung Z,, n = 0.8. Wir wollen nun nicht mehr das Residuum R(X),
sondern den relativen Fehler

= [1X = X[l2/IIX[|2

bestimmen.

Fir grofiere Problemdimensionen n ist es kaum mdglich, eine (bis auf Maschinengenau-
igkeit) exakte Lisung mit klassischen Verfahren und vollbesetzten Matrizen zu berechnen.
Die Lésung der Matriz-Riccati-Gleichung (52) lafit sich mit dem Newton-Kleinman-
Verfahren [19] auf wiederholtes Lésen einer wverallgemeinerten Lyapunov-Gleichung
zurickfihren. Diese lineare Gleichung kann mit Mehrgitterverfahren wie in [24] geldst
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werden. Die Lisungsmatriz X mufl in diesem Fall als vollbesetzte Matriz mit n?
Unbekannten aufgefafit werden, wirde also fiir n = 65536 etwa 35 Gigabyte Speicher
bendtigen, der zur Zeit nicht zur Verfiigung steht. Verwendet man statt eines Mehrgit-
terverfahrens einen einfacheren iterativen Ldser, so verliert man die levelunabhdngige
Konvergenz, d.h. fir grofe n wird hier der Aufwand zur Lisung zu grof.

Wir berechnen eine Referenzlosung X deshalb mit Hilfe der H-Arithmetik fiir konstanten
Rang k4 = 13. Auf den gréberen Stufen n < 1024 stimmt die Referenzldsung bis auf einen
relativen Fehler von 10712 mit der tatsichlichen (diskreten) Lisung diberein.

Die Ergebnisse fiir konstanten Rang k = ka (keine adaptive Arithmetik) fir die Struk-
tur von A und Rang kr = kg = kx = 20 fir die Rk-Strukturen von F,G, X sind in
Abbildung 29 zu sehen. In der Newton-Iteration zur Berechnung der sign-Funktion wer-
den ca. %logn(n) Schritte bendtigt und in jedem Schritt ist eine Inversion mit Aufwand
O(nlogz(n)) durchzufiihren. Der Gesamtaufwand liegt entsprechend bei O(n logy(n)?), ist
also wieder linear bis auf logarithmische Terme der Ordnung 3.

Rang Anzahl Freiheitsgrade n
101 256 1024 4096 16384 65536
k=1 881072 1.5107!  1.3107!  2.5107% divergent divergent

k=2 24107 2610% 4210* 1210°% 5.610 % 6.7.104
k=3 6.8.1076 1.2.107° 1.3.107° 1.5.107° 2.3.107° 3.9.107°
k=4 771078 911078 1.1.1077 1.0-1076 1.8.1076 6.2.1077
k=5 4.6107°  4.6.107° 1.1.1078 151078 3.0 3.1.1078
k=6 1.9.10719  3.7.10719 2410719 4910719 5940710 1.7.107°

Iterat. 12 14 17 20 23 26
Zeit(k=2) | 2.2 8.5 67 462 3033 18263

Abbildung 29: Der relative Fehler € := || X — X||2/[|X||2 firr zunehmenden Rang & und
n Freiheitsgrade. In der letzten Zeile ist die Zeit in Sekunden zur Be-
rechnung der Lésung im Fall £ = 2 auf einer Sun Quasar mit 450 MHz
angegeben, in der vorletzten Zeile die Anzahl der Iterationsschritte in der
Newton-Iteration.
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Fazit

Die Untersuchungen zur Durchfithrung der #-Arithmetik sind fiir die grundlegenden
Operationen ,, Addition“ und ,,Multiplikation“ im Fall von Hy-Bdumen, die aus zueinan-
der passenden H-Bidumen gebildet wurden, abgeschlossen. Die formatierten Operationen
lassen sich in beiden Fillen als Hintereinanderausfiihrung der exakten Operation und
einer orthogonalen Projektion auf die Menge der H-Matrizen darstellen.

Fiir die Inverse einer H-Matrix 148t sich keine brauchbare Darstellungsformel angeben.
Die iiber die Block-GauB-Elimination gewonnene H-Inverse wird rekursiv definiert und
benoétigt zusédtzliche Voraussetzungen an die zu invertierende Matrix, erweist sich aber
in der Praxis als sehr robust.

Die Abschitzung der Komplexitit der H-Arithmetik teilt sich in zwei Abschnitte auf:

1. Fiir die Hx-Bdume werden die Eigenschaften schwachbesetzt und fast idempotent
nachgewiesen. Hier sind die Beweise auf die Standard-Zuléssigkeitsbedingung be-
schrinkt und miissen fiir andere konkrete Zuléssigkeitsbedingungen neu gefiihrt
werden. Insbesondere die Clusterung der Indexmenge, die hier mit dem BSP-
Algorithmus erfolgte, ist fiir allgemeine Zulissigkeitsbedingungen anders durch-
zufiihren.

2. Fir H-Matrizen zu schwachbesetzten und fast idempotenten H-Biumen werden
die Komplexitidtsabschitzungen bewiesen. Der Einflul der Konstanten aus der
Schwachbesetztheit und Fast-Idempotenz ist hier explizit zu sehen.

Fiir die Anwendbarkeit der H-Arithmetik benttigt man, wegen der durch die approxi-
mative Arithmetik entstehenden Fehler, eine genaue Fehleranalyse. Fiir einige Verfahren
liegt diese bereits vor oder kann entsprechend ergidnzt werden, fiir andere Verfahren sollte
man die Fehleranalyse unter Beriicksichtigung der Eigenschaften der #-Approximation
fiithren.

Ein offenes und sehr schwieriges Problem ist die Frage nach der Approximierbarkeit ei-
ner Matrix durch eine H-Matrix. Eine erste Analyse wurde fiir die Inversen von stark
elliptischen Differentialoperatoren bei glatten Réndern prisentiert. Selbst in diesem sehr
restriktiven Fall konnte die Approximierbarkeit nicht in der Weise gezeigt werden, wie
man es fiir Integraloperatoren mit asymptotisch glatten Kernfunktionen kennt. Die ‘Kon-
stanten’ in den Abschétzungen zur asymptotischen Glattheit der kompensierenden Kern-
funktion (bzw. Greenschen Funktion) sind von der Ableitungsordnung abhingig, so daf§
man keine Aussagen iiber die Asymptotik fiir zunehmenden Rang (Entwicklungsord-
nung) erhalt.

Die numerischen Tests geben Anlafl zu der Hoffnung, daf} sich die Approximationseigen-
schaft wenigstens in Modellfillen beweisen 148t.

"
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A. Implementierung von #-Matrizen in der
Programmiersprache C

A.1. Vorwort

Die Umsetzung mathematisch formulierter Algorithmen auf Rechnern ist eine nicht wohl-
definierte Funktion. Sehr viele wichtige Details sind von konkreten Rechnerarchitektu-
ren, dem aktuellen Stand einer Programmiersprache oder zur Verfiigung stehenden Bi-
bliotheken abhingig. Eine Mdoglichkeit, diesen Problemen aus dem Weg zu gehen, ist
die Verwendung sogenannten ,, Pseudocodes®, der eine nicht existierende Programmier-
sprache darstellt, die sich nicht um Details kiimmert. Baut ein Algorithmus auf andere
Algorithmen auf, so kann man auf Literatur verweisen, in denen diese Algorithmen in
,Pseudocode“ beschrieben werden. Diese Form der Notation ist lediglich eine andere
Methode, Algorithmen mathematisch zu formulieren. Die Umsetzung auf Rechnern wird
dabei nicht beriicksichtigt.

Wir wihlen die konkrete Programmiersprache C zur Implementierung, da sie fiir die
meisten Rechnerarchitekturen vorhanden ist und dem American National Standards In-
stitute sowie International Organization for Standardization (ANSI/ISO) C Standard
geniigt (siehe z.B. [31] fiir genauere Verweise und [18] fiir eine Sprachbeschreibung).
Rechnerspezifische Techniken (Cache-Ausnutzung, Speicherverwaltung, Parallelisierung)
sind dann vom Compiler und etwaigen Bibliotheken abhéngig und sollen hier nicht weiter
beriicksichtigt werden.

Die grundlegenden Methoden der Linearen Algebra werden unter

http://www.netlib.org/lapack/ (LAPACK = Linear Algebra Package)
http://www.netlib.org/blas/ (BLAS = Basic Linear Algebra Subroutines)

als Sourcecode in FORTRAN zusammen mit einer ausfithrlichen Dokumentation bereit-
gestellt. Ebenso wie C ist auch FORTRAN eine standardisierte (ANSI/ISO) Sprache und
fir die meisten Rechnerarchitekturen vorhanden. Die Funktionen aus den BLAS - und
LAPACK - Bibliotheken lassen sich von C aus aufrufen. Die hier benutzten Funktionen
von BLAS und LAPACK sind

dcopy_:  Den Inhalt eines Arrays in ein anderes Array kopieren.
dscal_:  Alle Elemente eines Arrays mit einer Zahl multiplizieren.
daxpy_: Zu einem Array ein um einen Faktor skaliertes Array addiern.

dgemv_:  Matrix- Vektor-Multiplikation.
dgemm_:  Matrix-Matrix-Multiplikation.
dgeqrf_: Berechnung einer QR-Zerlegung, Q in komprimierter Darstellung.

dorggr_: Die komprimierte Darstellung nach dgeqrf_ auflosen.
dgetrf_: Berechnung einer LU-Zerlegung.
dgetri_: Berechnung der Inversen nach einer LU-Zerlegung.

dgesvd_: Berechnung einer Singuldrwertzerlegung.
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Die genauen Parameter und Riickgabewerte entnimmt man der Dokumentation von
BLAS bzw. LAPACK auf der Webseite oder [1]. Um den Aufruf der Prozeduren von
LAPACK und BLAS etwas zu vereinfachen, werden die folgenden Konstanten definiert.

Implementierung A.1 (Konstanten fiir BLAS und LAPACK )

int eins_[1] = {1};
double deins_[1] = {1.0};

double dnull_[1] = {0.0};
double meins_[1] = {-1.0};
char ttrans[1] = {’t’};
char ntrans[1] = {’n’};

Eine ‘H-Matrix M basiert auf einem H-Baum 7', einer Rangverteilung k, einer Zuléssig-
keitsbedingung Z und den Daten der Matrix in den Blidttern des Baumes 7. In den
nicht zulissigen Blittern b € £ (T') ist M|, in Form von |b| Gleitkommazahlen gege-
ben. Diese werden in der Struktur Full-Matriz als ein Array von Zahlen gespeichert (—
Implementierung A.2). In den zuliissigen Blittern b = r x s € L1(T) ist M|, in Form
einer Rk(b)-Matrix M|, = ABT mit A € R"* B € R®* gegeben. Die Matrizen A und B
werden als Array von Zahlen gespeichert (— Implementierung A.4).

Ein Knoten b des Baumes T entspricht der strukturierten Beschreibung einer Teilmatrix
M|y, von M. Ist b kein Blatt des Baumes, so beschreiben die Séhne von b eine Auftei-
lung von M|, in Untermatrizen und M|y ist eine ,,Ubermatrix“ (engl.: supermatrix). Wir
speichern zu jedem Knoten des Baumes die Verweise auf die Sohne, die Grofle der kor-
respondierenden Matrix und gegebenenfalls Zeiger zu einer Rk-Matrix oder Full-Matrix,
falls b ein Blatt des Baumes ist, in der Struktur Supermatriz (— Implementierung A.9).
Die Supermatrix zur Wurzel des Baumes ist dann die eigentliche H-Matrix und beinhal-
tet indirekt die Rangverteilung, Zuléssigkeitsbedingung und Baumstruktur von 7'. Ist
T aus zwei ‘H-Baumen T7, T gebildet, so gehen die Strukturen von 77, Ty verloren und
lassen sich auch nicht notwendig aus der Supermatrix rekonstruieren. Fiigt man in jeder
Supermatrix einen Zeiger auf die korrespondierenden Knoten von 17, T ein, so bleiben
alle Informationen zugénglich.

A.2. Full-Matrix und Rk-Matrix

Implementierung A.2 (Datenstruktur n x m-Full-Matriz)
Die Elemente der n x m-Matriz

Fypo... Flm
F = : .
F,. ... Fo,
werden in dem Array e in der Reihenfolge Fi1,...,Fy1F1a,..., Fpa, ..., Fup gespeichert

(dies entspricht der Konvention von LAPACK ).
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typedef struct _fullmatrix fullmatrix;
typedef fullmatrix *pfullmatrix;
struct _fullmatrix {
int n;
int m;
doublex* e; /* eintraege spaltenweise */

};
Das Anlegen und Freigeben einer Full-Matriz (Speicher anfordern) erfolgt durch

pfullmatrix new_fullmatrix(int n_new, int m_new);
void del_fullmatrix(pfullmatrix f);

Implementierung A.3 (Auswertung von Full-Matrizen)
Die Auswertung einer nxm-Full-Matriz £ erfolgt durch die LAPACK -Funktion dgemv_.

void eval_fullmatrix(pfullmatrix f, double* v, doublex w){
dgemv_(ntrans,&f->n,&f->m,deins_,f->e,&f->n,v,eins_,dnull_,w,eins_);

}

Analog werden die Funktionen zur Auswertung der transponierten Matrixz und zum Auf-
addieren von f-v auf einen Vektor w definiert:

void addeval_fullmatrix(pfullmatrix f, double* v, double* w);
void evaltrans_fullmatrix(pfullmatrix f, doublex* v, doublex w);
void addevaltrans_fullmatrix(pfullmatrix f, doublex v, double* w);

Implementierung A.4 (Datenstruktur n x m-Rk-Matriz)

Von der Rk-Matriz R = ABT wird A € R*** spaltenweise in a und B € R™* spalten-
weise in b gespeichert. kt ist die Anzahl der Vektoren in der Darstellung (6). Der in
diesem Block mazimal erlaubte Rang ist k.

typedef struct _rkmatrix rkmatrix;
typedef rkmatrix *prkmatrix;
struct _rkmatrix {

int k; /* maximaler Rang */
int kt; /* tatsaechlicher Rang */
int n;

int m;

double* a;

double* b; /* R = ab"T */

};
Das Anlegen und Freigeben einer Rk-Matriz (Speicher anfordern) erfolgt durch

prkmatrix new_rkmatrix(int k_new, int n_new, int m_new);
void del_rkmatrix(prkmatrix r);

133



Implementierung A.5 (Auswertung von Rk-Matrizen)

Zur Auswertung einer nxm-Rk-Matriz r wird ein Vektor v_tmp zur Zwischenspeicherung
bendtigt. Die eigentliche Auswertung von a und b erfolgt durch die LAPACK -Funktion
dgemv_.

void eval_rkmatrix(prkmatrix r, double* v, double* w){ /* w=r*v */
if (r->kt>0){
dgemv_(ttrans,&r->m,&r->kt,deins_,r->b,&r->m,v,eins_,dnull_,
rkmatrix_v_tmp,eins_);
dgemv_ (ntrans,&r->n,&r->kt,deins_,r->a,&r->n,rkmatrix_v_tmp,eins_,
dnull_,w,eins_);
} else {
dscal_(&r->n,dnull_,w,eins_);
}
}

Analog werden die Funktionen zur Auswertung der transponierten Matrixz und zum Auf-
addieren von r-v auf einen Vektor w definiert:

void addeval_rkmatrix(prkmatrix r, double* v, doublex w);
void evaltrans_rkmatrix(prkmatrix r, double* v, doublex w);
void addevaltrans_rkmatrix(prkmatrix r, double* v, doublex w);

Implementierung A.6 (Konvertieren einer Full-Matriz in eine Rk-Matriz)

Die Konvertierung einer Full-Matriz F' in eine Rk(n,m)-Matriz R erfolgt mit Hilfe
der Singuldrwertzerleqgung dgesvd_ aus LAPACK . Fiir spdtere Zwecke ist es giinstig,
R := R® F' anstelle von R := Fj, zu implementieren. Durch vorheriges Initialisieren
von R mit Null erhilt man die Konvertierung. Auferdem sehen wir vor, daff F' eine
Untermatriz einer grifieren Full-Matriz F' ist:

)

Fl 1 ... Fl,mF Fnof+1,mof+1 ... Fnof+1,mof+m
F _= ‘. A y F’ = . B

an,l .- FnF,mp Fnof—|—n,mof+1 ... Fnof—|—n,mof—|—m

void add_full2rkmatrix(pfullmatrix f, prkmatrix rt, int nof, int mof){
int n = rt->n, m = rt->m, nm = n*m;
int i,j,k,info,lwork = 6%*n*m;

double* u = (double*) calloc(n*n,sizeof (double));
double* v = (double*) calloc(m*m,sizeof (double));
double* s = (double*) calloc(n,sizeof (double));

doublex tmp = (double*) calloc(nm,sizeof (double));

double* work = (doublex*) calloc(lwork,sizeof (double));

double sing_val;

if (u==0x0 || v==0x0 || s==0x0 || tmp==0x0 || work==0x0){
fprintf(stderr,"Speicher voll in add_full2rkmatrix.\n");
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}

exit(1);
}
if (f->n >= n+nof && f->m >= m+moff){
if (nof==0 && mof==0 && f->n==n && f->m==m){
dcopy_(&nm,f->e,eins_,tmp,eins_);
} else {
for(i=0; i<m; i++)
dcopy_(&n,&f->e[(i+mof)*f->n + nof],eins_,&tmp[i*n],eins_);
}
} else {
fprintf (stderr,"Matrizen inkompatibel in add_full2rkmatrix.\n");
exit(2);
}
if (rt->kt>0) {
dgemm_ (ntrans,ttrans,&n,&m,&rt->kt,deins_,
rt->a,&n,rt->b,&m,deins_,
tmp,&n) ;
}
dgesvd_("S","S",&n,&m,tmp,&n,s,u,&n,v,&m,work,&lwork,&info) ;
if (info!=0){
fprintf(stderr,"Fehler in add_full2rkmatrix, info=)d.\n",info);
exit(3);

}
rt->kt=0;
nm = n*rt->k; dscal_(&nm,dnull_,rt->a,eins_);

nm = m¥rt->k; dscal_(&nm,dnull_,rt->b,eins_);

for(i=0; i<rt->k && i<n && i<m; i++){
sing_val = sqrt(s[il);
daxpy_(&n,&sing_val,&ul[i*n] ,eins_,&rt->al[i*n],eins_);
daxpy_(&m,&sing_val,&v[i] ,&m,&rt->b[i*m] ,eins_) ;
rt->kt = i+1;

}

free(work) ;

free(tmp);

free(s);

free(v);

free(u);

Implementierung A.7 (Kirzen von Rk-Matrizen)

Das Kiirzen einer Rk-Matriz auf einen niedrigeren Rang k' < k erfolgt wie in Algorith-
mus 2.12. Wir sehen jedoch folgende Verallgemeinerung vor: Zur Rk-Matriz vt werden
anz Rk-Matrizen rk_r[0],... ,rk_r[anz-1] addiert, jede der Matrizen rk_r[i] ist Teil
einer gréfieren Matriz mit dem ersten Indexr (rk_no[i],rk_mo[i]). Fiir den Fall anz=1
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entspricht dies der Konvertierung einer Rk-Matriz in einer Rk'-Matriz.

void addparts2rkmatrix(prkmatrix rt, int anz, int* rk_no,
int* rk_mo, prkmatrix* rk_r){
int i,j,k,lwork,info,kmax=rt->kt;
int n = rt->n;
int m = rt->m;
pfullmatrix f;
double *atmp,*btmp,*rarb,*u,*v,*qr_work,*taul,*tau2,*sigma,*rarabwork;

for(i=0; i<anz; i++) kmax += rk_r[i]->kt; /* rang der matrix */
if (kmax==0) {
rt->kt=0;
return;
}
if (kmax>=n || kmax>=m){ /* rang gross -> fullmatrix */

f = new_fullmatrix(n,m);
for(i=0; i<anz; i++){
dgemm_(ntrans,ttrans,&rk_r[i]->n,&rk_r[i]->m,&rk_r[i]->kt,
deins_,rk_r[i]->a,&rk_r[i]l->n,rk_r[i]->b,&rk_r[i]->m,
deins_,&f->e[rk_no[i]+rk_mo[i]*f->n] ,&f->n);
}
add_full2rkmatrix(f,rt,0,0);
del_fullmatrix(f);
return;
}
atmp = (double*) calloc(n*kmax,sizeof (double));
btmp (double*) calloc(mxkmax,sizeof (double));
rarb = (double*) calloc(kmax*kmax,sizeof (double));
u = (doublex*) calloc(kmax*kmax,sizeof(double));
v = (doublex*) calloc(kmax*kmax,sizeof (double));
lwork = 10*kmax*kmax;
rarbwork = (double*) calloc(lwork,sizeof (double));
lwork = m+n+10;
gr_work = (doublex*) calloc(lwork,sizeof(double));
taul = (double*) calloc(n+m,sizeof (double));
tau2 = (double*) calloc(n+m,sizeof (double));
sigma = (double*) calloc(n+m,sizeof (double));
if (atmp==0x0 || btmp==0x0 || rarb==0x0 || u==0x0 || v==0x0 ||
rarbwork==0x0 || qr_work==0x0 || taul==0x0 || tau2==0x0 ||

sigma==0x0){
fprintf (stderr,"addparts2rkmatrix: Speicher voll\n");
exit(1);
}
for(i=0; i<rt->kt; i++){ /* rkmatrix r=atmp*btmp aufstellen */
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dcopy_(&n,&rt->ali*n] ,eins_,&atmp[i*n] ,eins_);
dcopy_(&m,&rt->b[i*m] ,eins_,&btmp[i*m] ,eins_);

}
k = rt->kt;
for(j=0; j<anz; j++){ /* rkmatrix r=atmp*btmp aufstellen */

for(i=0; i<rk_r[jl->kt; i++){
dcopy_(&rk_r[jl->n,
&rk_r[jl->ali*rk_r[j]l->n],eins_,
&atmp [rk_no[j]+(k+i)*n],eins_);
dcopy_ (&rk_r[j]->m,
&rk_r[j1->b[i*rk_r[j]l->m],eins_,
&btmp [rk_mo [j1+(k+i)*m],eins_);
}
k += rk_r[jl->kt;
}
dgeqrf_(&n,&kmax,atmp,&n,taul,qr_work,&lwork,&info); /* atmp = qa*ra
if (info!=0){
fprintf(stderr,"addparts2rkmatrix: info(dgeqrf,a)=%d\n",info);
exit(2);
}
dgeqrf_(&m,&kmax ,btmp,&m,tau2,qr_work,&lwork,&info); /* btmp = gb*rb
if (info!=0){
fprintf(stderr,"addparts2rkmatrix: info(dgeqrf,b)=Y%d\n",info);
exit(3);
}
for(i=0; i<kmax; i++){ /* rarb = ra*rb"T
for(j=0; j<kmax; j++){
for (k=0; k<kmax; k++){
if (k>=i && k>=j) rarb[i+kmax*j] += atmp[i+k*n]*btmp[j + k*m];
}
}
}
dorgqr_(&n,&kmax ,&kmax,atmp,&n,taul,qr_work,&lwork,&info) ; /* qa
if (info!=0){
fprintf(stderr,"addparts2rkmatrix: info(dorgqr,a)=%d\n",info);
exit(4);
}
dorgqr_ (&m,&kmax ,&kmax ,btmp,&m,tau2,qr_work,&lwork,&info) ; /* gb
if (info!=0){
fprintf(stderr,"addparts2rkmatrix: info(dorgqr,b)=%d\n",info);
exit(5);
}
lwork = 10*kmax*kmax;
dgesvd_("A","A" ,&kmax ,&kmax,rarb,&kmax,sigma,u,&kmax,v,&kmax,
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rarbwork, &lwork, &info) ; /* rarb = uxsigmaxv_T*/
if (info!=0){
fprintf (stderr,"addparts2rkmatrix: info(dgesvd)=%d\n",info);
exit(6);
}
for(i=0; i<kmax; i++){
dscal_(&kmax,&sigmal[i] ,&u[i*kmax],eins_); /* u = uxsigma */
dcopy_ (&kmax,&v[i] ,&kmax,&rarb[i*kmax] ,eins_) ; /* rarb = v *x/
}
for(k=0; k<kmax && k<rt->k && k<n && k<m; k++);
rt->kt = k;
if (k>0){ /* rt->a = qa*u, rt-b=qb*v */
dgemm_ (ntrans,ntrans,&n,&k,&kmax,deins_,atmp,&n,
u,&kmax,dnull_,rt->a,&n);
dgemm_ (ntrans,ntrans,&m,&k,&kmax,deins_,btmp, &m,
rarb,&kmax,dnull_,rt->b,&n) ;
}
free(sigma);
free(tau2);
free(taul);
free(qr_work) ;
free(rarbwork) ;
free(v);
free(u);
free(rarb);
free(btmp) ;
free(atmp) ;
}

Implementierung A.8 (Weitere Konvertierungen und Additionen)
Fiir die Konvertierung zwischen den Matrizformaten rkmatrix und fullmatrix bendti-
gen wir aufer Implementierung A.6 noch die Prozeduren

void convert_f2fmatrix(pfullmatrix f, pfullmatrix ft, int nof, int mof);
void convert_rk2fullmatrix(prkmatrix r, pfullmatrix ft, int nof, int mof);
void convert_rk2rkmatrix(prkmatrix r, prkmatrix rt, int nof, int mof);

die jeweils eine rkmatrix oder fullmatrix in eine fullmatrix oder rkmatrix umwan-
deln. Hier ist wieder zugelassen, dafl die zu konvertierende Matriz eine Untermatriz einer
grofieren Matriz mit den ersten Indizes (nof ,mof) ist. Im Fuall convert_rk2rkmatrix
braucht man aufer der Matriz-Matriz- Multiplikation dgemm_ auch die Kirzung fiir Rk-
Matrizen, die in Implementierung A.7 eingefihrt wurde.

Analog zur Konvertierung sind die Additionsroutinen

void add_full2fullmatrix(pfullmatrix f, pfullmatrix ft, int nof, int mof);
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void add_rk2fullmatrix(prkmatrix r, pfullmatrix ft, int nof, int mof);
void add_rk2rkmatrix(prkmatrix r, prkmatrix rt, int nof, int mof);

zu implementieren, die sich im Faoll add_rk2rkmatrix wieder auf das Kirzen in Imple-
mentierung A.7 zurickfihren lassen.

A.3. H-Matrix

Implementierung A.9 (Datenstruktur Supermatriz)
Die Supermatriz S besteht aus nxm Untermatrizen S;;:

511 - Slm
Snl e Snm

Die Untermatrizen S;; sind wieder wvon der Struktur Supermatrix wund wer-
den als ein Array von Zeigern auf die Untermatrizen in s in der Reihenfolge
S11,--,501,512, - -+, Sn2, - - -, Sum gespeichert. Reprdsentiert S ein Blatt des zugrunde-
liegenden Baumes, so wird der Zeiger s:=0 gesetzt und in r bzw. £ ein Zeiger auf die
zu dem Blatt gehorende rkmatrix bzw. fullmatrix und f:=0x0 bzw. r:=0x0 gesetzt. S
beschreibt eine sizenxsizem-Matriz.

typedef struct _supermatrix supermatrix;
typedef supermatrix *psupermatrix;
struct _supermatrix {

int n; /* n mal m Untermatrizen, */
int m;
int sizen; /* Groesse sizen mal sizem, */

int sizem;
prkmatrix r;
pfullmatrix f;
psupermatrix* s;

};

Implementierung A.10 (Auswertung von Supermatrizen)

Die Auswertung einer Supermatriz s wird, falls s kein Blatt des zugrundeliegenden Bau-
mes reprasentiert, auf die Auswertung in den Untermatrizen s->s[i] zurickgefiihrt.
Reprdsentiert s ein Blatt, so wird fiir s=>r bzw. s->f die Auswertung fir Rk-Matrizen
bzw. Full-Matrizen aufgerufen.

void eval_supermatrix(psupermatrix s, doublex* v, doublex w){
int i,j;
int vindex=0;
int windex=0;
int sindex=0;
int n = s->n;
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int m = s->m;
psupermatrix* s_el = s->s;
if (s->s!1=0x0){
for(i=0; i<n; i++){ /* 1. spalte auswerten */
eval_supermatrix(s_el[sindex],v,&w[windex]);
windex += s_el[sindex]->sizen;
sindex++;
}
for(j=1; j<m; j++){ /* 2.-m. spalte auswerten */
vindex += s_el[sindex-1]->sizem;
windex = 0;
for(i=0; i<n; i++){
addeval_supermatrix(s_el[sindex],&v[vindex] ,&w[windex]) ;
windex += s_el[sindex]->sizen;
sindex++;
}
}
} else { /* s ist ein Blatt */
if (s->r!1=0x0){
eval_rkmatrix(s->r,v,w);
} else {
eval_fullmatrix(s->f,v,w);
}
}
}

Analog werden die Funktionen zur Auswertung der transponierten Matrix und zum Auf-
addieren von s-v auf einen Vektor w definiert:

void addeval_supermatrix(psupermatrix s, double* v, doublex w);
void evaltrans_supermatrix(psupermatrix s, double* v, double* w);
void addevaltrans_supermatrix(psupermatrix s, double* v, doublex* w);

Implementierung A.11 (Konvertieren von bzw. in Supermatrizen)

Die Konvertierung einer fullmatrix oder rkmatrix erfolgt fir jeden zu einem Blait
gehorenden Block der Supermatriz einzeln, dort werden dann convert_rk2rkmatrix,
convert_rk2fullmatrix, convert_full2rkmatrix und convert_f2fmatrix aufgeru-
fen. Eine Konvertierung von einer H-Mairiz-Struktur in eine andere wird nicht imple-
mentiert, da wir fir die Inversion und Multiplikation voraussetzen, daf die zugrunde-
liegenden Hy-Bdaume wie in Lemma 4.11 aus den entsprechend passenden H-Bdumen
erzeugt wurden. Hier ist lediglich das Kopieren der Daten einer Supermatriz s in eine
Supermatriz sc mit der Prozedur

void copydata_supermatrix(psupermatrix s, psupermatrix sc);

notig, die in den Bldttern auf convert_rk2rkmatrix und convert_f2fmatrix zurick-
greift.
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Implementierung A.12 (Skalieren von Supermatrizen)
Die Multiplikation einer Supermatriz s mit einem Skalar value fihrt die Prozedur

void scale_supermatrix(psupermatrix s, double value);

durch. In den Bldttern wird die LAPACK -Funktion dscal_ aufgerufen.

Implementierung A.13 (Multiplikation von Rk-Matrizen und Full-Matrizen)

Fiir die hierarchische Approximation und die Multiplikation bendtigen wir eine Funktion,
die eine neue Matriz mit dem Inhalt a-b anlegt. Dabei beschrinken wir uns auf den Fall,
dafy a,b Full-Matrizen sind (— liefert eine Full-Matriz zuriick), oder daff wenigstens
eine von beiden eine Rk-Matriz ist (— liefert eine Rk-Matriz zurick).

pfullmatrix get_mul_fullmatrix(psupermatrix a,psupermatrix b);
prkmatrix get_mul_rkmatrix(psupermatrix a, psupermatrix b);

Implementierung A.14 (Multiplikation und Konvertierung in eine Rk-Matriz)
Wir fiihren gleichzeitig die (formatierte) Multiplikation a®b, Addition r®a®b und hier-
archische Approzimation des Ergebnisses durch einer Rk-Matriz v durch:

0,171 e alyam bl,l e bl,m
an,1 --- Op,am bam,l .- bam,m

Die Matriz r darf Teil einer grifieren Rk-Matriz mit erstem Inder (nof ,mof) sein.

void add_prod2rkmatrix(prkmatrix r, psupermatrix a, psupermatrix b,
int nof, int mof){
int i,j,k,n=a->n,m=b->m,am=a->m,no,mo;
prkmatrix r2=0x0;
pfullmatrix f;
if (a->s!=0x0 && b->s!=0x0){ /* produkt von supermatrizen */
if (b->n==am){

no = nof;
for(i=0;i<n;i++){
mo = mof;
for(j=0; j<m; j++){
if (r2==0x0 || a->s[i]->sizen!=r2->n ||

b->s[j*am]->sizem!=r2->m){
if(r2'=0x0) del_rkmatrix(r2);
r2 = new_rkmatrix(r->k,a->s[i]->sizen,
b->s[j*am]->sizem) ;

Yelse{
r2->kt=0;
}
for(k=0; k<am; k++) /* r2 = (ab)_{i,j}
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add_prod2rkmatrix(r2,a->s[i+k*n],
b->s[k+j*am] ,0,0);
addpart2rkmatrix(r,no,mo,r2,0,0,r2->n,r2->m) ;
mo += b->s[j*am]->sizem;

}
no += a->s[i]->sizen;
}
if (r2!=0x0) del_rkmatrix(r2);

}

} else {
fprintf (stderr,"Matrizen inkompatibel in add_prod2rkmatrix.\n");
exit(1);

}

} else {

if(a->r!=0x0 || b->r!=0x0){ /* rkmatrix */
r2 = get_mul_rkmatrix(a,b);
addpart2rkmatrix(r,nof ,mof,r2,0,0,r2->n,r2->m);

} else { /* fullmatrix */
f = get_mul_fullmatrix(a,b);
r2 = new_rkmatrix(r->k,a->sizen,b->sizem);
add_full2rkmatrix(f,r2,0,0);
addpart2rkmatrix(r,nof ,mof,r2,0,0,r2->n,r2->m);
del_rkmatrix(r2);

}

}
}

Implementierung A.15 (Multiplikation von Supermatrizen)

Die Multiplikation zweier Supermatrizen a,b, Addition des Produktes zu einer Super-
matriz ¢ und Konvertierung von ab+c in die Struktur von ¢ wird mit der nachfolgen-
den Prozedur durchgefiihrt. Das Kirzen wird wie in Bemerkung 4.12 durch sukzessives
Aufaddieren (Approzimation) vorgenommen, wobei die dabei auftretenden Konvertie-
rungen von Supermatrizen in Rk-Matrizen mit der hierarchischen Approximation aus
Abschnitt 4.2.2 erfolgen (add_prod2rkmatrix, — Implementierung A.14). Fir die Ope-
ration c:=a@®b initialisiert man ¢ vorab auf Null. Soll das exakte Produkt berechnet
werden, so bestimmt man zuerst die Rangverteilung k der Zielmatriz und ruft fir die auf
Rang k erweiterte Matriz ¢ die Multiplikation auf, anschlieffend kann man z.B. die Best-

approzimation (Konvertierung) der erweiterten Matriz in der urspringlichen Struktur
durchfihren.

void muladd_supermatrix(psupermatrix ¢, psupermatrix a, psupermatrix b){

int i,j,n=c->n,m=c->m,k,nm=a->m;
psupermatrix a_el,b_el,c_el;
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prkmatrix r;
pfullmatrix f;
if (a->sizem!=b->sizen || a->sizen!=c->sizen || b->sizem!=c->sizem)q{
fprintf(stderr,"Matrizen inkompatibel in muladd_supermatrix\n");
exit(1);
}
if(c->s!=0x0){
if (a->s!=0x0 && b->s!=0x0){ /* nur supermatrizen */
for(i=0; i<n; i++)
for(j=0; j<m; j++){
c_el = c->s[i+j*n];
a_el = a->s[i];
b_el = b->s[j*nm];
muladd_supermatrix(c_el,a_el,b_el);
for(k=1; k<nm; k++){
a_el = a->s[i+k*n];
b_el = b->s[k+j*nm];
muladd_supermatrix(c_el,a_el,b_el);

}

}
} else { /* a oder b ist rk oder fullmatrix */
if (a->r!=0x0 || b->r!=0x0){
r = get_mul_rkmatrix(a,b);
add_rk2supermatrix(r,c,0,0);
} else {
f = get_mul_fullmatrix(a,b);
add_full2supermatrix(f,c,0,0);
}
}
} else {
if (c->r!=0x0){
if(a->r!=0x0 || b->r!=0x0){
r = get_mul_rkmatrix(a,b);
addpart2rkmatrix(¢c->r,0,0,r,0,0,r->n,r->m);
} else {
if (a->f!=0x0 || b->f!=0x0){
f = get_mul_fullmatrix(a,b);
add_full2rkmatrix(f,c->r,0,0);
} else {
add_prod2rkmatrix(c->r,a,b,0,0);
}
}
} else {
if(a->r!=0x0 || b->r!=0x0){
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r = get_mul_rkmatrix(a,b);
add_rk2fullmatrix(r,c->f,0,0);
} else {
if (a->f!1=0x0 && b->f!=0x0){
dgemm_ (ntrans,ntrans,&c->sizen,&c->sizem,&a->sizem,deins_,
a->f->e,&a->sizen,b->f->e,&b->sizen,deins_,
c->f->e,&c->sizen) ;
} else {
f = get_mul_fullmatrix(a,b);
add2fullmatrix(c—>f,f);

Implementierung A.16 (Inversion von Supermatrizen)

Die (formatierte) Inversion erfolgt wie in Algorithmus 4.18, d.h. si,s,sw gehiren zur
selben H-Matriz-Struktur und auf der Diagonalen befinden sich nur Supermatrizen oder
Full-Matrizen.

void invert_supermatrix(psupermatrix si, psupermatrix s,
psupermatrix sw){

int n
int m
int i,j,k,1;
int info;
int* ipiv;
psupermatrix* sw_e = sSw->sS;
psupermatrix* s_e = s->s;
psupermatrix* si_e = si->s;
if (si->f!1=0 && s->f!=0x0 && sw->f!=0x0){ /* fullmatrix Inversion */
n = si->sizen;
m = si->sizem;
ipiv = (int*) malloc((size_t) n*sizeof(int));
if (ipiv==0x0){
fprintf (stderr,"Speicher voll in invert_supermatrix.\n");
exit(1);
}
dcopy_(&si->f->nm,s->f->e,eins_,si->f->e,eins_);
dgetrf_(&n,&m,si->f->e,&n,ipiv,&info);
if (info!=0){
fprintf (stderr,
"Fehler bei LU-Zerlegung in invert_supermatrix, info=}d.\n",

s->n;

s->m;
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info);
exit(2);
}
dgetri_(&n,si->f->e,&n,ipiv,sw->f->e,&sw->f->nm,&info);
if (info!=0){
fprintf (stderr,
"Fehler bei Inversion in invert_supermatrix, info=J)d.\n",
info);
exit(3);
}
free(ipiv);
} else {
if(si->s==0x0 || s->s==0x0 || sw->s==0x0){
fprintf (stderr,"Diagonale defekt in invert_supermatrix.\n");
exit(4);
}
for(1=0; 1<n; 1++){
invert_supermatrix(si_e[1+n*1],s_e[l+n*1],sw_e[1l+n*1]);
for(j=0; j<1; j++){
mul_supermatrix(sw_e[l+n*j],si_e[1+n*1],si_e[1+n*j]);
copydata_supermatrix(sw_e[1l+n*j],si_e[1+n*j]);
}
for(j=1+1; j<m; j++){
mul_supermatrix(sw_e[l+n*j],si_e[1+n*1],s_e[1+n*j]);
copydata_supermatrix(sw_e[1+n*j],s_e[1+n*j]);
}
for(i=1+1; i<n; i++){
for(j=0; j<=1; j++){
mul_supermatrix(sw_e[i+n*j],s_e[i+n*1],si_e[1+n*j]);
scale_supermatrix(sw_e[i+n*j],-1.0);
addto_supermatrix(si_e[i+n*j],sw_e[i+n*j]);
}
for(j=1+1; j<m; j++H){
mul_supermatrix(sw_e[i+n*j],s_e[i+n*1],s_e[1+n*j]);
scale_supermatrix(sw_e[i+n*j],-1.0);
addto_supermatrix(s_e[i+n*j],sw_e[i+n*j]);
}
}
}
for(1=n-1; 1>=0; 1--)
for(i=1-1; i>=0; i--)
for(j=0; j<m; j++){
mul_supermatrix(sw_e[i+n*j],s_e[i+n*1],si_e[1+n*j]);
scale_supermatrix(sw_e[i+n*j],-1.0);
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addto_supermatrix(si_e[i+n*j],sw_e[i+n*j]);

}

A.4. Newton-Iteration zur Berechnung von sign(M)

Zur Berechnung von sign(s) werden vier Matrizen s, ssign, swork, swork2 von der-
selben Struktur wie s benétigt. Der Inhalt von s wird iiberschrieben und zu Beginn
muf} in ssign derselbe Inhalt wie in s stehen. Die Iteration bricht ab, wenn sich die
Konvergenzrate, wie in Bemerkung 8.11 erwéhnt, verschlechtert. Zur Berechnung von
17— (5)2||5 und || S| dienen die Funktionen norm_2_supermatrixprodminusid und
norm_2_supermatrix.

void sign_supermatrix(psupermatrix ssign, psupermatrix s,
psupermatrix swork, psupermatrix swork?2){
int i;
double norm = 0.0,normalt = 1.0;
double 11,12,faktor;
double rate=0.0,rate_best=1.0;
for(i=0; i>=0; i++){
if(i==0) 11 = norm_2_supermatrix(ssign);
scale_supermatrix(swork2,0.0);
scale_supermatrix(swork,0.0);
invert_supermatrix(swork2,ssign,swork) ;
if (i==0){
12 = norm_2_supermatrix(swork?2);
faktor = sqrt(12)/sqrt(11);
scale_supermatrix(s,0.5*faktor);
scale_supermatrix(swork2,0.5/faktor) ;
}
add_supermatrix(ssign,s,swork2) ;
if(i>0) scale_supermatrix(ssign,0.5);
if(i==0) scale_supermatrix(s,2.0/faktor);
norm = norm_2_supermatrixprodminusid(ssign,ssign);
if(rate < 2.0*rate_best || i<5){
if (rate<rate_best && i>2) rate_best = rate;
rate = norm/normalt;
normalt = norm;
copycontent_supermatrix(ssign,s);
}else{
i=-2;
}
}
}
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