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Einleitung

Im Jahr 1955 begann Salzmann mit dem Studium geometrischer Strukturen, auf
deren Punkt- und Geradenmenge Topologien gegeben sind, so dafl gewisse geome-
trische Operationen stetig sind. Derartige Strukturen bezeichnet man als topolo-
gische Geometrien.

Diese, zunéchst nur fiir lineare Geometrien benutzten Eigenschaften, wie etwa pro-
jektive und affine Ebenen (siche Compact Projective Planes, Walter de Gruyter,
1995 von H. SALZMANN, D. BETTEN, T. GRUNDHOFER, H. HAHL, R. LOWEN
und M. STROPPEL fiir eine f]bersicht) und projektive und affine Rdume, wur-
den im Laufe der Jahre auch auf Kreisebenen und auf die von Tits eingefiihrten
verallgemeinerten Polygone angewandt.

Schon seit langem ist die enge Beziehung zwischen Laguerreebenen und verallge-
meinerten Vierecken bekannt, siche zum Beispiel S. E. PAYNE und J. A. THAS
[PT84] fiir den endlichen Fall. In einer Reihe von Arbeiten beschéftigte sich
A. SCHROTH mit der Konstruktion kompakter zusammenhéngender verallgemei-
nerter Vierecke aus lokalkompakten zusammenhidngenden Laguerreebenen und
umgekehrt mit der Konstruktion lokalkompakter zusammenhingender Laguer-
reebenen aus kompakten zusammenhingenden verallgemeinerten Vierecken. Da-
bei stellte sich heraus, dafi einerseits die sogenannte Liegeometrie solcher La-
guerreebenen stets kompakte zusammenhingende antireguldre verallgemeinerte
Vierecke bildet und andererseits die Ableitungen antiregulidrer kompakter zusam-
menhéngender Vierecke stets lokalkompakte zusammenhéngende Laguerreebenen
liefern. Mehr noch, A. SCHROTH war in der Lage zu zeigen, daf} jedes kompakte
zusammenhéngende Viereck mit topologischen Parametern 1 bzw. 2, d.h. Geraden
und Geradenbiischel sind zur 1- bzw. 2-Sphéire homéomorphe Riaume, bis auf Dua-
litdt antiregulédr ist und sich damit als Liegeometrie einer geeigneten Laguerreebene
beschreiben 148t.

In der vorliegenden Arbeit beschéftigen wir uns mit zwei Erweiterungen dieser
Ergebnisse. Zunichst definieren wir die Liegeometrie von Laguerrerdumen belie-
bigen Ranges (Laguerreebenen sind Laguerreriume vom Rang drei) und zeigen,
dal die Liegeometrie lokalkompakter zusammenhingender Laguerrerdume stets
kompakte zusammenhéngende Vierecke bildet und die so erhaltenen Vierecke iso-
morph zu Translationsvierecken vom Tits Typ sind, welche eingehend von M. JoOs-
WIG untersucht wurden. Danach beschiftigen wir uns mit der Frage, wie sich
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der Begriff der Antiregularitdt so verallgemeinern l48t, dai die Ableitung sol-
cher Vierecke Laguerreriume beliebigen Ranges liefern. Dies fiithrt zum Begriff
der k-Antiregularitidt, k& > 3. Dabei zeigt sich, daf} die 3-Antiregularitit genau
der Antiregularitéit entspricht und die Ableitungen k-antiregulérer Vierecke an je-
dem Punkt Laguerreriume vom Rang k bilden, diese Vierecke lassen sich also
als Liegeometrien geeigneter Laguerrerdume beschreiben. Im topologischen Fall,
d.h. wenn das Viereck kompakt und zusammenhéngend ist, sind die so erhaltenen
Laguerrerdume ebenfalls lokalkompakt und zusammenhingend. Eine allgemeine
Aussage allerdings wie bei A. SCHROTH, d.h. aus bestimmten topologischen Para-
metern des Vierecks schon auf die k-Antiregularitét schlielen zu konnen, 148t sich
nicht erwarten. Es zeigt sich, dal kompakte zusammenhéingende k-antiregulire
Vierecke fiir £ > 3 stets isomorph zu einem symmetrischen Viereck und damit
klassisch sind. Am Schluf§ dieser Arbeit diskutieren wir deshalb noch den Begriff
des k-antireguldren Punktes eines Vierecks.

Im Einzelnen gehen wir wie folgt vor:

Im ersten Paragraphen fiihren wir die wichtigsten Begriffe und Notationen ein,
die wir in den folgenden Abschnitten benotigen. Einige topologische Konstruktio-
nen werden angegeben, und der in den folgenden Beweisen immer wieder zitierte
Gebietsinvarianzsatz wird formuliert.

Der erste Teil des zweiten Paragraphen dient im wesentlichen dazu, die in der Lite-
ratur auf den ersten Blick unterschiedlichen Definitionen topologischer projektiver
Réaume zusammenzufiithren und einige Aussagen iiber die Topologien der fiir uns
interessanten Ridume zu zeigen. Im zweiten Teil dieses Paragraphen untersuchen
wir, basierend auf dem Artikel Topologische Ovale von T. BUCHANAN, H. HAHL
und R. LOWEN [BHL80], abgeschlossene Ovoide und zeigen einige in diesem Arti-
kel fiir abgeschlossene Ovale bewiesene Aussagen auch fiir abgeschlossene Ovoide,
die wir im dritten Paragraphen einerseits fiir die Existenz topologischer Laguer-
rerdume bendtigen, andererseits, um die topologischen Parameter lokalkompakter
zusammenhingender Laguerreriume einzuschrinken.

Mir ist bisher nicht bekannt, dafl eine Definition topologischer Laguerrerdume
in der Literatur existiert. Der dritte Paragraph wird sich aus diesem Grund
hauptséchlich mit diesem Begriff beschéftigen. Im ersten Teil definieren und mo-
tivieren wir Laguerrerdume, besprechen einige Beispiele und geben einen kurzen
Einblick in die Arbeiten von B. Kopp und H. MAURER. Abschnitt 3.3 dient
der Definition topologischer Laguerreriume, wobei wir zunéchst topologische La-
guerreebenen einfiihren und einen Uberblick der Arbeiten von H. GROH geben.
Im letzten Teil schliefilich zeigen wir, daf} sich lokalkompakte zusammenhéingende
Laguerreriume mit einem Rang grofler gleich vier als ovoidale Laguerrerdume in
kompakten zusammenhingenden projektiven Rdumen iiber abgeschlossenen Ovoi-
den beschreiben lassen.
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Im vierten Paragraphen stellen wir topologische Vierecke vor und beschreiben im
Abschnitt 4.2 die enge Verwandschaft zwischen Laguerreebenen und kompakten
zusammenhéngenden Vierecken mit Parametern (1,1) bzw. (2,2). All diese Er-
gebnisse gehen auf Arbeiten von A. SCHROTH zuriick. Abschnitt 4.3 gibt einen
kurzen Uberblick der Ergebnisse iiber Translationsvierecke von M. Joswia, die
wir unter anderem im siebten Paragraphen bend&tigen.

Dank der Resultate aus dem zweiten und dritten Paragraphen sind wir im fiinf-
ten Paragraphen in der Lage, zeigen zu konnen, dafl die Liegeometrie eines La-
guerreraums, der die Bedingung (DO) erfiillt (siehe Definition 3.6), bereits ein
verallgemeinertes Viereck bildet, wobei wir dies im ersten Teil, ohne topologische
Zusatzvoraussetzungen an den Laguerreraum zu stellen, rein inzidenzgeometrisch
nachweisen. Wir zeigen auflerdem, daf} die so erhaltenen Vierecke bereits Vierecke
vom Tits Typ sind. Im zweiten Abschnitt schliefilich untersuchen wir die Liegeo-
metrie lokalkompakter zusammemhingender Laguerrerdume und zeigen, basierend
auf einer Arbeit von A. SCHROTH, daf} sich die Topologien so erweitern lassen,
dafl wir kompakte zusammenhéingende Vierecke erhalten. Damit ist eine der oben
angekiindigten Erweiterungen abgeschlossen.

Im sechsten Paragraphen behandeln wir die zweite Verallgemeinerung. Wir stellen
uns die Frage, welche Bedingung ein verallgemeinertes Viereck erfiillen muf}; da-
mit die Ableitung an jedem Punkt einen Laguerreraum vom Rang & bildet. Dies
fiihrt zum Begriff der k-Antiregularitét, der im ersten Teil dieses Paragraphen mo-
tiviert wird. Der Abschnitt 6.2 beschéftigt sich mit dem Beweis des Hauptsatzes,
wir zeigen, dafl die Ableitungen eines k-antireguliren Vierecks tatséichlich an je-
dem Punkt Laguerrerdume vom Rang k liefern. Unsere Frage wird also positiv
beantwortet.

Im ersten Teil des letzten Paragraphen wenden wir uns wieder kompakten zusam-
menhéingenden Vierecken zu. Ist solch ein Viereck k-antireguldr, so stellt sich her-
aus, dafl die Ableitung an jedem Punkt einen lokalkompakten zusammenhéngenden
Laguerreraum bildet, dessen Liegeometrie zum vorgegebenen Viereck isomorph ist.
Solche Vierecke sind also kompakte zusammenh#ngende Vierecke vom Tits Typ.
Es zeigt sich weiter, anders als im ebenen Fall, da} k-antiregulire Vierecke bereits
klassisch, d.h. isomorph zu einem geeigneten symmetrischen Viereck sind. Im zwei-
ten Abschnitt diskutieren wir die Frage, an welchen topologischen Parametern wir
sehen konnen, wann ein kompaktes zusammenhingendes Viereck als Liegeometrie
eines geeigneten Laguerreraums dargestellt werden kann. Eine so allgemeine Aus-
sage, wie im ebenen Fall aber von A. SCHROTH gezeigt werden konnte, dafl jedes
kompakte zusammenhéngende Viereck mit Parametern (1,1) bzw. (2,2), bis auf
Dualitét, schon antiregulér ist, 148t sich hier nicht zeigen. Naiv wiirde man versu-
chen dieses Resultat in etwa folgende Aussage umzuformulieren: Jedes kompakte
zusammenhéngende Viereck mit Parametern (1,n) ist bereits (n + 2)-antiregulér.
Da diese Vierecke aber, wie im Abschnitt 7.1 gezeigt wird, immer klassisch sind
und es viele nichtklassische Beispiele fiir Vierecke mit Parametern (1,n) gibt, stel-
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len wir uns die Frage, wann Vierecke mit diesen Parametern (n + 2)-antiregulire
Punkte besitzen.

An dieser Stelle mochte ich mich bei den Herren Professoren D. Betten und A.
Schroth fiir die Betreuung, die vielen Anregungen und die sténdige Diskussions-
bereitschaft bedanken, die diese Arbeit erst moglich gemacht haben. Weiterhin
danke ich Herrn Priv.-Doz. H. Klein fiir viele niitzliche Tips und Herrn Prof. A.
Srivastav fiir die Férderung.

Danke auch an Hendrike und Yamez fiir die Unterstiitzung in den letzten Wochen.

Das Graduiertenkolleg Effiziente Algorithmen und Mehrskalenmethoden forderte
diese Arbeit durch ein Stipendium.



1. Begriffe und Notationen

In diesem Paragraphen fithren wir die Begriffe und Definitionen ein, mit denen wir
im folgenden arbeiten werden.

1.1 Geometrie

Zunéchst fassen wir die inzidenzgeometrischen Begriffe zusammen. Eine Inzidenz-
struktur G = (P, B,I) besteht aus einer nichtleeren Menge P von Punkten, einer
nichtleeren Menge B von Blocken und einer Relation I C P x B, der sogenannten
Inzidenz. Die Elemente von B heiflen auch Geraden oder Kreise, je nachdem,
welche Inzidenzstruktur wir betrachten. Fiir (p,b) € I sagen wir auch ,p inzidiert
mit b“, | p liegt auf b“, oder ,,b geht durch p“. Zwei Punkte p,q € P, fiir die es
einen Block b € B so gibt, dafi p I b I ¢, heiflen auch verbindbar, und b Verbin-
dungsblock. Weiter heifit fiir jedes p € P die Menge B, := {b € B; (p,b) € I} das
Geradenbiischel von p, und b := {p € P; (p,b) € I} die Punktreihe von b. Mit
F:={(p,b) € P x B; pIb} bezeichnen wir den Fahnenraum.

Eine Inzidenzstruktur G' = (P', B',T') heiffit Untergeometrie von G = (P, B,1),
wenn P C P, B C Bund I' = IN (P' x B'). Erfiillt die Inzidenzstruktur G =
(P, B,I) gewisse Axiome (wie zum Beispiel die der affinen Ebenen), so bezeichnen
wir mit Untergeometrie nur solche Inzidenzstrukturen, die die gleichen Axiome
erfiillen.

G = (P, B,1I) heiit endlich, wenn P und B endliche Mengen sind.

Zwei Inzidenzstrukturen G = (P, B,I) und G’ = (P',B',T') heiflen isomorph (in
Zeichen G = G'), wenn es bijektive Abbildungen a: P — P’ und 8: B — B’ so
gibt, daB fiir alle (p,b) € P x B genau dann p mit b inzidiert, wenn dies auch fiir
a(p) und B(b) gilt. Das Paar («, 3) heifit dann Isomorphismus.

Da in den von uns betrachteten Inzidenzstrukturen die Blocke eindeutig durch ihre
Punktreihen beschrieben werden, betrachten wir anstelle von G = (P, B, 1) die zu G
isomorphe Struktur (P, B := {b;b € B}, €) und schreiben kurz (P, B) anstelle von
G. Ein Isomorphismus (a, §) zwischen zwei Inzidenzstrukturen (P, B) und (P', B)
wird dann schon eindeutig durch a: P —» P’ beschrieben (3(b) = {a(p); p € b}
fiir einen Block b € B).
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1.2 Topologie

In den von uns betrachteten topologischen Inzidenzstrukturen treten die folgen-
den topologischen Konstruktionen immer wieder auf, die wir deshalb an die-
ser Stelle einfithren. Sei M ein separierter topologischer Raum. Auf der Menge
Pa(M) C P(M) der abgeschlossenen Teilmengen von M konstruieren wir zunéchst
einen Konvergenzbegriff, mit dessen Hilfe wir die sogenannte Hausdorfftopologie
definieren.

Definition 1.1. (Hausdorff-Konvergenz) Sei (A,)nen eine Folge in Pa(M). Sei
weiter der Limes-Inferior von (Ap)nen die Menge der Grenzwerte von Folgen
(@p)nen mit a, € A, fir alle n € N und der Limes-Superior die Menge aller
Hiufungspunkte von Folgen (b,)nen mit b, € A, fir alle n € N. Wir sagen,
(Ap)nen konvergiere gegen A € Pa(M), wenn A = liminf, e A, = limsup, o Ap-

Eine Teilmenge A von P4(M) heifit abgeschlossen, wenn sie beziiglich der Haus-
dorftkonvergenz folgenabgeschlossen ist. Umgekehrt heifit eine Teilmenge O von
P4(M) offen, wenn ihr Komplement in P4 (M) abgeschlossen ist. Die Menge aller
offenen Teilmengen von P4 (M) bildet dann eine Topologie auf P4(M).

Ist (M, d) ein kompakter metrischer Raum, so liefert uns

dg:Pa(M) x P4y(M) — R, (A, B) — max{supd(a, B),supd(b, A)}
acA beB
eine Metrik auf P4 (M), die die Hausdorfftopologie induziert (siche Nadler [Nad 78],
Chapter 0). Die Abbildung dy bezeichnen wir auch als Hausdorffmetrik.

Eine weitere, im folgenden hiufig benutzte topologische Konstruktion ist die Iden-
tifikation. Ist M ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrelation auf M,
so bezeichnen wir mit [z] := {y € M ; = ~ y} die Aquivalenzklasse von  beziiglich
der Relation ~ und mit M. := {[z]; z € M} die Menge der Aquivalenzklassen,
den sogenannten Quotientenraum. Auf M. konnen wir in natiirlicher Weise ei-
ne Topologie definieren, die sogenannte Quotiententopologie. Eine Teilmenge U
von M, ist offen, wenn das Urbild von U unter der Abbildung

m M — M.,z — [z]

offen in M ist. Die Quotiententopologie ist somit die schwéchste Topologie auf
M.., so daB die Abbildung 7 stetig ist.
Ein Spezialfall dieser Konstruktion ist das (zweifache) symmetrische Produkt:
Fiir jede Menge M bildet die Relation

(z,y) ~ (2,y) = {z,y} ={2". ¥}

eine Aquivalenzrelation auf M x M. Den Quotientenraum beziiglich dieser Rela-
tion bezeichnen wir als symmetrisches Produkt M x M := (M x M).. Ist M ein
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topologischer Raum, so sei auf M x M die Quotiententopologie gegeben, also
diejenige schwichste Topologie, so dafl die Abbildung

M x M — Mx M, (z,y) — {z,y}

stetig ist. Ist M zusétzlich hausdorffsch, so gibt es fiir alle z,y € M mit
z # y disjunkte Umgebungen U, von z und U, von y. Die Einschrinkung
7|y, xv, ist dann injektiv, also ein Hom&omorphismus, und damit (M x M)\ A
mit A := {{z,z}; z € M} lokal hombomorph zum Produkt M x M.

Zum Abschlufl dieses Abschnittes zitieren wir noch den Brouwerschen Gebietsinva-
rianzsatz. Fiir einen Beweis siehe zum Beispiel HUREWICZ und WALLMAN [HW48],
S.48 und S. 95 ff.

Satz 1.2. Sind M und N Mannigfaltigkeiten gleicher (endlicher) Dimension und
f: M — N eine stetige injektive Abbildung, so ist f(M) offen in N und f indu-
ziert einen Homdéomorphismus von M auf f(M).
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1. Begriffe und Notationen



2. Lineare Riaume

Wir fassen zunéchst die wichtigsten Begriffe der affinen und projektiven Ridume
zusammen, wobei wir den ebenen Fall einschlieffen. Fiir den rdumlichen Fall sei auf
SCHRODER [Schr91] und SORENSEN [S676], und auf PICKERT [Pick75] und SALZ-
MANN, BETTEN, GRUNDHOFER, HAHL, LOWEN und STROPPEL [SBGHLS95] fiir
den ebenen Fall verwiesen.

Definition 2.1. (Linearer Raum) Eine Inzidenzstruktur P = (P, L) heifst linearer
Raum, wenn es fiir je zwei verschiedene Punkte p,q € P genau eine Verbindungs-
gerade p,q € l € L gibt.

Die eindeutige Verbindungsgerade zweier verschiedener Punkte p,q € P bezeich-
nen wir dann mit pV gq.

Spezielle lineare Rdume sind die im néchsten Abschnitt betrachteten affinen und
projektiven Rdume, bei denen wir uns hauptsichlich fiir den topologischen Fall in-
teressieren. Zwar kann man auch schon fiir lineare Rdume (oder spezieller fiir stabi-
le Rdume) topologische Strukturen betrachten, die Definitionen und Beweise wéren
aber fiir das Ziel der vorliegenden Arbeit viel zu aufwendig. Wir beschrinken uns
daher auf die folgenden Inzidenzstrukturen und verweisen den interessierten Leser
auf den Handbuchartikel “Linear topological geometries” von T. GRUNDHOFER
und R. LOWEN [GL95].

Am Ende dieses Paragraphen, im Abschnitt Ovale und Ovoide, behandeln wir to-
pologische Ovoide und verallgemeinern einige, in [BHL80] fiir topologische Ovale
gezeigte, Aussagen auf diesen Fall, um die topologischen Parameter der im Para-
graphen 3 eingefiihrten Laguerrerdume einschrinken zu konnen.

2.1 Affine und projektive Riume

Definition 2.2. (Projektiver Raum) FEine Inzidenzstruktur P = (P, L) heifit pro-
jektiver Raum, wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind

(i) P ist ein linearer Raum;

(17) (Veblen-Young-Axiom) Fiir alle paarweise verschiedenen Geraden ly,...,ls in
L mit llﬂlg,llﬂlg,llﬂl4,l2ﬂl3,lgﬂl4 §£ & und llﬂlg ?é llﬂlg,,llﬂlg # ll 014
gilt auch l3Nly # @ (siehe Abbildung 2.1);
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Abb. 2.1. Projektives Veblen-Young-Axiom

(7ii) (Reichhaltigkeit) Auf jeder Gerade liegen mindestens drei Punkte und es gibt
mindestens zwet Geraden.

Eine Teilmenge 7" von P heifit Teilraum, wenn jede Gerade, die mit 7" mindestens
zwei Punkte gemeinsam hat, schon ganz in 7" enthalten ist. Wie man leicht sieht,
ist dann

Pr = (T, Lr = {l eL;lC T})

schon selbst ein projektiver Raum, wenn 7" mindestens zwei Geraden enthilt, das
sogenannte Residuum von 7.

Die Hiille A oder (A) einer Teilmenge A von P sei der kleinste Teilraum, der A
enthilt. Die Hiille von drei nicht auf einer Geraden liegenden Punkte heifit auch
Ebene (der von diesen Punkten aufgespannte Teilraum ist dann eine projektive
Ebene). Eine Basis S eines Teilraumes 7" von P ist eine Teilmenge von 7" so, dafl
S =T und fiir alle S’ C S der Abschlul S” # T'. Ist S endlich, so heifit | S| = rang T
der Rang von 7', andernfalls setzen wir rang 7" = 00. Ist P = (P, L) ein projektiver
Raum vom Rang n, so bezeichnen wir mit 7; die Menge aller Teilrdume vom Rang
¢t < n. Somit ist 77 = P, 75 = L und £ := T3 die Menge der Unterebenen.
Die Elemente von H := 7, 1 heilen auch Hyperebenen und die Elemente aus
C := T,_o Cogeraden. Die Gesamtheit aller Teilriume bezeichnen wir mit 7.

Das Reichhaltigkeitsaxiom der Definition besagt, dafl wir projektive Rdume vom
Rang grofler gleich drei betrachten.

BEMERKUNG: Der Begriff des Ranges ist in der letzten Zeit etwas uniiblich gewor-
den. Meist wird heute anstelle von Rang die Dimension eines Teilraums definiert
(die Dimension eines Teilraums 7" ist dann gerade rang 7' — 1), da wir aber in der
vorliegenden Arbeit den Dimensionsbegriff fiir topologischer Rdume benétigen,
verwenden wir hier, um Verwechslungen auszuschliefen, den Rang.
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Eine Teilmenge P’ von P heifit unabhiingig, wenn P'\{p} C P’ fiir alle p € P'.
Dual dazu heifit eine Teilmenge #' von ‘H unabhingig, wenn

N H2()H

He(H\{M}) HeH!

fiir alle M € H'. Die Menge aller unabhéngigen Teilmengen P’ von P mit |P'| =i
bezeichnen wir als P und die Menge aller unabhiingigen Teilmengen H’' von #
mit [H'| =i als H®.

Wie man leicht sieht, sind projektive Ridume selbstdual, d.h. mit P = (P, £) ist
auch der sogenannte duale Raum P* := (H,C) ein projektiver Raum. Weiter
definieren wir fiir jeden Punkt z € P eines projektiven Raums P = (P, £) vom
Rang n > 4 den projektiven Unterraum

P,:=(L,,{Fe€&;z€ E}, Q).

Beispiel 2.3. (Klassischer Projektiver Raum) Sei K ein (nicht notwendigerwei-
se kommutativer) Korper. Fassen wir K" als Rechtsvektorraum iiber K auf,
so bezeichne PG(K™) die Menge aller 1—dimensionalen Unterrdume von K"
und £ die Menge aller 2—dimensionalen Unterrdume. Mit diesen Notationen ist
P = (PG(K™), L, C) ein projektiver Raum vom Rang n.

Sind Verwechslungen ausgeschlossen, so bezeichnen wir mit PG(K™) nicht nur den
Punktraum, sondern den projektiven Raum selbst.

Bekanntermaflen ist ein projektiver Raum vom Rang n > 4 desarguessch (siehe
Definition 2.4) und damit isomorph zum Unterraumverband PG(K™) iiber einem
Korper K, vergleiche [Schr91], Satz 6.33. Dagegen gibt es im Fall n = 3 viele
nichtklassische Beispiele, wie wir in den folgenden Abschnitten sehen werden.

Definition 2.4. Die Desarqueskonfiguration ist eine Inzidenzstruktur

2=((2)(5)<)

mit 2 ={1,2,3,4,5} und (7)== {X C 2; |2 =1}.

Ein projektiver Raum heifit desarguessch, wenn die Desargueskonfiguration abge-
schlossen ist, d.h. wenn fir je zehn Punkte und je zehn Geraden 29 der 30 Inzi-
denzen der Desargueskonfiguration gelten, dann auch fir die letzte.

Ist der Rang eines projektiven Raumes drei, so handelt es sich, wie man sofort
sieht, um eine projektive Ebene im Sinne der folgenden Definition.
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Abb. 2.2. Desargueskonfiguration

Definition 2.5. (Projektive Ebene) Eine Inzidenzstruktur P = (P, L) heif§t pro-
jektive Ebene, wenn gilt

(i) P ist ein linearer Raum;
(13) Fir allel,g € L gilt lNg # o;

(131) Auf jeder Gerade liegen mindestens drei Punkte und es gibt mindestens zwei
Geraden.

Entfernt man aus einem projektiven Raum vom Rang n eine Hyperebene H (einen
Teilraum vom Rang n — 1), so bildet P# := A= (P\T,L\{l € L; 1 C H}) einen
affinen Raum.

Definition 2.6. (Affiner Raum) Eine Inzidenzstruktur A = (A,L) mit einer
Aquivalenzrelation || (genannt Parallelitit von Geraden) auf L heif$it affiner Raum,
wenn gilt

(1) A ist ein linearer Raum;
(i) Fir alle (p,1) € P x L existiert genau eine Gerade g € L, mit g || [;

(731) (Veblen-Young-Axiom) Fiir je vier paarweise verschiedene Punkte a,b, c,d in
P derart, daf$ die Geraden Iy = aV b und ly = ¢V d parallel sind, oder sich
schneiden, liegen auch die Geraden l3 = a V ¢ und ly = bV d parallel, oder
schneiden sich (siehe Abbildung 2.3).

(iv) (Reichhaltigkeit) Auf jeder Gerade liegen mindestens vier Punkte und es gibt
mindestens zwet Geraden.

Bedingung (7i7) wird auch affines Veblen-Young-Axiom genannt. Es garantiert, wie
auch bei der Definition von projektiven Rdumen, die Existenz (affiner) Unterebe-
nen.
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Abb. 2.3. Affines Veblen-Young-Axiom

Die Bezeichnungen Hiille, Basis, Rang, Unterraum usw. definieren wir wie fiir pro-
jektive Rdume. Ist der Rang drei, so spricht man auch von affinen Ebenen. Fiir
eine Gerade | € L eines affinen Raumes A = (A, £) heiit [I] :={g € L; g || I} die
Parallelklasse von [ oder auch Fernpunkt auf [, und T, := {[l]; [ € L} Fernhy-
perebene (bzw. im ebenen Fall Ferngerade). Durch Hinzunahme dieser Fern-

hyperebene wird A zu einem projektiven Raum, dem sogenannten projektiven
Abschlufl A (vergleiche [Schr91]).

Satz 2.7. Sei A= (A, L) ein affiner Raum. Dann ist mit
A=AU{[l];1eL} und L=LU{{[l];1CT3}; T3 €Tz}
A= (A, L, €) ein projektiver Raum, der sogenannte projektive Abschluf von A.

Fiir einen Teilraum 7T von A sei T der zugehérige Teilraum im projektiven Ab-
schluB, dh. T=TU{[l]; 1 € L,I CT}.

2.2 Topologische affine und projektive Riume

Topologische affine und projektive Ebenen. Bevor wir zur Definition to-
pologischer affiner und projektiver Rdume kommen, fithren wir, um eine bessere
Vorstellung zu bekommen, den Begriff der topologischen affinen und projektiven
Ebene (im folgenden kurz Ebene) ein, obwohl diese im obigen Fall mit eingeschlos-
sen werden.

Eine Ebene P = (P, L) heifit topologisch, wenn P und £ nichttriviale* Topologien
so tragen, daf} die geometrischen Operationen des Verbindens zweier verschiedener
Punkte, und des Schneidens zweier verschiedener Geraden stetig sind (vergleiche
[SBGHLS95], Kapitel 4). Bei affinen Ebenen fordert man zusétzlich die Stetigkeit

* Nichttrivial bedeutet hier weder diskret noch indiskret
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des Parallelziehens, also derjenigen Abbildung, die jedem Paar (p,l) € P x L die
eindeutige zu [ parallele Gerade durch p zuordnet (siehe [SBGHLS95], Definition
41.3). P und L sind dann schon regulire Riume (sieche [SBGHLS95], 41.1), und
es gilt: Punktraum, Geradenraum, jede Gerade und jedes Geradenbiischel sind
entweder alle zusammenhingend, oder total unzusammenhéngend.

Um schone topologische Resultate zu erhalten, stellt man gewisse Forderungen an
die Topologie des Punktraumes. Im folgenden betrachten wir nur solche Ebenen, in
denen P lokalkompakt ist. Nach [SBGHLS95], 41.7 sind dann auch die Ridume L,
F, jede Gerade und jedes Geradenbiischel lokalkompakt. Ist eine projektive Ebene
zusitzlich zusammenhéngend, so ist P (und damit auch jeder der oben betrach-
teten Réume) schon kompakt, und die topologische Dimension von P positiv mit
dim P =dim £ € {2,4,8,16,00} (siehe [SBGHLS95|, 54.11).

Da fiir topologische projektive Ebenen P! fiir jede Gerade | € L eine topologische
affine Ebene ist und umgekehrt jede lokalkompakte zusammenhéingende affine Ebe-
ne eindeutig zu einer kompakten zusammenhéingenden projektiven Ebene erweitert
werden kann ([SBGHLS95], 43.7), beschrinkt man sich bei der Untersuchung to-
pologischer Ebenen auf den projektiven Fall. (Ohne topologische Voraussetzungen
an die affine Ebenen ist dies aber im allgemeinen falsch. EISELE konstruierte to-

pologische affine Ebenen, die nicht zu topologischen projektiven Ebenen erweitert
werden konnen [Eis90], [Eis91] und [Eis93].)

Ist die Dimension durch vier beschréinkt, so kennen wir, wie der néichste Satz zeigt,
die Topologien auf P ganz genau. Fiir einen Beweis siche SALZMANN [Sal69], Satz
1.1.

Satz 2.8. Ist die Dimension einer lokalkompakten zusammenhdngenden projekti-
ven Ebene héchstens vier, so sind Punkl-, Geradenraum, jede Gerade und jedes
Geradenbiischel homdomorph zu denen der klassischen Ebene tber R oder C.

Mit anderen Worten, ist 2n = dim P € {2,4}, so sind Geraden und Geradenbiischel
homoéomorph zur n—Sphére %, und Punkt- und Geradenraum homd&omorph zu
PG(K?3).

Wie wir bereits gesehen haben, ist P insbesondere ein projektiver Raum, in dem
die Geraden Hyperebenen sind. Schreibt man die Definition einer topologischen
projektiven Ebene mit diesen Bezeichnungen auf, so erhilt man:

(i) die Hiillenbildung zweier Punkte ist stetig, d.h.

Vi P® — U (p1,p2) = ({p1,p2})

ist eine stetige Abbildung, und
(77) die Schnittbildung zweier Hyperebenen ist stetig, d.h.

ANHP — P; (Hy, Hy) — Hy N Hy
ist eine stetige Abbildung.
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Topologische projektive Riume. Es gibt eine Reihe von (auf den ersten Blick
unterschiedlichen) Definitionen topologischer projektiver Riume, siehe zum Bei-
spiel LENZ [Lenz65], MISFELD [Mis68], SORENSEN [S669] und GROH [Groh86].
Allen gemeinsam ist der Beweis des Darstellungssatzes, der zeigt, dafl die desar-
guesschen topologischen projektiven Rdume endlichen Ranges genau die projek-
tiven Rdume iiber topologischen Kérpern sind. Wir benutzen im folgenden die
Definition von SORENSEN aus [S669], Ergebnisse aus [Mis68] und [LK92], die die
Definition von MISFELD fiir ihre Arbeit zugrundelegten und zeigen, daf} die Defi-
nitionen von SORENSEN und MISFELD #quivalent sind.

Definition 2.9. (Topologischer projektiver Raum) Sei P = (P, L) ein projektiver
Raum von endlichem Rang n > 3 derart, daffi P und H nichttriviale Topologien
tragen. P heifst topologisch, wenn die folgenden Abbildungen stetig sind:

(1) Hiillenbildung von n — 1 unabhingigen Punkten

v(nil): P(nil) — %a (pla ... :pnfl) = <{p1a s :pnfl}>7
(13) Schnittbildung von n — 1 unabhingigen Hyperebenen

n—1
/\(n—l): %(nfl) . P, (Hla R anl) = n H;
1=1

Insbesondere ist also jede topologische projektive Ebene auch ein topologischer
projektiver Raum.

Im folgenden betrachten wir projektive Rdume vom Rang n > 4, diese sind insbe-
sondere desarguessch und damit isomorph zum Unterraumverband PG(K") eines
n—dimensionalen Vektorraums V = K™ iiber einem Korper K. Ist dieser Korper
topologisch, so ist der daraus konstruierte projektive Raum ebenfalls topologisch
([S669], Satz 1.2), wobei die Topologien auf P"~") und H#~" homéomorph zur
Quotiententopologie beziiglich der kanonischen Abbildung

¢: (K" — (K")" /K" ;2 — K'z

((K™)* = K™\{0} und K* = K\{0}) sind. Umgekehrt konnte SORENSEN zeigen,
daB jeder topologische projektive Raum isomorph zu einem projektiven Raum iiber
einen topologischen Korper ist ([S669], Satz 2.12).

Auf den ersten Blick scheint die Definition topologischer projektiver Rdume von
MISFELD stirker zu sein. MISFELD fordert in [Mis68] nicht die Stetigkeit der
Hiillenbildung von Punkten und der Schnittbildung von Hyperebenen, sondern
der Hiillenbildung von Punkt- und Teilraum

V(P X T\, T) € Px T;; p € T} — Tiss (0, T) = ({p, T})

und dual dazu die Schnittbildung von Hyperebene und Teilraum
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INTL(H x TIN{(H,T) € Hx T;; T € HY — Tj—y; (H,T) = HNT

fiir alle j < n —1 (vergleiche auch [LK92]). Mit V bzw. A bezeichnen wir dann die
Vereinigung der Abbildungen V™" bzw. IATZ.

Wie auch bei SORENSEN ist dann der Koordinatenkorper beziiglich der auf ei-
ner affinen Gerade induzierten Topologie ein topologischer Korper K ([Mis68],
4.8). Konstruiert man aus diesem topologischen Kérper einen projektiven Raum
PG(K™) gleichen Ranges, so erhélt man wieder einen topologischen projektiven
Raum (im Sinne der Definition von MISFELD), der zu dem gegebenen projektiven
Raum sowohl topologisch als auch geometrisch isomorph ist (siehe [Mis68], Dar-
stellungssatz auf Seite 259, vergleiche auch [LK92], 2.11). Da die von MISFELD
konstruierten Topologien auf dem Punkt- und Hyperebenenraum von PG(K™)
genau die Topologien sind, die SORENSEN benutzt, ist also jeder topologische pro-
jektive Raum im Sinne von MISFELD auch topologisch im Sinne von SORENSEN.

Sei umgekehrt P ein topologischer projektiver Raum endlichen Ranges n im Sinne
von SORENSEN. Dann ist der Koordinatenkérper K ebenfalls topologisch, und
der aus K konstruierte projektive Raum PG(K™) sowohl topologisch im Sinne
von MISFELD, als auch im Sinne von SORENSEN und isomorph zu P. Die beiden

Definitionen sind damit dquivalent. Im folgenden kénnen wir also Aussagen aus
[Mis68] und [LK92] benutzen.

Zunichst fassen wir einige Aussagen iiber topologische projektive Rdume zusam-
men, die [Groh86], [LK92] und [Mis68] entnommen sind.

Lemma 2.10. Sei P = (P, L) ein topologischer projektiver Raum vom Rang
n > 3. Dann gilt:

(i) Jeder der Riume Ty, k < n — 1, ist hausdorffsch.

(i1) Alle Teilrdgume von P sind abgeschlossen.

(iii) Die Menge der unabhéingigen k— Tupel P®) | k < n — 1, ist eine offene Teil-
menge von P*.

(iv) Fir alle i < j ist der Inzidenzgraph I, ; := {(z,y) € T; X T;;  C y} abge-
schlossen in T; x T;.

(v) Die Abbildungen lvjf“ und IN}_} sind offen und surjektiv.

Beweis: Die erste, vierte und fiinfte Aussage wurde in [LK92], Theorem 1.1 (d),

(¢) und (a) gezeigt, die zweite in [Mis68], 3.4.

Da nach [Groh86], Theorem 3.3, jeder topologische projektive Raum insbesondere
ein topologischer (n — 1)—Raum ist (n = rang P, siehe [Groh86] fiir eine Definiti-
on), folgt die dritte Aussage aus [Groh86], Corollary 4.11. O
Wie schon bei projektiven Ebenen sind wir daran interessiert, da} P lokalkom-

pakt und zusammenhéngend ist, d.h. der Punktraum ist lokalkompakt und zusam-
menhéngend. In diesem Fall ist nach [Mis68], Satz 6, P ein projektiver Raum iiber



2.2 Topologische affine und projektive Rdume 17

den Korpern R, C oder H, also die fiir uns interessanten Riume 7,1 <k <n-—1
zusammenhéngend, kompakt und metrisierbar.

Satz 2.11. Jeder zusammenhdngende lokalkompakte desarguessche topologische
projektive Raum ist ein projektiver Raum tiber den topologischen Kérpern R, C
oder H.

Die Hausdorfftopologie spielt in den weiteren Paragraphen eine wichtige Rolle.
Wir zeigen deshalb in Lemma 2.13, dafl die Radume 7, k£ < n — 1 bereits die durch
die Hausdorffmetrik induzierten Topologien tragen. Fiir den Beweis bendtigen wir
die Stetigkeit der Hiillenbildung £ unabhéngiger Punkte, £ < n — 1, die wir im
folgenden Lemma zeigen (fiir £ = n — 1 wird das in der Definition topologischer
projektiver Raume gefordert).

Lemma 2.12. Sei P = (P, L) ein topologischer projektiver Raum vom Rang
n > 3. Dann sind die Abbildungen der Hillenbildung k unabhdngiger Punkte

V& PE s T (o, oe) — o)),
und dual dazu, die Abbildungen der Schnittbildung k uknabho'ingiger Hyperebenen
AE &) (Hy,...,Hy) — ﬂ H;
fiir alle k < n — 1 stetig. =

Beweis: Wir zeigen hier nur die Stetigkeit der ersten Abbildung mit einer einfa-
chen Induktion iiber k£, 2 < k <n — 1.

Induktionsanfang: Gelte k = 2. Dann ist V(?) = [v2 .

Induktionsschritt: Gelte die Stetigkeit fiir kK — 1. Da fiir alle (py,...,py) € P%) gilt
v = vE (vED(p o pe 1), pr), folgt die Behauptung O

Lemma 2.13. Sei K € {R,C,H} und P = PG(K") = (P,L) ein kompak-
te zusammenhdngender projektiver Raum vom Rang n. Dann tragen die Rdume
Te, k <n—1 die durch die Hausdorffmetrik beziiglich P induzierten Topologien.

Beweis: Nach Satz 2.11 sind die Rdume 7,1 < k < n — 1 metrische Raume. Da
nach Lemma 2.10 (¢7) Teilrdume abgeschlossen sind, induziert die Hausdorffmetrik
eine Topologie auf den Rdumen 7.

Sei jetzt £ < n—1. Da T beziiglich beider Topologien metrisch ist, miissen wir nur
zeigen, dafl eine Folge in 7 genau dann beziiglich der urspriinglichen Topologie
konvergiert, wenn sie im Sinne der Hausdorfftopologie konvergent ist.

Sei zunéchst (7},)nen eine Folge in T, die beziiglich der urspriinglichen Topologie
gegen T konvergiert. Offensichtlich ist liminf,en 7, C limsup,,c 1, wir miissen
also lediglich
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limsup7,, €T C liminfT,
neN neEN
zeigen. Dabei folgt die erste Inklusion aus der Abgeschlossenheit der Inzidenz I
(Lemma 2.10 (iv)), die zweite zeigen wir per Induktion iiber &k, 2 < k < n—1. Sei
also z € T. Wir miissen eine gegen x konvergente Folge (z,)nen in P so finden,
daf} z; € T; fiir alle 7 € N.

Induktionsanfang: Gelte k = 2, also 7, = L. Sei H eine Hyperebene durch z mit
T ¢ H. Nach Lemma 2.10 (i7) ist H abgeschlossen in P, und da die Abbildung
1V? nach Lemma 2.10 (v) offen ist, ist die Menge

Up={leL;1ZH} = Vi ({(z,y) € (P\H) x P; z #y})

offen in 75, also eine Umgebung von 7'. Damit existiert no € N so, daf fiir alle
n>mng giltT, € H, dh. z, := H AT, existiert fiir alle n > ng, und wir erhalten
unsere gesuchte Folge.

Induktionsschritt: Gelte die Behauptung fiir & — 1. Sei also jetzt (T}, ),en eine Folge
in 7, die gegen T € T konvergiert und H eine Hyperebene durch x mit 7" ¢ H.
Da nach Lemma 2.10 (v) die Abbildung ,V§_, offen ist, ist die Menge

Uy ={LeT; LLH} = V¥, ({(z,L) € (P\H) x Tr_1;x & L})

offen in 7, also eine Umgebung von T'. Damit existiert ng € N so, daf} fiir alle
n > mnggilt T,, £ H, d.h. T,, := H AT, fiir alle n > ny ist eine Folge in Ty ;.
Nach der Induktionsvoraussetzung existiert dann eine gegen = konvergente Folge
(Zn)nen in P mit x; € T; fiir alles € N. DaT; C T; erhalten wir unsere Behauptung.

Sei nun umgekehrt (7),),en eine Folge in 7y, die in der Hausdorffmetrik gegen T
konvergiert. Seien (z1, ..., zy) unabhingige Punkte aus 7. Nach der Definition der
Hausdorffkonvergenz existieren dann Folgen (z))ien;, - .., (2¥)ien so, da8 2 € T;
fir alle 7 € N und (2!");en fiir alle m < k gegen z,, konvergiert. Nach Lemma
2.10 (444) ist die Menge der unabhiingigen k—Tupel P%) offen in P*, und damit
insbesondere eine Umgebung von (1, ..., z;) in P*. Also existiert ng € N so, daf
(zl,...,2F) € P® fiir alle n > ng. Nach dem obigen Lemma ist die Abbildung

nl

V(&) stetig und es folgt

lim 7; = lim{(z},...,2%)) = ((z1,...,24)) = T.

h : 79 ) Mg
1—00 1—00
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Topologische affine Rdume. Wir wollen nun topologische affine Rdume definie-
ren. Es gibt verschiedene Definitionen (siehe zum Beispiel ZANELLA [Za89], Fick
[Fi76]), fiir unsere Zwecke ist der Weg von SORENSEN [S676] der geeignetste.

Definition 2.14. (Topologischer affiner Raum) Fin affiner Raum A = (A, L) vom
Rang n > 3 heifit topologisch, wenn A und H nichtriviale Topologien so tragen,
dafs die Abbildungen

(7’) \/(’n—l): A(’n—l) — Ha (pla e 7pn—1) — <{p17 et 1pn—1}>a
(ii) AP D:HOD 5 A (Hy, .. Hy o) = (V5 Hy und
(i) p:AxH— H;(p,H)— H mit pe H || H

der Hiillenbildung, des Schneidens und des Parallelenziehens stetig sind. Dabei
heifien zwei Hyperebenen H und H' parallel (in Zeichen H' || H), wenn sie leeren
Schnitt haben.

Ist ein topologischer affiner Raum A = (A, £) desarguessch (was insbesondere der
Fall ist, wenn rang A > 4 gilt), so besagt das Hauptergebnis aus [S676], da} der
zugehorige Koordinatenkorper K topologisch, die Topologie 74 auf A die Produkt-
topologie von K und die Topologie auf ‘H eindeutig durch 74 beschrieben wird.

Im Gegensatz zum ebenen Fall kann man jeden topologischen affinen Raum vom
Rang n > 4 zu einem topologischen projektiven Raum erweitern, indem man aus
dem Koordinatenkorper einen projektiven Raum konstruiert, in welchem A als
affiner Teilraum enthalten ist (vergleiche [S669], 2.1), da im desarguesschen Fall
der zugehorige Terndrkorper schon mindestens ein Schiefkorper ist.

In dem fiir uns interessanten Fall, dal A lokalkompakt und zusammenhéngend ist,
erhalten wir als einfache Folgerung:

Satz 2.15. Sei A = (A, L) ein topologischer affiner Raum vom Rang n > 4 mit
lokalkompaktem zusammenhdngendem Punktraum. Dann ist A ein affiner Raum
tber einem der topologischen Korper R, C oder H.

Beweis: Nach [S676] ist der Koordinatenkorper ein topologischer Korper (K, 7)
derart, dal} die Topologie 74 auf A die Produktopologie von 7 ist. Also ist K
ein lokalkompakter zusammenhéngender Kérper und nach PONTRJAGAN [Po32]
isomorph zu R, C oder H. O

2.3 Ovale und Ovoide

Der Begriff des Ovoids (ist der Raum vom Rang drei, spricht man auch von
Ovalen) geht auf T1Ts [Tits62] zuriick und spielt in den néchsten Paragraphen
eine wichtige Rolle. Im folgenden verallgemeinern wir die von BUCHANAN, HAHL
und LOWEN in [BHL80] fiir Ovale bewiesenen Aussagen zum Teil auf Ovoide.
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Definition 2.16. (Ovoid) FEine Teilmenge O C P des Punktraumes eines affi-
nen oder projektiven Raumes P = (P, L) heifit Ovoid, wenn die folgenden beiden
Bedingungen erfillt sind:

(1) (Konvexitit) Fir jede Gerade l € L gilt [IN O] < 2;

(i7) (Gldtte) Fiir jeden Punkt © € O ist H, := |J{l € L,; 1N O ={z}} eine
Hyperebene.

Da in Ebenen die Hyperebenen genau die Geraden sind, erhalten wir in diesem
Fall:

(i) Fiir jede Gerade [ € L gilt INO| < 2;
(7) Fiir jeden Punkt x € O existiert genau eine Gerade [, mit I, N O = {z}.

Eine Gerade heifit Passante, Tangente oder Sekante, wenn sie O in keinem,
einem oder zwei Punkten schneidet. Mit Lo bezeichnen wir die Menge aller O
schneidenden Geraden.

Ein Ovoid in einem topologischen Raum heifit abgeschlossen, wenn es als Teilmenge
der Punktmenge abgeschlossen ist. Ein Oval O in einer topologischen projektiven
Ebene heifit topologisch, wenn die bijektive Abbildung

bo: Lo — OxO; L LNO

stetig ist, wobei O x O := (O x O). mit (z,y) ~ (', y") <= {z,y} = {2, ¢’} das
sogenannte (zweifache) symmetrische Produkt bezeichne. Den Raum Ox QO statten
wir mit der Quotiententopologie aus (vergleiche [BHL80] und Abschnitt 1.2).

Nach [BHLS80], Lemma 2.5, ist ein topologisches Oval in einer kompakten zu-
sammenhéngenden projektiven Ebene endlicher Dimension kompakt (und damit
insbesondere abgeschlossen) und ¢ ein Homéomorphismus. Umgekehrt folgt aus
der Abgeschlossenheit eines Ovals (als Teilmenge des Punktraumes) in einer kom-
pakten zusammenhéngenden projektiven Ebene bereits, dafl es topologisch ist
([BHL80], Satz 2.6).

Im folgenden Satz zihlen wir einige weitere Fakten iiber abgeschlossene Ovoide
auf, die wir im néichsten Abschnitt bendtigen.

Satz 2.17. Sei P = (P, L) ein kompakter zusammenhdingender projektiver Raum
endlicher Dimension und O C P ein abgeschlossenes Ovoid. Dann gilt

(i) Ist rang P = 3, so ist die Dimension von P héchstens vier.

(i) Ist rang P > 4, so ist P ein projektiver Raum iber R.

Beweis: (i) folgt aus [BHL80], Satz 3.5.
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(77) Da P desarguessch ist, folgt aus Satz 2.11, da8 P ein projektiver Raum iiber
den Koérpern R, C oder H ist. Nach [BHL80], Korollar 3.4 existiert in einem pro-
jektiven Raum vom Rang n > 4 iiber C oder H kein abgeschlossenes Ovoid und
es folgt die Behauptung. O

Da nach [BHL80], Lemma 2.5, fiir jeden Punkt y eines topologischen Ovals O in
einer kompakten zusammenhingenden projektiven Ebene die Abbildung

xVuy, fallsx #y

wy:OHﬁy;xH{l fallsx =y

Yy

ein Homoomorphismus ist, folgt

Lemma 2.18. Jedes abgeschlossene Ouval in einer kompakten zusammenhdngen-
den projektiven Ebene endlicher Dimension ist homdomorph zur Sphdre.

Eine #hnliche Aussage erhalten wir auch fiir abgeschlossene Ovoide. Der Beweis
geht zuriick auf [BHL80], Beweis von Satz 2.6, in dem gezeigt wurde, daf jedes
abgeschlossene Oval in einer kompakten zusammenhéngenden Ebene topologisch
ist.

Lemma 2.19. Jedes abgeschlossene Quoid in einem kompakten zusammenhdngen-
den projektiven Raum P vom Rang n > 4 ist homdomorph zur (n — 2)—Sphdre
Sn_o.

Beweis: Nach Satz 2.17 (i) ist P ein projektiver Raum iiber R, jedes Gera-
denbiischel ist also homéomorph zum Punktraum des projektiven Raumes iiber R
vom Rang n — 1, also ist fiir jeden Punkt z € P und jede Hyperebene H € H, die
Menge L, g :={l € L,; | € H} homdomorph zu R"2.

Wir zeigen zunichst, dal O eine offene Teilmenge enthélt, die zu einer offenen
Teilmenge des R"~? homdomorph ist: Sei y € O. Dann ist die Abbildung

Py O\{y} — Lyg;r—=xVy

eine stetige Bijektion. Da O abgeschlossen in P ist, ist mit A :== P\H, = R""! das
punktierte Ovoid O\{y} abgeschlossen in A, und damit c—kompakt. £, p, = R"~?
ist ein Bairescher Raum, also gibt es eine kompakte Menge X C O\{y}, deren Bild
unter v, eine offene Teilmenge V' C L, p, enthilt. Da 1, stetig ist, ist U := 1, ' (V)
ebenfalls offen und wird wegen der Kompaktheit von X homoomorph abgebildet.

Sei jetzt x € U. Wir wechseln den Standpunkt und betrachten im folgenden die
auf O\{z} stetige Abbildung

zVa, fallsz #x
oo, fallsz ==z,

Yy: O —>Z$,Hm;z — {

wobei wir mit £, y, = L4, U {oo} = 8, » die Einpunktkompaktifizierung von
L, u, bezeichnen. Fiir jede offene Umgebung V' C U von z ist V¢ C O\{z}
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Yy(z) =z Vy
Abb. 2.4. Die Abbildung ¢

kompakt. Da 1), eine Bijektion ist, ist auch 1,(V°) = ¢,(V)¢ C L, n, kompakt,
und damit 1, (V') eine Umgebung von oo in £, z,. Also ist die Umkehrabbildung
von 1, stetig in oo. Da 1, auf U\{z} eine stetige Injektion ist, gilt mit dem
Gebietsinvarianzsatz (siehe [BHL80], (1.4) (b)), ¥,(U)\{oo} ist offen in £, z, und
Yg|y ist ein Homdomorphismus von U\{z} auf v, (U)\{oc}, also ist ;' stetig
auf ganz ¢, (U), und wieder mit dem Gebietsinvariantssatz erhalten wir auch die
Stetigkeit von 1, auf U. Also ist 7, ein Homéomorphismus von O auf ZLHE =
B o 0

Ist O ein Ovoid, so ist O* := {H,; H, ist Tangentenhyperebene an z} (das so-
genannte duale Ovoid) im allgemeinen kein Ovoid im dualen projektiven Raum
P* = (H,C). Fiir abgeschlossene Ovale in kompakten zusammenh#ngenden projek-
tiven Ebenen endlicher Dimension konnte dies aber gezeigt werden (siehe [BHL80],
Korollar 3.8).

Lemma 2.20. Ist O ein abgeschlossenes Oual in einer endlichdimensionalen kom-
pakten zusammenhdngenden projektiven Ebene, so ist die Menge O* ein abgeschlos-
senes Qual in der dualen Ebene.

Dieses Lemma 148t sich auf abgeschlossene Ovoide verallgemeinern.

Lemma 2.21. Ist O ein abgeschlossenes Ovoid in einem kompakten zusammen-
hingenden projektiven Raum vom Rangn € N, n > 4, so ist O* ein abgeschlosse-
nes Ovoid in P*.

Beweis: Wir miissen die folgenden beiden Bedingungen nachweisen:

(1) Jede Cogerade liegt in héchstens zwei Tangentialhyperebenen von O.

(77) Fiir jede Tangentialhyperebene H von O enthilt der Schnitt aller in H lie-
genden Cogeraden, durch die keine weitere Tangentialhyperebene geht, genau
einen Punkt.

(7) Sei C € C eine Cogerade. Angenommen, es existieren drei verschieden Punkte
1, 29,23 € O mit C C Hy, Hy, H3, wobei wir mit H; die Tangentialhyperebene an
x; bezeichnen. Sei weiter E € T3 eine Unterebene von P durch die Punkte x, zo
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und z3. Dann ist Op ein abgeschlossenes Oval im Residuum Pg und /; := E N H;
die Tangente an z;. Da C eine Cogerade ist, gilt

Hlﬂ_HQ:C:_HlﬂHg,
also folgt auch
llﬂlzzEﬂHlﬂHQIEﬂHlﬂHg;:llﬂlg.

Da aber [y Nly # &, schneiden sich drei Tangenten von Op in einem Punkt, damit
wire aber die Menge der Tangentengeraden von O in Pg kein Oval im dualen
projektiven Raum Py, ein Widerspruch zum obigen Lemma.

(7) Fiir die zweite Bedingung zeigen wir zuniichst, daf§ alle Cogeraden einer Tan-
gentialhyperebene H, an x € O, die in keiner weiteren Tangentialhyperebene
liegen, durch z gehen: Sei also C' C H, eine Cogerade, die nicht durch x geht.
Sei weiter H # H, eine Hyperebene durch C, die nichtleeren Schnitt mit O hat.
Dann enthélt H N O entweder genau einen Punkt, oder H N O ist ein abgeschlos-
senes Ovoid im projektiven Raum Py, und damit nach Lemma 2.19 homdomorph
zu 5,_3. Angenommen, es existiert keine durch C' gehende Tangentialhyperebene
auler H,. Da O\{z} = U HNO,ist dann O\{z} = R"? die disjunkte
HeHo\{Hz}

Vereinigung von (n — 3)—Sphéren, ein Widerspruch, also existiert zu jeder Coge-
raden C' C H,, die nicht durch z geht, eine weitere Tangentialhyperebene durch
C und unsere Zwischenbehauptung ist gezeigt.

Die Cogeraden in H,, die in keiner weiteren Tangentialhyperebene liegen, sind also
genau die durch z gehenden Cogeraden. Damit enthélt der Schnitt nur den Punkt
z, und O* ist ein Ovoid.

Wir weisen nun nach, dafl die Menge der Tangenten von O abgeschlossen in H ist.
Mit Hy, H1 bzw. Hs bezeichnen wir im folgenden die Menge der Hyperebenen, die
O in keinem, genau einem bzw. mindestens zwei Punkten schneiden.

Sei also (H,)nen eine Folge von Hyperebenen in H; die gegen eine Hyperebene
H € H konvergiert. Dann gibt es eine Folge (z,)nen in O mit z, € H, fiir alle
n € N, die wegen der Kompaktheit von O eine konvergente Teilfolge besitzt.
Ist x € O der Grenzwert dieser Teilfolge, so liegt = wegen der Stetigkeit der
Hiillenbildung auch auf H, d.h. H € H{ U H,.

Angenommen, H € H,. Seien z,y € O N H und sei £ C H eine Ebene durch z
und y. Dann ist O := O N F ein abgeschlossenes Oval im Residuum Pg und die
Folge von Geraden (,)n,en mit I; := H; N E in E konvergiert gegen [ := H N E.
Die Folge (l,)nen ist dann eine Folge von Passanten und Tangenten des Ovals Op,
und da nach [BHL80], Seite 408 (3), die Menge der Sekanten eines abgeschlossenen
Ovals offen im Geradenraum ist, ist auch [ eine Passante oder Tangente von Op.
Wegen z,y € [, ist dies ein Widerspruch zur Annahme und wir erhalten H € H1,
und damit die Abgeschlossenheit der Menge der Tangenten. O
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Dafl die Tangentialhyperebene H, stetig vom Punkt x € O abhéngt, zeigt das
néchste Lemma.

Lemma 2.22. Fir jedes abgeschlossene Ouvoid ist die Abbildung
T-0 — O%z— H,
ein Homdéomorphismus.

Beweis: Nach dem obigen Lemma ist £; = O* kompakt. Da auch O kompakt ist,
ist der Graph von T

T:(OX,Cl)ﬂF

wegen der Abgeschlossenheit des Fahnenraumes F ebenfalls kompakt. Sei nun
(Zn)nen eine Folge in O, die gegen einen Punkt x € O konvergiert. Da T kompakt
ist, hat die Folge (2, T(zs))nen eine konvergente Teilfolge, die in 7', also gegen
(xz,T(x)) konvergiert, und es folgt die Behauptung. 0

Sowohl das symmetrische Produkt (Ox0)\ 4, als auch die Menge der Cogeraden C
sind Mannigfaltigkeiten der Dimension 2(n —2) (nach Abschnitt 1.2 ist (OxO)\A
lokal homéomorph zu O x Q). Da die Abbildung

U (OxO\A — C;{z,y} — H,N H,

nach Lemma 2.21 injektiv und nach Lemma 2.22 stetig ist, ist nach dem Gebiets-
invariantssatz U := Bild(¥) offen in C und ¥ ein Homéomorphismus auf U. Im
Beweis von Lemma 2.21 haben wir gezeigt, da3 zu jeder Cogeraden C, die in einer
Tangentialhyperebene H, liegt und nicht durch x geht, genau eine weitere Tangen-
tialhyperebene H, mit C C H, existiert, also ist {(z,C) € O x C; z ¢ C C H,} C
O x U, und damit die Abbildung

' {(x,0) e OxC;2¢CC H,} — Ox (0xO)\AQ); (z,0) = (z,¥ (C))

stetig, wobei wegen z € C das Bild von C unter ¥ ! die Darstellung ¥ }(C) =
{z,y} fiir ein y € O\{z} hat. Da O hausdorffsch ist, ist die Projektion

mA{(z, {z,9}); {z,y} € (Ox O\A} — O; (z,{z,y}) = y

stetig, und damit auch @ := 7o @'

Die Abbildung @ ordnet also jedem Punkt z € O zu vorgegebener Cogeraden
C € Cmit z ¢ C und C C T, den beziiglich C' ,,gegeniiberliegenden“ Punkt auf
dem Ovoid zu.

Diese wichtige, in Abschnitt 3.3 benutzte Aussage, halten wir im folgenden Lemma
fest.
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Lemma 2.23. Ser O ein abgeschlossenes QOwvoid in einem projektiven Raum
PG(R") diber R. Dann ist die Abbildung

&:{(z,C) e OxC;x2¢ CCH,} — O;(z,C) — v,
mit (y,C) = Hy stetig.

Beweis: Nach Lemma 2.21 gibt es zu jedem x € O und jeder Cogerade C' C H,
mit £ ¢ C genau eine Tangentialhyperebene H, mit C' C H,. Also ist y € O
eindeutig bestimmt. Weiter gilt dann (y,C) = H,, d.h. @ ist wohldefiniert. Der
Rest der Aussage folgt aus den obigen Uberlegungen. O

Abb. 2.5. Die Abbildung &
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3. Kreisraume

In diesem Paragraphen fiithren wir die wichtigsten Begriffe und Beispiele der Theo-
rie der Kreisrdume ein. Hauptséchlich sind wir an topologischen Laguerrerdumen
interessiert. Da topologische Laguerreebenen eingehend untersucht wurden (siehe
GROH [Groh68], [Groh69] und STEINKE [Ste95] fiir einen Ubersichtsartikel), geben
wir hier nur eine Zusammenfassung der wichtigsten Resultate an (erster Teil des
Abschnitts 3.3). Mir ist bisher nicht bekannt, daf§ in der Literatur eine Definition
topologischer Kreisrdume existiert. Wir werden deshalb etwas nidher auf diesen
Begriff eingehen (Abschnitte 3.3-3.5). Dabei ist das Hauptziel, ahnlich wie bei der
Untersuchung topologischer projektiver Rdume, eine Charakterisierung topologi-
scher Laguerrerdume iiber topologische Korper zu geben.

In Hinblick auf die Konstruktion verallgemeinerter Vierecke aus Laguerrerdumen
im fiinften Paragraphen stellen wir in Abschnitt 3.2 eine etwas andere Beschreibung
klassischer Laguerrerdume, das sogenannte Quadrikmodell, vor.

Zunachst definieren wir Kreisebenen.

Definition 3.1. (Kreisebenen) Eine Inzidenzstruktur £ = (S, 8) mit Punktmenge
S, Kreismenge R und einer Menge nichttrivialer* A quivalenzrelationen E = {|1
v--s |ln} auf S (genannt Parallelititen) heifit Kreisebene, wenn die folgenden Be-
dingungen erfiillt sind, wobei zwei Punkte s,t € S parallel heiffen, wenn sie gleich
sind, oder wenn es einen Parallelismus ||;€ E so gibt, daff s ||; t:

(1) Fir je zwei nichtverbindbare Punkte s,t € S existiert genau ein Parallelismus
l;€ E mit s ||; t;

(11) Fir je drei paarweise nichtparallele Punkte s, t,u € S ezistiert genau ein
Verbindungskreis o(s,t,u) € R;

(731) Fiir jeden Kreis k € R, jeden Punkt s € k und jeden Punktt € S nichtparallel

zu s existiert genau ein Kreis B(s,k,t) € R, der durch t geht und k in s
beriihrt, d.h. es gilt kN B(s, k,t) = {s}, oder k = B(s, k,t).

(iv) Fir jeden Punkt s € S, jeden Kreis k € R und jeden Parallelismus ||;€ E
existiert genaw ein Punkt v;(s) € k mit v;(s) |; s

* Nichttrivial bedeutet hier, nicht die identische Relation



28 3. Kreisrdume

(v) Fir je zwei nichiparallele Punkte s,t € S und zwei verschiedene Parallelis-
men ||;, ||;€ E ezistiert genau ein Punkt 6;;(s,t) € S mit s ||; d;j(s,t) und
t1l; di(s,1).

(vi) (Reichhaltigkeit) Auf jedem Kreis liegen mindestens drei Punkte und durch
zwet verbindbare Punkte gehen mindestens zwei Kreise.

Mit I(s) := {t € S;s ||; t} bezeichnen wir die Aquivalenzklasse (auch Parallel-
klasse) von z € S beziiglich der Relation ||;€ E.

Eine Kreisebene heifit M&bius-, Laguerre- bzw. Minkowskiebene, wenn E
keine, eine oder zwei nichttriviale Aquivalenzrelationen enthélt. Wir behandeln
aber in der vorliegenden Arbeit nur die ersten beiden Fille.

Mdbiusebenen besitzen keinen Parallelismus, d.h. hier sind alle Punkte verbindbar
und die Bedingungen (iv) und (v) der obigen Definition werden nicht benotigt.
Laguerreebenen dagegen besitzen genau einen Parallelismus, die Nichtverbindbar-
keit in diesen Inzidenzstrukturen wird also durch eine Aquivalenzrelation beschrie-
ben und hier kann auf Bedingung (v) verzichtet werden.

Auf Beispiele und weitere Eigenschaften gehen wir im néchsten Abschnitt ein.

3.1 Mo6bius- und Laguerrerdume

Wie schon bei affinen und projektiven Ebenen kann man den Begriff der Kreisebene
auch auf den rdumlichen Fall erweitern.

Definition 3.2. (Kreisgeometrie) Eine Inzidenzstruktur G = (S, R) mit einer end-
lichen Menge von nichttrivialen Aquivalenzrelationen E = {||1, ..., ||n} auf S heift
Kreisgeometrie, wenn die Bedingungen (i), (i1) und (vi) aus der Definition einer
Kreisebene erfiillt sind.

Mit I(s) := {t € S;s ||; t} bezeichnen wir auch hier wieder die Aquivalenzklasse
(auch Parallelklasse) von x € S beziiglich der Relation ||;€ E.

Sei nun G = (5, R) eine Kreisgeometrie und s € S. Wie man sofort anhand der
Definition sieht, ist die aus G konstruierte Inzidenzstruktur mit Punktmenge A :=
S\{fi(s);i < n} und £ := {k\{s};s € k € R} U {[(z);z € A,i < n} als
Geradenmenge, die sogenannte Ableitung eines Kreisraums

A(G,s) = (A, L)
von G in s, ein linearer Raum.
Die Ableitungen von Kreisebenen bilden affine Ebenen, die folgende Definition von

Kreisrdumen ist daher naheliegend.

Definition 3.3. (Kreisraum) Eine Kreisgeometrie heifit Kreisraum, wenn die Ab-
leitung in jedem Punkt einen affinen Raum bildet.
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@) S\I'(s)

k2\{s}

4~

ki\{s}

Abb. 3.1. Ableitung einer Laguerreebene

Mit P(G, s) bezeichnen wir den projektiven Abschlufl von A(G, s).

Ein Kreisraum heifit Mobius- bzw. Laguerreraum, wenn E keine bzw. genau
eine nichttriviale Aquivalenzrelation enthilt. Mit dem Rang eines Kreisraumes be-
zeichnen wir den (stets gleichen) Rang der zugrundeliegenden affinen Rdume. Ist
der Rang eines Kreisraumes drei, sind die abgeleiteten Rdume also affine Ebenen,
so erhalten wir, wie man sofort sieht, genau die oben definierten Kreisebenen. Eine
Teilmenge 7' von S heifit Teilraum, wenn jeder Kreis, der mindestens drei Punkte
mit 7" gemeinsam hat, schon ganz in 7" enthalten ist. Ist G ein M6biusraum, so sind
alle Teilrdume ebenfalls M6biusrdume. In Laguerreriumen dagegen gibt es sowohl
Laguerreunterrdume, als auch Mébiusunterrdume, je nachdem, ob der Teilraum ei-
ne Parallelklasse I'(s), s € S, enthilt oder nicht. Maximale Teilriume heiflen auch
hier wieder Hyperebenen. Als Abkiirzung bezeichnen wir die Menge der maxima-
len Mébiusunterrdume eines Laguerreraums auch als Hyperkugeln (Bezeichnung
Rp). Dasich die Kreise als geeignete Schnitte von Hyperkugeln gewinnen lassen,
bezeichnen wir auch hiufiger das System (S, Rg) als Laguerreraum. Ist £ = (S, R)
ein Laguerreraum vom Rang n, so sei S die Menge der unabhiingigen Teil-
mengen S’ von S mit |S’| = n, deren Hiillen Hyperkugeln bilden und .ﬁg?_l) die
Menge der unabhingigen Hyperkugeln & C £% !, die mindestens zwei Punkte
gemeinsam haben.

Im Gegensatz zum ebenen Fall sind die Abbildungen des Beriihrens 5 und der Par-
allelprojektion v im rdumlichen Fall nicht automatisch durch die Axiome gegeben,
das néichste Lemma zeigt aber, dafl hnliche Abbildungen auch hier existieren.

Lemma 3.4. Sei £ = (S, R) ein Laguerreraum und Ry die Menge der Hyperku-
geln. Dann gilt

(i) Fir alle s € S und K € Ry existiert genau ein zu s paralleler Punkt t € K;

(i7) Fur alle s,t € S und K € R mit s € K und t [t s existiert genau ein
B(s,K,t) =K' € Ry so, dafit € K' und KN K' = {s} oder K' = K.



30 3. Kreisrdume

Beweis: Ist der Rang des Laguerreraumes drei, so sind () und (ii) Axiome der
Laguerreebene (Definition 3.1), denn hier sind die Hyperkugeln gerade die Kreise.
Ist der Rang grofier als drei, so folgen () und (i7) sofort aus der Tatsache, daf} die
Hyperkugeln durch einen Punkt in der affinen Ableitung zu Hyperebenen werden.
Dabei beschreibt (7i) zum Beispiel die Eindeutigkeit der Parallele. O

In Analogie zum ebenen Fall definiert uns (¢) die Parallelprojektion
v S X Ry — S;(s, K)—» I'(s)NK
und (i7) die Abbildung des Beriihrens
B:{(s,K,t) € Sx Ry x S;thse K} — Ry; (s, K,t) — B(s, K, ).

Die Hyperkugel 5(s, K,t), mit s € K € £y heifit dann Beriihrkugel und
B(s,K) :={B(s,K,t); t & I'(s)} Beriihrbiischel von K an s.

Bevor wir im néchsten Abschnitt einige Beispiele vorstellen, iiberlegen wir uns
zunichst, welche geometrischen Eigenschaften Hyperkugeln, die nicht durch einen
vorgegebenen Punkt s € S gehen, in der projektiven Ableitung P(£, s) haben.

Lemma 3.5. Sei £ = (S, R) ein Laguerreraum. Fir alle s € S und K € Ky mit
s ¢ K ist

K= (K\(s)) U{[I' (D]}
ein Ovoid in P(L, s), wobei [I'(t)] den Fernpunkt auf den Parallelklassen bezeichne.

Beweis: Sei also s € S und K € Ry eine Hyperkugel, die nicht durch s geht.

Konvexitit: Sei [ eine Gerade in A(£, s). Mit [ bezeichnen wir den Abschluf von
. Wir unterscheiden die folgenden beiden Fille:

Fall 1: 1= I'(t) fiir ein t € S\I'(s). Dann ist [N K| = |{y(t, K), [['(t)]}] < 2.
Fall 2: 1 = k\{s} fiir einen Kreis k € & durch s. Dann ist [I'(t)] € [. Da k € K

(denn s ¢ K) und K ein Teilraum von S ist, enthélt kN K hochstens zwei Elemente
(Definition 3.1 (¢4)), und damit auch [ N K.

Glatte: Sei z € K. Auch hier unterscheiden wir zwei Fille:

Fall 1: x € K. Dann ist z Jf s und die Tangentengeraden von K an z in der
Ableitung P(£, s) sind die Geraden k\{s}, wobei der Kreis k& durch s geht und
mit K nur den Punkt 2 gemeinsam hat. Andern wir die Sichtweise, so werden diese
Kreise Geraden in der affinen Ableitung A(£, z), die durch den Punkt s gehen und
parallel zur Hyperebene K\{z} sind. Die Vereinigung dieser Geraden bildet eine
Hyperebene H in A(£, z), also existiert eine Hyperkugel K’ im Laguerreraum mit
K'\{z} = H. Damit ist die Vereinigung der Tangentengeraden von K an x in der
Ableitung P(£, s) gerade K'\{s}, also eine Hyperebene.

Fall 2: © = [I'(t)]. Die Geraden von P(£,s) durch den Punkt z sind dann genau
die projektiven Geraden I'(u), u € S\I'(s) oder die Ferngeraden von Ebenen FE,
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die eine Gerade der Form I'(u), u € S\I'(s) enthalten. Im Beweis der Konvexitit
haben wir gezeigt, da8 die Geraden I'(u) die Menge K in genau zwei Punkten
schneiden, die Tangentengeraden an z sind also in diesem Fall genau die Fernge-
raden von Ebenen in P(£, s), die eine Parallelklasse des Laguerreraums enthalten.
Die Vereinigung dieser Geraden bildet dann genau die Fernhyperebene, und wir
erhalten die Behauptung. O

Wichtig fiir den fiinften Paragraphen sind Laguerrerdume, die die folgende Bedin-
gung erfiillen. Am Ende dieses Paragraphen werden wir sehen, dafl im lokalkom-
pakten zusammenhéngenden Fall diese Eigenschaft stets folgt.

Definition 3.6. (Bedingung (DO)) Wir sagen, ein Laguerreraum erfille die Be-
dingung (DO) (Dual-Ovoid-Bedingung), wenn fiir jede Hyperkugel K € Ry
auch die Menge der Tangentialhyperebenen K= von K ein Ovoid im dualen pro-
jektiven Raum P(L,s)* fir jedes s ¢ K bildet.

3.2 Klassische Beispiele

Ovoidale Laguerrerdume. Die Ergebnisse aus BUECKENHOUT [Bue71] und
Korp [Kopp79] (siehe auch MAURER [Mau68] und [M#u71]) besagen nun, dafl
jeder Mobius- bzw. Laguerreraum vom Rang n > 4 isomorph zu einem ovoidalen
Moébius- bzw. Laguerreraum iiber einem projektiven Raum vom Rang n + 1 ist.
Im Gegensatz dazu gibt es viele nichtklassische Beispiele fiir M6bius- und Laguer-
reebenen, siehe [Groh69], SCHROTH [Sch95]| und die dort angegebenen Artikel.

Die folgenden beiden Beispiele sind [Bue71] und [Kopp79] entnommen.

Beispiel 3.7. (Ovoidaler Mébiusraum) Sei P = (P, £) ein projektiver Raum vom
Rang n > 4 und O C P ein Ovoid. Dann ist

M(O) := (0,8 :={ONE;E Ebene in P und |ONE| > 2})

ein Mébiusraum vom Rang n — 1, der sogenannte ovoidale M&biusraum.

o

Abb. 3.2. Ovoidale Mobiusebene
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Beispiel 3.8. (Ovoidaler Laguerreraum) Sei P = (P, L) ein projektiver Raum
vom Rang n > 4, H C P eine Hyperebene und O C H ein Ovoid. Weiter sei
z € P\H. Dann heifit Z :=J, (2 V 2)\{2} Zylinder iiber O und

£(0):=(Z,R:={ZNE;z¢ FE Ebene in P und |ZN E| > 2})

ist ein Laguerreraum vom Rang n — 1, der sogenannte ovoidale Laguerreraum
iiber O. Hier ist die Parallelklasse eines Punktes s € Z genau die punktierte Gerade
I'(s) = (s V 2)\{z} und O selbst eine Hyperkugel.

T
¥/S

Abb. 3.3. Ovoidale Laguerreebene

Das nichste Lemma zeigt, dafl die Ableitungen eines ovoidalen Laguerreraum als
Unterrdume des vorgegebenen projektiven Raumes betrachtet werden kénnen. Da-
bei ist die unten definierte Abbildung 7, eine Art stereographische Projektion.

Lemma 3.9. Sei £(0) = (S, R) ein ovoidaler Laguerreraum in einem projektiven
Raum P = (P, L) wie in Beispiel 3.8, s € S\O und Cs C H die eindeutige
Tangentialhyperebene von O an s' :== H A (2 V s). Dann bildet

7s: S\I'(s) — H\Cs;z — H A (zV s)

die affine Ableitung A(L(O),s) von L£(O) isomorph auf den affinen Unterraum
Ame, = (H\Cs, Lmc, == {I\Cs; 1 € L, | C H}) von Py ab.

Beweis: Da jede Gerade von P durch s den Zylinder Z in h6chstens einem weiteren
Punkt schneidet, ist 7, injektiv.

Umgekehrt sei y € H\Cs und [ = y V s. Der Schnitt der Ebene F = ({z} Ul) mit
H ist eine Gerade g in H, die durch s’ geht und, da y € g, nicht in C, enthalten
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ist. Daher schneidet g das Ovoid O in einem weiteren Punkt ¢. Da ¢tV z ganz in
der projektiven Unterebene E enthalten ist, schneidet [ die Gerade ¢V z in einem
Punkt z € S, d.h. 7, ist surjektiv.

Die Geraden der Ableitung A(£(0), s) sind die punktierten Kreise durch s und
die Parallelklassen von Punkten, die nicht zu s parallel sind. Solch ein Kreis &
bzw. eine Parallelklasse I'(t) wird eindeutig durch eine Ebene E durch s bestimmt
(k=ZNE bzw. I'(t) = (ZNE)\I'(s)). Weiter ist 7,(k) bzw.7,(I'(t)) dann genau
der Schnitt der Ebene E mit H\Cj, also ist 7; ein Isomorphismus. O

Damit kénnen wir eine Charakterisierung ovoidaler Laguerreriume angeben, die
die Bedingung (DO) erfiillen.

Satz 3.10. Ein ovoidaler Laguerreraum £(O) = (S, R) erfillt genau dann die
Bedingung (DO), wenn die Menge der Tangentialhyperebenen von O ein Ovoid im
dualen projektiven Raum bildet.

Beweis: =—: Erfiille £ = £(O) die Bedingung (DO). Sei s € S\O. Dann ist
O\I'(s) ein Ovoid in der Ableitung P(L, s). Die Abbildung 7, aus dem obigen
Lemma bildet O\I'(s) (als Teilmenge des Punktraums von A(£, s)) identisch auf
O\I'(s) (als Teilmenge des Punktraums von A ¢,) ab, also ist mit O\I'(s) auch
O ein Ovoid in Pp, dessen Tangentialhyperebenen ein Ovoid in dem dualen Raum
(Pr)* bilden.

<=: Gelte nun umgekehrt, daf} die Tangentialhyperebenen von O ein Ovoid bilden.
Sei s € S und K € Ky eine Hyperkugel, die nicht durch s geht. Dann gibt es eine
Hyperebene Hgi von P so, dal K = SN Hg. Die Abbildung

mH — Hg;x— (xV 2) ANHg

ist ein Isomorphismus zwischen den beiden projektiven Rdumen Py und Py, und
bildet O auf K ab, d.h. mit O ist auch K ein Ovoid in Py, , dessen Tangential-
hyperebenen ein Ovoid im dualen projektiven Raum bilden.

Nach dem obigen Lemma ist
7s: S\I'(s) — Hg\Cs;x— Hg A (zV 3)

ein Isomorphismus, wobei hier C die eindeutige Tangentialhyperebene von K an
Hyi A (2 V s) bezeichne. Weiter bildet 7, die Teilmenge O\I'(s) des Punktraums
von A(£, s) identisch auf O\I'(s) (als Teilmenge des Punktraums von Ap\¢,) ab,
und wir erhalten wie oben die Behauptung. O
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Das Quadrikmodell. Im Hinblick auf den fiinften Paragraphen, in dem wir aus
Laguerrerdumen verallgemeinerte Vierecke konstruieren, geben wir an dieser Stelle
ein weiteres Modell, das sogenannte Quadrikmodell, spezieller Laguerreriume an:

Sei dazu n > 5. Im projektiven Raum PG(IR") iiber R betrachten wir die durch
die symmetrische lineare Abbildung

definierte Form f: R"® x R® — R, (z,y) — 2’ Ay und die mit Hilfe von f erzeugte
Relation des Senkrechtstehens auf R"

z 1Ly <= f(z,y) =0.

Sei weiter @@ := {(z) € PG(R");z Lz} die Quadrik beziiglich f und
(z) = ((0,...,0,1,1,0)) € Q. Wir definieren fiir jeden Punkt (z) € @) den Punkt-
stern (z)* := {{y) € Q; z L y}. Mit diesen Notationen erhalten wir

Satz 3.11. Die Inzidenzstruktur £(Q) = (S = (2)"\{(2)}, Ko = Q\(2)*,1)
bildet einen Laguerreraum, wobei I := {({z), (y)) € S x Rg; © L y}. Weiter bildet
die Menge R¢g den Raum der Hyperkugeln im Laguerreraum £(Q).

Beweis: Wir zeigen die Isomorphie von £(Q) zu einem ovoidalen Laguerreraum.
Sei dazu $,_4 die (n — 4)—Sphiére, Z := $,,_4 X R der Zylinder im affinen Raum
R"2 und Ky = {Z N H; H Hyperebene nicht parallel zur z,_,—Achse}. Offen-
sichtlich bildet dann

&(2) = (Z, Rn)

einen ovoidalen Laguerreraum. Die Hyperkugeln von £(Z) sind genau die Schnitte
des Zylinders Z mit Hyperebenen aus R™ 2, die nicht parallel zur z,,_— Achse sind.
Zu jeder solchen Hyperebene H existiert ein p € R"™ ! derart, daf§
H, = H ={¢q€R"?; piq1 + -+ Pu_agn-2 = pn—1} und wegen der Nichtpar-
allelitiat zur z,, o—Achse erhalten wir zusétzlich p, o # 0.

Wir bestimmen jetzt S und Ky genauer. Es gilt

S = {(x) e PGR"); 22 +---+ xi_Q = xi_l + xi und z,_o = xn_l} \{(z)}
= < T1y--3Tn-3, xan,xn72a$H)> € PG(Rn) ; 'IE% +eet 37273 = 33721} \{<Z>}
={{(x1,- ., Tn_3,Tn_9,Tn_o, 1)) EPG(R™); 27 + -+ -+ 22 5 = 1} ,

dabei benutzen wir fiir die letzte Gleichheit, dal x, # 0 (denn sonst wire = der
Nullvektor) und setzen z,, = 1. Wir kénnen damit S durch die Abbildung
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(0% S — SB'rL—4 X R; <(ZL‘1, vy Tn—3, Tp—2, Tp—2, 1)> = ((xla .. axn—3)a xn—?)
bijektiv auf den Zylinder $,,_4 X R im affinen Raum IR"2 abbilden. Weiter gilt

Ro={{y) e PG(R"); y
={(y) e PG(R"); y

yr ,=vyi_+y2und (y) & (z)"}

i?+..
%++yi_2:yi_l+y2 und yn—Q#yn—l}a

und wir erhalten

ﬂ: ﬁQ — {HP, p S Rnil und xn_Q # 0} 7 <y> = H(y17"'aynf37ynf2_ynfl7yn)’

ist eine Bijektion, mit Umkehrabbildung

B—l(HJ;) = <($1, R o m;_z(xz_l — 3;% — e — xi—?) + xi_z),
2$i—2 (x%*1 o 33% - x?l 3 ,’13%72), mnfl»'

Fiir die Inzidenz gilt

() I{y) <= (21, -+, Tn-3,Tn-2,Tn-2,1) L (Y1,---,¥n)
Tyt Tpo2Yn—2 = Tpn—2Yn—1 1 Yn
S Tyt T Tn2Yn—2 — Tn—2Yn—1 = Yn
= (T1,-- - Tn—2) € Hiyy, g amm——yn1,un)
< a(z) € Hpy).

Also ist (v, ) ein Isomorphismus von £(Q) auf £(Z) und es folgt die Behauptung.
O

Bekanntermaflen wirkt die Untergruppe A der Automorphismengruppe von
PG(R"), die Q festhélt, transitiv auf ), und wir erhalten als einfache Folgerung
aus dem obigen Satz

Folgerung 3.12. Fiir jeden Punkt (p) € Q bildet ((p)*\{(p)}, Q\(p)*,1) einen

zu £(Q) isomorphen Laguerreraum.
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3.3 Topologische Laguerreriume

Wir kommen nun zum Begriff des topologischen Laguerreraums. Bevor wir aber
topologische Laguerrerdume fiir beliebige Ringe definieren, geben wir kurz die
Ergebnisse iiber topologische Laguerreebenen (also Laguerreriume vom Rang drei)
an, die alle [Groh68] und [Groh69] entnommen sind.

Topologische Laguerreebenen. Eine Laguerreebene L = (S, K) heifit topolo-
gisch, wenn S und K Topologien tragen, so dafl die Abbildungen des Verbindens,
des Beriihrens, des Schneidens und des Parallelprojizierens stetig sind.

Wie wir bereits gesehen haben, bildet die Ableitung A(L, s) an jedem Punkt s € S
eine affine Ebene. Der Punktraum A = S\I'(s) trage die Relativtopologie. Ziel ist
es jetzt, auf dem Geradenraum £ von A(L, s) eine Topologie so zu konstruieren,
daB8 A(L, s) zu einer topologischen affinen Ebene wird. Ohne zusitzliche topolo-
gische Voraussetzungen ist dies aber bisher nicht mdoglich. Wir betrachten daher
zunéchst eine Unterstruktur von A(L, s).

Definition 3.13. (i) Fine dualaffine Ebene ist eine affine Ebene, aus deren Ge-
radenmenge eine Parallelenschar entfernt wurde.

(77) Eine topologische dualaffine Ebene ist eine dualaffine Ebene, in der die geo-
metrischen Abbildungen des Verbindens, des Schneidens, des Parallelziehens und
des Parallelprojizierens stetig sind.

Insbesondere ist also eine topologische affine Ebene, aus deren Geradenmenge eine
volle Parallelenschar entfernt wurde, eine topologische dualaffine Ebene.

Der nichste Satz zeigt, dal die Ableitungen einer topologischen Laguerreebene
bereits topologische dualaffine Ebenen bilden, vergl. [Groh68§].

Satz 3.14. Sei L eine topologische Laguerreebene und s € S. Dann ist
A = (A:=5\I'(s),L :={k\{s}; s €k € R})
mit den zugehorigen Relativtopologien eine topologische dualaffine Ebene.

Die Frage ist jetzt, ob sich die Topologie von £" auf £ = L'U{I'(t); t € S\I'(s)} so
erweitern 148t, dafl die Fortsetzungen des Schneidens, Verbindens und Parallelzie-
hens stetig sind (ob unter anderem Beriihren Grenzfall des echten Schneidens ist),
A also zu einer topologischen affinen Ebene wird. Zwar 148t sich nach Skornjakov
[Skob4], S. 358 auf jeder Geraden g einer topologischen dualaffinen Ebene nach
Wahl zweier Punkte 0 # 1 in natiirlicher Weise eine Funktion ¢: ¢> — ¢ so kon-
struieren, daf} (g, t) ein topologischer Ternédrkorper ist und die daraus konstruierte
topologische dualaffine Ebene

P=g", G={{(z,t(y,z2);z€g};y 2€g}
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isomorph zur vorgegebenen Ebene ist (vergleiche auch [Groh68], 1.6). Ohne zusétz-
liche Forderungen an die Topologien ist es aber im Allgemeinen nicht mdéglich, aus
topologischen Terndrkérpern topologische affine Ebenen zu konstruieren, siehe zum
Beispiel [SBGHLS95], Abschnitt 43.

Wir beschreiben nun solche geeigneten topologischen Bedingungen: Eine topologi-
sche Laguerreebene heifit lokalkompakt und zusammenh#ngend, wenn der Punkt-
raum S lokalkompakt und zusammenhéngend ist. Nach [Groh68|, Satz 2.7 und
[Groh69], 1.1 sind dann auch R, jeder Kreis, jede Parallelklasse und jede dualaffine
Ebene von L lokalkompakt und zusammenhingend. Weiter sind die obigen Rdume
metrisierbar ([Groh69], 1.1) und jeder Kreis ist kompakt ([Groh69], 2.2). Unter
diesen topologischen Voraussetzungen konnte die obige Frage positiv beantwortet
werden (vergleiche [Groh69], Satz 2.7 und [Ste95], Seite 1332).

Satz 3.15. Die Ableitungen einer endlichdimensionalen lokalkompakten zusam-
menhdngenden Laguerreebene bilden endlichdimensionale lokalkompakte zusam-
menhdngende affine Ebenen.

Sei im folgenden L lokalkompakt und zusammenhéngend. Nach [SBGHLS95], 43.7
kann A(L, s) eindeutig zu einer kompakten zusammenhéngenden projektiven Ebe-
ne P(L, s) erweitert werden. Nach Satz 3.4 (4i7) ist fiir jeden Kreis k£ € R, der nicht
durch s geht, k ein Oval in P(L, s), und nach [BHL80], 2.6 abgeschlossen, also ein
topologisches Oval. Mit Satz 2.17 (i) erhalten wir (vergleiche [BHLS80], 3.2)

Satz 3.16. Der Punktraum einer endlichdimensionalen, lokalkompakten und zu-
sammenhdngenden Laguerreebene ist zwei- oder vierdimensional. Weiter sind Krei-
se bzw. Parallelklassen einer solchen 2n—dimensionalen Laguerreebene homdo-
morph zur n—Sphdre S,, bzw. zum R".

Des weiteren folgt aus Lemma 2.20

Lemma 3.17. Jede lokalkompakte zusammenhdngende Laguerreebene erfillt die
Bedingung (DO).

Ahnliche Aussagen werden wir, dank der Resultate aus Abschnitt 2.3, auch fiir
topologische Laguerreriume erhalten.
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Topologische Laguerreriume. Ahnlich wie bei topologischen projektiven Réu-
men wollen wir den Begriff der topologischen Laguerreebenen auf den rdumlichen
Fall verallgemeinern. Fiir die Definition topologischer Laguerreebenen bendétigten
wir lediglich Topologien auf Punkt- und Kreisraum, es liegt daher nahe, fiir die
Definition topologischer Laguerrerdume Topologien auf Punktraum und der Menge
der Hyperkugeln zu betrachten.

Definition 3.18. (Topologischer Laguerreraum) Sei £ = (S, R) ein Laguerreraum
vom Rang n > 3 und Ky die Menge der Hyperkugeln. £ heifst topologisch, wenn
S und Ry nichttriviale Ty — Topologien so tragen, daf die folgenden Abbildungen
stetig sind:

(i) Hiillenbildung von n unabhdngigen Punkten

v s 5 gy (81,-580) = {{81,-. -, 8n11}),

(12) Schnittbildung von n — 1 unabhdngigen Hyperkugeln

n—1
APD gD 5 S (K, Ky) — (&

i=1

und ferner die nach Lemma 3.4 definierten Abbildungen des Parallelprojizierens ~y
und des Beriihrens (3.

BEMERKUNG: Die Forderung, dafl die Rdume S und Ky 77 —Topologien tragen,
148t sich mit einigem Aufwand schon aus den anderen Axiomen ableiten (siehe
zum Beispiel [Groh68] fiir den ebenen Fall). Da wir uns aber im folgenden sowieso
nur fiir den lokalkompakten zusammenhéngenden Fall interessieren und der Beweis
analog zu Grohs Argumentation verlauft, verzichten wir an dieser Stelle darauf.

Topologische Laguerrerdume vom Rang drei sind also insbesondere topologische
Laguerreebenen.

Der n#chste Satz zeigt, dal die in Beispiel 3.8 konstruierten ovoidalen Laguer-
rerdume topologisch sind, wenn der zugrundeliegende projektive Raum kompakt
und zusammenhingend und das Ovoid abgeschlossen ist, wobei wir nur fiir die
Stetigkeit des Beriihrens die Abgeschlossenheit des Ovoids bendtigen.

Satz 3.19. Sei P = (P, L) ein kompakter zusammenhdngender projektiver Raum.
Sei weiter H € H eine Hyperebene von P, O C H ein abgeschlossenes Ovoid in
Pu und z € P\H. Dann ist £(O) ein topologischer Laguerreraum.

Beweis: Auf S = Z C P (siehe Beispiel 3.8) sei die Relativtopologie von P
gegeben. Auf der Menge der Hyperkugeln Ky von £(QO) sei die durch die Bijektion

O:{MeH; z¢g M} — Ry; M — Ky :=MnNS
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induzierte Topologie gegeben (umgekehrt bezeichnen wir mit Hyx = ¢~1(K) die
durch die Hyperkugel K € Ry definierte Hyperebene aus P). Mit diesen Topolo-
gien folgt unmittelbar, dal die Abbildung der Hiillenbildung, des Schneidens und
des Parallelprojizierens stetig sind.

Fiir die Stetigkeit des Beriihrens
bendtigen wir die in Lemma 2.22
bewiesene Stetigkeit der Abbildung
T:0 — Cy = {CeC;CCHY},
die jedem Punkt xz € O die eindeu-
tige in H liegende tangentiale Coge-
rade C; zuordnet. Seien s, € S und
K € Ry mit s € K und t nichtparal-
lel zu s. Sei s’ = (sVz)AH = (s, O).
Mit C' := T'(s') € C bezeichnen wir
die eindeutige in H liegende Cogera-
de, die O in s’ beriihrt. Dann ist C' := ]
(C',z) N Hg eine Cogerade in Hp, o
die K in s beriihrt. Also schneiden ;
sich die Hyperebenen M := (C,z2) :
und Hg nur in C' und damit die Hy-
perkugeln Kj; und K nur im Punkt s. Da weiter t € K}, ist K, der gesuchte
Beriihrkreis. Insgesamt erhalten wir damit 3(s, K,t) = ((I'((sVz)AH), z) AHk, t).
Also handelt es sich bei der Abbildung 5 um eine stetige Abbildung. O

Bevor wir die Ableitung eines topologischen Laguerreraums untersuchen, benéti-
gen wir noch einige Eigenschaften topologischer Laguerrerdume. Unter anderem
zeigen wir, dafl in dem fiir uns interessanten Fall die Topologie auf der Menge der
Hyperkugeln schon eindeutig durch die Topologie des Punktraumes bestimmt wird
(Lemma 3.21).

Hg

Lemma 3.20. Sei £ = (S, R) ein topologischer Laguerreraum. Dann gilt:

(i) Hyperkugeln sind untereinander homdomorph und abgeschlossen in S.
(i) Parallelklassen sind untereinander homdéomorph und abgeschlossen in S.

(iii) Jedes Berihrbischel in Ry ist homdomorph zu einer Parallelklasse.

Beweis: (i) Seien K, K, € Ry zwei Hyperkugeln. Dann ist die Einschrinkung
des Parallelprojizierens

’V‘le{Kz}: K, — Kj,z = vy(z, K>)

stetig. Die Umkehrabbildung von 7|, x{x,} 18t 7|kyx{k:}, also sind Hyperkugeln
untereinander homéomorph.

Fiir jedes s € S und K € Ky mit s € K ist die Einschrankung des Beriihrens
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Bs := Bl{sixiryxs\r(s): S\ (s) — Ru

eine stetige Abbildung und 8;'(K) = K\{s}. Da &y ein T;—Raum ist, ist {K}
abgeschlossen in 8y und damit K\{s} abgeschlossen in S\I'(s), d.h. es gibt eine
abgeschlossene Teilmenge A, von S mit (S\I'(s))NAs = K\{s}. Ist t € K ein wei-
terer Punkt, so ist auch K\{t} = 8;'(K) abgeschlossen in S\I'() und es existiert
eine abgeschlossene Teilmenge A; in S mit (S\I'(¢)) N A, = K\{t}. Insgesamt
erhalten wir A; N A; = K und damit die Abgeschlossenheit von K.

(71) Seien s,t,u € S paarweise nichtparallel und K eine Hyperkugel durch u. Dann
ist die Abbildung
I'(s) — I'(t);x — v(t, B(u, K, z))

als Komposition stetiger Abbildungen wieder stetig. Da die Umkehrabbildung
durch I'(t) — I'(s);y — 7(s,B(u, K,y)) gegeben ist, sind Parallelklassen un-
tereinander homéomorph.

Da die Abbildung v|sx{x} stetig ist, folgt die Abgeschlossenheit von I'(u) aus
I'(u) = (7]sx{x}) ' (u) und der Abgeschlossenheit von {u} in S (S ist 7;—Raum).

(7ii) Sei s € S und K eine Hyperkugel durch s. Sei weiter ¢ Jf s. Dann ist die
Einschrinkung des Parallelprojizierens

B(s,K) — I'(t); M — ~(t, M)

stetig mit stetiger Umkehrabbildung I'(t) — B(s, K);z — (s, K, x). O

Das nichste Lemma zeigt, zusammen mit der Aussage (ii) des obigen Lemmas, daf}
die Topologie auf dem Raum der Hyperkugeln schon eindeutig durch die Topologie
auf einer Parallelklasse bestimmt wird.

Lemma 3.21. Sei £ = (S, R) ein topologischer Laguerreraum vom Rang n > 3
und (s1,...,5n) € S™. Dann ist die Abbildung

V(n)|p(sl)x...xp(sn)2 I'(s1) X - x ['(sy) — Rg; (21,...25) = {z1,...2,})

ein Homdéomorphismus.

Beweis: Offensichtlich ist V™ |r,)x..xr(s,) Wohldefiniert, d.h. mit (si,...,s,)
sind auch (x1,...,2,) € I'(s1) X --- X I'(s,) unabhiingig.

Weiter ist \/(”)| I(s1)x--xT(s,) als Einschrdnkung der Hiillenbildung stetig, und da
auch die Umkehrabbildung
»ﬁH — F(Sl) X X F(Sn)’K = ('Y(Sl,K), .- '17(8717 K))

stetig ist, folgt die Behauptung. O

Fiir weitere topologische Eigenschaften benétigen wir die Ableitung topologischer
Laguerrerdume.
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3.4 Ableitung topologischer Laguerreriume

Ahnlich wie bei topologischen Laguerreebenen betrachten wir nun die affinen Ab-
leitungen an jedem Punkt und zeigen, daf es sich hierbei um topologische affine
Réaume handelt. Im Unterschied zum ebenen Fall ist dies aber ohne zusétzliche
topologische Voraussetzungen moglich, da hier die Ableitungen desarguessch sind,
der zugrundeliegende Ternédrkérper schon ein Schiefkorper ist.

Definition 3.22. (dualaffiner Raum)’ (i) Ein dualaffiner Raum ist ein affiner
Raum, aus dessen Geradenmenge eine volle Parallelenschar entfernt wurde.

(71) Fin topologischer dualaffiner Raum ist ein dualaffiner Raum, in dem die geo-
metrischen Abbildungen der Hiillenbildung, des Schneidens, des Parallelziehens
und des Parallelprojizierens stetig sind.

Lemma 3.23. Sei £ = (S, R) ein topologischer Laguerreraum. Dann ist
A'(L,5) .= (A:=S\I'(s), L :={k\{s}; s €k € R})
fiir jedes s € S ein topologischer dualaffiner Raum.

Mit #' = {K\{s}; s € K € Ry} bezeichnen wir die Menge der Hyperebenen von
A'(L,s).

Beweis: Auf A bzw. H' seien die Relativtopologien von S und Ky gegeben. Die
Abbildung der Hiillenbildung ist Einschrinkung der entsprechenden Abbildung
im Laguerreraum. Die Stetigkeit des Parallelziehens folgt aus der Stetigkeit des
Beriihrens und die Stetigkeit der Parallelprojektion schliellich aus der Stetigkeit
der Parallelprojektion im Laguerreraum.

Wir miissen also nur noch die Stetigkeit des Schneidens zeigen. Sei U eine abge-
schlossene Teilmenge von S. Da S ein T; —Raum ist, ist V' := UU{s} abgeschlossen
in S und damit auch V xV in S x S. Da das Urbild des Schneidens von U N A im
abgeleiteten dualaffinen Raum gerade A N (A™~1)~1(V x V) ist, folgt die Abge-
schlossenheit aus der Stetigkeit des Schneidens im Laguerreraum. O

Ist nun ein topologischer dualaffiner Raum A" = (A, £') vom Rang n > 4 gegeben
und K := g € L' eine Gerade, so kénnen wir wie Skornjakov in [Sko54] in natiirli-
cher Weise eine Funktion 7: K* — K so definieren, daf$ (K, 7) ein topologischer
Terndrkorper und der daraus konstruierte dualaffine Raum

P=K"" G:{ac-K—f—y;ac,yEK”_l}

isomorph zu A’ ist. Da A’ desarguessch ist, ist K schon ein Korper und die Ste-
tigkeit von 7 impliziert die Stetigkeit der Koérperoperationen, also ist (K, 7) ein

t In der Literatur sind orientierter affiner Raum und richtungsaffiner Raum zwar gebriuchlicher, in
Anlehnung an Definition 3.13 benutzen wir in dieser Arbeit aber diesen Begriff
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topologischer Korper. Anders als im ebenen Fall kann man hier ohne topologi-
sche Zusatzvoraussetzungen einen topologischen affinen Raum wie in Abschnitt
2.1 konstruieren, dessen Geradenmenge £ die Geradenmenge G des dualaffinen
Raumes als topologischen Teilraum enthélt, d.h. auf der Teilmenge G' von L ist
die Relativtopologie von L gegeben. Wir erhalten damit einen der Hauptsitze
dieses Abschnittes

Satz 3.24. Die Ableitungen eines topologischen Laguerreraums vom Rang grifier
gleich vier bilden topologische affine Rdume.

Wie iiblich stellen wir zusédtzliche Voraussetzungen an die Topologien und wenden
uns dem fiir uns interessanten Fall zu: Wir nennen einen topologischen Laguerre-
raum lokalkompakt und zusammenhéngend, wenn der Punktraum lokalkompakt
und zusammenhingend ist.

Um im néchsten Satz zeigen zu kénnen, daf§ damit alle fiir uns interessanten Rdume
ebenfalls lokalkompakt und zusammenhéngend sind, benétigen wir zuvor

Lemma 3.25. In einem topologischen Laguerreraum sind Parallelklassen zweifach
homogent.

Beweis: Sei I'(s) eine Parallelklasse in einem topologischen Laguerreraum £ =
(S,R), s € Sund seit € S ein weiterer Punkt, der zu s nicht parallel ist. Dann ist
I'(s) eine Gerade der Ableitung an ¢, die in einer Ebene E von A(£, u) liegt. Da
die affine Ebene E 4¢ als Unterebene von A(L, ) ebenfalls topologisch ist, folgt
die Behauptung aus der bekannten Tatsache, da} Geraden in einer topologischen
Ebene zweifach homogen sind (siehe z.B. [SBGHLS95], 41.2 (a)). O

Zusammen mit Satz 3.24 folgt daraus der zweite Hauptsatz dieses Abschnittes.

Satz 3.26. Sei £ ein lokalkompakter zusammenhdngender Laguerreraum vom
Rang n > 3. Dann sind die Ableitungen A(L,s) und deren projektive Abschliisse
P(L,s) lokalkompakte bzw. kompakte zusammenhdngende Rdiume.

Beweis: Fir n = 3 wurde dies im letzten Abschnitt besprochen. Sei also im
folgenden n > 3. Wir miissen lediglich zeigen, dafl mit S auch jede Parallelklasse
lokalkompakt und zusammenhingend ist. Die Aussage folgt dann schon aus den
Ergebnissen des zweiten Paragraphen (Satz 2.11 und 2.15).

Da nach Lemma 3.20 (i7) jede Parallelklasse abgeschlossen ist, vererbt sich die
Lokalkompaktheit von S auf diese Teilmengen.

Angenommen eine (und damit jede) Parallelklasse I'(s), s € S wire nicht zusam-
menhéngend. Da nach Lemma 3.25 Parallelklassen zweifach homogen sind, folgt,
I'(s) ist total unzusammenhingend. Nach dem obigen Satz bildet die Ableitung

t d.h. die Homdomorphismengruppe wirkt zweifach transitiv
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A(L,t) fiir einen nicht zu s parallelen Punkt ¢ € S einen topologischen affinen
Raum. Damit ist jede Hyperebene homéomorph zum (n — 2)—fachen Produkt der
Parallelklasse I'(s), also selbst total unzusammenhiingend. Jede punktierte Hyper-
kugel K\{t}, K € Ry, bildet eine Hyperebene in A(L,t), d.h. K\{u} ist total
unzusammenhingend fiir alle v € K. Da ein T;—Raum aber, in dem jede Lochung
total unzusammenhéngend ist, bereits selbst total unzusammenhéngend ist, sind
Hyperkugeln insbesondere nicht zusammenhéngend. Andererseits ist aber eine Hy-
perkugel K € Ry das Bild der zusammenh#ingenden Menge S unter der stetigen
Abbildung
VNsxixy: S — K;o = (s, K),

also selbst wieder zusammenhéngend, ein Widerspruch. O

3.5 Darstellungssatz topologischer Laguerrerdume

Wir wollen in diesem Abschnitt das Hauptresultat aus [Kopp79] fiir den to-
pologischen Fall beweisen, genauer, wir zeigen, dafl ein lokalkompakter zusam-
menhéngender Laguerreraum vom Rang n > 4 bereits ein ovoidaler Laguerreraum
iiber einem abgeschlossenen Ovoid in einem kompakten zusammenhéngenden pro-
jektiven Raum iiber R vom Rang n + 1 ist, und Punkt- und Hyperkugelraum die
Relativtopologien des zugrundeliegenden projektiven Raums tragen.

Jeder Laguerreraum vom Rang n > 4 ist nach [Kopp79] ovoidal. Sei also im folgen-
den £ = £(0) = (S, R) ein Laguerreraum wie in Beispiel 3.8 (die Bezeichnungen
P, H, O und z iibernehmen wir aus diesem Beispiel) und seien S und Kx mit sol-
chen Topologien 75 und 74, versehen, dafi £ lokalkompakt und zusammenhéngend
ist.

Zunichst statten wir Py mit Hilfe von Lemma 3.9 so mit Topologien aus, dafl das
Residuum Py zu einem topologischen projektiven Raum wird. Sei s € S\ H. Die
Abbildung 7; aus Lemma 3.9 bildet die affine Ableitung A(£, s) isomorph auf den
affinen Unterraum Ap\¢, ab. Da nach Satz 3.24 diese Ableitung topologisch ist,
konnen wir mit Hilfe von 7, die Topologien von A(L,s) auf Amc, tibertragen.
Damit wird dieser Raum zu einem topologischen affinen Raum und die Topologien
lassen sich so erweitern, dafl auch der projektive Abschlufl Py topologisch ist.
Dank des Darstellungssatzes fiir topologische projektive Rdume 148t sich ganz P
damit zu einem kompakten zusammenhingenden projektiven Raum machen, in
dem die oben definierten Topologien fiir das Residuum Py als Relativtopologien
zuriickgewonnen werden konnen. Wir bezeichnen die so erhaltene Topologie auf
dem Punktraum P des projektiven Raumes mit 7p. Zunéichst hingt diese Topologie
von der Wahl des Punktes s ab, wir werden aber im folgenden sehen, dafl 7p
unabhéngig von s ist.

Das néchste Lemma zeigt, da8 die Relativtopologien 7g|s\r(s) und 7p|s\r(s) von 7g
und 7p auf der Teilmenge S\I'(s) von S bereits iibereinstimmen.
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Lemma 3.27. Die Identitit

Ids\res): (S\I'(s), Tp|s\r(s)) — (S\IL'(8), Ts|s\r(s))

st ein Homdéomorphismus.

Beweis: Da P ein topologischer projektiver Raum ist, sind die Abbildungen des
Verbindens zweier Punkte und des Schneidens einer Gerade mit einer Hyperebene
stetig. Da 7, aus diesen beiden Abbildungen zusammengesetzt ist, ist 75 auch eine
stetige Abbildung von (S\I'(s), 7p|s\r(s)) auf H\C;. Da 7, ein Hombomorphismus
von (S\I'(s), Ts|s\r(s)) auf H\Cj ist, ist die Identitdt Idg\r) = (75) ! o my also
eine stetige Bijektion.

Wir zeigen nun, dafl der Raum (S\I'(s),7p|s\r(s)) homdomorph zu R™ ist, die
Behauptung folgt dann sofort aus dem Gebietsinvarianzsatz (Satz 1.2):

Sei t € S\I'(s). Dann ist (S\I'(s),7p|s\r(s)) homdomorph zu (O\{s'}) x I'(¢),
s' = (2Vs) A\ H, wobei beide Raume mit den Relativtopologien von P ausgestattet
seien. Da I'(t) eine affine Gerade in P ist und P kompakt und zusammenhéngend
ist, folgt aus dem Darstellungssatz fiir topologische projektive Riume I'(t) = R®
fiir ein a € N.

Jede punktierte Hyperkugel K\{u} ist eine Hyperebene in der Ableitung A(L, u)
und da A(£, u) nach Satz 3.26 lokalkompakt und zusammenhéngend ist, ist K\{u}
(beziiglich der Relativtopologie induziert von 7g) homéomorph zu R? fiir ein b € N.
Also ist auch O\{s'} C (S\I'(s), 7s|s\r(s)) homdomorph zu R’. Da die Abbil-
dung 7y ein Homdomorphismus ist, ist O\{s'} auch als Teilmenge von H\Cj
homdomorph zu R’ und damit auch als Teilmenge von P. Insgesamt erhalten
wir also (S\I'(s), 7p|s\r(s)) = R® x RP. Da auch (S\I'(s), 7s|s\r(s)) homdomorph
zu R® x R ist, folgt aus dem Gebietsinvarianzsatz die Homéomorphie der Abbil-
dung Ids\p(s). O

Als Folgerung aus diesem Lemma erhalten wir insbesondere, dal die oben kon-
struierten Topologien unabhéngig von der Wahl des Punktes s € S sind.

Folgerung 3.28. Fiir jedes u € S\O ist die Abbildung m, ein topologischer Iso-
morphismus zwischen den topologischen affinen Riumen A(L,u) und Ay\c,-

Beweis: Daf} 7, ein Isomorphismus ist, wurde in Lemma 3.9 gezeigt. Um einzu-
sehen, daf} es sich hierbei um einen Homéomorphismus handelt, miissen wir, dank
des Darstellungssatzes, lediglich die Homomorphie einer Einschrinkung 7, |, auf
einer Geraden [ von A(£, u) zeigen.

Sei also ¢ € S, der weder zu s noch zu u parallel ist. Dann ist | := I'(¢) eine
Gerade in A(L,u). Nach Lemma 3.27 stimmen auf [ die Relativtopologien von
S und P iiberein und da m,|; beziiglich der Relativtopologie auf P stetig ist (als
Komposition des Verbindens und Schneidens), folgt auch die Stetigkeit beziiglich
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der Topologie auf S. Nach dem Gebietsinvarianzsatz 1.2 induziert 7, |; damit einen
Homd&omorphismus. O

Wir erhalten damit die Abgeschlossenheit des Ovoids O.
Lemma 3.29. Das Ovoid O C H ist beziiglich der Topologie Tp abgeschlossen.

Beweis: Seien si, 89,53 € S\H drei paarweise nichtparallele Punkte und seien
s; die Projektionen s; = H A (2 V s;) der Punkte s;, i = 1,2,3 auf H. Die
drei affinen Teilriume H\Cj, sind offene Teilmengen von H (Cs,,i = 1,2, 3 sind
Teilriume von Py und damit nach Lemma 2.10 (i7) abgeschlossen) und iiber-
decken H. Nach Lemma 3.20 (i) ist O abgeschlossen im Laguerreraum und da
s, ein Homdomorphismus auf H\C, ist, ist 75, (O\{s}}) = O\{s;} abgeschlossen
in H\Cj,, also (H\C,)\(O\{s;}) offen in H\C;, und damit auch in H fiir jedes
i=1,2,3. Dasich H\O als Vereinigung dieser drei offenen Mengen schreiben 148t,
H\O = J}_,(H\C;)\(O\{s:}), ist H\O selbst offen, also O abgeschlossen. O

Statten wir nun Punkt- und Hyperkugelraum des Laguerreraums £ mit den Re-
lativtopologien von P und H (Hyperebenenraum von P) aus, so erhalten wir mit
Satz 3.19 einen topologischen Laguerreraum. Unser Ziel ist es nun, zu zeigen,
dafl diese Topologien gleich den vorgegebenen Topologien 75 und 7g, sind. Da-
bei miissen wir nur die Gleichheit von 7¢ und 7p|s zeigen, da nach Lemma 3.21
die Topologie auf der Menge der Hyperkugeln eines topologischen Laguerreraums
schon eindeutig durch die Topologie auf einer Parallelklasse bestimmt wird.

Ein weiterer Schritt in diese Richtung ist die folgende Erweiterung von Folgerung
3.28.

Lemma 3.30. Die Topologie s auf dem Punktraum S des Laguerreraums £ ist
gleich der durch die Topologie des Punktraums von P induzierten Relativtopologie.

Beweis: Wir zeigen, dafl die Identitéit
IdSZ (S, Tp|5) — (S, 7'5)

ein Homo6omorphismus ist. Nach Konstruktion der Topologie 7p ist die Ein-
schrinkung von Idg auf S\I'(s) ein Homdomorphismus. Aus Folgerung 3.28 er-
halten wir auch die Homéomorphie der Einschriankung S\I'(u) fiir jedes u €
S\(OUTI'(s)). Da I'(u) und I'(s) nach Lemma 3.20 (i7) abgeschlossen sind, folgt
die Behauptung. O

Als Summe der obigen Resultate erhalten wir damit den Hauptsatz dieses Ab-
schnittes.

Satz 3.31. Jeder lokalkompakte zusammenhdingende Laguerreraum vom Rang
n > 4 ist topologisch isomorph zu einem ovoidalen Laguerreraum tber einem ab-
geschlossenen QOuoid in einem kompakten zusammenhdngenden projektiven Raum
vom Rang n + 1.
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Folgerungen aus dem Darstellungssatz. In diesem Abschnitt fassen wir einige
einfache Folgerungen aus dem Hauptsatz zusammen, die wir im fiinften Paragra-
phen fiir die Konstruktion topologischer Vierecke aus topologischen Laguerrerdum-
en bendtigen.

Zunichst zeigen wir, dafi sich, dhnlich wie bei topologischen Laguerreebenen, auch
fiir topologische Laguerrerdume die topologischen Parameter einschrinken lassen.

Satz 3.32. Sei £ ein lokalkompakter zusammenhdngender Laguerreraum vom
Rang n > 4. Dann ist £ isomorph zu einem ovoidalen Laguerreraum dber einem
abgeschlossenen Ovoid in einem projektiven Raum tiber R.

Beweis: Nach Lemma 3.29 ist O abgeschlossen. Da n > 4, ist der Rang des
umgebenen projektiven Raums P mindestens 5, also ist der Rang von Py grofler
gleich vier. Nach Satz 2.17 (ii) existieren abgeschlossene Ovoide in kompakten
zusammenhingenden projektiven Rdumen vom Rang n > 4 aber nur in projektiven
Réumen iiber R. O

Aus den Sétzen 2.21, 3.10 und aus Lemma 3.29 folgt unmittelbar, daf} jeder lokal-
kompakte zusammenhingende Laguerreraum die Bedingung (DO) erfiillt, wobei
der ebene Fall bereits in Lemma 3.17 behandelt wurde.

Lemma 3.33. Jeder lokalkompakte zusammenhdngende Laguerreraum erfullt die
Bedingung (DO).

In den von uns im fiinften Paragraphen konstruierten Vierecken bilden (erweiter-
te) Parallelklassen und (erweiterte) Beriihrkugeln die Geraden des Vierecks. Fiir
einige Beweise bendtigen wir daher topologische Eigenschaften dieser Objekte, die
wir im iibernéchsten Lemma zusammenfassen (fiir den ebenen Fall siehe [Groh69]
und [Ste95]). Ausgestattet wird der Geradenraum mit der Hausdorffmetrik. Wir
zeigen deshalb zunéchst, dhnlich wie im Fall der kompakten zusammenhéngenden
projektiven Rdume (vergleiche Lemma 2.13):

Lemma 3.34. Die Topologie auf der Menge der Hyperkugeln ist gleich der beziig-
lich der Hausdorffmetrik induzierten Topologie.

Beweis: Sei also (K,)nenw eine Folge in £p, die gegen eine Hyperkugel
K € Ry beziiglich der urspriinglichen Topologie konvergiert. Da lim inf,cn K, C
lim sup,,¢c K, ist, miissen wir lediglich lim sup,, . K, € K C lim inf,en K, zeigen.

(1) Wir zeigen zunichst die erste Inklusion. Nach dem Darstellungssatz tragen
die Rdume S und Ky die Relativtopologien der Rdume P und H des umgebenen
projektiven Raums P. Da der Inzidenzgraph I, ,, = {(z,H) € Px H;z € H}
nach Lemma 2.10 (iv) abgeschlossen ist, gilt dies auch fiir den Inzidenzgraphen
von £, und es folgt die Behauptung.
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(1) Wir wenden uns der zweiten Inklusion zu. Sei z € K. Fiir jedes n € N
definieren wir z,, := v(z, K,,) = I'(x) N K,,. Dann gilt x, € K, und lim,, o, 2, =
limy, 00 ¥(z, Kp) = v(z, lim, s K,) = x, und wir erhalten die Behauptung.

Ist umgekehrt (K,),en eine Folge in Ry, die gegen eine Hyperkugel K € Ry
beziiglich der Hausdorffmetrik konvergiert, so folgt die Behauptung wegen der
Stetigkeit der Hiillenbildung im Laguerreraum analog wie im Beweis von Lemma
2.13. O

Wir erhalten damit

Lemma 3.35. Sei £ ein lokalkompakter zusammenhdngender Laguerreraum vom
Rang n > 3. Dann gilt

(1) Jede Parallelklasse ist homdomorph zu R und abgeschlossen im Punktraum S.

(17) Jedes Beriihrbischel ist homéomorph zu R und abgeschlossen im Raum der
Hyperkugeln K.

Weiter ist der Raum der Parallelklassen beziiglich der Hausdorffmetrik ein zur
Sphdre $,_o homdomorpher Raum.

Beweis: Der Fall n = 3 wurde in [Sch92], Seite 22 behandelt. Wir beweisen das
Lemma also nur fiir n > 4.

(1) Jede Parallelklasse ist eine affine Gerade im umgebenen projektiven Raum P.
Da nach Satz 3.32 der Raum P ein projektiver Raum iiber R ist, ist somit auch
jede Parallelklasse homdomorph zu R. Die Abgeschlossenheit in S wurde bereits
in Lemma 3.20 (i7) gezeigt.

(7) Nach Lemma 3.20 (4i7) ist jedes Beriihrbiischel homéomorph zu einer Parallel-
klasse, also auch homéomorph zu R. Wir miissen also nur noch die Abgeschlossen-
heit zeigen: Sei B(s, M), s € K, ein Beriihrbiischel. Sei weiter (K;);en eine Folge
in B(s, M), die gegen eine Hyperkugel K € Ry konvergiert. Mit H; sei wieder
die eindeutige Hyperebene von P bezeichnet, so dafi K; = S N H;, und mit Hg
diejenige Hyperebene, so dal K = S N Hgk. Dank des Darstellungssatzes konver-
giert dann die Folge (H;);en auch gegen Hg. Der Schnitt C' := H; N H, ist eine
Cogerade in P und es gilt H; € He = {H € H; C C H} fiir alle i € N. Da H¢
eine abgeschlossene Teilmenge von H ist, folgt Hx € H, also C' € Hg. Damit ist
K eine Beriihrkugel von M in s und wir erhalten (44).

Wir wenden uns nun dem Raum der Parallelklassen zu: Nach Lemma 2.19 ist O
eine zu 5, _» homoomorphe Teilmenge von P. Sei

Vv:O — L=V z.
Da O insbesondere kompakt ist, ist dann

{I(s)U{z}; s € S} =Bild(¥) C £
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ein zur Sphéire %,_s homéomorpher Raum. Wir miissen also nur noch zeigen, daf§
die Hausdorffmetrik beziiglich S auf dem Raum der Parallelklassen die gleiche To-
pologie liefert wie die Relativtopologie von £. Da nach Lemma 2.13 aber £ die
beziiglich P induzierte Hausdorffmetrik trégt, ist dies durch eine einfache Rech-
nung leicht einzusehen. O



4. Verallgemeinerte Vierecke

Verallgemeinerte Vierecke sind Spezialfiille der von J. T1Ts in [Tits59] eingefiihrten
verallgemeinerten Polygone. Da die Definition von Polygonen mit einer aufwendi-
gen Notation verbunden ist, beschrinken wir uns hier nur auf die Definition von
verallgemeinerten 4—Gonen (oder verallgemeinerten Vierecken). Fiir die Definition

von verallgemeinerten Polygonen, bzw. einen anderen Zugang, siehe beispielsweise
A. SCHROTH [Sch92].

Definition 4.1. Eine Inzidenzstruktur GO = (P, L) heifit verallgemeinertes Vier-
eck (im folgenden sagen wir auch kurz Viereck), wenn die folgenden beiden Bedin-
gungen erfillt sind:

(i) Frir jedes Paar (p,l) € Px L mit p ¢ | existiert genau ein Paar (q,g9) € PX L
mit p,q € g und q € I;

(17) Auf jeder Gerade liegen mindestens drei Punkte, und durch jeden Punkt gehen
mindestens drei Geraden.

Abb. 4.1.

Wie man sofort sieht, ist mit GQ = (P, £) auch die duale Struktur GO* = (L, P, 3)
ein verallgemeinertes Viereck.

Bedingung (i) der Definition 4.1 liefert uns zwei Abbildungen

m(PxL\F—P und X (PXL)\F—L
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mit 7(p,l) = ¢ und A(p,l) = g (siehe Abbildung 4.1).

Sind zwei Punkte p,q € P verbindbar, so schreiben wir auch p ~ ¢, andernfalls
p 7 q. Die Menge aller zu einem Punkt p verbindbaren Punkte heifit Punktstern
von p und wird mit p* notiert. Fiir den Schnitt mehrerer Punktsterne p; M- --Np.
schreiben wir auch {pi,...,p,}*.

Das néchste Bild zeigt ein verallgemeinertes Viereck mit 15 Punkten und 15 Ge-
raden, in dem jedes Geradenbiischel aus genau 3 Geraden besteht und auf dessen
Geraden genau drei Punkte liegen. Nach dem Reichhaltigkeitsaxiom ist es also ein
kleinstmogliches Viereck, bis auf Isomorphie sogar das kleinste Viereck.

Abb. 4.2. Das kleinste verallgemeinerte Viereck

Beispiel 4.2. (Symmetrisches Viereck) Sei K ein Koérper mit Charakteristik
charK = 0. Im projektiven Raum PG(K") = (P,L),n > 5, iiber K betrach-
ten wir die durch die symmetrische Form

vom Wittindex 2 definierte Quadrik @ = {(z) € PG(K"); 2T Az = 0} der total
isotropen Punke. Sei weiter Lo = {l € £;1 C Q} die Menge der total isotropen
Geraden von (). Dann ist Q(n, K) := (Q, Lg) ein verallgemeinertes Viereck, das
sogenannte symmetrische Viereck.

Weitere Beispiele fiir verallgemeinerte Vierecke sind die symplektischen Vierecke
W (K), siche VAN MALDEGHEM [Mal98], Seite 63, und die von DEMBOWSKI in
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[Dem68], Seite 304 eingefiihrten Vierecke vom Tits Typ, auf die wir im néchsten
Paragraphen noch einmal néher eingehen.

Beispiel 4.3. (Vierecke vom Tits Typ) Sei PG(K™") = (P, L), n > 4 ein projek-
tiver Raum iiber einem Kérper K und H eine Hyperebene in PG(K™). Sei weiter
O C H ein Ovoid in H.

Es gibt drei verschiedene Arten von Punkten:

(P1) die Punkte aus P\H,

(P2) die Hyperebenen von PG(K"), die O in genau einem Punkt beriihren und
(P3) das Ovoid selbst,

und zwei verschiedene Arten von Geraden:
(L1) die Geraden von PG(K™), die O in genau einem Punkt treffen und nicht in

H liegen, und
(L2) die Punkte aus O.

Inzidenz ist Enthaltensein bzw. umgekehrtes Enthaltensein, d.h.

(7) ein Punkt z vom Typ (P1) inzidiert mit einer Geraden [ vom Typ (L1), wenn
z € | und z inzidiert mit keiner Geraden vom Typ (L2),

(77) ein Punkt H vom Typ (P2) inzidiert mit einer Geraden [ vom Typ (L1), wenn
[ C H und mit einer Geraden x vom Typ (L2), wenn = € H,

(74i) der Punkt O inzidiert mit keiner Geraden vom Typ (L1) und mit jeder Ge-
raden vom Typ (L2).

Das so konstruierte Viereck heifit Viereck vom Tits Typ T, (O).

Im Fall, daBl O eine Quadrik ist, ist 7;,(Q) isomorph zum symmetrischen Viereck
Q(n, K), sieche [Mal98], Seite 121. Im niichsten Paragraphen werden wir sehen,
daf3 Vierecke vom Tits Typ unter bestimmten Voraussetzungen mit einer weiteren
Beispielklasse von verallgemeinerten Vierecken zusammenfallen, den sogenannten
Liegeometrien von Laguerrerdumen.

4.1 Topologische Vierecke

Ein Viereck heifit topologisch, wenn Punkt- und Geradenraum nichttriviale* Topo-
logien so tragen, dafl m und ) stetige Abbildungen sind. Daraus folgt unmittelbar,
daf die Abbildung des Verbindens zweier verbindbarer Punkte (und dual dazu des
Schneidens zweier sich schneidender Geraden) stetig ist ([GK90], Proposition 2.3).

* Nichtrivial bedeutet wieder weder diskret, noch indiskret
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Die nichsten Aussagen folgen sofort aus der Stetigkeit der Abbildungen 7, A und
des Verbindens.

Lemma 4.4. Sei GO ein topologisches Viereck, seien l,g € L zwei sich nicht
schneidende Geraden und p,q € P zwei nichtverbindbare Punke. Dann sind die

Abbildungen

(1) al— g;x— 7w(x,g),

(17) b:L, — Lyl — g, 1) und
(#ii) e:ptNgt — Lz >z Vp
Homoomorphismen.

Beweis: Die Umkehrabbildungen von a, b und ¢ lauten, wie man leicht nachpriift:

(i) alig— by 7(y,),
(it) b 1Ly — Ly;9— A(p,g) und
(iii) ¢ L, — pr N gl (g, ).

Da diese Abbildungen auch stetig sind, folgt die Behauptung. O
Satz 4.5. Seienp € P, l,g € L, und q € p*\g. Dann ist die Abbildung

d: P\p~ — (I\{p}) x (g\{p}) x (L\{pV ¢});
r = (m(z, 1), 7(2, 9), Mg, Az, 9)))

ein Homdomorphismus. Insbesondere ist P also lokal homdomorph zum Produkt
zweier Geraden mit einem Geradenbiischel.

Beweis: Die Umkehrabbildung von d lautet:

d=': (I\{p}) x (9\{p}) x (L\pV ¢}) — P\p™;
(z,y,h) = m(x, Ay, h)).

O

Wie schon in den vorherigen Abschnitten fordert man zusétzliche Eigenschaften.
Wir nennen ein Viereck lokalkompakt, wenn der Punktraum lokalkompakt ist.
T. GRUNDHOFER und N. KNARR zeigten in [GK90]|, Proposition 3.3, dafl dann
der Punkt-, der Geradenraum, jede Gerade und jedes Geradenbiischel entweder
zusammenhingend, oder total unzusammenhéngend sind. Fordert man zusétzlich,
daB einer (und somit jeder) dieser Rdume zusammenhéngend ist, dann sind P und
L schon kompakt ([GK90], Proposition 3.4).

Ist der Punktraum P eines kompakten zusammenhéngenden Vierecks GQ = (P, L)
von endlicher topologischer Dimension, so ist jede Gerade [ bzw. jedes Gera-
denbiischel £, homotopiedquivalent zu einer Sphére S, bzw. $,,. Die Zahlen (n, m)
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heiflen (topologische) Parameter des Vierecks. Das duale Viereck GO* = (£, P, 3)
hat dann Parameter (m,n). Fiir n = m sagen wir auch, GQ habe Parameter n.
Ist die Dimension von P durch 6 beschrinkt (und damit nach dem obigen Satz
n=dim L,m = dim £, < 2), sind L bzw. £, bereits homéomorph zu $,, bzw. 3,,
(und damit topologische Mannigfaltigkeiten). Zusétzlich konnte L. KRAMER in
[Kra94], Proposition 3.4.5, zeigen, daf§ in einem kompakten zusammenhéingenden
Viereck mit Parametern (1, m) Geraden bereits homéomorph zur 1—Sphire 3,
sind. Vierecke mit Parameter 1 heilen auch dreidimensionale Vierecke (nach dem
obigen Satz ist dann dim P = 2dim!/ + dim £, = 3) und wurden eingehend von
M. FORST in [For81] und von A. SCHROTH in [Sch92] untersucht.

Das in Beispiel 4.2 konstruierte symmetrische Viereck ist topologisch, wenn der
projektive Raum PG(K™) topologisch ist (vergleiche [GK90]). Im Fall K = R
erhalten wir also ein kompaktes zusammenhéngendes Viereck. Die Geraden von
Q(n,R) sind Geraden des projektiven Raumes, und damit homéomorph zu %;.
Weiter zeigt man durch einfaches Nachrechnen, dafl die Geradenbiischel von
Q(n,R) die Dimension n — 3 haben, das symmetrische Viereck also Parameter
(1,n — 3) hat.

4.2 Antiregulire Vierecke

Schon frith wurde ein Zusammenhang zwischen verallgemeinerten Vierecken und
Laguerreebenen erkannt (siehe z. B. PAYNE und THAS [PT84]). Da es das Ziel der
vorliegenden Arbeit ist, diesen Zusammenhang zu verallgemeinern, geben wir in
diesem Abschnitt eine kurze Zusammenfassung der bisherigen Resultate an. Sei
also im folgenden GQ = (P, L) ein verallgemeinertes Viereck und p € P. Dann
heif}t

GO, = (S, 8/, €) mit S:=p"\{p} und £:={p Nqg-;qe P\p'}
die Ableitung von GQ in p.

Definition 4.6. (Antiregularitit) GQ heifit antireguldr, wenn fir je drei paarwei-
se nichtverbindbare Punkte p,q,r € P gilt

prngtnrt| e {02},

Es ist eine bekannte Tatsache, dafl die Ableitung eines antireguldren Vierecks ei-
ne Laguerreebene bildet. In Hinblick auf die néchsten Abschnitte geben wir hier
dennoch einen kurzen Beweis an.

Satz 4.7. Sei GQ antiregulir. Dann ist fiir jeden Punkt p € P die Ableitung GQ,
eine Laguerreebene.
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Beweis: Zunichst iiberlegen wir uns, wann zwei Punkte z,y € S parallel (also
nichtverbindbar in GQ,) sind:

(i) Sind z,y € p"\{p} verbindbar in GQ, so ist y € pV z. Da die Projektion eines
Punktes auf eine Gerade nach Definition eindeutig ist, gibt es kein ¢ € P\p*
mit z,y ~ ¢, damit sind z, y also nichtverbindbar in GQ,,.

(74) Seien z,y nichtverbindbar in GQ. Sei weiter [ # p V x eine Gerade durch z.
Dann gilt mit ¢ := 7(y,[): 7,y ~ ¢, also x,y € p= Ng*.

Wir erhalten damit: z,y sind genau dann in GQ,, verbindbar, wenn sie nichtver-
bindbar in GQ sind. Insbesondere gilt dann I'(z) = (p V z)\{p}-

(a) Seien z,y,z € S paarweise nichtparallel. Nach der obigen Uberlegung sind
dann z,y, 2 paarweise nichtverbindbar in GQ, also existiert mit der Definition der
Antiregularitit genau ein ¢ € P\pt mit z,y,2 ~ ¢, d.h. durch drei paarweise
nichtparallele Punkte geht genau ein Verbindungskreis p* N ¢*.

(b) Sei k = pt Ng* mit ¢ € P\p* ein Kreis in GO, = € k ein Punkt auf k¥ und
y nichtparallel zu x. Dann ist ¢’ := 7(y,2 V q) # s und damit k' := p~ N ¢'* der
eindeutige durch x und y gehende k beriihrende Kreis.

(c) Sei k = p* Ng* mit g € P\p* ein Kreis in GQ, und z € S\k ein Punkt. Dann
ist y = m(q,pV ) der einzige, auf k liegende zu x parallel Punkt.

Die Reichhaltigkeit von GQ, folgt unmittelbar aus der Reichhaltigkeit von GQ. O

Ist das Viereck zusétzlich topologisch, so tragen auch S und £ in natiirlicher Weise
Topologien (S die Relativtopologie von P und £ die durch die bijektive Abbildung
kp: P\p™ — K; ¢ — p= N ¢* induzierte Topologie), mit denen die Ableitung im
Falle, dafl Geraden und Geradenbiischel homéomorph zu Sphéren sind, zu topolo-
gischen Laguerreebenen werden (siehe [Sch93], Lemma 2.5). Insbesondere ist dies
nach den Uberlegungen des letzten Abschnittes dann der Fall, wenn das Viereck
Parameter 1 oder 2 hat. Da die topologische Dimension einer lokalkompakten zu-
sammenhingenden Laguerreebene endlicher Dimension entweder 2 oder 4 ist (siehe
Satz 3.16), hat somit jedes kompakte zusammenhéngende antiregulire Viereck to-
pologische Parameter 1 oder 2.

Umgekehrt konnte A. SCHROTH zeigen, dafl die Liegeometrie (siehe néichsten Ab-
schnitt) einer lokalkompakten zusammenhéngenden Laguerreebene L endlicher Di-
mension stets ein kompaktes zusammenhéngendes Viereck bildet ([Sch92], Korollar
3.23) (auf die Konstruktion der Topologien gehen wir in Abschnitt 5.2 genauer ein).
Dieses Viereck ist sogar antireguldr, so dafl die Ableitung an jedem Punkt ¢ des
Vierecks wieder eine Laguerreebene liefert, die sogenannte Schwester von L in
q.

In einer Reihe von Arbeiten untersuchte A. SCHROTH kompakte zusammenhéngen-

de Vierecke mit Parametern 1 und 2 und konnte zeigen, dafl entweder das Viereck
selbst, oder aber das duale Viereck bereits antiregulér ist. Probleme in kompakten
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zusammenhingenden Vierecken mit Parameter 1 oder 2 lassen sich also in lokal-
kompakten zusammenh#ngenden Laguerreebenen beschreiben und dort 16sen.

Satz 4.8. Sei GQ ein kompaktes zusammenhdngende Viereck mit Parameter
n € {1,2}. Dann ist entweder GQ oder das duale Viereck GQ* antiregulir.
Kompakte zusammenhdngende Vierecke mit Parametern (n,m) ¢ {(1,1),(2,2)}
sind nicht antirequldr.

Dieses Ergebnis liefert nicht nur viele nichtklassische Beispiele fiir kompakte Vier-
ecke, sondern 16st auch das Problem von Apollonius in Laguerreebenen (und damit
ebenfalls in M§bius- und Minkowskiebenen), siehe [Sch95], Chapter 7.

Eine schone Zusammenfassung der obigen Resultate findet man in dem von
A. SCHROTH 1995 erschienenen Buch Topological circle planes and topological
quadrangles [Sch95].

4.3 Translationsvierecke

Sei GQ = (P, L) ein verallgemeinertes Viereck. Ein Punkt p € P heifit Elations-
zentrum, falls eine Gruppe A < Aut(GQ) von Kollineationen existiert, die jede
Gerade durch p fixiert und scharf transitiv auf P\pt operiert. Die Gruppe A heift
dann Elationsgruppe. Ist A zusétzlich abelsch, so nennen wir p ein Translati-
onszentrum und A Translationsgruppe zu p.

Dual dazu sprechen wir auch von Elations- bzw. Translationsachsen.

Ein verallgemeinertes Viereck mit einem Elations- bzw. Translationszentrum heifit
Elations- bzw. Translationsviereck. Ein verallgemeinertes Viereck mit einer
Elations- bzw. Translationsachse heifit duales Elations- bzw. Translationvier-
eck.

Die in Beispiel 4.3 konstruierten verallgemeinerten Vierecke 7,,(O) vom Tits Typ
sind Translationsvierecke mit Translationszentrum O, siehe [Jos94], Beispiel 1.37.
Ist O ein abgeschlossenes Ovoid in einer Hyperebene H eines kompakten zusam-
menhéngenden projektiven Raums P, so induzieren die Topologien von P solche
Topologien auf P und £, da§ 7,,(O) zu einem kompakten zusammenhingenden
Viereck wird, vergleiche [Jos94] Satz 2.23. Auf die genaue Konstruktion dieser
Topologien gehen wir in Abschnitt 5.2 ein.

In den Paragraphen 5, 6 und 7 untersuchen wir spezielle Vierecke, die, wie sich
zeigen wird, insbesondere Translationsvierecke sind. Wir fassen deshalb an dieser
Stelle einige, fiir uns in diesen Paragraphen benutzten Eigenschaften, zusammen.
Sei also GQ ein Translationsviereck mit Translationszentrum p. Dann gehort GQ
genau einer der folgenden Klassen an, siehe [Jos96]:

(1) Der Punkt p ist ein eindeutiges Translationszentrum von GQ und das Viereck
hat keine Translationsachse.
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(17) Der Punkt p ist ein eindeutiges Translationszentrum von GQ und das Viereck
hat eine eindeutige Translationsachse durch p.

(173) Es gibt eine eindeutige Gerade durch p so, daf alle Punkte dieser Geraden
Translationszentren sind und GQ besitzt keine Translationsachse.

(iv) Jeder Punkt von GQ ist ein Translationszentrum und das Viereck hat keine
Translationsachse; GQ ist ein Moufangviereck.

(v) Jeder Punkt von GQ ist ein Translationszentrum und jede Gerade ist eine
Translationsachse; GQ ist ein Moufangviereck.

Fiir alle fiinf Klassen gibt es (diskrete) Beispiele.

Betrachten wir dagegen kompakte zusammenhéngende Translationsvierecke, so
treten dort die Klassen (i7) und (v) nicht auf, siehe [Jos00], Proposition 6.1.

Satz 4.9. Fin kompaktes zusammenhdngendes Translationsviereck gehort notwen-
digerweise einer der Klassen (i), (iii) oder (iv) an.

Aus dem obigen Satz folgt, dal die drei unterschiedlichen Klassen kompakter
zusammenhingender Translationsvierecke durch den Orbit eines Translationszen-
trums p unter der Kollineationsgruppe Aut(GQ) beschrieben werden. Fiir (7) ist
der Orbit p selbst, fiir (i7i) eine Gerade durch p und fiir (iv) der gesamte Punkt-
raum.

Eine Charakterisierung der Klasse (iv) zeigt der folgende Satz ([Jos00], Proposition
6.2).

Satz 4.10. Die kompakten zusammenhdngenden Translationsvierecke der Klasse
(i) sind genau die symmetrischen Vierecke iber R und C (siehe Beispiel 4.2).



5. Liegeometrien

In diesem Paragraphen konstruieren wir eine grofie Klasse verallgemeinerter Vier-
ecke aus speziellen Laguerrerdumen. Tatsdchlich ist schon seit lingerem bekannt,
dal die Liegeometrie gewisser Laguerreebenen verallgemeinerte Vierecke bilden,
sieche z.B. [PT84] und [For81|. Der Nachweis, daf es sich es sich um topologische
Vierecke handelt, wenn die zugrundeliegende Laguerreebene topologisch ist, wurde
von A. SCHROTH in [Sch92] erbracht.

Ausgehend von diesen Resultaten zeigen wir im folgenden, daf} sich dhnliche Aus-
sagen auch fiir Laguerrerdume beliebigen Ranges zeigen lassen. Dabei definieren
wir im ersten Abschnitt zunéchst die Liegeometrie eines Laguerreraums und weisen
nach, daf es sich hierbei (jedenfalls unter einfachen Voraussetzungen) um verall-
gemeinerte Vierecke handelt. Die Verbindung zu den Beispielen aus Satz 3.11 und
Beispiel 4.2 legt Satz 5.2 dar, in dem wir zeigen, dafl die Liegeometrie des Qua-
drikmodells eines Laguerreraums isomorph zum symmetrischen Viereck ist. Eine
weitere schone Aussage, die im ersten Abschnitt gezeigt wird, ist, dafl die Liegeo-
metrie eines Laguerreraums isomorph zu einem Viereck vom Tits Typ ist (Satz
5.3).

Im zweiten Abschnitt schliefilich zeigen wir, ausgehend von den Ergebnissen des
dritten Paragraphen, daf} sich die Aussagen von A. SCHROTH ebenfalls auf den
rdumlichen Fall verallgemeinern lassen.

5.1 Liegeometrien von Laguerrerdumen

Sei im folgenden £ = (S, &) ein Laguerreraum vom Rang n > 3. Wie schon im
dritten Paragraphen bezeichnen wir mit Ky die Menge der Hyperkugeln, also der-
jenigen maximalen Unterrdume von S, in denen je zwei Punkte nichtparallel sind
(ist der Rang n = 3, so sind diese Hyperkugeln genau die Kreise der Laguerreebe-
ne). Sei weiter co € S U Ry ein zusitzlicher Punkt,

B*={B*(s,K):=B(s, K)U{s},(s,K) € S x Ry, s€ K}
die Menge der erweiterten Beriihrbiischel, und

Ir*={r+*(s):=rI(s)U{co},s €S}
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die Menge der erweiterten Parallelklassen. Dann heifit
Lie(L) = (P:=SURgU{ox}, L:=T"UB" €)

die Liegeometrie von £.

Mit diesen Bezeichnungen k&nnen wir einen der Hauptsétze dieses Paragraphen
sofort beweisen. Dazu beschréinken wir uns zunéchst auf den reinen inzidenzgeo-
metrischen Fall und miissen dabei voraussetzen, dafl der Laguerreraum die Be-
dingung (DO) erfiillt. Fiir lokalkompakte zusammenhéngende Laguerrerdume ist
diese Eigenschaft aber keine Voraussetzung, sondern folgt aus den topologischen
Eigenschaften.

Satz 5.1. Sei £ ein Laguerreraum derart, daff (DO) erfiillt ist. Dann bildet Lie(£L)
ein verallgemeinertes Viereck.

Beweis: Wir miissen also zeigen, dafl es zu jedem Punkt p € P und jeder Gerade
l € L, die nicht durch p geht, genau eine Gerade A(p, 1) gibt, die durch p geht und
¢ in genau einem Punkt 7(p,[) schneidet. Wir unterscheiden die folgenden Fille
fir (p,1) € (P x L)\F.

(7) Sei p = co. Dann ist [ € B*, der Punkt 7(p,1) also der allen Hyperkugeln des
Beriihrbiischels [ gemeinsame Punkt und A(p, () deren erweiterte Parallelklasse.

(75) Sei p € S und [ € I'*. Also ist p ¢ [, und es folgt 7(p,l) = oo und
A(p, 1) = I (p).
(73i) Seip € S und [ € B*. Ist der allen Hyperkugeln aus [ gemeinsame Punkt s € [
parallel zu p, so gibt es keine Hyperkugel, die p enthilt, es gilt also A(p, 1) = I'*(p)
und 7(p,1) = s.

Ist p nichtparallel zu s, so gibt es nach Lemma 3.4 genau eine Hyperkugel
K € 1, die p enthilt, also ist 7(p,l) = K und A(p,l) = B*(K,p) ist das erwei-
terte Beriihrbiischel von K in p.

(iv) Sei p € Ky und [ € I'*. Dann gibt es nach Lemma 3.4 genau ein s € pN 1. Es
folgt m(p,l) = s und A(p, 1) ist das erweiterte Beriihrbiischel von p in s.

Fiir die bisherigen Félle haben wir nur benutzt, dafl £ ein Laguerreraum ist. Erst im
néchsten und letzten Fall bendtigen wir die Voraussetzung, dafl der Laguerreraum
die Bedingung (DO) erfiillt.

(v) Sei p € Ky und | € B*. Sei weiter s € [ der allen Hyperkugeln aus g gemeinsame
Punkt. Ist dann s € p, so folgt 7(p,l) = s und A(p,l) = B*(s,p). Da nach Lemma
3.4 Beriihren von Hyperkugeln durch s eine Aquivalenzrelation ist, ist B*(s, p)
auch die einzige Gerade durch p, die [ schneidet.

Liege jetzt also s nicht auf p. Wir betrachten die Ableitung P(£,s) von £ an
s. Nach Lemma 3.4 ist dann p = p\I'(s) U {[L'(t)]} ein Ovoid in P(L, s), wobei
mit [I'(¢)] der Fernpunkt auf den Parallelklassen bezeichnet sei. Weiter bilden die
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(punktierten) Hyperkugeln des Beriihrbiischels [ eine Parallelenschar in der affinen
Ableitung A(L, s), d.h. es gibt eine Cogerade C' C Ty, in der Fernhyperebene so,
daB fiir das Hyperebenenbiischel H¢o := {H € H; C C H} folgendes gilt

He = {K\{s}; Ke l\{s}} U{T,}.

Da keine Parallelklasse eine Teilmenge irgendeiner Hyperkugel sein kann, ist
[I'(t)] ¢ C und damit C eine Passante von p. Da nach Voraussetzung das dua-
le Ovoid p* von p ein Ovoid im dualen projektiven Raum ist, existieren somit
genau zwei Hyperebenen aus Hc, die Tangentialhyperebenen an p sind. Offen-
sichtlich ist die Fernhyperebene Ty, eine Tangentialhyperebene am Punkt [I'(¢)],
somit existiert genau eine Hyperkugel K € [ mit [p N K\{s}| = 1. Also exi-
stiert genau eine Hyperkugel K aus [, die p beriihrt. Somit ist 7(p,l) = K und
Ap,1) =B*(pN K,p) = B*(pN K, K).

Die Reichhaltigkeit folgt aus der Reichhaltigkeit des Laguerreraums. O

Beispiele. Wir haben im dritten bzw. vierten Paragraphen einige Laguerrerdume
bzw. verallgemeinerte Vierecke kennengelernt. Die néichsten beiden Sétze zeigen,
daB sich diese Vierecke als Liegeometrien geeigneter Laguerrerdume darstellen las-
sen. Wir beginnen mit dem symmetrischen Viereck (Beispiel 4.2)

Satz 5.2. Die Liegeometrie des Quadrikmodells £(Q) vom Rang n — 2 aus Satz
3.11 ist isomorph zum symmetrischen Viereck Q(n,R) = (@, £).

Beweis: Sei Lie(£(Q)) = (Pg,Lg) die Liegeometrie des Laguerreraums £(Q).
Dann ist die Abbildung

o ' z, fallsz e SURg=0Q\{(2)}
a: Py =SURgU{oo} — Qiz— {<Z>, falls & = oo

eine Bijektion.

Fiir die Bijektion zwischen den Geradenrdumen der Vierecke betrachten wir
zunéchst den Geradenraum der Liegeometrie £ie(£(Q)). Ist [ € L eine erweiterte
Parallelklasse fiir einen Punkt (z) € S = (2)*\{(2)}, so ist I die Verbindungsgera-
de der Punkte (z) und (z) im umgebenden projektiven Raum. Da (z) senkrecht auf
(z) steht, ist die Verbindungsgerade total isotrop, d.h. | € £ (dem Geradenraum
von Q(n,R)).

Ist nun [ ein erweitertes Beriihrbiischel des Laguerreraums fiir einen Punkt
(xy € S = (2)*\{(2)} und eine Hyperkugel (y) € & = Q\(2)*, so steht (z)
senkrecht auf (y) und die Verbindungsgerade g beider Punkte ist total isotrop. Da
fiir jede Hyperkugel (p), die (y) im Punkt (z) beriihrt, (p) L (y), (x), liegt (p)
auf g (Q(n,R) ist ein Viereck und Senkrechtstehen bedeutet in @(n, R) Verbind-
barkeit. Da ¢ eine Gerade in Q(n,R) ist und (p) sowohl mit (z) als auch mit (y)
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verbindbar ist, folgt (p) € g).

Umgekehrt ist jeder Punkt (p) € g senkrecht zu () und (y), also eine Hyperkugel,
die (y) in {x) beriihrt. Wir erhalten also | = g, und damit die Wohldefiniertheit
der Abbildung

B:Lg — L1 1.

Insgesamt ist («, ) ein Isomorphismus. O

Der im vierten Paragraphen angekiindigte Zusammenhang zwischen den verall-
gemeinerten Vierecken vom Tits Typ und den Liegeometrien ovoidaler Laguer-
rerdiume macht der folgende Satz deutlich.

Satz 5.3. Sei P = (P, L) ein projektiver Raum vom Rang n > 4. Sei weiter H
eine Hyperebene von P und O C H ein Ovoid in H so, dafl auch O* ein Ovoid im
dualen projektiven Raum (Py)* ist. Dann ist fir jedes z € P\H die Liegeometrie
Lie(L£(0)) isomorph zum verallgemeinerten Viereck T,(O*) vom Tits Typ.

Beweis: Zunichst beschreiben wir die Struktur von 7,(O*) etwas genauer: Im
dualen projektiven Raum P* bildet z € P\H eine Hyperebene. Die Tangentialen
C, von O an einem Punkt z € O sind Hyperebenen des projektiven Raumes Py,
bilden also Cogeraden in P und damit Geraden in P*. Also ist H, := (Cy, z) eine
Hyperebene von P und damit ein Punkt in P*. Da O* ein Ovoid in (Pg)* ist, ist
auch O' := {H,; v € O} ein (zu O* isomorphes) Ovoid im projektiven Raum P;.

Im folgenden bezeichnen wir mit Pp bzw. L» den Punkt- bzw. Geradenraum von
L£ie(£(0)) und mit Pp+ bzw. Lo+ den Punkt- bzw. Geradenraum von T,,(O*).
Diejenigen Punkte von Py, die im Laguerreraum Hyperkugeln sind, identifizieren
wir mit der Menge der Hyperebenen von P, die nicht durch z gehen. Ist [ =
B*(s, K) eine Gerade von £ie(£(0)) fiir ein Paar (s, K) € S x Ry, s € K, so wird
[ eindeutig durch eine Cogerade C von P beschrieben (die wir mit (/) bezeichnen)
so, dal SN C = {s} (C = K; N K, fiir zwei Hyperebenen K;, K, € B*(s, K)).
Damit kénnen wir den Isomorphismus (o, 5) von Lie(£(O)) auf T, (0*) direkt
angeben. Die nachstehende Tabelle zeigt den Zusammenhang zwischen Punkt-
und Geradenrdumen der von uns betrachteten Geometrien.

_ ) z, fallsz e SURy
a: Py — Po«;x +— {O*, falls 7 = 0o,
und

| . B(l), fallsie B*
Bilo — Lol {Hm, falls | € I'™.
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T Tie(£(0))

P1 | Die Punkte von P*, die nicht in der Hyperebene z liegen, Ry
d.h. die Hyperebenen von P, die nicht durch z gehen.

P2 | Die Hyperebenen von P*, die O in genau einem Punkt S
treffen, d.h. die Punkte von P, die in genau einer Hy-
perebene von O’ liegen.

P3 | Das Ovoid selbst. o0

L1 | Die Geraden von P*, die genau einen Punkt von O’ ent- B*
halten und nicht in der Hyperebenen z liegen, d.h. die
Cogeraden von P, die in genau einer Hyperebenen von
O' liegen und nicht durch z gehen.

L2 | Die Punkte von O, d.h. die Hyperebenen von O'. I+

(7) (Wohldefiniertheit und Bijektivitit der Abbildung «) Ist x € Py eine Hyperku-
gel in £, nach unserer Identifizierung also eine Hyperebene von P, die nicht durch
z geht, so ist x in P* ein Punkt, der nicht in der Hyperebene z liegt. Insbesondere
werden auch alle diese Punkte getroffen (z ist genau dann eine Hyperebene mit
z ¢ x in P, wenn z ein Punkt in P* ist, der nicht in der Hyperebene z liegt). Die

Einschrankung von « auf Ky ist also eine Bijektion auf die Menge Punkte vom
Typ (P1) (siehe Beispiel 4.3).

Sei jetzt z € S. Dann ist s eine Hyperebene in P*, die mit y := (2 Vz) AH € O
das Ovoid O' im Punkt H, trifft. Ist H,, r € O, ein weiterer Punkt von P*, der
in der Hyperebene z liegt, so folgt 2V z C H, und damit auch y € H,, also r = y.
Damit ist auch die Einschrinkung von « auf S wohldefiniert.

Sei umgekehrt x eine Hyperebene in P*, die O’ in genau einem Punkt Hy, y € O,
trifft. Angenommen z ¢ S. Dann gilt r := (2 V s) A H # y. Sei ¢ C H N Hy eine
Cogerade von Py durch r, die nicht durch y geht (ist Py bereits eine Ebene, so ist ¢
der Punkt r). Da auch O* ein Ovoid ist, enthélt der Schnitt aller in der Hyperebene
H N Hy von Py liegenden Cogeraden, in der keine weitere Tangentialhyperebene
liegt, genau den Punkt y. Durch ¢, und damit auch durch r, geht also eine weitere
Hyperebene C von Pp, die das Ovoid O in genau einem Punkt ungleich y beriihrt.
Die Hyperebene (z,C) ist dann ein weiterer Punkt des Ovoids @', der in der
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Hyperebene z von P* liegt, ein Widerspruch. Es gilt also £ € S und damit die
Surjektivitit von o s. Insgesamt erhalten wir die Wohldefiniertheit und Bijektivitét
von a.

(77) (Wohldefiniertheit und Bijektivitit der Abbildung ) Die Bijektivitéit der Ein-
schrinkung Sp auf die Geraden des Vierecks T'(O*) vom Typ (L2) ist unmittelbar
klar.

Sei also | € B* ein erweitertes Beriihrbiischel. Dann ist 5(I) eine Cogerade in P,
also eine Gerade in P*. Weiter liegt z nicht in §(I), da die Hyperkugeln aus [
nicht durch z gehen. Im projektiven Raum P* ist damit () eine Gerade, die
nicht in der Hyperebene z liegt. Offensichtlich ist M := (z, 8(l)) € O', d.h. p(I)
trifft das Ovoid O’ genau im Punkt M. Also ist die Einschrinkung von § auf B*
wohldefiniert. Da fiir jedes andere erweiterte Beriihrbiischel g die Cogeraden ((g)
und (1) verschieden sind, folgt auch die Injektivitét.

Umgekehrt sei C' eine Gerade in P*, die nicht in der Hyperebene z liegt und O’
in genau einem Punkt H, € O beriihrt. Ubersetzt in P heiBt dies, die Cogerade
C liegt in der Hyperebene H, und geht nicht durch z. Dann ist der Schnittpunkt
s := (x V z) A C ein Element aus S und C' damit eine Cogerade, die S in s
beriihrt. Nach einer obigen Uberlegung gilt damit fiir das erweiterte Beriihrbiischel
B*(s,K), C C K, die Gleichheit f(B*(s, K)) = C. Damit ist 8« eine Bijektion
von B* auf die Geraden des Vierecks T'(O*) vom Typ (L1).

DafB die Abbildung (c, 3) inzidenzerhaltend ist, folgt aus dhnlichen Uberlegungen.
O

5.2 Liegeometrien lokalkompakter zusammenhingender
Laguerreraume

Wir wollen nun zeigen, dafl die Liegeometrie eines lokalkompakten zusammenhén-
genden Laguerreraums ein kompaktes zusammenhéngendes Viereck ist. Wie wir
bereits gesehen haben, erfiillt solch ein Laguerreraum die Bedingung (DO) (Satz
3.33), ist also nach Satz 5.1 ein Viereck.

Sei also im folgenden £ = (S, R) ein lokalkompakter zusammenhéngender La-
guerreraum vom Rang n > 3 und Lie(£) = (P, L) die Liegeometrie von £. Die
Teilriume {co0}+\{cc} = S und P\{co}+ = Ky tragen nach dem Darstellungs-
satz 3.32 bereits metrische Topologien. Da die Parallelklassen und Beriihrbiischel
abgeschlossene Teilmengen von S beziehungsweise Rz sind (siehe 3.35), induziert
die Hausdorffmetrik nach Abschnitt 1.2 eine Topologie auf I" und B, und mit Hilfe
der Bijektionen
irs: ' — I'*; I'(s) — I'(s) U{oo}

ig: B— B*; B(s,K)+— B(s,K)U{s}
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damit auch auf I'* und B*.

Wir iiberlegen uns zunichst, welche Einschrinkungen von 7 und A mit diesen
Topologien schon stetig sind. Dabei verlduft der Beweis der Fille (i) — (vi) &hnlich
wie im ebenen Fall in [Sch92], Lemma 3.8.

Satz 5.4. Folgende Einschrinkungen von m und A sind stetig

(i) a:B*— S;g— m(00,9)

(i) b:B* — I'*; g — A(oo, g)

(iii) ¢ Ry x T'* — S; (¢, 9) — 7(q, g)

(iv) d: Ry x I'* — B*;(q,9) — Mg, 9)

(v) e (S xB)N\(FunS)) — 8&u;(q,9) — 7(g,9)
(vi) f:(Sx BI\(FUn='(S)) — B*;(q,9) — g, g)
(vii) g:(Rg x BH\(FUnL(S)) — &u;(q,9) — 7(q, 9)
(viii) h: (Rg x B)\(FUr~1(S)) — B*;(q,9) — Xg, 9).

= ~~

Weiter ist die Einschrinkung des Verbindens v: S — I'™ : q — oo V q stetig.

Beweis: Wir zeigen zuerst die Stetigkeit von v. Sei also (s;);en eine Folge in S
die gegen s € S konvergiert. Die Abbildung v ordnet jedem Punkt seine erweiter-
te Parallelklasse zu, wir miissen also zeigen, daf§ die Folge (I"*(s;))ien im Sinne
der Hausdorffkonvergenz gegen I'*(s) konvergiert (dabei geniigt der Nachweis der
Konvergenz von (I'(s;))ien gegen I'(s)). Da liminfien I'(s;) C lim sup;e I'(si),
reicht es
limsupI'(s;) C I'(s) C liminf I'(s;)
ieN tEN

Zu zeigen.

Sei g; € I'(s;) eine Folge in S, und ¢ ein Haufungspunkt der Folge. Dann exi-
stiert eine Teilfolge (g;, )ren, die gegen ¢ konvergiert. Seien weiter z1,...,z, € S
unabhingig so, daf der von diesen Punkten aufgespannte Unterraum ein Mobius-
unterraum ist, der sowohl mit jeder der Parallelklassen von s; (und damit auch
von ¢;), und mit ¢ und s leeren Schnitt hat. Also sind fiir alle ¢ € N auch die
Punkte ¢;, x4, ..., x, unabhingig und spannen eine Hyperkugel K; auf. Da auch
die Punkte ¢,zq,...,7, unabhingig sind, existiert eine eindeutige Hyperkugel
¢,%1,...,%, € K. Aus der Stetigkeit der Hiillenbildung folgt lim;_,,, K;, = K.
Weiter ist auch die Parallelprojektion v stetig und es folgt limy_,oo ¥(s4,, Ki,) =
v(s, K). Da y(si,, Ki,) = ¢i,, erhalten wir insgesamt

¢ = lim g; = lim 7(s;,, Ki,) = (s, K) € I'(s),

also lim sup;c I'(s;) C I'(s).
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Sei umgekehrt ¢ € I'(s). Sei weiter K eine Hyperkugel durch ¢ und seien ¢; :=
v(ss, K) € I'(s;) fiir alle ¢ € N. Dann gilt

71—00

1—>00
und wir erhalten I'(s) C liminf I'(s;).

(¢) Die Abbildung a ordnet jedem Beriihrbiischel B(s, K) den allen Hyperkugeln
gemeinsamen Punkt s zu. Wir miissen also zeigen, daf} fiir eine Folge B; in B*,
die gegen B(s, K) konvergiert, diese Punkte gegen s konvergieren. Nach Definition
der Hausdorffkonvergenz gibt es fiir jede Hyperkugel M € B(s, K) eine Folge von
Hyperkugeln M; € B;, die gegen M konvergiert. Sei s; der allen Hyperkugeln aus
B; gemeinsame Punkt. Sei weiter r; := y(s;, M) der zu s; parallele Punkt auf M.
Da M als Teilmenge von S kompakt ist (Lemma 3.29), existiert ein Haufungs-
punkt » € M von {r;; i € N}, der wegen der Stetigkeit des Parallelprojizierens
auch ein Haufungspunkt von {s;; ¢ € N} ist. Ist nun M’ eine weitere Hyperkugel
aus B(s, K), so ist r auch ein Haufungspunkt von {~(s;, M'); ¢ € N}, also gilt
insbesondere r € M’'. Da s der einzige allen gemeinsame Punkt der Hyperkugeln
aus B(s, K) ist, gilt 7 = s, also konvergiert (s;);en gegen s.

(77) Es gilt b = v o a. Die Stetigkeit von b folgt somit aus dem bisher Gezeigten.

(731) Die Abbildung ¢ ordnet jeder Hyperkugel K und jeder Parallelklasse I'(s)
den auf K und I'(s) liegenden gemeinsamen Punkt zu. Sei (I7,)nen eine Folge
von Parallelklassen, die beziiglich der Hausdorffmetrik gegen eine Parallelklasse I'
konvergiert. Dann existiert eine Folge (s,)nen, si € I3, in S, die gegen ein s € I
konvergiert, und es folgt I'(s) = I" und I'(s;) = I fiir alle ¢ € N. Ist nun (K,)nen
eine Folge von Hyperkugeln, die gegen eine Hyperkugel K € Ky konvergiert, so
erhalten wir ¢(K;, I;) = K; N I'(s;) und ¢(K, ") = K N I'(s), die Stetigkeit folgt
also aus der Stetigkeit des Parallelprojizierens im Laguerreraum.

(iv) Da c stetig ist, miissen wir nur noch zeigen, daf§ die Abbildung
k:F — B, (s,K) +— B(s, K)

stetig ist (denn d(K,I') = k(c(K,I'),K) fir alle (K,I") € &g x I'*). Seien
s€S, K€ & mits€ Kund r ¢ I'(s). Dann ist B(s, K) = B(I'(r) x {K} x {s})
Die Stetigkeit dieser Abbildung folgt also aus der Stetigkeit des Beriihrens.

(v) Sei B; eine Folge in B*, die gegen B = B*(s, K) € B* konvergiert. Wegen der
Definition der Hausdorffkonvergenz existiert dann eine Folge von Hyperkugeln K;,
die gegen K konvergiert. Sei weiter s; der allen Hyperkugeln gemeinsame Punkt im
Beriihrbiischel B; (also B; = B(s;, K;)). Wegen der Stetigkeit der Abbildung a gilt
dann lim; ., s; = s. Fiir eine Folge (a;);en in S mit a; nicht-parallel zu s; fiir alle
i € N, die gegen einen Punkt a € S\I'(s) konvergiert, folgt e(a;, B;) = B(s;, K;, a;)
und e(a, B) = ((s, K, a), die Stetigkeit von e folgt also aus der Stetigkeit des
Beriihrens.
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(vi) Es gilt f(s, B) = k(s, e(s, B)), also folgt die Stetigkeit von f aus der im vierten
Schritt bewiesenen Stetigkeit der Abbildung k.

(vii) und (viii) Wir betrachten
I (8 x BO\(FUTH(S)) — S;(0,9) = 7(00, Mg, 9)),

also diejenige Abbildung, die jeder Hyperkugel K und jedem Beriihrbiischel
B(s,M) mit s ¢ K den (in der projektiven Ableitung betrachteten) Tangen-
tenpunkt des Ovoid K\{s} zur Parallelklasse {M'\{s}; M' € B(s, M)} zuordnet,
der nicht auf der Fernhyperebenen liegt. Nach Satz 2.21 ist dieser Punkt ein-
deutig. Weiter gilt g(K, B(s, M)) = B(I(K, B(s,M)), K, s) und h(K, B(s,M)) =
k(I(K, B(s,M)). Die Stetigkeit von g und h folgt damit aus der Stetigkeit der
Abbildung [.

Fiir den ebenen Fall wurde dies bereits von A. SCHROTH in [Sch95], Lemma 3.11
bewiesen. Im folgenden nutzen wir aus, daf§ £ fiir n > 4 ein ovoidaler Laguerreraum
tiber einem kompakten Ovoid in einem projektiven Raum PG(R") iiber R ist. Sei
also H eine Hyperebene von PG(R"), O ein Ovoid in H und z € P\H mit
S = O % z. Wir umschreiben zunéchst das Problem:

Sei B(s, M) ein Beriihrbiischel und K
eine Hyperkugel. Fiir jede Hyperkugel
L € Ry sei H; die Hyperebene von
PG(R") so, dal L = SN Hy,. Sei wei-
ter C' = (Vypep(saM'- Dann ist C
eine Tangente des Ovoids M an s im
projektiven Raum H,;, also insbesonde-
re eine Cogerade in PG(R"). Sei jetzt
¢ = C' N Hg. Dann ist ¢ eine Cogerade
in Hy, die wegen (K,B*(s,M)) ¢ F
nicht durch s geht. Aus Lemma 2.21
folgt, dafl es genau eine weitere Tangen-
te C' von M in Hy; mit ¢ C C' gibt. Sei
=MNC'undt=HgnN(zV5s).

Die Cogeraden C" := HgN(U,cer 2V 2)
ist eine Tangente des Ovoids K an t in
Hy. Die von C und C" aufgespannte
Hyperebene L schneidet K also genau
im Punkt ¢, damit ist SN L € B(s, K)
die eindeutige K beriihrende Hyperku-
gel des Beriihrbiischels und ¢ unser gesuchte Punkt. Die Stetigkeit von [ folgt somit
aus Lemma 2.23. O

Unser Ziel ist es jetzt, eine Topologie auf P = {oco} U S U Ky so zu konstruie-
ren, dafl die Topologien auf S und Ky als Spurtopologien erhalten bleiben. Auf
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Lo = I'* und L\L = Ky definieren wir dann die von der Hausdorffmetrik indu-
zierte Topologie und erhalten so die Stetigkeit der obigen Einschrinkungen in der
Liegeometrie.

Zuerst definieren wir eine Topologie auf SURKy (vergleiche [Sch92], Definition 3.15
und [Low81]).

Definition 5.5. Die Topologie auf Ky wird ibernommen. Fiir jeden Punkt s € S
sei | € B* eine Gerade mit A\(oo,l) # oo V' s. Die Mengen der Form

{g e P\C; Mg, 1) € V}

mit C' C Ry kompakt und V C I\ Loy eine Umgebung von (s, 1) in I\ Lr(oop)
bilden eine Umgebungsbasis von s.

A. SCHROTH konnte zeigen, dafl diese Topologie wohldefiniert, d.h. unabhéingig
von der Wahl der Geraden [ ist ([Sch92], Seite 36) und der Raum SU Ry lokalkom-
pakt ist ([Sch92], Korollar 3.19). Weiter ist wegen der Stetigkeit der Abbildungen
a und f aus Satz 5.4 die gegebene Topologie auf I'* genau die Spurtopologie der
in der Definition konstruierten Topologie. Wir kénnen also S U Ry mit dem Punkt
oo kompaktifizieren und erhalten so eine Topologie auf ganz P = S U Ry U {oo}.
Insbesondere ist P mit dieser Topologie metrisierbar ([Sch92], Korollar 3.19). Da
nach [Sch92], Lemma 3.20, Punktsterne in der oben konstruierten Topologie ab-
geschlossen sind, gilt dies auch fiir die Geraden des Vierecks L£ie(£) als Schnitte
von Punktsternen zweier kollinearer Punkte. Damit definiert uns die Hausdorff-
metrik eine Topologie auf £, die, wie man leicht zeigt, eine Erweiterung der bisher
benutzten Topologien auf den Teilriumen L4, und £\ L ist.

Wir befinden uns nun in der gleichen Situation wie A. SCHROTH in [Sch92], Kapitel
3 (siche Lemma 3.35): Die Rdume S und Ry sind metrisch derart, daf§

1. jede (nichterweiterte) Parallelklasse abgeschlossen in S und homéomorph zu R
und

2. jedes (nichterweiterte) Beriihrbiischel abgeschlossen in Kz und homéomorph zu
R ist.

Weiter haben wir in Lemma 3.35 gezeigt, dafi die Menge der Parallelklassen (ausge-
stattet mit der Hausdorfftopologie) ein zur (n — 2)—Sphére homéomorpher Raum
ist.

Der Hauptsatz aus [Sch92], Kapitel 3 (Satz 3.22) besagt nun, daf ein verallgemei-
nertes Viereck, in dem bestimmte Teilrdume Topologien tragen, unter gewissen
Voraussetzungen schon zu einem topologischen Viereck gemacht werden kann.
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Satz 5.6. Sei GQ = (P, L) ein Viereck, p € P und gelte

(i) p*\{p} und P\p* tragen metrische Topologien.

(i4) Fiir jede Gerade | € L, sei I\{p} abgeschlossen in p=\{p} und homdomorph
zu R™.

(ii3) Fir jede Gerade | € L\L, sei I\{m(p,1)} abgeschlossen in P\p* und homdo-
morph zu R™.

() Mit der durch die Hausdorffmetrik induzierten Topologie auf L, und L\L, sei
L, homdomorph zur n—_Sphdre und die in Satz 5.4 aufgefihrten Abbildungen
seten stetig.

Dann ist das Viereck GQ mit den oben angegebenen Topologien auf P und L to-
pologisch.

Mit Hilfe dieses Satzes sind wir in der Lage, das Hauptergebnis dieses Abschnittes
zu beweisen, wobei der Fall n = 3 bereits in [Sch92], 3.23 bewiesen wurde.

Satz 5.7. Die Liegeometrie £ie(£) = (P, L) eines lokalkompakten zusammenhdin-
genden Laguerreraums £ = (S, R) vom Rang n > 3 ist mit den oben angegebenen
Topologien ein kompaktes Viereck mit Parametern (1,n — 2).

Beweis: Sei n > 4. Wir weisen die Bedingungen (i) bis (iv) des obigen Satzes
nach.

(i) Es gilt cot\{oc} = S und P\ool = Ky. Nach Satz 3.32 tragen diese
Réume Relativtopologien des Punkt- und Hyperebenenraums eines kompakten zu-
sammenhingenden projektiven Raums iiber R, sind also insbesondere metrische
Réaume.

(77) Sei | € L. Dann existiert ein Punkt s € S mit [ = I'*(s), also ist [\{co} =
I'(s). Nach Lemma 3.20 (i7) ist I'(s) abgeschlossen in S = oot\{oco} und nach
Lemma 3.35 (i) homdomorph zu R.

(74i) Fiir jede Gerade | € L\L, = B* gibt es s € S und K € Ry, s € K, mit
I = B(s, K). Da dann 7(00,1) = s, folgt die Behauptung aus Lemma 3.35 (7).

(iv) Nach Lemma 3.35 ist Lo, = I'* homdomorph zur (n—2)—Sphire. Weiter zeigt
Satz 5.4 die geforderte Stetigkeit der Einschrinkungen.

Die topologischen Parameter schliellich folgen aus den topologischen Eigenschaf-
ten der Geraden und Geradenbiischel. O

In Satz 5.3 haben wir gesehen, dafl die Liegeometrie eines Laguerreraums, das
die Bedingung (DO) erfiillt, isomorph zu einem verallgemeinerten Viereck vom
Tits Typ ist. Ist O nun ein abgeschlossenes Ovoid in einem kompakten zusam-
menhédngenden projektiven Raum P vom Rang n, so ist nach Lemma 2.21 das
duale Ovoid O* ebenfalls ein abgeschlossenes Ovoid im dualen projektiven Raum
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P*. Bezeichnen wir mit £(0) den nach Satz 3.19 topologischen Laguerreraum, so
bildet nach dem obigen Satz die Liegeometrie £ie(£(O)) ein kompaktes zusam-
menhéingendes Viereck. Nach [Jos94], Satz 2.23, bildet auch das Viereck vom Tits
Typ T,(O*) ein kompaktes zusammenhéngendes Viereck, wobei die hier genutz-
ten Topologien auf Punkt- und Geradenraum mit den von uns im obigen Satz
benutzten Topologien iibereinstimmen. Wir erhalten also, zusammen mit Satz 5.3:

Satz 5.8. Sei P = (P, L) ein kompakter zusammenhingender projektiver Raum
vom Rang n > 4. Sei weiter H eine Hyperebene von P und O C H ein abge-
schlossenes Ovoid in H. Dann ist fiir jedes z € P\H die Liegeometrie £ie(£(O))
inzidenzerhaltend und topologisch isomorph zum verallgemeinerten Viereck T, (O*)
vom Tits Typ.



6. Antireguléire Vierecke

Im letzten Paragraphen haben wir gesehen, dafl die Liegeometrie eines Laguerre-
raums (jedenfalls unter einfachen Voraussetzungen) ein verallgemeinertes Viereck
bildet. Umgekehrt ist die Ableitung eines antiregulidren Vierecks an jedem Punkt
eine Laguerreebene (also ein Laguerreraum von Rang 3). Ziel dieses Abschnittes
ist es, diese Konstruktion zu verallgemeinern, d.h. wir suchen Bedingungen an das
Viereck (die sogenannte k—Antiregularitét), so da8 die Ableitung GQ, an jedem
Punkt p € P einen Laguerreraum vom Rang k bildet (insbesondere soll ein Viereck
genau dann 3—antiregulir sein, wenn es antiregulir ist). Weiter sollen zumindest
die klassischen symmetrischen Vierecke Q(n, R), die wir in Beispiel 4.2 und in Satz
5.2 untersucht haben, diese Bedingung erfiillen.

Ist nun GO ein k—antiregulires Viereck, so zeigt das Hauptergebnis dieses Para-
graphen (Satz 6.12), daf§ die Ableitung tatséchlich einen Laguerreraum vom Rang
k liefert. Umgekehrt bildet die Liegeometrie dieser Ableitung ein zu GQ isomorphes
Viereck (Satz 6.15). Die k—Antiregularitét beschreibt also, ob sich ein Viereck als
Liegeometrie eines geeigneten Laguerreraums beschrieben werden kann.

6.1 Definition und Beispiele

Zur Motivation der folgenden Begriffe starten wir mit einem Beispiel: Sei
£ = (S, R) ein Laguerreraum vom Rang n > 3, mit Ry bezeichnen wir wie im-
mer die Menge der Hyperkugeln. Weiter sei Lie(£) = (P, £) die Liegeometrie, die
ein verallgemeinertes Viereck bilde. Wir betrachten die in Abschnitt 4.2 definierte
Ableitung des Vierecks £ie(£) am Punkt oo. Dann gilt:

e S =ocot\{oo} und Ry = P\oo",
e jede Hyperkugel K € Ry ist darstellbar als Schnitt der Punktsterne oot N K+,

e ein Punkt s € S liegt genau dann auf einer Hyperkugel K, wenn s im Viereck
mit K verbindbar ist,

e zwei Punkte sind genau dann parallel, wenn sie im Viereck verbindbar sind, und

e zwei Hyperkugeln K und M beriihren sich genau dann, wenn die Punkte K und
M im Viereck verbindbar sind.
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Ist nun der Rang von £ gleich drei, handelt es sich also um eine Laguerreebene,
so erhalten wir

1) Je drei paarweise nichtparallele Punkte s,¢,u € S haben genau einen Ver-
bindungskreis £ € R, d.h. fiir je drei paarweise nichtverbindbare Punkte
s,t,u € cot\{oco} existiert genau ein k € P\oo® mit st Nttt Nut = {oo, k},
und

2) Je zwei sich nichtberiihrende Kreise k,m € K haben entweder keinen, oder
genau zwei Schnittpunkte, d.h. fiir je zwei nichtverbindbare Punkte
k,m € P\oot gilt oot Nkt Nnmt| € {0,2}.

Insbesondere werden diese beiden Eigenschaften durch die in Abschnitt 4.2 defi-
nierte Antiregularitidt beschrieben.

Ziel dieses Paragraphen ist es, als Verallgemeinerung der Antiregularitit, zu un-
tersuchen, wann sich ein Viereck als Liegeometrie eines Laguerreraums vom Rang
k beschreiben 14fit. Dabei liegt es nahe, den Schnitt mehrerer Punktsterne zu be-
trachten (in diesem Fall von k£ Punktsternen) und zu fordern, daf8 dieser Schnitt
entweder leer ist, oder genau zwei Elemente enthélt.

Allerdings spannen im Laguerreraum nicht beliebige Punkte s1,...,s; € S genau
eine Hyperkugel auf, sondern nur die unabhéngigen, und umgekehrt schneiden sich
nicht beliebige Hyperkugeln K, ..., Kj_; in keinem oder genau zwei Punkten, son-
dern nur, wenn sie ebenfalls unabhéngig sind und der Kreis ﬂf;fKi die Hyperkugel
K}, 1 nicht beriihrt. Wir versuchen also im folgenden, diese, zunéchst verschiede-
nen, Unabhéangigkeitsbegriffe des Laguerreraums, in die Sprache der Vierecke zu
iibersetzen.

Seien si, ..., s, unabhéngige Punkte in S. Diese Punkte spannen genau eine Hy-
perkugel K € Ry auf. Insbesondere ist fiir alle 7 < k die Hiille ({s1,...,s;}) ein
Mébiusunterraum von £ und s;41 & ({s1,...,;}). D.h. es gibt mindestens eine
Hyperkugel M € Ry durch s, ..., s; so, da} s;;; nicht auf M liegt, oder, iibersetzt
ins Viereck {s1,...,s;}= & s,.

Da auch ({si,...,s;+1}) einen Mobiusraum bildet, erhalten wir zusétzlich, s;;;
ist zu keinem Punkt aus ({si,...,s;}) parallel, also {s,...,s;}* € 2t fiir alle
z € si1; N S. Weiter wissen wir, daff zwar oo € {s1,...,s;}*, aber oo nicht mit
irgendeiner Hyperkugel verbindbar ist, wir erhalten also diese Beschreibung fiir
alle z € sf1, und da auch s;;1 € si;,, konnen wir die obigen beiden Eigenschaften
wie folgt zusammenfassen:

Die Punkte si,...,5; sind genau dann unabhdngig, wenn
{s1,.. -,Si}L Z 2+ fiir allei < k und z € siﬁrl.

Wir werden nun sehen, dafl sich die Unabhingigkeit von Hyperkugeln auf die glei-
che Weise beschreiben 148t. Sind K71, ..., K;_; unabhéngige Hyperkugeln, die sich,
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sagen wir in genau zwei Punkten schneiden, so erhalten wir einerseits wegen der
Unabhingigkeit, ﬂ;'-:lKj ¢ K;yq fiir alle 1 < k — 2, iibersetzt ins Viereck also
{oo,K1,..., K} € Kif, Noot, und damit, da {oo, K1, ..., K;}+ C oo, auch
{oo, K1,...,K;}*- € Ki-, (wie im oben diskutierten Fall unabhéingiger Punkte).

Da sich insbesondere die Hyperkugeln in genau zwei Punkten schneiden, gibt es
keinen Mdbiusunterraum der Form ﬂéle j, der Ky, in einem Punkt s beriihrt,
d.h. es gibt keine Hyperkugel M, die K;y; in s berihrt mit N;_, K; C M.
Im Viereck aber sind Beriihrkugeln untereinander verbindbar, wir erhalten also
{oo,K1,..., K;}- & M~ fiir alle M € KL, N (P\oo™b). Ist s € K;;; N oo, so ist
st Moot = I'(s) und da {co, K1, ..., K;}* mindestens zwei Punkte enthilt und
diese paarweise nicht verbindbar sind, folgt {oo, Ki,..., K;}* ¢ st und damit
auch {oo, K1, ..., K;}*+ ¢ M~ fiir alle M € K},. Zusammenfassend erhalten wir:

Die Hyperkugeln K., ..., Ky sind genau dann unabhdngig, wenn
{00, Ki,...,K;}* ¢ M* fir allei <k —1 und M € K},.

Wir haben damit unseren Unabhéngigkeitsbegriff in verallgemeinerten Vierecken
gefunden.

Definition 6.1. (Unabhingigkeit) Sei GQ = (P, L) ein verallgemeinertes Vier-
eck. Eine endliche Folge q,...,qx € P, k > 3 heifit unabhdngig, wenn

G N---Ng €z
fir alle i < k und z € ¢i5,.

Sei im folgenden GQ ein verallgemeinertes Viereck und k € N>3. Wir nennen eine
Folge nichtleer, wenn der Schnitt ihrer Punktsterne nichtleer ist. Zur Abkiirzung
bezeichnen wir mit

Pk .— {(q1, -, qx) € Pk; (¢1, .., qx) unabhingig, [{q1, ...,qk}ﬂ # o}

die Menge der unabhingigen Folgen in P der Léinge k, deren Punktsterne nicht-
leeren Schnitt haben.

In den folgenden Beweisen benétigen wir manchmal eine etwas andere Beschrei-
bung der Unabhéingigkeit. Dabei zeigt sich, dafl eine Folge schon unabhéingig ist,
wenn die Schnitte der Punktsterne echt fallend ist und mindestens zwei Elemente
enthilt. Genauer heif3t eine Folge ¢y, ..., ¢ € P fallend, wenn

G N NgG e
fiir alle 7 < k.

Da fiir alle ¢ € P insbesondere g € ¢*, ist jede unabhingige Folge auch fallend.
Umgekehrt ist, wie das nédchste Lemma zeigt, eine fallende Folge, deren Schnitt
mindestens 2 Elemente enthilt, schon unabhéngig.
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Lemma 6.2. Sei g1, ..., qx eine fallende Folge mit |{qi, ..., qx} | > 2. Dann ist die
Folge schon unabhdngig.

Beweis: Seien s,t € {qi,...,qx}*. Da die Folge fallend ist, sind s und ¢ nichtver-
bindbar und damit auch ¢, ..., gx € sT Nt paarweise nichtverbindbar.

Sei i < k. Angenommen es existiert z € ¢;},\{qi+1} so, daB {qi,...,¢;}" C z*. Da
insbesondere ¢, 4 ¢;,1, folgt {q1, ..., 41} C {a1, 2, gis1}" = 7(q1, 2 V giy1), also
enthilt der Schnitt héchstens ein Element, ein Widerspruch. O
Wir kommen nun zur Definition der k—Antiregularitét. Dabei ist (ii7) die ei-
gentlich wichtige, und im Allgemeinen auch schwierig nachzuweisende Bedingung,
(71) garantiert uns zusammen mit (7) die Existenz unabhéngiger Folgen der Lénge
k (siehe Lemma 6.4 (i7)) und () unter anderem, daf das Beriihren in der Ableitung
durch die Verbindbarkeit im Viereck beschrieben wird.

Definition 6.3. Sei GQ ein verallgemeinertes Viereck und k > 3. Dann heifit GO
k—antirequldr, wenn die drei folgenden Bedingungen erfillt sind:

(i) Fiir allep € P und q,v € P\p*, q#7r gilt [p* NgtNri|=1<=q~r;
(i1) Fiir jede unabhingige Folge q,...,q; € P gilt |[{q, ..., q;}*| & {1,2}, i < k;
(i11) Fiir jede unabhingige Folge qi,...,qx € P gilt [{q1, ..., qx} | € {0,2}.

Im n#chsten Lemma fassen wir einige Aussagen zusammen, die wir im folgen-

den bendétigen. Beispielsweise zeigt (i), dafl fiir jeden Punkt p aus einem k—anti-
regulirem Viereck die Abbildung

kp: P\p" — Ky = {p" Ng*5¢€ P\p'};¢ = p' Ng*
bijektiv ist.
Lemma 6.4. Sei GQ k—antirequldr. Dann gilt

(i) Fiir allep € P und q,r € P\p* gilt p*Ng- CprNrt<=q=r;

(12) Fir alle nichtverbindbaren Punkte z,y € P und jede nichtleere unabhdingige
Folge qi,...,q; € xt Nyt, i < k, existieren qir1,....qx € = Ny* so0, daff die
Folge q1, ..., qr nichtleer und unabhdngig ist;

(¢41) Ist qu,...,qi, © < k, eine nichtleere unabhdngige Folge, so auch g1y, -.-, Go(i)
fiir jede Permutation o € Sy.

Beweis: (i) Angenommen, es existieren verschiedene Punkte ¢, € P\p' so, da8
ptNgt C ptNrt. Sei weiter s € pt N gt und 2z, 2, zwei verschieden Punkte
aus s Vr. Dann gilt 1 < [p"Ngt Nz < [ptnrtnzt| = |{s}| =1, und damit
q ~ z;, i = 1,2 (siehe Definition 6.3 (7)). Es folgt ¢ € s V r, also ¢ ~ r und damit
ptNgtCptngtnrt=ptn(gVvr) =n(p,qVvr), dh ptNgt enthilt genau ein
Element, nach Lemma 4.4 (7i¢) ein Widerspruch zur Reichhaltigkeit.
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(i1) Seien qi,...,q € r-Ny*. Nach Definition 6.3 (i7) gilt dann |{qi, ..., ¢;}*| > 2,
also existiert ein weiterer Punkt z; € {qi,...,¢;}*. Da 2, o y, existiert mit (7)
ein Punkt ¢; ;1 € (zt N yt)\zi. Also ist die Folge gy, ..., ;.1 fallend, und da-
mit nach Lemma 6.2 auch unabhéngig. Wieder nach Definition 6.3 (4i) existiert
22 € {q1, -, i1} \{z,y}, und damit nach (:) ein Punkt ¢;,» € (z+ N yt)\23,
d.h. die Folge ¢, ..., g;12 ist fallend, und nach Lemma 6.2 somit unabhéngig. Mit
demselben Verfahren erhalten wir auch ¢;y3, ..., ¢ und damit die Behauptung.

(#ii) Sei also jetzt (qi,..,q;) € P®. Nach (i) existieren g;1,...,qx so, daB
(q1, .-, qx) € P®) also gilt insbesondere |{q1, ..., gz} *| = 2. Seien z,y € {q1, ..., g }*
und a € Si. Nehmen wir an, es existiert j < k und ein Punkt z € gq(; mit
{da()s - Ga—1} - C 2. Da z o y, aber &,y ~ ga(j), 2, folgt 2 = go(;), und damit

ﬂ qi_(n) = ﬂq'r% = {xay}a

n#j

ein Widerspruch zu Definition 6.3 (ii). O

Nach der letzten Aussage des obigen Lemma héngt die Unabhéngigkeit von Punk-
ten in einem k—antireguldren Viereck nicht, wie zunéchst definiert, von der Rei-
henfolge ab. Wir sprechen also im folgenden von unabhéngigen Punkten, und nicht
mehr von unabhéngigen Folgen.

Beispiele fiir k—antireguldre Vierecke sind, wie die néchsten beiden Aussagen zei-
gen, antiregulire Vierecke (dies entpricht gerade der 3— Antiregularitit), und die
sogenannten symmetrischen Vierecke.

Lemma 6.5. GQ ist genau dann antiregquldr, wenn es 3—antirequldr ist

Beweis: Offensichtlich folgt aus der Antiregularitit sofort die 3—Antiregularitit.
Sei also GO 3—antireguldr. Seien weiter p,q,r € P paarweise nichtverbindbar.
Nach Lemma 6.4 ist die Folge p, ¢, r fallend. Da [pt Ngt Nrt| # 1 nach Definition
6.3 (i), enthilt der Schnitt entweder keine, oder mehr als zwei Elemente, und es
folgt aus der Definition zusammen mit Lemma 6.2 die Behauptung. O

Lemma 6.6. Die Vierecke Q(n,R) sind (n — 1)—antireguldr.

Beweis: Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus Folgerung 3.12. O
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6.2 Die Ableitung GQ,

Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dafl die Ableitung eines k—antireguliren
Vierecks tatsichlich ein Laguerreraum vom Rang k ist. Sei also im folgenden GQ
ein k—antireguldres Viereck, k € N>3 und p € P. Mit

S :=p"\{p}

sei der Punktraum, und mit

R:= {{p7 qi1, "'7Qk—2}L; (p7 qi1, "7q1<:—2) € P(k_l)}

der Kreisraum unserer neuen Geometrie bezeichnet. Dann heifit
ng = (S, ﬁa E)

die Ableitung von GQ in p.

Bevor wir nun unseren Hauptsatz beweisen koénnen, benotigen wir noch einige
Hilfssétze. Das néchste Lemma liefert uns die Existenz eines Verbindungskreises
in der Ableitung von GO.

Lemma 6.7. Seien x1, 22,23 € p-\{p} drei paarweise nichtverbindbare Punkte.
Dann existieren k — 2 zu p nichtverbindbare Punkte qi, ..., qx_s € T1 Nzy N3 S0,

d(l]g (pa q1, "'aqk—2) S P(k_l)-

Beweis: Seien z1, 9, 3 wie oben. Nach Lemma 6.4 (4) sind 1, 22, £3 unabhéngig,
also existieren nach Lemma 6.4 (ii) x4, ..., 7y € p~\{p} so, daB (v1,...,z;) € PK).
Es existieren damit also Punkte qi,...,q,_o € P\pt mit ¢ € {z1,...,7x}* und
@i € {@1, o0, Tpig1 } I \Ti_ 40, fiir alle 2 <4 < k — 2, d.h. ¢y, ..., gx—2 sind fallend.
Da pt € ¢f, sind auch p, g, ..., gz_o fallend und mit Lemma 6.2 auch unabhngig.

O

Als Zwischenergebnis erhalten wir mit den bisher gezeigten Aussagen:
Satz 6.8. GO, ist eine Laguerregeometrie.

Beweis: (i) Wir iiberlegen uns zuniichst, wann zwei Punkte s,¢ € S parallel sind.
Nach Lemma 6.7 existiert ein Verbindungskreis £ € & von s und ¢, wenn s und
t in GQ nicht verbindbar sind. Sind umgekehrt s und ¢ in GQ verbindbar, so gilt
st Ntt = sVt also existiert kein ¢ € P\p* mit s, € ¢*, und es folgt:

s||tin GQ, <= s~ tin GO.

Die Parallelitdt von Punkten in GQ,, ist also eine Aquivalenzrelation.

(77) (Existenz und Eindeutigkeit des Verbindungskreises) Nach Lemma 6.7 miissen
wir nur noch die Eindeutigkeit des Verbindungskreises zeigen.
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Seien s,t,u € S paarweise nichtparallel in GQ, (also paarweise nichtverbindbar
im Viereck). Angenommen, es existieren gy, ..., gx—2, 21, --., Zk—2 € {8, 1, u}L derart,
dafl p,q1, ..., qx_o und p, z1, ..., zx_o fallend sind, aber

{pa q1, - qka}J_ 7é {pa Z1yeey Zlcf2}J_-

Gelte 0.B.d.A {p,q1,...,qx—2}* € {p,21,..., 2k_2}*. Dann existiert insbesondere
x € {p,q1, ..., qr_o}\2i, d.h. p,qi, ..., g2, 21 sind fallend und nach Lemma 6.2
auch unabhiingig. . Da aber [{p, q1, ..., qx_2, 21 } | > 2, ist dies ein Widerspruch zur
Definition der k—Antiregularitit.

(#ii) (Reichhaltigkeit) Sei {p, q1,...,q—_2}", (D, q1,---,qk_2) € P*~Y ein Kreis in
GQ,. Nach Definition 6.3 (ii) gilt dann |{p,qi, ..., q—2}*| > 3, also liegen auf je-
dem Kreis mindestens drei Punkte. Seien weiter s, ¢ € S zwei nichtparallele Punkte.
Wegen der Reichhaltigkeit im Viereck existiert eine eine Gerade [ € £,\{sVp, tVp}.
Da fiir jeden Punkt u € [ die Punkte s,t¢,u paarweise nichtparallel sind und
|l| > 3 ist, existieren mindestens drei verschiedene Kreise, die durch s und ¢ ge-
hen. O

Uns fehlt jetzt noch die Eigenschaft, daf je vier Punkte aus S in einer Unterebene
von GQ, liegen. Um dies zeigen zu konnen, bendtigen wir die folgenden beiden
Sétze, in denen Mobius- bzw. Laguerreebenen in GQ, konstruiert werden. Den
3—antireguliren (antireguldren) Fall haben wir bereits in Abschnitt 4.2 bespro-
chen, sei also im folgenden k£ > 4.

Satz 6.9. Sei g, ..., gr—3 € P\p* so, dap (p,q, ..., qx—3) € P*~2. Dann ist
G = (M :={p,q,..., -3}, Rnr = {k € Kk C M})

eine Mdobiusunterebene von GQ,,.

Beweis: (i) Seien s,t,u € M. Dann sind s, t, u paarweise nichtverbindbar, so daf
nach dem obigen Satz genau ein Verbindungskreis k£ € R existiert. Seien zq, ..., 2x_o
so, daB k = {p, z1, ..., 2o}

Wir zeigen nun, dal £ C M, M also ein Unterraum ist. Angenommen, fiir alle
1 < k — 2 sind die Punkte p,q, ..., ¢x_3, z; nicht fallend, also gilt M C k. Nach
Lemma 6.4 (i) existiert z;, ; € st Ntt\ut, d.h. p,2,..., 2, 1 sind fallend, und
damit nach Lemma 6.2 auch unabhéngig und es folgt

|{p, L1y eeny Zk_Q}J_| = 2.
Da M Ck={p,2,...,2k_2}", erhalten wir
2= |{p7 q1, "'7Qk—37zk—1}J_| = |Mﬂ Z]i__1| S |Ifﬂ zli_—1| = 27

ein Widerspruch zur Definition der k—Antiregularitét ( Definition 6.3 (i7)). Also
existiert + < k — 2 so, da} die Punkte p, g1, ..., qx—3, z; fallend, und damit nach
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Lemma 6.2 auch unabhéngig sind. Nach Lemma 6.7 ist der Verbindungskreis ein-
deutig, d.h. k = {p, q1, ..., qx_3, z; } -. Wir haben damit sowohl gezeigt, dal M ein
Unterraum von GQ, ist, als auch

fu =P, a0, 3,2} (0,01, -, Gh-3,2) € PE D}

(#4) Wir miissen noch die Eindeutigkeit des Beriihrkreises zeigen. Sei ¢ € P so, daf
k:=1{p,qu, - qu 3,9} € R, s € k und t € M\k. Sei weiter z := 7(t,sV q). Da
die Punkte p, q1, -.-, ¢x_3, ¢ unabhéngig sind, und z ~ ¢, sind p, ¢1, ..., ¢x_3, 2 fallend,
und damit nach Lemma 6.2 auch unabhiingig, also ist &' := {p, q1, ..., gx_3, 2} ein
Beriihrkreis durch s und ¢ an k. Sei 2’ € P ein weiterer Punkt so, daf} s,t € k" :=
{p,q1, ..., Gr_3,2'}+ € Rund |kNk"| =1. Da |{p, q, ..., Gx_3, 2’, g¢}*| = 1, sind nach
Definition 6.3 (ii7) die Punkte p, g1, ..., gx_3, 2’, ¢ nicht unabhéngig, es existiert also
r € ¢\{q} mit {p,q,...,qk_3,2'}+ C rt. Da dann s,t ~ r folgt r € sV ¢, und
damit z = r. Wir erhalten damit {p, qi, ..., qx_3,2'}= C 2+, also k" C k' und da
|k"| > 3, auch k' = k". 0

Folgerung 6.10. Je wvier unabhingige Punkte x1,29,x3,24 € S liegen in einer
Mobiusebene.

Beweis: Da p € {21,...,24}" gilt (21,...,24) € P®, also gibt es nach Lemma
6.4 (ii) Punkte xs, ...,z € p-\{p} so, daB (z1,...,zx) € P®). d.h. es existieren
Q- Qi3 € P\pt mit ¢ € {21, ..., zx} und ¢; € {1, ..., Tp_ip1 } - \2p_; o, fiir alle
2 <1 <k —3,d.h. die Punkte ¢, ..., gx_3 sind fallend, also nach Lemma 6.2 auch
unabhiingig. Da insbesondere 1, ..., 4 € {p, q1, ..., qx_3}*, folgt die Behauptung.
O

Die folgende Konstruktion von Laguerreunterebenen in GQ, verlauft dhnlich wie
die Konstruktion ovoidaler Laguerreebenen in Abschnitt 3.1.

Satz 6.11. Sei k € 8. Dann heifit L := ], (pV x)\{p} Zylinder iber k und
GOy = (L, R :={me KymCL})
ist eine Laguerreunterebene von GQ,,.

Beweis: (i) Wir zeigen zunichst, dal L ein Unterraum ist. Seien s,t,u € L paar-
weise nichtparallel, u ¢ k und k&’ ein Verbindungskreis von s, ¢, u. Gelte zunéchst
s, t € k.

Angenommen, es existiert x € k'\L. Sei v/ € k mit u ~ ' (v' = kN (uV p)).
Da fiir alle z € pV z gilt z € k, erhalten wir st Nt* Nu't € 2, und damit die
Unabhéngigkeit der Punkte s, ¢, u’, z. Nach der obigen Folgerung existiert also ein
Mébiusunterraum M von GQ, mit s,t,u',x € M, und da M ein Teilraum ist,
folgt k, k' C M. Da u ~ v’ € k, existieren zwei parallele Punkte in M, ein Wider-
spruch, also x € L. Umgekehrt 148t sich mit dem gleichen Argument zeigen, dafl
L € U,eps 5V p, und wir erhalten damit
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Us\/szsz.

SEk! s€k

Seien jetzt s,t,u beliebig und s',¢',u’ € k so, daBl s ~ ', t ~ t' und u ~ u'. Da
s, t,u paarweise nicht parallel sind, sind auch ¢',s’,u und s',u,t paarweise nicht-
parallel. Es existieren also Verbindungskreise k; bzw. ky von ', s’ u bzw. s, u,t,
und es folgt aus dem obigen Resultat

Uszz Us\/p: Us\/pz Us\/p.

sek s€k s€ko sek’

Also ist L ein Unterraum.

(17) Wir zeigen jetzt, dafl
A, ={LNnztze P\p'}

Sei m € K. Sei weiter 2 € P\p* so, daB m C 21. Angenommen, es existiert
x € (22N L)\m). Nach (i) existiert dann 2’ € m C z*+ mit 2’ € pV z, also gibt es
zwei verbindbare Punkte in p* N z*, ein Widerspruch.

Sei jetzt umgekehrt z € P\pt. Seien weiter x1, 7o, z3 € k paarweise verschieden.
Dann sind z := m(z,z; V p) paarweise nichtparallel, es existiert also ein Ver-
bindungskreis m C z*. Mit dem gleichen Argument wie oben folgt nun wieder
m=LnNz"

(#73) (Zu den Axiomen) Die Existenz und Eindeutigkeit des Verbindens liefert uns
Satz 6.8. In (7) haben wir insbesondere gezeigt, dal zu jedem Kreis m € K; und
zu jedem Punkt s € S genau ein zu s paralleler Punkt ¢t € m existiert. Da die
Reichhaltigkeit auch klar ist, miissen wir nur noch die Existenz und Eindeutigkeit
eines Beriihrkreises zeigen. Seien dazu m € K, s € m und t ¢ m nichtparallel zu
s. Sei weiter z € P\pt so, daB m = LN zt. Da s ~ z, existiert 2’ = 7(¢, sV z) und
es folgt t € LN 2", und LNzt N2t = {s}.

Sei 2" € P\p* so, daB m' := L N 2"t ein weiterer Beriihrkreis von m an s
durch ¢ ist. Seien weiter 21, ..., zx_5 so, dal m’ = {p, ..., z;_2}*. Da dann die Folge
D, 21, -, 2k_2, 2 abhiingig ist, existiert r € z-\{z} mit m' C rt, also t,s ~ r und
damit r € sVz. Daauch 2/ € sVzund s,t ~ 2/, folgt r = 2/, alsom' = LNz*. O

Wir sind nun in der Lage, unseren Hauptsatz zu beweisen.
Satz 6.12. GQ, bildet fiir alle p € P einen Laguerreraum.

Beweis: Nach Satz 6.8 miissen wir nur noch zeigen, dafl je vier Punkte in einer
Mobius- oder Laguerreebene liegen. Fiir unabhéngige Punkte liefert uns Folgerung
6.10 die Behauptung. Seien also jetzt s,t,u,w € S abhingig und sei z € w' so,
daB8 {s,t,u}* C z'. Da insbesondere dann auch p ~ z, folgt z € p V w. Wir
unterscheiden die folgenden Fille:
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(¢) Seien s,t,u verbindbar in GQ,. Dann existiert k¥ € & mit s,¢t,u € k. Weil
dann z € k, folgt w € |J .. pV z, also liegen nach Satz 6.11 s,¢,u,w in einer
Laguerreebene.

€k

(1) Seien s,t,u nicht verbindbar GQ,. Dann gibt es zwei Fille:

(a) Liegen s,t,u auf einer Geraden | € L, so gilt | € £, also | = {s,t,u}" C z*
und damit z € I. Ist s € k € K, so folgt s,t,u,w € U e, PV .

(b) Liegen s,t,u nicht auf einer Geraden von GQ, so gelte 0.B.d.A. s ist in GQ,
verbindbar mit ¢, und « || t. Dann ist z ~ 7(s,tVu), also z € tVu = pVu, und
damit auch w € p VvV u. Ist k ein Verbindungskreis von s und t, so folgt wieder
s, tu,w, € Jyep PV .

Also liegen je vier Punkte aus S in einer Unterebene. GQ, bildet also ein Laguer-
reraum. O

Im n#chsten Paragraphen zeigen wir, daf§ die Ableitungen an jedem Punkt eines
k-antireguldren kompakten zusammenhéngenden Vierecks einen lokalkompakten
zusammenhédngenden Laguerreraum liefert. Um die geforderten Stetigkeiten im
Laguerreraum aus stetigen Abbildungen im Viereck nachweisen zu kénnen, benoti-
gen wir eine Beschreibung der Hyperkugeln der Ableitung im Viereck. Des weiteren
zeigt das néichste Lemma, dafl die Unabhéngigkeitsbegriffe im Viereck und in der
Ableitung iibereinstimmen.

Lemma 6.13. Sei GQ ein k—antirequlires Viereck, p € P und GQ, = (S, R) die
Ableitung an p. Mit Ry bezeichnen wir den Raum der Hyperkugeln. Dann gilt

(i) Ru={ptNg*t;qeP\p+};

(it) Die Punkte si,...,s; € pt\{p} sind genau dann unabhingig im Viereck,
wenn sie unabhdngig im Laguerreraum GQ, sind und eine Hyperkugel auf-
spannen;

(7it) Die Punkte p,qi,...,q—1 € P sind genau dann unabhingig und nichtleer im
Viereck, wenn die Hyperkugeln p*Ngqi, ..., p" Mg, unabhingig im Laguer-
reraum GQ, sind und sich in genau zwei Punkten schneiden.

Beweis: (i) Sei zuniichst ¢ € P\p*. Sei k = {p,q1,.--,qr_2}" € K ein Kreis
so, da k£ und p* N ¢' mindestens drei Elemente gemeinsam haben. Dann gilt
H{p,q1,---,qr 2,49} > 3, nach Definition der k—Antiregularitéit sind damit die
Punkte p, qi, ..., qs_2,q nicht unabhingig. Es gibt also ein z € ¢* so, dafi k C 2+,
und da es dann mindestens drei paarweise nichtverbindbare Punkte gibt, die sowohl
zu z, als auch zu ¢ verbindbar sind, folgt z = ¢, also k C p~ N g*. Weiter ist kein
Punkt aus p* N ¢t zu einem anderen Punkt aus p~ N ¢+ verbindbar, und damit
pt N gt ein Mobiusunterraum. Ist z € pt\(pt Nqt), so ist 7(q,z vV p) € pt N gt
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ein zu z verbindbarer Punkt, d.h. es gibt keinen Md6biusunterraum K von GQ), so,
daB pt N¢g*t C K, also ist p* N ¢- maximal und damit eine Hyperkugel.

Damit 148t sich jeder Kreis als Schnitt von k& — 1 Hyperkugeln darstellen, wir
erhalten also insbesondere, dafl der Rang des Laguerreraums GQ,, hochstens k ist.

Sei umgekehrt K ein Mébiusunterraum in 9, und si,...,s € S unabhéngige
Punkte im Laguerreraum GQ, (zunéichst wissen wir noch nicht, daf§ beide Un-
abhéngigkeitsbegriffe iibereinstimmen) derart, dal {si,...,s} = K. Dann exi-
stieren qi,...,qs_1 € P\pt so, daB si,89,83 € {p,q1,...,q_1}t € K. Weiter
gilt, da s4 & {p,q1,...,qu_1}+, daB {si, 80,83} € si, und da s; mit keinem
Punkt aus dem Kreis {p,qi,...,qr_1}" verbindbar ist, erhalten wir zusétzlich
{s1, 80,83} Z 2t fiir alle 2z € s, d.h. die Punkte s1, s9, 53, 54 sind auch im Vier-
eck unabhingig. Es existieren somit 71,...,74,_o € P\p’ derart, da§ die Punkte
P,T1,-..,Tk_o unabhiingig (im Viereck) sind und si,...,84 € {p,71,...,Th_2}",
dh. {s1,...,8.y C{p,71,...,7h_2} . Da{p,r1,...,76_o}" aber eine Mbiusunter-
ebene ist (siehe Satz 6.9) und die Punkte sy,. .., s4 unabhéingig im Laguerreraum
sind, also eine Mobiusunterebene aufspannen, folgt hier sogar die Gleichheit.

Wir betrachten nun s;. Da s;,...,s5 unabhéngig im Laguerreraum sind, folgt
ss & {s1,--.,84} = {p,71,...,7k_o}. Mit den gleichen Argumenten wie oben
148t sich nun zeigen, daf§ die Punkte sq,..., s5 auch im Viereck unabhingig sind.
Also existieren u1,...,ux_3 € P\pt so, daB p,us,...,ur_3 unabhiingig sind und
S1,...,85 € {p,u1,...,up_3}+, also {s1,...,85} C {p,us,...,ur_3}+. Nach dem,
was oben gezeigt wurde, sind die Unterriume p* Nui,...,pt Nu;_, Hyperkugeln
im Laguerreraum. Zudem folgt aus der Unabhéngigkeit der Punkte p, uy, ..., ug_s,
daB oy p' Nu; € p' Ny fiir alle j < & — 3, s0 daB p" Nug,...,p- Ny
unabhiingig im Laguerreraum sind. Der Unterraum {p,u,...,us_3}* ist somit
ein Unterraum vom Rang vier (wir haben oben gezeigt, da8 GQ, hochstens den
Rang k hat, also hat zunéchst {p,us,...,ur 3}* einen Rang von hochstens vier.
Da aber mindestens fiinf unabhfingige Punkte in {p, u;, ..., u;_3}* enthalten sind,
folgt dies). Da auch {si,...,s,} einen Unterraum vom Rang vier bildet, folgt hier
wieder {s1,...,8,} = {p,us, ..., up 3}*.

Wiederholen wir dieses Verfahren, so erhalten wir fiir n := min{k,{}: Die Punkte
S1,..., 5, liegen in einer Hyperebene der Form ptNg* fiir ein ¢ € P\p'. Angenom-
men, k£ < [. Mit den gleichen Argumenten wie oben zeigt man dann {s,..., sx} =
pt Ngt. Da dann s; aber zu dem Punkt 7(s;, q) € {s1,...,s,} = pt Ng* parallel
ist, kénnen sy, ..., s; nicht in einem Mobiusunteraum liegen, ein Widerspruch.

Wir erhalten also insgesamt [ < k und damit K = {sy,..., sz} C p- Ngqt, also die
Behauptung.

(7) und (7i7) schliefilich folgen sofort aus der ersten Aussage. O

Aus dem obigen Lemma folgt unmittelbar

Lemma 6.14. GO, bildet fiir alle p € P einen Laguerreraum vom Rang k.
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Wie am Anfang des Paragraphen angekiindigt, zeigen wir nun, daf} sich ein £—anti-
regulires Viereck als Liegeometrie eines geeigneten Laguerreraums vom Rang k
darstellen 148t.

Satz 6.15. Ist GO k—antirequlir, so ist fir jeden Punkt p € P die Liegeometrie
L£ie(GQ,) = (P!, L") von GQ, isomorph zum vorgegebenen Viereck GQ.

Beweis: Nach Satz 6.12 und dem obigen Lemma bildet GQ, = (S, R) fiir jedes
p € P einen Laguerreraum vom Rang k. Wir bezeichnen mit Ky die Menge der
Hyperkugeln von GQ,, und mit P’ = {oo} U S U Ry bzw. L' = I U B* den
Punktraum bzw. Geradenraum der Liegeometrie. Nach Lemma 6.13 (i) ist die
Abbildung

0, falls x = p

a:P— Pz <z, falls z € pt\{p}
pt Nzt falls z € P\pt

eine Bijektion. Offensichtlich ist o auch inzidenzerhaltend, und es folgt die Be-
hauptung. O
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7.1 Kompakte k—antiregulire Vierecke

In diesem Abschnitt zeigen wir, dal ein k-antireguldres kompaktes zusammen-
héngendes Viereck, £ > 4, ein symmetrisches Viereck iiber R ist. Hieraus folgt
insbesondere, daf} die Ableitung eines solchen Vierecks an jedem Punkt einen lo-
kalkompakten zusammenhédngenden Laguerreraum bildet, die topologischen Ei-
genschaften also {ibernommen werden. Sei also im folgenden GQ = (P, L) ein
kompaktes zusammenhéngendes k—antiregulires Viereck mit Parametern (m,n).
Wir fordern zusétzlich, dal Geraden und Geradenbiischel Mannigfaltigkeiten sind.
In diesem Fall sind dann Geraden bzw. Geradenbiischel schon homdomorph zur
m— bzw. n—Sphire (siche Abschnitt 4.1). Sei weiter p € P und GQ, = (S, K) die
Ableitung im Punkt p. Der Fall k¥ = 3 wurde bereits in [Sch93] behandelt, wird
aber zum Teil in unserer allgemeinen Uberlegung mit eingehen.

Nach Lemma 6.4 (¢) und Lemma 6.13 (¢) wird jede Hyperkugel K € Ry in GO,
eindeutig durch ein Element gx € P\p* beschrieben (K = p* Ng¢z). Auf S und
Ry sind damit in natiirlicher Weise lokalkompakte zusammenhéngede Topologien
gegeben, mit denen die Stetigkeit des Beriihrens und des Parallelprojizierens sofort
aus der Stetigkeit von 7 folgt.

Lemma 7.1. Die Abbildungen des Berihrens und des Parallelprojizierens sind
stetig in GQ,.

Beweis: Seien s,t € Sund K € Ay mitt ¢ I'(s) und s € K. Sei weiter gx € P\p*
mit K = pt N gx. Dann gilt (s, K,t) = 7(t,s V qx) und (¢, K) = 7(qk,t V p).
Die Stetigkeit von g und + folgt also sofort aus der Stetigkeit des Verbindens im
Viereck und der Stetigkeit von 7. O

Um die Stetigkeit der Hiillenbildung und des Schneidens in der Ableitung GQ,
nachzuweisen, benotigen wir noch einige Lemmata. Dabei beobachten wir zunéchst,
daB8 nach Lemma 6.13 (i#4) und (4i7) beide Abbildungen Einschréinkungen des
Schneidens

P: P(k) — P27 (pla"',pk) = {pla"'apk}J—
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von k£ unabhéngigen Punktsternen im Viereck sind. Fiir unsere Zwecke allerdings
ist es etwas zu aufwindig, die Stetigkeit dieser Abbildung zu zeigen. Wir gehen,
wie sich am Ende dieses Abschnittes zeigen wird, einen anderen Weg.

Lemma 7.2. Sei GQ ein k—antirequlires Viereck und seien pq,...,pr € P un-
abhingige Punkte mit {p1, ...,pr}*" = {s,t}. Dann ist fiir jedesi < k die Abbildung

I {py, ..., 0} \{s} — H (sVpi)\{stu— (m(u,sVpit1),...,m(u,sV pg))

j=i+1
ein Homdomorphismus.
Insbesondere ist fiir je © unabhdngige Punkte pq, ..., p; der Schnitt der Punktsterne
{p1,...,pi}* entweder leer, oder homdomorph zur m - (k — i)—Sphdre Sm—i)-

Beweis: Wir zeigen zunéchst, da8 mit ¢; € (s V p;)\{s} fiir alle j < k£ die Punkte
qi, ..., qr unabhingig sind.

Sei gr € (sV pr)\{s}. Angenommen, es existiert z € ¢ mit {p1,...,pr_1}+ C 2.
Da dann s ~ z, folgt z € sV g, also z € pi, ein Widerspruch zur Unabhiingigkeit

von pi, - - ., Pk, also sind py, . .., pr_1, ¢x unabhéngig. Da nach Lemma 6.4 (i47) auch
jede Permutation von py, ..., pr_1, g unabhingig ist, folgt die Unabhéngigkeit von
41, - - -, qx durch mehrmaliges Anwenden der obigen Aussage.

Damit ist die inverse Abbildung von II;

k

;% 1 (svg)\{s} — {1, i} \{s};

j=itl
(q'i+17 e Qk) — {pl, <oy Dis Qi 1y - - - 7qk}J_\{8}7

11; also eine Bijektion.
Offensichtlich ist II; stetig. Da p; N p; homdomorph zur n—Sphire ist (Lemma

4.4 (i11)), gilt (pi Npy)\{s} = R™ und somit ist II; nach [Sch93], Lemma 1.1 ein
Homd&omorphismus.

Fiir jedes i € {3,...,k — 1} gilt

Hi(QH»la - 'an) = HQ(p?n <oy Dis Qi1 - ':Qk)a

also ist auch II; ein Homomorphismus. Da Bild(17;) & R™*~)  folgt aus der
Eindeutigkeit der Einpunktkompaktifizierung {p1,...,pi}" = Spp—s)- O

Sind (p1,...,px) € P® unabhingige Punkte mit {p,...,px}* = {x,y}, so gibt
es nach dem obigen Lemma disjunkte, zu D,, homéomorphe Umgebungen von x
und y in {ps,...,pe}". Ist weiter t € {po,...,pe} \{z, ¥}, so ist {z,y,¢}*, und
damit auch {x VseLy;se€{zy, t}L} hom&omorph zu $,,;_3), also insbeson-
dere eine abgeschlossene Teilmenge von L£,. Da t +¢ p,, existiert damit eine zu D,
homoomorphe Umgebung von z V py in £\ {a: Vse€Ly;se{xy, t}L} )
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Damit ist ein entscheidener Schritt in Richtung Stetigkeit der Abbildung & getan.
Das néchste Lemma zeigt, dafl jede Einschrénkung von @ auf £ — 1 Punkte stetig
ist. Die wesentliche Beweisidee ist [Sch93], Beweis zu Lemma 2.2, entnommen.

Lemma 7.3. Seien (py,...,px) € P® mit {p,...,ps}* = {z,y}, und t €
{p2, -, o} \{z,y}. Seien weiter X = D,, bzw. Y = D,, disjunkte Umgebun-
gen von x bzw. y in {py,...,;}" und Z = D, eine Umgebung von x V p; in
L\ {x VseLy,;se{z, y,t}L}. Dann ist die Abbildung

Boryopn: X XY X Z — Py := B(X XY x Z) C P;(q,7,1) — 7(q, (A(r,1))

ein Homoomorphismus, Py eine Umgebung von py in P derart, dafs fiir alle s € P,
die Punkte s,po, ..., pr unabhingig sind und es gibt stetige Abbildungen T: P, —>
X und y: P, — Y so, dafy {s,pa,...ox}+t = {Z(5),5(s)} fiir alle s € P,.

Beweis: Sei py # s € A und (¢,7,0) € X XY X Z mit B, ,.(¢,71) = s.
Also enthélt der Schnitt {s,ps,...px}+ mindestens die Punkte ¢,7. Ist z € s*,
so ist s = m(r,l) (sonst bilden z,s,n(r,l) ein Dreieck). Nach Konstruktion ist
dann t ¢ s, die Folge s, ps,...,pr also fallend und nach Lemma 6.2 unabhingig,
d.h. {s,po,...,pr} T enthiilt genau zwei Punkte. Also enthiilt sowohl st N X, als
auch st N'Y genau einen Punkt, den wir mit Z(s) bzw. 7(s) bezeichnen. Die
Umkehrabbildung von 3, ., ist damit

k

A X XY % Zis s (2(), 5() Ale, §(s) V 8).

P1,--Pk”

Bpi....p, st also stetig und bijektiv und da X x Y x Z kompakt ist, ein Hom&omor-
phismus. Insgesamt erhalten wir die Behauptung. O

Mit &hnlichen Methoden wie in [Sch93] &8t sich dieses Lemma auf die allgemeine
Situation anwenden. Dabei sind allerdings eine Menge technischer Schwierigkeiten
zu bewiltigen, die schon im antireguliren Fall zu einem etwas unschénen Beweis
fithren, siehe [Sch93|, Theorem 2.3.

Betrachten wir hier nur den Fall der £—Antiregularitat fiir £ > 3, so konnen wir
unser Ziel bei weitem eleganter erreichen.

Satz 7.4. Sei GO ein kompaktes zusammenhdngendes k—antirequlires Viereck.
Sei weiter k > 3. Dann ist GQ isomorph zum symmetrischen Viereck Q(k+1,R).

Beweis: Sei p ein Punkt des Vierecks. Dann bildet nach Satz 6.12 die Ableitung
GQ, einen Laguerreraum und nach dem Beweis von Satz 6.15 ist die Liegeometrie
von GQ, isomorph zu GQ,. Aus Satz 5.3 und Abschnitt 4.3 folgt somit, dafl p, und
damit auch jeder Punkt des Vierecks, ein Translationszentrum von GQ ist, so dafl
nach Satz 4.10 das Viereck ein symmetrisches Viereck iiber R oder C ist.

Angenommen, GQ ist isomorph zu einem symmetrischen Viereck iiber C. Dann ist
m = 2 (jede Gerade ist homdomorph zur 2—Sphére) und aus Lemma, 7.2 folgt n =
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m(k — 2) (Geradenbiischel sind homéomorph zur m(k — 2)—Sphére). Insbesondere
ist dann m +n gerade, so dafl aus der Einschrinkung der topologischen Parameter
eines Vierecks, siehe [Kna90], m = n = 2 folgt. Damit ist k¥ = 3, ein Widerspruch.

Das Viereck ist damit isomorph zu einem symmetrischen Viereck {iber R und der
Rest der Behauptung folgt somit aus Lemma 6.6. O

Wir erhalten damit insgesamt das Hauptresultat dieses Abschnittes.

Satz 7.5. Sei GQ ein kompaktes zusammenhdngendes k—antirequlires Viereck.
Dann st die Ableitung GQ, an jedem Punkt p € P ein lokalkompakter zusam-
menhdngender Laguerreraum vom Rang k — 1.

Das Viereck hat im Fall k > 4 Parameter (1,k — 2) und im Fall k = 3 Parameter
(1,1) oder (2,2).

Beweis: Ist £ = 3, so folgt die Behauptung aus Satz 4.8.
Fiir k£ > 3 folgt die Aussage sofort aus dem obigen Satz. O

7.2 Ausblick

In Abschnitt 5.2 konnten wir zeigen, dafl die Liegeometrie eines lokalkompakten
zusammenhingenden Laguerreraums vom Rang n > 3 ein kompaktes zusam-
menhéingendes Viereck mit Parametern (1,n —2) bildet. Umgekehrt zeigten wir im
letzten Abschnitt, dal ein kompaktes zusammenhéngendes k—antiregulires Vier-
eck ebenfalls Parameter (1,k — 2) hat und die Ableitung an jedem Punkt einen
lokalkompakten zusammenh#ngenden Laguerreraum vom Rang £ bildet.

Wie aber schon in der Einleitung beschrieben, kénnen wir in unserem Fall nicht
erwarten eine so allgemeine Aussage wie A. SCHROTH in [Sch95] zu erhalten, d.h.
nicht jedes kompakte zusammenhéngende Viereck mit Parametern (1,n) ist schon
(n + 2)—antiregulir. Wie der vorletzte Satz des obigen Abschnittes zeigt, wiren
diese Vierecke dann klassisch, es gibt aber viele nichtklassische Beispiele.

Eine Alternative wire, Vierecke mit Parametern (1,n) danach zu untersuchen,
wann sie einen (n + 2)—antireguliren Punkt p € P besitzen, d.h. wann die Ablei-
tung des Vierecks an p einen Laguerreraum liefert. Mit den Ergebnissen der letzten
Abschnitte zeigte sich dann, insbesondere, wenn wir Lemma 7.3 erweitern und auf
diesen Fall anwenden, dafl diese Ableitung topologisch und die aus dem Laguerre-
raum konstruierte Liegeometrie isomorph zum gegebenen Viereck ist. Nach Satz
5.8 ist das Viereck dann vom Tits Typ, solche Untersuchungen beantworteten also
die Frage, wann ein Viereck mit Parametern (1,n) ein Viereck vom Tits Typ ist.

Zum Abschluf} dieser Arbeit zeigen wir noch eine Aussage, die das Studium anti-
reguldrer Vierecke erleichtert. Sei also GQ = (P, L) ein Viereck mit topologischen
Parametern (1,n), n > 1 (den Fall n = 1 haben wir bereits in Abschnitt 4.2
behandelt). Mit [Kra94], Proposition 3.4.5 erhalten wir
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Lemma 7.6. Jede Gerade ist homdomorph zu 8, und jeder Punktstern p‘ ist
homdomorph zur Einpunktkompaktifizierung von L, x R.

Damit kénnen wir zeigen, da GQ die Bedingung (i) der Definition der k-
Antiregularitét erfiillt (vergleiche [Sch90], Lemma 1).

Satz 7.7. Seip € P und q,r € P\p*, g #r. Dann gilt [p* Ng" Nr'| =1, genau
dann, wenn q und r verbindbar sind.

Beweis: Sind ¢ und r verbindbar, so gilt p~ N ¢t Nr+t = {x(p,q vV r)}. Die eine
Richtung folgt also unmittelbar aus den Axiomen des Vierecks.

Gelte jetzt p- N gt Nrt = {z}. Angenommen ¢ # 7. Sei v € (¢* Nrt)\{z}. Dann
folgt

a;:=p-Ng-Nvt=7(p,gVv) und a,:=p-Nrtnot=x(p,rVvo).

Wir zeigen nun zunéchst, dafl beide Punkte a, und a, von z verschieden sind: Wire
a, = z, so erhalten wir z € ¢ V v, also v € ¢ V z und damit auch a, = z (umge-
kehrt folgt aus a, = z mit dhnlichen Argumenten a, = z). Also liegt z auf beiden
Geraden ¢ Vv, Vv und es folgt ¢ Vv =r Vv und damit ¢ ~ r, ein Widerspruch
zur Voraussetzung.

Wir erhalten also, da8 (p* N vt)\{a,} in derselben Zusammenhangskomponente
von pt\(pt N¢h) liegt wie a, und damit wie (p* N r+)\{z}, und (p* Nvt)\{a,}
in derselben Zusammenhangskomponente von p-\(p* N r*) wie a, und damit
wie (pt N gt)\{z}. Da kein Punkt der Geraden p V z in beiden dieser Zusam-
menhangkomponenten liegt, folgt (p V z) N (p* Nv+)\{ay, a,} = @ und damit
m(v,pVz) € (pVz)N((p-Nrt)uptngt)) ={z}, also z € {a,,a,}, ein Wider-
spruch zum obigen Ergebnis. O
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