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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Zusammenfassung

Die Portfoliotheorie versucht, in Finanzmarktmodellen Anlagestrategien zu bestim-
men, die zu einer optimalen Entwicklung eines Portfolios fithren. Ohne Beriicksichti-
gung von Transaktionskosten vermag die moderne Portfoliotheorie im Black-Scholes-
Modell fiir eine groBe Klasse von Nutzenfunktionen befriedigende Antworten zu geben.

Zur Beriicksichtigung von Transaktionskosten wurden in den 90er Jahren zahlreiche
technisch sehr ausgereifte Arbeiten verdffentlicht, in denen die Transaktionskosten auf
drei unterschiedliche Arten modelliert werden: proportional zum Handelsvolumen (pro-
portionale Kosten), proportional zum Portfoliowert (fixe Kosten) oder bestehend aus
einer konstanten Komponente und proportionalen Kosten (konstante und proportio-
nale Kosten).

Alle drei Ansédtze fithren zu Strategien, die aufgrund der jeweiligen Kostenstruktur
plausibel sind. Allerdings sind die Ergebnisse aus Sicht der Anwendung unbefriedi-
gend, da entweder die vorausgesetzte Kostenstruktur irreal ist oder die resultierenden
optimalen Strategien als nicht praktikabel erscheinen bzw. nicht bestimmt werden
kénnen.

Nach einem Uberblick iiber den Stand der Forschung beginnen wir unsere Untersu-
chungen fiir den logarithmischen Nutzen mit der Analyse einer allgemeinen Transak-
tionskostenstruktur im Einperioden-Binomialmodell. Wegen seiner einfachen Gestalt
ist das Modell gut geeignet, eine Intuition fiir die komplexeren Modelle zu erwerben.

AnschlieBend zeigen wir im Binomialmodell, dass durch die Einfithrung einer neuen
Kontrollstruktur eine Faktorisierung des Wertprozesses moglich ist. Diese Darstellung
ist wesentlich, um unter logarithmischen Nutzen zu einer additiven Darstellung zu
gelangen. Auf diesem Wege ist eine Einbettung in die Theorie der markovsch kon-
trollierten Prozesse in diskreter Zeit moglich, so dass deren Resultate zur Verfiigung
stehen. Ohne Transaktionskosten kénnen wir mehrere klassische Optimierungsproble-
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me explizit l6sen. Unter der Beriicksichtigung von Transaktionskosten geben wir einige
Existenzresultate und sind im Fall fixer und proportionaler Kosten in der Lage, einen
Algorithmus zu formulieren, der den Algorithmus der dynamischen Programmierung
deutlich verbessert.

SchlieBlich wenden wir uns im letzten Kapitel der Maximierung der asymptotischen
Rendite im Black-Scholes-Modell unter fixen und proportionalen Kosten zu. Mit einer
der Faktorisierung im Binomialmodell entsprechenden Zerlegung des Wertprozesses
gelingt es uns in einer geeigneten Menge von Kontrollstrategien, das Problem unter
Ausnutzung erneuerungstheoretischer Resultate auf eine Periode zwischen zwei Han-
delszeitpunkten zu reduzieren.

Das Resultat erweitert das Ergebnis von Morton und Pliska (1995) fiir rein fixe Kosten
auf die Kombination von fixen und proportionalen Kosten. Der wesentliche Unterschied
ist, dass wir die neuen Wertanteile nach einem Verkauf und nach einem Kauf unter-
scheiden miissen und deshalb gleichzeitig mit der Losung des resultierenden Stopppro-
blems eine zu optimierende Anfangsverteilung zu betrachten haben.

1.2 Abstract

Generally speaking, portfolio optimization is the determination of investment strate-
gies that lead to an optimal development of the portfolio value achieving optimization
within the scope of mathematically defined criteria, in particular by use of specific uti-
lity functions. In the nineties, numerous technically very elaborate papers dealing with
transaction costs were published in which the transaction costs are defined in three
different ways: Proportionally to volume of trade (proportional costs), proportionally
to portfolio value (fixed costs) or consisting of a constant component and proportional
costs (constant plus proportional costs).

All approaches lead to plausible optimal strategies in view of the used transaction costs.
But the results are not satisfieing in so far as either the transaction cost structure seems
to be unrealistic or the optimal strategies are not practicable and hardly determinable.
Consequently, our goal is to derive optimal strategies for utility functions with clear
interpretation - we limit to logarithmic utility - in an eventually restricted class of
strategies with suitable transaction costs.

First, we analyze the CRR model in one period, i.e. only a determistically interest-
bearing bond and a stock whose value increases by a certain amount with probability p
and decreases with probability (1—p). We introduce a general cost structure containing
the transaction cost models described above. Because of the simple structure, this
model can be analyzed in a fairly complete way. It also provides insight in what may
be expected in more complex models

In the CRR model we are able to derive a factorization of the wealth process for general
transaction costs. Hence we are able to embed our model in the theory of Markov
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controlled processes in discrete time. We solve some classical optimization problems
without transaction costs. For the case that transaction costs are considered we prove
several existence results and we construct under extensive use of various properties
of the optimal control strategy an efficient algorithm for fixed and proportional costs
that clearly improves the algorithm of dynamic programming.

Finally, we turn to the objective of maximizing the asymptotic growth rate in the
continuous-time Black-Scholes model under fixed and proportional costs. As in the
CRR model we are able to prove a factorization of the wealth process. Using this
factorization and renewal theory arguments we can reduce the problem of maximizing
the asymptotic growth rate in a suitable class of control strategies to a period beween
two trading times.

This result extends the results achieved by Morton and Pliska (1995) for fixed costs
to combined fixed and proportional costs. The main difference is that we have to dis-
tinguish the new proportion of wealth after selling from the proportion of wealth after
buying and hence the maximization has to be carried out over an initial distribution.

1.3 Inhaltsiibersicht

Eine Portfolio bezeichnet eine Zusammenstellung verschiedener Finanzgiiter. Die Port-
foliotheorie versucht, in Finanzmarktmodellen Anlagestrategien zu bestimmen, die zu
einer optimalen Entwicklung eines Portfolios fithren.

Unter einer Strategie verstehen wir hier einfach eine Beschreibung der Portfoliozusam-
mensetzung, die einer Investorin eine Handlungsanweisung gibt, sei es durch Angabe
der zu haltenden Werte in den einzelnen Finanzgiitern, sei es einfach durch Angabe
ihrer Stiickzahl, durch den Portfoliogesamtwert und die Wertanteile oder auch in Form
von Aktionszeitpunkten und Handelsvolumen.

Eine optimale Entwicklung kann zum Beispiel iiber die Maximierung des erwarteten
Nutzens des Portfoliowertes zu einem Endzeitpunkt, iiber die Maximierung der asym-
ptotischen Rendite, iiber die Maximierung der diskontierten durch Nutzenfunktionen
bewerteten Auszahlungen oder durch eine Kombination dieser Kriterien definiert sein.

So wie wir es gerade getan haben, werden wir abkiirzend stets von einer Investorin
sprechen, anstatt langlich ’ein Investor oder eine Investorin’ zu schreiben.

Stand der Forschung

Wir geben in Kapitel 2 einen Uberblick iiber die Methoden und einige Resultate der
Portfoliotheorie im Black-Scholes-Modell. Dieses umfasst als Finanzgiiter einen Bond
mit deterministischer Verzinsung und eine Aktie, deren Wertentwicklung einer geome-
trischen Brownschen Bewegung folgt. Ohne Transaktionskosten ist in diesem Modell
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fiir eine grofle Klasse von Nutzenfunktionen die explizite Angabe optimaler Strategien

moglich.

Zur Beriicksichtigung von Transaktionskosten wurden in den 90er Jahren zahlreiche
technisch sehr ausgereifte Arbeiten veréflentlicht, in denen die Transaktionskosten auf
drei unterschiedliche Arten modelliert werden: proportional zum Handelsvolumen, pro-
portional zum Portfoliowert oder bestehend aus einer konstanten Komponente und
proportionalen Kosten.

Wir stellen in den Abschnitten 2.5 bis 2.8 die grundlegenden Arbeiten zu den verschie-
denen Kostenarten vor und geben hier nur einen kurzen Uberblick.

Der naheliegendste und fritheste Ansatz nimmt proportionale Kosten an, d.h. bei jedem
Handel ist ein Betrag proportional zum gehandelten Volumen zu zahlen. Die optimale
Strategie kann durch einen Kegel in der Wertebene beschrieben werden. Im Inneren
dieses Kegels wird nicht gehandelt und bei Erreichen des Randes wird gerade so in-
finitesimal klein gehandelt, dass der Kegel nicht verlassen wird. Bei dem optimalen
Wertprozess handelt es sich daher um einen an den Réndern des Kegels reflektierten
Diffusionsprozess, dessen erster theoretischer Nachweis Davis und Norman (1990) ge-
lingt. Das Ergebnis ist mathematisch ansprechend, erscheint aus Anwendersicht aber
wenig praktikabel.

Wihrend beim ersten Ansatz nur die Héhe des Handelsvolumens geahndet wird, be-
straft der Ansatz fixer Transaktionskosten die Haufigkeit des Handels, indem bei je-
dem Kauf oder Verkauf ein fester Prozentsatz des Gesamtportfoliowertes zu zahlen
ist. Durch diese einfache Kostenstruktur zerfallt der Wertprozess multiplikativ — unter
dem Logarithmus additiv — und das Problem lasst sich auf ein Problem des optimalen
Stoppens zuriickfithren. Zur Losung der Aufgabe der Maximierung der asymptotischen
Rendite konnen Morton und Pliska (1995) auch einen Kegel in der Wertebene bestim-
men, in dessen Innerem nicht gehandelt wird. Bei Erreichen des Randes wird jetzt aber
so gehandelt, dass sich der neue Startpunkt in der Ndhe des optimalen Wertanteils oh-
ne Transaktionskosten befindet. Die Grenzen des Kegels sind numerisch bestimmbar,
so dass sich eine gut zu praktizierende Strategie ergibt. Allerdings leidet dieser Ansatz
der fixen Kosten an der irrealen Kostenstruktur und fithrt zu langen handelsfreien
Zeiten.

Von dem Ansatz der Kosten her erscheint eine Kombination aus einem festen Betrag
fiir eine Transaktion und proportionalen Kosten fiir das Transaktionsvolumen realen
Kostenstrukturen recht nahe zu kommen. Hier geben Eastham und Hastings (1988)
sowie Korn (1998) unter Benutzung von Methoden der sogenannten Impuls-Kontroll-
Theorie den Nachweis der Existenz von Lésungen, kénnen sie aber nur fir linearen
Nutzen bzw. approximativ unter Benutzung einer exponentiellen Nutzenfunktion be-
stimmen. Gerade diese Nutzenfunktionen fithren zu sehr schlecht interpretierbaren
Ergebnissen. Die Losungen zeigen aber, dass als ein weiteres Strukturelement hinzu-
kommt, dass es nicht optimal zu sein scheint, nach einem Verkauf und nach einem Kauf
mit demselben Wertanteil neu zu starten: Nach einem Verkauf liegt vielmehr der op-
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timale neue Startpunkt oberhalb des optimalen Wertanteils ohne Transaktionskosten
und fiir einen Kauf unterhalb.

Alle drei Ansétze fithren also zu Strategien, die aufgrund der jeweiligen Kostenstruk-
tur plausibel sind. Im Fall proportionaler Kosten ist die resultierende Strategie aber
nicht praktikabel, im Fall fixer Kosten ist dagegen die Kostenstruktur irreal und beim
Ansatz konstanter plus proportionaler Kosten scheint eine Bestimmung einer opti-
malen Strategie fiir gut interpretierbare Nutzenfunktionen aufgrund der Struktur des
Problems kaum moglich zu sein.

Zielsetzung

Zusammenfassend ist festzuhalten, dass alle Ergebnisse zu Transaktionskosten vom
Standpunkt der Interpretation oder der Anwendung unbefriedigend sind und somit in
der praktischen Anwendung als kaum nutzbar erscheinen.

Ziel dieser Arbeit ist es daher, die bestehenden Forschungsergebnisse so zu ergéanzen,
dass einem Investor, der Transaktionskosten ausgesetzt ist, in der Portfoliotheorie be-
grilndete gute Strategien angeboten werden konnen.

Dabei halten wir eine Strategie fiir einen Investor fiir gut, wenn sie sich aus einem fir
den Investor nachvollziehbaren Optimierungskriterium ergibt, die vorausgestzte Kos-
tenstruktur in etwa der Struktur realer Kosten entspricht und die Strategie zumindest
approximativ berechenbar ist.

Ansatz

Als gut interpretierbare und handhabbare Nutzenfunktion werden wir den Logarith-
mus wahlen, unter dem die Optimierungsaufgaben auch als Maximierung der Rendite
der Anlage gedeutet werden kénnen. Die wesentlichen Resultate werden wir fiir die
Kombination von fixen und proportionalen Kosten erhalten. Fiir diese Kostenkombi-
nation liegen unseres Wissens noch keine Resultate vor.

Diese Kostenstruktur verbessert den Ansatz rein fixer Kosten hinsichtlich der Interpre-
tation, da auch die Hohe des Handelsvolumens bestraft wird und der fixe Kostenanteil
sehr klein gewé&hlt werden kann. Dieser Anteil garantiert, dass andererseits keine so
schwer zu praktizierende Strategie wie bei rein proportionalen Kosten resultiert. Im
Vergleich zu der Kombination von proportionalen und konstanten Kosten liegt der
Vorteil darin, dass durch die einfachere Kostenstruktur eine optimale Strategie fir
den logarithmischen Nutzen eher bestimmbar zu sein scheint.

Die vorliegenden Arbeiten zeigen, dass sich zur Einfiihrung von Transaktionskosten
die Unterscheidung von Wertprozess im Bond und Wertprozess in der Aktie anbietet.
Andererseits bietet sich aber ohne Transaktionskosten und bei den einfachen fixen
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Kosten auch die Betrachtung des Wertanteilprozesses an, um die Resultate einfacher
zu erhalten und zu beschreiben.

Wir werden in Definition 3.2.2 Transaktionskosten in einer Form einfithren, die als Spe-
zialfdlle die drei bisher iiblichen Modellierungen proportionaler, fixer und konstanter
Kostenanteile umfafit, aber auch Spielraum fiir andere Kostenstrukturen lasst.

Fiir diese fithren wir im Einperioden-Binomialmodell (Kapitel 3), im Binomialmodell
(Kapitel 4) und im Black-Scholes-Modell (nur fixe und proportionale Kosten, Kapitel
5) jeweils bei Unterscheidung des Bond- und des Aktienwertprozesses die Kontrolle der
Wertentwicklung durch die Wahl des Transaktionsvolumens in den Handelszeitpunkten
ein.

Von diesem iiblichen und natiirlichen Ansatz ausgehend zeigen wir anschliessend je-
weils, dass bei Beschreibung der Kontrolle durch die sogenannte Handelsart (Kauf,
Halten, Verkauf) und die Wahl des neuen Wertanteils der Aktien eine Faktorisierung
des Gesamtwertprozesses erreicht werden kann. Das bedeutet, dass sich der Wert in
einem Handelszeitpunkt als Produkt des Wertes zum letzten Handelszeitpunkt und
des Wertzuwachses zwischen den Handelszeitpunkten ergibt. So lésst sich induktiv
der Wert als Produkt des Startwertes und der Wertzuwéchse in den Handelsperioden
darstellen.

Auf diese Weise gelangen wir in allen Modellen bei Verwendung des logarithmischen
Nutzens zu einer gut behandelbaren additiven Darstellung. Im Einzelnen kénnen wir
in den verschiedenen Modellen Folgendes nachweisen.

In einer Periode

Das Ein-Perioden-Binomialmodell beschreibt die Kursentwicklung eines Bonds (oder
Verzinsung eines Kontos) und einer Aktie mit der denkbar einfachsten stochastischen
Entwicklung: Mit Wahrscheinlichkeit p steigt der Kurs in der betrachteten Periode
und mit der Wahrscheinlichkeit (1-p) fallt der Kurs. Gerade wegen dieser einfachen
Struktur ist das Modell gut geeignet, sich mit den wichtigen Begriffsbildungen vertraut
zu machen und eine gute Intuition zu erwerben, welche Gestalt der Lésung wir bei den
entsprechenden Optimierungsaufgaben in komplexeren Modellen zu erwarten haben.

In Abschnitt 3.2 werden wir, nachdem wir den Handel bei Transaktionskosten in
natiirlicher Weise durch Angabe der Transaktionen eingefithrt haben, zeigen, wie eine
neue Formulierung iiber Angabe der Handelsart (Kauf, Halten oder Verkauf) und des
neuen Wertanteils nach der Transaktion moglich ist. Diese Begriffsbildung erméglicht
zum einen eine sehr pragnante Darstellung der Ergebnisse, zum anderen gelangen wir
aber auch zu einigen Resultaten, die von sich aus von Interesse sind.

So werden wir in Theorem 3.6.2 zeigen, dass es bei gegebener Verkauf oder Kaufent-
scheidung optimal ist, so zu handeln, dass ein ganz bestimmter Wertanteil _; bzw.
f41 erreicht wird. Dieser Wertanteil hangt dabei nur von den Parametern des Modells
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und den proportionalen Transaktionskosten ab und ist somit unabhéngig von dem
Kapital und dem Wertanteil in den Aktien, mit dem gestartet wird.

Nach einer Existenzaussage in Satz 3.7.2 werden wir in Abschnitt 3.8 die Bereiche
charakterisieren, in denen jeweils eine der Handelsarten optimal ist. Dabei wird sich
in Theorem 3.8.5 und den Sétzen 3.8.6 und 3.8.8 zeigen, dass auch fiir die allgemeinen
Transaktionskosten sehr genaue Strukturaussagen tiber diese Verkauf-, Halten- und
Kaufbereiche getroffen werden kénnen. In Abschnitt 3.9 fassen wir diese Resultate fiir
rein proportionale Kosten, fir fixe Kosten und fiir konstante Kosten jeweils zusammen.
Die dort zu erkennende Struktur entspricht den Aussagen in kontinuierlicher Zeit der
oben angesprochenen Arbeiten.

Binomialmodell

Wir werden unsere Betrachtungen in Kapitel 4 auf das sogenannte CRR-Modell oder
Bimoialmodell ausdehnen, in dem tber mehrere Perioden gehandelt wird.

Wir beginnen in 4.2 mit der Einfithrung des Modells und der Motivation der Begriffe
der Handelsart und des Wertanteils. Hier ist der neue Zugang wesentlich, um eine
Einbettung in die Theorie der markovsch kontrollierten Prozesse zu erreichen und
deren Ergebnisse nutzen zu konnen. In 4.4 geben wir einen kurzen Uberblick iiber die
von uns bendtigten Definitionen und Resultate dieser Theorie.

In Abschnitt 4.6 werden wir mehrere klassische Optimierungsaufgaben fiir den Fall
l6sen, dass keine Transaktionskosten vorliegen. Unter Transaktionskosten scheinen kei-
ne expliziten Losungen mehr méglich zu sein. Wir formulieren in 4.7 Existenzresultate
und geben fiir fixe und proportionale Kosten bei endlichem Zeithorizont einen sehr
effizienten Algorithmus zur Bestimmung einer optimalen Kontrollstrategie an.

Zum Abschluss stellen wir in Abschnitt 4.8 im Vorgriff auf das folgende Kapitel 5
einen Ansatz vor, wie eine gute Handelsstrategie fiir das Problem der Maximierung der
asymptotischen Rendite gefunden werden kann. Dieser Zugang basiert nicht mehr auf
den Resultaten der Theorie der markovsch kontrollierten Prozesse, sondern benétigt
fiir die wesentlichen Aussagen erneuerungstheoretische Argumente.

Fixe und proportionale Kosten im Black-Scholes-Modell

In Kapitel 5 werden wir im Black-Scholes-Modell das Problem der Maximierung der
asymptotischen Rendite bei Vorliegen von fixen und proportionalen Transaktionskos-
ten untersuchen. Wesentlich fiir die Riickfiihrung auf ein Problem des optimalen Stop-
pens mit linearen Kosten bei fixen Kosten ist in Morton und Pliska (1995), dass
aufgrund der einfachen Kosten der Wertprozess in den Handelszeitpunkten sich als
Produkt der Wertzuwéchse zwischen den Handelszeitpunkten darstellen lasst, was bei
Verwendung des Logarithmus zu einer gut behandelbaren additiven Darstellung fiithrt.
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Ohne eine griindliche Untersuchung ist nicht erkennbar, ob solch eine Faktorisierung
auch bei der zusidtzlichen Beriicksichtigung von proportionalen Transaktionskosten
moglich ist.

Wie im Binomialmodell kénnen wir zeigen, dass uns die Einfithrung von Handelsart
und neuem Wertanteil solch eine Darstellung erméglicht.

Das Problem der Maximierung der asymptotischen Rendite ist insofern schwierig, als
dass es kein Resultat gibt, das die Existenz einer optimalen stationdren Kontrollstrate-
gie in unserer Situation sichern wiirde. Wir geben in 5.6 einige Referenzen an. Deshalb
werden wir gewisse Stationaritdtsannahmen an die Kontrollstrategie stellen, wie es
Morton und Pliska (1995) implizit auch getan haben, wobei in unserer Situation die
neuen Wertanteile 77—y nach einem Verkauf und 74, nach einem Kauf zu unterscheiden
sind. Betrachten wir von diesen Kontrollstrategien nur solche, in deren Handelszeit-
punkten nur gekauft oder verkauft wird (d.h. kein Halten der Aktien stattfindet), so
gelangen wir zu der Klasse der Handelsstrategien.

Fiir diese lasst sich dann zeigen, dass eine regenerative Struktur vorliegt, die zu einer
Reduktion des Problems auf eine Periode zwischen zwei Verkdufen fithrt (Theorem
5.6.13). Unter Ausnutzung des invarianten Mafles der eingebetteten Markovkette der
Handelsarten (siehe Satz 5.6.8) lasst sich diese Darstellung auf eine einzige Periode
zwischen zwei Handelszeitpunkten zuriickfiihren, wenn wir als Startverteilung das in-
variante Mafl verwenden. Dieses Theorem 5.6.14 ist das wichtigste neue Resultat in
diesem Kapitel.

Unter seiner Ausnutzung lasst sich in der Klasse der Handelsstrategien mit festen
Stoppgrenzen numerisch sehr leicht die optimale asymptotische Rendite und eine op-
timale Handelsstrategie bestimmen, siehe Theorem 5.8.3.

Zur Untersuchung der Frage, ob eine optimale Handelsstrategie in der Klasse der stark
stationaren Kontrollstrategien konstante Stoppgrenzen m_; und w1, hat, unternehmen
wir in 5.7 einen Exkurs in die Theorie des optimalen Stoppens bei linearen Kosten.
Anschliessend kénnen wir in 5.8 einen Verifikationssatz angeben, unter dem das auftre-
tende optimale Stoppproblem zu konstanten Stoppgrenzen fiithrt. Der Nachweis, dass
dies immer gilt, ist aber schwer zu erbringen.

Wir beenden den theoretischen Teil mit Theorem 5.8.10, das uns garantiert, dass
bei Existenz einer optimalen Handelsstrategie diese auch eine mit konstanten Stopp-
grenzen sein muss, so dass eine Maximierung nach Theorem 5.8.3 in vier Parametern
N-1,N41,T—1 und 7y moglich ist. Abschlielend folgen in Abschnitt 5.9 verschiedene
Beispiele.

Da die Maximierung numerisch gut handhabbar ist, liegt in einer Menge gut inter-
pretierbarer Strategien ein Verfahren vor, die optimale Handelsstrategie in einfacher
Weise zu bestimmen.
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1.5 7,7 und R

Aufgrund der Untersuchungen in den drei verschiedenen Modellen und der Komple-
xitat der Begriffsbildung, sind die Bezeichnungen in dieser Arbeit leider nicht immer
ganz zu trennen, wobei sich in den Bezeichnungsweisen im Wesentlichen aber nur
Uberschneidungen mit den Uberblickskapiteln 2, 4.4, 5.2 ergeben.

Zur Referenz geben wir in diesem Abschnitt eine Auswahl der speziell in dieser Arbeit
verwendeten Bezeichnungen wieder.

Wertanteil vor dem Handel

o Wertanteil der Aktien bei Handelsbeginn 5.3.2

m(n) Wertanteil zum Zeitpunkt n (vor dem Handel), 4.3.2 und S. 90
w(n) Wertanteilprozess ohne Handel zur Zeit n, 4.8.1

T Neuer Wertanteil im Handelszeitpunkt 7,, 5.4.4

(1) Wertanteil zur Zeit ¢ (vor einem Handel), 5.4.4, 5.5.1

w(t) Wertanteilprozess ohne Handel zur Zeit ¢, 5.3.2

m_1, Ty1 Konstante Stoppgrenzen, 5.8.5 und S. 122
-1, Ty1 Grenzen des Verkauf- und Kaufbereiches, 3.8.3

*

72y, 71, Optimale konstante Stoppgrenzen, 5.8.3, 5.8.5

Neuer Wertanteil nach dem Handel

N, Mn Neuer Wertanteil, im Handelzeitpunkt n bzw. 7,, 3.4.1, S. 89, 5.5.1
Mo Wertanteil zu Handelsbeginn, 5.5.1

Nopt Optimaler Wertanteil ohne Transaktionskosten, 2.4.6

7 Optimaler Wertanteil ohne Transaktionskosten, 3.5.1

N—1, N41 Optimaler Wertanteil nach Verkauf bzw. Kauf, 3.6.3

N-1k, N41,5 Optimaler Wertanteil nach Verkauf bzw. Kauf , 4.7.3

=1, N+1 Wertanteil nach Verkauf bzw. Kauf , 5.6.4 und 5. 122
NZ1s M Optimaler Wertanteil nach Verkauf bzw. Kauf, 5.8.3

Die asymptotische Rendite (AR)

R Opimale AR, S. 4.3.3

Rop Optimale AR ohne Transaktionskosten, 2.4.6

R Optimale AR in Z, 5.6.1

R Optimale AR in Z;, 5.6.4

R, Optimale AR in H,, 5.8.2

R4 AR der Kontrollstrategie (7, 4,7n), 5.6.1
RU1=1741,7) AR der Kontollstrategie (n_1,n41,7) aus Z,, 5.6.4

fr(n-1,741,m—1,741) Zu maximiernde Funktion zur Bestimmung der

AR der Handelsstrategie (n_1,7941, Tryy ey ), 5.8.2
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Einige weitere Bezeichnungen

a, A,

A, Ao, Ay, A
A’ At

A

B,

B(n), B(t)
C

v

r

D, D_y, Dy,
DO

)

&

faa fna fA

g

9, go,gN

g
H

H.

My, M_y, My,

p

P——5 P—+5 P+-> P++
P-1, P+1

q

q-1, 4+1
Sn

Handelsart, 3.4.1, S. 89, 5.5.1

Zulassige Aktionen, zuldssige neue Wertanteile, 3.4.1
Zulassige Aktionen, 4.2.9, 4.3.1, 5.5.3

Wertanteile, denen Handelstrategie in ‘H. entspricht, 5.8.2
Neuer Wert im Bond in 7, 5.4.2

Bondkurse, 3.2.1, 4.2.1, S. 133

Konstanter Kostenanteil, S. 44

Proportionaler Kostenanteil, 3.2.2, S. 82, 5.4.2
Wertabhédngiger Kostenanteil, 3.2.2, 5. 82

Zulassige Transaktionen, 3.2.4

Zuléssige Transaktionen, 4.2.5, 5.4.5

Transaktionen zur Handelszeit n bzw. 7,, S. 43, 4.2.2, 5.4.2
Fixe Kosten, S. 44, 5.4.2

Mogliche neue Wertanteile, 3.4.1

Siehe 3.2.6, 4.2.7, 5.4.6, 5.5.5

Wertzuwachs, 5.6.6

Anfangswert, Auszahlungsfunktionen, S. 103
Auszahlungsfunktion im Stoppproblem, S. 179
Handelsstrategien, 5.6.9

Handelsstrategien mit konstanten Stoppgrenzen, 5.8.2
Verkauf-, Halten- und Kaufbereich, 3.8.1
Wahrscheinlichkeit fiir wachsenden Kurs, 3.2.1, 4.2.1
Ubergangswahrscheinlichkeiten, 5.6.8, 4.8.3

Invariantes Maf, 5.6.8, 4.8.3

Parameter des Martingalmafes, 3.3.3

Parameter der MartingalmaBe bei Verkauf bzw. Kauf, 3.3.3
Neuer Wert in der Aktie in 7, 138

Aktienkurse, 3.2.1, 4.2.1, S. 133

Invariantes Maf, 5.6.11

Handelszeitpunkt, 5.4.1

Endwert, Wert zur Zeit n, ¢, 3.2.4, 4.2.2, S. 90, 5.4.4, 5.5.1
Neuer Gesamtwert, 5.4.4, 5.5.1

Wert im Bond zur Zeit n bzw. ¢, 4.2.2, 5.4.2

Wert in der Aktie zur Zeit n bzw. t, 4.2.2, 5.4.2

Wert ohne Handel bis n bzw.t, 4.8.2, 5.3.2

Erlaubte Startwerte, 3.2.2

Kurssprung der Aktie, 3.2.1, 4.2.1

Zulassige Kontrollstrategien, 5.5.3

Stark stationare Kontrollstrategien, 5.6.4
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Kapitel 2

Methoden und Resultate der
Portfoliotheorie

2.1 Uberblick

In diesem Kapitel wollen wir einen kurzen Uberblick iiber die grundsitzlichen Me-
thoden der Portfoliotheorie geben sowie kurz die historische Entwicklung und den
aktuellen Stand der Forschung bei der Beriicksichtigung von Transaktionskosten auf-
zeigen.

Um eine einheitliche Darstellung zu gewahrleisten, beschranken wir uns auf das Black-
Scholes-Modell mit konstanten Koeffizienten. Dieses und die Modellierung des Han-
dels ohne Transaktionskosten fithren wir im folgenden Abschnitt ein. Anschliessend
erlautern wir in 2.3 den Begriff der Nutzenfunktion und stellen einige typische Op-
timierungsaufgaben vor. In Abschnitt 2.4 gehen wir nach einem kurzen historischen
Uberblick auf die Methoden der punktweisen Maximierung, der stochastischen Kon-
trolltheorie und auf die Martingalmethode ein. Am Ende des Abschnitts werden wir
einige Losungen fiir konstante Koeffizienten und verschiedene Nutzenfunktionen an-
geben. Diese resultieren bei logarithmischen und isoelastischen Nutzen in der soge-
nannten Merton-Linie, die veranschaulicht, dass ein optimaler Wertanteilprozess einem
konstanten Wertanteil identisch ist.

Den Wertanteil der Aktien konstant zu halten erfordert aber zeitstetiges Handeln und
ist daher bei der Einfithrung von Transaktionskosten so nicht mehr moglich, da diese
Strategie zum sofortiger Ruin fithrte. Das macht die Notwendigkeit deutlich, Modelle
mit Transaktionskosten zu untersuchen. Es gibt im wesentlichen drei Modellierungs-
ansitze. In 2.5 geben wir wieder einen knappen Uberblick iiber die historische Ent-
wicklung und gehen auf den aktuellen Stand der Forschung ein. Anschlielend stellen
wir die drei Modellierungsansiatze und die sich ergebenden Resultate detaillierter dar.
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2.2 Handel im Black-Scholes-Modell

Gegeben seien ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), ein Standard-Wiener-Prozess
(Vv(t))tzo unter P, und es bezeichne (~7:t>t20 die von (W(t>>t20 erzeugte rechtsseitig
stetige und vervollstandigte Filtration.

Zu Parametern r > 0 (Zinsrate), so > 0 (Anfangskurs), p € IR (Trend) und o > 0
(Volatilitat) werden der Kurs (B(%))¢>0 eines Bonds mit Zinsrate  und der Kurs einer
Aktie (S(¢))¢>0 mit Trend p und Volatilitat o wie folgt eingefithrt. Thre Dynamik ist
gegeben durch

dB(t) = B(t)rdt, B(0)=1,

und

dS(t) = S(t)(pdt + o dW(t)), S(0)= so,

d.h. es sind fiur ¢t > 0
B(t) = e’

und

S(t) = spet! eI Wi=50°t

Wir werden der Ubersichtlichkeit halber konstante Koeffizienten p und o verwen-
den, wie wir sie hier eingefithrt haben. Bei der Vorstellung der Resultate werden wir
auf mogliche Verallgemeinerungen fir deterministische und stochastische Koeflizienten
hinweisen. Dabei konnen deterministische Koeffizienten zusatzlich eine Zeitabhangig-
keit aufweisen und stochastische Koeffizienten als adaptierte stochastische Prozesse
gegeben sein.

Der Handel einer Investorin wird beschrieben durch

- das Startkapital = > 0,

- den Portfolioprozess (m(t));>0, der angibt, welchen Wertanteil die zur Zeit ¢ ge-
haltenen Aktien ausmachen,

- und einen Konsumprozess (¢(t))s>0, der die Rate angibt, mit der dem Portfolio
Wert entzogen wird.

An diese Prozesse sind je nach Optimierungsaufgabe unterschiedliche Anforderungen
modelltheoretischer und technischer Art zu stellen, auf die wir in diesem Uberblicks-
kapitel in der Regel nicht eingehen werden. Wesentlich ist die Forderung, dass diese
Prozesse adaptiert zu (F;);>0 sein miissen, d.h. dass nur die zum jeweiligen Zeitpunkt
vorliegenden Informationen aus der Kursentwicklung fiir eine Entscheidung heranzu-
ziehen sind.
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Der zugehorige Wertprozess ohne Transaktionskosten ist zum Startkapital = durch
folgende stochastische Differentialgleichung gegeben

X(0) = =z,

dX(t) = ((1-7(t))X()r —c(t))dt + n(t) X (t)(p di+o dW(1)).
Mit P, bezeichnen wir dass WahrscheinlichkeitsmaB unter der Bedingung X (0) = z,
d.h. essei P, = P(- | X(0) = «), und mit E; den Erwartungswert unter P,. Die unter

geeigneten Bedingungen eindeutig bestimmte Losung mit stetigen Pfaden bezeichnen
wir mit X™¢. Fir ¢ = 0 lautet sie unter P,

X’T’O(t) = exp [/Ot <7“ + 7T(3)(,u — r) — %(W(S)U)2>d8 + Otﬁ(s) odW (s)

Ferner bezeichnen
Xp(t)=(1—=(1))X(t) und Xg(t)=m(t)X(1).

den in den Bond bzw. in die Aktie investierten Wert.

2.3 Nutzenfunktionen und Optimierungsaufgaben

Je nach Optimierungsaufgabe kénnen nur bestimmte Wertanteil- und Konsumprozesse
zugelassen werden. So werden wir zum Beispiel bei der Verwendung des Logarithmus
des Wertes darauf zu achten haben, dass der Wertprozess auch immer strikt positiv
ist. Hinzu kommen Messbarkeits-, Integrierbarkeits- und Beschréanktheitsbedingungen.
Wir wollen diese in diesem Ubersichtskapitel nicht alle auffithren, sondern sprechen
kurz von zuldssigen Wertanteil- und Konsumprozessen und verweisen fiir die Einzel-
heiten auf die angegebenen Referenzen.

Wir wollen uns jetzt den Optimierungsaufgaben zuwenden. Eine nicht sehr sinnvolle
Problemstellung ist die Maximierung von

E, [ X7(T)] iber alle zuldssigen (7 (1))¢>o0.

Denn die Maximierung des erwarteten Endwertes fihrt konsequenterweise zur Aus-
wahl desjenigen Finanzgutes mit der hochsten erwarteten Auszahlung, so dass das
Risiko solch einer Anlage unberiicksichtigt bleibt. Deshalb wird eine sogenannte Nut-
zenfunktion eingefithrt, die eine Bewertung des ausgezahlten Wertes liefert.

Definition 2.3.1
Eine Abbildung U : IR — IR auf einem Intervall Dy C IR heilt Nutzenfunktion, falls

sie im Inneren von Dy zweimal stetig differenzierbar ist, lim,_, ., U'(z) = 0 gilt und
sie streng monoton wachsend und strikt konkav ist.
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U(z) wird als Nutzen einer Auszahlung z interpretiert: Die strenge Monotonie besagt,
dass eine groBere Auszahlung auch einen grofleren Nutzen hat. Aus der Konkavitét
folgt fiir alle x > 0

Ulx+1)=U(z) < U(1) = U(0),

d.h. jede weitere Einheit hat einen geringeren Nutzen als die erste Einheit.

Beispiel 2.3.2

Haufig verwendete Nutzenfunktionen sind beispielsweise

(i) der logarithmische Nutzen
log : (0,00) = IR,

(i1) zu v € (0,1) der isoelastische Nutzen (oder die Power-Ulility)

5
U, :[0,00) = [0,00), :zzr—>$—,
~

(iii) und zu o € IR, f > 0 der exponentielle Nutzen

Usp: IR — IR, T — a—e P2

Es ist leicht zu verifizieren, dass diese Funktionen die Bedingungen aus Definition 2.3.1
erfiillen.

Fiir bestimmte Probleme lassen sich giinstige Klassen von Nutzenfunktionen einfithren,
so dass die Aufgabe fiir die ganze Klasse l6sbar ist; verwiesen sei zum Beispiel auf die
sogenannten HARA- Nutzenfunktionen, die als Spezialfélle den logaritmischen und den
isoelastischen Nutzen umfassen.

2.3.3 Prinzip vom erwarteten Nutzen

Hat eine Investorin die Wahl zwischen einer risikofreien, d.i. deterministischen, Aus-
zahlung x und einer risikoreichen, modelliert durch eine Zufallsvariable X, so wird
angenommen, dass sie den erwarteten Nutzen vergleicht, d.h. gilt U(z) = E[U(X)], so
ist sie unentschlossen, ist U(z) > E[U(X)], so zieht sie die risikofreie Anlage vor, und

im Fall U(z) < E[U(X)] die risikoreiche.

Eine grofle Bedeutung kommt dem erwarteten logarithmischen Nutzen zu, da er zum
einen als erwartete Rendite interpretiert werden kann und die Losungen der im Fol-
genden vorgestellten Optimierungsaufgaben haufig eine ansprechende Gestalt besitzen.
Letzteres trifft auch auf den isoelastischen Nutzen zu.

Unangenehm erscheint bei diesen Nutzenfunktionen aber der eingeschréankte Definiti-
onsbereich. Dazu sei angemerkt, dass die Méglichkeit besteht, nur solche Wertprozesse
mit strikt positivem Wert zuzulassen oder sich wie folgt zu behelfen:
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Bemerkung 2.3.4

Eine Nutzenfunktion U : (dy, 00) — IR kann vermoge

T = inf{z>dy|U(z)>—oc0}
U(i) — U(i+) und U(;L-):—oo fuirz < x

als Funktion von IR nach IR U {—oc} aufgefasst werden, wobei die Eigenschaften aus
Definition 2.3.1 auf { € IR | « > & } erhalten bleiben.

2.3.5 Klassische Optimierungsaufgaben

Sei U eine Nutzenfunktion. Unter der Aufgabe der Portfoliooptimierung verstehen wir
die Maximierung des erwarteten Nutzens des Endwertes oder/und des diskontierten
Konsums und die Angabe einer optimalen Strategie.

Eine optimale Strategie sei dabei eine Handlungsanweisung zur Erreichung des maxima-
len erwarteten Nutzens, zum Beispiel durch Angabe der in 2.2 eingefithrten Wertanteil-
und Konsumprozesse (7(t));>0 und (¢(t))¢>0 oder durch Angabe einer Folge von Han-
delszeiten mit den zugehorigen Kaufen und Verkéufen.

Ohne die erforderlichen Zuldssigkeitsbedingungen zu prazisieren, geben wir im fol-
genden einige sinnvolle Optimierungsprobleme an. Im ersten Kriterium bezeichnet
t — U(t,-) eine zeitabhiangige Nutzenfunktion.

e Optimierung des Konsums und des Endwertes

T
Ji(e) = swp By | [ UGe(n) i+ UX(T))
(m(t),c(t))iefo, 1 0

¢ Optimierung der asymptotischen Rendite

R = sup liminf By [log(X™(T))]
CONE r

e Optimierung der Konsumrate zur Diskontierungsrate a € (0, 1)

Vi(z)=  sup E, [ /OO ™" Ule(t))dt
(m(1)e(1)) 10 0

Dabei sind wir an der Bestimmung der optimalen Werte Jp, R, V, und mehr noch an
der Gestalt optimaler Strategien interessiert, die durch die Wertanteil- und Konsum-
prozesse gegeben sind, unter denen der optimale Wert erreicht wird.
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2.4 Portfoliooptimierung ohne Transaktionskosten

2.4.1 Zur Geschichte

Die moderne Portfoliotheorie in zeitstetigen Modellen beginnt mit der Arbeit von
Merton (1969), in der er im Black-Scholes-Modell mit konstanten Koeffizienten mit den
Methoden der stochastischen Kontrolltheorie das Problem der Wahl eines optimalen
Portfolios unter verschiedenen Nutzenfunktionen 16st. Dabei ist im Fall einer Aktie
unter logarithmischen oder isoelastischen Nutzen so zu handeln, dass die Paare aus dem
im Bond und dem in die Aktie investierten Wert auf einer Geraden in der Wertebene
liegen, die ihm zu Ehren Merton-Linie genannt wird.

Harrison und Kreps (1979) sowie Harrison und Pliska (1981, 1983) stellen in ihren Ar-
beiten die Bedeutung der Martingaltheorie in Mehrperioden-Modellen bzw. in zeitste-
tigen Modellen heraus. Die sich daraus entwickelnde Martingalmethode zur Portfolio-
optimierung in vollstdndigen Markten ermoglicht auch fiir Preisprozesse mit stochas-
tischen Koeflizienten fiir eine grofle Klasse von Nutzenfunktionen die Bestimmung des
optimalen Portfoliowertes und den Nachweis der Existenz optimaler Strategien, siehe
zum Beispiel Karatzas, Lehoczky und Shreve (1987). Eine Angabe dieser Strategien ist
allerdings nur in Modellen mit deterministischen Koeffizienten explizit moglich. Fir
eine umfassende Darstellung der Entwicklung der Portfoliooptimierung verweisen wir

auf Karatzas und Shreve (1998, Seiten 153-158, 318-321).

Wir stellen im Folgenden die Lésungsansatze der punktweisen Maximierung, der sto-
chastischen Kontrolltheorie und die Martingalmethode kurz vor.
2.4.2 Punktweise Maximierung

Bei konstanten Koeffizienten ist das Problem der Maximierung der asymptotischen
Rendite leicht 16sbar. Wir erinnern daran, dass

dX (1) = X(0)((r + 7 (t)(p — r))dt + 7 (L)odW (1))
und somit unter P,
X(t):xexp(/()t7'+7r(s)(p r) — (m( ds+/ s)odW (s
gilt. Zu maximieren ist also bei Start in z
E; [1og(X(T)) ]
_ 1og(;c)+Ex[/0 rb () —r) — dt—l—/ 1o dW (1

= log(z) + Ex[/OTT +r(t)(p—r)— %(T{'(t)a’)2dt:|,
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falls  so gewihlt wird, dass (fy 7(s)o dW(s)); nicht nur ein lokales Martingal, sondern

sogar ein Martingal ist.

Als Prinzip der punktweisen Mazimierung formulieren wir: Wenn der Wertanteilpro-
zess (7*(1))sefo,r) s0 gewdhlt wird, dass zu jedem (¢,w) € [0,T] x Q der Wert 7*(¢,w)
den Integranden maximiert und (7*(t));ep,7] die geforderten Eigenschaften besitzt, so
maximiert (W*(t))tE[O,T] den Nutzen des Endwertes und damit auch die asymptotische

Rendite.

Hier ist einfach
T r4a(p—r)— in’o?

zu maximieren, so dass sich als optimale Losung der konstante Wertanteilprozess

() =4, (>0 fir ﬁ:“;’"

ergibt. Fiir p > r und g —r < o liegt dieser zwischen 0 und 1. Da er konstant
ist, bildet (f; 7(s)o dW(s)); wie gefordert auch ein Martingal unter P,. Die optimale
asymptotische Rendite bestimmt sich zu

R = Jim 2B [log(X(T)) ]

T—oo T

= lim l(/OT r+n)(p—r)— %(ﬁﬂ*g)%ﬁ)

T—oo T

= r—l—l('u_r)2.

2\ g2

Die Berechnung zeigt, dass dieser Ansatz nur fiir deterministische Koeffizienten und
ganz spezielle Optimierungsaufgaben geeignet ist, in denen die Nutzenfunktion auf die
Struktur der Aufgabe zugeschnitten ist.

2.4.3 Stochastische Kontrolltheorie

Die Untersuchung komplexerer Probleme lasst der Ansatz der stochastischen Kontroll-
theorie zu. Diese erfordert eine markovsche Struktur, in der Regel also deterministische
Koeffizienten, fithrt dann aber fiir eine groBe Klasse von Nutzenfunktionen zu explizi-
ten Losungen. Die systematische Anwendung der stochastischen Kontrolltheorie durch
Merton (1969) auf Probleme der Portfoliooptimierung im Black-Scholes-Modell mit
konstanten Koeffizienten sehen wir als Beginn der modernen Portfoliotheorie zeitste-
tiger Prozesse.

Gesucht sind fiir a € (0, 1) Kontrollen 7(¢) (Wertanteil der Aktien) und ¢(t) (Konsum-
rate), t € [0, 7], des Markov-Prozesses (X™°())icpo,7], die zum Beispiel bei endlichem
Zeithorizont eine optimale Losung von

Jr(z) = sup [/ _atU ))dt + U(X™(T))
(7(1),c(t))teqo, 1
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bilden. Sei

Viba)= s B [/’ e ds-+(f@¥$”0(T))].

(m(s)e( e[t ]

Das Bellmann-Prinzip besagt

V(t,z) = sup [/ e Ule(s))ds + V(u X”’C(u))] .

(Tr sE[b u]

Die Ito-Formel und ein Grenziibergang liefern die Hamilton-Jacobi-Bellmann (HJB)-
Gleichung

(xm0)? Vir(t, ) + ((1 —mzr+mTrp— c)Vr(t,x)

=

sup [

™e

+Vi(t, ) = V(L) + Ule) |= 0,
wobei  V(T,X)=U(z), V(t,0)=U(0).

Die Losung des Maximierungsproblems in der HJB-Gleichung liefert =, ¢ in Abhangig-
keit von Vi, V., V... Einsetzen dieser Losung liefert eine Differentialgleichung fiir V.

Zum Nachweis, dass die so bestimmte Losung tatsachlich optimal ist, sind sogenannte
Verifikationssatze notwendig, deren Voraussetzungen nur sehr aufwendig zu iiberpriifen
sind.

Sollte das aber moglich sein, so folgt Jr(z) = V(0, z).

2.4.4 Martingalmethode

Einen eleganteren Zugang zur Portfoliooptimierung liefert die Martingalmethode. Sie
nutzt aus, dass in vollstdndigen Markten jede Auszahlung, die gewissen Integrierbar-
keitsbedingungen geniigt, durch eine zuldssige Strategie auch erreicht werden kann. So-
mit lasst sich das Optimierungsproblem in zwei Schritte aufteilen. Im ersten wird eine
Auszahlung mit optimalem erwarteten Nutzen unter der Nebenbedingung bestimmt,
dass die unter dem sogenannten dquivalenten Martingalmafl bzw. der entsprechenden
Martingaldichte erwartete diskontierte Auszahlung nicht das Startkapital iibersteigt.
Dann folgt die Existenz einer optimalen Strategie zu diesem Startkapital aus einem
sogenannten Reprisentationssatz, im Einzelnen:

7Zu maximieren sei

T
swp | [0 ct)de+ UX(T))
(e L0

Es bezeichne
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und

Z(t) = exp[—dW(t) — %19215], t>0,

die Martingaldichte. Die Niitzlichkeit der Methode beruht im Wesentlichen auf dem
folgenden Resultat (siche zum Beispiel Karatzas und Shreve (1998), Theorem 3.5).

Reprisentationssatz

Sei z > 0. Zu einem Konsumprozess (¢(t)).epo,7] und einer Fr-messbarer Zufallsvaria-

blen Y mit T
E[/ e Z(e()dt + ¢ TZ(TYY| = 2
0

existiert unter P, ein Wertanteilprozess (F(t))tE[O’T] mit

X™(T) =Y.

Damit ergibt sich zur Optimierung des Endwertes das folgende Verfahren, das als
Martingalmethode bekannt ist.

(1) Zu Startkapital « bestimme Y als Lésung von

sup B, [U(Y)] unter E,[e"TZ(T)Y ]< x.
Y Fr—mb.

(2) Der Reprasentationssatz liefert einen Wertanteilprozess (W(t))te[o’T] mit

PAX™(T)=Y) = 1.

Wollen wir nur den Endwert maximieren, d.h. zu maximieren sei

sup B, [U(X™(T)) ],
(m(t))eelo,m]

so vereinfacht sich die Methode wie folgt. Zu

0 =121 Z(T) = exp[—9W(T) — L0°T).

g

sel das WahrscheinilichkeitsmaBl ¢) gegeben durch
QU =B [LA(T)], AcFr

Der Reprasentationssatz liefert dann wieder zu einer Fr-messbaren Zufallsvariablen Y
mit Eg, [e™" TY ]= z einen Wertanteilprozess (W(t))te[o’T] mit X™(T) =Y unter P,.

Damit ergibt sich der folgende Ansatz:
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(1) Zu Startkapital = bestimme Y als Losung von

sup B, [U(Y)] unter Eg, [e"TY <z,
Y Fr—mb.

(2) Der Reprasentationssatz liefert (W(t))tE[O’T] mit P.(X™(T)=Y)=1.

Die Martingalmethode liefert die Existenz einer Losung auch in recht allgemeinen Mo-
dellen mit stochastischen Koeffizienten, also auch bei nicht-markovscher Entwicklung.
Allerdings ist eine explizite Angabe des optimalen Wertanteilprozesses dann kaum
noch moglich.

2.4.5 Resultate bel konstanten Koeffizienten

Die hier angegebenen Ergebnisse haben wir fiir die asymptotische Rendite bereits in
2.4.2 bestimmt. Fiir die anderen Optimierungsprobleme finden sie sich in den zitierten
Arbeiten oder lassen sich aus den allgemeinen Losungen in Karatzas und Shreve (1998,
Kapitel 3) herleiten.

Es bezeichne weiterhin

und

Z(t) = exp(—0W(t) — ]51921&), t>0.
Im Black-Scholes-Modell gelten bei konstanten Koeflizienten

e Fiir logarithmischen Nutzen wird der optimale Nutzen Jr erreicht durch

— 9
’/T(t)zlu T:% und  ¢(t) = ——

bei optimalem Wertprozess

T4+1—tzxzet
X(t) = .
(> T+1 Z(t)

o Der optimale Wert der asymptotischen Rendite wird fir logarithmischen Nutzen
erreicht durch p
W(t) = — und betragt R=r+ %192.
o
e Die optimale Konsumrate zu V,, a € (0,1), ist fiir logarithmischen Nutzen ge-
geben durch
9
c(t) =aX(t), wiederumbei n(t)=—
o
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und fiir isoelastischen Nutzen z — % durch

_ v
(1—&)0'

c(t):(al__z’"_g(f’_ﬂw))((o bei  m(t) =

Dass ein konstanter Wertanteilprozess optimal ist, ist charakteristisch fiir den loga-
rithmischen und isoelastischen Nutzen.

2.4.6 Definition

Wir nennen fortan

(n—r)*
202

—r
Nopt = ’UJZ und R =1+

den optimalen Wertanteil bzw. die optimale asymptotische Rendile ohne Transakti-
onskosten (bei logarithmischen Nutzen).

2.4.7 Die Merton-Linie

In 2.4.5 haben wir gesehen, dass fir U = log der optimale Wertanteilprozess stets

durch g
—r 1
ﬂ-*(t) = TNopt, t Z 07 Nopt = Iu—g =

ag ag

gegeben ist. Also gilt fiir den im Bond und in den Aktien investierten Wert
Xg(t)=(1—m(1))X(t) und Xgs(t)=m(t)X(1)
fiir die optimale Wertentwicklung

Xs(t) = —2 Xp(1), ¢>0,
1 — TIOpt
d.h. fiir alle ¢ > 0 liegt das optimale Wertepaar (Xs(t), Xg(t)) auf der Ursprunggeraden

mit Steigung 1”;’” -
——

Diese wird Merton zu Ehren heute als Merton-Linie bezeichnet.

2.5 Beriicksichtigung von Transaktionskosten

2.5.1 Notwendigkeit von Transaktionskostenmodellen

Die moderne Portfoliotheorie vermag es also, im Black-Scholes-Modell ohne Transak-
tionskosten umfassende Antworten zu geben. Die optimale Losung bei logarithmischen
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Nutzen, wie sie bildlich in 2.4.7 in der Merton-Linie zum Ausdruck kommt, ist wegen
ihrer einfachen Gestalt mathematisch sehr ansprechend.

Allerdings bedeutet ein konstanter Wertanteilprozess, dass zeitstetiges Handeln erfor-
derlich 1st. Da der Aktienkurs Pfade von nicht beschrankter Variation hat, ist auch
der notwendige Handel von nicht beschrankter Variation, so dass nicht zu erwarten
ist, dass diese Strategie noch optimal ist, falls die Investorin fiir ihren Handel Trans-
aktionskosten zu zahlen hat.

Diese beiden Punkte, der zeitstetige Handel und der sofortige Ruin bei Beriicksichti-
gung von Transaktionskosten, fithren dazu, dass solch eine Strategie praktisch nicht
durchfiihrbar ist. Dies liefert die Motivation, Modelle mit Transaktionskosten zu un-
tersuchen, in denen Strategien ganz anderer Struktur zu erwarten sind.

2.5.2 Arten von Transaktionskosten

In der Literatur werden drei unterschiedliche Arten von Transaktionskosten und deren
Kombinationen betrachtet. Die Terminologie ist nicht immer ganz einheitlich.

Fallen Transaktionskosten proportional zum Handelsvolumen an, so bezeichnen wir
diese als proportionale Kosten. Werden die Gebiihren bei einem Kauf oder Verkauf
proportional zum Gesamtwert des Portfolios erhoben, so sprechen wir von fizen Trans-
aktionskosten. Ist bei einer Transaktion ein konstanter Betrag zu zahlen, so bezeichnen
wir die anfallenden Kosten als konstant.

2.5.3 Stand der Forschung

Der naheliegendste und fritheste Ansatz nimmt proportionale Kosten an, d.h. bei je-
dem Handel ist ein Betrag proportional zum gehandelten Volumen zu zahlen. Die op-
timale Strategie, deren Gestalt in Magill und Constantinides (1976) bereits vermuten,
kann durch einen Kegel in der Wertebene beschrieben werden, der die Merton-Linie
umfasst. Im Inneren dieses Kegels wird nicht gehandelt und bei Erreichen des Ran-
des wird gerade so infinitesimal klein gehandelt, dass der Kegel nicht verlassen wird.
Bei dem optimalen Wertprozess handelt es sich um einen an den Réandern des Kegels
reflektierten Diffusionsprozess. Ein erster theoretischer Nachweis gelingt Davis und
Norman (1990). Shreve und Soner (1994) kénnen die restriktiven Bedingungen von
Davis und Norman abschwachen und fithren den Nachweis rigoros, indem sie zeigen,
dass der vermutete optimale Wertprozess eine Viskositats-Losung der auftretenden
Hamilton-Jacobi-Bellmann-Gleichung liefert. Das Verhalten an den Réndern scheint
aus Anwendersicht aber vollkommen irreal und diirfte somit kaum zu beobachten sein.

Wihrend beim ersten Ansatz nur die Héhe des Handelsvolumens geahndet wird, be-
straft der Ansatz fixer Transaktionskosten die H&ufigkeit des Handels, in dem bei
jedem Kauf oder Verkauf ein fester Prozentsatz des Gesamtportfoliowertes zu zahlen
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ist. Durch diese einfache Kostenstruktur zerfallt der Wertprozess multiplikativ, und
das Problem ldsst sich unter dem Logarithmus auf ein Problem des optimalen Stop-
pens in einer Handelsperiode zuriickfithren. Zur Losung der Aufgabe der Maximierung
der asymptotischen Rendite kénnen Morton und Pliska (1995) auch einen Kegel in
der Wertebene bestimmen, in dessen Innerem nicht gehandelt wird. Bei Erreichen des
Randes wird jetzt aber so gehandelt, dass sich der neue Startpunkt in der Nahe der
Merton-Linie im Inneren des Kegels befindet. Die Grenzen des Kegels sind numerisch
bestimmbar, so dass sich eine gut zu praktizierende Strategie ergibt. Auflerdem ge-
ben in einer Folgearbeit Atkinson und Wilmott (1995) ein Verfahren an, wie sich die
optimale Strategie approximativ sehr gut bestimmen lasst, so dass sich auch fiir Port-
folios aus vielen Aktien gute numerische Ergebnisse erzielen lassen. Allerdings leidet
dieser Ansatz der fixen Kosten an der irrealen Kostenstruktur und fiithrt zu langen
handelsfreien Zeiten.

Von dem Ansatz der Kosten her erscheint eine Kombination aus einem festen Betrag fiir
einen Handel und proportionalen Kosten fiir das Handelsvolumen realen Kostenstruk-
turen recht nahe zu kommen. Hier geben Eastham und Hastings (1988) sowie Korn
(1998) unter Benutzung von Methoden der sogenannten Impuls-Kontroll-Theorie den
Nachweis der Existenz von Losungen, konnen sie aber nur fiir linearen Nutzen bzw.
approximativ unter Benutzung einer exponentiellen Nutzenfunktion bestimmen. Auf-
grund pathologischer Eigenschaften des linearen und des exponentiellen Nutzens bei
der Bewertung von Auszahlungen sind die sich ergebenden Strategien praktisch nicht
verwertbar. Doch es bleibt die Einsicht, dass es optimal zu sein scheint, bei Erreichen
einer Stoppgrenze mit strikt positivem Handelsvolumen zu handeln, aber nicht ganz
bis auf die Kurve des optimalen Handels ohne Transaktionskosten zuriickzuhandeln.

Zur Anwendung der Martingalmethode sei erwahnt, dass die Einfithrung von Transak-
tionskosten zu unvollstandigen Méarkten fithrt, die Martingalmethode also nicht ohne
weiteres anwendbar ist. Allerdings haben He und Pearson (1991) in einem diskreten
Mehr-Perioden-Modell gezeigt, dass sich dort ein bestimmtes Martingalmafl auswahlen
lasst, unter dem die Martingalmethode den optimalen Wert liefert. Cvitani¢ und Ka-
ratzas (1996) ibertragen Resultate zum Hedging in unvollstindigen Mérkten auf das
Problem proportionaler Transaktionskosten und erhalten so im Black-Scholes-Modell
mit konstanten Koeffizienten mit Hilfe von Martingalmethoden die Existenz einer op-
timalen Strategie.

In den folgenden Abschnitten werden wir genauer auf die Ansitze zur Behandlung
der verschiedenen Transaktionskostenarten eingehen. Dabei werden wir noch weitere
aktuelle Arbeiten angeben, die die hier beschriebenen erganzen.
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2.6 Proportionale Transaktionskosten

Wir folgen bei der Darstellung in diesem Abschnitt den Arbeiten von Davis und Nor-
man (1990), Shreve und Soner (1994) und dem Uberblick in Korn (1997).

Betrachtet werden Kosten der Form

A - Kaufvolumen + v - Verkaufvolumen, A v € (0,1).

Seien L(t) und N(t) die kumulierten Werte der Aktienkdufe bzw. -verkdufe bis zur
Zeit t. Als Wertentwicklung im Bond und in der Aktie ist dann anzusetzen,

dXg(t) = (Xg(t)r—c(t))dt — (1 +XN)dL(t) + (1 —v)dN(t)
dXs(t) = Xs(t)(pdt+ odW(t))+ dL(t) — dN(1).
Fiir (L(1))¢>0 und (N(t))s>0 wird eine Gestalt der Form

L(t) = /Otl(s) ds, N(t)= /Ot n(s)ds, wobei [(t),n(t) >0

angenommen, um einen Ansatz fir eine Losung zu haben und den stochastischen
Differentialgleichungen einen Sinn zu geben. Weiter darf der Prozess (Xg(1), Xs(t))tzo
den sogenannten Solvenzbereich

{(z,y)e R |2+ (1 —v)y>0,2+(1+ XNy >0}
nicht verlassen. Bestimmt werden soll zu a € (0,1)
Viz,y) = sup E(o,y) [/ ™" Ule(t))dt ]
(1(#)m(),e(t)) 20 0
Unter der Annahme einer markovschen Entwicklung ist das Bellmann-Prinzip
Viz,y) = sup E(ey) [ / e Ule(s))ds + eV (Xp(71), Xs(7)) ]
(12)(),e(t))eeto, ) 0

fir eine Stoppzeit 7 und daraus unter Benutzung der Ito-Formel fir V' und eines

Grenziiberganges folgende Hamilton-Jacobi-Bellmann (HJB)-Gleichung ableitbar.
sup|3y°0 Vi + (or = Ve + py V4 U(C)
Yy~ (14 V4 (1= )V — Vg —a V] =0,
Von ¢,1,n wird gefordert:
¢>0, 0<1,n<nr,

wobeil £ die maximale Handelsrate bezeichne, deren Existenz auch angenommen wer-
den muss. Das Allgemeine Vorgehen zur Bestimmung von V' ist, zuerst durch Losen
des Maximierungsproblems in der HJB-Gleichung

¢,l,n in Abhéngigkeit von V,V,,V,,V,,
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zu bestimmen und dann diese Losungen wieder einzusetzen, um danach die resultie-
rende partielle Differentialgleichung zu losen. In Abhéngigkeit von V' ist die Maxi-
mallésung hier von der Gestalt

¢ = (U)' (W),
= Ly >0

n = kly,<a-nv)

Um eine genauere Bestimmung zu ermoglichen, sind weitere Eigenschaften von V
auszunutzen. Es kann zum Beispiel gezeigt werden, dass V' konkav ist und die folgende
Homogenitatseigenschaft erfillt:

V(dz,Ay) =U'(MNV(z,y) fir A >0, analog fiir V., V.

Gilt V, = (1 + M)V, in (x,y), so gilt dies somit auf dem ganzen Strahl - beginnend in
0. Dadurch erfolgt die Trennung des Solvenzbereiches in Kauf-, Halten- und Verkauf-
Bereich.

7 zeigen bleibt:

- Es gibt nur zwei dieser Strahlen, die den Solvenzbereich trennen.

- Zu gegebenen Bereichen existieren eindeutig bestimmte Prozesse L, N der Ge-
stalt

t
L(t) = /01{(XB(S),Xs(s))eaKaufbereich}(5)dL(S)

1
N(t) = /01{(XB(s),Xs(s))e{;\Verkaufbereich}(3)dN(S)

so dass die stochastischen Differentialgleichungen fiir X, X erfillt sind.

- Es ist ein Verifikationssatz zu beweisen, der garantiert, dass eine Losung unter
den zahlreichen gemachten Annahmen auch noch optimal fiir das urspriingliche
Problem wire.

- SchlieBlich ist noch ein Existenzsatz nachzuweisen, der aussagt, dass die Annah-
men des Verifikationssatzes auch erfillbar sind.

Shreve und Soner (1994) fithren den Nachweis rigoros, indem sie zeigen, dass der
vermutete optimale Wertprozess eine Viskositats-Losung der auftretenden Hamilton-
Jacobi-Bellmann-Gleichung liefert. Der optimale Wertprozess (Xg(t), Xs(t)):>0 hat
die Gestalt eines an den Réndern des oben motivierten Kegels reflektierten Diffusions-
prozesses.
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Im Vergleich zur zusitzlichen Berticksichtigung von konstanten Kosten, miissen die
proportionalen Kosten noch als gut behandelbar angesehen werden.

So gibt es auch zahlreiche aktuelle Arbeiten zu proportionalen Transaktionskosten. Wir
erwahnten bereits die Arbeit von Cvitani¢ und Karatzas (1996), in der mit einem Mar-
tingalansatz unter anderem eine Aussage liber die Existenz einer optimalen Strategie
bei proportionalen Transaktionskosten erfolgt. Benth, Karlsen und Reikvam (2000) be-
trachten die Auswirkung proportionaler Transaktionskosten fir Levy-Prozesse. Akian,
Sulem und Taksar (2000) bestimmen numerisch die optimale asymptotische Rendite
als Grenzwert der optimalen Werte einer Folge von Diskontierungsproblemen.

2.7 Fixe Transaktionskosten

Wir orientieren uns an der Arbeit von Morton und Pliska (1995) und deren Zusam-

menfassung in Korn (1997) und Schneider (1999).

Betrachtet werden jetzt fixe Kosten, d.h. zu einem Handelszeitpunkt fallen Kosten der
Form
4 - Portfoliogesamtwert, 4§ € (0,1)

an. Gesucht ist eine Folge (7,, 7, )nen von

Stoppzeiten 71 < 7 < ... (Handelszeitpunkte) und von

Wertanteilen 71,72, ... in (0,1) (neue Wertanteile nach der Aktion),

die

(m,7)
R= sup liminf F [log(X™"(T) ]

(TrsTn ) new T—o0 T

erreicht. Dabei ist der Wertprozess (X(T*“)(t))tzo bestimmt dadurch, dass in einem
Handelszeitpunkt 7, der Wert um den Faktor 1 — 4 fallt und mit einem neuen Wertan-
teil m,, der Aktien gestartet wird. Zwischen diesen Handelszeitpunkten folgt die Wert-
entwicklung einem Wertprozess ohne Handel, d.h. der Anteil im Bond verzinst sich
mit Zinsrate r und der Anteil in den Aktien entwickelt sich der Dynamik der Aktie
entsprechend. Aufgrund der einfachen Transaktionskostenstruktur zerfallt dabei der
Wertprozess in angenehmer Weise wie folgt:

. _ e "\ Tn+1—Tn S(Tn 1>
X(Top) = (1=8)X(m) ((1 — e ( )4, S(T:) )

1l —m,

= (1-9) 1 — 7(Thg1)

,X’(Tn> eT(’Tn.'_] —Tn)’

wobei die zweite Gleichheit daraus folgt, dass ohne Handel gemaf}

(1 —m(r + ) X(10 + 1) = (1 — 7)) X (7)€"
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durch Beobachtung des Wertanteils im Bond auf den Gesamtwert geschlossen werden
kann. Unter naheliegenden Stationaritatsannahmen an die Handelszeiten und dem An-
satz eines konstanten Startpunktes n*, d.h. n* =7 = my = ..., lasst sich das Problem
unter Ausnutzung der dann vorliegenden Unabhangigkeitsstrukur der Handelsperi-
oden auf eine Handelsperiode reduzieren. Zu bestimmen ist dann nur dieser optimale
Wertanteil n* und eine optimale Stoppzeit 7 mit

Eﬂ [g<T/aT)] Eﬂ* [9(77*’7-*)]

R =sup =
7 E,[7] Epe [ 7]

zu
g(n,7) =log(l = &)+ log(l —n) +r7 —log(l — =(7)).

Damit kann das Optimierungsproblem auf ein Problem des optimalen Stoppens mit

linearen Kosten fiir den Wertanteilprozess (m(t));>o zuriickgefithrt werden, da gelten

0 = sup (log(1 — &) +1log(l —n)+ f(n) ),
fn) = sup (=Eylog(l —a(r)) = (R —r)E,; [7]),

wobei das Supremum durch 7% und 1* angenommen wird. Dabei ist wesentlich, dass der
Wertanteilprozess (7(t)):>0 ohne Handel ein Diffusionsprozess mit bekannter Dynamik

dr(t) = (1 —7(t)m(t)((g — 7 — 0'27T(t)>dt + o dW (1)),

ist, so dass sich tiber den zugehorigen Erzeuger die benotigten Erwartungswerte der
Stoppzeiten gut bestimmen lassen. Die Untersuchung des zugehérigen freien Rand-
wertproblem zeigt, dass die optimalen Strategien eine Strukter der folgenden Form
aufzuweisen scheinen:

™ =inf{t>0|7n(r)=n_y oder n(7) =myy },
wobei gilt

o1 >n">mp und TR N

Morton und Pliska (1995) erhalten ihr Resultat auch fir mehr Aktien, und Atkinson
und Wilmott (1995) zeigen, dass auch dann das Problem numerisch noch gut behan-
delbar ist. Paulsen (2000) zeigt fiir den symmetrischen Fall ,,, = 3, dass eine Losung
auch wirklich existiert und diese Gestalt haben muss.

2.8 Konstante und proportionale Kosten

Hier folgen wir den Arbeiten von Eastham und Hastings (1988) und Korn (1997, 1998).

Die Kosten haben jetzt die Gestalt
C' + v- Transaktionsvolumen, C >0, v € (0,1)

Das Problem wird in die sogenannte Impuls-Kontrolltheorie eingebettet. Eine Impuls-
Kontrollstrategie ist eine Folge (7,, A,), mit
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1 < Ty < ... Stoppzeiten (Aktionszeitpunkte),

A,, Aktion zur Zeit 7,: Wert der gekauften Aktien.

Dabei interpretieren wir 7, als den n-ten Handelszeitpunkt und A, als das Transak-
tionsvolumen, genauer als den Wert, der zuséatzlich in die Aktien investiert wird. Wir
sprechen auch kurz von einer Transaktion. Fir eine Transaktion A sind Transaktions-
kosten der Form

C'liazoy +7[A]
zu zahlen.
Unter der Annahme r = 0 hat der Wertprozess zum Startkapital (z,y) die Dynamik
XB(O) = I, Xs(O) =Y,
dXp(t) = 0, dXs(t) = Xs(t)(pdt +o0dW(t)), t#m,
und in den Handelszeitpunkten erfolgt durch die Transaktion folgende Wertverschie-
bung:
XB(Tn+1> = XB(Tn> - A, — F)/|An| -T 1{An;£0}7
XS(Tn+1> = (XS(Tn) + An>e(ﬂ_a2_2)(m+l_TH)GU(WT"H_WT”)a

wobei in der ersten Gleichung zu beachten ist, dass zur Vereinfachung der Analyse eine
Zinsrate r = 0 vorausgesetzt wurde.

Es bezeichne zu T' > 0 und Startkapital (z,y)

olt,z,y) = sup By [UXB() + Xs(1)) ], 1 €[0,T],

(TnsAn)nem

den optimalen Endwert bei Start in ¢t € [0,1] mit Werten z,y. Ziel ist die Bestim-
mung einer Impuls-Kontroll-Strategie, fir die v(0,z,y) erreicht wird. Insbesondere
gilt o(T,z,y)=U(z +y). Fir
supv(t, v — A —y|Al =T,y +A), t>0
Mooy =1 h ( 7]A| )
Uz +y), t=T

gilt

o(t,z,y) > Mo(t,z,y)
( = , falls A # 0 optimal oder t = T)
( > , sonst, d.h. A =0 optimal int #T)

und das Bellmann-Prinzip lautet

o(t,z,y) = sgp Et,z,) [ Mu(7, Xp(7), Xs(7)) ] .
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Ein Losungsansatz bildet die Tteration

vo(t,z,y) = Buey [ U(XB(E) + Xs(t)) ],
U7L+1(t7$7y) = Ssup E(tvay) [MUTL(T7 XB(T)JXS(T)) ]7 n e ]ZV

Theorem 3.1 mit Bemerkung 5 (a) in Korn (1998) zeigt, dass die Iteration tatsachlich
monoton wachsend gegen den optimalen Wert konvergiert.

Ein anderer Ansatz kann iiber den Versuch erfolgen, eine Losung der sogenannten
Quasi-Variations-Ungleichungen (qvis) zu bestimmen. Zu

1
Lo(t,,y) = 5oy ouy(l @, y) + py vyt e, y) + vl 2,y)
lauten diese

1) Lo(t,z,y) <0,

3 (v(t,x,y) — Mv(t,:v,y))l)v(t,:v,y) =0,

(
(
(
(4) v(T,xy) = Ulx+y).

)

2) v(t,z,y) > Mo(t,z,y),
)
)

Zu einer stetigen Losung existiert dann eine Impuls-Kontroll-Strategie, die den Wert
liefert. Unter geeigneten Regularitatsbedingungen gelten (Theorem 4.2 und Bemer-
kung 5 (a) in Korn (1998))

(i) Ist © Losung der qvis, so folgt v < 0.

(ii) Existiert eine zugehérige Impuls-Kontroll-Strategie, so folgt sogar v = ©.

Losungen und Losungsansitze gibt es fiir den einfachen Erwartungswert (Identitat als
Nutzenfunktion) und fiir den exponentiellen Nutzen U(z) = e=#%, 8 > 0. Fiir letzteren
gilt

v(t,z,y) = e P7u(1,0,y).
Durch diese Separation erfolgt eine Vereinfachung der Quasi-Variations-Ungleichungen,
die einen Ansatz moglich macht, der zu einer approximativen Losung fiithrt.

Bereits in einem einfache Einperiodenmodell kann beobachtet werden, dass bei expo-
nentiellen Nutzen der optimal in den Aktien zu investierende Wert unabhéngig vom
Gesamtwert ist, siche Bemerkung 3.5.3. Eine ebenso pathologische Strategie resultiert
hier. Es zeigt sich, dass es in der Regel unter dem exponentiellen Nutzen optimal zu
sein scheint, niemals Aktien zu kaufen.

Die optimale Lésung zeigt aber zumindest insofern eine verniinftige Struktur, als dass
neben einem Bereich, in dem die Aktien nur gehalten werden, jetzt auch in diesem
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Bereich zwei Kurven fiir Kauf und Verkauf hinzukommen, zu denen so gehandelt wird,
dass der Wert nach einem Kauf oder Verkauf genau auf der jeweiligen Kurve liegt.

(Oksendal und Sulem (2001) untersuchen bei gleicher Kostenstruktur fir unendlichen
Zeithorizont und isoelastischen Nutzen eine Kombination aus einem stochastischen
Kontroll- und einem Impuls-Kontrollproblem. Und zwar nehmen sie eine kontinuierli-
che Entnahme durch einen Konsumpress an, gehen aber gleichzeitig davon aus, dass
die Handelszeiten nur durch eine Folge von Stoppzeiten gegeben sind. Sie zeigen, dass
der optimale Wert die eindeutig bestimmte Losung der zugehérigen Quasi-Variations-
Ungleichungen ist und prasentieren numerische Ergebnisse, die aufzeigen, dass nicht
die pathologische Struktur wie bei exponentiellem Nutzen vorliegt. Die numerische
Methoden zu Behandlung dieser Ungleichungen werden in Chancelier, Qksendal und
Sulem (2000) entwickelt. In dieser Arbeit wird auch die Kombination eines optima-
len Stopproblems (zufélliger Zeithorizont) und eines stochastischen Kontrollproblems
(kontinuierliche Entnahme unter isoelastischem Nutzen) untersucht.

2.9 Vergleich der Transaktionskostenmodelle

In den letzten drei Abschnitten haben sich im Wesentlichen die folgenden Charakte-
ristika der verschiedenen Transaktionskostenansétze ergeben:

Fir proportionale Kosten scheint eine reale Kostenstruktur vorzuliegen und die Re-
sultate liefern die Einsicht, dass es einen Bereich gibt, in dem das Halten der Aktien
optimal ist. Allerdings liegt am Rand dieses Bereiches ein so am Markt nicht beob-
achtbares Verhalten vor. Auflerdem ist das Problem numerisch und fir mehr Aktien

nicht gut behandelbar.

Bei fixe Kosten liegt eine irreale Kostenstruktur vor, die aber noch gerechtfertigt wer-
den kann. Die resultierende optimale Strategie ist praktisch durchfithrbar. Auflerdem
ist das Problem numerisch gut behandelbar, auch fiir mehr Aktien. Allerdings ist der
Losungsansatz nur bei einem unendlichen Zeithorizont méglich. Ferner sind die hohen
erwarteten Zwischenhandelszeiten als kritisch anzusehen.

SchlieBlich entspricht die Kombination von konstanten und proportionalen Kosten
am ehesten einer realen Kostenstruktur. Allerdings sind die resultierenden Variations-
ungleichungen kaum noch behandelbar. Nur fiir sehr fragwiirdige Nutzenfunktionen
scheint eine Lésung moglich zu sein. Die Ergbnisse fiir diese geben aber eine Einsicht
in die zu erwartende Struktur bei einer Kombination von verschiedenen Transaktions-
kosten.

Zusammenfassend kénnen wir sagen, dass alle drei Ansdtze zu Strategien fithren, die
aufgrund der jeweiligen Kostenstruktur plausibel sind. Im Fall proportionaler Kos-
ten ist die resultierende Strategie aber irreal, im Fall fixer Kosten ist dagegen die
Kostenstruktur irreal und beim Ansatz konstanter plus proportionaler Kosten scheint
eine Bestimmung einer optimalen Strategie fiir gut interpretierbare Nutzenfunktionen
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aufgrund der Struktur des Problems kaum mdoglich zu sein.

Nach unseren Untersuchungen in einer und in mehr Perioden werden wir in Kapitel
5 fir eine Aktie eine Verallgemeinerung der Resultate von Morton und Pliska (1995)
erreichen, indem wir zusatzlich proportionale Kosten zulassen werden. Durch Annah-
me einer Feinstruktur, wie sie sich in der Arbeit von Korn (1998) andeutet, konnen
wir in einer verniinftigen Klasse von Kontrollstrategien die optimalen Strategien cha-
rakterisieren und liefern ein Verfahren, wie diese numerisch sehr gut zu bestimmen
sind.
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Kapitel 3

In einer Periode

3.1 TUberblick

Das Ein-Perioden-Binomialmodell beschreibt die Kursentwicklung eines Bonds (oder
Verzinsung eines Kontos) und einer Aktie. Dabei wird nur die denkbar einfachste
stochastische Entwicklung fiir den Aktienkurs angenommen: Mit Wahrscheinlichkeit p
steigt der Kurs in der betrachteten Periode und mit der Wahrscheinlichkeit (1—p) fallt
der Kurs.

Wegen dieser einfachen Struktur ist das Modell gut geeignet, sich mit den wichtigen
Begriffsbildungen vertraut zu machen und ein gute Intuition zu erwerben, welche Ge-
stalt der Losung wir bei den entsprechenden Optimierungsaufgaben in komplexeren
Modellen zu erwarten haben.

Wir fithren in Definition 3.2.2 Transaktionskosten in einer Form ein, die als Spezialfille
die drei bisher betrachteten Modellierungen proportionaler, fixer und konstanter Kos-
tenanteile umfasst, aber auch Spielraum fiir andere Kostenstrukturen lasst.

In Abschnitt 3.2 werden wir, nachdem wir den Handel unter Transaktionskosten in
natiirlicher Weise durch Angabe der Transaktionen eingefithrt haben, zeigen, wie eine
neue Formulierung iiber Angabe der Handelsart (Kauf, Halten oder Verkauf) und des
neuen Wertanteils nach der Transaktion méglich ist.

Diese Begriffsbildung, in der wir in Abschnitt 3.4 die Optimierungsaufgabe formulieren
— die Maximierung des erwarteten logarithmischen Nutzens des Endwertes, ermoglicht
eine sehr pragnante Darstellung der Ergebnisse. In den folgenden beiden Kapiteln wer-
den wir Handelsart und Wertanteil im Mehrperiodenmodell und fiir fixe und propor-
tionale Transaktionskosten auch im Black-Scholes-Modell einfithren. Dort wird genau
diese Darstellungsméglichkeit wesentlich sein, um tiberhaupt zu Ergebnissen zu ge-
langen. Dieses Kapitel hat somit zum einen die Aufgabe, in diesem einfachen Modell
die neue Modellierung zu motivieren. Zum anderen gelangen wir aber auch zu einigen
Resultaten, die von sich aus von Interesse sind.

41
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So werden wir in Theorem 3.6.2 zeigen, dass es bei gegebener Kauf oder Verkaufent-
scheidung optimal ist, so zu handeln, dass ein ganz bestimmter Wertanteil _; bzw.
41 erreicht wird. Dieser Wertanteil hangt dabei nur von den Parametern des Modells
und den proportionalen Transaktionskosten ab und ist somit unabhédngig von dem
Kapital und dem Wertanteil in den Aktien, mit dem gestartet wird.

Nach einer Existenzaussage in Satz 3.7.2 werden wir in Abschnitt 3.8 die Bereiche
charakterisieren, in denen jeweils eine der Handelsarten optimal ist. Dabei wird sich
in Theorem 3.8.5 und den Satzen 3.8.6 und 3.8.8 zeigen, dass auch fir die allgemei-
nen Transaktionskosten sehr genaue Strukturaussagen iiber diese Verkauf-, Halten-
und Kaufbereiche getroffen werden konnen. In Abschnitt 3.9 werden wir diese Resul-
tate dann fiir rein proportionale Kosten, fiir fixe Kosten und fir konstante Kosten
zusammenfassen. Die dort zu erkennende Struktur entspricht den Aussagen in konti-
nuierlicher Zeit der in Kapitel 2 vorgestellten Arbeiten.

3.2 Handel unter Transaktionskosten

Modelliert werden soll der Kurs eines Bonds und der einer Aktie, die nur am Anfang
(zur Zeit 0) und am Ende (zur Zeit 1) einer Periode beobachtet werden.

Definition 3.2.1

Seien zu reellen Konstanten r > 1, s, u,d > 0 mit w > r > d und p € (0,1) ein
Prozess (B(n))n=o,1 durch

B(0)=1 und B(l)=r,
und ein stochastischer Prozess (S(n))p=o,1 durch
S(0)=sy und S(1)=s0Y,

gegeben, wobei Y : @ — IR in einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P)
mit F = o(Y) binomial gemaB

p:P(Y:u):l—P(Y:d)

verteilt sei. Das so gegebene Modell bezeichnen wir als Finperioden-Binomialmodell.

Die Prozesse (B(n))n=0,1 und (S(n))n=o,1 heiBen Bondkurs bzw. Aktienkurs.

Wie die Namen bereits andeuten, interpretieren wir (B(n)),=o,1 als Kurs eines Bonds
mit Zinssatz r — 1 > 0 und (S(n))n=0,1 als Kurs einer Aktie. Dabei ist nur die Ent-
wicklung des Aktienkurses stochastisch und das auch nur in der denkbar einfachsten
Weise. Diese minimale Dynamik zeigt Abbildung 3.1.
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Bond Aktie

/ r uSo
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dSO

Abbildung 3.1: Dynamik im Ein-Perioden-Binomialmodell

Den Besitz in Bonds und Aktien einer Investorin bezeichnen wir als ihr Portfolio.
Es gibt mehrere Méglichkeiten, dieses zu beschreiben. Zum einen durch Angabe der
Anzahlen der gehaltenen Finanzgiiter, zum zweiten iiber den in den Finanzgiitern ge-
haltenen Wert, oder tiber das Startkapital und den in die Aktie investierten Wertanteil.

Egal welchen der Ansétze wir verfolgten, wiirde sich zeigen, dass fiir die Darstellung
der Ergebnisse die letzte Art der Beschreibung besonders giinstig ist, da viele unserer
Aussagen in den folgenden Abschnitten sich deutlich pragnanter formulieren lassen,
wenn wir das Portfolio der Investorin durch den Anteil beschreiben, den die Aktien
am Gesamtportfoliowert haben.

Ausgegangen wird von einem Startkapital x > 0 zur Zeit 0, das aufgeteilt ist in das in
den Bond investierte Kapital (1 — 7)z und in das in die Aktie investierte Kapital 7 z,
d.h. 7 ist der Wertanteil der Aktien. Da die Wertverteilung zu Anfang durch z und =
bestimmt ist, sprechen wir auch von den Startwerten z und .

Die moglichen Transaktionen (kurz: Aktionen) der Investorin bestehen darin, den Wert
A € IR zu bestimmen, um den sie den in die Aktien investierten Wert 7z dndern
mochte. A > 0 entspricht einem Kauf und A < 0 einem Verkauf von Aktien und
A =0 dem Halten der sich bereits im Besitz der Investorin befindenden Aktien.

Fiir eine Transaktion A # 0 hat eine Investorin {iblicherweise Transaktionskosten zu
bezahlen. Wir werden Kosten der folgenden Art betrachten.

Definition 3.2.2

Unter Transaktionskosten verstehen wir ein Paar (v, I'), bestehend aus einer Konstan-
ten v € [0,1) und einer Abbildung I' : IR — [0, 00), die den folgenden Bedingungen
geniigen:
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0 s R

(2) Die Menge

N {z>0|T(z) <2}, falls v = 0,
° {z>0]|T(2) <min{7,%} },  falls y > 0.

ist nicht leer.

Zu A € IR nennen wir
VAl + 2 T(2) 1R\ (0} (A)
die Kosten der Transaktion A.

Unter einem FKinperioden-Binomialmodell mit Transaklionskosten verstehen wir ein
Einperioden-Binomialmodell, in dem Transaktionskosten (v,I") im Sinne dieser Defi-
nition gegeben sind. Zur Charakterisierung der Transaktionskosten sprechen wir von

proportionalen (Transaktions-)Kosten, falls v > 0,
fizen (Transaktions-)Kosten, falls I'(z) = 6 mit 6 € (0, 1),

konstanten (Transaktions-)Kosten, falls T'(z) = < fiir ein C > 0,

xr

und lassen auch die moglichen Kombinationen der Begriffe zu, sprechen also zum
Beispiel im Fall ¥ > 0 und konstantem I' > 0 von fizen und proportionalen Kosten.

In dieser Terminologie haben Davis und Norman (1994) und Soner und Shreve (1997)
proportionale Kosten, Morton und Pliska (1995) fixe Kosten, Eastham und Hastings
(1994) und Korn (1997) konstante und proportionale Kosten betrachtet.

Die Bedingungen an (v, ') in Definition 3.2.2 sind technischer Natur und stellen kaum
eine Einschrankung dar. Sie besagen nur, dass die proportionalen Kosten nicht zu
grof und das Startkapital z, dass wir spater aus Ay wahlen werden, nicht zu klein
im Vergleich zu dem Kostenanteil I'(z) gewdhlt werden darf. Im Laufe dieses Kapi-
tels werden wir einige Abschatzungen fiir v benétigen, die in dem folgenden Lemma
zusammengefasst sind.

Lemma 3.2.3

Im Fin-Perioden-Binomialmodell mit Transaktionskosten gelten

u—r r—d};

(1) <m1n{ YRETE

I =

(iii) d < (1=5)r und (147)r < u,
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(iv) (u=r)(r—=d)>yr(u+d).

Beweis: (i) Nach Definition 3.2.2 gilt

v _(u=r)(r=d
1—7< 2ru '

Daraus folgt wegen === <1 und ’";d < 1 die Behauptung.
(i1) Mit (i) gilt

r—d 11—~

1 — R

v <
woraus 7y < ]5 folgt.
(iii) Aus

r—d
>L27
T 1 —~

folgt (r —d) > v r, also r(1 —v) > d, und aus

u—r_ 9
u 1 —~

ergibt sich u — (1 — y)r > 2~ u, so dass wegen 2y u > 2~ r folgt

u—(1+~)r>0.

(iv) Fir v = 0 ist die Behauptung evident, fiir v > 0 erhalten wir mit Hilfe der
Bedingung (1) aus Definition 3.2.2

(u—r)(r—d) > 2yru+y(u—r)(r—d
= (ur —r?) +yulr —d)+vyr(u+d)
> fyr(u—l—d).

Wenn nicht anders spezifiziert, sei ab jetzt ein Einperioden-Binomialmodell mit Trans-
aktionskosten (v,I") gegeben.

7 optimieren ist der Endwert, der sich bei gegebenen Startwerten x, 7 aus der Wahl
der Transaktion A und der stochastischen Entwicklung, die nur in Y zum Ausdruck
kommt, ergibt. Wir gehen von einem sich selbstfinanzierenden Handel aus, d.h. die
Kosten der Transaktion und der Handel mit den Aktien werden nur mit dem Bond
verrechnet, es gibt keine weiteren Entnahmen oder Zufliisse. Dann ergibt sich zum
Endzeitpunkt der folgende Portfoliowert.
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Definition 3.2.4
Seien z > 0 und 7 € [0, 1].

(i) Die Zufallsvariable
XA = (1= 1)z — A =y |A] = aT(2) Ly oy (A))r + (m2 + A)Y

bezeichnen wir als Endwert (zu z, m, A) und schreiben bei gegebenen z, 7 auch

kurz X2,
(ii) Eine Transaktion A € IR heiBt zulissig zu  und 7, falls P(X7™% > 0) = 1 gilt.

(iii) Es seien

Doifam) = {A<0|—==REEEi=te < A < ==t ),
Daalw,m) = {A>0] —REe < A < SRiyte )

und

D(z,m) = {0} UD_1(x,7) U Dyy(x,m).

Bei der Untersuchung des Endwertes sind die Fallunterscheidung A < 0, A =0, A >0
notwendig. Zur Referenz geben wir Teil (i) des folgenden Lemmas an. Im zweiten Teil
zeigen wir, dass eine Transaktion genau dann zuldssig ist, wenn sie zu einem strikt
positiven Endwert fithrt. Das benétigen wir, da wir den Logarithmus des Endwertes
betrachten wollen.

Lemma 3.2.5 Seien x > 0 und © € [0, 1].

(1) Fir jede Transaktion A € IR hat der Endwert die Darstellung

((1—W)m—F(:E).I—(1—7)A)T+(TF.I+A>Y fir A <0,
XA = ((1 —mz —I'(z)z — (1—|—7)A)r+(7r:v—|—A)Y fir A >0,
(1—m)r+aY)z fur A =0.

(ii) Fine Transaktion A € IR ist genau dann zuldssig zu @ und ©, wenn A in D(z, )
liegt.

(iii) Liegt x in Xy, so gelten

Doy(a,m) = {A<0|-t=Emrleon < A3,
Du(e,m) = {A>0]A < =zl o1 g

und
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(iv) Liegt © in Xy, so sind fir alle zuldssigen Transaktionen A die Kosten niedriger
als das Startkapital, d.h. es gilt

v = A = 2T (@)1 R\ @y (A) > 0.

Beweis: (i) Die Darstellung ergibt sich durch die angegebene Fallunterscheidung
direkt aus der Definition.

(i) Sei X2 > 0. Umformen von (i) liefert
(r—=T(x)r+n(Y —r))z+ (Y —(1=7)r)A fir A<O,
X2=!{ (r=T(@)yr+aY =r)z+ (Y —(1+~)r)A fir A>0,
(r+a(Y —r)z fuir A =0,
so dass sich X” > r+(d—r) = d > 0im Fall A = 0 ergibt. In den anderen Fillen folgt

die Behauptung durch Auflésen nach A auf den Ereignissen {Y = d} und {Y = u}
sofort aus der Darstellung von D_; und D4, in Defintion 3.2.4.

Die umgekehrte Rechnung, ausgehend von A € D, liefert die behauptete Aquivalenz.
(iii) Sei z € Xy. Dann gelten

r—I(z)r+am(u—r)>0 undr—T(z)r—n(r—d)>d—-T(z)r >0,

da I'(z) < £ gilt. Ferner gelten nach Lemma 3.2.3 u—(1++)r > 0 und (1—7)r—d > 0,
so dass aus der Darstellung in Definition 3.2.4 folgt, dass D_; und D4 nicht leer sind
und die behauptete Gestalt haben. Da A = 0 in D liegt, folgt auch die Intervallgestalt

von D.

(iv) Wegen 7 € [0, 1] konnen wir fiir die Randpunkte von D abschitzen
r—T(x)r +7(u—r) (1—-T(z) —ym)(u—r)

x—T(z)r — v r = x>0
) — (L =7)r u—(L=)r
und
x—F(m)x—yT_F(JC)T_W(T_d)x: (1 —F(m)+fy7r)(r—d)x>0’
(1+7)r—d (1+y)r—d
da 1 —T(z)—~vm >0 fir z € A, gilt. Mit der Monotonie der Kosten auf D_; und auf
Dy, folgt die Behauptung. O

Wir erwéhnten bereits, dass die Modellierung iiber die Wertanteile zu einer viel kom-
pakteren Darstellung der Ergebnisse fithrt. Diese Aussage bezieht sich nicht nur auf
den Wertanteil 7 vor der Transaktion, sondern es zeigt sich, dass auch die Betrachtung
des neuen Wertanteils der Aktien nach der Transaktion zur Zeit 0 von Nutzen ist.
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Definition 3.2.6
Seien die Abbildungen f, : IR — {—1,0,+1} und

L Az, m,A) |z € Xy, m € [0,1],A € D(z,m)} - IR
gegeben durch f,(A) = sign(A) und

Tz + A
z —2l(z) Loy (A) = 7|A]

Wir bezeichnen f,(A) als die Handelsart von A und f,(z, 7, A) als den neuen Wertan-
teil nach der Transaktion A (gegeben x und ).

fﬂ('xvﬂ-vA) =

Satz 3.2.7

Seien zu v € Xy, m € [0,1] und A € D(z,7) abkirzend a = f,(A) und n = f,(z, 7, A).
Dann gill 1 +avyn >0 und die Transaktion A hal die Darstellung
(1 —a*T(z))y—m

A = T.

Il+avyn

mil Kosten GQF(.I)I + aA. Ferner lasst sich der Endwert darstellen als

YA _ 1—a2F($) +avym
N Il+avyn

(r+nY —r)) .

Beweis: Seien z,m, A, a,n wie im Satz angegeben gewihlt. Im Fall A = 0 oder y = 0
gilt 1 +ayn =1> 0. Sei nun v > 0. Da der Nenner von f, in der Definition 3.2.6
nach Lemma 3.2.5 (iv) strikt posititv ist, ist f, auf D_; bzw. auf D, streng monoton
wachsend, so dass fiir A < 0 folgt

< TT < 1 < 1
TS Tz [(z)z 1-T(z) 1—x
und damit -
1+a7n>1—117: 1__7’7>0,

da nach Lemma 3.2.3 v < % gilt. Ebenso folgt fiir A > 0 mit n > ﬁ die erste
Behauptung.

Auflésen von n = f,(z, 7, A) unter Ausnutzung der Definition von a liefert

(- @T(@ne—rs _ (1 —aTy—r

14+avn l+avyn




3.2. HANDEL UNTER TRANSAKTIONSKOSTEN 49

Die Darstellung der Kosten folgt sofort aus der Definition von a. Fiir den Endwert
erhalten wir

X% = ((M=mz = A—aT(@)lp0(A) =7 [A)r + (r2 + A)Y
— (=M —A—ayA—aT(@)a)r + (rz + A)Y
_ (Y —r)(ra+A) + (1 —a’T(a))ar —ayAr
a(l+ayn)+(1—aT'(z))y—=

= (V=
(Y —r)z T harn
b U@’ T@)(A+ayn) —ary(l —aT(e))ntaym
’ I4+avyn
9 2
_ (Y—r)n:cl aF($)+afy7r+xrl a’I'(z)+avym
I+ayn I+avyn

1 —a?l
— “ (x)+a77r(r+77(Y—r));v.
l+avyn

Satz 3.2.7 zeigt, dass wir unter Benutzung von Handelsart und neuem Wertanteil zu
einer kompakteren Darstellung fiir den Endwert gelangen kénnen, so dass sich diese zur
Formulierung des Optimierungsproblems anbieten. Davor ist aber zu klaren, dass auch
jede Transaktion eindeutig durch Handelsart ¢ und neuen Wertanteil 5 bestimmt ist
und welche Paare (a,n) einer Transaktion entsprechen. Eine befriedigenden Antwort
liefert

Satz 3.2.8
Fiir alle v € Xy und © € [0,1] ist die Abbildung

D(z,m) = {(0,m)} U{(-L,n)| = ;5 <n < 7m0l <n <5k
A= (fa(A), fy(z,m, A))

bijektiv.

Beweis: Es bezeichne A_ = —% z den unteren Randpunkt von D. Auf
D_y = (A_,0) ist f,(-) identisch —1 und f,(z, 7, -) streng monton wachsend und stetig.
Es gelten

. m
il;% folz,m,A) = T-T(2)
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und

max+ A_ B r
x—F(;c)x—{—’yA_ C ou—r

Al\igl_ Jola,mA) =

Damit werden fiir die Handelsart —1 genau die Werte zwischen ——"— und #(x) an-
genommen. Eine entsprechende Argumentation zeigt, dass bei Handelsart +1 genau
die Werte zwischen #(x) und -5 angenommen werden. Schlielich gilt f,(0) = 0 und

fo(z,m,0) = 7. Also ist die Abbildung surjektiv.
Seien nun Ay, Ay € D, Ay # Ay, und (ai,ni) = f(A;), i = 1,2. Stimmen die Handels-

arten a; und ay nicht tberein, so ist (a1, n1) # (az,n2) evident. Gilt dagegen a; = as,
so ist a1 # 0 und wir befinden uns in einem Bereich, in dem f,(z, 7, -) streng monoton
wachsenden ist, also g1 = f,(z, 7, Ay) # f,(x,m,As) = 1 gilt, so dass die Injektivitat
und damit insgesamt die Behauptung folgt. O

Bemerkung 3.2.9

In der Preistheorie ist es tiblicher, das Portfolio der Investorin durch die Anzahl der
gehaltenen Aktien und Bonds zu beschreiben: Bezeichnen Hg(0) und Hg(0) die vor
dem ersten Handel gehaltenen Bonds bzw. Aktien, und Hg(1) und Hg(1) die nach
dem Handel (und damit auch zur Zeit 1) gehaltenen Stiickzahlen, so ist die Beziehung
zu der von uns bevorzugten Modellierung gegeben durch

1 - A

As(0) = S0 o) =T Hs(1) = Hs(0) + 5

So So S0

und beispielsweise bei einem Kostenanteil I' der Form I'(z) = %, C >0,
Hp(0) — C' +~(Hs(1) — Hs(0))so  fiir  Hs(1) < Hs(0),
Hp(1) = ¢ Hp(0) — C —y(Hs(1) — Hs(0))so  fir  Hs(1) > Hs(0),
Hg(0) fir  Hs(1) = Hg(0).

Fiir die Wertentwicklung ergdbe sich
r = Hg(0) + Hs(0)sg und zur Zeit 1 X = Hg(1)r + Hs(1)S(1).

Diese Darstellung fiir den Wertprozess ist sicher ansprechender als die in Lemma 3.2.3
angegebene, doch werden die notwendigen Fallunterscheidungen nur in die Handelss-
trategie verlagert.

Die von uns gewahlte Modellierung hat gegeniiber der eben vorgestellten den Vorzug,
dass sich in ihr die Transaktionskosten leichter beschreiben lassen.
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3.3 Arbitragefreiheit und Martingalmafle

Als eine Arbitragemoglichkeit wird eine risikolose Gewinnmoglickeit bezeichnet. Das
ist eine Transaktion, die mit Sicherheit zu keinem Verlust fiihren wird, aber mit strikt
positiver Wahrscheinlichkeit einen echten Gewinn zul&sst.

Existieren Arbitragemdglichkeiten, so kann in einem verniinftigen Sinne keine opti-
male Aktion existieren, da sie immer noch um die Arbitragemoglichkeit verbessert
werden konnte. Deshalb ist es sinnvoll, von vornherein nur arbitragefreie Modelle zu
betrachten. Wir werden zeigen, dass das in diesem Kapitel eingefithrte Finperioden-
Binomialmodell arbitragefrei ist. Dabei sind die in der Definition 3.2.1 an die Kon-
stanten des Modells gestellten Bedingungen wesentlich.

Definition 3.3.1

Als eine Arbitragemdglichkeit zu Startwerten x und m wird eine Aktion A € IR be-
zeichnet, fir die
X2 >zr und P(XA>:cr)>0

gelten. Existiert zu keiner Anfangsverteilung eine Arbitragemoglichkeiten, so heifit das

Modell arbitragefrei.

Satz 3.3.2

Das Fin-Perioden-Binomialmodell mit Transaktionskosten ist arbilragefrei.

Beweis: Seien z,7 € IR und zur Abkiirzung
G(A)= X2 —zr, Ac R
Dann existiert keine Arbitragemoglichkeit zu (z, 7), falls fiir alle A € IR
G(A)=0 oder P(G(A)<0)>0

gilt. Da G(A) in Abhéngigkeit von dem Kostenanteil I' maximal fiir die Wahl T' = 0

ist, gentigt es, die Behauptung unter dieser Annahme zu zeigen.
Sei also I' = 0. Eine einfache Rechnung ergibt
YyAr+(rz+A)(Y —r) < (ma+ A)Y — 1) fir A<DO0,
GA)=43 —vAr+(mrz+A)Y —r)<(mz+A)(Y —r) fir A>0,
Tz (Y —r) fir A =0.

Es gelten P(Y > r) = pund P(Y < r) = 1 — p. Somit ist im Fall A = 0 stets
P(G(A) <0) >0 fiir 2 # 0 und G(A) =0 fiir 72 = 0.
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Im Fall A # 0 und 7wz + A # 0 folgt ebenfalls stets P(G(A) < 0) > 0. Ist e+ A =0,
so folgt auch P(G(A) < 0) >0 falls y > 0 und G(A) =0 falls y =0 .

Somit kénnen in keinem Fall Arbitragemoglichkeiten existieren. O

In den Berechnungen der folgenden Kapitel werden die drei folgenden Wahrscheinlich-
keitsmafBe von besonderer Bedeutung sein.

Definition 3.3.3
Mit ) bezeichnen wir das durch

r—d

1=QY =u)="—5=1-Q(v =4

bestimmte Wahrscheinlichkeitsmaf}, und mit ¢)_; und ()4, die durch

(I1+avy)r—d

b= QoY =u)=

—1- Q.Y =d), ac{-1,+1}.

gegebenen Wahrscheinlichkeitsmafe.

Aufgrund der Voraussetzungen an u, d und ~ sind ¢,q-1,¢4+1 € (0,1), d.h. @, @—; und
@41 sind zu P dquivalente WahrscheinlichkeitsmaBe. Fiir v = 0 stimmen @), (-1 und
Q41 iiberein, fiir v > 0 gilt aber g_1 < ¢ < g41. Spéter bendtigen wir

Lemma 3.3.4
Fiir v > 0 gilt unter der in Definition 3.2.2 gemachten Voraussetzung

q-1u q+1 U

G- ST+

0<g1<qgu <

Beweis: Die erste und letzte Ungleichung folgen aus der Bedingung (iii) in Lemma
3.2.3, die mittlere entspricht ausgeschrieben

(L= +y)r—d)r <((1 —7)r—d)u,

also y?r* —yr(u+d)+ (u—r)(r —d) > 0, und folgt somit aus Lemma 3.2.3 (iv). Die
verbleibenden beiden Ungleichungen lassen sich durch einfaches Umformen verifizieren.
o
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Satz 3.3.5

Der diskontierte Aktienkurs (r="S(n))n=0,1 bildet ein Martingal unter ). Genau dann
ist (r="S(n))n=o01 ein Martingal (Submartingal, Supermartingal) unter P, wenn p = ¢
(p>4q,p<aq)gil.

Beweis: Zum Nachweis des ersten Teils der Behauptung berechnen wir
Eqg[S(1)]=s0Eqg [ Y ]=r so.
Fiir die Charakterisierung im zweiten Teil ist nur zu beachten, dass
Ep [S(1) ]= (pu+ (1=p)d)so > rso (=,<)

genau dann gilt, wenn

erfillt ist. O

Bei @) handelt es sich also um das aus der Preistheorie bekannte zu P dquivalente
Martingalmaf fir (S(n))n=0,, dessen Existenz bereits aus der Arbitragefreiheit folgt.
Da die Mafle _; und @41 in Form ihrer Parameter ¢_; und ¢4; in den folgenden
Abschnitten hdufig auftreten werden, stellt sich die Frage, ob eine Satz 3.3.5 entspre-
chende Interpretation der Mafie )_; und @4, moglich ist. Solch eine Interpretation
wird tatsichlich durch den Ubergang zu folgendem Modell erméglicht.

Sei zu A € IR und a = sign(A) € {—1,0,+1}

(1 + a’y)Tr

—_ _ 2 -
ro= (1= @l(e) +arme, m= 7 grostt

und
A =(1 + a A Y =
a ( ) ) a 1 )]

so ergibt sich mit
Tate=(1+ay)mz und (1 -7z, = (1 -7 —a’T(x))
fiir den Endwert nach Lemma 3.2.3 die Darstellung
X% = (1 =m)z—a*T(z)z = (1+ay)A)yr + (rz + A)Y
= (1 =m)ze —Ag)r + (Mo za + A,)Y,.
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Wir kénnen den Handel unter Transaktionskosten also als ein Handel ohne Transakti-
onskosten interpretieren, bei dem wir bei Handelsart @ mit Startwerten z,, 7, in eine
Aktie mit Kurs

Su(0) = (1 +a7)s0, Su(1) = S,(0)Ya = S(1)

investieren. Dabei ist zu beachten, dass die Anzahl Hg(0) der gehaltenen Aktien in
allen drei Féllen tibereinstimmt:
™ mT_1T_1 T41T 41

Hs(0) = S(0) ~ S(0)  S(0)’

die Interpretation also durchaus sinnvoll ist. Dieses Modell werden wir als dquivalentes
transaktionskostenfreies Modell (zur Handelsart a) bezeichnen.

Tatsachlich erhalten wir die gewiinschte Interpretation:

Satz 3.3.6

Fiir a € {—1,+1} bildet der diskontierte Kurs (r="S5,(n))n=0,1 im dquivalenten trans-
aktionskostenfreien Modell zur Handelsart a ein Martingal unter Q).

Beweis: FEinfaches Nachrechnen ergibt fiir « € {—1,+1} die Gleichung
Gq U + (1_Qa>d = (1 + aFY)Ta

die bei Multiplikation mit sy der Martingaleigenschaft Eq, [ S,(1) ]= rS,(0) ent-
spricht. a

Die Bedeutung der Mafle )y und Q44 liegt in Satz 3.3.6. Praktisch folgt daraus, dass
wir die im Modell ohne Transaktionskosten benutzte Martingalmethode zur Portfolio-
optimierung (siehe Pliska (1997), Kapitel 2.3) auch im Modell mit Transaktionskosten
verwenden konnten, allerdings nur zur Bestimmung eines optimalen Kaufs oder Ver-
kaufs nach der Entscheidung fiir einen Kauf bzw. einen Verkauf. Das ist moglich,
da durch die oben angegebene dquivalente Darstellung fiir den Endwert ein Wechsel
zwischen einem Modell mit Transaktionskosten und dem aquivalenten transaktions-
kostenfreien Modell moglich ist, daher auch die Bezeichnung als dquivalentes Modell.

Wir wollen diese Betrachtungen hier nicht weiter vertiefen, da die Martingalmetho-
de unter Transaktionskosten durch die notwendigen Fallunterscheidungen zu keiner
Vereinfachung bei den Berechnungen fiithrt und wir deshalb auf das dquivalente trans-
aktionskostenfreie Modell nicht mehr zuriickgreifen werden.

Allerdings werden uns die Maie ()_; und ()4 in Form der Parameter ¢_; und ¢4y in
der Darstellung der Resultate in den folgenden Abschnitten sténdig begegnen.
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3.4 Die Optimierungsaufgabe

Nach Satz 3.2.7 ergibt sich zu gegebenen Startwerten z € Xy und « € [0, 1] fiir eine
zulassige Transaktion der Endwert zu

YA _ 1—a2F($) +aym
N Il+avyn

(r+n(Y —r))z,

wobei a und 1 die Handelsart und den neuen Wertanteil zu A im Sinne von Definition
3.2.6 bezeichnen. Nach Satz 3.2.8 ist es auch mdoglich, die Kontrolle des Endwertes
anstatt iiber die Transaktion A direkt {iber Handelsart @ und neuen Wertanteil n zu
beschreiben. Dabei ist nur zu beachten, dass die Aktion (a,n) im Bildbereich der in
3.2.8 angegebenen Bijektion liegen muss, damit die Aktion auch mit einer Transaktion
identifiziert werden kann.

Wir werden ab jetzt die Kontrolle des Endwertes in diesem Sinne betrachten, d.h. der
nach einem noch zu definierenden Kriterium optimale Endwert soll durch die optimale
Wahl einer Aktion (a,n) erreicht werden.

In der folgenden Definition fassen wir die neuen Sprechweisen zusammen.
Definition 3.4.1

(i) Eine Handelsart a ist ein Element aus a € {—1,41} und ein never Wertanteil
ein Element aus &, wobei

EZ{UER|_ . <77<,«id

u—r

die Menge der erlaubten Wertanteile bezeichne. Eine Aktion ist ein Paar (a,n),
bestehend aus Handelsart @ und neuem Wertanteil 7.

(ii) Seien z € Xy und 7 € [0,1]. Zu jeder Handelsart a € {—1,0,+1} bezeichne
Aa(z,m) ={n €& |sign((1 - T(z))y—m)=a}
die Menge der zulissigen Wertanteile bei Handelsart a und
A(z,m) ={ (a;n) € {=1,0,+1} x & [ € Au(z,7) }

die Menge der zuldssigen Aktionen. Dementsprechend nennen wir eine Aktion
(a,n) zuldssig (zu z,m), wenn (a,n) in A(z, ) liegt.

(i) Zu z € Xy, m € [0,1] und (a,n) in A(z,7) nennen wir

X:L',Tr,(a,n) _ - GQF(x) + a~ym
I+ayn

(r+n(Y 1))z,

den Endwert zu Startwerten z,m unter der Aktion (a,n). Bei gegebenen Start-
werten x,m schreiben wir auch kurz X*7.
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Zu beachten ist, dass fiir @ = 0 einfach Ay = {n} gilt. Im folgenden Lemma nutzen
wir aus, dass die so eingefiihrten Begriffe in der Tat den in Definition 3.2.6 iiber die
Transaktionen eingefithrten Begriffen entsprechen.

Lemma 3.4.2
Sei x € Xy, m € [0,1]. Fiir alle a € {—1,0,4+1} gilt A, # 0. Fiir (a,n) € A(z,m) ist

P(X*" >0)=1.

und durch (a,n) eine zuldssige Transaktion A eindeutig bestimmt. Diese hal die Dar-

stellung
(1 = (@) — 7

Il+avyn

A =

und es gill X® = X7,

Beweis: Seiz € X, m € [0,1]. Dass durch (a,n) € A(z, ) eine Transaktion eindeutig
bestimmt ist, folgt aus Satz 3.2.8, da A(z, ) gleich der Bildmenge der dort angege-
benen Bijektion ist. Da diese Abbildung sich mit der Bezeichnung Dy(z,7) = {0}
aus drei Bijektionen D,(z,7) — A,(z,7), a € {—1,0,+1} zusammensetzt, folgt mit
Lemma 3.2.5 (iii) die erste Behauptung. Mit der Bijektion und Satz 3.2.7 folgen die
Darstellung fiir A und die Gleichheit der Endwerte und mit dieser nach der Definition
3.2.4 (ii) der Zulassigkeit von A auch P(X*" > 0) = 1. O

Es ist iiblich den Endwert durch eine sogenannte Nutzenfunktion U zu bewerten,
um dann als Optimierungskriterium den erwarteteten Nutzen E[U(X®*")] iiber die
zuldssigen Aktionen (a,n) zu maximieren. Wie in 2.3 ausgefiihrt, sollte solch eine
Nutzenfunktion konkav, monoton wachsend und differenzierbar sein.

Wir beschréanken uns hier auf den Logarithmus, d.h. auf U = log, da dieser in der Regel
zu gut interpretierbaren Ergebnissen fithrt. In Bemerkung 3.5.3 zeigen wir, dass zum
Beispiel der sogenannte exponentielle Nutzen zu im Sinne der Anwendung pathologi-
schen Ergebnissen fithrt — ebenso wie eine Maximierung ganz ohne Nutzenfunktion.

Bei der Verwendung des Logarithmus ist gerade darauf zu achten, dass wir nur solche
Aktionen (a,n) erlauben, die zu einem strikt positiven Endwert fithren. Das sind gerade
die im Sinne von Definition 3.4.1 (ii) zulassigen Aktionen

Definition 3.4.3 (Die Optimierungsaufgabe)

Gegeben seien Startkapital z € Xy und Wertanteil # € [0,1]. Zu maximieren ist der
(erwartete) Nutzen des Endwertes

v(z,m, ) {=1,0,+1} x € = R, (a,n)— E [log(X"")]
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auf A(z, ). Es bezeichnen vy(z,7) = v(z, 7,0, 7) und

Ua(xa”r) = sup U(LL',’/T,CL,T]), ac {_17 +1}7
nEAq(z,m)

den optimalen (erwarteten) Nulzen zur Handelsart a, und

v (z,m)=sup E[log(X*7)].
(am)€A(z,m)

den optimalen (erwarteten) Nutzen. Eine Aktion (a*,n*) heifit optimal zu z, 7, falls
(a*,n*) € A(z,m) und
v (z,m) = v(x, T, a",n")
gelten.
Aus der Darstellung von X*7 in Definition 3.4.1 (iii) ergeben sich
vo(z,m) = v(0,m)
= log(z) + plog(r + n(u—r)) + (1 —p)log(r — n(r — d))
und fira € {—1,+1}
o(z,m,a,np) = log(z) +log(l —T'(z)+avym)—log(l+avyn)
+plog(r+ 1 = 1) + (1 = p)log(r = (s — ).
Lemma 3.4.4
Fir z € Xy und ™ € [0,1] gilt

vz, m) = ae{r_nf}&(ﬂ}va(;c,?r).
Beweis: Die Behauptung folgt aus den Definitionen in 3.4.3. O

Der optimale Nutzen v, zu einer Handelsart a lasst sich auf auf iibliche Weise bestim-
men. Der optimale Nutzen v* ergibt sich dann durch eine einfache Fallunterscheidung.
Da A_; und A4, offen sind, kann aber nicht auf die Existenz einer optimalen Akti-
on geschlossen werden. Dazu miissen wir in Abschnitt 3.7 die Struktur der Loésungen
genauer betrachten.

Wir wollen fiir die folgenden Untersuchungen die Darstellung wie folgt vereinfachen.

Voraussetzung 3.4.5

Ab jetzt bis einschlieBlich Abschnitt 3.7 setzen wir immer Startwerte x € A und
m € [0,1] als gegeben voraus. Dementsprechend werden wir die Notation in diesen
Abschnitten zu

A, A, firae {-1,0,+1}, v(a,n), v, firaee{-1,0,+1} und v~

vereinfachen, anstatt A(x, 7) usw. zu schreiben.
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3.5 Optimierung ohne Transaktionskosten

Zum Vergleich bestimmen wir erst das Ergebnis der Optimierung ohne Transaktions-
kosten. Im Modell ohne Transaktionskosten, d.h. falls y = 0 und I' = 0 gilt, ist

A={0,m}U{ (L) | -5 <n<mpU{(Hln) [r<n<:57.

und fiir alle a € {—1,0,41} ist

v(a,n) = log(z) + p log(r + n(u —r)) + (1 — p)log(r —n(r — d))

unabhéangig von a.

Definition 3.5.1

Der Wertanteil

(p—ar
g(u—r)
heilt optimaler Wertanteil ohne Transaktionkosten.

n=

Die Namensgebung rechtfertigt der folgende Satz.

Satz 3.5.2

Seiy=0und ' =0. Dann ist die eindeutig bestimmte oplimale Aktion (a*,n*) gegeben
durch (a*,n*) = (sign(n — n),n) und als optimaler erwarteter Nutzen ergibt sich

v* =log(zr) + p log (g) + (1 —p)log (ﬁ)

Beweis: FEs gilt

dv plu—r) (1—=p)(r—d)

T R T

genau dann, wenn

_(plu=r) = =pr=d)r (p(1 —q) = (1 =p)gr

(r—d)(u—r) N g(u—r) =

Wegen der strikten Konkavitat von v(a,-) gilt

mang(a,n) =v(a,n) fir a€{-1,0,+1},
ne

also
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wobei 7} zuldssig zur Handelsart « € {—1,0, +1} ist, falls a = sign(n—n) gilt. Einsetzen
von 7 liefert schlieBllich

vt o= (0,7)
= log(x) + p log(r + ij(u — 1)) + (1 — p) log(r —ii(r — d))
= log(zr) +plog(l+ %) + (1 —p)log(l — §=2)
= log(zr) +plog(?) + (1 — p)log(22),

wobel wir g(u —r) = (1 — g)(r — d) benutzt haben. a

Bemerkung 3.5.3

Bei Verwendung einer exponentiellen Nutzenfunktion U(z) = —exp(—fz), f > 0,
anstatt des Logarithmus kénnen wir als optimalen erwarteten Nutzen

vr+ 3 (log (122) — log (2))

und als optimalen Wertanteil nach Verkauf

_ g (i) ~ 1o (2)
e = Ba(u—d)

berechnen. Somit ist fiir exponentiellen Nutzen der in die Aktien investierte Wert
g unabhingig vom Startkapital z und der Wertanteil 7z konvergiert gegen 0 fiir
x — o0o. Das entspricht einer sehr ungewohnlichen Strategie und ist real eher nicht zu
beobachten, so dass die Verwendung des exponentiellen Nutzens als Nutzenfunktion
sehr fraglich erscheint.

3.6 Optimaler Kauf und Verkauf

In diesem Abschnitt bestimmen wir den optimalen Wertanteil bei gegebener Handels-
art und werden im folgenden Abschnitt damit die Existenz einer optimalen Aktion
nachweisen.

Satz 3.6.1

Flir
A P — qa)T
o = ( )

o = , a€{-1,+1}
qo(u—1) —paryr
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gelten
v(a, fla) = maxv(a,n),
und A pr s ] - prics
v(a,n,) =log(zr)+log(l = T'(z) + aym)+log ((q—) (1 —, ) )

Beweis: Sei a € {—1,+1}. Wir berechnen

X _ ay plu—r)  (1—p)r—d

—(aﬂ?) - _ - _ _

dn ltayn rdnu—r) r—n(r—d

(u=r)(I+ayn) —ay(r+n(u=r))
(T +ar )+ n(e—r))
i =d) (A +ayn) +ay(r—n(r—d)
S D)
B u—(1+ay)r o
= PTx ey Y
Damit gilt g—;(a, n) = 0 genau dann, wenn

ple = (L +ay)r)(r—n(r —d)) = (1 = p)((1 + av)r —d)(r + n(u —r))
erfiilllt ist. Auflésen ergibt

(14+av)r—d
(L+ayn)(r—n(r—d)

. (p(l - qa) - (1 - p)qQ)T'
T =) —d) + (1= p)aa(u—1)

— (p - QQ)T
Ga(u — 1) + p(r — Eq,[Y])
(p - Qa>r

- Gu(u—r)—pyr = Tlas

wobel wir
EolYl=qu+ (1 —¢q)d=(1+ary)r

benutzt haben. Unter Ausnutzung von Lemma 3.2.3 (i) erhalten wir

Fvim = e o plu—r) (L —p)lr—df
ant (T+aym?  (r+nu—r)2  (r—n(r—d)
< 2 _pw=r? (1-p)r—dy
B (1 _7)2 u? r?
2 (u—r)? 2 (g
B p<(117)2_ u? )+(1—p)<(117)2— 2 )

< 0.
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Somit ist v(a, -) strikt konkav und 7, in der Tat die eindeutig bestimmte Maximalstelle.

SchlieBllich berechnet sich

(p— qa)r )

v(a,fa) = log(z) +log(l —T'(z) +aym) —log (1 Ty qo(u—r)—payr

(P = Ga)r(u—r) (p = ga)r(r —d)
a(u—r) —paw) +(1=p)log {r - Ga(u — 1) —paw)

= log(z) + log(1 —T'(z) + aym)

—{—plog(r+
q

—log(gu(u —r) —payr+payr—quayr)
+ plog(ga(u —r)r —payr® +pr(u—r) —g.r(u —r))
+ (1 = p)log(qa(u —r)r —payr? —(p — q.)r(r — d))

= log(zr) +log(l —T'(z) + aym) —log(qa(u — (1 + av)r))
+p log(pr(u— (14 ay)r))
+ (1 = p)log(ga(u — d) — p((1 + ay)r —d))

= log(zr) 4 log(l —T(z)+aym)+p log (%) + (1 —p)log (11__(2)

Theorem 3.6.2

(i) Es gelten

N1 =n=n4 mFall ~=0

und
N1 >n>04  tm Fall > 0.

(i) Fira e {—1,4+1} gilt
v =v(a,n,), falls 1, € A,.

Dabei ist 1, die eindeutig bestimmte Mazimalstelle.

Beweis:

(i) Fiir ¢ € [—7,7] sei
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Dann gelten ¢(vy) = ¢-1, ¢(0) = g und ¢(—~) = ¢41. Ein Blick auf die Darstellungen
zeigt, dass fir v = 0 sofort 7j_y = 7 = 4 folgt. Fiir v > 0 betrachten wir

p=q(c)r
=y = R, e .
=l q(c)(’u—T')+pc7'
An der Darstellung der Wertanteile erkennen wir leicht, dass f(y) = 7_1, f(0) = 7
und f(—v) = 741 gelten. Zu zeigen ist, dass f streng monoton wachsend ist. Nun ist

r

[ aber stetig und auf (—v,~) differenzierbar mit (beachte ¢'(c) = 7=5)

q(c)(u—r)+per)r? = (pr(u—d) —r(u—r))(p—q(c)r
p
(u—d) (q(:v)(u —r)+ pcr)

per® +pa(e)(u—d)r* — p*(u — d)r* + p(u — r)r?

(u — d) (q(c)(u, — r) + 0cr)2
per® 4+ p((1-¢) — d)r* — p*(u — d)r* + p(u — r)r?

2
(u—d) (q(c)(u —r)+ p(;'r')
1— 2
_ =’
(qle)(w—r)+per)

Also ist f streng monoton wachsend, so dass 1j_; > 1 > 14, folgt.
i1) Die Behauptung folgt aus Satz 3.6.1. a
(ii) Die Behauptung folg S

1o -

Die Aussage des Theorems 3.6.2 ist recht beachtlich, da 7, unabhdngig von dem
Wertanteil 7, von dem Startkapital z und damit auch von dem Kostenanteil T' ist.
Es ist nach einer Verkauf- oder Kaufentscheidung also immer optimal, so zu handeln,
dass der feste Wertanteil 1j_1 bzw. 741 erreicht wird. Wir halten deshalb fest:

Definition 3.6.3
Wir nennen die Wertanteile
L= (p—q-)r wnd iy = (p—aqq1)r
G-1(u—r)+pyr Gi(u—r1)—pyr

die optimalen Wertanteile nach Verkauf bzw. nach Kauf.

Dabei ist ein Verkauf oder Kauf auf einen dieser optimalen Wertanteile nur dann
moglich, wenn die entsprechende Aktion auch zuldssig ist. Im néchsten Abschnitt wer-
den wir bei der Bestimmung einer optimalen Aktion aber sehen, dass ein in diesem Sin-
ne optimaler zuldssiger Kauf (Verkauf) dazu fithrt, dass der optimale Verkauf (Kauf)
nicht zuléssig ist und auch kein anderer Verkauf (Kauf) optimal ist.

Bei Betrachtung von 7_; und 74 bietet sich die folgende Charakterisierung der Aktie
an:
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Definition 3.6.4

Die Aktie im Ein-Perioden-Binomialmodell mit Transaktionskosten heif3t

bdrig, falls p < q41,

moderat, falls 41 < p < g v und
(1=)r
bullig,  falls p > 221%
(1=7)r
Gilt sogar p < g41, so nennen wir die Aktie total bdirig, gilt p > %, SO nennen wir

die Aktie total bullig.

Wir bemerken, dass nach Lemma 3.3.4 Aktien jeder Gattung bei geeigneter Wahl von
p existieren. Die Rechtfertigung fiir die Namensgebung gibt

Satz 3.6.5

(i) Ist die Aktie moderat, so liegen fj—y und 141 in (0,1).
(i) Ist die Aktie birig, so ist 141 < 0 und ist sie gar total birig, so ist auch n—; < 0.

(iii) Ist die Aktie dagegen bullig, so folgt 1—y > 1 und fiir den Fall, dass sie total
bullig ist, auch 731 > 1.

Beweis: Wegen g_i(u—r)+ pyr > 0 und

qri(u—r)—pyr > quu—r)—qr
(A4+y)r —d)(u—r) —yr(u—d)
u—d
_ (r=d)u—(+9)r
= — >0

ist fiir @ € {—1,+1} der Nenner von 7, strikt positiv und die Behauptungen folgen

mit den angegebenen Fallunterscheidungen unter Beachtung von

Go(u—r)—payr=(p—q.)r + qu— (1 +av)p.

Ist die Aktie moderat, so fithrt ein optimaler Kauf oder Verkauf stets zu einem Wertan-
teil, der in (0,1) liegt, d.h es ist sowohl in den Aktien als auch in den Bonds ein strikt
positiver Wert investiert. Ist die Aktie aber bérig (oder sogar total barig), so wiirde
die Investorin nur so kaufen (und verkaufen), dass sie danach short in den Aktien
wire. Umgekehrt wiirde sie bei bulligen (total bulligen) Aktien nur so verkaufen (und
kaufen), dass sie nach der Aktion short im Bond wére, d.h. die Aktie wére so reizvoll,
dass sie Geld leihen wiirde.
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3.7 Existenz einer optimalen Aktion

Theorem 3.6.2 liefert zu einer gegebenen Handelsart Verkauf oder Kauf den optimalen
Wertanteil. Dabei handelt es sich aber in der Regel nicht um optimale Aktionen, deren
Existenz wir uns jetzt zuwenden wollen. Dazu sind nach Lemma 3.4.4 v_;, vy und vy,
zu vergleichen und es ist sicherzustellen, dass 7, im Fall a € {—1,+1} zulidssig ist.
Gemal Voraussetzung 3.4.5 fithren wir die Untersuchungen weiterhin zu gegebenen
Startwerten x € Xy, m € [0, 1] durch und vereinfachen die Notation entsprechend.

Lemma 3.7.1

(i) Sei a € {—1,4+1}. Aus 7, & A, folgt

v(a,n) < v(a, #(T)) fir alle n € A,.

(i1) Es gill fira € {=1,+1}

1)((1,

_ =g, falls T'(z) =0,
’ 1_F(x)> < wvg, falls T(z) > 0.

Beweis: (i) Seia € {—1,+1}. Aus 75, € A, folgt fir alle n € A,

i1 2 gy > fallsa=—1,
Ny < ]_;w <mn, fallsa=+1

und somit in beiden Féllen wegen v(a,7,) > v(a,n) aus der strikten Konkavitat
U(av 77) < U(av #@)
(i) Ferner gilt

o(a, 1=F) = log(x) +log(1 = T(x) +ayr) — log(1l + a7 =)

+p log(r + T4 + (1 — p) log(r — =3
= log(z) 4+ p log((1 = I'(z))r + n(u—r))
+ (1 =p)log((1 = T'(z))r — =(r — d))
< log(z) + plog(r + m(u—r)) + (1 —p)log(r — n(r — d))

Dabei ist die Ungleichung genau dann strikt, wenn I'(z) > 0 gilt. O
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Satz 3.7.2

Fiir den optimalen erwarteten Nulzen gilt

max{v_y,vo}, falls iy € A_y,
v* = max{vii,ve}, falls Ny € Ay,
Vo, sonst.

FEine optimale Aktion ist gegeben durch

(=1,9-1), falls 3 € A_y und v_q > vy,
(a*,n") =14 (+1,741), falls fy1 € Apy und vy > vo,

(0,m), sonst.

Beweis: Nach Lemma 3.4.4 ist
v* = max{v_y, vy, vy }.
Liegt —1 in A_y, so folgt mit Theorem 3.6.2 (i)
N+ <71 < oGy
also 741 & A1, so dass sich nach Lemma 3.7.1
o(+1,7) < v(+1, I_FW) <wy firalle ne Ay

ergibt. Damit ist in diesem Fall v;1 < vp und somit v* = max{v_y, vo}.

Entsprechend lauf die Argumentation fiir iy, € Ay4y. Ist andererseits weder _, € A_4
noch 74y € Ay, so folgt nach Lemma 3.7.1 max{v_y, vy} < vg.

Dass die angegebene Aktion optimal ist, ist evident. O

Bemerkung 3.7.3

Wegen der Eindeutigkeit von 7_; und 74, als Maximalstellen sind neben der in Theo-
rem 3.7.2 angegebenen Aktion genau noch jene Aktionen optimal, die in den Féllen
v_1 = vg oder vy = vy gemabB (—1,7_1) bzw. (+1,741) handeln.

3.8 Handelsbereiche

Ziel ist es jetzt, die Bereiche in der (z,7)-Ebene genauer zu bestimmen, in denen ein
Verkauf, das Halten bzw. ein Kauf optimal sind. Dazu werden wir den erwarteten
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Nutzen zu einer Handelsart und den optimalen erwarteteten Nutzen jetzt wieder als
Funktionen auf &j x [0, 1] auffassen und fiir die Werte v(a,n, z,7), v,(z, 7) und v*(z, 7)
schreiben.

Wir gehen dabei so vor, dass wir zu gegebenem Startkapital « die Wertanteile © be-
stimmen, fir die ein Verkauf, ein Kauf bzw. das Halten optimal sind. Dazu definieren
wir:

Definition 3.8.1
Die Mengen

M,(z)={m € [0,1] | va(z,m) > vo(z,m) }, a€ {-1,+1},

nennen wir im Fall @ = —1 Verkauf- und im Fall a = +1 Kaufbereich (zu Startkapital
M) =L 7 € [0,1] | e, m) 2 mafos (), v ()] )

heiit Haltenbereich (zu Startkapital x ).

Lemma 3.8.2
Fs sind

M_i(z) = {7 € (ha(l =T(x)),1]
Mu(z) = {me€l[0,94(1-T(z)))
[0, 1]\ (M_a(2) U My (2

v(=1,0_1,2,m) > vo(z,m) },
(+1, 741, @, m) > vo(x,7) },

|
| v
).

=

—~
8

~—
|

Beweis: Sei 7 € M_;(z). Ware m < 7j_1(1 — I'(z)), d.h. j_1 € A_1(z,7), so folgte
nach Lemma 3.7.1
U(_la n,, 7T> S U(_la 7C/—la T, 7T> < vy
fir alle n mit n(1 — I'(z)) < =.
Also mufl 7 > 7j_1(1 — I'(z)) gelten. Das entspricht aber 7j_; € A_;(z,7), so dass

vog(z,m) =v(=1,7_y,2z,m)

gilt. Liegt m umgekehrt in der im Lemma angegebenen Menge, so folgt sofort = €

M_q(z).

Die Argumentation fir M, (z) lauft analog und die Behauptung fiir My(z) ist evident.
o
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Definition 3.8.3
Die durch

foa(e) = inf(Moa(@) U1}) und g () = sup(Maa () U {0})

gegebenen Abbildungen 7, : Xo — [0, 1], @ € {—1, 41} nennen wir Grenze des Verkauf-

bzw. Grenze des Kaufbereiches.

Zur Untersuchung der Grenzen ist folgendes Lemma wesentlich.

Lemma 3.8.4
Seta € {—1,41}. Firg, : Xo x & = R,
gﬂ($77r) = U(aaﬁaaxaﬂ) - UQ(CC,’/T)

gelten

(1) gu(z,-) hat die eindeutig bestimmte Minimalstelle

(p—g)(u—d)r =T(z)(ayr+(p—qu)(u—d)r

(qa(u — 7") — pa’yr)(u — d) — F(;v)(u — r)(r — d)

und ist auf (——=,mgq(2)] streng monoton fallend und auf [my.(x), 25) streng
monoton wachsend in .

Tou(z) =

1) Fs qgilt
(ii) Es g

( X ) <0, falls F(;v) > 0,
a .IC, a
I~ 0, falls T(x) = 0.

(i) Ebenso gilt im Fall T'(z) > 0

ga(7, (1 = T(2))a) < 0.

Beweis: Sei z € Xy und a € {—1,+1}.
(i) (a) Es ist

galw,m) = log(r) +plog(L)+ (1 — p)log(7L) +log(1 — I'(x) + ay7)
—plog(r+m(u—r))— (1 —p)log(r —n(r —d))

und damit

1-T(z)+aym r+na(u—r) r—m(r—d)
Ya(,T)
Yalz, )

X, T

%(j:(ivaﬂ) _ a~y plu —r) N (1—=p)(r—d)

Y
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Yo(z,m)=(1—-T(z)+aym)(r+a(u—r))(r—n(r—d) >0

und

Pa(T, )
= ay(r+m(u—r)(r—(r—d)
— plu—r)(1 = T(2) + aym)(r —m(r — d))
+(I=p)(1 =T(z)+aym)(r+m(u—r))
= ayr’ = plu—r)(1 = T(@))r + (1 = p)(r = d)(1 = T(x))r
+ (ayr((uw=r) = (r = d) = plu—r)(ayr — (1 = T(2))(r — d))
+(1=p)(r —d)(ayr+ (1 =T(2))(u—r))) =
+ (= ay(uw—r)(r = d)+plu—r)ay(r—d) + (1= p)(r — day(u —r)) =
= ayT(a)r? = (1 =T(@))r(p(u — (1 +ay)r) = (1 =p)((1 + ay)r — d))
+((1=payr(u—r) = payr(r—d)
+(p+ (1 =p)(1 =T(@)(r = d)(u—7)) 7
= ayT(a)r* = (1= T(z))r(u —d)(p(l — q2) — (1 = p)ga))
+ (1L =p)((1+ay)r = d)(u—7)+plu— (1 + ay)r)(r - d)
~T(z)(u—r)(r —d))w
= —(p—q)(u—d)r +T(@)(ayr + (p— @) (u— d))r

+ (1= p)galu—7) +p(1 = @a)(r = d))(u = d) = T()(u— r)(r —d)) 7
= —(p—g)(u—dpr +T(@)ayr+(p— q)(u—d)r

+ ((@alw =) + pr = pEq.(Y))(u —d) = T(x)(u —r)(r —d)) =
= —(p—g)u—dr+T(@)ayr+(p—q)(u—d)r

+ ((galu = 1) = payr)(u—d) = T(2)(u — r)(r — d)) 7.

(b) Wir zeigen

(Go(u—r1)—payr)(u—d)—T(z)(u—r)(r—d)>0.
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Ist v =0, so gilt I'(z) < 1 und es folgt
(gou—r1) — payr)(u—d)—T(z)(u—r)(r—d)
= (r—d)(u—r—T(z)(u—r)(r—d) >0.

Sei jetzt v > 0. Dann gilt I'(z) < 4. Wir betrachten zuerst den Fall ¢ = —1:

—_ ’

wobel wir im vorletzten Schritt die Abschitzung (1 — v)(r — d) > vr nach Lemma
3.2.3 (i) benutzt haben.

Fir a = 41 gilt mit Lemma 3.3.4
(g+1(u—r1) =pyr)(u—d) —T(z)(u—r)(r—d

> @Hw—wy—d%%FVOuwwo—ﬂu—wv—&

= (= = D =) =51 =) =
— (1 =) (u—r)(r — d))
B %((1 — N =d)(w—=r)+ (1 =y)yr(u—r) =50 —du+~"ru

—y(1 =) =r)r + (1 =7)(u=r)d)
> ﬁ(’yru—l—(] —7)(u—r>d>
> Oa

wobei wir fiir die Abschiatzung des ersten Summanden in der drittletzten Zeile gemafl

Lemma 3.2.3 (i) (1 —v)(u — r) > v u benutzt haben.

(c) Aus Teil (b) und (a) folgt, dass ¢,(z,-) streng monoton wachsend ist mit eindeutig
bestimmter Nullstelle

(P = qa)(u = d)r =T(z)(ayr + (p— ga)(u = d))r
(ga(u—r) —payr)(u—d) = T(e)(u—r)(r—d)

0,0 =
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Daraus folgt mit Teil (a) die Minimalstelleneigenschaft von m, und die behaupteten
Monotonieeigenschaften.

(ii)) Wir schétzen ab

galw,7a) = log(r) + plog(p/qa) + (1 = p)log((1 = p)/(1 = qa))

(p—qa)ayr )

log(1 — T
Flog(1 =T@) + oy —par

(p—qu)(u—r)r
Ga(u — 1) —payr

(P = ga)(r = d)r )
qu(u—r)—panvyr

< plog(p/ga) + (1 —p)log((1 —p)/(1 — q.))

+log(qa(u —7) —payr+(p—q.)ayr)

— p log(r +

— (1 =p)log(r —

—plog(ga(u—r) —payr+plu—r) —qu(u—r))
— (1 =p)log(qa(u —r) —paryr —p(r —d) + gu(r — d))
= plog(p/qa) + (1 = p)log((1 = p)/(1 — ¢u))
+log(qa(u — (1 + av)r))
— p log(p(u — (1 +av)r))
— (1 = p)log(qa(u —d) — p((1 + av)r —d))
= plog(p/qa) + (1 = p)log((1 — p)/(1 — ¢a))
+10g(qa(1 — a)) + log(u — d)
—p log(p(l — ga)) — p log(u — d)
— (1 = p)log(qa(1 = p)) = (1 — p)log(u — d)
= 0.

Fiir I'(z) = 0 gilt bei der einen Ungleichung Gleicheit, fiir I'(z) > 0 gilt die strikte
Ungleichung.

(iii) Wir schatzen wieder ab:
9oz, (1 = T'(x))ija)

= log(r) + p log(p/q.) + (1 = ) log((1 = p)/(1 = 4,))
Tlog(1 — T(x) +a~ (1 — T(2))fn) — p log(r + (1 = T(x))ia(u — 1))
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+ (1 = p)log(r — (1 = I'(2))fa(r — d))
= log(r) + p log(p/q.) + (1 — p)log((1 — p)/(1 — qa))

r

+log(l +avyi.) —p log(m + fla(u — 1))
+ (1= p)log( 5 — il = )
< log(r) + p log(p/qa) + (1 = p)log((1 = p)/(1 = ¢a))
+log(1 + avija) — p log(r + fa(u — 1)) + (1 — p)log(r — a(r — d))
= 0,
wobei die gleiche Rechnung wie in Teil (i) die letzte Gleichheit liefert. O

Mit Hilfe von Lemma 3.8.4 kénnen wir jetzt fiir unsere allgemeine Kostenstruktur ei-
nige wichtige Strukturaussagen machen. Diese sind zum einen, dass die Grenzen des
Verkauf- bzw. Kaufbereiches fir ein « € Ay genau dann mit dem optimalen Wertan-
teil nach dem Verkauf bzw. Kauf zusammenfallen, wenn I'(z) = 0 gilt. Zum anderen
kénnen wir die Intervallgestalt der Bereiche herleiten. Diese Aussage wird durch Satz
3.8.6 ergdnzt werden, der genau die Bedingungen formuliert, unter denen der Verkauf-
bereich bzw. der Kaufbereich nicht leer sind. Die letzte Aussage des Theorems gibt
schlieBlich zu den in Lemma 3.8.4 eingefithrten Funktionen eine Gleichung an, mit
deren Hilfe sich die Grenzen des Kauf- und Verkaufbereiches numerisch bestimmen
lassen.

Theorem 3.8.5
Set die Aktie moderat und x € Xj.
(i) Ist I'(z) =0, so gilt
To(z) =1e, a€{-1,+1}.
(ii) Ist T'(z) > 0, so folgt
m_i(z)>1n-1  und  Ty(z) < g
(iii) Fs sind
M_y(z) = (Foi(2), 1] und  Myq(x) = [0,%11(x)).
(iv) Ist M_y(z) # 0, so ergibt sich 7_i(x)als die eindeutig bestimmte Lésung von
g-1(z,m) =0, 1>m>n_.
Entsprechend ist 7wyq(x) tm Fall Myi(z) # 0 die eindeutig bestimmte Losung von
gyi(z,m) =0, 0<7m<(1l—="T(z))7t1.
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Beweis: (i) Ist I'(z) = 0, so gilt nach Lemma 3.8.4 (ii) g,(z,7,) = 0. Ein Vergleich
liefert ferner m, = 7,, so dass weiter
ga(z,n) >0 und 7 # i,

folgt. Damit ergibt sich nach Lemma 3.8.2

M_y(z) = (-1, 1] und - My = [0,41)
und daher

oi(z) =inf M_y(z) =9H-1 und 741(x) = sup Myi(x) = 4.

(ii) Sei I'(z) > 0.
Wir betrachten zuerst a = 41. Liege m in M4, (z), d.h.

< (1—=T(z))fjy1 und gyi(z,m) > 0.

Nach Lemma 3.8.4 ist g4 (x, (1—T(x))741) < 0, so dass 7 sich im absteigenden Bereich
von g41(x,-) befindet, d.h.

gii(z,7') >0 firalle 0<7a' <.

Somit gilt M4q(x) = [0, 741(x)). Ware nun 74(z) = (1 — I'(2))741(x), so folgte aus
der Stetigkeit von gy der Widerspruch gy (2, 741) = infrcs o) g1 (z, ') > 0. Also
gilt 7y (z) < (1 —T())is1.
Fir a = —1 liege m in M_;(z). Dann gilt

7> (1—=T(x))n-1 und g_q1(z,7)>0.

Da sowohl g_i(z,7-1) als auch g_;(z, (1 — T'(x))n-1) < 0 gelten, folgt wegen der Mo-

notonieeigenschaften von g_; aus Lemma 3.8.4 (i)
g-1(z,v) <0 firalle ve[(l—T(2))-1,10-1]

Also muss m > 7j-; gelten. Wegen g_1(z,7-1) < 0 und g(z,7) > 0 liegt 7 im aufstei-
genden Bereich von g_;(z,-), so dass fir alle 7 > m auch g_;(z,7") > 0 gilt, d.h.

Mo () = (a2, 1],
Aus der Stetigkeit von g_; folgt auch hier 7#_y(z) > n-1.

(iii) wurde bereits in den Beweisteilen (i) und (ii) gezeigt.

(iv) Wir haben bereits gezeigt, dass im Fall My, # ()

g+1(w, tp(x)) = sup  gp(z,m) =20
m<fy1(x)
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folgt. Ebenso gilt wegen der strikten Ungleichung 74 (z) < (1 — I'(z))741

g+1(z,Fya(z)) =  lim )g+1($77T) <0,

TN (@

also zusammen gy (z,741(2)) = 0. Wegen der Monotonieeigenschaften von gy ist
741(z) die eindeutig bestimmte Lésung von

gyi(z,m) =0, 0<m<(l—=D(z))N41-
Entsprechend ist #_;(z) im Fall M_;(z) # () die eindeutig bestimmte Losung von

g-1(z,m) =0, 1>m>1n_.

Satz 3.8.6
Sei v € Xy. Es ist genau dann M_y(x) # 0, wenn gilt

pr(1=p)' 77 — (g5 (0 = ¢=55)' 7
pP(1 — p)t=? ’

P(z) < (1=7)
und Miq(z) # 0, wenn gilt

PP(L=p)? —gh (1 — qy1)'?
pr(1 —p)'=? '

I'(z) <

Beweis: (a) Wegen 17—y < 1 und der Monotonieeigenschaften von g_;(z,-) nach
Lemma 3.8.4 gilt M_;(z) # () genau dann, wenn g_;(z,1) > 0 gilt. Es ist

g-1(w,1) = log(r) +log(1 = T(z) — ) +log(p*(1 — p)' ) = log(qZ, (1 — ¢13")
—p log(u) — (1 — p)log(d)
= log(r) + log(1 —7) + log(1 — 1) + log(p"(1 — p)' )
— log((g-1w)*((1 — g-1)d)'™7)
= log(1 = 72) + log(p*(1 = p)' )

11U P 1 — 1 d 1—p
_ 10g<<(1q_ wﬂ) (((1 _qwi )'77)
= log(1 — E(Txv)) + log «g)p(i :g>1_p>
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mit § = (f:f&, und

4= (1=9y)r—qgad (1 —q_y)d
s (T —=)r a (1—~)r

Auflésen von g_;(z,1) > 0 liefert

(- By (Y =

L —~7%q

und damit die Behauptung.

(b) Wegen 741 > 0 und der Monotonieeigenschaften von g1 (z, -) gilt ebenso My, (z) #
) genau dann, wenn g4q(z,0) > 0 gilt. Wir berechnen

gaa(2.0) = Tog(r) +log(1 ~ Pa)) + o (L) (=)' ™)

—p log(r) — (1 — p)log(r)

= log(1 = 1(e) +1og (L) ((=2)'7).

Auflésen von g41(z,0) > 0 liefert

=T (LY (7 0) 7>

also . ) .
PP(1—p)' P — g (1 —gp)t?
pP(1 —p)'=? '

I'(z) <

Zur Darstellung in Satz 3.8.6 bemerken wir

Bemerkung 3.8.7

Auf (0,1) ist p die eindeutig bestimmte Maximalstelle von z +— z?(1 — z)'7?, also gilt
PP(1=p)'77 > g’(1 —q)'7" fiiralle qe€l0,1], q#p.

SchlieBlich konnen wir im folgenden Satz noch eine Konvergenzaussage fiir die Grenzen
des Verkaul- und des Kaufbereiches treffen. Die Voraussetzung ist zum Beispiel fiir
konstante Kosten erfillt.

Satz 3.8.8
Gilt

dim () =0,
so folgt fir a € {—1,+1}

lim 7,(z) = 7,.

r—00
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Beweis: Es gelte lim, ., I'(z) = 0. Dann existiert ein o > 0, so dass = € &} fiir alle
x > xo gilt. Deshalb kénnen wir im Beweis ohne Einschrankung « € A annehmen.

(a) Sei a € {—1,41} und 7 € [0,1]. Wir zeigen zuerst, dass gilt

=0, falls7 =7,
lim g, ()
Freo >0, falls 7 # 7,.

Mit der Stetigkeit von g, erhalten wir

lim g,(z,7) = log(r)+ log ((qﬁa)l’( I —p )l—p)

T—00 1 — Ga

+ log(1 4 am) — plog(r + m(u—r)) — (1 = p)log(r — (r — d))
= log (p"(1 = p'7") + log(r(1 + ay )
—p log(qa(r + m(u—r))) — (1 —p)log((1 — ga)(r — 7(r — d))).
Unter Ausnutzung von
(1 =gq)(r—m(r—d) = (1-q)1-m)r+a(l—-q)d
= (I=q)( —m)r+a((l+ay)r—q.u)
= (I+ay7) = qu(r —m(u—r))
folgt

lim g,(z,7) = log (Pp(l — p)l"p)

—log ((qa(r + m(u— T)))p(l ~ Ga(r fm(u— T)))l-p)_

r(l—l—a,’wr) r(]—l—a,’yrr)

Somit gilt nach Bemerkung 3.8.7 lim, . g.(z,7) > 0, wobei Gleichheit genau dann
gilt, wenn

_ Gu(rtm(u—r))

B r(l+avym)

gilt, d.h. falls
o p=q)r
T = = 1,.

Gu(u—r)—pyr

(b) Sei a = —1. Wir weisen nun die im Satz behauptete Konvergenz nach. Wegen der
Konvergenz lim,_,, I'(z) = 0 existiert nach Satz 3.8.6 ein z_y, so dass fiir alle z > z_;
nach Theorem 3.8.5 gilt

1> a_q(x) > n-q.

Angenommen, 7_;(z) konvergierte nicht gegen 7_;. d.h. es gibe ein ¢ > 0, so dass fiir
alle zg € Xp ein © > zq existierte mit 7_1(z) > 7y + ¢.
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Wir kénnten zu diesem ¢ ein m € (0, 1) so wahlen, dass fj_; < 7 < 7j_; +¢. Dann folgte
nach Teil (a), dass lim, e g—1(z,7) > 0. Also existiert ein x4, so dass gilt

g-1(z,m) >0 firalle z> 2.

Somit muss 7_1(z) < 7 < 1j_y +e¢ fiir alle z > x; gelten. Das steht aber im Widerspruch
zur Annahme. Also konvergiert 7_q(z) gegen 7-1. Die Behauptung fiir « = +1 folgt
analog. O

3.9 Spezielle Transaktionskosten

In diesem Abschnitt werden wir die erzielten Resultate aus den Abschnitten 3.6 und
3.8 auf verschiedene spezielle Kostenstrukturen iibertragen.

Korollar 3.9.1 (Rein proprotionale Transaktionskosten)

Ist ' =0, so sind 7_y und 74, konstant und es gilt
1>ﬁ_1:ﬁ_1:ﬁ:ﬁ+1:ﬁ+1>07 fCLHS’)/:O,

und
1>ﬁ_1:f]_1>f]>ﬁ+1:7}+1>0, f[l”S’)/>0

Insbesondere sind M_q(z) # 0 und My (x) # 0.

Beweis: Die Behauptung folgt aus den Theoremen 3.6.2, 3.8.5 und Satz 3.8.6. O

Korollar 3.9.2 (Fixe Transaktionskosten)
Sei § € (0,7) firy >0 und § € (0,2) firy =0. Fiir T = § ist Xy = (0,00) und wir

erhalten:

(1) FEs sind 7_y und 741 konstant und es gilt

A A

Toy > 01 =1 =141 > T41, Jalls v =0,

und
Ty > 1)1 > 1) >4 > Ty,  falls v > 0.
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(ii) Ist

Pr(L=p)' 77 = (d=55)P (1 = q=55)' 7
pr(1 —p)t=?
so gill 71—y < 1, d.h. M_y(x) #£ 0 fiir alle x > 0. Ist
A=) =gl = g4a)'?
pp(] _ p)l_p

so gilt 7y >0, d.h. Myi(x) £ 0 fir alle z > 0.

< (1-19)

d <

77

Beweis: Sei d € (0,7) fir v > 0 und § € (0, %) fiir v = 0. Dann folgt fiir I' = § aus

der Definition 3.2.2 Xy = (0, c0).

(i) Nach Theorem 3.8.5 (iv) bestimmt sich 7., a € {—1,+1}, fiir > 0 als Losung von

ga(z,74(x)) = 0.

Diese Gleichung ist fiir I'(z) = § aber unabhiangig von z, so dass 7_; und 74, konstant

sind. Die Ungleichungen folgen aus den Theoremen 3.6.2 und 3.8.5.
(ii) Die Behauptung folgt mit I' = § aus Satz 3.8.6.

Korollar 3.9.3 (Konstante Transaktionskosten)
Sei C >0 und T'(z) = <.

(i) Fir alle z € Xy gilt
Toi(r) > for = i) =g > 7p(e),  falls y =0,

und

A

’/T_l(.l?) > TA]_l > 7A7 > 7?_|_1 > 7AT'_|_1(£E), f(LHS vy > 0.
(i) Fir alle

c P —p)'

r>xr_1 =

L= pp(1=p)' 7 = (g7 (0 — =)' 7
gilt #_y(x) <1, d.h. M_y(x) # 0, und fiir alle
Cpr(l—p)'?
pP(1=p)'77 = gy (1 = qqa)'?
gilt #41(2) > 0, dh. My (2) # 0.

$>.'E+1:

O
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Abbildung 3.2: Kauf-,Halten- und Verkaufbereich bei proportionalen plus konstanten
Kosten

(iii) Fs gilt
lim 7,(z) = 1., a€{-1,+1}.

rT—00

Beweis: Teil (i) folgt wieder aus den Theoremen 3.6.2 und 3.8.5, (ii) aus Satz 3.8.6
und (iii) wegen I'(z) = % — 0 fiir £ — oo aus Satz 3.8.8. O

Beispiel 3.9.4

Wir betrachten das Ein-Perioden-Binomialmodell mit den Parametern
r=104, w=125 d=08 und p=0.6.

Als proportionale Kosten setzen wir v = 0.005 an. Die Bedingungen in 3.2.1 und 3.2.2
sind erfiillt und die Aktie ist moderat. Fiir die optimalen Wertanteile berechnen wir

o= 0722, #=0619 und i = 0.515.
Fiir fixe Kosten I' = 6 mit § = 0.0002 ergibt sich numerisch

-1 =0.812 und 74 = 0.423.
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SchlieBlich erhalten wir bei konstanten Kosten I'(z) = % mit C' = 10 die Handelsbe-
reiche entsprechend Abbildung 3.2. Die fetten Linien bilden die Grenze des Verkauf-
bzw. des Kaufbereiches, die gestrichelte entspricht dem optimalen Wertanteil ohne
Transaktionskosten und die anderen beiden Linien entsprechen den optimalen Antei-
len nach Verkauf (obere) bzw. nach Kauf (untere). Wir kénnen die Werte z_; und x4,
aus Korollar 3.9.3 berechnen zu

x_1 =5164.84 und x4 = 1623.69.

Ab x_y liegen 7_y(z) und 741 (x) in (0,1), d.h. ab einem fiir das Problem recht geringen
Wert sind der Verkauf- und der Kaufbereich nicht leer.
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Kapitel 4

Im Binomialmodell

4.1 TUberblick

Wir werden unsere Betrachtungen in diesem Kapitel auf Modelle ausdehnen, in de-
nen iiber mehrere Perioden gehandelt wird. Dabei werden wir uns auf das sogenannte
Binomialmodell beschranken, das in Wiirdigung der Arbeit von Cox, Ross und Ru-
binstein (1979) auch als CRR-Modell bezeichnet wird. Da viele zeitstetige Modelle,
wie zum Beispiel das Black-Scholes-Modell, durch eine Folge von Binomialmodellen
approximiert werden konnen, ist diese Finschrankung als eher gering zu erachten.

Wir beginnen in 4.2 mit der Einfithrung des Modells und der Motivation der Be-
griffe der Handelsart und des neuen Wertanteils. In Abschnitt 4.3 werden wir die
standardméfig behandelten Optimalitétskritieren vorstellen, die iiber eine durch Han-
delsart und neue Wertanteile gesteuerte Wertentwicklung zu erreichen sind. Es bietet
sich eine Einbettung in die Theorie der markovsch kontrollierten Prozesse an, um de-
ren Ergebnisse nutzen zu kénnen. In 4.4 geben wir einen kurzen Uberblick iiber die
von uns benotigten Definitionen und Resultate dieser Theorie.

AnschlieBend folgt in 4.5 die Einbettung des Binomialmodells. In Abschnitt 4.6 werden
wir die in 4.3 vorgestellten Optimierungsaufgaben fiir den Fall 16sen, dass keine Trans-
aktionskosten vorliegen. Unter Transaktionskosten scheinen keine expliziten Losungen
mehr moglich zu sein. Wir formulieren in 4.7 mehrere Existenzresultate und geben
fiir fixe und proportionale Kosten bei endlichem Zeithorizont einen sehr effizienten
Algorithmus zur Bestimmung einer optimalen Kontrollstrategie an.

Zum Abschluss stellen wir in Abschnitt 4.8 einen Ansatz vor, wie eine gute Han-
delsstrategie fiir das Problem der Maximierung der asymptotischen Rendite gefunden
werden kann. Diesen Zugang werden wir im folgenden Kapitel im Black-Scholes Modell
ausfithrlich untersuchen. Er nutzt nicht mehr die Resultate der Theorie der markovsch
kontrollierten Prozesse, sondern benétigt fiir die wesentlichen Aussagen erneuerungs-
theoretische Argumente. Hier im Binomialmodell erfolgt nur ein knapper Uberblick

81
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4.2 Handel im Binomialmodell

Nach der natiirlichen Modellierung des Handels tiber das Transaktionsvolumen in Defi-
nition 4.2.2 fiihren wir nachfolgend den Begriff der Handelsart und des neuen Wertan-
teils ein und zeigen in Satz 4.2.9 die Aquivalenz der beiden Zuginge. Eine Moglichkeit
der Faktorisierung des Wertprozesses in der neuen Modellierung geben wir in Satz
4.2.8 an. Diese Faktorisierung wird in den folgenden Abschnitten unter Verwendung
des logarithmischen Nutzens zu einer gut behandelbaren additiven Darstellung fithren.

Definition 4.2.1

Seien r > 1, sp > 0, u,d > 0 mit w > r > d und p € (0,1) reelle Konstanten und
Y = (Y,)nen eine Folge unabhéngiger und identisch geméaf

p=PY,=u)=1-P(Y,=d), neN,

verteilter Zufallsvariablen auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (€, F, P).
Die zugehorige Filtration bezeichnen wir mit

Fo=A{0,9} uwnd F,=0(V:,....Y,) CF.
Prozesse (B(n))nen und (S(n))new seien durch
B(0)=1 wund B(n)=r", nél,

bzw. durch
S(0)=s9 und S(n)=soY1...Y,, né€lN,

gegeben. Dieses Modell bezeichnen wir als Binomialmodell. Betrachten wir ein Bino-
mialmodell nur bis zu einem festen Endzeitpunkt N € IV, so sprechen wir auch von
einem N-Perioden-Binomialmodell. Wie schon im Einperioden-Binomialmodell bezei-

chen wir die Prozesse (B(n)),en und (S(n))new als Bondkurs bzw. Aktienkurs.

Im Folgenden werden wir die im letzten Kapitel eingefiihrten Begriffe auf das allge-
meine Binomialmodell ausdehnen. Da die Motivation der Begriffe der Motivation in
einer Periode entspricht, werden wir uns an dieser Stelle knapper fassen.

7Zu Startwerten z und m, bestehend aus dem Startkapital z und dem zu Anfang in
die Aktie investierten Wertanteil 7, werden die Aktionen des Investors durch eine zu
(Fn)nen adaptierte Transaktionenfolge (A,),en beschrieben. Dabei gibt A, : Q@ — IR
den zur Zeit n nach dem Bekanntwerden von S(n) gehandelten Aktienwert an. Eine
Transaktion unterliegt wie in Kapitel 3 wieder Transaktionskosten (v,I'), bestehend
aus proportionalen Kosten v € [0,1) und einem wertabhingigen Kostenanteil T' :

(0,00) — (0, 00).
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In Anbetracht der jetzt vorliegenden zeitlichen Enwicklung erscheint es angebracht,
den Kostenanteil I' zeitabhangig wahlen zu kénnen. Eine sinnvolle Wahl wére zum
Beispiel zu einer Konstanten ¢' > 0 gegeben durch
C e‘l"’l’L
I'(n,z) = , né& Ng,z>0.

x

Dies entsprache konstanten Kosten C'e"” zur Zeit n. Eine Zeitabhangigkeit des pro-
portionalen Anteils v erscheint hingegen nicht sinnvoll. Unsere Darstellung erfolgt fiir
zeitunabhangige Transaktionskosten. Von dieser ausgehend ist durch Ersetzung von
I'(z) durch T'(n,z) in der Darstellung der Wertprozesse der Ubergang zu den entspre-
chenden Darstellungen bei dem zeitabhéngigen Ansatz moglich.

Definition 4.2.2

Zu Startwerten z, 7 € IR und einer Transaktionenfolge A = (A, )nen, seien durch
Xg(0)=(1—-mz, Xs=nmzx
und fur n € IV,

Xp(n+1) = (Xp(n) = An = 7|Au] = T(X(n)) X (n)1(a,20))r,
Xs(n+1) = (Xs(n) + An) Vo,

der Bondwertprozess (Xp(n))nen, und der Aktienwertprozess (Xs(n))nen, gegeben.
Weiter fithren wir durch
Xq(n)

X(n)=Xg(n)+ Xs(n) und =w(n)= X(n)

fir n € INy, also insbesondere X (0) = z und #(0) = w, den (Gesaml-) Wertprozess
(X(n))nen, und den Wertanteilsprozess (vor der Aktion) (m(n)),.en, €in.

Auf die notwendige Indizierung dieser Prozesse mit (z,m, A) werden wir verzichten,
sofern die zugehorigen Werte (z, 7, A) aus dem Zusammenhang hervorgehen. Sollten
Zweifel moglich sein oder eine besondere Betonung notwendig erscheinen, so werden
wir vereinzelt aber doch X8 (n) oder sogar X5™?(n) schreiben und entsprechend fiir
die Prozesse (Xs(n))newy: (X(n))nen, und (7(n))nemn, verfahren.

Eine Transaktionenfolge A = (A,),en, heit Arbitragemdglichkeit zu den Startwerten
x und m, falls ein N € IN so existiert, dass

X*PAN) —2rM >0 und - P(XTTA(N) =2 > 0) >0,

Satz 4.2.3

Im Binomialmodell mit Transaktionskosten existieren zu keinen Startwerten Arbitra-
geméglichkeiten, d.h. das Modell ist arbilragefrei.
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Beweis: Es bezeichne X““A(n), n € IN, den Wertprozess ohne Transaktionskosten.
Unter der Bedingung v > r > d aus Definition 4.2.1 ist die Arbitragefreiheit des
Binomialmodells ohne Transaktionskosten bekannt (siehe Irle (1998), 3.8). Somit folgt
sie auch hier wegen

Xx’”’A(TL) < X“”“A(n), n € IN.

Wir kénnen auch die in Definition 3.3.3 im Einperiodenmodell definierten Mafle @),
-1 und Q4 auf das Binomialmodell ausdehnen: Sie werden auf Foo = 0(U,en, Frn)
durch die Forderung eingefiihrt, dass Y7, Y5, ... auch unabhangig und identisch verteilt
unter diesen Maflen sind mit

QVi=u)=g=1-0Vi=d) wd QuVi=u)=q=1-Q%=d
fiir a € {—1,+1}, wobei wie im Kapitel 3

r—d (1+a)7“—d
q_u—d und g, = u—d ’

a € {_17 +1}a

seien. Allerdings liegt die Bedeutung dieser Mafie auch hier im Wesentlichen nur in
den Parametern ¢, q_1, q41.

Definition 4.2.4
Der Aktienkurs im Binomialmodell heiflt moderat, falls gilt

g-1u

G+1 <p < .
(T —=)r

Zur Vereinfachung der Analyse werden wir uns auf moderate Aktien beschranken und
auch nur jene Transaktionenfolgen betrachten, fiir die der Wertprozess strikt positiv
bleibt und — im Unterschied zu unseren Betrachtungen im Einperiodenmodell — kein
Short Selling von Aktien oder Bonds erfolgt. Deshalb fithren wir ein:

Definition 4.2.5
Zuxz>0,m€0,1] sei
D(z,7) = {0JU{AecR|z—al(z)—~|A]>0,
(1-—mz—A—2l(z)—v|A| >0, 72+ A>0}

Eine Transaktionenfolge A = (A,),en, nennen wir zuldssig zu den Startwerten z > 0
und 7 € [0, 1], falls fiir alle n € INg gilt

An c /DO(Xx’mA(n), ﬂ_z‘,Tr,A(n)>'
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Lemma 4.2.6
Seien x > 0 und 7 € [0,1]. Fiir eine Transaktionenfolge A = (A,)en, sind dquivalent

(1) A ist zulissig zu x und .

(2) Fiir alle n € INy gelten

XPTA(n) >0, X5™n) 20 and  X5T(n) 20

(3) Fir alle n € INy gelten

X7™2(n) >0 und 7"™2(n) € [0,1].

Beweis: Seien 2y > 0,79 € [0,1] und A = (A,),en eine Transaktionenfolge. Wir
schreiben kurz X (n) fiir X*™2(n), n € INo, und ebenso auch w(n), Xg(n), Xs(n).

Es gelte (1). Wir zeigen (3): Sei A zuldssig zu xg, mo. Es gilt X(0) = z¢ > 0 und
m(0) = mo € [0,1]. Sel w € Q mit z, = X(n,w) > 0, m, = m(n,w) € [0,1] und
d, = A, (w) € D°(z,,m,). Dann gilt im Fall d,, = 0

Xn+1lw) =1 —m)z,r+ mz, Yo (w) >0,
da 7, > 0 oder 1 —m, > 0 gilt, und somit auch

Trn;vnYnH((.u)

m(n+1,w) = X(n+1,w)

€ [0,1].

Ist d, # 0 so impliziert d,, € Dy (x,.7,)
(1 —-m)z, —d, —2,0(2,) —79|dn| >0 und  mwz, +d, >0

mit einer echten Ungleichung, da sonst die dritte Bedingumg verletzt ware. Es folgt
also

X(n+1lw) = (1 =m)z, —d, —x,T(2,) — y|dn])r + (mp2, + dy) Vg1 (w)
> 0
und wegen 0 < (1,2, + dn) Y41 (w) < X(n + 1,w) auch

(ﬂ-nxn + dn)Yn-}-l
X(n +1, w)

m(n+1,w) = € [0,1].

Damit folgt die Behauptung mit der Induktion auch fast sicher.
Gilt (3), so folgt die Behauptung (2) wegen

Xg(n)=(1—=m(n))X(n) >0 und Xg(n)=n(n)X(n)>0, n e N,
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Es gelte schlieBlich (2). Wir weisen die Bauptung (1) nach: Da mit X(n+ 1) > 0 auch
Xg(n+1) >0 oder Xg(n+ 1) > 0 gilt, erhalten wir fir alle n € IN

(1= ()X (1) = A = X()P(X(n)) — 5] = 220FD 5
T X(n) + A, = % >0,

d.h. A, € D°(X(n),n(n)). O

Definition 3.2.6 entsprechend fithren wir wieder die Handelsart und den neuen Wertan-
teil (den Wertanteil nach der Aktion) ein.

Definition 4.2.7

Seien # > 0 und 7 € [0,1]. Der neue Wertanteil f,(x,m,A) nach der Transaktion A
und die Handelsart f,(A) von A sind gegeben durch die Abbildungen

Tx+ A

fole,m,) : D (x,m) — R, f,(z,7,A)=
ol ) D) g ) v — () Lpy\op(A) — 7|A]

und

fo: R —{-1,0,4+1}, a(A)=sign(A).

Der folgende Satz beschreibt, wie sich die Wertentwicklung durch die neu eingefiithrten
Begriffe beschreiben lasst.

Satz 4.2.8

(i) Seienz >0, 7 € [0,1] und A € D?(x, 7). Mita = f,(z,7,A) undn = fy(z,m,A)
hat A die Darstellung
(1= a* Ty -7
Il+avyn
mit Kosten a*T'(z)x + ay A. Auferdem gilt

A =

sign((1 — a*T(2))n — 7) = a.
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(ii) Fir eine zuldssige Transaktionenfolge (A,)nen, zu Startwerten x und m hat die
Wertentwicklung die Darstellung
X(0) = =z, w(0)=m,
1— AQF(X(n)) + A, ym(n)
X (1 1 = L n Yn - X ) Wa
) D2 AT 4 (Vo = )X ), €

nn Yn-l—l
= IN,
7T<n> r + nn(Yn+1 - T>’ "e o

wobei n, = fy(X(n),7(n),A,) und A, = fo(X(n),7(n),A,) seien.

Beweis: Wir bemerken zuerst, dass
folz,m,A)€10,1]  furalle = >0,7 €[0,1],A € D(z,m)
gilt, da f,(z,7,0) = Z£ = 7 in [0, 1] liegt und fir A # 0 aus A € D°(z,7)
0<mz+A<mer+A+(l-mz—zl(z)—7]Al =2 —2T(z) —y|A]
und damit auch f,(z, 7, A) € [0,1] folgt.

Fiir n € [0,1] gilt auch 1 +ayn > 0 fira € {—1,0,+1}.

Zum Nachweis von (1) beachten wir

Tmxr+ A

N
IC v —a*rT(z) —ay A’

so dass Auflésen nach A die behauptete Darstellung liefert. Aus dieser folgt unter
Beachtung von a = sign(A) auch der zweite Teil der Behauptung.

Sei nun (A, )uen, eine zuldssige Folge zu Startwerten z > 0, = € [0,1]. Fiir die zu-
gehorige Wertentwicklung gilt fiir n € INg

X(n+1) = XB(n—}—l)+X5(n+l)
= (L =m(n)X(n) = An = X(0)D(X (1)) Lia, 20y = 7[An])
(m(n)X n)+An> et

so dass die behauptete Darstellung unter Ausnutzung von (i) mit den identischen
Rechnungen wie im Beweis von Satz 3.2.7 folgt.
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Unter Beachtung von (i) erhalten wir auch

(1 = AT (X(n)))n. — 7(n)
L+ Anynn

_om(n)(I+ Apyna) + 1= ATT(X(n))7 — 7(n)
= A X(n)
1= AZT(X(n)) + Apym(n)

14+ Ay,

Tr(n)X(n)—I—An = W(n)X(n)—l— X(n)

Mn X(”)?

so dass mit der Darstellung fiir X (n + 1) folgt

Xs(n + ])

X(n + 1)

(e () X () + A)Va
X(n + 1)

nn Yn+1
r+ 77n(Yn+1 - )

Tr(n—l— 1) =

Wir konnen jetzt ein Satz 3.2.8 entsprechendes Eindeutigkeitsresultat formulieren. Da
wir kein Short Selling zugelassen haben und keine den Bedingungen in Definition 3.2.2
entsprechenden Voraussetzungen an die Transaktionskosten gestellt haben, ergeben
sich hier aber einige Abweichungen von der Formulierung im Einperiodenmodell.

Satz 4.2.9
FEs seien AS(z,m) ={ 7 } und fir a € {—1,+1}

0, Jalls 1 —=T(z) +aym <0,

Aulzm) = { {ne0.1]|sign((1 ~T(e))y—m)=a} falls1~T(z)+aym>0,

sowie
Az, ) ={ (a,n) € {-1,0,+1} x [0,1] | n € A(x,7) } .
Dann ist fiir ¢ > 0 und © € [0,1] die Abbildung

D’(x,m) = Alz,m), A= (fu(A), fr(z,m,A))

bijektiv.
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Beweis: Seien z > 0, 7 € [0, 1] und
D (x,m) = A(z,7), [f(A) =([fu(A), fr(z,7,A).
Fir A € D°(z, ) erkennen wir an der Darstellung des Wertes in Satz 4.2.8 (ii), dass
L= (fa(A)"T(2) + fu(A)ym >0

gelten muss, da ansonsten ein Widerspruch zu Lemma 4.2.6 (3) folgte. Da nach Satz
4.2.8 (i) auch

sign((1 = (fa(A)*T(2))f4(A) = 7) = a.
gilt, folgt bereits f(A) € A°(z, ).
Fir A =0 gelten f,(A)=0und f,(z,7,A) =7, also f({0}) = {0} x Aj(z, ).
Sei A £ 0und a = f,(A) € {—1,4+1}. Mit Satz 4.2.8 (ii) und Lemma 4.2.6 (3) folgt
wieder, dass 1 — I'(z) + ay 7 > 0 gelten muss. Damit ist f,(z,7,-) auf {d € D°(z,7) |
Ja(d) = a} differenzierbar mit

Ofy(z,m,A) l—al(z)+aym

Oa B (x —2l(z) —ayA)? >0

d.h. f,(z,m, ") ist streng monoton wachsend. Damit ist f injektiv.

Ferner gilt

T
li A)= ———
Aeé{ﬁ#of”(x’ﬂ’ ) 1 —T'(z)
und fiir die minimale Transaktion —z 7 und die maximale Transaktion w
sind
—m)e—zT(x
folz,m,—zm)=0 und f,(z,m, ﬁl—%—l) =1,
so dass f auch surjektiv ist. a

Die Bedeutung dieses Satzes liegt darin, dass wir uns wieder auf eine Darstellung
der Wertentwicklung durch die Handelsart und den neuen Wertanteil zurtickziehen
kénnen.

In dieser Darstellung ist nach Satz 4.2.8 (ii) eine Faktorisierung des Wertes moglich,
die bei Anwendung des Logarithmus in einer Summendarstellung des Nutzens resul-
tiert. Damit wird die Behandlung von Optimierungsaufgaben iiberhaupt erst verniinf-

tig handhabbar.

4.3 Optimierungsaufgaben

Die Definitionen und Satze 4.2.7, 4.2.8 und 4.2.9 erméglichen es uns, anstatt der Trans-
aktionenfolge A = (A,),en, ohne Einschriankung eine Folge von Handelsarten und
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neuen Wertanteilen (A,7n) = (A,,n,)nen anzusetzen, die wir kurz als Aktionenfol-
ge bezeichnen wollen. Als Wertentwicklung ist dann Satz 4.2.8 (ii) entsprechend zu
Anfangswerten z und =

und fur n € N,

X(n + 1) — (1 — Anr(‘x) + A]TL—ZZ(jF)y);: + nn(Yn+1 - T))X(n),

7771 Yvn-l—l

1) =
W(n—}_ ) T+77n(Yn+1 _T>

zu betrachten, wobei natiirlich eine Indizierung der Art X®™(A41)  gom(Amn oder zu-
mindestens X 4" 7{47 notwendig wire, auf die wir aber verzichten werden, falls die
betrachtete Aktionenfolge aus dem Zusammenhang ersichtlich ist.

Definition 4.3.1

Zu z > 0 und m € [0,1] seien AT (z,7) und Af(z,7), a € {—1,41}, jeweils der
Abschluss der in Satz 4.2.9 definierten Mengen A°(z,m) bzw. A2(z, ).

Eine Aktionenfolge (A,n) = (Au, nn)nen, heiBt zulissig, falls zu allen Startwerten
x>0 und 7 € [0,1] fiir alle n € IV gilt

(Ans ) € AF (XD (), 74 (1))
und transaktionendquivalent, falls sogar gilt

(An,nn) c Ao(X(A,n)(n)’Tr(A,n)(n))

Dass wir die Zulédssigkeit iiber AT und nicht iiber A° definieren, bedeutet, dass es jetzt
im Gegensatz zur Einfithrung in 4.2 auch erlaubt ist, nicht zu handeln aber trotzdem
Transaktionskosten zu zahlen. Eine optimale Kontrollstrategie wird diese Moglichkeit
in der Regel nicht nutzen und somit transaktionenaquivalent sein. Die Kompaktheit
von At (z,7) wird uns im Abschnitt 4.7 in einfacher Weise die Existenz einer optimalen
Aktion garantieren.

Lemma 4.3.2

Set (A, 1) = (An, M )nen, eine zuldssige Aktionenfolge. Dann gilt zu allen Startwerten
x>0, 7€ [0,1] fir alle n € INy

XAM0) >0  wnd 77 e 0,1].
Ist (A,n) auch transaktionendquivalent, so ist eine zu x > 0 , m € [0,1] zuldssige
Transaktionenfolge (A,)nen, eindeutig bestimmt gemdfs
(1 — AZL(X(n)))nn — 7(n)
14+ Ay,

A, = X(n).
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Beweis: Die Behauptung folgt sofort mit der Bijektion aus Satz 4.2.9, aus Lemma
4.2.7 und Satz 4.2.8, wobei zu beachten ist, dass die entsprechenden Darstellungen
auch fir zuldssige Aktionenfolgen gelten. O

Im Folgenden stellen wir einige typische Optimierungsprobleme vor, die wir ohne
Transaktionskosten in 4.6 losen werden und in den Abschnitten 4.7 und 4.8 unter
der Berticksichtigung von Transaktionskosten untersuchen werden

Definition 4.3.3

Zu einer zuldssigen Aktionenfolge (A,n) = (A, Nn)nen, nennen wir zu N € IV
I, 7) = By [log(XU(N)]

den Nutzen zur Zeit N. Dabei bezeichnet F(, )y den Erwartungswert unter der Bedin-
gung, dass Startwerte  und 7 vorliegen.

Zu o € (0,1) heift

(Am) (.
VA (2, 7) = Egmy | D " log <X()§+n(i>l)) |

neN

der a-diskontierte Gewinn. Dabei handelt es sich genauer um den erwarteten mit o
diskontierten logarithmischen Nutzen der Zwischengewinne. Schliefllich nennen wir

R(A*”)(x, m) = lim inf %E(I,w) [10g(X(Am)(N)) ]

N—=oo

die asymptotische Rendite zu (A, n).

7u bestimmen sind die optimalen Werle

(Am)

Jy(z,m) = sup Iy (),
(Am)eAt (z,m)

Vite,m) = sup V(e
(Am)eAt (z,m)

R(x,m) = sup R(A’”)(.r,ﬁ)

(Am)eAt (z,m)

und inshesondere die zugehorigen optimalen Aktionen. Eine Aktionenfolge (A,n)* =
(A, n)nen, nennen wir optimal fir eine Optimierungsaufgabe, wenn sie zulidssig ist
und unter ihr der entsprechende optimale Wert angenommen wird, also zum Beispiel
gilt

Jy(z,m) = J](\fAm)*(x,ﬁ).
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4.4 Markovsch kontrollierte Prozesse

In der Sprache der Kontrolltheorie wird die Wertentwicklung (XA (n), 747 (1)) ,.c v,
durch die Aktionenfolge (A,7n) = (A, nn)nen, kontrolliert oder gesteuert. Ziel ist es,
die Kontrolle (A, ) so zu wihlen, dass eines der oben angefithrten Kriterien maximiert
wird.

Die Schwierigkeit in unserer Situation besteht darin, dass wir weder einen abzéhlbaren
Zustandsraum fur den kontrollierten Prozess, noch einen abzahlbaren Aktionenraum
fiir die Kontrolle vorliegen haben.

Wir zitieren im Wesentlichen aus Herndndez-Lerma und Lasserre (1995) die folgenden
uns betreffenden Definitionen und Resultate.

Definition 4.4.1 (Markovsches Kontrollmodell)
Ein Markovsches Kontrollmodell (X, A, {A(x)|z € X'}, R, g) besteht aus:

(1) Einer Borelschen Menge X', dem Zustandsraum, dessen Elemente Zustdinde hei-
Ben.

(2) Einer Borelschen Menge A, der Aktionenmenge oder Kontrollmenge, deren Ele-
mente wir Aktionen oder Kontrollen nennen.

(3) Einer Familie {A(z)|z € X'} nicht-leerer messbarer Teilmengen von A, wobei
A(z) die im Zustand = € X' zuldssigen Aktionen bezeichnet und die Eigenschaft
hat, dass die Menge

Z={(z,a)|ze X ac Az) }

der zulissigen Zustands-Aktionen-Paare messbar in X' x A ist.

Ferner wird angenommen, dass eine messbare Auswahlfunktion f: X — A mit
f(z) € A(z), z € X, existiert, d.h. dass Z den Graph einer messbaren Funktion
enthalt.

(4) Einem stochastischen Kern @) auf X' gegeben Z, dem Ubergangskern.

(5) Einer messbaren Funktion ¢ : Z — IR, der (Finperioden-) Auszahlungsfunktion,
und bei Bedarf messbaren Funktionen gy : X — IR, dem Anfangswert, und

gn + Z — IR, den terminalen Auszahlungsfunktionen bei Stopp zum Zeitpunkt
n € IN.

In einem markovschen Kontroll-Modell werden durch Hg = X und fiir n € IV durch

H,=2Z"x X
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die Mengen der zuldssigen Vergangenheiten definiert. Diese sind Teilmengen der mdgli-
chen Vergangenheiten

Ho=X, H,=(Xx A" xX

Eine Kontrollstrategie oder Kontrollpolitik ist eine Folge (K, ),en, stochastischer Kerne
K, auf A gegeben H,, so dass gilt

K,.(A(z,),h,) =1 fiiralle h, = (2¢,a0,...,Tp-1,0n-1,2,) € H,.

Die Menge aller Kontrollstrategien bezeichnen wir mit K.

Bemerkung 4.4.2 (Kanonische Konstruktion)

Die kanonische Konstruktion nach Tonescu-Tulcea zeigt, dass zu jeder Kontrollstrategie
ein Wahrscheinlichkeitsmafl existiert, das eine Konstruktion von Prozessen (X, )nen,
und (A,)nen, wie folgt ermoglicht:

Es wird die kanonische Ergebnismenge 2 = (X x A)> versehen mit der zugehorigen
Produkt-o-Algebra F betrachtet. Die Elemente von ) sind einfach von der Gestalt
(z0, ao, 1, a1, ...). Die Zufallsvariablen X, und A,, n € INy bezeichnen die Projektio-
nen auf die entspechenden Komponenten. Die Vergangenheit zur Zeit n kann durch
eine Zufallsvariable H, = (X, Ao, . ..., X,—1, An_1, X,)) beschrieben werden. Zu einer
Startverteilung v fiir X, und einer Kontrollstrategie K = (K, ),emn, existiert nun nach
Ionescu-Tulcea ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmall P, x auf (£, F) mit

P,xk(Hw) = 1, wobei Ho = 2%,
P,x(Xo€ B) = v(B) firalle B€ B(X),
P,k(A,€C|H,=h,) = K,(Ch,) firalleC € B(A),
Pk(Xnt1 € B| X, =an, Ay =a,) = Q(B,(zp,a,)) firalle B € B(X).

Der Zusammenhang zu unserer Notation bei der Formulierung der Optimierungsauf-

gaben in Definition 4.3.3 ist gegeben durch
P.(X¥(n)e B)= Ps, x(X(n) € B), n€N,zecX,BeB.

Definition 4.4.3

(i) Die beiden in Bemerkung 4.4.3 eingefithrten Prozesse (X, )neny und (Ay)nen
auf (Q,F, P, k) heien (durch K) markovsch kontrollierter Prozess bzw. Aktio-
nenfolge (zu K ) zur Startverteilung v. Die Familie der markovsch kontrollierten
Prozesse

(Qa f7 Px,Ka (Xn)nEW)xEX,KE}C

in Verbindung mit einem Optimierungskriterium bezeichnen wir als markovsches
Kontrollproblem (in diskreter Zeit). Dabei bezeichnet P, g das Maf zur Start-
verteilung v = 4.
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(ii) Eine Kontrollstrategie K heifit

- markovsch, falls eine Folge stochastischer Kerne (R, )nen, auf A gegeben
X mit R,(A(z),z) = 1 existiert, so dass K,(:,h,) = R,(-,z,) fur alle
hn = (%o, a0, ..., 2s) € Ha.

- stationdr, falls sie markovsch ist und ein stochastischer Kern S auf A ge-
geben X' mit R(A(z),z) = 1 existiert, so dass K,(-, h,) = R(-, z,) fir alle
hn = (%o, a0, ..., n) € Ha.

- deterministisch, falls eine Folge (£,)nen, von Abbildungen &, : H, — A
existiert, fur die &,(hy,) € A(x,) fur alle h, = (xo,a0,...,2,) € H, und
K. (C,hy) = 1c(&(hy)) fir alle C € B(A).

- deterministisch und markovsch, falls eine Folge (¢,,)nen, von Auswahlfunk-

tionen existiert, so dass K,(C, z,) = la(¥,(x,)) fir alle C' € B(A).

- deterministisch und stationdr falls eine Auswahlfunktion ¢ existiert, so dass

K, (C,z,) = le(p(x,)) fir alle C € B(A).

Dabei verstehen wir unter einer Auswahlfunktion eine messbare Abbildung 1 :

X — A fir die ¢, (z) € A(x) fir alle z € X gilt.

Ist K zum Beispiel deterministisch und markovsch mit zugehorigen Auswahfunktio-
nen ¥ = (¥n)nen,, so schreiben wir K' = (to,¢1,...) oder suggestiv K. Bei den
anderen Charakterisierungen verfahren wir entsprechend. Bezeichnen wir die Menge
der markovschen, stationaren, deterministischen, deterministischen und markovschen
sowie der deterministischen und stationdren Kontrollstrategien mit K., Ky, Ky, Ky
bzw. Ky4s, so ist evident, dass gelten

,nglcmglc und deg,CdmgICdg,C-

Satz 4.4.4

Fin durch eine markovsche Kontrollstrategie K markovsch kontrollierter Prozess ist
ein Markovprozess. Ist K stationdr, so ist dieser auch zeitlich homogen.

Beweis: Siehe Proposition 2.3.5 in Hernandez-Lerma und Lasserre (1995). O

Haufig liegt die Situation vor, dass die stochastische Entwicklung durch eine Folge
unabhéngig und identisch verteilter Zufallsvariablen (Y},),ew beschrieben werden kann.
In solch einem Fall ergeben sich einige Vereinfachungen. Dazu ist allgemein folgende

Begriffsbildung hilfreich.
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Definition 4.4.5

Sei ein markovsches Kontrollmodell (X, A, {A(z)|z € X'}, Q,g) mit markovsch kon-
tolliertem Prozess (X, )nen, und Aktionenfolge (A, )nen, gegeben. Existiert eine Folge
(Y.)nenw unabhéngiger und identisch verteilter Zufallsvariablen, unabhingig von Xj,
mit Werten in einer borelschen Menge Y, so dass sich der Ubergang von X,_; zu X,
in der Form

Xn - f()(n—la An—layvn% n € IN
mit messbarem f : X x A x Y — X darstellen ldsst, so sprechen wir von einem

markovschen Kontrollmodell mit Bildungsgesetz f.

Bemerkung 4.4.6

(i) Bezeichne PY die gemeinsame Verteilung von Y1, Y5,... in Definition 4.4.5, so
ergibt sich der Ubergangskern einfach zu

/ La(f(z,a,y))PY (dy), (v,a)€ Z,B € B(X).

(ii) Zusitzlich kénnen auch messbare Auszahlungsfunktionen der Gestalt
g: X xAxY — IR,
betrachtet werden, so dass
G = g(Xno1, Anct, Vo)

die Auszahlung in der n-ten Periode bezeichnet.

Voraussetzung 4.4.7

Ab jetzt sei ein markovsches Kontrollmodell (X, A, {A(z)|z € X'}, @, g) mit Bildungs-
gesetz f und zugehoriger Folge (V),),c unabhingiger und identisch verteilter Zufalls-
variablen gegeben. Es bezeichne Y eine Zufallsvariable mit der Verteilung von Yj.

Die nun zitierten Resultate sind den Bemerkungen in Abschnitt 2.3 und Abschnitt
3.4 in Herndndez-Lerma und Lasserre (1995) folgend gleich fiir den Fall formuliert,
dass ein Bildungsgesetz existiert. Auflerdem haben wir zusatzlich den Anfangswert g
eingefithrt und betrachten die Maximierung anstatt der Minimierung. Die vorgenom-
menen Modifikationen sind offenkundig und erleichtern die Ubertragung in 4.5 auf das
Binomialmodell mit Transaktionskosten.
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Endlicher Zeithorizont

Zu N € IN werde als Optimierungsaufgabe die Maximierung von

N-1

JE(2) = gol) + Fae [ 320X, 4w Vo) +ox(Xn) |, € X,

n=0

iiber K betrachtet. Es bezeichne

Ji(z) = sup J§ (), =€l

KeK

Ziel ist die Bestimmung des optimalen Wertes J3 und einer Kontrollstrategie K™ =
(K§,...,Kx_,), die diesen Wert erreicht, d.h. fiir die gilt

Jy(x) = JF (z) fiivalle z € X.

Theorem 4.4.8 (Algorithmus der dynamischen Programmierung)

Seien Jo, ..., JJny Funktionen auf X, definiert durch
In(z) = gn(z)
und absteigend firn =N —1,...,0 durch

Jo(z) = sup E[g(z,a,Y)+ Joy1(f(z,a,Y))].
a€A(x)

N -1

Angenommen Jy, ..., Jy_1 seien messbar und es existierten fir n = 0,...

messbare Abbildungen ¢, : X — A mil ¢,(z) € A(z) und

Ju(@) = E [g(z,on(2),Y) + Jopa(f(2,9n(2),Y)) ], @ €.

Dann ist die Kontrollstrategie K* = (¢, ..., on-1) € Kam optimal und fir den opli-
malen Wert K} gult

?

Ti(a) = gol) + Jolw) = TE (a), w € X.

Die Gleichung zur Bestimmung von J, wird auch als Gleichung der Dynamischen
Programmierung bezeichnet, kurz DP-Gleichung. Ohne Bildungsgesetz f hétte diese
allgemein die Gestalt

Jo(x) = sup (g(af;,a) + /X Jot1(y)Q(dy, (z,a)) ) .

a€A(x)

Des oftern ist es angenehmer, die Iteration {iber die Restlaufzeit zu indizieren, zum
Beispiel um Werte in Problemen mit unendlichem Zeithorizont zu approximieren. So
gelangen wir zu der sogenannten Vorwdrtsform der Gleichung der Dynamischen Pro-
grammierung.
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Bemerkung 4.4.9 (DP-Vorwirtsgleichungen)

Seien Jy, ..., Jy die iiber die DP-Gleichung definierten Funktionen. Durch v,, = Jx_,,
n=0,..., N erhalten wir die DP-Vorwdirtsgleichungen

vo(z) = gn(2),
vo(z) = sup Elg(z,a,Y)+v,o1(f(2,a,Y))], n=1,...,N.
a€A(x)

Unter den Voraussetzungen des Theorems ist dann zu einer Folge von maximierenden
Auswahlfunktionen 1, ..., %y eine optimale deterministische Kontrollstrategie durch

K* = (¢¥n,...,91) gegeben und es gilt J = go + vn.

Ist eine Losung der DP-Gleichung nicht explizit bestimmbar, an der die Voraussetzun-
gen von Theorem 4.4.8 zu verifizieren wéren, so kann die Existenz einer Losung unter
den folgenden Annahmen garantiert werden.

Annahme 4.4.10

A(x) sei fiir alle x € X kompakt, g sei oberhalbstetig und nach oben beschrankt, « —
A(x) sei oberhalbstetig und ) sei schwach stetig, d.h. fiir alle stetigen beschrankten
Funktionen h : X — IR sei

(z,a) = E[h(f(z,a,Y))]

beschrankt und stetig auf Z.

Theorem 4.4.11
Set u oberhalbstetig und

w(e) = sup Blgle,a¥) +ulfz,a, V)], o€
a€A(x)

Ist Annahme /.4.10 erfillt, so ist u* oberhalbstetiqg und es existiert eine Auswahlfunk-
tion ¢ (p : X — A messbar mit p(z) € A(zx) fir alle x € X), die das Supremum
annimmt, d.h.

wie)= sup BLoleele), V) +ulflep@), V)], e

Beweis: Das ist die Aussage von Theorem 3.3.5 in Hernandez-Lerma und Lasserre
(1995) fiir die dort formulierten Bedingung 3.3.3 (a),(b),(cl) unter Beriicksichtigung
der nachfolgenden Bemerkung. O
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Diskontierte Gewinne

In einem markovschen Kontrollmodell gemafl Voraussetzung 4.4.7 soll jetzt zu einem

Diskontfaktor o € (0,1) der diskontierte Gewinn

VE (@) = gole) + B [ 2 0"g( X An, Vi) |

n=0

maximiert werden. Zu bestimmen ist also

Ve

() = sup VaK(x), reX

KeK

und eine Kontrollstrategie K*, die diesen Wert erreicht, d.h. fiir die V* = VX" gilt.
Dabei nennen wir V* den optimalen a-Diskont-Wert und K* eine a-Diskont-optimale
Kontrollstrategie. Ferner werden wir den diskontierten Gewinn in den ersten N Peri-
oden mit

N
VO{TN('Z.) = go(lﬂ) —I_ E$7K |: Z ang(Xna An7 Yn+1) }

n=0
bezeichnen. Weiter heifit eine messbare Funktion v : X — IR Losung der a-Diskont-
Mazimierungsgleichung, falls gilt

vo(z)= sup Elg(z,a,Y)+av(f(z,aq,Y))], z€X.
a€A(x)

Theorem 4.4.12

Sei die Annahme 4.4.10 erfillt. Ferner sei o € (0,1) und es existiere eine Kontroll-
strategie K, so dass VX (z) > —oc fiir alle x € X gill. Dann gelten:

(i) Der optimale Wert (V. — go) ergibt sich als die mazimale oberhalbstetige Losung
der a-Diskont-Mazimierungsgleichung

Vie) = go(e) + sup Blg(e,aY) +alV - go)(flea V)], ve X

(i) Es existiert eine Auswahlfunktion o, fir die das Supremum angenommen wird,

d.h.

Vi(w) = go(2) + E [g(2,0(2),Y) + a(V] = g0)([(z,9(2),Y)) ], zed

und die zugehorige Kontrollstrategie K* = (@, ¢, ...) € Kys ist a-Diskont-optimal.
Umgekehrt erfillt jede a-Diskont-optimal Kontrollstrategie die Gleichung.

(iii) FEwistiert eine a-Diskont optimale Konlrollstrategie, so existiert auch eine o-
Diskont-oplimale Kontrollstrategie, die in Kys liegl.
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Beweis: Das ist Theorem 4.2.3 in Hernandez-Lerma und Lasserre (1995). Dabei ist
zu beachten, dass sie an dieser Stelle fordern, dass @) stark stetig sein muss, d.h. dass
die in Annahme 4.4.10 angegebene Bedingung fiir alle messbaren und beschrankten v
erfiilllt ist. Das bendtigen sie, da sie die Aussage von Theorem 4.4.11 fiir messbare u
nutzen wollen. Laut den Bemerkungen vor Annahme 4.2.1 in Hernandez-Lerma und
Lasserre (1995) geniigen in unserer Situation aber die Bedingungen, wie wir sie in
Annahme 4.4.10 formuliert haben. O

Da eine Losung der a-Diskont-Maximierungsgleichung in den meisten Fallen nur schwer
zu bestimmen sein wird, ist das folgende Lemma recht ntitzlich. Es besagt, dass die
Losungen der DP-Vorwértsgleichungen fiir das a-Diskont-Problem bei endlichem Zeit-
horizont gegen den optimalen Wert konvergieren.

Lemma 4.4.13
Seien die Annahmen von Theorem /.4.12 erfillt. Sei vo = 0 und fiir alle n € IN,

vpp1 = sup Efg(z,a,Y) 4+ av,(f(z,a,Y))], z€X.
a€A(x)

Dann gilt
Vi(2) = go(@) + lim valz), @€ X,

und V¥ erfillt die a-Diskont-Mazimierungsgleichung.

Beweis: Da die vy, vq,... unter Annahme 4.4.10 oberhalbstetig sind, folgt die Be-
hauptung aus Lemma 4.2.8 in Herndndez-Lerma und Lasserre (1995). O

Durchschnittgewinnkriterium

In einem markovschen Kontrollmodell gemafl Voraussetzung 4.4.7 bezeichne fir K € K

und N € IN

N-1

IR () = golz) + Bore | D 9(Xn, An) |, 2 € X
n=0
Im Unterschied zum endlichen Zeithorizont ist gy = 0. Als Optimierungskriterium
werden wir jetzt die Maximierung des asymptotischen Durchschnittgewinns
. JE (¢
J¥(z) = lim inf 23 (2)

N—=oo



100 KAPITEL 4. IM BINOMIALMODELL

betrachten. Gesucht ist also zu jedem =z € X' der optimale Wert

J*(z) = sup JE (),

KeK

kurz DG-Wert, und eine Durchschnitlgewinn-optimale (DG-optimale) Strategie K*
mit J* = JX". Dieses Kriterium ist schwerer zu handhaben als die Optimierung des
Endwertes oder des diskontierten Gewinnes. Es existiert eine grofle Sammlung von
Beispielen, in denen keine optimale Strategie existiert oder eine optimale existiert,
aber keine stationare optimal ist.

Wir nehmen an, dass eine Kontrollstrategie K € K existiert, so dass J®(z) > —oo fiir

r € X gilt.

Definition 4.4.14 (Kanonisches Tripel)

Zu einer oberhalbstetigen Funktion h : X — IR seien

Jo (2, h) = go(x) + h(x)

und fuirn € IN
) N-1
n=0

so dass J& (z) = J&(z,0) in obiger Notation. Die zugehdrigen optimalen Werte seien

Jy(x, k) = sup J(z,h) und  Jy(x) = Jy(z,0).

KeK

Seien nun p und h oberhalbstetige Funktionen auf X und ¢ eine Auswahlfunktion.
Dann heiBt (p, h, ) kanonisches Tripel, falls fir alle z € X und N € IN, gilt

TS (e,h) = Ty (e, h) = N p(e) + h(),
wobei K, die durch ¢ gegebene stationdare und deterministische Kontrollstrategie sei.

Satz 4.4.15
h 1st genau dann ein kanonisches Tripel, wenn fir alle x € X
Pty @ ) pet,

(a) p(z) = sup E[p(f(z,a,Y))],
a€A(z)

(5) (@) +h(x) = sup B [g(e¥) +h(S(2,0.Y))]

(¢) und das Supremum in (a) und (b) durch p(z) angenommen wird.
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Beweis: Siehe Theorem 4.2.8 in Hernandez-lL.erma und Lasserre (1995). O

Eine Kontrollstrategie K* heifle stark DG-optimal, falls gilt

K* : IR () . -
J% (x) > limsup N firalle K e £, z€ X,

N—oo
Theorem 4.4.16
Es gelte Annahme 4.4.10 und es existiere eine Konlrollstrategie K mit J%(z) > —oo
Jir x € X. Sei (p,h,p) ein kanonisches Tripel.
(i) Gilt fir alle K € K, 2 € X
firyy Pk [R(XN) ]

N—=oo N
so ist K, DG-oplimal und p ist der oplimale DG-Wert, d.h. p = J*.

(i) Erfillt b fir alle x € X

=0,

. Eerx [ R(Xn) ]
I : =
L ;

so ist K, sogar stark DG-optimal.

Beweis: Siehe Theorem 5.2.4 in Hernandez-lL.erma und Lasserre (1995). O

Die Gleichungen in Satz 4.4.15 werden kanonische Gleichungen genannt. In dem Fall,
dass p konstant ist, p = p* € IR, vereinfachen sich diese zu

p*+h($) = sup E[g($7a7Y)+h(f($7a7Y))]7
a€A(z)

prth(z) = Elg(e,¢(2),Y)+h([(z,0(x),Y))],
von denen die erste Durchschnittgewinn-Mazimierungsgleichung genannt wird.

Leider ist ein kanonisches Tripel — auch im Fall, dass p konstant ist — ohne weiteres
Wissen nur sehr schwer bestimmbar. AuBerdem liefert nicht jede DG-optimale Kon-
trollstrategie ein kanonisches Tripel, d.h. die Gleichungen sind unter den angegebenen
Voraussetzungen nicht notwendig. Es zeigt sich aber, dass es fiir manche Zwecke auch
gentigt, nur die Ungleichungen anstatt der obigen Gleichungen zu betrachten.

Unter weiteren Beschranktheitsbedingungen ist es auch moglich, den optimalen DG-
Wert durch die optimalen a-Diskont-Werte (1 — a)V* fir a ' 1 zu approximieren.

Bei noch mehr Beschrianktheits- und Stetigkeitsannahmen ist es moglich, ein Theo-
rem nachzuweisen, dass die Existenz eines konstanten p* sichert und garantiert, dass
eine stationare Kontrollstrategie, die die Durchschnittgewinn-Maximierungsgleichung
erfiillt, auch optimal ist (sieche Herndndez-Lerma und Lasserre (1995), Kapitel 5).
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4.5 Das Binomialmodell als Kontrollmodell

Um unsere in Definition 4.3.3 formulierten Aufgabenstellungen in der eben vorgestell-
ten Theorie der markovsch kontrollierten Prozesse bearbeiten zu kénnen, werden wir
jetzt eine Moglichkeit beschreiben, wie sich diese in ein markovsches Kontrollmodell
einbetten lassen.

Da im Binomialmodell die stochastische Entwicklung einfach durch die Kursspriinge
(Y)nenw beschrieben wird und sich Wert und Wertanteil funktional aus dem Wert,
dem Wertanteil und den Aktionen zum vorangehenen Zeitpunkt ergeben, lasst sich
die Wertentwicklung tiber ein Bildungsgesetz beschreiben. Es sei Y stets eine Zufalls-
variable mit der Verteilung von Yi, d.h. es sei

p=PY =u)=1—-P(Y =d) €(0,1).
Als Zustandsraum werden wir
X =(0,00) x [0,1]

betrachten. Dabei entspricht die erste Komponente dem Wert des Portfolios und die
zweite Komponente dem Wertanteil (beide vor der Aktion). Als Aktionenmenge bietet
sich

A={-1,0,+1}U[0,1]

an. Im Zustand (z,m) seien gemaB Definition 4.3.1 die Aktionen
AT (z,m)={(a,n) € Alne Al(z,7)}

erlaubt. Dabei entspricht die erste Komponente der Handelsart und die zweite dem
neuen Wertanteil. Fiir eine genauere Darstellung verweisen wir auf den Beweis von
Lemma 4.5.1. Wir bemerken, dass die Forderung der Existenz einer messbaren Aus-
wahlfunktion in 2 ={ (z,a) | x € X,a € AT (z) } erfiillt ist, da zum Beispiel

p: X > A, (z,7)— (0,7)

messbar ist und (0,7) in A% (z,7) liegt.

Zur Definition der Vergangenheiten bemerken wir, dass ein Element h, € H, die
Gestalt

hn = <$07 Ty Aoy Moy -+ - 9 Tn—15Tn—150n—15Tn—1,Ln, Trn)

hat. Beachten wir weiter, dass nach Satz 4.2.8 (ii)

L= A2I(X(n)) + A, ()
L+ Ay mn

X(n+1) = (1 + 1 (Vi1 = 1)) X (n)

und
T]nYn+1

1) =
Tr(n—l_ ) 'r‘{’nn(Yvn+1_T>7
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gelten, so erkennen wir, dass durch f = (f., fr): X x A x {u,d} — X mit

(] — (I,QF(JJ) +a~ym)

xr ':C’TI-’CL’ 9 =
ol 7,Y) Tharn

(r+nly —r))e,

und

ny
fTr T, m,a,NY) = ——""~-
( ) r+n(y —r)

ein Bildungsgesetz gegeben ist. Damit hat der Ubergangskern @Q die einfache Gestalt
Q(B,(z,m,a,n))=ple(f(z,m a,n,u))+ (1 —p)1s(f(z,7, a,n,d)).

Ferner gilt zu einem Startwert > 0

1= AZT(X(n))+ A,y m(n)
1+ Ay n,

so dass sich als als Anfangswert und Auszahlungsfunktionen

o5(X (V) = logle) + 3 Lo (1 (Yo = 1)),

go(z,m) = log(x),
g, ma,my) = log(1 - a’T(x) +aym) - log(l + a7 n) +log(r +n(y — r)).
gy(z,m) = 0, N€EN,
anbieten.

Damit sind alle Bedingungen erfiillt, die in den Definitionen 4.4.1 und 4.4.5 an ein
markovsches Kontrollmodell mit Bildungsgesetz f gestellt wurden, und wir kénnen zu
einer Aktionenfolge (A,n) = (An, N0 )nen

(X (1), 7(n)nenvy = (XA (n), 747 (0)) ey

als einen durch die Kontrollstrategie K' = (A,n) markovsch kontrollierten Prozess
auffassen und damit die in 4.4 vorgestellten Resultate nutzen.

Zu der Auszahlungsfunktion g bemerken wir noch, dass in
1= AZT(X(n)) + Apym(n)
L+ Ay

der erste Summand als Kostenanteil zur Zeit n und der zweite Summand als Wachs-

g(X(n), 7(n), Au, i, Yosr) = log ( ) +log(r+ 7 (Yagr — 1))

tumsanteil in der (n + 1)—ten Periode interpretiert werden kann. Auflerdem gilt fiir alle
Startwerte z > (

V-1 1—A2I(X(n)) + A,y m(n)

log(X(N)) = log(x —{—Zlog( T A (r 4 n(Yogr — 1))

= log + Z g 7A7L777n7YTL+1>

= log(z +ZG



104 KAPITEL 4. IM BINOMIALMODELL

mit G, = g(X(n—1),m(n—1), A,_1,m-1,Ys), so dass eine gut zu interpretierende
Gestalt vorliegt.

Abschliessend wollen wir noch nachweisen, dass die fiir uns wesentlichen, in Annahme
4.4.10 formulierten, Bedingungen erfiillt sind.

Lemma 4.5.1
Im Binomialmodell mit (und ohne) Transaktionskosten ist die Annahme 4.4.10 erfulll.

Beweis:

Fir alle + > 0,7 € [0,1] erhalten wir mit geeigneten Fallunterscheidungen aus der
Darstellung in Satz 4.2.9 und Definition 4.3.1

'Ag(xﬂr) = {r}

0, falls 1 — (.L) v <0,
[2mm] AL (2, ) = [0, = r )] falls 1 = T(z) —y7 > 0,7 <1 —T(2),
[0,1], falls 1 = I'(x) —y7 >0, 7 >1—T(x),
0] falls 1 — T'(z) <0
+ . Y —
An(e,m) = { [=F. 1], falls 1= T(z) > 0

so dass die Kompaktheit von
A+($77r) = { (aﬂ?) cAlne .A;_(:C,W) }
= {0,m)}U ({1} x ALy (2, 7)) U ({+1} x AL (2, 7))

deutlich zu erkennen ist. Aus der einfachen Intervallgestalt ergibt sich auch die Stetig-
keit von (z,m) — AT (z,7), siche Anhang D in Hern’andez-Lerma und Lasserre (1995)
fiir eine Definition.

Ferner ist g stetig und fiir alle (z,7) € X, (a,n) € AT (z,7), y € {u,d} gemaB

1—a2F(:1:)—}—a77r
1 _
R )

log(1 — a’ §)+ log(r 4+ (u—r))
log(u),

nach oben beschrankt. Die Abschétzung des ersten Terms kann wie im Beweis von

gle,ma,m,y) = log(
<
<

Lemma 5.5.4 (iv) erfolgen.

SchlieBlich bleibt nur nachzuweisen, dass ) schwach stetig ist. Auch das gilt, da in
unserer Situation nur zu beachten ist, dass fiir alle stetigen beschréankten Funktionen
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h : X — IR wegen der Stetigkeit von f auch

(.I,?T,CL, T/) '_> E [h(f(x7ﬂ-7a77n7 Y)) ]
=ph(f(z,ma,,n,u))+ (1 —p)h(f(z,m, a,,n,d))

auf Z stetig und beschrankt ist. O

4.6 Optimierung ohne Transaktionskosten

Im Binomialmodell ohne Transaktionskosten vereinfacht sich die soeben dargestellte
Einbettung in ein Markovsches Kontrollmodell erheblich. Seien also I' = 0 und v = 0.

Im Modell ohne Transaktionskosten erkennen wir an der Darstellung des Wertes X (n+
1) in Satz 4.2.8 (ii), dass dieser nur von X(n) und dem neuen Wertanteil n,, abhéngt,
nicht aber von der Handelsart A, oder dem Wertanteil m(n) vor der Aktion. Wir

koénnen also das folgende vereinfachte Kontrollmodell betrachten:

Als Zusténde betrachten wir den Portfoliowert, d.h. der Zustandsraum sei X = (0, o0).
Als Aktionen wollen wir auch hier nur die Wertanteile betrachten, die zu keinem Short
Selling fithren, d.h. die Aktionenmenge sei A = [0,1]. Die zuldssigen Aktionen zu
gegebenem Wert = seien ebenso AT (z) = [0, 1]. Als Bildungsgesetz liegt

Iz (O,oo) X [0’ 1] X {u,d} — (O’OO>’ fx(mﬂ%y) = (T + 77(3/ - T)>$

vor, d.h. X(n+1) = fo(X(n),nn, Ynt1), n € INg. Der Anfangswert und die Auszah-
lungsfunktionen sind gegeben durch go(z) = log(z) und

g(z,n,y) = (r+ny—r))

Wir nehmen in diesem Kapitel eine moderate Aktie an, d.h. es sei

qu ) r—d
g<p<— mut g¢g= .
r u—d

Endlicher Zeithorizont

Wir betrachten zuerst das Problem der Bestimmung des optimalen Nutzens bei end-
lichem Zeithorizont N € IN. Es sei Jy = 0. Fur alle n = N —1,...,1,0 ist die
DP-Gleichung

Jn(T> — sup E [g(manayn+1> + Jn+1(f('7"a7733/n+1)> ]a reX

n€0,1]
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zu losen.

Zur Darstellung der Ergebnisse fithren wir fiir k,n € IN, k < n, die Dichten
Zky” = d PYr®@Yx = [];‘E (6 1{Yl=u} + 1—g 1{Yl=d})

ein.

Satz 4.6.1

Der optimale Nutzen ist
J(x) =log(z ™) — E [log(Zin) | .

Die eindeutig bestimmte optimale Kontrollstrategie K* = K, st deterministisch und
stationdr mit

_(p—q)r
plz) = g(u—r1) € (0,1),

ist also mit dem oplimalen Wertanteil 7) ohne Transaktionskosten aus 3.5.1 identisch.

Beweis: Wir werden durch Induktion zeigen, dass fiir alle n = N —1,...,0 jeweils
die deterministische und stationiare Kontrolle ¢, = ¢ = 1 optimal ist und

Ju(z) = (N —n)log(r) — E [log(Zu41,n) |

gilt. Insbesondere sind Jy(z),..., Jy(z) konstant, also unabhéngig von z.

Zum Induktionsanfang haben wir einfach

Inoa(z) = sup Elg(w,n, V)]
neEA(x)
= sup E[log(r+n(Yy —r))]
n€[0,1]
= S (plog(r +n(Yn — 1))+ (1 = p)log(r + n(Yn — 1))
n€lo,1

zu bestimmen. Das entspricht aber genau dem Optimierungsproblem im Einperioden-
modell, so dass wir nach Satz 3.5.2 die Losung mit der Kontrolle pny_1 =7 = %

und dem optimalen Wert

In_a(z) = log(r)+p log(g) + (1 —p) 10g(%)
= log(r) — Ep [log(Znn) |
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angeben konnen. Habe jetzt J, die behauptete Gestalt. Dann erhalten wir J,_; aus

Jo—1(z) = sup E[g(z,n,Y,) + Jo(fulz,n,Y0)) ]
n€l0,1]
— (N = n)log(r) =B [log(Zusa) |+ sup B[00V, 1)1
n€lo,1

so dass der fiir die Maximierung relevante Teil analog zum Induktionsanfang eine
optimale deterministische, stationdre und sogar von x unabhéngige Kontrolle ¢,_1 = 1)
liefert. Damit gilt

sup B [r+ (Y, —r)]=log(r) — E [log(Zs) |

n€0,1]

und somit

Jo—1(z) = (N —n)log(r) — Elog(Z,41,n5) + log(r) — Elog(Z,,)
= (N—n+1)log(r) — Elog(Z, . Znt1,n)
= (N~ (n—1))log(r) — Flog(Zun).

Damit haben wir die Induktionshehauptung gezeigt. Es folgt also insbesondere Jy(z) =
N log(r) — E [log(Z; n) | und daher nach Theorem 4.4.8

J* () = go() + Jo(z) = log(z ™) — E [log(Z1n) |

mit der optimalen Kontrolle R* = (¢o,...¢on-1) = R, gegeben durch ¢ = 1), da wir
die Existenz einer Auswahlfunktion nachgewiesen haben und Jy, ..., Jy offensichtlich
messbar sind. Die Eindeutigkeit resultiert daraus, dass wie in einer Periode 7 jeweils
die eindeutig bestimmte Maximalstelle ist und jede optimale Losung die DG-Gleichung
erfilllen muss. Da wir eine moderate Aktie vorausgesetzt haben liegt 77 und damit auch

@ in (0,1) O

Der in Satz 4.6.1 bestimmte optimale Nutzen
Jx(x) = log(z ") — E [log(Ziv) ] .

lasst die folgende gute Interpretation zu. Der erste Summand entspricht der Wertent-
wicklung, wenn das ganze Startkapital im Bond angelegt wird. Beachten wir, dass der
Aktienkurs genau dann ein echtes Submartingal bildet, wenn p > ¢ gilt und berechnen
wir, dass in diesem Fall

E[log(Zin)]=NE[log(Zi1)]<0

gilt, so ist zu erkennen, dass eine Investorin den erwarteten Nutzen genau dann ge-
geniiber der reinen Anlage in den Bond verbessern kann, wenn die Aktie ein Submar-

tingal bildet.
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Bemerkung 4.6.2

In einem sogenannten vollstindigen Modell, in dem jede Fy-messbare Endauszahlung
durch eine Handelsstrategie auch erreicht werden kann, bietet sich eher die Verwendung
der Martingalmethode an. Bei dieser wird im ersten Schritt durch einen Laplace-Ansatz
zu Startkapital > 0 die Maximierungsaufgabe

maximiere  Ep [log(X)] unter Eg [e_TNX |=2, X Fn-messbar

gelost, wobel () das zu P dquivalente WahrscheinlichkeitsmaB ist, unter dem der dis-
kontierte Preisprozess ein Martingal bildet. Auf diese Weise erhalten wir eine optimale
Endauszahlung X™ die aufgrund der Nebenbedingung durch das Startkapital erreich-
bar ist, d.h. es existiert eine Handelsstrategie, die ausgehend vom Startwert z genau
den Endwert X* liefert. Im zweiten Schritt kann die Handelsstrategie dann einfach
durch Riickwértsinduktion bestimmt werden. Dieses Vorgehen fithrt auch bei ande-
ren Nutzenfunktionen als dem Logarithmus zu expliziten Losungen, wir verweisen auf

Pliska (1997), Kapitel 5.2.

Da die Martingalmethode unter Transaktionskosten aber nur schwer einsetzbar ist,
sind wir im folgenden Kapitel auf den Ansatz iber die DP-Gleichung angewiesen.
Deshalb wollten wir deren Anwendung schon in dieser relativ einfachen Situation de-
monstrieren.

Diskontierte Gewinne

Als néchstes betrachten wir die diskontierten Gewinne. Dazu sei o € (0,1). Zu losen
ist die a-Diskont-Maximierungsgleichung

V;(:E) = 90(‘77) + sup E [g(xanvy) + a(V;(fx('r7777Y) - go(fx(iﬂﬂ%y))) ]

776[071]

Nach Lemma 4.4.13 haben wir dazu nur die Folge (v,)nen, mit vo = 0 und fir n € IV

Un('x) = sup E [9($7777Y> ‘|‘0fvn—1(f($7777Y>)] :

776[071]

zu bestimmen. Dann gilt unter geeigneten Bedingungen

Vi(z) = go(z) + Jim op(z), 2 >0.

Satz 4.6.3

FEine Losung des a-Diskontierungsproblems ist gegeben durch den optimalen Wert
(N 1 p , l—p
V¥ (z) = log(z) + m(log(r) + p log (a) + (1 —p)log (m))

bei optimaler deterministischer und stationdrer Kontrollstrategie K* = K, mit ¢ = 1.
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Beweis: Wie im Beweis von Satz 4.6.1 zeigt man durch Induktion, dass 7 optimal ist

fiir die Bestimmung von vg, vq,. .., so dass fir alle N € IV
N-1
n p I—p
on(z) =Y a (log(?“) + p log (;) + (1 —p)log (Tq))
n=0

folgt. Da fiir die durch 7 gegebene Kontrollstrategie K; direkt nachgerechnet werden
kann, dass Vfﬁ(:ﬂ) > —oo fiir alle z € X' gilt, und die weiteren Voraussetzungen von
Theorem 4.4.12 nach Lemma 4.5.1 erfiillt sind, erhalten wir mit Lemma 4.4.13 fiir alle
re X

Vi(z) = lim v,(x)

— —(log(r) + p log (g) + (1 —p)log (tZ))

1l —a

Die asymptotische Rendite

SchlieBlich wenden wir uns noch dem Durchschnittgewinnkriterium zu. Wir wollen fiir

N-1

IR () = go(0) + o | 3 0(Xos i, Yagr) |, 2 € X,
n=0
als Optimierungskriterium )
J5(z) = lim infM
N—=oo N

maximieren. Gesucht ist also zu jedem = € X' der optimale Wert

R*(z) = sup J*(z)

KeK

Dazu haben wir nach Theorem 4.4.16 ein kanonisches Tripel zu bestimmen, also nach
Satz 4.4.15 Funktionen (p, b, p), fiir die

p(z) = sup E[p(f(z,n,Y))]
nEA(x)

und

plz)+ h(z)= sup E[g(z,n,Y)+h(f(z,n,Y))]
nEA(x)

gelten und das Supremum jeweils durch ¢(2) angenommen wird.



110 KAPITEL 4. IM BINOMIALMODELL

In unserer Situation ist ein kanonisches Tripel sogar bestimmbar, da wir seine Gestalt
aus dem Grenzwert der Losung fiir den endlichen Zeithorizont erahnen kénnen. Es gilt
namlich

i) = o [los(a ™)~ log(Z1) ]

= lo(e) + log(r) + p log (3)+ (1 =p)log (]1%2)

— log(r) + p log (%) + (1 —p)log (%) (N — o0)

Setzen wir nun

p* =log(r) + p log (g) + (1 = p)log (%Z)v

so liegt der Ansatz
p=p", h=0 und =7

nahe. Dass dieser tatsachlich zum Ziel fiihrt, zeigen wir im Beweis des folgenden Satzes.

Satz 4.6.4

Fine optimale Kontrollstrategie K* = (¢, ¢,...) zur Mazimierung des durchschnitt-
lichen Gewinns ist gegeben durch o = 1. Sie ist also deterministisch und stationdr.
Ferner erqgibt sich die optimale asymptotische Rendite zu

R*(z) =log(r) + p log <§) + (1 —p)log (%)

Beweis: Die Rechnungen vor Satz 4.6.4 zeigen, dass eine Kontrollstrategie existiert,
deren asymptotische Rendite stets endlich ist. Die weiteren Voraussetzungen von Theo-
rem 4.4.16 sind nach Lemma 4.5.1 erfiillt. Nach Theorem 4.4.16 (i) haben wir nur zu
zeigen, dass (p*,0,7) ein kanonisches Tripel bildet, weil die dort formulierte Bedingung
fiir h = 0 trivialerweise gilt. Die erste der charakteristischen Gleichungen in Satz 4.4.15
ist erfiillt, da p* konstant ist. Zum Nachweis der zweiten bestimmen wir

sup B [g(z,n,Y) +h(f(z,n,Y))]
n€A(x)
= E[log(r+q(Y —r))]
P l-p
= log(r) + p log (;) + (1 —p)log (Tq)
= P"+h(2).
Also ist (p*,0,7) ein kanonisches Tripel fiir unser Problem und es folgt
R*(z)=p* firalle 2>0.
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4.7 Optimierung unter Transaktionskosten

Wir wollen jetzt zusdtzlich Transaktionskosten beriicksichtigen. Ein Blick auf die zu
l6senden Maximierungsgleichungen in den Theoremen 4.4.8, 4.4.12 und Satz 4.4.15
und auf die Komplexitdt der Auszahlungsfunktion ¢ und des Bildungsgesetzes f in
Abschnitt 4.5 zeigen, dass kaum mit expliziten Losungen zu rechnen ist, wie wir sie
ohne Transaktionskosten noch erhalten haben.

Wir werden uns im Wesentlichen auf einen endlichen Zeithorizont beschréanken. Dort
ist es méglich, zumindest eine Existenzaussage zu treffen, so dass iiber die Gleichung
der dynamischen Programmierung rekursiv eine optimale Kontrollstrategie bestimmt
werden kann.

Da auch bei den rekursiven Aufrufen stets Maximierungsaufgaben zu 16sen sind, ist
der entsprechende Algorithmus duBerst langsam. Unter geeigneten Annahmen werden
wir fiir fixe und proportionale Kosten einen im Vergleich sehr schnellen Algorithmus
angeben.

Am Ende dieses Abschnittes werden wir dann noch kurz auf die Existenz einer op-
timalen Kontrollstrategie fiir die diskontierten Gewinne eingehen. Finen Ansatz zur
Behandlung der asymptotischen Rendite stellen wir dann im folgenden Abschnitt 4.8
VOr.

Wir verwenden die Bezeichnungen aus Abschnitt 4.5 und nehmen eine moderate Aktie
im Sinne von Definition 4.2.4 an.

Endlicher Zeithorizont

Es bezeichne N € IN den endlichen Zeithorizont, zu dem der erwartete logarithmische
Nutzen maximiert werden soll.

Sind die Voraussetzungen von Theorem 4.4.8 erfiillt, so konnen wir zur Bestimmung
einer optimalen Kontrollstrategie zur Maximierung des erwarteten Nutzens bei endli-
chem Zeithorizont eine Riickwértsinduktion der folgenden Art durchfithren:

Iy(z,m) = 0 undfirn=N—-1,...,0

Jn(x,m) = sup  Elg(z,ma,n,Y)+ Jun(f(z,m,a,n,Y))],
(an)€ At (z,m)

wobei f = (fs, fr) das Bildungsgesetz mit

l—a*S+aym
14+avn

ny

(rtnly =)z, folamamy) = oo

fr(xaﬂ-aaanay) =

und

l1—a*d+avym
l+avyn

gla,m,a,m,y) = log ( ) +log(r + n(y — 1))
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die Auszahlungsfunktion bezeichnen.

Der Lésungsansatz besteht darin, zu allen Zeitpunkten n = N — 1,...,0 eine messbhare
Auswahlfunktion

wn = (#an Pn)  (0,00) X [0,1] = {=1,0,+1} x [0,1]
mit @, (z,7) € AT (2,7) zu bestimmen, so dass
Jo(@,m) =E [g(2, 7, 0an(x, ), 0pnl(, ), V) + Jog1 (f(2, 7, Qan(z,7), 0pn(z,7),Y)) ]

gilt und Jy,...,JJo messbar sind. Dass das auch in unserer Situation immer moglich
ist, weisen wir in Theorem 4.7.1 nach.

Die Wertentwicklung zu einer aus den Auswahlfunktionen gebildeten deterministischen

ceey

x>0, 7€ [0,1] gegeben durch
X(0)=z und w(0)=n
und fir n =0,..., N — 1 durch

Ap = @an(X(n),7m(n)), 10 = onn(X(n),m(n))

sowie
1= AT(X(n)) + Apym(n)
X(n+1) = n —
(n+1) LD LA T (Yo 1) X0,
7T(7’L + 1) — Tl‘n Yn+1

P+ 0 (Yogr — T>.
Dabei gelten
(An,mn) € AT (X(n),m(n)), n=0,....,N—1,
X(n) >0 und w(n)el0,1], n=0,...,N,
und, falls die Messbarkeitsvoraussetzung in Theorem 4.4.8 erfiillt ist, auch

(2, m) = E@m [log(X(N))].

Theorem 4.7.1

FEs existieren Auswahlfunktionen ¢, = (@an, pnn), n € IN, so dass fir die zugehdrige
markovsche Kontrollstrategiec K = (¢p)n=o,...n-1 fir alle z > 0, = € [0,1]

Tiy(a, ) = log() + JE (a,7)

qilt, d.h. K ist eine optimale markovsche Kontrollstrategie. Ferner bildet die zugehdrige
Wertentwicklung (X™(n), 7% (n))n=o... v einen Markovprozess.
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Beweis: Nach Lemma 4.5.1 gelten die Aussagen in Annahme 4.4.10, so dass aus
Theorem 4.4.11 die Existenz der Auswahlfunktionen und die Messbarkeitsaussage in
Theorem 4.4.8 folgt. Damit ergibt sich der erste Teil der Behauptung. Die Markovei-
genschaft folgt aus Satz 4.4.4. O

Fiir uns interessanter sind die zugehérigen Vorwirtsgleichungen. Nach Bemerkung
4.4.9 erhalten wir sie durch Setzen von vy, = Jy_p fiir £ =0,..., N. Sie lauten also

vo(z,m) = 0 undfirk=1,...,N

wler) = s Elgleman)+oa(feman)].
(a,n)€At(z,m)
Mit einer entsprechenden Umindizierung der Auswahlfunktionen erhalten wir fiir diese
natiirlich auch die Aussage von Theorem 4.7.1, d.h. es gilt fir alle z > 0, 7 € [0, 1]

Jy(z,7) =log(x) + Jo(z,7) = log(z) + vn(x).

Die Vorwirtsgleichungen sind haufig besser zu deuten, da der optimale Wertzuwachs
bei Vorliegen von Auswahlfunktionen nur von dem aktuellen Wert und Wertanteil
und der Restlaufzeit abhangt und die Werte vy, ..., vy gerade durch die Restlaufzeit
indiziert sind.

Leider lassen sich bei der Beriicksichtigung von Transaktionskosten die optimalen
IN-1,...,Jo bzw. vy, ..., vn nicht in expliziter Form angeben und sind im allgemeinen
nicht differenzierbar.

Eine Bestimmung von J3 (x, 7) ist aber im komplexen Fall proportionaler plus konstan-
ter Transaktionskosten durch rekursive Programmierung entsprechend der Gleichung
der dynamischen Programmierung noch moglich. Allerdings sind bei jedem rekursiven
Aufruf die Maxima neu zu bestimmen, da stets unterschiedliche Werte von z, 7 zu
beriicksichtigen sind. Dadurch wird der Algorithmus duBerst langsam.

Wollen wir mehrere Probleme in einem Modell 16sen, so mag eine Abhilfe darin be-
stehen, wie in einer Periode Kauf- und Verkaufbereiche zu bestimmen und nach einer
einfachen Gestalt fiir die Auswahlfunktionen zu suchen. Eine Vereinfachung ist auf der
Grundlage der folgenden Annahmen 4.7.2 und 4.7.4 méglich.

Annahme 4.7.2

Firallex > 0,7 € [0,1],a € {—1,41},k =1,..., N, existiere eine eindeutig bestimm-
te Maximalstelle von

0,1] = R, n—E[g(z,m,a,n,Y)+ve_1(f(z,m,a,n,Y))].

Wir bemerken, dass die Annahme nicht so stark ist, wie sie erscheint, da nach Lemma
4.5.1 und Theorem 4.4.11 die zu maximierende Funktion oberhalbstetig ist und das
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Maximum einer oberhalbstetigen Funktion auf einer kompakte Menge auch angenom-
men wird. Die Annahme besteht also in der Eindeutigkeit, wie wir sie fiir eine Periode
in Satz 3.6.1 auch nachgewiesen haben.

Definition 4.7.3
Unter Annahme 4.7.2 sei fir x > 0, 7 € [0,1], k=1,..., N
nox(z,m)=m

und fiir @ € {—1,+1} bezeichnen wir mit 7, (z, 7) die eindeutig bestimmte Maximal-
stelle von

[07 1] % B? T/ H E [g(x7ﬂ-7a7 777 Y) + Uk—l(f(x,ﬂ‘,a, 777Y)> ] *
Ferner sei fir alle a € {—1,0,4+1}

var(z,m) =E [ g(z,m a,nap(z,7),Y) + vi_i (f(z, 7,0, o p(z,7),Y)) ] .

Wir erinnern daran, dass wir bei den Untersuchungen im Einperiodenmodell fiir alle
erlaubten Transaktionskosten nachgewiesen haben, dass fiir a € {—1,4+1}

(p_Q(J,>T
Gu(u—r) —payr

Nan (T, 7) = N =

gilt, also insbesondere Unabhangigkeit von den Startwerten vorliegt. Wir werden zu
untersuchen haben, ob sich solch eine einfache Struktur auf mehr Perioden iibertragen
lasst.

Unter Definition 3.2.2 entsprechenden Annahmen an die Transaktionskosten sollten
sich auch im Binomialmodell die folgenden Eigenschaften nachweisen lassen, die den
Aussagen von Theorem 3.6.2 und Satz 3.7.2 im Einperiodenmodell entsprechen und
deren Vorliegen sich im Einzelfall durch numerischen Berechnungen bestéatigen lasst.
Um den Umfang dieser Arbeit zu begrenzen, wollen wir uns an dieser Stelle wie bereits
in 4.7.2 darauf beschranken, diese Eigenschaften als Annahmen formulieren.

Annahme 4.7.4
Fiir alle z > 0, 7 € [0,1] und k = 1,..., N gelten

(1) n—1 =2 nop(z,m) >0 > npp(e, m) > Ny

(2) vg(z,m) = max { vgp(z,m) | Rop(z,m) € At (z,7) }.
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Satz 4.7.5
Unter den Annahmen 4.7.2 und 4.7./ wird induktiv durch

_17 f(LHS U—l,k(xaﬂ-) 2 UO,k($77r)a T]—I,k(xaﬂ-) S A—l(xaﬂ-)
ak(x,ﬂ') = +1a fall‘s U-I-l,k('raﬂ-) 2 onk('r’ﬂ-)a 77+1’]C($,7T) € .A.|.1($,7T)

0, sonst,

N-1x(z,m), falls ap(z,m) = —1,

n(z,m) = , falls ap(z,m) =0,
N1 x(z,m), falls ap(z,m) =41,
und
v_yp(z,m), Jalls ag(z,m) = —1,
vp(z,m) =< vor(x,m), Jalls ax(z,m) =0,

Vi1 p(z, ), falls ap(z,m) = +1,

jeweils fir alle (z,m) € X, eine zulissige Kontrollstrategie (ag,ni)p=1,..n aus Kgm
definiert, und es gill

Jy(z,m) =log(z) + vn(z,7)  fir alle N € IN.

Beweis: Beachte, dass a; wohldefiniert ist, da die beiden Zulédssigkeitsbedingungen
Ne1k(z,m) € A_y(z,m) und 14 4(z,7) € Api(z, 7) gemeinsam nur dann erfiillt sind,

wenn oy iz, m) = ppgp(z,m) = =y gilt. In diesem Fall kann aber wie in einer

Periode vo x(x, m) > maz{v_1 p(x,7), vi1 4(x, 7)} gezeigt werden.

Auflerdem kann wie im Beweis von Theorem 4.4.11 gezeigt werden, dass die so defi-
nierten 7, messbar sind, da eine Maximierung einer oberhalbstetigen Funktion {iber
eine kompakte Menge vorliegt.

Damit {ibertragt sich die Messbarkeit durch die einfache Maximumsbildung auf ., aj
und insbesondere auf vy, &k = 1,..., N, so dass die Behauptung aus Theorem 4.4.8

folgt. O

Bei der Behandlung des endlichen Zeithorizontes gehen wir im Folgenden immer davon
aus, dass die Annahmen 4.7.2 und 4.7.4 erfillt sind.

Wir bemerken, dass sich bei den anfangs eingefithrten Riickwértsgleichungen die Aus-
wahlfunktionen zu

Pan = AN-n und Pnn = NMN=-n, WZO,,N—]

ergeben. Im Einperiodenmodell haben wir fiir ; und @y in den Theoremen 3.6.2 und
3.8.5 die folgende einfache Struktur nachgewiesen, die auch fiir eine Restlaufzeit 1
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giiltig bleibt. Es ist also

n-11 falls ay(z,m) = —1,
m(z,m)=1< m falls a;(z,m) = 0,
N+ falls ag(z,m) = +1,
mit
-1 falls 7 > 7_q(x),
ar(z,m) =1 +1  falls 7 < 7yq(x),
0 sonst

wobel m_1(z) > n-11 und 7m41(x) < 1411 von der Art des Kostenanteils I' abhéngen
und die neuen Wertanteile n_y 1 = /-1 und 1411 = 741 unabhéngig von z und 7 sind.

Konnten wir solch eine Struktur auch im Binomialmodell mit mehr Perioden ermitteln,
lieBe sich der Algorithmus der dynamischen Programmierung deutlich verbessern, da
nur noch Vergleiche und keine Maximierungsaufgaben mehr zu bewiltigen wéren.

Das folgende Beispiel mit konstanten und proportionalen Kosten zeigt, dass wir im all-
gemeinen keine dem Einperiodenmodell analoge Vereinfachung der optimalen Wertan-
teile nach Kauf oder Verkauf erwarten dirfen. Es besteht sowohl eine Abhangigkeit

vom Wertanteil sowie vom Wert. Im Binomialmodell kommt sogar die Zeitabhangigkeit
noch hinzu, wie das nachfolgende Beispiel 4.7.7 verdeutlicht.

Beispiel 4.7.6

Die folgenden Werte haben wir mit Hilfe einer rekursiven Programmierung ermittelt,
die dem Algorithmus der dynamischen Programmierung entsprechend Theorem 4.4.8
bzw. Theorem 4.7.1 folgt. Damit haben wir fir diese Berechnungen nicht die Annah-
men 4.7.2 und 4.7.4 voraussetzen miissen.

Fiir die Parameter
r=1.04, w=125 d=08, p=0.6
und bei proportionalen und konstanten Transaktionskosten
v=0.003, und T['(z)= 1x_0’ x>0,

bestimmen wir in den folgenden vier Szenarien die optimale Handelsart und den opti-
malen neuen Wertanteil.

Szenario | | I1 111 1AY
x 100000 90000 10000 100000
T 0.4 0.4 0.45 0.4
k 4 4 4 3
a1 T T 1
n; 0.579018 | 0.578998 | 0.579488 | 0.578924
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0.68

0.66
— 770—1,1-:

0.64 -

Abbildung 4.1: Optimale Wertanteile ohne weiteren Handel, Beispiel 4.7.7

Mit der Bemerkung, dass die angegebenen Stellen signifikant sind, ist zu erkennen,
dass der optimale neue Wertanteil nach einem Kauf sowohl von der Restlaufzeit als
auch von dem aktuellen Gesamtwert und dem aktuellen Wertanteil abhangt.

Beispiel 4.7.7

Die Abhangigkeit der optimalen neuen Wertanteile nach einem Kauf oder Verkauf von
der Restlaufzeit, konnen wir fiir solche Kontrollstrategien einfach untersuchen, die zum
aktuellen Zeitpunkt handeln und dann die Aktien bis zum Schluss halten.

Es bezeichne n] ; diesen optimalen Wertanteil zur Handelsart a bei Restlaufzeit k € IV.
Dieser ergibt sich dann bei Startwerten z, 7 und Restlaufzeit k& als Maximalstelle von

1 -T(z)+avym
l+avyn

7+ log ( )+ E [log (1 =n)r* + 9 Yi,... V)]

An dieser Darstellung ist zu erkennen, dass die Maximalstellen 2, , und 79, ; nicht
von x und 7 abhangen. In dieser Situation, in der bis zum Ende nicht mehr gehandelt
wird, ist zu beachten, dass auch die optimalen Wertanteile ohne Transaktionskosten
zeitabhingig sind. Wir bezeichnen diese mit n?, & € IN. In Abbildung 4.1 haben
wir 770—1,1m 7]3_1’,“ und 71y zu den Parametern aus Beispiel 4.7.6 iiber die Restlaufzeiten

E=1,...,10 aufgetragen.

Es ist schon zu erkennen, dass bei geringerer Restlaufzeit weniger oder zumindest mit
geringerem Handlesvolumen gehandelt wird.
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Fir fixe und proportionale Kosten ist aber eine Vereinfachung der Berechnungen
moglich, die wir im Folgenden angeben und ausnutzen wollen. Sei dazu fir die weiteren
Betrachtungen zum endlichen Zeithorizont ab jetzt I' =49 > 0.

Satz 4.7.8
Unter fizen und proportionalen Transaktionskosten (v,0) gelten fir alle k € IN

(1) vp(-,m) ist konstant fir alle = € [0,1].

(1) 1 und ny41 4 sind konstant.

Beweis: (i) Es gilt vy = 0, so dass induktiv auch die Unabhéangigkeit von

(a,m) €A (m)

von z folgt, da fiir fixe Kosten I'(x) = § auch

l—a*S+aym
Il+avyn

g(w,m,a,1,y) = log ( ) +log(r + n(y — )

und

A¥(a,m) = {(0,m)} U{=1} x (25,11 U {+1} x [0, 755
unabhéangig von z sind.

(ii) Nach (i) konnen wir ohne Einschrankung die Abhangigkeit von z in der Notation
von vk, g, AT, fr vernachlissigen. Sei nun a € {—1,+1}. Es ist nur zu beachten, dass

wegen
sup B [g(m, a,n,Y) +via(fa(m a,0,Y)) |
n€[0,1]
= log(l—=d+avym)
+ (—Tlog(1+avyn) +E [log(r+n(Y =) + vss (=) ] )
n€[0,1
eine Maximalstelle sowohl unabhéngig von z als auch von 7 ist. O

Somit kénnen wir wie bereits im zweiten Beweisteil geschehen unsere Notation zu

g(ﬂ-aa’nay)a Uk(”)a A+(7T), -1k,

vereinfachen. Es ist aber zu beachten, dass n; und a; weiterhin von 7 abhéngen und
fz natiirlich auch von x abhéngt.

Die Vereinfachung nach Satz 4.7.8 erméglicht es uns, den folgenden Algorithmus zu
formulieren.
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Theorem 4.7.9 (Algorithmus)
Set N € IN und seien die Annahmen 4.7.2 und 4.7.4 erfullt.

(1) Setze w_y9=0, wy10=0 und vy =0.
(2) Bestimme firk=1,2,...,N und a € {—1,+1}
— E Y (=Y
e = arg max B Lg(m, a,0,Y) + vet (m55=7) |

und setze

aiY
Wa = —log(1 + aynar) + E [log(r + nax(Y — 1)) + Uk‘l(f‘-lﬂl,l;%> I

Dabei kann vy zu den bereils bestimmlen n, ;,w, j, j = 1,...,k —1 gemdf§ (3)
bestimml werden.

(3) Sind ni, wi fir g =1,...,k bestimmt, so kann vp(m) fir m € (0,1) rekursiv wie
folgt berechnet werden. Bestimme

’Umk(ﬂ') = log(l — 0+ a,’y7r) +w,, aé€ {—1,+1},
Uovk(ﬂ-) = E [g(7r,0,7r,Y) + Uk—l(ﬂ-) ]

und setze

vy (), falls v—1,k(m) > vo(m), N1 <7
vp(m) = v (), falls v4+1,k(m) > vo (), Ny p > 7
vo,k(T), sonst.

Dann gilt
Ti(,m) = Tog(x) + on ().

Beweis: Die Behauptung erfolgt unter den Annahmen 4.7.2 und 4.7.4 direkt aus Satz
4.7.5 unter Ausnutzung von Satz 4.7.8. O

Zu beachten ist, dass die Rekursion zur Bestimmung von wvg(7) auch keine Supre-
mumsbildung erfordert, sondern rekursiv mit Hilfe der bereits bestimmten 17 und wj
durch Vergleiche erfolgt, und zwar auch nur bis zum ersten Zeitpunkt, in dem gekauft
oder verkauft wird.

Dadurch ist dieser Algorithmus sehr schnell im Vergleich zur direkten Umsetzung des
Algorithmus’, wie er durch die Gleichung der dynamischen Programmierung vorgege-
ben ist.

Sind die nf und wf fiir j = 1,..., N bereits tabelliert, so erfolgt die Bestimmung von
vn(m) fiir jedes m € (0, 1) noch deutlich schneller. So lassen sich dann auch Kauf- und
Verkaufbereiche numerisch gut bestimmen.
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Beispiel 4.7.10

Mit Hilfe des Algorithmus 4.7.9 koénnen wir fiir fixe und proportionale Kosten bei
Restlaufzeit & € IN die optimalen Wertanteile 1_; x, 17414 bestimmen. Mit Kenntnis
dieser lassen sich auch die optimalen Werte v} schnell berechnen, so dass wir wie in
einer Periode die Grenzen des Verkauf- und des Kaufberieches, die wir mit m_;  und
m41,5 bezeichnen wollen, numerisch bestimmen kénnen.

Wir verwenden die Parameter aus Beispiel 4.7.6, wobei wir die konstanten Kosten
durch fixe Kosten I' = § = 0.0002 ersetzen. Bei diesen Parametern waren im Modell
ohne Transaktionskosten die optimalen Wertanteile in einer Periode gegeben durch

oy = 0.6809, 1 =0.6190, iy, = 0.5567.

Mit den fixen und proportionalen Kosten erhalten wir hier fiir Restlaufzeiten k =
1,...,6 die in der folgenden Tabelle zusammengefassten Werte.

‘ k ‘ T_1,k ‘ N-1,k ‘ N+1,k ‘ T41,k ‘
110.7712 1 0.6809 | 0.5567 | 0.4651
0.7165 | 0.6519 | 0.5884 | 0.5199
0.7143 | 0.6428 | 0.5997 | 0.5170
0.7193 | 0.6314 | 0.5953 | 0.5193
0.7122 | 0.6501 | 0.5735 | 0.5157
0.7164 | 0.6307 | 0.5952 | 0.5155

O O W] | DO

Erstaunlich ist hier, dass keine Monotonie vorliegt. Bei einer genauen Betrachtung
des — hier nicht wiedergegebenen — nachfolgenden Handels scheint ein Grund darin zu
liegen, dass die optimalen Wertanteile wesentlich davon abhdngen, wie weiter gehandelt
wird, d.h. an welchen Stellen des Baumes der Kursentwicklung wirklich gekauft oder
verkauft wird.

Diskontierte Gewinne

Betrachten wir die zu l6senden Gleichungen in Theorem 4.4.12 und Satz 4.4.15, so ist
zu erkennen, dass es kaum zu erwarten ist, auf diesem Wege fiir die Maximierung der
diskontierten Gewinne oder der asymptotischen Rendite eine Losung zu finden.

Fiir das Diskontierungsproblem ldsst sich aber auf folgende Weise noch der optimale
Wert approximativ bestimmen.

Satz 4.7.11
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Sei o € (0,1). Dann gilt fir die Folge vy =0,

vp(z,m) = sup  E[g(z,ma,n)+av_(f(z,7,a,nY))], ke,
(a,n)€A(w,T)

fiir alle x > 0,7 € [0,1]

Vi¥(z,m) =log(z) + lim vy (z,m).

n—o0

Beweis: Nach Lemma 4.4.13 folgt die Behauptung, da wir die Giiltigkeit der An-
nahme 4.4.10 bereits in Lemma 4.5.1 nachgewiesen haben und sich nachrechnen lésst,
dass der a-diskontierte Gewinn der durch die Aktionen ((0,7(n)),en gegebenen Kon-
trollstrategie endlich ist. O

Fiir fixe und proportionale Kosten, sollte eine Losung approximativ gut zu bestimmen
sein, da zur Berechnung der v, k = 1,2,... ein dem Algorithmus 4.7.9 entsprechender
Algorithmus verwendet werden kann.

4.8 Asymptotische Rendite unter Transaktionskos-
ten

Fiir die Bestimmung der asymptotischen Rendite ist fiir fixe und proportionale Kosten
(v,6) mit & > 0 ein Zugang moglich, wie wir ihn im folgenden Kapitel in kontinu-
ierlicher Zeit beschreiben werden. Wir wollen das Vorgehen im Binomialmodell kurz
skizzieren. Die notwendigen Beweise ergeben sich dhnlich wie in Kapitel 5. Der Zugang
baut nicht mehr auf den Methoden der markovsch kontrollierten Prozesse auf, sondern
nutzt Resultate der Erneuerungstheorie.

Somit wiirde der Beweis der Aussage in Bemerkung 4.8.3, aus der sich ein Verfahren
zur Bestimmung der optimalen asymptotischen Rendite in einer eingeschrankten Men-
ge von Kontrollstrategien ergibt, einen ganz neuen Zugang erfordern, als wir ihn in
diesem Kapitel iiber die Darstellung der Wertentwicklung als markovsch kontrollierten
Prozess gewédhlt haben. Aus diesem Grunde und zur Begrenzung des Umfanges der
Ausfithrungen, verweisen wir nur knapp auf die Resultate des folgenden Kapitels. Die
hier beschriebenen Resultate lieBen sich aber natiirlich auch — weitestgehend analog
zu dem Vorgehen in kontinuierlicher Zeit — direkt hier im Binomialmodell nachweisen.

Die Ergebnisse fiir fixe und proportionale Kosten in einer Periode und die Untersu-
chungen im folgenden Kapitel legen es nahe, dass eine Kontrollstrategie der Form

—1 falls 7> 7_y, n-1 falls a;(m) = —1,
ap(m) =14 41 falls 7 < myq, und () =< w falls a;(7) = 0,
0 sonst Ny falls aq(m) = 41
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mit Paramtern n_y, 941, 7o, 741 € (0, 1),

No1 2 Ny, To1 >N-1,  Tpr < g1,

gut ist. Solch eine stationdre Kontrollstrategie nennen wir eine Kontrollstrategie mil
konstanten Wertanteilen.

Es liegt eine Beschreibung durch eine Folge von Stoppzeiten nahe, die den jeweils
nachsten Zeitpunkt angeben, zu dem gekauft oder verkauft wird. Die Bestimmung
der asymptotischen Rendite ldsst sich dann auf eine Periode zwischen zwei solchen
Handelszeiten zuriickfiihren. Da in diesen Perioden nicht gehandelt wird, benétigen
wir eine Beschreibung des Wert- und Wertanteilprozesses ohne Handel, die wir im
Kontrollmodell wie folgt einfiihren kénnen.

Definition 4.8.1
Die durch die Kontrollstrategie (ax(m), (7)) = (0,7), k € IV, gegebenen Prozesse

(7(n))nen, und (X (n))nen, nennen wir Wertanteilprozess ohne Handel und Wertpro-
zess ohne Handel.

Lemma 4.8.2
Zu Startwerten (z,7) € X gill firn € IN

(n) = Y- Y,
" S (l=mrm4 Y- Y,

T

und 1
~ _ — T n
A(n) = 71_7?@) xzr”.

Beweis: Fiir die Kontrollstrategie (ax(m),nx(7)) = (0,7), & € IV gilt zu Startwerten
7(0) = 7 und X(0) = z fiir den Wertanteilprozess
™Y ™Y1

7(1) = folw,m,0,7,Y;) = rtaYi—r) (l-mr+7h

und induktiv fiir n € IN

ﬁ(n) Yn+1
7 () (Vags — 1)

7~r(n—|—1) =

Y1V Y.
(I—m)yrngr ¥y Y, ~ntl

7Y, Y, —
T+ (1=-m)rn4m Yy Y, (Yn+1 7“)

ﬂ-YI...Y’)’LY’)’L-}-l
(I—m)yrrt 7Y Yo Yo
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Wegen

fr(n)Yn_H
(1= #(n)r + 7(n)¥oms

fr(n-l—l) =

ergibt sich durch einfache Umformung

1 —7(n)

r+w(n)(Yop —r) = -7t D)

r, n € INg,

und damit teleskopartig fiir den Wertprozess ohne Handel

N 1l —=

X(m) = et m(Yo =) (4 o = Vo = 1) = 07" g

Bemerkung 4.8.3

Sei eine Kontrollstrategie K mit konstanten Wertanteilen n_y,n41,m—1,m41 € (0,1)
und zugehorigen Aktionen (A,,n,) = (0,7(n)) gegeben.

(1)

(i)

Seien 77 = inf{n > 0] A, € {—1,+1}} und
Tee1 = inf{n > 7 | A, € {—1,+1}}, k€ IV.

Dann kann gezeigt werden, dass (A;, )new eine Markovkette mit Zustandsraum
{—1,+1}, Ubergangswahrscheinlichkeiten p_, = P;(A; = +1 | Ay = —1) und
entsprechend p__, p;_ und pyy, gegeben durch

p—e = P (A =-1), py=1-p__,
P+- = P?7+1(AT1 = _1)7 P++ — 1 - P+—>»

und invarianter Verteilung (p_1, p41), gegeben durch

Py = D= und  py=1—p_ = L= p--
-+ 1 —p__ p+-+1—p__

bildet.

Ferner sei
TTr_l,Tr_H = inf { n 2 0 | 7~r(n) € (7T+1,7T_1) } .
Dann lésst sich analog zu der Argumentation im Abschnitt 5.6 nachweisen, dass

die asymptotische Rendite der Kontrollstrategie K unter Ausnutzung der Be-
zeichnungen aus (i) gegeben ist durch

RK — p—lEﬂ—1 [1Og<X(T)> ] +p+1E77+1 [10g<)~((7-)> ]
p—lET}—l [TTF—17TF+1 ] +p+1E77+1 [7-71’—1,7T+1 ]
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Ein Nachweis hdtte mit offenkundigen Variationen anndhernd analog zu dem Vorgehen
im folgenden Kapitel in dem Abschnitt 5.6 zu erfolgen. Wir verweisen insbesondere

auf die Siatze und Theoreme 5.6.8, 5.6.12, 5.6.13 und 5.6.14.

Die so bestimmte asymptotische Rendite ist wegen der notwendigen Bestimmung der
UbergangswahrsCheinlichkeiten P, (A = a1), ag,a; € {—1,41}, und der auftreten-
den Overshoots 7(7)—m_; und 741 —7(7) recht unangenehm zu behandeln. Wir stellen
im Folgenden eine mégliche Vereinfachung vor.

Lemma 4.8.4
Bei Start in 7(0) = no gilt

Tr_yryn = inf { n >0 ‘ anlog (%) > log (M)
i=1

(1 —m-1)
oder ZZ;log (?) <log (H) }

Beweis: FEs gilt nach Lemma 4.8.2

noYi...Y: 1 (1 —mno)r™
L—no)r™ +noYs... Y, (1 —mno)r™ +noYs... Y,

w(r) =
(
so dass 7(7) > m_; genau dann gilt, wenn

Y1Y; Z10g(7'r_1(1—770)

T no(1 —7-1)

gilt. Mit der entsprechenden Ungleichung fiir 7(7) < 74, folg die Behauptung. O

Da log(%) > 0, log(g) < 0 und unter der Bedingung 0 < 1y <y <oy <7y < 1

m-1(1 =no (1 = o)
log (7770(1 — 7r_1)) >0, log (7770(1 — 7r+1)) <0

gelten, sind wir bei der Bestimmung der Ubergangswahrscheinlichkeiten in der Situa-
tion, Ruinwahrscheinlichkeiten fiir einen generalisierten Random Walk zu ermitteln.
Das ist immer noch keine angenehme Aufgabe. Der folgende Satz zeigt, dass wir uns
unter der Bedingung * = % auf die bekannten Lésungen des klassischen Ruinproblems
zuriickziehen konnen. Die Bedingung stellt natiirlich eine grofie Einschrankung dar,
doch ist gerade eine Approximation des Black-Scholes Modells mit einer Folge von
Binomialmodellen méglich, deren Parameter diese Bedingung erfiillen. Wir befinden

uns also noch in einem bedeutsamen Fall.
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Satz 4.8.5
Es gelle = = %. Wir definieren firi € IN

X — +1, falls
-1, falls

und

sowie zu Ny € [Tyq,m_1]

5ot = [(log(2) Tog(Z202)]  und sy = [(log(2) ™ log(Z20=m) |
Dann gelten
() Pu((7) 2 7o2) = Pog(S = 502) und Poy(#(r) € m41) = 1 = Poo(Ss = 1),
(ii) Im Fall p # % ist

(1 _ p)—5+1p8—1 _ ps_l—s+1

P'/?O(ST = S_1> - (1 - p)s_1—s+1 — p5—1—5+1

und im Fall p = %

(i) Fir = Tr_, x,, gill

r=inf{n>0|S5,=s_1 oder S, =s41 }

(3—1 — 5+1)PT/0(ST = 3—1> + 541
2p—1

E770 [T]: -
im Fall p# 3 und B,y [ 7]= —s_1s41 im Fall p = 3.

Beweis: Unter der Bedingung % = % gilt fiir alle s € IV

= (1og (5) e (%)

Damit folgt aus Lemma 4.8.4 die behauptete Gestalt von 7 in (iii). Aus dieser Dar-
stellung ergibt sich (i). Die angegebenen Berechnungsformeln entsprechen den Ge-
winnwahrscheinlichkeiten und der Spieldauer im klassischen Ruinproblem, sieche zum
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Beispiel Feller (1968), Kapitel XIV. a

Mit Satz 4.8.5 lassen sich die Ubergangswahrscheinlichkeiten und der Erwartungswert
der Stoppzeiten bestimmen, die wir zur Bestimmung der asymptotischen Rendite zu
eine Kontrollstrategie mit konstanten Wertanteilen gemafl Bemerkung 4.8.3 benétigen.
Wegen der Definition von s_; und sy ist aber die Maximierung in den vier Parametern
7—1,M+1,T—1,T4+1 schlechter zu handhaben als im kontinuierlichen Fall, sie ist aber
immerhin moglich.

Somit liegt ein im Vergleich zur Bestimmung eines kanonischen Tripels doch recht
brauchbares Verfahren vor, um in der Klasse der Kontrollstrategien mit konstanten
Wertanteilen eine optimale zu finden.



Kapitel 5

Fixe und proportionale
Transaktionskosten

5.1 Uberblick

In diesem Kapitel werden wir im Black-Scholes-Modell das Problem der Maximierung
der asymptotischen Rendite bei Vorliegen von fixen und proportionalen Transaktions-
kosten untersuchen. In Abschnitt 2.7 haben wir die Arbeit von Morton und Pliska
(1995) vorgestellt, die dieses Problem fiir rein fixe Transaktionskosten untersucht ha-
ben. Aufgrund der einfachen Kostenstruktur sind sie in der Lage, unter gewissen Sta-
tionaritdtsannahmen die Aufgabenstellung auf ein Problem des optimalen Stoppens
mit linearen Kosten fiir den Wertanteilprozess ohne Handel zuriickzufiithren. Wesent-
lich fiir diese Vereinfachung ist, dass aufgrund der einfachen Kosten der Wertprozess
in den Handelszeitpunkten sich als Produkt der Wertzuwéachse zwischen den Handels-
zeitpunkten darstellen ldsst, was bei Verwendung des Logarithmus zu einer gut be-
handelbaren additiven Darstellung fithrt. Ohne eine griindliche Untersuchung ist nicht
erkennbar, ob solch eine Faktorisierung auch bei der zusatzlichen Beriicksichtigung von
proportionalen Transaktionskosten maoglich ist.

Ein grofler Teil dieses Kapitels wird die Moglichkeit solch einer Darstellung untersu-
chen, die wir dann in den verschiedenen Modellierungen in Satz 5.4.8 und Satz 5.5.7
angeben kénnen. Wie in einer Periode und im Binomialmodell werden wir zeigen,
dass uns die Einfithrung von Handelsart und neuem Wertanteil solch eine Darstellung
ermoglicht.

Dazu gehen wir in 5.4 von der bei der Beriicksichtigung von Transaktionskosten iibli-
chen Modellierung aus. Diese unterscheidet den Aktienwertprozess und den Bondwert-
prozess und erméglicht so eine natiirliche Einfithrung auch komplexer Transaktions-
kosten. In dieser Modellierung werden wir die notwendigen Begriffe motivieren und
zeigen, dass sie zu der erwiinschten Faktorisierung des Wertprozesses fithren. Dieser

127
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Zugang bietet sich an, da bei einer direkten Modellierung, wie wir sie nachfolgend
beschreiben werden, die verwendeten Ausdriicke unverstandlich blieben. In 5.5 wer-
den wir dann die Wertentwicklung wieder als durch Handelsart und neuen Wertanteil
kontrollierte Prozesse einfithren. In Satz 5.5.6 zeigen wir die Aquivalenz der beiden

Zugange.

Das Problem der Maximierung der asymptotischen Rendite ist insofern schwierig, als
dass es kein Resultat gibt, das die Existenz einer optimalen stationdren Kontrollstra-
tegie in unser Situation sichern wiirde. Wir geben in 5.6 einige Referenzen an. Deshalb
werden wir gewisse Stationaritatsbedingungen an die Kontrollstrategie stellen, wie es
Morton und Pliska (1995) implizit auch getan haben, wobei in unser Situation die
neuen Wertanteile 1_; nach einem Verkauf und 74, nach Kauf zu unterscheiden sind.
Betrachten wir von diesen Kontrollstrategien nur solche, in deren Handelszeitpunkten
nur gekauft oder verkauft wird (d.h. kein Halten der Aktien stattfindet), so gelangen
wir zu der Klasse der Handelsstrategien.

Fiir diese ldsst sich dann zeigen, dass eine regenerative Struktur vorliegt, die zu einer
Reduktion des Problems auf eine Periode zwischen zwei Verkdufen fithrt (Theorem
5.6.13). Unter Ausnutzung des invarianten Mafles der eingebetteten Markovkette der
Handelsarten ldsst sich diese Darstellung auf eine einzige Periode zwischen zwei Han-
delszeitpunkten zuriickfithren, wenn wir als Startverteilung das invariante Maf} ver-
wenden. Die resultierende Darstellung fiir die optimale asymptotische Rendite wird
damit numerisch sehr gut behandelbar. Dieses Theorem 5.6.14 ist das wichtigste neue
Resultat in diesem Kapitel.

Unter seiner Ausnutzung lasst sich in der Klasse der Handelsstrategien mit festen
Stoppgrenzen sehr leicht die optimale asymptotische Rendite und eine optimale Han-
delsstrategie bestimmen, siehe Theorem 5.8.3.

Zur Untersuchung der Frage, ob eine optimale Handelsstrategie in der Klasse der stark
stationdren Kontrollstrategien konstante Stoppgrenzen 7_; und 74, hat, unternehmen
wir in 5.7 einen Exkurs in die Theorie des optimalen Stoppens bei linearen Kosten.
Anschliessend konnen wir in 5.8 einen Verifikationssatz angeben, unter dem das auftre-
tende optimale Stoppproblem zu konstanten Stoppgrenzen fiithrt. Zum Nachweis, dass
dies immer gilt, waren aber die Giiltigkeit der Voraussetzungen des Verifikationssatzes
fiir alle Wertanteil n_y,7n41 und alle in Frage kommenden Werte R fiir die optimale
asymptotische Rendite nachzuweisen. Ein eventuell mogliches, in jedem Fall technisch
aber duflerst aufwiandiges Unterfangen.

Wir schlieBen den theoretischen Teil mit Theorem 5.8.10, das uns garantiert, dass
bei Existenz einer optimalen Handelsstrategie diese auch eine mit konstanten Stopp-
grenzen sein muss, so dass eine einfache Maximierung nach Theorem 5.8.3 in vier
Parametern n_q1, 741, 7—1 und 74 moglich ist. Anschliefend folgen in Abschnitt 5.9
noch verschiedene Beispiele.

Wir beginnen das Kapitel mit der Zusammenfassung einiger weniger Resultate zu
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Diffusionsprozessen und ihren Erzeugern. Anschliessend werden wir in Abschnitt 5.3
den Wert- und Wertanteilprozess ohne Handel untersuchen. Fiir letzteren werden wir
die Aufgabe des optimalen Stoppens formulieren, auf die wir die Bestimmung der
optimalen asymptotischen Rendite reduzieren kénnen.

5.2 Diffusionsprozesse und ihre Erzeuger

Gegeben sei ein geeigneter Wahrscheinlichkeitsraum (€Q,F, P) und auf diesem ein
Standard-Wiener-Prozess (W (1))¢>0 mit kanonischer Filtration (F;)¢>o0, d.h. diese sei
vervollstandigt und rechtsseitig stetig.

Definition 5.2.1

Ein zu (»7'—1‘)1‘20 adaptierter stochastischer Prozess (X(t))tzo mit Werten in IR heifle
(zeitlich homogener) Diffusionsprozess, falls er stetige Pfade besitzt und eine stochas-
tische Differentialgleichung der Form

dX(t) = fu(X()dt + fo(X(1))dW (1)
erfillt, in der f, und f, messbar sind und eine Konstante ¢ > 0 existiert mit
|fulx) = fu)] + [fo(2) = fo(y)] < clo —y] fiir alle 2,y € .
Es bezeichnen fir alle t > 0, x € IR

Pt,r:P('

X(¢) = z) und insbhesondere P, = Py .

Unter P, ist (X(t)>t20 somit als eindeutig bestimmte starke Losung von
AX(1) = u(X ()t + fo(X()AW (1), X(0) =2

auf (Q, F, (F)i>0) mit stetigen Pfaden gegeben.

Ist insbesondere der Startwert X(0) durch eine Zufallsvariable X, : @ — IR gegeben,
die unabhangig von (W (t));o ist, so ist P, = P(-|Xy = ), und es wire genauer die
Filtration G; = o(o(Xo) U F;), t > 0, zu betrachten.

Theorem 5.2.2

FEin Diffusionsprozess ist ein starker Markovprozess.

Beweis: Siehe Theorem 7.2.4 in Qksendal (2000). O
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Aufgrund des von uns zu betrachtenden Wertanteilprozesses, der nur Werte in (0, 1)
annimmt, beschranken wir unsere Darstellung im folgenden Teil auf Prozesse mit die-
sem Wertebereich.

Als einen Diffusionsprozess mit Werten in (0, 1) bezeichnen wir einen stochastischen
Prozess (Y (1))i>0, der die Bedingungen in Definition 5.2.1 fiir alle Startwerte y € (0,1)
erfilllt, der jeden Punkt aus (0,1) mit strikt positiver Wahrscheinlichkeit erreicht und

fiir den gilt
P,

Y

(Y(t) € (0,1) fiir alle ¢t > 0) =1 fiir alle y € (0,1).

Es bezeichne jetzt (Y(1))s>0 einen Diffusionsprozess mit Werten in (0,1), so dass unter

P,, y € (0,1), fir geeignete f,, f, gilt
dY (1) = fu(Y(1))dt + [-(Y(1))dW (1), Y(0) =y.

Definition 5.2.3
Der infinitesimale FErzeuger Ly von (Y(1))¢>0 wird definiert durch

Lyh(z) = lim 2 LA O)] = Ay)
tN\0 1 3

y € (0,1).

D¢, bezeichne die Menge der Funktionen h : (0,1) — IR, fiir die der Grenzwert fiir
alle y existiert.

Mit C% bezeichnen wir die Menge aller zweimal stetig differenzierbaren Funktionen

h:(0,1) — IR mit kompaktem Trager in (0,1).

Theorem 5.2.4
Fiir alle h € C3- liegt h in Dz, und es gilt Ly = Ly mit

Lyh(y) = fu(y)h'(y) + 3 /2(w)R"(y), y € (0,1).

Beweis: Siehe Theorem 7.3.3 in Qksendal (2000). O
Den elliptischen Differentialoperator Ly in Theorem 5.2.4 werden wir auch kurz Fr-
zeuger von (Y (t))s>o nennen.

Theorem 5.2.5 (Dynkins Gleichung)
Fiir alle h € C%, y € (0,1) und Stoppzeiten T mit B, [ 7 |< oo gilt

B, [V (7)) )= h(y) + By | [ Loh(V(e)a |
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Beweis: Siehe Theorem 7.4.1 in Qksendal (2000). O

Folgerung 5.2.6
Fiir alle h € Cy. bildet
i
(h(Y(t))— / Lyh(Y(s))ds)
0 >0

ein Martingal mit Anfangswert h(Y (0)).
Beweis: Siehe Proposition VIL.1.6 in Revuz und Yor (1991). O

Mit Folgerung 5.2.6 erhalten wir den folgenden Satz, der es uns erméglicht, in einfacher
Weise die Austrittswahrscheinlichkeiten und den Erwartungswert fiir Stoppzeiten der
Form

Ty =inf {t >0|Y({)=aoder Y(t)=b}

zu 0 < a < b < 1 zu berechnen.

Satz 5.2.7
Seien hg eine Lisung von Lyhg =0 und hy eine Lésung von Lyhy =1 in C*((0,1)).

Fira,be (0,1), a <b, gilt fir 7 =7, und alle y € [a,b]

Beweis:

Seien a,b € (0,1), a < bund ¢ eine Funktion in C%, die auf [a, b] identisch 1 ist. Ferner
seien hg eine Losung von Ly hg = 0 sowie hq eine Losung von Ly hy = 1. Dann bilden

nach Folgerung 5.2.6

M) = hi(Y ()Y () = [ Ly (R Q)Y () ds, 120
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fiir 2 = 0,1 Martingale. Fiir 7 = 7, folgt wegen

holy) = Ey [ Mo(7) ]
y [ho(Y (7)) ]
= ho(a)Py(Y(7) = @) + ho(b) P, (Y(7) = b)

E
E

und P,(Y(7) = a)+ P,(Y(7) = b) = 1 die erste Behauptung. Unter Ausnutzung dieser
ergibt sich wegen

hily) = Ey [Mi(7)]
= By [m(Y(r)) —7]
= hi(a) P (Y(r) = a) + ha (D) By (Y () = b) = Fy [ 7]
= )+ A ()~ () < By [ 7]
auch die Bestimmungsgleichung fiir den Erwartungswert. O

Definition 5.2.8
Der Raum-Zeit-Prozess (Z(t))i>o zu Y mit Startwert z = (y,s), s > 0, y € (0,1), ist

gegeben durch
(1) (S+t), >0, Y(0)=y

Er kann aufgefasst werden als Diffusionsprozess in (0,1) x [0, 00) mit Dynamik

dZy(t) = dY (1), 7Z(0)=y
dZy(t) = di, Zy(0)=s

unter P, ) = Py 5y, s > 0,y € (0,1). Der Erzeuger von (Z(t))s0 ist auf C3- gegeben
durch p

Ly;=1 —.
VA Y+at

5.3 Wertentwicklung ohne Handel

Wir werden in diesem Kapitel die Wertentwicklung im Black-Scholes-Modell betrach-
ten, in dem wir auch den Uberblick in Kapitel 2 gegeben haben. Wir fassen die Nota-
tionen noch einmal zusammen.
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Gegeben seien ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) sowie ein Standard-Wiener-Prozess
(I/V(t))tzo unter P und die von diesem erzeugte rechtsseitig stetige und vervollstandigte
Filtration (Ft>t20-

Zu Parametern r > 0 (Zinsrate), so > 0 (Anfangskurs), p € IR (Trend) und o > 0
(Volatilitat) seien der Kurs (B(t>>t20 eines Bonds mit Zinsrate r und der Kurs einer
Aktie (S(t>)t20 mit Trend p und Volatilitdt o bestimmt durch

dB(t) = B(t)rdt, B(0)=1 bzw. dS(t)=S{)(pdt+ocdW(t)), S(0)= so,
d.h. es sind fur ¢t > 0

B(t)=¢€"* und S(t) = so ehtt eoW(t) =307t
Wir werden die folgende Annahme an die Parameter stellen.

Annahme 5.3.1
Der optimale Wertanteil ohne Transaktionskosten liege in (0,1), d.h. es gelte

w—r
Hopt = o2 € (0, 1)

Eine Aktie, fir die iy € (0,1) gilt, kénnte Definition 3.6.4 entsprechend als moderat
(zur Zinsrate r) bezeichnet werden. Nur unter dieser Annahme ist es sinnvoll, sich auf
Wertanteilprozesse mit Werten in (0, 1) zu beschrianken, wie wir es in diesem Kapitel
tun werden.

Definition 5.3.2

Seien X, und mg von (W (t));>0 unabhéngige Zufallsvariablen mit Werten in (0, co) bzw.

(0,1). Wir fithren den Wertprozess ohne Handel (X (1))s>o und den Wertanteilprozess
ohne Handel (7(1))s>0 zu Startwerten X, mp wie folgt ein. Fiir £ > 0 seien

X@) = (1 — m) Xo et my X el Ttte W(f)’
und 2
7o Xo elh= 7)o W(t)

TR

Ferner bezeichne P ) = P(-|Xo = z,mo = 7) fiir alle z > 0, 7 € (0, 1).

Die Interpretation von (X(t))tzo und (7(%))ss0 ist leicht: Zum Anfangszeitpunkt wird
ein Wert m9Xj in die Aktie investiert, der sich in der Zeit entsprechend der Entwicklung
der Aktie vermehrt oder vermindert. Der Rest (1 — 7). X wird in den Bond investiert
und verzinst sich. Somit gibt )N((t) den Portfoliowert zur Zeit ¢ > 0 an, wenn bis zu
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diesem Zeitpunkt nicht gehandelt wurde. Entsprechend gibt 7(¢) den Wertanteil der
gehaltenen Aktien am gesamten Portfoliowert an, wenn nicht gehandelt wurde. Wegen

2
mo e(y‘_%)t-}'a W(f)

o e(p,—d,‘,—2)t-|-0' W(t) + (1 — 7T0)e”

#(t) =

hangt (7(1))¢>0 nicht vom Startwert Xy ab, so dass wir bei der Betrachtung von
(7(t))s>0 héufig nur die MaBe P, = P(-|my = m) betrachten werden.

Eine wichtige Darstellung fiir (X<t>>t20 durch (ﬁ(t))tzo liefert das folgend Lemma.

Lemma 5.3.3
Fiir alle x > 0 und = € (0,1) gilt unter Py r

Beweis: Fiir z > 0 und 7 € (0, 1) ergibt sich unter P, ) direkt fiir alle £ > 0 aus der
Definition

X@) = (I —m)x el xe(ﬂ—c’;)t+aW(t)

— (] — 7T>.7,' et + ﬁ(t)X(t),

so dass Auflésen nach Xv(?‘) die Behauptung liefert. O

Um die Theorie des optimalen Stoppens anwenden zu kénnen, ist wesentlich, dass wir
die Dynamik von (7())¢>0 kennen, die uns folgender Satz liefert.

Satz 5.3.4

(X(t))tzo und (7(t))e>o0 sind Diffusionsprozesse in (0,00) bzw. in (0,1). Thre Dynamik
ist fir alle x > 0, m € (0,1) gegeben durch

dX (1) = X () (rdt + #(1)((u — r)dt + o dW(1))), X(0) =,7(0) ==
unter Py und durch
dir(t) = #(1)(1 = #(1)((n —r — #(1)o?)dt + o dW (1)), #(0) =n

unler P,.
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Beweis: Seien > 0 und 7 € (0,1). Dann liefert die Anwendung der Ito-Formel
unter P

dX(t) = ((1 —mare +ra(p— ﬁ) e(“_%?)t"'” W(t))dt

2
+ a0 (6 W (1) + Zdt)

= (1 — W)xre”dt + er(“_§)t+aw(t) (,udt + UdW(t)),
so dass mit ,
raelt =W — 2 X (1)

und

(1—mzret = (1 —7(t)X(1)
die behauptete Darstellung folgt.

Zur Bestimmung der Dynamik von (7(%));>¢ beachten wir, dass unter P;

r elh= )t W)

(l) =

1 eln=F)He WD) 4 (1 —m)ert

fiir ,
Y(t) = elp—r—"5)t+o W(i)

die Darstellung

N WY(t)
1) =
U ey ey
hat. Unter Beachtung von
1 —#(1) = Lo

und von
Y (t) = Y())((u — r)dt + 0 dW (1)), d[Y](t) = (Y(t)o) di

folgt mit der Ito-Formel

(1 —m)mrdY(¢) - 1 9 (1 —m)m2d[Y](t) i
(rY)+(1-m) %2 (rYW)+(Q-m)

(1 —m)m Y (1) :
(7Y () +(1—m))
= (1= 7()a(t)((u — r)dt + o dW (1) — 7(t)odL).

di(l) =

7Y (t)o?dt >

((,u —r)dl + odW (1) — YO 0=
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Bemerkung 5.3.5
Liegt 1oy in (0,1), so ist (7;)>0 mean-reverting bzgl. nop:.

Beachten wir, dass wegen 1,,; = £5-
di(t) = #(t)(1 = #(0)((n—r — o*&(1))dt + o dW (1))
= 7)1 = #(1) (X oyt — 7(1))dt + 0 AW (1))

gilt, so erkennen wir, dass der Driftanteil zur Zeit ¢ > 0 die Gestalt

o* 7 ()(1 = 7 (1) (opt — (1))

hat. Da 7(t) fiir alle £ > 0 in (0, 1) liegt, hat (7(%));>0 somit in ¢ negative Drift, falls
7(t) > nope und positive Drift, falls 7(1) < nype gilt. Daraus folgt wegen n,, € (0,1)
die sogenannte mean-reverting-Figenschaft.

Um spéter die Austrittswahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte von bestimmten
Stoppzeiten gemafl Satz 5.2.7 berechnen zu kénnen, benétigen wir die im folgenden
Lemma angegebenen Losungen der in Satz 5.2.7 benutzten Differentialgleichungen.

Lemma 5.3.6
Der Erzeuger von (7(1))i>o ist auf Cf. gegeben durch

Loh(z)=(1—a)z((p—71)— O'Z.T)hl(x) + l(1 — x)2$202h"(1;).

2

(i) Lésungen von Lyhg =0 und Lzhy =1 auf (0,1) sind im Fall 1., € (0,1) \ {%}
gegeben durch

ho(:c) _ (1 — J;)2nopt—1’

T
2 log(l_Tx)
02(2 Topt — 1)

ho(z) = log(tx),
miw) = —(loa (1))

T

1) Die Losungen von L h = ¢, ¢ € IR, haben im Fall n,,; € (0,1 Y und im Fall
Tlop 2

Nopt = 3 Jeweils die Gestall

h(z) =co+ crho(z) 4+ chi(z), co,c1 € IR,
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Beweis: Nach Theorem 5.2.4 hat der Erzeuger L, von (ﬁ(t))tzo auf C} die behauptete
Gestalt. Dass die angegebenen Funktionen die Differentialgleichungen 16sen, ldsst sich
direkt nachrechnen oder den Arbeiten von Morton und Pliska (1995) und Schneider
(1999) entnehmen. O

5.4 Transaktionen

Gegeben sei das Black-Scholes-Modell unter der Annahme 5.3.1, wie wir es im voran-

gehenden Abschnitt eingefiihrt haben.

Wir gehen davon aus, dass die Investorin zur Zeit 0 mit einem Anfangskapital X
starte, von dem der Anteil 7y in die Aktie investiert sei. Dabei seien Xy und 7y von
(W(t))¢>0 unabhéngige Zufallsvariablen mit Werten in (0,00) baw. (0,1) und es be-
zeichne wie gewohnt Py = P(-|Xo = z,m9 = ) fiir alle z > 0,7 € (0,1). Schreiben
wir, dass eine Aussage "unter allen P, r) gill’, so meinen wir, dass sie P, n-.s. fiir alle
x> 0,7 €(0,1) erfullt ist.

Ist G = 0(Xo,m0), so haben wir die Filtration G; = o(G U F;), t > 0, zu betrachten.

Jeder Handel der Investorin wird Transaktionskosten nach sich ziehen, die sich aus
proportionalen Kosten v > 0 und fixen Kosten § > 0 zusammensetzen. Aufgrund des
fixen Anteils ist es naheliegend, dass es gentigt, als Handelszeitpunkte eine Folge von
Stoppzeiten (7, )nen mit 7, — oo anzusetzen, da bis zu einem endlichen Zeithorizont
T nur endlich oft gehandelt werden kann. Denn bei jeder Transaktion verringert sich
der Wert um den Faktor 1 — ¢ und fir alle € > 0 gilt

P(S(TY(1—8)">2) — 0 (n— oo),

so dass auch bei bester Entwicklung der Aktie mit Wahrscheinlichkeit 1 ein Ruin
erfolgte.

Die anderen Voraussetzungen in folgender Definition sind entsprechend gut begriindbar
und werden uns die Notation etwas erleichtern.

Definition 5.4.1

Eine Folge von Stoppzeiten (7, )nenv bzgl. (Gi)e>0 nennen wir (eine Folge von) Han-
delszeiten, falls (7,),ev unter allen P -y eine Folge von endlichen Stoppzeiten bildet,
die streng monoton wachsend und ausschépend ist, d.h. es gelten

(1) P($7W)(Tn <oo)=1,n€N,

i) 0< 7 <7y <...unter Py und
(=)
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(iii) P(x,,r)(limn_ﬂm T, = 00) = L.

Die Aktionen der Investorin, aus denen sich die Wertentwicklung ihres Portfolios ergibt,
beschreiben wir in diesem Abschnitt erst wieder durch die Handelsvolumina, die sie
zu den Handelszeitpunkten in der Aktie umsetzt.

Definition 5.4.2

Seien v = 0 und 6 € (0,1) oder v € (0,%) und & € (0,7). Weiter seien Handelszeiten
(Tn)new und eine Folge von G, -messbaren Zufallsvariablen A, : @ — IR, n € IV,
gegeben.

Zu der Folge (7,, Ap)new sind der Bondwertprozess (Xp(t))i>o und der Aktienwert-
Prozess (XS(t>)t20 unter P -y wie folgt bestimmt. Startwerte sind

Xp(0)=(1—m)z und Xg(0)=maz.
Mit By = Xg(0), So = Xg(0) und 79 = 0 sind fiir alle n € IV

XB(t> = Bn_] er(t_T"_l),

Xs(t) = S

fiir alle ¢ € (7,—1,7,] und

B, = Xp(m) = An =7 |An| = (XB(7) + Xs(72)) 1{a,.20},
So = Xs(ma)+ A

Dabei nennen wir B,, und S,, die neuen Werte im Bond bzw. in der Aktie, n € IN.
Bei Bedarf machen wir die Abhéngigkeit von (7,A) = (7,,, A,,)nen durch Indizierung
kenntlich, d.h. wir schreiben B{"2) §(r4) X](;’A)(t) und Xg’A)(t).

Wir nennen (A,),en Transaktionen, v proportionale Kosten und § fize Kosten. Die
Kosten der Transaktion /A, sind

i |An| + 5 (XB(Tn) + XS(Tn)) 1{A"¢0}.

Dabei konnen die neuen Werte B, und S, grob gesprochen als Startwerte der in 7,
mit der Dynamik des Bonds bzw. der Aktie neu startenden Prozesse (Xp(7, +1))i>0
und (Xp(7, +1))i>0 aufgefasst werden. Eine genauere Ausfithrung in der kanonischen
Darstellung in C([0, o)), die sich auch auf diese Modellierung iibertragen lisst, geben
wir vor der Einfithrung des Kontrollmodells in Bemerkung 5.4.9.

Wir wollen uns auf strikt positive Wertprozesse beschranken:
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Definition 5.4.3

Eine Transaktionenfolge (A, ),cn heifit zulissig zu einer Folge von Handelszeiten
(Tn)nev, falls fiir die zugehorigen neuen Werte B, > 0 und S,, > 0 fiir alle n € IN und
unter allen P, - gilt.

Die Wertentwicklung wie in Definition 5.4.2 iiber die Unterscheidung des Bond- und des
Aktienwertprozesses zu beschreiben, ist der iibliche Ansatz bei der Berticksichtigung
von Transaktionskosten, siehe zum Beispiel Shreve und Soner (1994) oder Korn (1998).
Wir haben aber bereits in den vorangehenden Kapiteln gesehen, dass sich fir eine
gefilligere Beschreibung wie in Morton und Pliska (1995) oft der Gesamtwert und der
Wertanteil der Aktien anbieten. Deshalb fithren wir ein:

Definition 5.4.4

Seien (7,),en Handelszeiten und die Transaktionen (A,),cn zuldssig zu (7,)nen
Durch
X(t) = Xp(t)+ Xs(t), t>0,

und
o Xs()
ﬂ-(t) - XB(t) ‘I‘XS(t)’ 2 07

sind der Wertprozess (X (1))i>0 baw. der Wertanteilprozess (m(t)):>o gegeben. Ferner
setzen wir

—_— Sn
- B, + S,

Bei Bedarf erfolgt auch eine Indizierung durch (7, A).

Xn = Bn + Sn und T

Wie in den vorangehenden Kapiteln auch entspricht X (¢) dem Gesamtwert des Portfo-
lios und 7(¢) dem Wertanteil der Aktien am Gesamtwert zur Zeit ¢ vor einer moglichen
Transaktion.

Lemma 5.4.5
Seien (7,)nen Handelszeilen.
(1) FEs existiert eine zu (1,)nen zuldssige Folge von Transaktionen.
(i) Fir jede zu (1,)nen zuldssige Folge von Transaktionen (A,),cn sind die Prozes-
se (XB(1))s0, (Xs(t))eso, (X(1))es0 und (7(t))s>0 adaptiert zu (Gy)i>o und unter
Jedem Mafs P ry gill fiir alle t >0

Xg(t) >0, Xs(t)>0, X(t)>0 wund =(t)€(0,1).



140 KAPITEL 5. FIXE UND PROPORTIONALE TRANSAKTIONSKOSTEN

(iii) Kine Folge G, -messbarer Zufallsvariablen A, : Q — IR ist genau dann zulissig
2 (Tn)new, wenn fir alle + > 0 und 7 € (O, 1)

A, € D°(X(1),7(7n)) Pam-fs. firale nelN

gilt, wobet D°(z,m) ={ 0 }U{AcR|0<7mz+A<(l—-0)z—v|A|} sei

Beweis: (i) Zu einer Folge von Handelszeiten (7,),¢cn ist stets die Transaktionenfolge
A, =0,n € IN, zulassig.

(ii)) Die Messbarkeitseigenschaften folgen direkt aus den Definitionen und der G, -
Messbarkeit von A,,. Ebenso folgen die Ungleichungen fiir (XB(t))tZO und (Xs(t))tzo
aus der Definition der Prozesse und der Zuléssigkeit von (A,),en, da zum einen ohne
Handel die Prozesse bei strikt positivem Startwert positiv bleiben und zum anderen
in den Handelszeitpunkten nur so gehandelt wird, dass die neuen Werte strikt positiv
bleiben. Fiir die Prozesse (X(t)>t20 und (ﬂ'(t))tzo folgt die Behauptung dann direkt

aus ihrer Definition.

(iii) Die Behauptung folgt unter Beachtung von

Sn = m(10) X(70) + Ay

und von
B.+ S, = Xpg(m)—An—7 A =0 X(m) + Xs(m) + A,
= (1 =9)X(7a) = 7|An]
fir A, # 0, n € IN, unter Beachtung der Definition der Zul&ssigkeit. O

Nach Lemma 5.4.5 (ii) liegt der Wertanteilprozess (7(t))¢>o fiir zuldssige Transaktio-
nen in (0,1). Da wir in 5.3.1 angenommen haben, dass der optimale Wertanteil ohne
Transaktionskosten 7., in (0,1) liegt, ist zu vermuten, dass - nach einem sinnvollen
Kriterium bestimmte - optimale Transaktionen zu neuen Wertanteilen in (0, 1) fithren.
Im Fall 7., < 1 miissten wir Short Selling der Aktien und im Fall 7., > 1 Short
Selling des Bonds zulassen, um optimale Transaktionenfolgen bestimmen zu kénnen,
d.h. unter den im Sinne von Definition 5.4.3 zuldssigen Transaktionen wiren in der
Regel keine optimalen zu finden.

Da die Betrachtung von Wertanteilprozessen, die nur Werte in (0, 1) annehmen, aber
eine grofle technische Erleichterung darstellt, beschranken wir uns hier auf solche Ak-
tien, die wir entsprechend Definition 3.6.4 als moderat bezeichnen kénnten.

Fiir das Problem der Maximierung der asymptotischen Rendite, das wir in diesem
Kapitel betrachten wollen, beruht beim Vorgehen von Morton und Pliska (1995), siehe
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auch Abschnitt 2.7, die Méglichkeit der Reduktion auf ein Stoppproblem wesentlich
auf der Darstellung der Wertentwicklung durch den Wertanteilprozess (7 (%) )s>o.

Es ist nicht offensichtlich, ob solch eine Darstellung auch bei zusatzlichen propor-
tionalen Kosten auf das Handelsvolumen existiert, die das gleiche leistet, d.h. den
Wertprozess (X(t)>t20 faktorisiert. Wir haben aber bereits in einer Periode und im
Binomialmodell gezeigt, wie solch eine Zerlegung auszusehen hat und dass sich dafiir
die Einfithrung von Handelsart und neuem Wertanteil, der dem Wertanteil der Aktien
nach einer Transaktion entspricht, anbietet.

Wir kénnen diese in der in Definition 5.4.2 beschriebenen bisherigen Modellierung mit
Hilfe der im folgenden Lemma eingefithrten Funktionen einfithren. Im nachsten Ab-
schnitt werden wir dann, durch die jetzt folgenden Betrachtungen motiviert, die Wert-
entwicklung wieder als einen durch eine Folge von Handelsarten und neuen Wertan-
teilen kontrollierten Prozess auffassen.

Definition 5.4.6

Die Funktionen

fo + R—{-1,0,1} und
Lo Ale,m A) 2> 0,7 € (0,1),A € D*(,m)} — (0,1)
seien gegeben durch f,(A) = sign(A) und durch

Tz + A

x,m,A) = .
fn( ) x—5mlR\{0}(A)—’y|A|

Dabei bezeichnet D°(z,m) die in Lemma 5.4.5 (iii) eingefithrte Menge. Wir nennen
fa(A) die Handelsart von A und f,(z,7,A) den newen Wertanteil nach A bei x und
.

Dass die Werte von f, tatsachlich in (0,1) liegen, ist direkt nachrechenbar, folgt aber
auch aus Teil (i) des folgenden Lemmas. Die dort definierten Zufallsvariablen A, und
Nn, n € IN, entsprechen Handelsart und neuem Wertanteil, wie wir sie im folgenden
Abschnitt einfithren werden.

Lemma 5.4.7

Seien (1,)nen Handelszeiten und (A,),en eine zuldssige Folge von Transaktionen zu
(Tn)nen. Seien ferner

An = fu(A)  und  ny = (X (1), 7(70),Ay), n € IN.

Dann sind A, und n, G, -messbar fir alle n € IN und es gelten die Darstellungen
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L a(n)X(r) £ A,
() i =T = 225 X () = An 7y A

(ii) sign((l — Az, — (1) ) A,,

(1 — AZ0)n, — m(m)

i) A, = D%
(iii) T A,y (7n),

. . 1 - Aié + A, 771’(7”)

(iv) X, = LT A, X(7).

Beweis: Die Messbarkeitseigenschaften folgen fiir alle n € IV direkt aus der G, -
Messbarkeiten von X(7,), 7(7,) und A, da auch f, und f, messbar sind.

(i) Fiir alle n € IV gelten S,, = n(7,,) X (7,) + A,, und

= (1 =0 1ga,20) X(70) — v |Aunl,

so dass durch einfaches Einsetzen 7, = ;;—: = m, folgt. Wegen |A,| = A, A, folgt

damit auch die zweite Darstellung

_ & _ (1) X (1) + A,
X, T (= AZ6)X () — Apr A,

Auflésen von dieser Darstellung ergibt (iii)

(1 — ARS)im — m(7a)

A, =
14+ Ay,

X(1,),

woraus bei geeigneter Fallunterscheidung (ii) folgt, da der Nenner wegen 7, € (0,1)
strikt positiv ist und ebenso X(7,) > 0 gilt. SchlieBlich ergibt sich durch Einsetzen
von (iii) in die am Anfang des Beweises abgeleitete Darstellung die Behauptung (iv):
Xo = (1— A20)X(r) 7 ||
= (1 =AZ)X(r,) — A,y A,
(1= AR+ Anyna) — Any((1 = AZ0)ny — 7 (7)) X(

B 1+ A,y ™)
A2
_ 1 — A0+ A, ym(Ty) X(r).

14+ Ay,
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Die Darstellungen in Lemma 5.4.7 geben die Interpretation von Handelsart und neuem
Wertanteil, wie wir sie im folgenden Abschnitt einfithren werden. So entspricht A,, =1
einem Kauf A, > 0 zum Handelszeitpunkt 7,, A, = —1 einem Verkauf und A, = 0
dem Halten der Aktien. Dabei sei angemerkt, dass wir im folgenden Abschnitt auch
Kéufe und Verkdufe mit Handelsvolumen 0 zulassen werden.

Lemma 5.4.7 (i) sagt aus, dass der neue Wertanteil 7, seinem Namen gerecht wird, d.h.
der Wertanteilprozess startet in 7,, mit diesem Wert. Lemma 5.4.7 (iv) gibt schlieflich
den Faktor an, um den der Gesamtwert bei einer Transaktion fallt.

Damit kénnen wir den Wert zu einem Handelszeitpunkt auch als Produkt aus dem
Wert zum vorangehenden Handelszeitpunkt und aus dem weiteren Wertzuwachs dar-
stellen. Wegen ihrer Bedeutung halten wir diese Moglichkeit der Darstellung gesondert
im folgenden Satz fest.

Satz 5.4.8

Seten (7,)nen Handelszeiten und (Ay)new eine zuldssige Folge von Transaktionen zu
(Th)nen sowie

Au=A)  und  ma= f(X(r), (), A), mE IV,

Dann gilt

(1—m)  n
X(m) = mxe

und fiir alle n € IN

(1 =na)(1 = AZ6+ Apy7(10))
(1= m(7m0g1)) (1 + An v 1)

X(Tpg1) = X(Tn)e’"(T"“_T").

Beweis: Fiir 7y gilt die Behauptung nach Lemma 5.3.3. Entsprechend ergibt sich fiir
allen € IN

(1= (Par1))X (Tsr) = (1 = ) X & 77,
so dass mit Lemma 5.4.7 (iv) folgt
1_7% XTL er(Tn-I-l_Tn)
1= m(7nt1)

(1 =n)(1 = AR+ Any 7 (7))
(1 =7 (7n1)) (1 + Any 1)

X(Tn+1)

X(Tn> e (Tn41=7n)
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Die Darstellung des Wertprozesses nach Satz 5.4.8 ist wesentlich, da sie es uns ermdogli-

chen wird, das Problem der Bestimmung der optimalen asymptotischen Rendite unter

logarithmischen Nutzen auf ein Problem des optimalen Stoppens zuriickzufiihren.

Zur Vorbereitung auf Definition 5.5.1 wollen wir noch die folgende Bemerkung machen,
die Aufschluss iiber die genaue Struktur des Wertanteilprozesses gibt.

Bemerkung 5.4.9 (Kanonische Darstellung)

(1)

Der Wertanteilprozess (7(t))¢>0 kann zusammengesetzt aus unabhangiger Kopien
des Wertanteilprozesses ohne Handel (7());>0 aufgefasst werden, die in 7, jeweils
mit dem Anfangswert 7, starten. Wir prizisieren diese Aussage im Folgenden in

der kanonischen Darstellung in C([0, c0), (0, 1)).
Sei fr : (0,1) xC([0, 00), IR) — C(]0,00),(0,1)) eine messbare Abbildung, fiir die

(T(1))iz0 = Jr(mo, (W(1))t20)

bei Startwert my gilt. Seien nun Kopien von (7())¢>0 gegeben durch

(Tn(1))iz0 = Jr (T, (W(Tn + 1) = W(T0))i20)-

Dann hat der Wertanteilprozess (W(t))tzo die Darstellung

( ) 1[0 7'1] + Z 1 Tn77n+1] W”(t - Tn)7 l 2 0
neIN

Dass die Darstellung in (i) korrekt ist, kann wie folgt hergeleitet werden. Sei

Fu(0,1) % (0,00) % C([0,00), IR) — C(]0, 00), (0, 20))

eine messhare Abbildung, so dass der Wertprozess ohne Handel (X (1));50 gege-
ben ist durch

(X())rz0 = folmo, Xo, (W (t))i20).
Beachten wir, dass fur alle t > 0

5@))

S0

)((t) = ][O,Tl](t>X0 ((] — 7'['0) e” + T

r(t—Tn S(t
+ 3 V) (X0 (1 = 7)™ o, S(m)

neN

gilt, so erkennen wir, dass

X<t> = 1[0,71] + Z 1 Tn,T,,_H (t - Tn)

neN
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mit den in (X, 7,) startenden Kopien
(X(1))ri20 = folma, Xo, (W (T +1) = W(Ta))i20)

vorliegt. Aus der Definition 5.4.4 von (7())¢>0 kann dann analog wie bei der Un-
tersuchung in Abschnitt 5.3 gezeigt werden, dass (7(t))¢>0 die in (i) behauptete
Struktur hat.

(iii) Der Wertprozess (X (1))s>0 hat Lemma 5.3.3 entsprechend auch die Darstellung

1— 1—m,
T Xoe 4 S M () X e >0

X(t) = 1[077'1](t)1_7ﬂ_(t> o G 1 — Tr(t)

5.5 Handelsart und neuer Wertanteil

Nachdem wir im vorangehenden Abschnitt unsere Begriffe von der iiblichen Modellie-
rung her motiviert haben, wollen wir die Kontrolle des Wertprozesses von (X(%)):>0
und des Wertanteilprozesses (7(1));>o direkt unter der Benutzung von Handelsart und
neuem Wertanteil einfithren.

Die Vorstellung ist dabei die folgende: Anstatt zu einem Handelszeitpunkt den Handel
durch eine Transaktion zu beschreiben, erfolgt die Festlegung des Handels jetzt im
Handelszeitpunkt 7, durch Angabe der Handelsart A, (fir Kauf, Verkauf oder Hal-
ten) und durch Angabe des neuen Wertanteils 7,, den die Aktien nach dem Handel
am Gesamtwert haben sollen. Dies entspricht auch einer praktisch umsetzbaren Han-
delsanweisung. Ohne die Uberlegungen des vorangehenden Abschnittes wire es aber
nicht offensichtlich, wie die Wertverschiebung in den Handelszeitpunkten zu erfolgen
hat.

Motiviert durch die Darstellungen in Lemma 5.4.7 und die Ausfithrungen in Bemer-
kung 5.4.9 kénnen wir die Kontrolle jetzt wie in der folgenden Defintion angegeben
einfithren. Dieser neue Zugang ist auch die Begriindung dafiir, dass wir in der Notation
des letzten Abschnittes m, und 5, unterschieden haben. Wahrend m,, den Wertanteil
nach dem Handel beschreibt, wie er sich in Definition 5.4.4 aus dem Bond- und dem
Aktienwertprozess ergibt, verstehen wir unter n, den neuen Wertanteil, wie er sich
durch aktive Wahl des neuen Wertanteils als Aktion ergibt. Mathematisch besteht
kein Unterschied.

Nach der Einfithrung werden wir zu untersuchen haben, ob die in 5.5.1 definierten
Wertprozesse auch tatsachlich Wertprozessen entsprechen, die sich durch Steuerung
mit einer zuldssigen Transaktionenfolge ergeben. Diese Untersuchungen werden wir in
Satz 5.5.6 mit dem Nachweis der Aquivalenz der Modelle abschliessen. Ab dem fol-
genden Abschnitt werden wir dann nur noch in der in Defintion 5.5.1 eingefiihrten
Modellierung unter den am Anfang des Abschnittes 5.4 gemachten Voraussetzungen
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arbeiten. Diese Modellierung ist einer der wesentlichen Schritte, um zu den grundle-
genden Resultaten in Abschnitt 5.6 zu gelangen, da diese auf der Faktorisierung des
Gesamtwertes beruhen, wie wir sie in Satz 5.5.7 angeben werden.

Definition 5.5.1
Zu Handelszeiten (7,),en und Folgen von G, -messbaren Zufallsvariablen
Ay Q= {-1,0,+1} und 17,:Q—(0,1), neN,

seien unter P, 1y, x > 0,7 € (0,1), Wert- und Wertanteilprozess m(t)i>0 bzw. (X (1))i>0
in der kanonischen Darstellung wie folgt gegeben. Es bezeichne f, die in Bemerkung

5.4.9 (i) eingefithrte Abbildung, d.h. es sei fiir den Wertanteilprozess ohne Handel
(7(1))iz0 = Jr(mo, (W(1))iz0)-

Startwerte sind

X(0)=2z und w(0)=m,
und fiir n € IV sind mit 75 = 0 und 7o = 7(0)
7T(t) = f#('r/ﬂ—la (Wrn_l-l-t - Wrn_l )tZO)(t - Tn—l)

1 - 7771—1 —
X (¢t — Xn— - in=1 p(t—Tp)
®) "Toat)

fir alle ¢ € (7,-1, 7] sowie

_ 1— A5+ A,y m(m)
" L+ Anynn

X (7).

Wir nennen A, die Handelsart und n,, den neuen Wertanteil (auch Wertanteil nach
der Aktion) zur Zeit 7,. Die Folge (1, A,n) = (74, An, N )new bezeichnen wir als Kon-
trollstrategie.

Bei Bedarf wird eine Indizierung von (X(t>>t20 und (Tr(t))tzo durch (7, A, n) erfolgen,
um die Abhéngigkeit zu verdeutlichen.

Bemerkung 5.5.2  FEine anschaulichere aber weniger korrekte Definition fiir den
Wert- und Wertanteilprozess wire die folgende: Zu Startwerten X (0) = z und n(0) = =
seien m(1)y>0 baw. (X (1)) in allent > 0 mit ¢ # 7, fiir allen € IN stetig mit Dynamik

dr(t) = m(t)(1 = x(1))((u — r)dt + o dW (1) — 7(t)odt)

und

AX (1) = X(1) (v dt + 7(1)(( — v} di + 0 dVV (1))

und in den Handelszeitpunkten seien

T(7n) = (=), W(Tnt) = 1jn



5.5. HANDELSART UND NEUER WERTANTEIL 147

und
. . 1= AZd 4+ Apym(r)
X(Tn) = AX(Tn—), )\(Tn+) — 1 + An'-)/r]n

fir alle n € IN, wobei g = 7(0) zu setzen ist. Dabei werden 7(7,+) und X(7,+4) als
neue Startpunkte interpretiert.

X(71).

Wir wollen nur solche Kontrollstrategien betrachten, bei denen die Paare (A,,n,)
zuldssigen Transaktionen entsprechen. Allerdings werden wir erlauben, dass bei Han-
delsart —1 oder +1 (Kauf oder Verkauf ) auch das Halten der Aktien erlaubt ist.
Das erfolgt aus technische Griinden, damit wir in Abschnitt 5.8 ein Stoppproblem mit
unterhalbstetiger Auszahlungsfunktion erhalten, und mag als die kostenpflichtige Stor-
nierung von Auftragen interpretiert werden. In der Regel werden optimale Strategien
dies vermeiden, im Sinne der folgenden Definition also transaktionendquivalent sein.

Definition 5.5.3
Seien fiir alle 7 € (0, 1)

A% (m) ={(0,m) J U ({=1} < (555, 1) ) U ({1} < (0,555) )

und A*(7) der Abschluss von A°(7) in (0, 1), d.h. A™(7) enthalte zusitzlich die Rand-
punkte (=1, %) und (+1, %).

Eine Kontrollstrategie (7,,, A, 7 )nen heilit zuldssig, falls fir alle z > 0 und = € (0, 1)
gilt
Pamy((An i) € AT(m)) = 1,

und transaktionendquivalent, falls firr alle x > 0 und 7 € (0, 1) gilt
P(ﬂfﬂr)((Anann) € Ao(ﬂ')) = 1.

Die Menge der zulédssigen Kontrollstrategien bezeichnen wir mit Z.
Lemma 5.5.4

(1) FEs existiert eine lransaktionendquivalente Kontrollstrategie, fir die zu jeder Han-
delszeit die Handelsart fast sicher in {—1,+1} liegt, d.h. bei jedem Stopp wird
wirklich gehandelt.

(ii) Zu jeder zuldssigen Kontrollstrategie (7,, Ay, Ny )nen sind Wert- und Wertanteil-
prozess zu (G)i>o adaptiert, ist der Werlprozess strikt positiv und nimmt der
Wertanteilprozess nur Werte in (0,1) an.
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(i) Fine Kontrollstrategie (7., An, Nn)nen ist genau dann zuldssig, wenn fir alle n €
N
sign((l — A28, — W(Tn)) €{0,A4, },

und genau dann transaktionendquivalent, wenn fir alle n € IN
sign((l — AZ8)n, — W(Tn)) =A,
unter allen P ) gilt.

(iv) Fir jede zuldssige Kontrollstralegie (T,, An, n)nenv gill unter allen P, o

1—A25+ Ay (1)

<1—A25 <1,
14+ Auy

also insbesondere X, < (1 — AZ0)X(7,), fir alle n € IN.

Beweis: (i) Eine transaktionendquivalente Kontrollstrategie ist zum Beispiel gegeben

durch

T, = inf{t > 7, | 7(1,) & (e,1 —¢)},
An = 1{#(7'”):5} - 1{#(7'”):1—5}7
N = Nopt

fiir alle n € IV, wobei 79 = 0 und 0 < & < min{np, 1 — Mo} seien. Dass diese die
Behauptung erfiillt, kann leicht verifiziert werden.

(i) Seien (X (t))i>0 und (7(t))s>0 der Wert- bzw. Wertanteilprozess zu einer zuldssigen
Kontrollstrategie (7, Ay, n)ne- Die Messbarkeitseigenschaften folgen direkt aus der
Definition der Prozesse und der G, -Messbarkeit von A, und n,, n € IN. Dass (7(1))>0
in (0,1) liegt, folgt, da zu jeder Handelszeit 7,, der neue Wertanteil n,,, der Startpunkt
von (m(7, + 1)), in (0,1) liegt. Damit folgt wegen der Bedingungen an +, ¢ auch

¥ - 1 —AZ6 4+ Apy ()
" 1+ A, v,

X(7,) >0,

da Nenner und Zahler strikt positiv sind, so dass die Behauptung mit einer induktiven
Argumentation folgt.

(iii) Die Darstellung ergibt sich direkt aus der Definition 5.5.3 durch die Fallunter-

scheidung nach den Handelsarten.

(iv) Sei eine zulédssige Kontrollstrategie (7,,, A, 7, )ne N gegeben. Aus der Zuldssigkeits-
bedingung in (iii) folgt unter alle P .

An((1 = A28), — (7)) >0, neN,
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so dass folgt

- Aié + Ay W(Tn> = (1 - Ai(S) - An')/((l - A?ﬁ)ﬁn - W(Tn)) + (1 - A7215>An7 M
(1= AR0) + (1 = AZS) Apy
(1 — AZ(S)(l + A,y 'r]n).

IN

Somit gilt der erste Teil der Behauptung. Der zweite Teil folgt aus der Festlegung von
X, in Definition 5.5.1. O

Im Satz 5.5.6 werden wir zeigen, dass die Funktion fa in der folgenden Definition uns zu
einer gegebenen Aktion (a,n) aus Handelsart und neuem Wertanteil die entsprechende
Transaktion A bei vorliegendem Wert z und Wertanteil 7 liefert.

Definition 5.5.5

Die reellwertige Funktion fa sei auf
{(z,m,a,n) |z >0,7m € (0,1),a € {-1,0,+1},n € (0,1)}

gegeben durch
(1—da*S)p—m
x.
I+ayn

fA("Lla”TaaaT/) =

Wir nennen den Wert fa(z, 7, a,n) die Transaktion zu a,n bei x,m.

Satz 5.5.6

Zu einer transaktionendquivalenten Kontrollstrategie (1, A,n) = (Tn, Ay, N )nen wird

durch
An = fA(X(T’Am)(Tn% W(T’A’n)(Tn% Ana 7771)’ n e Wa

eine zu (7, )nen zulissige Folge von Transaklionen definiert.

Ist umgekehrt (7,)new eine Folge von Handelszeiten, und (A, )nen eine zuldssige Folge
von Transaktionen zu (7, )nen, so wird zu (7,A) = (Tn, Ap)nen durch

A” = fa(A”) und 77n = fU(X(ﬂA)(Tn_)? ”T(T’A)(Tn)a An)a n e Wv

eine transaklionendquivalente Kontrollstrategie (7,, Ay, nn)nen definiert.

Bei beiden Belrachtungsweisen gill fir alle x > 0, m € (0,1) unter Py x

(XCAD (1), CAD (1)) = (XOD (1), 2OD(0)) i alle 120,
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Beweis:

Zu gegebenen z > 0 und m € (0, 1) ist die Abbildung
f=Ua()s folz,m,0)) : D (2, ) = A%()
bijektiv mit Umkehrabbildung
falz,m, ) A%(7) — D°(x, m).

Der Nachweis kann ganz analog zum Nachweis im Binomialmodell in Satz 4.2.9 er-
folgen, da hier bis auf die Randpunkte 0 und 1 die gleichen Mengen und Funktionen
vorliegen. Aus der Bijektivitdt und den Zuldssigkeitskriterien in Definition 5.5.3 und
Lemma 5.4.5 (iii) folgt die behauptete Beziehung zwischen den transaktionendqui-
valenten Kontrollstrategien und den zur selben Folge von Handelszeiten zulédssigen
Transaktionen.

Die Gleichheit der Werte erhalten wir induktiv. Unter jedem P, ) wird mit den glei-
chen Werten gestartet. Wird nicht gehandelt, so sind die Prozesse als stetige Losun-
gen der stochastischen Differentialgleichungen zu den Startwerten eindeutig bestimmt.
Gelte nun X(™2)(1,) = XA (7)) fiir ein n € IN. Ausgehend von (1, A) gilt fiir den
Wertprozess mit Lemma 5.4.7 (iv)

1—A264+ Apym(m)

A " X0,
_ 1A A () e, )
_ XT(LT’A’”)

und nach der Definition 5.4.4 von (7(%));>0 und der Darstellung von 7,, in Lemma 5.4.7
(1) fiir den Wertanteilprozess

(r.A) () XCA (r) +

T =

! (1= d1a, ;eO})X( A(r ) IAI
A ) M(ra) +
(1 = A26)X(12)(7,) — An
= 1n.

Damit liefert eine induktive Argumentation die Gleichheit der Prozesse. Auch umge-
kehrt, d.h. ausgehend von (1, A, n), ist die Gleichheit der Prozesse nachrechenbar. O

Durch dieses Resultat gerechtfertigt werden wir ab sofort nur noch Kontrollstrate-
gien und keine Transaktionen mehr betrachten und deshalb auf die Indizierung von
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(X(t))tzo und (W(t))tzo verzichten, sofern aus dem Zusammenhang eindeutig hervor-
geht, welche Kontrollstrategie gerade betrachtet wird.

Zu beachten ist bei der folgenden Darstellung, dass die Faktoren nicht denen in Satz
5.4.8 entsprechen. Diese Darstellung wird fiir das Stoppproblem giinstig sein, da die
Faktoren jetzt dem Wertzuwachs in einer Periode zwischen zwei Handelszeiten ent-
sprechen, wenn mit dem Wertanteil 7,_; gestartet wird und der Wert am Ende der
Periode nach dem Handel betrachtet wird.

Satz 5.5.7
Fiir jede zuldssige Kontrollstrategie (7,, Ay, N )new gill mit
M(t)=sup{me Ny |7, <t}, supl=0,

firt >0 die Darstellung

M(t) 2
_ rt (1 =nn1)(1 = ALS 4+ Apy m(70))\ 1 — nargy)
X0 =% (2 s )T s

n

Beweis:

Aus Definition 5.5.1 erhalten wir mit analoger Argumentation wie im Beweis von Satz
5.4.8 zu einer zuldssigen Kontrollstrategie (7,, Ay, n,)nen wieder

=o)L= AT 64 Anr y (7))
(1 =7 (7))(1 + An1 5 1)

X(m) = ( X(Tn_l)eT(T"_T"‘l)

fir alle n € IV, wenn wir 79 = 0, 19 = mp und Ay = 0 setzen. Es folgt fir alle t > 0

s M) (1 _ me1 ) (1 — AZ_ 04+ Ay ym(Tooa

X(rar) = Xoem ™ ( 11 ( 77( 1 _><7r —otr w:_f) >>>
1 — A28 + Ayym(0))

14+ Aoy no
MO (1= pasi)(1 — A25 + Ay y (1)
(I miraem )
_ L+ Ay v v

1= A%y + Ay v m(Tm()

= Xye ™0

so dass wegen
1 — A3d + Aoy m(0))

=1
14+ Aoy no
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und
1 —
X(t) = Xumu 1%:([;3) e (t=Tm(n)
2
= X(TM(f)) - AM(t)(S i AM(t) i Tr(TM(t)) 1- IM(t) e (t=Tar (1))
| L+ Anrey v gy 1 —m(t)
die Behauptung folgt. O

Bemerkung 5.5.8

Wie im Binomialmodell hitten wir auch hier die Wertentwicklung fiir allgemeinere
Kosten I'(z) beschreiben kénnen. Es wiren dann - wie in Satz 4.2.9 - mehr Bedingungen
fiir die Zuléssigkeit einer Strategie zu formulieren, da zum Beispiel kein Kauf oder
Verkauf erlaubt sein kann, wenn der Gesamtwert des Portfolios geringer ist als die Hohe
der Kosten. Da bei fixen und proportionalen Kosten immer relativ zum Vermaogen bzw.
zum Handelsvolumen gezahlt wird, geniigen verhaltnisméfig einfache Bedingungen,
wie wir sie in Definition 5.5.3 formuliert haben, um sicherzustellen, dass der Wertanteil
nicht den Bereich (0,1) verlasst.

5.6 Die asymptotische Rendite

Es ist unser Ziel, in dem in 5.5.1 eingefithrten Modell die asymptotische Rendite zu
maximieren.

Definition 5.6.1

Zu einer zuldssigen Kontrollstrategie (7, A, n) = (7, Ay, 70 )nen wird die asymplotische
Rendite zu Startwerten z > 0 und 7 € (0, 1) definiert durch

- o1
ROEAM (g, ) = lian inf =B, [og(X (7)) ],
wobei E(; r) den Erwartungswert unter P, ) bezeichnet. Unter der optimalen asym-
ptotischen Rendile verstehen wir

R*(z,m)= sup R(T’A’”)(x,rr)
(r,Am)EZ

und eine zulassige Kontrollstrategie (7, A,n)* = (7.5, A%, n})nen nennen wir optimal,

falls
RTAN (g 1) = R*(x, )

fur alle x > 0,7 € (0,1) gilt.



5.6. DIE ASYMPTOTISCHE RENDITE 153

Lemma 5.6.2
Fir alle m € (0,1) ist R*(-,m) konstant und es gilt R*(-,m) < Rop, wobei Ry =

r -+ % die optimale asymptotische Rendite im Modell ohne Transaktionskosten be-
zeichne.

Beweis: Seien (7, A4,1n) = (7, Ay, M )nen eine Kontrollstrategie und = € (0,1). Sei
ferner x > 0. GemaB der Darstellung in Satz 5.5.7 ist ﬂxﬂ unter P, ) unabhingig
von z, so dass wegen

1
R(TvAm)(Jj7 71') = hm lnf fE(x,Tr) [ 10g(X(T)> ]

T—o0

= lim inf%(log(:ﬂ) + Ez,r) [og(X(T)) — log() ] )

T—o0

liminf L [log (KU ],

T—oo

iiber einen Ausdruck zu maximieren ist, der nicht mehr explizit von z abhéngt. Damit
kann eine Folge von Kontrollstrategien, die R*(z, ) erreicht, unabhéngig von = gewéhlt
werden, so dass die erste Behauptung folgt.

Da in jedem Handelszeitpunkt 7, fiir die Faktoren bei der Bildung von X, nach Lemma

5.5.4 (iv)

A2
1 - A0+ A, ym(T,) 1
1+ A, vn, -

gilt und diese Faktoren ohne Transaktionskosten identisch 1 wéren, fithrte die gleiche
Kontrollstrategie ohne Transaktionskosten zu einer mindestens eben so hohen asym-
ptotischen Rendite, wie ohne Transaktionskosten. Daraus folgt bereits die Behauptung,
wenn man beachtet, dass diese Kontrollstrategie im Modell ohne Transaktionskosten
eine geringere Rendite hatte als die optimale Strategie. O

Zu beachten ist bei der zweiten Aussage in Lemma 5.6.2, dass die optimale Strategie
im Modell ohne Transaktionskosten in unserem Modell mit Transaktionskosten nicht
eingefithrt werden kann, da sie zeitstetiges Handeln erfordert.

Die erste Aussage besagt insbesondere, dass
R*(1,7)= R*(z,m) firalle 2>0, =¢€(0,1)

gilt. Wegen dieser Aussage ist es ohne Einschrankung mdéglich, dass wir zur Bestim-
mung der asymptotischen Rendite und einer optimalen Kontrollstrategie fortan nur
Kontrollstrategien betrachten, die vom Startwert z unabhéngig sind und wir uns auf
den Startwert # = 1 beschréanken.
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Annahme 5.6.3

Fortan sei ohne Einschrankung Xo = 1.

Wir brauchen also nur noch die Mafle
P, = P(l,rr)a T € (0, 1)

mit den zugehorigen Erwartungswerten E, zu betrachten. Entsprechend schreiben wir
fir alle Kontrollstrategien (7, A,n) = (7, Ap, 0 )nen

ROAD(x) = READ(1,7) = liminf ZF- [log(X(T)) ]

T—o0

und setzen

R*(m) = sup R(T’A’”)(Tr).

(r\Am)ezZ

Sollte eine optimale Kontrolle existieren, so ist evident, dass sie nicht eindeutig be-
stimmt sein wird. Da es sich um ein asymptotisches Optimalitatskriterium handelt,
kann die Investorin endlich viele Stoppzeiten und die zugehérigen Aktionen beliebig
wahlen, vorausgesetzt die Kontrolle bleibt zuldssig und der Wert integrierbar, ohne
dass sich die asymptotische Rendite &ndern wiirde.

Das mag der Grund dafiir sein, dass es bisher noch nicht gelungen ist, in kontinu-
ierlicher Zeit mit kompakter Aktionenmenge unter schwachen Voraussetzungen ein in
unserer Situation anwendbares Kriterium zu liefern, dass es unter den optimalen Stra-
tegien eine stationédre gibt. Dies wire aber der erste Schritt, um die Bestimmung der
optimalen asymptotischen Rendite auf eine Periode zwischen zwei bestimmten Han-
delszeitpunkten zuriickfithren zu kénnen. Wir werden deshalb die Menge der zulassigen
Kontrollen in Definition 5.6.4 auf eine sinnvolle Teilmenge einschranken.

Ein Uberblick und Gegenbeispiele finden sich in Dynkin und Yushkevich (1975). Ein-
fache Gegenbeispiele im Fall eines abzéhlbaren Aktionenraums gibt Ross (1970) und,

genaue Ausfithrungen, was bereits im abzéhlbaren Fall fiir Problem auftreten, sowie
weitere Verweise finden sich in Bierth (1990) und Araposthatis et al. (1993).

Es gibt unterschiedliche Resultate, die die Existenz einer stationdren optimalen Strate-
gie liefern. Sie setzen aber in der Regel entweder voraus, dass in gewisser Weise bereits
eine stationdre Situation vorliegt, oder aber, dass ein rekurrenter Zustand existiert.
Eine Annahme der ersten Art erfolgt zum Beispiel in Bhattacharya und Majumdar
(1989) und ist so formuliert, dass jede Stoppzeit nur von dem Zustand und der Aktion
zur letzten Handelszeit abhangt. Fine Annahme der zweiten Art wird beispielswei-
se in Lippmann (1971) gemacht. Da in diesen und anderen Arbeiten aber noch sehr
viele weitere technische Annahmen erforderlich sind, erscheinen die schon recht einge-
schrankten Resultate in unserer Situation nur schwer anwendbar.
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Wir werden deshalb im Folgenden nur eine eingeschréankte Klasse von Kontrollstra-
tegien betrachten, deren Voraussetzungen in gewisser Weise mit den beiden soeben
vorgestellten Annahmen vergleichbar ist.

Und zwar betrachten wir nur Aktionen, die funktional von den Werten zum Handels-
zeitpunkt abhdngen und nehmen identisch verteilte Zwischenhandelszeiten an. Das
entspricht der Stationaritatsannahme. Ferner nehmen wir motiviert durch die vorlie-
genden Resultate und die Untersuchungen in einer Periode an, dass ein Verkauf oder
Kauf jeweils immer auf einen festen Wertanteil r_; bzw. 5y, erfolgt. Diese Forderung
ist durchaus naheliegend und ist eine starke Form der zweiten der soeben angespro-
chenen Annahmen.

In diesem Sinne werden wir die im Folgenden definierten Kontrollstrategien als stark
stationdr bezeichnen.

Definition 5.6.4

(i) Zu zwei Wertanteilen n_q,n41 € (0,1) mit n_; > 14 seien die Funktionen

0.1 (0,1) = {=1,0,41} und ¢, :(0,1) = (0,1)

durch
n-1, falls7 > (1—=48)n_y
op(m) =< m, falls (1 =0)n41 <7 < (1 —0)n=
n+1, falls 7 < (1= 8)nga,
und
-1, falls7 > (1 —4)n-
wa(m) =1 0, falls (1 =0y <m < (1 =)y
+1,  falls 7 < (1 —8)n41.
gegeben.

(ii) Wir nennen eine zulédssige Kontrollstrategie (Tn, A,, T/n)nelN stark stationdr, falls
n-1,m+1 € (0,1) mit n_y > 54 existieren, so dass fiir die zugehorigen Funktionen
@y P aus (i)
e = @n(mn(7,)) und A, =@.(n(7,)), ne€N,

gelten und die Zwischenhandelszeiten

(Tn+1 - Tn)nEW

zu gegebenem 1, = n die Verteilung unabhangig und identisch verteilter Kopien
der Stoppzeit 71 gegeben my = 7 besitzen. Genauer bedeutet das in der kanoni-
schen Darstellung, dass fiir eine Stoppzeit 7 beziiglich (gt)tzo mit der Darstellung
7 = f-(mo, (W(1))¢>0) durch messbares

fr:(0,1) xC([0,00), IR) — [0, 00)
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7 identisch 7 und fiir n € IN
Tp+l — Tn = fT(T/ny (W(Tn + t) - W(Tn))tZO)

zu setzen ist.

(iii) Da fiir eine stark stationire Kontrollstrategie (7,,, A,, s )nen die Aktionenfolge
(AnyMn)nen nur von den Wertanteilen 14, n_; und der Verteilung von 7 = 1y
abhéngt, notieren wir stark stationdre Kontrollstrategien auch mit (n_y, 941, 7).

(iv) Die Menge der stark stationdren Kontrollstrategien bezeichnen wir mit Z; und
die optimale asymptotische Rendite in Z; mit R*, d.h. zu Startwerten = € (0, 1)
sel

Ri(m)= sup RUA7 (7).

(T, Am)EZ,

Bemerkung 5.6.5

Sei (1, A,n) = (T, Au, N )nen eine durch Wertanteile n_;, n41 mit zugehorigen Abbil-
dungen ¢,, ¢, gegebene stark stationare Kontrollstrategie.

(i) Wie durch eine Fallunterscheidung gut zu sehen ist, sind die Abbildungen ¢,
und ¢, gerade so formuliert, dass (¢q(7), p,(7)) fir alle 7 € (0,1) in A*(7)
liegt. Somit erfillt die durch ¢, und ¢, definierte Kontrollstrategie (7, A,n)
die Zulassigkeitsbedingung in Definition 5.5.3. Auflerdem gilt Lemma 5.5.4 (iii)
entsprechend fiir alle 7 € (0,1)

sign (1= (¢a(m))?8) () = 7) € {0, 00 ()}

(ii) Ferner tibertragt sich die Abschdtzung in Lemma 5.5.4 (iv), d.h. es gilt fir alle
T € (0,1)

1= (pa(m))*0 + @a(m(t))y 7 (1) ~ e
Lra@@neme) S st

(iii) Es ist zu beachten, dass aus der Bedingung 0 < 7 < 7 < ... an die Han-
delszeiten in Definition 5.4.1 folgt, dass 7 bei Start in n—q oder 141 nicht sofort
stoppt. Denn sonst wiirde auch nach 7 immer wieder sofort gestoppt werden,
da (W(t))tzo nach der Aktion in 7y mit Startwert @, (7 (7)) € {n-1,n4+1} erneut
startet, d.h. es ware Py (lim,—c 7, = 00) = 0 fir alle 7 € (0,1) im Widerspruch
zur Bedingung (iii) in Definition 5.4.1.

Um die Darstellung des Logarithmus des Wertes, wie sie in Satz 5.5.7 gegeben ist, zu
vereinfachen, bietet sich die folgende Definition an.
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Definition 5.6.6

Zu einer stark stationdren Kontrollstrategie (n—1,741,7) nennen wir die durch
(=) = (pa(m))*6 + pa(m)y W))
(1= m)(1+ @a(m)7py(m))

gegebene Abbildung ¢ : (0,1) x (0,1) — IR Wertzuwachs. Dabei bezeichnen ¢, und
@, die zu n_q,n41 in Defintion 5.6.4 gegebenen Abbildungen.

g(n,Tr) = log(

Oft werden wir die folgenden Abschitzungen und Darstellungen benétigen.

Lemma 5.6.7

Sei g der Wertzuwachs zu einer stark stationdren Kontrollstrategie (7, Ay, N )nen -
(1) Mit ny = my und
M(t)=sup{m e Ny |7, <t}, supl=0,

gilt fir alle t > 0 die Darstellung
M(t)

log(X(1)) = 10B(Xo) + 71+ 3 glra-s, m(ra)) +log (11—_7%).

(i1) Fir alle n,m € (0,1) gelten die Abschdilzungen
log(1 — 8 — ) —log(1 + ) +log(1 — 1) < g(,m) < — log(1 — 7).
(i) Fir alle n € (0,1) dst

E, [lg(n,7(m))| |< oo.

Beweis: Sei (1_1,741,7) eine stark stationire Kontrollstrategie mit zugehorigen Ab-
bildungen ¢, @,.

(i) Die Behauptung folgt unter Beachtung von

— 1n=1)(1 = (pa(m(72)))*0 + soa(ﬂ(Tn))w(Tn)))
(1= m(7))(1 + ¢a(m(70))7 0 (7(7)))

— o (=)= ARG+ Any (7))
N 1g< (1= m(m))(1 + Anyns) )

Glrim(m)) = log (U

direkt aus der Darstellung in Satz 5.5.7.
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(ii) Fiir alle n,m € (0,1) gilt

(1 =n)(1 = (pa(m))* + %(Tr)w))
(L —=m)(L+ @al(m)y @n(m))

tog (+—2)

< _10g<1 - ”T)a

9(77’”) = log(

IN

wobei wir fiir die erste Ungleichung Bemerkung 5.6.5 (ii) ausgenutzt haben. Eine
Abschétzung nach unten ergibt

1—8—)(1—
g(n,m) = log(( (1+7)Zl)(— W)n))

> log(l =6 =) —log(1 +7) + log(1 — 7).

(iii) Sein € (0,1). Nach (ii) ist # — g(n, 7) nach unten beschrankt. Somit existiert der
Erwartungswert und es gentigt E, [ g(n,7(71)) | < oo zu zeigen. Der Zwischenschritt
im Beweis von (ii) liefert g(n,7) < log(l — n) — log(1 — ) fir alle # € (0,1). Da
(W(t))tzo auf [0, 7] mit dem Wertanteilprozess ohne Handel (ﬁ(t))tzo iibereinstimmt,
konnen wir nach Lemma 5.3.3 bei Start in 7(0) = n wie folgt abschatzen:

g(n,m(m)) < log(l —n) —log(1l —m(m))

= o (Lo

1 —7(m) ) R

— log (1 — e’ ™ + pel= Tt W) _ppy

log (1 = 5) + nelr=F=Im+ W)

log (max {2(1 —), 29 oli= T =)o W(Tl)})

IN

< 210g(2) +[p— G —r[m + o [W(n)|

Da 7; eine Handelszeit ist, gilt E, [ 71 ] < oo, so dass wegen P(m < co) = 1 und der

Martingaleigenschaft von ((W(t))* — ¢);>0 auch
By (W21 = By [Timinf(W(r A )2
< litrginf]i?77 [(W(m A)?]

= liminfE, [7 At ]

t—00

= En[Tl]

und damit
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folgt, so dass wir aus

By [gn,m(n))]<210g(2) + (n = F —r)Ey [n ] +o By [[W(n)[] < o0

die Behauptung erhalten. O

Betrachten wir die Darstellung in (i), so erkennen wir, dass bei den Summanden zwar
keine Unabhéngigkeit, aber zumindest doch eine markovsche Abhangigkeit vorzuliegen
scheint, da in der n-ten Handelsperiode der neue Startwert n, aufgrund der Statio-
naritat der Kontrollstrategie nur vom Wert von m(7,) abhangt. Wir formulieren diese
Beobachtung im folgenden Satz genauer.

Satz 5.6.8

(1) Set (Tn, Any o )new eine stark stationdre Kontrollstrategie. Setzen wir ng = m und
10 = 0, so bildet (nn)newn, unter P einen zu (Gy, )nen, adaptierten homogenen
Markovprozess mit Werten in (0,1).

(i1) Sei m € (0,1) und gelte zusdtzlich
P.(A, e {-1,41})=1 firalle ne IN.

Dann bildet (Ay)new unter P eine homogene Markovkette mit Zustandsraum
{=1,+1} und Startverteilung P.(A, € -). Die Ubergangswahrscheinlichkeiten
p—+ = Pi(Ay = 41 | Ay = —1) und entsprechend p__, pi_ und pyy sind
gegeben durch

p—— = P (Ar=-1), py=1-p__,
P+- = P77+1(Al =—1), p+p=1-p4_.

Ferner ist die invarianter Verteilung (p—1,ps1) von (An)new , gegeben durch

1 —p__
pr—+1—p__’

_ P4
Pt— T+ 1 — P——

p-1 und  pp1=1—p_1 =

(iii) Gilt fir ein m € (0,1) zusdtzlich zu P(A, € {=1,4+1}) =1, n € IN, auch
P77—1 (Al = +1) > 0,

so sind die Ubergangswahrscheinlichkeilen p__,p_4,py_, py+ bei Start in m alle
strikt positiv.
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Beweis:

(i) In der kanonischen Darstellung geméB den Ausfithrungen in Bemerkung 5.4.9, De-
finition 5.5.1 und Definition 5.6.4 sind fiir n € IV Darstellungen

(70 + ))iz0 = fa (1, (W (7 + 1) = W(T0))120)

und
Tagt = T = [2(7n, (W (70 + 1) = W(7n))120)
mit messbaren fr und f; moglich. Wegen
T(Tog1) = 7(Tn + T — Tn)
= fa(n, (W(ma + 1) — W(t))tZO)(Tn+1 — Ta)
= Jr (1, W(ma + 1) = W(8))120) (J7 (12, (W (T + 1) = W(Tn))120))

hat auch 7(7,41) eine Darstellung

W(Tn-l-l) = fTr,T(nm (W(Tn + t) - I/V(t>)7520>7

wobel fr, durch obige Gleichung gegeben ist. Daran erkennen wir, dass fiir alle B &

B(o,l) gilt

Pr(m(ma41) € B[ Gr,) = Pr(frr(im, W(ra +1) = W(m))ixo) € B | Gr,)
= P(frr(-;(W(t))e0) € B) o nn
= P.(Tf'(Tl) EB)Onm

wobel wir ausgenutzt haben, dass 1, unabhéngig von (W (7, 4+¢)—W(7,))s>0 ist. Damit
folgt insbesondere fiir C' € Byg,1)

Pr(nt1 € C | nytin=1y -+ sm) = Prlon(m(7t1)) € C | 0oy pnrs o ym)
= PW(TF(TN‘H) € 99771( ) | 777177771—17'-'7771>
= Pr(m(Ta41) € %l(c) | 71n)

(1) € 9, (C)) o

P
= Pley(r(n)) € C)omnn
P(

also fiir geeignete 0, y,—1,...,y1 € (0,1)

Pr(nt1 € C | n = 10,00t = Yty ... = 11) = Py(m € C).

Da ebenso Pr(n,41 € C | n, =1n) = P,(m € C) gilt, folgt die behauptete Markovei-
genschaft und auch die Homogenitét.
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(ii) Sei m € (0,1) Gilt P,(A, € {=1,+41}) = 1 fir alle n € IN, so sind die neuen
Wertanteile ('f/n)ne N wegen
n-1, falls A, = @.(n(r,)) = —1
e = n(m(T0)) =
ny1, falls A, = @,(7(7,)) = +1

durch die Handelsarten (A, ),en eindeutig bestimmt. Das gilt umgekehrt genauso, so
dass wir mit der entsprechenden Gleichungskette wie im Beweisteil (i) fiir ag, a; und
Qp_1y...,ap aus {—1,+1} erhalten
Pﬂ-(An+1 = a1 | An = ao,An_l = an—la P ;Al = ()51>
Pr(Mnsr = Nay [ 0 = Mags Mnmt = Nouess -+ 5T = Ny
= P77a0 (771 = T]al)
= P (Al = al).

Tag
Da sich entsprechend Pr(A,+1 = a1 | A, = ag) = P, (A1 = ay1) berechnet, zeigt das
die Markoveigenschaft und die zeitliche Homogenitat. Das invariante MaB ist mit den
Bezeichnungen aus der Behauptung gegeben durch

P-— P-+ P-1
p-1p =
(P-1p41) ( P+— P++ ) (P+1)’

p-1 =p-1p-- + py1p4—  und  pi = poapoy + prapis.
Auflésen nach p_; und p; liefert die Behauptung.

d.h.

(iii) Laut Voraussetzung ist p_, > 0 gegeben. Angenommen, es wire p__ = 0, d.h.
Py (n() 2 (1= 8)1) = Po_y(Ay = —1) = p__ =0,
Es wiirde also niemals oberhalb von (1 — d)n_; gestoppt werden. Somit wére
E77—1 [ 1 ] 2 E77—1 [T(1—5)?7—1,1 ] = o0

im Widerspruch zu E,_, [ 71 | < oo. Dass 7(1_5),_,1 = inf{t >0 | 7(¢) < (1 —3d)n_1}
keinen endlichen Erwartungswert hat, ist wie folgt zu erkennen: Fiir ¢ > 0 kann der
Erwartungswert von E,_, [ 71_s),_, 1- ] gemaB der Darstellung in Satz 5.2.7 {iber den
Erzeuger von (7(1));>o bestimmt werden. Betrachten wir die Losungen der benétigten
Differentialgleichungen in Lemma 5.3.6, so ist gut zu erkennen, dass E,_, [ T(1=8)n_1,1—¢ ]
fiir e N\ 0 unbeschrankt ist. Damit muss p__ > 0 gelten. Die Behauptung fiir p;_ und
p++ folgt mit einer entsprechenden Argumentation. O

7 beachten ist im ersten Teil der Behauptung, dass fiir stark stationidre Kontrollstra-
tegien die Handelsarten fiir sich noch keine Markovkette bilden, da sie im Fall, dass
ohne Verkauf oder Kauf gestoppt wird, den neuen Startwert fiir den Wertanteilprozess
nicht eindeutig bestimmen.
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Definition 5.6.9

Eine stark stationdre Kontrollstrategie (7, A,n) = (7., An, n)new heiBt Handelsstra-
tegie, falls fiir alle 7 € (0,1)

P.(A, e {-1,41})=1 firalle nelN

und
P77—1(A1 = -I_]) >0

gelten. Die Menge der Handelsstrategien bezeichnen wir mit H. Wir nennen eine Han-
delsstrategie optimal in Z,, wenn sie fiir alle Startwerte 7 € (0,1) die optimale asym-
ptotische Rendite R¥(7) in der Menge Z; der stark stationdren Kontrollstrategien
erreicht.

Handelsstrategien beschreiben also Kontrollstrategien, bei denen zu jeder Handels-
zeiten gekauft oder verkauft wird. Die Beschrankung auf Handelsstrategien wird es
erst ermoglichen, die Reduzierung auf die Betrachtung einer Stoppzeit in Theorem
5.6.14 zu erreichen. Dass die Beschrankung auf diese Klasse in der Regel keine grofie
Einschrankung darstellt, erlautern wir in der folgenden Bemerkung.

Bemerkung 5.6.10

(i) Es kann gezeigt werden, dass fiir eine Folge von Handelsarten (A, ),ecn einer
stark stationdren Kontrollstrategie (n—1,n41,7)

P(inf{n>0]A,e{-1,41} }<o0) =1

fur alle 7 € (0,1) gilt. Die Argumentation kann dabei wie folgt erfolgen: Wiirde
mit strikt positiver Wahrscheinlichkeit nie gehandelt werden, so wiirde auf diesem
Ereignis mit strikt positiver Wahrscheinlichkeit ein Punkt oberhalb von (1—4§)n_q
erreicht werden, da die Entwicklung des Wertanteilprozesses nur durch Kauf oder
Verkauf abgebrochen werden kann. Von diesem Punkt ausgehend ist die erwartete
Dauer bis zum Verlassen des Verkaufbereiches [(1 — d)n—1, 1) unendlich, so dass
ein Widerspruch zu der Definition der Handelszeiten abgeleitet werden konnte.

(i1) Unter Ausnutzung von (i) kann weiter wegen der starken Stationaritat unter
Ausnutzung der Eigenschaften der Handelszeiten gezeigt werden, dass bei Start
in n_; oder n;; der niachste Handelszeitpunkt auch immer mit endlicher erwar-
teter Dauer erreicht wird. Ist zusétzlich die Bedingung P,  (4; = +1) > 0
erfiillt, so kann daher eine Handelsstrategie (n_1,n41,7) eingefithrt werden, die
genau an den Handelszeitpunkten der Kontrollstrategie (n_1,741,7) stoppt, in
denen gekauft oder verkauft wird. Da zu den anderen Handelszeitpunkten keine
Wertanderung erfolgt, hat die neue Handelsstrategie die gleiche asymptotische
Rendite, d.h. es gelten

R(”—l’”“"r)(n“) - R(??—M?Hf)(n_l_l) und R(n—1m+1ﬂ)(n_1) = R(??—1m+17‘?)(,7_1)'
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(iii) Die zweite Bedingung in Definition 5.6.9 ist erforderlich, um Stategien auszusch-
liessen, bei denen ab dem ersten Verkauf nur noch verkauft wird, bei denen der
Zustand —1 also absorbierend fiir (A, )uepn ist.

Solch eine Strategie kann bei ungilinstiger Vorgabe von n_; und n4; durchaus
zuléssig sein und Sinn machen. Liegt zum Beispiel der optimale Wertanteil ohne
Transaktionskosten 1,,: weit oberhalb von 1_; so ist es vorstellbar, dass es giinstig
ist, vor Verlassen des moglichen Stoppgebietes zwischen (1 — §)n_y und n_; zu
stoppen, um sich nicht zu weit vom optimalen Wertanteil zu entfernen, in dessen
Nahe sich die Rendite auch ohne Handel am besten entwickelt. Mit einer weiteren
Stoppgrenze oberhalb von 7., wére solch eine Kontrollstrategie auch zuldssig.
Vermutlich lasst sich aber zeigen, dass Strategien dieser Art nicht optimal sind,
da eine bessere Wahl von n_; und 4, méglich sein sollte.

Nach Satz 5.6.8 (ii) und (iii) bilden zu einer Handelsstrategie (1_1,74+1,7) die Han-
delsarten (A, ),en eine Markovkette mit Zustandsraum {—1, 41} und strikt positiven
Ubergangswahrscheinlichkeiten. Ebenso bilden zu einer Handelsstrategie die Wertan-
teile (7, )nen eine Markovkette mit Zustandsraum {n_1, 741} und den entsprechenden
Ubergangswahrscheinlichkeiten wie in Satz 5.6.8 (ii), falls n—y > n4q gilt. Im Fall
-1 = 41 sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir diese Markovkette identisch 1,
wihrend die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir (An)nemv die gleichen bleiben. Da die
Handelsarten in diesem Sinne informativer sind, haben wir sie fiir die Darstellung in
Satz 5.6.8 gewdhlt. Benétigen werden wir die invariante Verteilung fir die Darstellung
in Theorem 5.6.14 in der folgenden Form.

Definition 5.6.11
Zu einer Handelsstrategie (n_1,n41,7) sei das Mal v auf {n_1,n41} gegeben durch

v({n-1}) =p-1 und  v({nu}) =pa falls o > 04,

wobei (p_1, ps1) die invariante Verteilung geméB Satz 5.6.8 (ii) bezeichne. Wir nennen
v das invariante Maf$ zu (1-1,741, 7). Ferner sei

Pl/ = p—1P77—1 +p+1P77+1'

Damit berechnet sich der Erwartungswert unter P, bei Startwert my fir ¢ > 0 und
messbare Funktionen A, fir die h(n, (1) fir n € {n-1,n4+1} jeweils P,-integrierbar ist,
zu

El/ [ h<7r0’7r(t>) ]: p—lEﬂ—l [h(n—la W(t)) ] +p+1E77+1 [h(n-l-laﬂ-(t)) ] .
7 beachten ist, dass sich im Fall n_; = n4, einfach
Pl/ - p—lpn_1 + (1 _p—l)PﬂH = P77—1 =P

N+1

ergibt.
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Satz 5.6.12

Zu einer Handelsstrategie (T,, Ay, N, )nen seien No = 0 und
Nk:inf{n>Nk_1|An:—1}, ]{JEW,

sowte mil ng = T
Ny

Y, = Z 9(u—1,m(70)), k€ IN.
n=Ng_1+1

Dann gelten:
(i) Unter P,_, bildet mit 7o =0
(Yi, TN, — TNw_y JkeN
eine Folge unabhdingiger und identisch verteilter Zufallsvariablen.
(ii) Fir alle 7 € (0,1) gelten

E:[Ni]oo, E;[7n,]<o00 und E,[|Vi]]<oc.

111) Bezeichnet v = (p_q,p+1) das invariante Maf$ 2u (7,,, Ay, Dn)ne v, S0 gelten
P-1,P+ 9 )1 ST g

P-1 En_1 [TN1 ]= E, [7'1 ] und  p_, En_1 [Yl ]= E, [Q(Woaﬂ(ﬁ)) ] .

Beweis: (i) In der kanonischen Darstellung gemafl Bemerkung 5.5.2 und Definition
5.6.4 (ii) folgt fiir £ € IN mit einer entsprechenden Argumentation wie im Beweis von
Satz 5.6.8 (i) und unter Beriicksichtigung von ny, = n_1, dass 7y,,, — 7, verteilt ist
wie 7y, unter F,_, und Y} verteilt ist wie Y¥; unter P, | und Unabhéngigkeit vorliegt.

(ii) Unter Beachtung von

ad . 2 —
donptTt= P fr p € (0,1)
n=2 o

erhalten wir zu allen 7 € (0,1) mit den Bezeichnungen aus Satz 5.6.8

Er [ Nt ]
= E nP(N, =n)
neN
= PW(A1:—1>
+P7'r<A1:+1)ZnPW<An:_1;An—1 ::A2:+1 | A1:+1)

n=2
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o0

= Pr(Ar=—1)+ Pr(A = +1) 3 (n Pe(Ay = =1 | Apey = +1)

n=2

n—1

T Pr(Ak = +1 | Ay = +1)
= Pﬂ-(Al = —1)+P7T(A1 :+1)p+_ ani:_z
= PTF(AI = _1> + PTF(AI = +1>p+
1
= P.(A =—=1)+ P (A =41) ———
P+
Insbesondere gilt E, [ Ny |< oo.
Wir betrachten jetzt 7y,. Es gelten
Eﬂ—[TN1 |N1:1]:E7T[T1 |A1:—1]
und fur allen € IN, n > 2,
E:[mn, | Ni=n]

= ETr[Tn|A1:"':An—1:+]aAn:_]]
= Eﬂ-[T]|A]:"':An_]:+1,An:—1]
+ZEW[Tk_Tk—1|A1:"':An—1:+1;An:_1]
k=2

= EW[TI|A1:_1]+E7T[TTL_T71—1|An—1:+1;An:_1]
n—1
+ZE7T[TI~:_7'IC—1|Ak—1:+1;Ak:+1]
k=2
= EW[TI|A1:_]]+E7T[Tn_Tn—1|77n—1:+]7An:_1]
n—1
+ > Er [ 7 — oot | Mt = 041, A = 41
k=2
= EW[T]|A]:—1]+ET’+1[T]|A]:—1]
+(n—2)En+1[7'1|A1:+1].
Ferner sind fiir n = 1
Eﬂ- [1{]\71:1} ’7']\/‘1 ]: Eﬂ- [T] | A] = —1] Pﬂ-(A] = —1)
und fiir n > 2

Eﬂ- [1{N1:n} TN, ] = ETr [’/"N1 | N1 = n] PTr(Nl = n)
Eﬂ[TNl|N1:TL]Pﬂ(Alz"':An_1:+1,An:—1>
- Err [TNl | Nl - TZ] PTr(Al = +1)Pi:.2p+—
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Damit liefert eine &hnliche Rechnung wie oben fiir N; unter Ausnutzung von

S n— DP+-DP++ P++
p _ n—2 p 2 = =
= I = e T T

fiir den Erwartungswert
Er [TNl ]

- Z Ex [ 1{N1:n} TN, ]

n=1

= iO:ETr[TNl | Ny =n] P:(N; =n)

n=1

= Pﬂ-(Alz—])Eﬂ-[Tl|A1:—]]
+ Pr(A =+1)ZP+—P112(EW [ri | Ar=4+1]+E,, [n [ Ay =—1]
n=2
+(n_2)E77+1 [T1|A1:+1])
= PW(AIZ_])EW[TI|A1:_]]+PW(A1:+1) Er[m| A =+41]
+ Pr(Ar=+1)E,, [n | Ar=—1]
—|—PW(A1:+1)Z+—+E77+1 [n | A =+1].

Insbhesondere folgt wegen E; [ 7 |,E,_, [ 71 |,E,,, [ 71 ] < 0o auch E; [ 7y, | < 0.

N+1
Da ¢g(nn-1,7(7,)) in der kanonische Darstellung wie 7, — 7,_; auch — vergleiche De-
finition 5.6.4 — als Funktion von (nn—1, (W (7u—1 +t) — W(7n_1))r>0) aufgefasst wer-
den kann und somit fiir SN, [ |g(a_1, 7(70))] } die gleiche Struktur wie fiir 7y, =

ZnNQ(Tn — Tp—1) vorliegt, kann mit den analogen Rechnungen wie fiir E; [ 7, |

Er [ Vi]] [Zlgnnl, D) < o0

nachgewiesen werden, da wir in Lemma 5.6.7 (iii) die Integrierbarkeit von g(n, 7(m)),
€ (0,1), bereits bewiesen haben. Mit den analogen Rechnung ohne Betrige erhalten
wir dann die explizite Darstellung
ET{'[YI] = PTF(AIZ ) [ (7?' 7T(T1))|A1:—1]
+ Pﬂ'(Al ‘|‘1)E [ (7'[',7'('(7'1)) | A1 = -|—1 ]
+ Pr(Ay = +1)E,,, [g(ngr,m(m))7l | Ay = —1]

+ PTF(Al —I_l) §++ E77+1 [9(77+1,7T(7'1)) | Ay =+1 ],
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die wir im folgenden Beweisteil benétigen werden.

(iii) Bei Start in n_y sind P,_ (A; = —1) = p__ und P, (A, = —1) = py_. Damit

gilt mit der im Beweisteil (i) berechneten Darstellung bei Start in n_;
P B [ ] = pap-—Ep [n | Av= =1 4poap_y By [ 1 | A= +1]
+p_1p_+ E77+1 [Tl | Al =-1 ] +p—1p—+ ;T—+ETI+1 [Tl | Al - +1 ]

Beachten wir p_ip_y = py1 — py1pss = py1p4- und die Definition der Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten in Satz 5.6.8 (ii), so folgt schlieBlich
1B [ ] = pap—Bo [n | Av==1]4papy By [n | A= +1]
+peape- By [1 ] Av= =1 4paaprs By, [1 | Ar=+1]
= poa(By, [m | Av=—1] P (A = —1)
+ By (1| Av=+1] P (A = +1))
+pe1 By, [ 71| Ay = —1] Py (A = —1)
+ By [ [ Av=+1] Py, (Ar = +1))
= pa By [ ] +p By [ 1]

= E, [n].

Da fiir E; [ Y] ] nach Beweisteil (ii) die analoge Darstellung gilt, folgt mit den identi-
schen Rechnungen

p-1Ex [ Y1 ]= E, [ g(mo, 7(m1))].

Damit liegt eine regenerative Struktur vor, die es uns im folgenden Theorem ermagli-
chen wird, das Problem der Bestimmung der asymptotischen Rendite auf eine Periode
zwischen zwei Verkaufen zuriickzufiithren.

Theorem 5.6.13
Sei (Tny Ay in)nen eine Handelsstrategie. Dann gilt fir Ny =inf {n >0] A, = -1}

E,_, [me\gl g(nn—law("_ﬂ)) ]

RU=1m417) () — r 4
( ) E"I—l [TNl ]

, mWE (0,1),

insbesondere ist R(”—l*”“’T)(W) konstant.
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Beweis: Seien (1_1,n41,7) eine Handelsstrategie mit invarianter Verteilung v, ny = mg
und wie im Satz 5.6.12 Ny = 0 und

Nk:inf{n>Nk_1|An:—l}, ]CEEV,

sowie

Ny
Y, = Z 9(u—1, (7)), k€ IN.
n=Ng_1+1
Fur
M({)=sup{n>0|7m<t}, t>0, supl=0,

haben wir in Lemma 5.6.7 (i) gezeigt, dass fur ¢ > 0 und Xy =1

M(t)

log(X (1)) =+ 3 g1, () + log (11__7’%3))

gilt. Um spater Stoppzeiten und nach Satz 5.6.12 Unabhéngigkeit zu erhalten, be-
trachten wir jetzt

N(t)=sup {k >0y, <t}, ¢>0,
und erhalten zu 7 € (0,1) fir ¢ > 0 die folgende Darstellung

E:[log(X(1))] = rt+E.[V1]-E, 7 [Yi]
N(t)+1
+E,_, [ kz_: Y } —Er [YN(t)+1 ]
M)
+B [ Y g0, w(m) | +EL |

’)’L:NN(t) +1

I =g ]
1 — 7T(t)

Wir werden diese Summanden mit "Term 1’ bis "Term 7’ bezeichnen. Fiir Term 1 gilt

ri
721‘—)7“ (t — o0).

Die Terme 2 und 3 sind nach Satz 5.6.12 (ii) endlich und unabhéngig von ¢, so dass
fiir diese die Konvergenzen

BV BV

— 0 (t—>oo)
t t

folgen. Diese beiden Terme haben wir eingeschoben, um in Term 4 die Erwartung
beztiglich n_; betrachten zu konnen. Dies ist durch die unabhéngigen Zuwichse und
den Start in n_y zur Zeit 7n, gerechtfertigt. Damit kénnen wir fiir Term 4 ausnutzen,
dass (7w, — 7n,_, Jkew unter P, | nach Satz 5.6.12 (i) eine Folge unabhéngiger, inte-
grierbarer und identisch verteilter Zufallsvariablen ist. Damit befinden wir uns in der
Situation der Erneuerungstheorie, wobei der Erneuerungsprozess ((N(1))¢>o jeweils die
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Erneuerungen bis zur Zeit ¢ zahlt. Ein elementares Resultat ist, dass E [ N(t) | < oo
fiir alle ¢ > 0 gilt.

Beachten wir ferner, dass auch (Yj)gen nach Satz 5.6.12 (ii) unter P,_, eine Folge
unabhéangiger, integrierbarer und identisch verteilter Zufallsvariablen bildet und dass
N(t) + 1 eine Stoppzeit fiir (Ng)ren ist, so liefert die Waldsche Identitét

N(t)+1
E,_ | Z+ Vi |=E,, [N +1] E,_, [V ].

Wenden wir ferner das elementare Erneuerungstheorem an, so folgt fiir Term 4 schliefi-

lich

E77—1 [ N(t) ] 1

! N(#)+1
;ETI—1|: > }/}C}:En—l[}q]<f+;)—>
k=1

E77—1 [)/1 ]

(t — o0).
E??—l [TNl ]
Wihrend Term 4 der wesentliche Term ist, ist Term 5 am schwersten zu behandeln. Zu
beachten ist, dass Yy ;41 nicht die Verteilung von Y; besitzt. Wir verweisen auf den
Beweis von Theorem 3.16 in Ross (1970), in dem in exakt unserer Situation die Kon-
vergenz von 1E. [ V()11 ] gegen 0 mit Hilfe der Erneuerungsgleichung nachgewiesen
wird.

Fir den Term 6 ist zu beachten, dass die Wertzuwachse nur in einer Periode zwi-
schen zwei Verkiaufen betrachtet werden, d.h. zu jedem Endzeitpunkt der betrachteten
Perioden wird auf den Wertanteil ny; gekauft, ausgehend von einem Wertanteil aus
(0,(1—=0)n4+1), so dass mit Lemma 5.6.7 (ii) zu den entsprechenden Handelszeitpunkten
folgt

log(1 =4 —7) —log(1 + ) +1log(1 = n-1) < g(na-1,7(7)) < —log(l — (1 = &)n41),

so dass wir mit einer geeigneten Schranke K > 0

M(t)

Be [ 3 1ot m(m))] S K EL [ M(1) ]< 00

n=Np)+1

erhalten. Fiir den letzten Term zeigt man die Integrierbarkeit analog zum Nachweis
der Integrierbarkeit von g(n, 7(71)) im Beweis von Lemma 5.6.7 (iii). Damit liegt auch
fiir die letzten beiden Terme, multipliziert mit 1 Konvergenz gegen 0 vor, so dass
insgesamt folgt

T [log(X(1)) 1 r + % = 2 [Zﬁigﬁ?ffﬂ(m) )

(t — oo)

Somit gilt auch die Unabhéngigkeit vom Startwert 7. O
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Die asymptotische Rendite in der Menge H der Handelsstrategien ist also unabhéngig
von den Startwerten, so dass wir fiir (y_1,n41,7) € H einfach

RUI—1vmi1,m) — R(n—umw)(n_l)

setzen.

Theorem 5.6.13 ist wegen der Verwendung der Stoppzeit Ny zur Bestimmung von R}
noch recht unhandlich. Eine Abhilfe schafft das folgende Resultat, das unter Ausnut-
zung des invarianten Mafles der Handelsstrategie zu einer wesentlich besser handhab-
baren Form fithrt, da nur noch eine Periode zwische zwei Handelszeitpunkten (nicht
mehr zwischen zwei Verkdufen) bei nur zwei méglichen Startpunkten zu betrachten
ist.

Theorem 5.6.14
Sei (n-1,n41,7) eine Handelsstrategie mil invariantem Maf8 v. Dann gilt fir 7 =7

R(W—lﬂ?ﬂﬂ') =r4 E, [9(71—077?(7-)) ]
E,[7]

Beweis:

Mit den Bezeichnungen aus Satz 5.6.12 folgt unter Ausnutzung von Satz 5.6.12 (iii)
aus Theorem 5.6.13 und der Ubereinstimmung von (7 (%))¢>0 und (7(2))s>0) auf [0, 7]

Foy [Vi] _ 5P [o(mo. 7(n)) ] B, [g(mo,7(r) ]
Bl AE(n] B (7]

P—1

R(n—1777+177) —

Damit haben wir das Problem so weit reduziert, dass wir es ahnlich wie in Mor-
ton und Pliska (1995) auf ein Problem des optimalen Stoppens mit linearen Kosten
zuriickfithren konnen. Da wir mit einer ebenfalls zu optimierenden Startverteilung v
beginnen miissen, ergeben sich aber doch einige gravierende Abweichungen.

7 bestimmen ist also fiir den Wertanteilprozess ohne Handel (7(%)):>0

E, [g(mo, 7(r)) ]

R,=r+ sup CRES

(n—1m41,7)EH

und eine optimale Handelsstrategie (n*,,n%,,7*) mit invariantem Mafl v*, so dass gilt

. Eulg(mo,7(77)) ]
Re=rt =5 Tr]
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Damit ist

0> E, [g(mo, 7(7)) ] =(R; —r)E, [ 7]
fir jede Handelsstrategie (n_1, 741, 7) und

0= sup (B, [g(mo,7(r)) ] =(R; —r)E, [T ]),

(n—1m41,7)EH

wobei eine optimale Handelsstrategie die Gleichheit erfiillt. Ausgeschrieben ergibt die
letzte Gleichung

0 = sup (p—lEn_1 [g(n-1,7(7)) ] =(R; —r)7 ]

(n—1m—1,7)EH
+ P By [9(na, 7(7) ] =(Re = )7 ).

An dieser Stelle ist erst einmal keine Separierung der Optimierungsaufgabe wie in
Morton und Pliska (1995) moglich, da auch die Startverteilung v von 7 abhéngt. Da
aber bekannt ist und in 5.7 und 5.8 auch nachgewiesen wird, dass unter geeigneten
Bedingungen zu gegebenen Startwerten n_; und n4; die gleichen Erstaustrittszeiten
optimal sind, wird sich dass Problem in 5.8 in die Bestimmung der optimalen Stoppzeit
in Abhéangigkeit von n_1,741 und in die Maximierung {iiber diese Wertanteile trennen
lassen.

5.7 Ein Problem des optimalen Stoppens

Bei der Reduktion des Problems der Bestimmung der optimalen asymptotischen Ren-
dite am Ende von Abschnitt 5.6 haben wir ein Problem des optimalen Stoppens zu
linearen Kosten bei verschiedenen Startwerten zu losen.

Dieses Problem wollen wir in diesem Abschnitt allgemein betrachten, um es dann
anschliefend in unserer Situation anzuwenden. Der tibliche Zugang, der darin besteht,
nur das freie Randwertproblem zu formulieren und zu l6sen, birgt die Gefahr, dass eine
Losung des freien Randwertproblems keine Losung des optimalen Stoppproblems sein
muss. Es sind an dieser Stelle Verifikationssétze notwendig, die zahlreiche technische
Voraussetzungen verlangen. Ein Beispiel ist Theorem 9 in Grigelionis und Shiryaev
(1966). Von dessen acht Voraussetzungen lassen sich sieben in unserer relativ einfachen
Situation gut nachweisen, eine (Nummer 4) ist aber erst nachweisbar, sobald man die
Losung explizit kennt.

Das ist bei dem von uns vorgestellten Zugang im Prinzip nicht anders. Wir werden kei-
ne allgemeine Existenzaussage treffen konnen, sondern im nachsten Abschnitt einen
Verifikationssatz formulieren, der in Abhéngigkeit von einer Losung die gewiinschte
Aussage liefert. Doch sind bei diesem Zugang die zu beriicksichtigenden Bedingungen
natiirlicher und es lasst sich unter diesen gut die Intervallgestalt des Fortsetzungsge-
bietes und des Stoppgebietes nachweisen.
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Wir orientieren uns hier an dem Zugang zum optimalen Stoppen bei linearen Kos-
ten, wie er in Paulsen (2000) fir einen symmetrischen Prozess dargestellt ist, und
iibertragen diesen auf den unsymmetrischen Fall.

Wir stellen den Zugang wieder allgemein fiir einen Diffusionsprozess (Y'(¢))¢>0 in (0,1)
mit Erzeuger Ly dar. Es bezeichne § die Menge aller Stoppzeiten zur von (Y(1)):>o
erzeugten vervollstandigten, rechtsseitig stetigen Filtration.

7Zu bestimmen ist der Wert

v(y) =§1€15Ey [g(Y (7)) —er], ye(0,1),

und eine optimale Stoppzeit 7" mit
o(y)=E, [g(Y(7"))—ct™], y€ (0,1).

Dabei sei die Auszahlungsfunktion g : (0,1) — IR messbar und die linearen Kosten
¢ € IR strikt positiv.

Annahme 5.7.1
Wir werden die folgenden Annahmen machen:

(A1) Fir jedes y € (0,1) existiere ein ¢, > 0, so dass gilt

B, [sup(g(V (1)) — (c - 2)1) ]< oo.

>0

(A2) Es existiert eine Folge (¢,,)nenv, €, > 0, €, \ 0, so dass fiir die Stoppzeiten
prn=f{t >0|Y(t) € (en,1 —e,)}
fir alle n € IN und fir alle y € (g,,,1 —¢,) gilt

E,[pn]<oc und P,(lim p, =0c0)=1.

n—o0

(A3) Es existiere eine Losung f. € C*((0,1)) von Ly f = ¢, die erfiillt:

(i) Es gilt ¢ — f. < 0 und es existieren genau zwei Nullstellen 0 < ¢(c) <
Pe) <1, dh (g = [)(p(e) = (9 = ) (¥(e)) = 0.

(ii) Es existiert ein ¢ > 0, so dass g eingeschrankt auf (0,(c) + ¢) bzw. auf
(¢(¢) — &,1) eine C*- Funktion ist.

(iii) Fur alle y € (0,1) \ [¢(c), ¥ (c)] gilt Lyg(y) < c.
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Lemma 5.7.2
Unter Bedingung (A1) gelten

vy)<oo wnd oly)= sup B [g(Y(r) ~e7]

fiir alle y € (0,1). Dabei bezeichnet

Sc(y)={reS|E,[7]< oc}.

Beweis: Seiy € (0,1) und € > 0 mit

Ey [sup(g(Y(1)) = (¢ — &)t) |< oo

>0

Dann gilt insbesondere

By [sup(g(V (1)) — ct) | < By [sup(g(V (1)) — (¢ — &)t) ]< oo,

>0 >0

Somit folgt fiir jede Stoppzeit 7 € S
By [g(Y(7)) —er ] <E, [sup(g(Y(t)) — ct) ] < o0

und damit v(y) < co. Sei nun 7 eine Stoppzeit mit E, [ 7 ] = co. Dann gilt

E, [g(Y(7)) —er ]<Ey [sup(g(Y(!)) = (¢ —e)t) | —e By [T ] = —o0.

>0

Somit gentigt es, Stoppzeiten aus S.(y) zu betrachten. a

Lemma 5.7.3

Ist (A2) erfilll, so gilt fir alle y € (0,1) fiir jede Stoppzeit 7 mit E, [ 7 ]< oo und
jede nach unten beschrinkte Losung f, € C* von Ly [ = ¢

By [fo(Y(T)]< fe(y) +cBEy [T].

Fuistiert ein e > 0, so dass 7 < 7.1_. qill, so ist die Gleichheil erfillt.

Beweis: Seien (£,)nen und (p,)nen Folgen im Sinne von (A2) und 7 eine Stoppzeit
aus S.(y). Dann folgt fur alle y € [¢,,,1 — €,] aus Dynkins Gleichung 5.2.5

By [fe(Y(r Apn)) I = fe(y) + cEy [T Apn].
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Insbesondere ergibt sich so der zweite Teil der Behauptung. Im Allgemeinen folgt mit
dem Lemma von Fatou

BV (7)) = By [liminf f.(Y(r A po)) ]
liminf B, [ LY (A po)) ]
Joly)+ By [ V(7))

IN

Theorem 5.7.4

Seien g nach unten beschrinkt und ¢ > 0. Sind die Annahmen (A1), (A2) und (A3)
erfillt, so wird fir das Intervall

C* = (p(c), ¥(c))

durch
=mf{t>0|Y()ZC"}

eine optimale Stoppzeit definiert. Fir den optimalen Werl erqgibt sich

oly) = { fe(y),  falls y € C*
gly),  falls y € (0,1)\ C*.

Beweis: Es mogen (A1) bis (A3) mit den entsprechenden Notationen gelten. Seien
ferner C* und 7* wie in der Behauptung angegeben definiert. Wegen (A2) gilt auch
E, [ 7] < oo fiir alle y € (0,1). Wir zeigen zuerst, dass 7* optimal fiir alle y € C* ist.

Fiir jede Stoppzeit T mit E, [ 7 | < oo gilt nach Lemma 5.7.3 und (A3) (i)

E,[g(Y(7))—cr) = Ey[g(Y(7)) = fo(Y(7)) + [o(Y(7)) —cT]
< 0+ fly)
= [fe(y).

Da ein ¢ > 0 existiert, fiir das 0 < ¢ < ¢(¢) < ¥(c) < 1 — ¢ gilt, erhalten wir nach
Lemma 5.7.3

By [f(Y(7) ]= fe(y) + c By [ 77]

und damit die Gleichheit in der vorherigen Abschatzung. Somit ist 7% optimal und der
optimale Wert

v(y) = Ey [g(Y(r7) —e7™ |= [o(y)
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Als néchstes ist zu zeigen, dass ausserhalb von C* sofortiges Stoppen optimal ist. Sei
also y € C*. Sei 7 € S.(y) und (p,)nen eine Folge von Stoppzeiten gemaB (A2). Dann
gilt
g(Y(r Npn)) —c(r Apa) 2 inf g(y) —cr,
y€(0,1)

so dass wir unter (A1) mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz

By [9(Y(7)) —er]= lim By [g(Y(r Apn)) = ¢(m Apn)]

n—oo

erhalten. Es sei nun y > t(c¢). Zu der Stoppzeit
p=inf{t > 0] i = (e)}
folgt nach Lemma 5.7.3, da nur f.1[y(),1-.,] zu betrachten ist,

Ey [ f(Y(TApaAp))]=foly) +cEy [T ApaAp].

Da p an einer Maximalstelle von g — f. stoppt, folgt ferner mit Lemma 5.7.3

Ey [g(Y (T Apn)) —c(m A pn) ]

< By [g(Y(m Apa)) = [(Y(T Apa)) | +1ely)

< Ey [g(Y(T Apa Ap)) = flY (T A pu Ap)) ] +Fely)
By [g(Y (T Apn Ap)) —c(m Npn Ap) ]

Beschranktheit von g und Ly g < ¢ auf [¢0(¢), 1 — &,] liefern

By g0 A o) ] = g+ [ Ly gy @)
< gly)+cE, [TAT Ap].

Also gilt
Ey [g(Y(T Apa)) = (T Apa) < gly)

und damit v(y) < ¢(y). Also ist fiir y € (¢¥(c),1) sofortiges Stoppen optimal. Eine
analoge Argumentation fiir y € (0, p(c)) liefert, dass auch fiir diese y sofortiges Stoppen
optimal ist. Also gilt in diesen Bereichen

v(y) = Ey [g(Y(0)) —c0]=g(y).



176 KAPITEL 5. FIXE UND PROPORTIONALE TRANSAKTIONSKOSTEN
5.8 Optimale Kontrollstrategien

Wir wollen jetzt untersuchen, inwieweit wir Aussagen zur Optimalitdt von Kontroll-
strategien in den von uns betrachteten Klassen der stark stationdren Kontrollstrategien
Z, und der Handelsstrategien H machen kénnen.

Theorem 5.6.14 ermoglicht es uns in der Menge der Handelsstrategien mit konstanten
Stoppgrenzen, die wir in Definition 5.8.2 einfiithren werden, in einfacher Weise ein
optimale zu bestimmen. Im folgenden Lemma geben wir die Bedingungen an, unter
denen wir aus vier Parametern, zwei festen Wertanteile n_; nach Verkauf und 14, nach
Kauf und zwei konstanten Stoppgrenzen 7_;, 74, eine Handelsstrategie erhalten.

Lemma 5.8.1

Zun_1,m41,m-1, 741 € (0,1) kann genau dann eine Handelsstrategie (n-1,n41, T,r+1,7r_1)
definiert werden, wenn

N1 2 N1, To1>n-1 und (1 —=0)np > T
gelten.

Beweis: Mogen n_1,n41,m-1,m41 € (0,1) die angegebenen Bedingungen erfiillen. Da
m_y und w4, ausserhalb von [ny1,n_1] liegen, erfolgt kein sofortiger Stopp nach einem
Handel und die als Summe von Kopien von 7, . gegebene Folge von Stoppzeiten
(Tn)nemv ist unbeschrankt. Da andererseits auch 1 > 7_; und 74 > 0 gelten, sind die
Erwartungswerte beschrankt. Es liegt also eine Folge von Handelszeiten im Sinne von

Definition 5.4.1 vor.

Damit kann zu n_y,n4; und 7, »_, eine stark stationare Kontrollstrategie der Form
(D=1, 741, Trp1,m_, ) Dach Definition 5.6.4 eingefithrt werden. Da auch 7_; > (1—=208)n-1
und 747 < (1=38)n41 gelten, erfolgt beim Stopp in m_; stets ein Verkauf und beim Stopp
in 711 stets ein Kauf. Es liegt also eine Handelsstrategie vor, da auch P,_ (7(7r,, ,x_,) =
m41) > 0 gilt.

Ist umgekehrt eine der Bedingungen verletzt, so liegt keine Handelsstrategie vor. Ist
namlich n_y < 741, so steht dies im Widerspruch zur Definition 5.6.4 einer stark
stationdren Kontrollstrategie. Gilt 7_; < n_;, so wiirde nach einem Verkauf sofort
immer wieder zu einem Verkauf gestoppt werden, da n_; 1m Stoppgebiet lage. Da in
diesem Fall alle folgenden Stoppzeiten zusammenfielen, wire aber die Bedingung (ii)
in der Definition 5.4.1 der Handelszeiten verletzt, d.h. es lidge keine Kontrollstrategie
vor. Ist schlieBlich (1 — )41 < 741, so wiirde bei einem Stopp bei 741 nach Definition
5.6.4 einer stark stationdren Kontrollstrategie nicht gekauft werden, d.h. es lage keine
Handelsstrategie vor. Damit sind die Bedingungen auch notwendig. O

Durch das Lemma gerechtfertigt fithren wir die folgenden Bezeichnungsweisen ein.
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Definition 5.8.2

(i) Es bezeichne
Ac ==y, mo, ) € (0,1) [ 9o = nga, 1o > oy, (1= 8)np > ma b

(ii) Eine Handelsstrategie mit konstanten Stoppgrenzen ist eine Handelsstrategie der
Form (n-1, 041, Tryy my ), filr die (n_q,mq1, 71, m4) in A, liegt.
Wir bezeichnen mit H. die Menge der Handelsstrategie mit konstanten Stopp-

grenzen.

(iii) Ferner sei
R* — sup R(n—17n+1777\'+1:77_1)
SC
(77—1777+1777r+1,7r_1)EHc

die optimale asymptotische Rendite in H..
(iv) Zu (n-1,m41, =1, m41) € A, sei

EV [ 9(7707 7?(7—7@1771’—1)) ]

El/ [ Tryr,m—1 ]

Fr(n=1,mpr, g, mp) =1 +
wobei v das invariante MaB zur Handelsstrategie (11, 741, TTF+1Jr_1> bezeichne.

Die Wertanteile in A, entsprechen nach Lemma 5.8.1 also genau den Handelsstrategien
mit konstanten Stoppgrenzen. Fiir diese ldsst sich der Ausdruck in (iv) mit Hilfe des
Satzes 5.2.7 und des Lemmas 5.3.6 sehr gut bestimmen. Er ldsst sich mit Hilfe dieser
beiden Resultate sogar in expliziter Gestalt angeben.

Von diesem Ausdruck haben wir aber in Theorem 5.6.14 gezeigt, dass er der asympto-
tischen Rendite der Handelsstrategie (11,741, T,r+mr_1) entspricht. Somit erhalten wir
als Korollar zu Theorem 5.6.14 das folgende Theorem.

Theorem 5.8.3
Existiert (n*y, 5,75, 75,) € Ac s0, dass

fR(nilanj-]?Wi]?W:]) = sup fR(T/—lan+laﬂ-—17ﬂ-+1>
(n—1,m41,7—1,741)EA.

gill, so ist R, = fR(niuniu Ty, Wj-1); d.h.

By [ g(mo, & (7rt, 20 ) ]

Epe [ Trs on ) ]

R, =r+

wobei v* das invariante Mafl zur Handelsstrategie (7]_1,77+1,T,r11m*_1) bezeichne.
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Beweis: Sei (n%,,n5,,7%,,75,) € A. mit

fR(Tlian,Tril,TrL) = sup fR(U-]aTI+1aTF—1,TF+1)
(n—1m41,m—1,m41)EA

Nach Lemma 5.8.1 konnen wir A. mit H. identifizieren. Somit gilt auch fir die zu-

gehorige Handelsstrategie (n*,, 0}, Tﬂilm*_l) nach Theorem 5.6.14

R(n*_mimwjrl,w*_l)

fR(nilvnj-lvﬁilvﬁj-l)

= sup SrR(N=1, 041, 721, T4)
(n=1m41,m—1,m41)EAC
= sup R(n—1777+1777"+177"—1)
(77—1777+1777r+1,7r_1)e7'{c
= R,
so dass die Behauptung folgt. O

Wie bereits angemerkt, lassen sich die Ubergangswahrscheinlichkeiten p__, p_ bei
Start in n_; und py_, py+ bei Start in nyy, durch die das invariante Mal v nach
Satz 5.6.8 bestimmt ist, nach Satz 5.2.7 mit Hilfe der Darstellungen in Lemma 5.3.6
numerisch gut bestimmen, so dass fr(n-1, 741, 7-1,74+1) gut berechenbar ist.

Damit kénnen wir durch Maximierung dieses Ausdrucks wie in Theorem 5.8.3 ange-
geben die optimale asymptotische Rendite in der Menge der Handelsstrategien mit
konstanten Stoppgrenzen in handhabbarer Weise bestimmen. Darin liegt die Bedeu-

tung der Theoreme 5.6.14 un 5.8.3.

Angemerkt sei, dass wir fiir dieses Resultat die Uberlegungen des vorherigen Abschnit-
tes nicht benotigt hatten. Es stellt sich jetzt aber natiirlich die Frage, ob wir durch die
Bestimmung von R}, und (n*,,n%,,7%,,7%,) gemdB Theorem 5.8.3 bereits die opti-
male asymptotische Rendite in der Menge Z; der stark stationdren Kontrollstrategien
und eine optimale Handelsstrategie in Z; gefunden haben. Fiir die Untersuchung dieser
Fragestellung nutzen wir die Resultate aus Abschnitt 5.7.

Wie am Ende von Abschnitt 5.6 gezeigt, haben wir bei der Suche nach der optimalen
asymptotischen Rendite wie folgt vorzugehen. Es ist R} und eine Handelsstrategie
(71,151, 7") so zu bestimmen, dass

R=r4+ sup E, [g(mo,7(7)) ] oy E. [ g(mo, 7(7%)) ]’
(n—1m41,7)EH E, [7] Eor [ 7]

gilt, wobei v* die invariante Verteilung zu (n*,,n},, ) bezeichne.

Wir haben auch gezeigt, dass sich das Problem wie folgt umschreiben lasst:

0 = sup  (p=1By_, [g(n-1, 7 (7)) — (R; —7)7 ]
(n—1,m—1,7)EH

+ p+1E77+1 [9(77+177~T(T)) - (R: - T)T ] )7
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wobei eine Handelsstrategie (17,7}, 7*) so zu bestimmen ist, dass die Gleichheit gilt.

Wir haben somit als Teilaufgabe zu gegebenen n_;,n4; und R fiir den Wertanteil-
prozess ohne Handel (7())¢>0, einem Diffusionsprozess in (0,1) mit nach Satz 5.3.4
und Lemma 5.3.6 bekannter Dynamik und bekanntem Erzeuger L., ein Problem des
optimalen Stoppens der Form

v(m) = sup Er [ §(7(7)) = (R—r)7 ], mo € (0,1),

TES

mit linearen Kosten R — r und unterhalbstetiger Auszahlungsfunktion

1 — (pa(m))?0 + pa(m)ym )
(1= m)(1+ @alm)y py(m))

zu losen. Dabei ist g(n,7) = g(m) + log(1 — n) fir p,7 € (0,1).

g:(0,1) > R, g(r)=log(

Das Theorem 5.7.4 erlaubt uns, Bedingungen zu formulieren, unter denen eine Lésung
hr_, von L.h = R —r eine Losung dieses Stoppproblems liefert.

Satz 5.8.4

Seien n_1,n41 € (0,1), g1 < n-q, und R > max{r, yu — ”2—2} Angenommen, w_y,m1 €
(0,1) erfillen die folgenden Bedingungen:

(i) m—1 > (1 = §)p—y und (1 — 0)n41 > myq-

(i1) Fs existiert eine Losung hp—, von Lyh = R —r, fir die

(§ = hre) (1) = (§ = hao)(mp) = 0

und

hR—T 2 f] auf (0’ 1)
erfullt sind.

(i) Lrg(m) < R—r fir alle m € (0,1) \ [m41, 7m_1].
Dann st die Stoppzeit

Tryr,moy — inf { l 2 0 | ﬁ-(f) g (7T_1,T['_|_1> }
optimal, d.h.

v(m) = sup Br [ §(7(7)) = (R —r)7 | = Bx [ (7 (7 n20)) = (B = 1)Trprm s |

TES

fiir alle m € (0,1).
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Beweis: Seien n_;, n41 und R wie gefordert gegeben und die Bedingungen (i) - (iii)
erfilllt. Wir haben die Voraussetzungen von Theorem 5.7.4 fir die Kosten ¢ = R —r
und die Auszahlungsfunktion ¢ nachzupriifen.

Nach Bemerkung 5.6.5 (iii) gilt fiir alle 7 € (0,1)

SV~ qog (LT (Pa(T)* + pa(m)y T
g(m) =1 g((l—soa(ﬁ)“ﬂpn(”))(l_”))
< —log(l —m).

Die Bedingung (A1) ist erfiillt, da laut Voraussetzung R > max{r, u— %} gilt, so dass
eine >0 mit min{R—r, R—pu+ é} > ¢ existiert. Zu diesem ¢ erhalten wir unter Py
mit der Abschétzung fiir ¢ unter Beachtung von Lemma 5.3.3

1 — o2

fir ¢ > 0 und damit die Abschatzung

g(7(t)) = (R—r —e)t +log(l —m)

_ (R—r—e)t
< ( (1 ]7T_7T )
_ Og( | — m)el-(R=r=a)r | - oli= T —Rte)t+o W(t))
< log (2 max{e(=(#="- s)f’e(p,—cé—R-l-s)t-l-cr W(t)})
< log(2) + max{0,(p — %5 — R+e)t + o W(1)}
= log(2) + (1 -5 — R+e)t+oW()"
Wegen i — 2 — R+ ¢ < 0 folgt damit

Er [sup(g(n(1)) = (R—r —¢)l) ] < o0

>0

fir alle 7 € (0,1).

Auch (A2) ist in unserer Situation erfiillt: Da nach Lemma 5.3.6 Lésungen von L. hg =
0 und von Lrh; = 1 existieren, kénnen wir die Erwartungswerte der Stoppzeiten 7. ;_.
zu jedem & > 0 nach Satz 5.2.7 bestimmen. Unter Ausnutzung der Eigenschaften von
ho folgt fiir alle m € (0,1) auch Pr(lim, e 7o, 1-e, = 00) =1 fiir &, \, 0.

Mit ¢(R —r) = m4q und ¢»(R —r) = m_y und hp_, > g folgt (A3)(i) und ebenso folgt
(A3)(iii) direkt aus den Voraussetzungen. (A3)(ii) ergibt sich schliefllich aus 7_; >

(1 = &)y und myy < (1 — 0)n41, da g eingeschrankt auf (0,(1 — d)n4q) bzw. auf
((1 = &)n=1,1) eine C? Funktion ist.
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Ferner ist ¢ nach unten beschrankt:

= e (L (2a(m))*0 4 pa(m)y 7
(m) _lg(u+¢4ﬂ7%WDO—WQ

> log(l =46 —7) —log(1+ 7).

g

Damit sind alle Voraussetzungen von Theorem 5.7.4 erfillt. O

Definition 5.8.5

Erfillen n_y,n41, R und m_y, 74, die Voraussetzungen von Satz 5.8.4 und liegt auch
(n=1,n+41,7=1,741) in A, so nennen wir 7_; und w4, die oplimalen Stoppgrenzen zu
n-1,Nr1und R.

Existieren optimale Stoppgrenzen m_;, 741, so sind diese unabhingig vom Startwert,
d.h. 7% hat sowohl unter P,_, als auch unter P, die Gestalt 7, »_, . Somit fithrt das
Problem der Bestimmung einer optimalen Strategie in ‘H zu gegebenen n_; und 14,
auf eine Handelsstrategie mit konstanten Wertanteilen, falls optimale Stoppgrenzen

m_1,T41 zu allen n_q, ny1 und geeigneten R existieren.

Bemerkung 5.8.6

Zum direkten Nachweis, dass eine Handelsstrategie mit konstanten Stoppgrenzen fiir
R optimal ist, ware zu zeigen, dass zu allen in Frage kommenden Werten n_q, 144
und R optimale Stoppgrenzen existieren, um sich dann auf die Maximierung in H.
gemal Theorem 5.8.3 zuriickziehen zu kénnen. Dazu wiren die Lésungsscharen von
L. f = R—r fir alle geeigneten R genau zu untersuchen und zu zeigen, dass jeweils eine
Losung bestimmbar ist, die die Bedingungen in Satz 5.8.4 erfiillt. Dass dies moglich
ist, legt ein Ansatz in Paulsen (2001) nahe, durch Wahl zweier geeigneter Losungen
eine mit den gewiinschten Eigenschften zu konstruieren. Das Verfahren wiirde in unser
Situation aber dadurch erschwert, dass der Nachweis fiir alle geeigneten n_y, n4; und
R zu erbringen wire, wobei auch noch zu klaren ware, was geetgnet bedeutet.

Die Voraussetzungen von Satz 5.8.4 legen den Ansatz zur Bestimmung einer Losung
iiber ein freies Randwertproblem nahe. Der Ansatz hatte bei fixen und proportiona-
len Kosten wie in Teil (ii) der folgenden Bemerkung beschrieben zu erfolgen. In Teil
(i) werden wir diesen Zugang mit dem von uns in Theorem 5.8.3 gewéhlten Zugang
vergleichen.
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Bemerkung 5.8.7

(i)

Zu geeignetem R bezeichne hg ., die durch Parameter c¢o,¢; € IR (vergleiche
Lemma 5.3.6) charakterisierte Losung von Lyh = R — r. Dann sind ¢ , ¢1, -1,
N41, T—1, T4+1 SO zu bestimmen, dass gelten

hege(m-1) = glmon), by (mo1) = §'(7-1),

heger (M) = Glmgr), Bl (m41) = §'(740),
heyer (1= 8)=1) = §((1=8na=) (= —log(1 = (1 = &) ),
coet (1 =0)m1) = G((1 —0)n41)

Kann eine Losung zu jedem geeignetem R gefunden werden, die auch die Voraus-
setzungen von Satz 5.8.4 erfilllt, und bezeichne vy die Losung des zugehorigen
Stoppproblems, so kann die optimale Rendite als Losung von

0= sup (P—l(log(l = n-1) + vr(1-1)) + pr1(log(l — n41) + UR(77+1>))

bestimmt werden, wobei 1_y, 141 jeweils die Wertanteile mit invarianter Vertei-
lung (p—1, p41) bezeichnen, die zu R im ersten Losungsschritt bestimmt wurden.

Da die Losung eines geeigneten freien Randwerproblems noch nicht hinreichend
fiir die Losung des optimalen Stoppproblems ist, ist die Formulierung eines Ve-
rifikationssatzes wie Satz 5.8.4 bzw. Theorem 5.7.4 nétig, um eine Optimalitéts-
aussage treffen zu kénnen.

Durch den Ansatz des Randwertproblemes wird implizit bereits angenommen,
dass sich als Losung eine Handelsstrategie mit konstanten Stoppgrenzen ergibt.
Um ohne weitere Annahmen wirklich die Existenz einer optimalen Strategie in
Zs nachzuweisen, ist ein entsprechendes und ebenso schwieriges Vorgehen wie in

Bemerkung 5.8.6 erforderlich.

Der in (i) beschriebene Ansatz iiber die Losung des freie Randwertproblems fithrt
somit zu keinen Verbesserungen. Damit ist der von uns in Theorem 5.8.3 beschrie-
bene Weg vorzuziehen. Dort ist nur die Maximierung einer explizit angebbaren

Funktion in vier Variablen durchzufithren. Diese liefert bei erfolgreicher Maxi-

*

*., zu denen sich eine Losung

mierung optimale Werte n* ,ni,, 72,75, und R
von L.h = R:, —r durch Losung von

hCo,Cl (ﬂ—i1> = -é(Wil) und hCchl (ﬂ-j—1> = f](’]’l’j_1>

in ¢g, ¢; bestimmen lasst, fiir die sich die Voraussetzungen von Satz 5.8.4 dann
im konkreten Fall nachpriifen lassen. Dieses Vorgehen ist numerisch deutlich
einfacher als die direkte Losung der in (i) angegebenen 7 Gleichungen.
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Unter einer sehr schwachen Voraussetzung an die Transaktionskosten kénnen wir noch
festhalten, dass der optimale Wertanteil ohne Transaktionskosten unter Annahme 5.3.1
im Fortsetzungsgebiet liegen muss.

Lemma 5.8.8
Gilt fir eine Handelsstrategie (n-1,n41,7)

%2 (ﬁy <r und N € {(1 = 8)n_q, (1 — )4}y

so liegl der opltimale Wertanteil ohne Transaktionskosten n.,; = =5~ im Forlsetzungs-
gebiet, d.h. Stoppen in 1,y ist nicht optimal.

Beweis: Seien g,, ¢, die im Sinne von Defintion 5.6.4 zur Handelsstrategie (n-1, 741, 7)
gehorigen Funktionen. Fiir die Auszahlungsfunktion

N 1 — (pq(m))% a\T)Y T
g:(0.1) = I, > log ((1 _(;9)((1 J)r)¢a(+7r;9720n)(1)))

in unserem Stoppproblem bestimmen sich auf (0,1) \ {(1 — §)n_1,(1 — §)n41} die
Ableitungen zu

o1 wa(m)y
I = T m s t el
und
N”(W): 1 B o8 .
I (T=m)2 (1= (a(m))% + pulm)y 7)?
Damit ist

Leg(m) = 0wl — b7)

—|—7027r(1—7r)(

1 (1 —m)m )
2 (1 = (a(m))?0 + @a(m)ym)?
und wir erhalten insbesondere fiir 7.,; = 25~
. 1 70(1 - 770291‘>770pt 2
Led(nopt) = 30700 — 5
(1) 2t g (1 — (Pa(70pt)) 26 + Pa(Mopt)7 Topt

Y%

1
R M)
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wobei wir die optimale asymptotische Rendite ohne Transaktionskosten R,,; = £
eingesetzt und 7o, € (0,1), 7opt(1 — nopr) < i ausgenutzt haben. Wegen R,,; > R
folgt unter der Voraussetzung an die Transaktionskosten

Lrg(opt) > Ry — .

Somit liegt 7,,; im Fortsetzungsgebiet, siehe z.B. die Bemerkung nach Theorem 10.1.12
in Oksendal (2000). O

Bemerkung 5.8.9 (Konstante Kosten)

Wie in Bemerkung 5.5.8 erwdhnt, kénnen wir bei der Beriicksichtigung konstanter
Kosten auch eine Faktorisierung der Wertentwicklung erreichen. Allerdings hdngt der
Wertzuwachs dann nicht nur vom Wertanteil sondern auch vom Wert selber ab - ganz
in Analogie zum Binomialmodell.

Daher wiirde eine sinnvolle Formulierung stark stationarer Kontrollstrategien vom
Wert und vom Wertanteil abhdngen. Damit wire nicht mehr garantiert, dass eine
Rekurrenzbedingung erfiillt ist, wie wir sie zum Beweis von Theorem 5.6.13 ausgenutzt
haben. Deshalb ist auch nicht davon auszugehen, dass Kontrollstrategien mit nur zwei
festen Wertanteilen n_y,n4, fiir Verkauf und Kauf optimal wéren. Da die Bedeutung
des konstanten Anteils mit dem wachsenden Gesamtwert abnimmt, ist zu vermuten,
dass zeitabhangige Strategien zu betrachten sind.

Setzt man doch zwei feste Wertanteile 1_y, 141 an, so ldsst sich das Problem entspre-
chend bis zur Darstellung in Theorem 5.6.14 vereinfachen. Allerdings ist das an dieser
Stelle dann auftretende Stoppproblem ein Stoppproblem mit nichtlinearen Kosten, da
im Wertzuwachs anstatt der fixen Kosten § ein Term der Form

C (1—#(1)Cet

X))  z(l—m)

bei Start in z > 0 und = € (0, 1) auftritt, also eine explizite Zeitabhéngigkeit vorliegt.
Somit wird auch hier eine zeitabhidngig optimale Kontrollstrategie zu erwarten sein.

SchlieBlich kénnten wir die ’konstanten’ Kosten so modellieren, dass sie sich mit der
Zeit verzinsen. In diesem Fall wiirde dann wegen

Cert  (1—#(1)C

)Z'(t) B z(l —m)

keine explizite Zeitabhéngigkeit vorliegen, so dass in der Klasse der Strategien mit
festen Wertanteilen nach Kauf bzw. Verkauf eine optimale Strategie mit konstanten
Stoppgrenzen zu erwarten wére, die aber wie oben ausgefithrt in der Klasse der stati-
onédren Kontrollstrategien sicher nicht mehr optimal wire.
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Bei fixen und proportionalen Kosten liegt es im Hinblick auf Satz 5.8.4 aber in jedem
Fall nahe, Kontrollstrategien mit konstanten Stoppgrenzen zu betrachten. Abschlies-
send zeigen wir, dass im Fall der Existenz einer optimalen Handelsstrategie, diese
tatsdchlich eine Handelsstrategie mit konstanten Stoppgrenzen ist, d.h. gemafl Theo-
rem 5.8.3 bestimmt werden kann.

Theorem 5.8.10
Euistiert eine oplimale Handelsstrategie in Z5 und ist RS > max{r,u — ‘72—2}, so gilt

RS = R,

und RY wird von einer Handelsstrategie mit konstanten Stoppgrenzen angenommen.

Beweis: Seien R* > max{r,pu — ?} und (n%y,n%;, 7). eine Handelsstrategie mit
R(ﬂ 1777+177 ) R*

Dann 16st 7% nach den Ausfithrungen vor Satz 5.8.4 fiir die Startwerte n*, und 5}, das
Stopproblem

o(mo) = sup Er [§(7(7)) — (R; —r)7) ]
Dieses Stoppproblem kann zu
G:(0,1) x [0,00), G(m,t)=g(n)—(R—r)t
als Spezialfall der Aufgabe des optimalen Stoppens

Vi(m,s) = 5upE [G(7(T )b+7)]=s171_pE(,T,s) [G(Z(7))], m€(0,1), s>0

fiir den Raum-Zeit-Prozess (Z(1));>o aufgefasst werden. Dieser hat unter allen P,
die Gestalt
Z(0)=(m,s) und Z(t)=(7(t),s+1), t>0.

fiir G die Abschétzungen

Wie in Lemma 5.6.7 (ii) erhalten wir unter allen Prg.s)

G(Z(1) < —log(l —m(1)) = (R —r)(s +1),

und wie im Beweis von Satz 5.8.4 gilt wegen RY > max{r,y — %} fiir alle 7 € (0,1),
s >0
E(r) [sup(G(Z(1)) ] < o0,

>0

so dass das Stopproblem wohldefiniert ist. Beachten wir
Vim,s) = sup E: [G(7(r),s+7)]
= “lpEw [G(7(r),m) ] =(R—r)s,
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so erkennen wir, dass V' die Gestalt
V(m,s)=v(m) — (R —r)s

haben muss. Da g unterhalbstetig und nach unten beschrankt ist, hat das Fortset-
zungsgebiet bei Start in s die Gestalt

C = {(m1) 1) x[0,00) | V(m,t4+s) > G(m,t+5) }
= {(m 1) €(0,1) x[0,00) [v(m) = (R =r)(t + 5) > g(m) = (R—=r)(l +5) }
= {WE(OJ)I v(m) > g(m) } x[0,00).

Also gilt fiir C* ={ 7 € (0,1) | v(7) > g(m) }, dass

€
€

A/—\

v =inf { >0 7(t) gC }=inf {1 >0]|Z()¢C}

optimal fiir dass Stoppproblem ist. Ohne Einschrankung konnen wir annehmen, dass
7* fiir alle Startwerte (nicht nur fiir n*,,n%,) mit 77 iibereinstimmt.

Da wir wissen, dass (n*,,n},,7*) eine Handelsstrategie ist, gilt

((1 - 5)77:15 (1 - 5)’7:) cc.
Auflerdem liegt wegen der Bedingung an die Handelszeiten, dass kein sofortiger Stopp
erfolgt, und da C* offen ist, eine Umgebung von n*; in C*. Setzen wir
oy = inf{7m>n" |mdC } AT,
Ty o= sup{m < (1 =i, [7 €CT} VO,

so gelten 7 > 0 und 7_; < 1, da ansonsten E,_, [7* ]= 00 bzw. E,_| [ 7 ]= 00 im
Widerspruch zu der Definition der Handelszeiten folgen wiirde. Also gilt insgesamt

0<my < (1 =8t <niy<my <1

Damit liegt (7%, 7}, 7-1,741) in A., d.h. es kann nach Lemma 5.8.1 eine zugehérige
Handelsstrategie (7,75, Ty, r_, ) mit festen Stoppgrenzen gebildet werden. Es bleibt
zu zeigen, dass das Fortsetzungsgebiet zwischen m4; und 7n_; zusammenhéngend ist.
Nach den bisherigen Ausfithrungen wissen wir, dass ein ¢ > 0 derart existiert, dass gilt

(41, (1 =02 ) U2y —e,ma) SC™

Sei g aus [(1 — d)n*y,n%; — ¢]. Angenommen 1 ldge nicht in C*. Dann wére aber fiir
die Handelsart A; der Handelsstrategie (n*,,75,,7*) die Ubergangswahrscheinlichkeit
P, (A = +1) = 0 im Widerspruch zur Definition einer Handelsstrategie. Somit gilt

(7T+1,7T—1) cc.
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Da auch nZ, und n}, in C* liegen, fithrt die Stoppzeit 7._, .., zu dem gleichen optimalen
Wert und den gleichen Ubergangswahrscheinlichkeiten wie 7%, so dass die Handelss-
trategie (7%, 75, Tryy,r_,) mit konstanten Stoppgrenzen und die optimale Handelss-
trategie (n,,n},, ) die gleiche asymptotische Rendite besitzen. Damit folgt

R* < R: — R(U*_lmilﬂ'*) — R(n*_lvnilyﬂ'q_l,'zr_l) S R:C

'SC —

und damit die Behauptung. O

5.9 Beispiele

Wir wollen in diesem Abschnitt zur Veranschaulichung die Resultate dieses Kapitels
um verschieden Beispiele ergdnzen. Wir bestimmen jeweils die optimale Losung in der
Menge der Handelsstrategien mit konstanten Stoppgrenzen, indem wir Theorem 5.8.3
folgend

EU [9(71—07 ﬁ-(7-Tr+177r—1>) ]

EU [TTF+1JF—1 ]

fR(T]—17 Tl-l—ly m_1, 7r+1) =r _I_
tiber A. maximieren. Fiir eine Maximalstelle (n*,, i1, ™oy, 7T_*H) € A, gilt dann

R:c = fR(T]ila 77:-17 ﬂ'il; 71":_1).

Die auf diese Weise bestimmten optimalen Handelsstrategien mit konstanten Stopp-
grenzen werden wir auch kurz als optimale Handelsstrategie bezeichnen.

Dass wir eine optimale Handelsstrategie numerisch gut bestimmen kénnen, liegt daran,
dass fr(n-1,n4+1,m—1,74+1) in expliziter Gestalt vorliegt. Der Zahler ergibt sich mit den
Bezeichnungen aus Satz 5.6.8 (ii) zu

(=)0 =0—vm)
(1 =m_1)(1 =vn-1)
(I=np-0)(I =6 +7ym41)
(T =mp)(L+yn41)
(1 =np)(1 =30 —vm)
(1 —m_)(1 —vn-1)
(I—=ns)(I =0 +ymp)

(I =me)(I+yn41)

E, [g(7T077~T(7'7T+1,,T_1))] = pP-1p-—-

P-1P—+

DP+1P+-

P+1P++

Fiir den Nenner gilt

El/ [TTF+1,7T—1 ]: p—lEn—1 [TTF+1,TF—1 ] +p+1E77+1 [TTF+1,7T—1 ] .
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Dabei liegen die Ubergangswahrscheinlichkeiten und die erwarteten Stoppzeiten geméif
Satz 5.2.7 — ausgedriickt durch die in Lemma 5.3.6 angegebenen Funktionen Ay und

hy — in expliziter Form vor.

Zur Vergleichbarkeit werden wir im gesamten Kapitel dasselbe Black-Scholes Modell
betrachten, gegeben durch die folgenden Parameter.

Voraussetzung 5.9.1

Es seien

w=0131, o=0.4, und r=0.035.

Zu den Werten in 5.9.1 berechnen sich im Modell ohne Transaktionskosten der optimale
Wertanteil und die optimale asymptotische Rendite zu

(n—r)*
202

7

Mopt = E—= = 0.600  und Ry =1+ = 0.638.
a

Im ersten Beispiel werden wir die optimale Handelsstrategie in einem Modell mit rein
fixen Transaktionskosten, d.h. mit proportionalen Kosten v = 0, und in einem Modell
mit fixen plus proportionalen Kosten bestimmen und den Zusammenhang zur Lésung
des freien Randwertproblems aus Bemerkung 5.8.7 aufzeigen.

Beispiel 5.9.2

(i) Zu fixen Transaktionskosten §o = 0.0001 und ohne proportionale Kosten, d.h.
~v = 0, ergeben sich als Losung der Maximierungsaufgabe

2, = 0.6887,
nZy =ny = 0.6002,
¢, = 0.5076,

und, da (n2,,n3,,72,,7%,) in A. liegt, gilt nach Theorem 5.8.3 auch

0 0
N1 7.0 0
1741 7r_}_177r_1)

R*. = R' = 0.06358.

Mit Satz 5.2.7 kénnen wir zu n° = 52, = n¢, die erwartete Zwischenhandelszeit
bestimmen:

Epp [ 7o, 00, = 0.9110.

Die Hohe dieses Erwartungswertes kann als ein wichtiger Kritikpunkt am Modell
mit rein fixen Transaktionskosten angesehen werden.

Die optimalen Parameter im zugehérigen freien Randwertproblem sind

co=—5H739 und ¢ =6.432
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- 0. 00005+

-0. 00015+

- 0. 00025+

-0. 0001+

0. 0002+

Abbildung 5.1: Zum Randwertproblem im Beispiel 5.9.2 (i)

und Abbildung 5.1 zeigt die Differenz ¢° — h,, ., zur Auszahlungsfunktion ¢° :
0,1) = R,

o\ { log(1 — ) € ((1 —do)nly, (1 —do)n2,),
g'(m) = log(1 — dg) —log(l — )  sonst .

Die Giiltigkeit der Voraussetzungen von Satz 5.8.4 ldsst sich gut erkennen.

Fithren wir zusitzlich zu den fixen Kosten d; = 0.0001 proportionale Transakti-
onskosten v = 0.003 ein, so erhalten wir die optimalen Werte

n , = 0.7081,
nZ, = 0.6338,
= 0.5680,
m, = 0.4876,

R = 0.06335

und zur invarianten Verteilung v* zu (Ufpﬁipwlm*_l) fiir die erwartete Zwi-
schenhandelszeit

Ey* [Tﬂilm*_l ]I 12501

Da wir eine zusétzliche Kostenbelastung im Vergleich zu (i) eingefithrt haben,

verwundert es nicht, dass die erwartete Zwischenhandelszeit hier noch grofier
und die Rendite kleiner als in (i) sind.
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0.8
-0. 00005
-0. 0001

-0.00015¢

-0. 0002+

-0. 00025+

Abbildung 5.2: Zum Randwertproblem im Beispiel 5.9.2 (ii)

Im hier betrachteten Beispiel ergeben sich die optimalen Parameter im zugehori-
gen freien Randwertproblem zu

¢y = —5.663 und ¢ =6.356

und Abbildung 5.2 zeigt fiir die Auszahlungsfunktion ¢*: (0,1) — IR,

—log(1 —m) + log (1_50_7”> falls m € [(1 — dg)n=,, 1),

1=vn*,
g'(m) =1{ —log(l — )+ log (g—ﬁyij;jﬂ) falls 7 € (0, (1 — do)n%],
—log(1l —m) sonst

die Differenz g* — h.x +. 7Zu beachten ist, dass g* unterhalbstetig ist, so dass g*
die Achse in (1 —do)n;, und (1 — do)n’, nicht beriihrt, wie es in der Grafik den
Anschein hat. Damit lassen sich auch hier die Voraussetzungen von Satz 5.8.4
numerisch gut verifizieren.

Wir haben in Beispiel 5.9.2 (ii) gesehen, dass die zusétzliche Einfithrung von proportio-
nalen Transaktionskosten auch zu einer héheren erwarteten Zwischenhandelszeit fiihrt.
Wir werden uns im Folgenden mit der Frage auseinandersetzen, unter welcher Bedin-
gung wir zwei Modelle mit unterschiedlichen Transaktionskosten sinnvoll vergleichen
kénnen. In Beispiel 5.9.4 (ii) zeigen wir anschlieflend in einem zu 5.9.2 (i) vergleichba-
ren Modell mit fixen und proportionalen Kosten, dass wir dort eine deutlich niedrigere
erwartete Zwischenhandelszeit erhalten.
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Definition 5.9.3

(i) Zu einer Handelsstrategie (1_1, 741, 7) mit invarianter Verteilung v nennen wir

CE ey (1 L0t walm(m))y ()
e(r-syma:7) =B [ X - 1 i)

die erwarteten diskontierten Kosten.

(ii) Zwei Transaktionskostenmodelle mit fixen und proportionalen Kosten nennen
wir beziglich der Kosten vergleichbar, wenn die erwarteten diskontierten Kosten
von zwel optimalen Handelsstrategien aus den verschiedenen Modellen iiberein-
stimmen.

Die Interpretation ist eindeutig. X (7) gibt den Wert zur Zeit 7 an und

() 1 =30+ ga(m(r))ym(r)
1+ @a(m(7))y en(n(7))

den Wert nach dem Handel in 7, so dass die Transaktionskosten genau der Differenz
entsprechen. Um diese vergleichbar zu machen, muss noch diskontiert werden.

Fiir eine Handelsstrategie mit konstanten Stoppgrenzen (n-1,741, Ty, »_, ) kénnen wir
die erwarteten diskontierten Kosten gut berechnen. Es gelten

| L=dtpalm(m))ya(r) _ 6+ @a(m(7))y(py(m(7)) = 7(7))
L+ @a(m(7))y @y(m(7)) 1+ pa(m(7))y @y(m(7))
und nach Lemma 5.3.3 |
= e

so dass mit den Bezeichnungen aus Satz 5.6.8 (ii) folgt

(1 =n-)(6 +y(my —1-1))

(=1, M415 Trgrroy) = Po1p—- (T=m_1)(1 —vn-1)
Po1p—y (1 =n-1)(0 + (41 = T41))

—1P- (1 =7)(T+7v141)
)l )

T (T
‘ (1 =n40)(6 + vy — m11))
P+1P++ .

(1= mp)(1 4+ m41)

Beispiel 5.9.4
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(i) In Beispiel 5.9.2 betragen die erwarteten diskontierten Kosten der optimalen
Handelsstrategie in (i) bei rein fixen Kosten 6, = 0.0001

(%1304, Trg wo, ) = 0.0001053

und in (ii) bei zusdtzlichen proportionalen Kosten v = 0.003
(2455 et me, ) = 0.0003540.

Die Modelle sind also beziiglich ihrer Kosten nicht vergleichbar.

(i1) Ein zum Modell in Beispiel 5.9.2 (i) beziiglich der Kosten annahernd vergleich-
bares Modell mit fixen und proportionalen Kosten ergibt sich zum Beispiel fiir
Transaktionskosten § = 0.16y = 0.00001 und v = 0.0025. In diesem ergeben sich

die optimalen Werte zu

m*, = 0.6803,
nt, = 0.6437,
Ny, = 0.5573,
mh, = 0.5181,

R*. = 0.06349

mit Kosten

(=1, M1, T e, ) = 0.0001072.

und einer erwarteten Zwischenhandelszeit von

Foue [ 7rt, e, |= 0.5234,

1'% —1

die deutlich unter der des vergleichbaren Modells in 5.9.2 (i) mit rein fixen Kosten
liegt.

Wir bemerken, dass in Modellen mit fixen und proportionalen Kosten, die zu dem-
selben Modell mit rein fixen Transaktionskosten beziiglich der Kosten vergleichbar
sind, die erwarteten Zwischenhandelszeiten in der Regel nicht tibereinstimmen. Aber
im folgenden Beispiel werden wir sehen, dass die fixen Kosten die erwartete Zwi-
schenhandelszeit stéarker beeinflussen, als die proportionalen Kosten, so dass wegen
der geringeren fixen Kosten in einem vergleichbaren Modell mit zusatzlichen propor-
tionalen Kosten davon auszugehen ist, dass die erwartete Zwischenhandelszeit in allen
diesen vergleichbaren Modellen geringer ist und zwar um so deutlicher, je héher die
proportionalen Kosten sind.

Beispiel 5.9.5

In Abbildung 5.3 haben wir die erwartete Zwischenhandelszeit der jeweils optimalen
Handelsstrategie mit konstanten Stoppgrenzen iiber die proportionalen Kosten v bei
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Abbildung 5.3: Erwartete Zwischenhandelszeit in Abhangigkeit von den proportionalen
Kosten v, Beispiel 5.9.5

fixen Kosten § = 0.15, = 0.00001 aufgetragen und in Abbildung 5.4 umgekehrt iiber
die fixen Kosten § bei gleichzeitig festen proportionalen Kosten v = 0.003. Es fallt auf,
dass die erwartete Zwischenhandelszeit im Vergleich zur Anhebung der fixen Kosten
bei Erhoherung der proportionalen Kosten eher moderat wachst.

Beispiel 5.9.6 (Wandernde Stoppgrenzen)

Fiir Transaktionskosten (y,4d) = (0.003,0.0001) wollen wir zeigen, wie sich die asym-
ptotische Rendite verhélt, wenn immer spéater gestoppt wird. Und zwar sei

R(U—1777+1) : (07 1) — ZRv A= fR(U—1777+17 (1 - A)U—l + )\7 (1 - )\>77+1>'

RO-1m+1) () entspricht also der Rendite der Handelsstrategie mit neuen Wertanteilen
n-1,n+1 und Stoppgrenzen m_; = (1 —X)y_; + A und 741 = (1 — X)n4;. Abbildung 5.5,
in der wir RO=17341) mit den optimalen n%y, m5, tiber (0,1) aufgetragen haben, zeigt
sehr schon, dass weder ein zu frither noch ein zu spater Stopp optimal ist.

Beispiel 5.9.7 (Wandernde neue Wertanteile)

Ahnlich wie in Beispiel 5.9.6 betrachten wir jetzt in Abhiingigkeit von Wertanteilen
n-1,nm+1 € (0,1), n—1 > n41 die zugehorige optimale asymptotische Rendite. Dazu
definieren wir

R*(n-1,m41) = sup  fr(n=1,n41,T-1,741),

T—1,T41



194 KAPITEL 5. FIXE UND PROPORTIONALE TRANSAKTIONSKOSTEN
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Abbildung 5.4: Erwartete Zwischenhandelszeit in Abhangigkeit von den fixen Kosten
0, Beispiel 5.9.5
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Abbildung 5.5: Asymptotische Rendite bei wandernden Stoppgrenzen, Beispiel 5.9.6
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Abbildung 5.6: Asymptotische Rendite bei wandernden neuen Wertanteilen, Beispiel
5.9.7

wobei dass Supremum nur tiber diejenigen m_y, 74 erfolgt, fiir die (n_q, 941, 71, 741)

in A, liegt. In Abbildung 5.9.6 haben wir
A= BE(L = Mot + A, (1= X)mopt)

tiber [0,0.15) aufgetragen. Es ist auch hier sehr schén zu sehen, dass es nicht optimal
ist, immer auf den neuen Wetanteil 7,,, zurlickzuverkaufen, sondern die Wahl zweier
neuer Wertanteile n_y, n4; in einem gewissen Abstand von ,,; einen Vorteil verschafft.

Beispiel 5.9.8

In Abbildung 5.7 zeigen wir den iiber 2 Jahre simulierten Verlauf eines Aktienkurses zu
den Parametern aus 5.9.1. Die Abbildung 5.8 zeigt bei fixen Kosten 6 = 0.00001 und
proportionalen Kosten v = 0.0025 den Verlauf des in Beispiel 5.9.4 (ii) bestimmten
zugehorigen optimalen Wertanteilprozesses.
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,VW' 0.5 1 1s !

Abbildung 5.7: Simulierter Aktien- und Bondkurs, Beispiel 5.9.8
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Abbildung 5.8: Optimaler Wertanteilprozess zu dem Kursverlauf in Abbildung 5.7,

Beispiel 5.9.8
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