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Kapitel 1

Einleitung

Nicht weil es schwer ist, wagen wir es nicht,
Sondern weil wir es nicht wagen, ist es schwer.
Seneca

Die unmittelbar zuginglichen Eigenschaften der kondensierten Materie wer-
den in erster Linie durch Elektronen bestimmt. Sie sind verantwortlich fiir die
atomaren Bindungen und damit fiir die mechanischen Eigenschaften wie Festig-
keit, Sprodigkeit und Duktilitdt. Ebenso wird die duflere Erscheinung, gemessen
an Farbe, Reflektionsvermégen und Transparenz, durch die Energien der einzel-
nen Elektronen und des Elektronen-Kollektivs bestimmt. Weiterhin entscheiden
die Elektronenenergien iiber die Einteilung in Metall, Halbleiter oder Isolator und
bestimmen daher zusammen mit den Gitterschwingungen und den Fehlstellen
die elektrischen Eigenschaften der Substanz. Alle diese genannten Charakteristi-
ka sind von technologischer Bedeutung. Daneben - wenn nicht davor - steht das
grundlegende Interesse an physikalischen Effekten, die sich in den elektronischen
Eigenschaften zeigen.

Die theoretische Vorhersage dieser Effekte und Materialkonstanten sowie die
Interpretation von Messungen verlangt Rechnungen auf atomarer Ebene. Der
Weg von einfachen Modellen zum realen Kristall ist nur mit der Rechenleistung
moderner Computer moglich - und hat geradezu eine ,fiinfte Sdule“ der Physik
etabliert, die Computational Physics. Das Ziel lautet, ohne Zuhilfenahme von
gemessenen Daten makroskopische Eigenschaften komplexer Systeme genau zu
bestimmen. Im Rahmen dieser Arbeit geht es um die Berechnung der optischen
Eigenschaften, z.B. exemplarisch um die Frage:
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Abbildung 1.1: Links: Berechnete Bandstruktur von Kupfer. Rechts: Gemessene
Reflektivitdt und Imaginérteil der dielektrischen Funktion [1].

Warum ist Kupfer rot ?

Anhand dieses Beispiels mo6chte ich demonstrieren, wie die Farbe eines Kri-
stalls, in diesem Falle Kupfer, aus den abstrakten Losungen der quantenmecha-
nischen Gleichungen erklirt werden kann. Allein aus der Kenntnis der Kern-
ladungszahl (29), der Kristallstruktur (face centered cubic) und der Gitterkon-
stanten (¢ = 6.82apyp-) kann mit den Mitteln, die in den folgenden Kapiteln
erldutert werden, die Energie der Elektronen bestimmt werden. Diese Energien,
berechnet in einer Einteilchenndherung, sind in der Abbildung 1.1, links, gegen
den Wellenvektor & aufgetragen. Die Anregung der Elektronen mit Licht verur-
sacht Uberginge von den flach verlaufenden d-Bindern in die Leitungsbénder.
Die kleinsten Anregungsenergien sind durch die roten Pfeile gegeben und liegen
zwischen 1.3 und 1.8 eV. Vielteilcheneffekte bewirken eine Verschiebung um ca.
0.5 eV, so dass in der dielektrischen Funktion € der Absorptionseinsatz ab zwei
eV als Peak zu erkennen ist, siehe Inset auf der rechten Seite von Abbildung 1.1.
Als Folge ist die Reflektivitit, grofles Bild, relativ klein fiir Wellenléingen un-
terhalb von 550 nm, was zu der bekannten kupferroten Farbe fiihrt. An diesem
Beispiel zeigt sich das Wechselspiel von Theorie und Experiment: Rechnungen in
der Einteilchentheorie ergeben den richtigen Verlauf der dielektrischen Funktion
aber mit einer geringen Energieverschiebung. Die Verbesserung der Theorie er-
gibt quantitative Ubereinstimmung mit dem Experiment und kann die rote Farbe
von Kupfer durch die energetische Lage der d-Bénder erkliren.



Die vorgestellte Rechnung zu Kupfer betrachtet einen unendlich ausgedehnten
Volumenkristall. In der Realitét gibt es jedoch eine Oberfliche, die einen Einfluss
auf das Messergebnis haben wird. Zum einen sind fiir die gebundenen Festkorper-
elektronen an der Oberfliche andere Zustdnde und Energien moglich als tief im
Kristall. Zum anderen beeinflusst die Oberflache die eintreffende Strahlung. Bei-
de Effekte zeigen sich z.B. im Photoemissionsexperiment, das eines der besten
Instrumente zur Messung der elektronischen Struktur von Festkorpern ist. Bei
diesem Experiment werden Elektronen durch Bestrahlung mit Licht angeregt, sie
verlassen den Kristall und kénnen energie- und winkelaufgelost detektiert werden.
Fiir eine theoretische Modellierung dieses Versuchs muss also sowohl der Anfangs-
zustand der Elektronen als auch das elektrische Feld in den obersten Atomlagen
berechnet werden. Die erste Aufgabe bereitet keine Schwierigkeiten und kann
mittlerweile mit grofler Genauigkeit gelost werden. Die Berechnung des abge-
schirmten, elektrischen Feldes in der Nihe der Kristalloberfliche ist jedoch sehr
aufwendig und fand bisher nur in einfachen Modellen in Photoemissionsrechnun-
gen Einzug. Diese Berechnung der Abschirmung, gemessen an der dielektrischen
Funktion, ist Gegenstand der vorliegenden Arbeit.

Im Folgenden wird in vier Schritten auf dieses Ziel hingearbeitet. Zunéchst
werden in den Kapiteln 2, 3 und 4 die grundlegenden Elemente wie Basisfunktio-
nen, Selbstkonsistenz und elektronische Struktur anhand von Volumenkristallen
eingefiihrt. Der zweite Schritt, Kapitel 5, besteht aus der Berechnung der opti-
schen Eigenschaften, wobei die Oberflicheneffekte noch vernachléssigt werden.
Diese werden in Kapitel 6 behandelt. An zwei Beispielen zeige ich die Anwen-
dung der prisentierten Theorie auf die Berechnung der Oberflichenbandstruk-
tur. In Kapitel 7 wird schlieflich die dielektrische Funktion fiir einen Kristall mit
Oberfliache in Angriff genommen. Es folgen eine kurze Beschreibung der erstellten
Computerprogramme und die Zusammenfassung.



Einheiten und Notation
In den Formeln dieser Arbeit werden ausschliesslich atomare Einheiten verwendet.
Energien werden in Hartree H gemessen und Lingen in Bohrschen Radien agp,:
Ameyh?

lagonr = =23 =0.52918-10"""m

h2

2
maBohr

1H = =4.3598 - 10718 J = 27.211 eV.

Das Plancksche Wirkungsquantum £, die Elementarladung e, die Dielektrizitéts-
konstante ¢y und die Elektronenmasse m haben in diesen Einheiten den Wert 1.
Die Energieachse in den Grafiken misst in Elektronenvolt, da dies die gebréuch-
lichere Einheit ist.

Vektoren werden durch einen Pfeil markiert, Tensoren durch einen Doppel-
pfeil und Matrizen durch doppelte Unterstreichung. Operatoren tragen keine be-
sondere Kennzeichnung. Das dyadische Produkt zweier Vektoren wird durch das
Symbol ® notiert.



Kapitel 2

ab-initio-Rechnungen zur
elektronischen Struktur

Die ab-initio-Berechnung der elektronischen Struktur bedeutet die Bestimmung
der Energien und Zustinde des Elektronensystems ohne Zuhilfenahme von em-
pirischen Werten. Vorausgesetzt werden meistens nur die Kristallstruktur und
eventuell die Gitterkonstanten. Da fiir Probleme der kondensierten Materie mit
typisch 10?2 Atomen die Berechnung der Vielteilchenwellenfunktion unméglich
ist, wurden verschiedene Niherungsverfahren entwickelt. So gibt es Methoden,
die die Berechnung der Einteilchen- und sogar Zweiteilchen-Greenschen Funktion
des Vielteilchensystems erlauben [2, 3|. Diese sehr aufwendigen Rechnungen stel-
len das jiingste Glied in der langen Reihe von numerischen Nidherungsverfahren
in der theoretischen Festkérperphysik dar und konnten bisher nur auf vergleichs-
weise einfache Substanzen angewendet werden. Eine andere Richtung verfolgen
Rechnungen nach der sogenannten Dichtefunktionaltheorie (DFT). Sie sind nu-
merisch wesentlich anspruchsloser als die Green-Funktions-Methoden und lassen
sich daher auf komplexe Systeme mit sehr vielen (z.B. einigen 1000) Atomen pro
Einheitszelle anwenden. Die Nachteile der DFT sind zum grofiten Teil bekannt
und wohlverstanden. Da die Rechnungen meiner Arbeit auf dieser Methode be-
ruhen, gebe ich im niichsten Abschnitt einen Uberblick iiber die DFT.

2.1 Dichtefunktionaltheorie

Die Grundlage der Dichtefunktionaltheorie bilden zwei Theoreme von Hohenberg
und Kohn [4]:

e Es gibt ein universelles Funktional F' der Dichte, so dass die Energie eines
elektronischen Systems in einem dufleren Potential V,,; gegeben ist durch:

E=Flg+ / Vot () 0(7)d%r (2.1)



e Die Energie hat ein Minimum, wenn die Dichte den korrekten Grundzu-
standswert annimmt.

Das erste Theorem zeigt, dass die - meist unmogliche - Berechnung der Vielteil-
chenwellenfunktion nicht nétig ist, sondern allein die Dichte das System vollkom-
men beschreibt. Mit Hilfe des zweiten Theorems entwickelten Kohn und Sham [5]
ein Gleichungssystem, das prinzipiell die Berechnung der Dichte ermdoglicht:

(=32 +Vist")) ) = ewa(r) (22)

Vis(F) = Vig(F) + /I“ —d’r" + Ve(7) (2.3)

o) = S P. (2.4)

Diese Gleichungen beschreiben ein Teilchen, das sich in dem effektiven Poten-
tial Vks bewegt. Dieses setzt sich aus dem externen Potential, der Coulomb-
Wechselwirkung mit der Dichte g und einem sogenannten Austausch-Korrelations-
Term V. zusammen. Die Dichte ist durch die dritte Gleichung als Summe iiber
die besetzten Zustdnde gegeben. Die Besetzungszahlen folgen aus den Lagrange-
Parametern ¢; nach der Fermi-Dirac-Statistik. Eine physikalische Bedeutung ha-
ben die Kohn-Sham-Orbitale 1; und Eigenwerte ¢; nicht. In Anlehnung an Koop-
mans-Theorem aus der Hartree-Fock-Theorie ist es dennoch iiblich, die Eigen-
werte ¢; mit gemessenen Elektronenenergien zu vergleichen.

Der Preis, der fiir diese iiberwiltigende Vereinfachung des Vielteilchenpro-
blems zu bezahlen ist, steckt in dem Austausch-Korrelations-Potential. Es ist
unbekannt und muss durch geeignete Ndherungen ersetzt werden. Die verbrei-
teste ist die Lokale-Dichte-Approximation (LDA), in der die Ergebnisse fiir das
freie Elektronengas genutzt werden. Sie ist daher gut geeignet, die Valenzelek-
tronen von Metallen zu beschreiben. Jedoch auch fiir stark inhomogene Sy-
steme wie Atome und kovalente Kristalle ist die LDA eine iiberraschend gute
Néherung. Typische Fehler, die bei Rechnungen in der DFT in LDA auftreten,
sind a) Uberschiitzung der Energien von lokalisierten Zustéinden (wie z.B. core-
Zusténden und d-Béndern) und b) Unterschitzung der fundamentalen Bandliicke
bei Halbleitern. Diese Defizite der LDA sind bekannt und lassen sich gegebenen-
falls beriicksichtigen.

Ich verwende fiir das Austausch-Korrelations-Potential die Formeln von Per-
dew und Zunger, die eine Monte-Carlo-Simulation des freien Elektronengases
von Ceperley und Alder parametrisiert haben. Die Ergebnisse schreibt man in
Abhéngigkeit des dimensionslosen Parameters 7, der durch

?7‘ co=1 (2.5)



gegeben ist. Das Austausch-Potential

0.6109
V, =— (2.6)

Ts

und das Korrelations-Potential

re<1:V, = —0.0292 — 0.0042r, + (0.01555 + 0.00066667,) In,  (2.7)
0.07115 + 0.08740, /75 + 0.03163r,
rs>1:V, = — * VT r (2.8)

(1+ 1.053/7, + 0.3334r,)"

(beides in Hartree-Einheiten) ergeben das Austausch-Korrelations-Potential
Vie = Vp + V.. Diese und weitere Parametrisierungen finden sich in Lehrbiichern,
wie z.B. [6] und [7].

2.2 Bandstrukturmethoden

Die heutigen Methoden zur ab-initio-Berechnung der elektronischen Struktur zer-
fallen im wesentlichen in All-Elektronen- und Pseudopotentialmethoden. Im er-
steren Fall konnen alle Elektronen beriicksichtigt werden. Oft l&sst man jedoch
einige core-Elektronen aufler Betracht und beschreibt sie in der frozen core ap-
prozimation, also als unverdnderlich. Aufgrund des stark variierenden Potentials
- singuldr in Kernndhe, flach im Zwischenraum - ist eine dem Problem angepas-
ste Basis erforderlich. Dazu zéhlen die APW (Augmented Plane Wave)- Methode,
das LCAO (Linear Combination of Atomic-like Orbitals)- und das LMTO (Linear
Muffin-Tin Orbitals)-Verfahren. Die APW-Methode gilt dabei als die genaueste.

In Pseudopotentialrechnungen werden das Kern- und das core-Elektronenpo-
tential durch ein glattes Pseudopotential ersetzt, so dass ebene Wellen als Basis
verwendet werden konnen. Der wesentlich vereinfachten Berechnung der Matrix-
elemente stehen einige Nachteile gegeniiber. So sind z.B. keine Aussagen iiber
den kernnahen Bereich méglich, die Generation der Pseudopotentiale kann pro-
blematisch sein, Elemente der ersten Reihe des Periodensystems ergeben , harte“
Pseudopotentiale usw.

In dieser Arbeit verzichte ich auf die Pseudopotentialndherung. Ich benutze
eine LCAO-Basis, da meine Behandlung des halbunendlichen Kristalls eine lokali-
sierte Basis erfordert. Die Discrete Variational Method, die im néchsten Abschnitt
beschrieben wird, erlaubt eine einfache Implementation, die Beriicksichtigung des
vollen Potentials sowie eine grofie Flexibilitdt in der Wahl der Basisfunktionen.

2.3 Die Discrete Variational Method

Eine grofie Schwierigkeit bei All-Elektronen-Methoden liegt in der Berechnung der
Matrixelemente des Hamilton-Operators, insbesondere wenn das volle Potential
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beriicksichtigt werden soll. In APW-Methoden wird dies oftmals durch die muffin-
tin-Naherung, die nur fiir dicht gepackte Strukturen geeignet ist, umgangen. In
LCAO-Verfahren werden die Matrixelemente oft als Summe von Mehr-Zentren-
Integralen gendhert. Die Vernachlissigung bestimmter Integrale fiihrt dann auf
die Zwei-Zentren- oder auf die tight-binding-Niherung. Die nicht-sphérischen An-
teile des Potentials sind in dieser Form besonders schwierig zu beriicksichtigen.
In der Discrete Variational Method (DVM) wird nicht versucht, die Inte-
grationen durch analytische Umformungen zu vereinfachen, sondern sie werden
direkt im reellen Raum iiber die Einheitszelle (EZ) ausgefiihrt. Die Elemente der
Uberlappmatrix Sij(E ) und der Hamilton-Matrix H;; (k) sind also

SiF) = [ eumends (2.9
S IPACATHEY (2.10)
Hy®) = [ oul) (<584 V0)) onrrer (2.11)

~ o) (504 V) ) ont) (2.12)

Uber die Art der Basisfunktionen ¢;; werden keine Annahmen gemacht, so dass
ein mized-basis-set aus LCAO-Funktionen, freien Orbitalen oder ebenen Wellen
leicht realisiert werden kann. Das Potential V' liegt nur im Ortsraum auf den
Integrationspunkten 7, vor; eine Entwicklung nach Kugelflichenfunktionen oder
in eine Fourier-Reihe wie in einigen LCAO- und FLAPW (Full-Potential-APW)-
Verfahren ist nicht notig.

Damit fiir eine geforderte Genauigkeit der Rechenaufwand klein bleibt, ist die
sorgfiltige Auswahl der Integrationspunkte 7, und -gewichte w, entscheidend.
Die ersten Anwendungen der DVM in der Festkorperphysik [8, 9, 10] benutz-
ten die zahlentheoretischen Methoden von Haselgrove [11] und Conroy [12] sowie
eine ansteigende Dichte der Integrationspunkte in Kernniahe. Eine neuere Ar-
beit [13] teilt die Einheitszelle in Kugeln um die Atome und Polyeder auf und
benutzt zusammengesetzte Gauss-Legendre-Integrationsmethoden. Nach meinen
Erfahrungen sind diese zusammengesetzten Formeln weniger effizient als die dio-
phantischen Methoden. Ich teile daher die Einheitszelle in muffin-tin-Kugeln um
die Atome und den Auflenraum auf und benutze in beiden eine Weiterentwick-
lung der Haselgrove-Conroy-Methode, die sogenannten Good-Lattice-Points. Die
Transformation auf Kugelkoordinaten in den muffin-tin-Kugeln ergibt einen Fak-
tor 72 in der Jacobi-Determinanten, der die gewiinschte Glittung des singuliren
Kernpotentials und der kinetischen Energie bewirkt. Diese quasi-Monte-Carlo-
Methode der Good-Lattice-Points geht auf Korobov [14] zuriick und wird z.B. von
Sloan [15] und Stroud [16] beschrieben. Die Integrale iiber die muffin-tin-Kugeln
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bzw. den Auflenraum werden jeweils auf den Einheitskubus transformiert. Fiir
diesen lautet die Integrationsregel

f(F)d%z%i:;f(Fp) mit 7, = ({%”}[%p][%pb (2.13)

wobei [z] = zmod1 bedeutet. Die Giite der Integrationsregel wird durch die
Anzahl der Integrationspunkte N und dem optimal vector t bestimmt. Tabellen
dieser Groflen findet man fiir verschiedene Dimensionen z.B. in dem Buch von
Stroud. Alle diophantischen Integrationsregeln sind ,,robust“, in dem Sinne, dass
eine grofle Klasse von Integranden behandelt werden kann. Ihr Vorteil gegeniiber
wiederholt angewendeten eindimensionalen Verfahren kommt aber erst bei Di-
mensionen > 3 zum Tragen. Bei Bandstrukturrechnungen zeigt sich, dass bereits
mit wenigen Punkten gute Ergebnisse erzielt werden. Eine groflere Genauigkeit
als 0.1 eV ist aber kaum zu erreichen. Dies zeigt sich z.B. an Béandern, die aus
Symmetriegriinden entartet sein sollten, jedoch aufgrund der numerischen Unge-
nauigkeit eine geringe Aufspaltung zeigen. Da in dieser Arbeit nicht die Entwick-
lung eines hoch-genauen Bandstrukturprogramms im Vordergrund steht, sondern
neue Methoden fiir optische Eigenschaften, ist das benutzte Integrationsverfahren
eine geeignete Wahl.

[0,1]3
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Kapitel 3

Basisfunktionen

In diesem Kapitel beschreibe ich die Basisfunktionen, die in den Volumen- und
Halbraumrechnungen verwendet werden. Die Frage des Basissatzes ist in dieser
Arbeit von besonderer Bedeutung, da einerseits, wegen der Halbraumgeometrie,
lokalisierte Basisfunktionen verwendet werden miissen, andererseits zur Berech-
nung der optischen Spektren eine gute Beschreibung der Leitungsbéinder nétig
ist.

3.1 LCAO-Verfahren

In nahezu allen Methoden zur Berechnung der elektronischen Struktur wird die
Kristallwellenfunktion

Vi (T) = chi(/_f')som(F) (3.1)

in Bloch-periodische Basisfunktionen ¢ (7) entwickelt. Die Entwicklungskoeffi-
zienten c,;(k ) sowie die Energien E,; des Zustandes 1, folgen aus der Losung
des verallgemeinerten Eigenwertproblems

H(E) ¢, (k) = En S(k) ¢, (F) - (3.2)

In LCAO-Methoden bestehen die Basisfunktionen g (7) aus Bloch-Summen ato-
marer Orbitale u;

N 1 ik-R - = -
@ik(T)zﬁzekRui(T—R—Ti) . (33)
R

Dabei sind N die Anzahl der Einheitszellen im Kristall und ¢ ein Multiindex,
der fiir die Atomsorte At, die ,Nummer® eines Basisatoms N7 (falls es mehrere
Atome einer Sorte gibt) und die Quantenzahlen n, [ und m des atomaren Orbitals
steht. Der Atomort ist durch 7; = T4;n, gegeben, das atomare Orbital durch

uAt,nlm(F) = Yim(f)RAt,nl(r) . (34)

13



Fiir die Kugelflichenfunktionen Y;,,, verwende ich reelle Linearkombinationen, die
im Anhang B, Tabelle B.1 aufgefiihrt sind.

In der urspriinglichen LCAO-Methode [17, 18] wurden fiir die Radialfunk-
tionen Ras, Losungen des freien Atoms verwendet. Dies hat jedoch mehrere
Nachteile:

e Atomorbitale werden iiblicherweise mit der Hartree-Fock-Methode berech-
net, wiahrend sich fiir Kristalle die Dichtefunktionaltheorie etabliert hat.
Insbesondere fiir core-Orbitale ergibt der Kristall-Hamilton-Operator daher
andere Eigenfunktionen und -werte als die atomare Hamilton-Funktion, ob-
wohl die Kristallumgebung in diesem Energiebereich keinen Einfluss haben
sollte.

e Die weit auslaufenden ,,Schwinze* der freien Valenzorbitale sind im Kristall
wegen der Ndhe der Nachbaratome unphysikalisch.

e Fiir offene Strukturen sind oftmals weitere Orbitale erforderlich, die nicht
an die Atome gebunden sind.

Aus diesen Griinden berechne ich Losungen der radialen Schrodinger-Gleichung

1 & I(1+1)
“o el T g T V)| Rulr) = EuRu(r) (3.5)
mit dem Potential
A
V(r) = Vo(r) + Vaelo(r)] = — + Veons (r) - (3.6)
Dabei sind

e Vc(r) das repulsive Coulomb-Potential der Elektron-Elektron-Wechselwirkung
e —Z das attraktive Kernpotential (Z =Kernladungszahl)

e V..[o(r)] das Austausch-Korrelations-Potential, das sich aus der radialsym-
metrischen Dichte o(r) ergibt

o Vions(r) ein attraktives confinement-Potential, das eine Ddmpfung der aus-
laufenden Enden der Radialfunktionen bewirkt.

Das Coulomb-Potential V(r) berechne ich aus gegebenen Atomwellenfunktionen,
die mit der Roothaan-Hartree-Fock-Methode berechnet worden sind. Diese sind
zum Beispiel von Clementi und Roetti [19] und Koga, Tatewaki und Thakkar [20]
verdffentlicht worden. Die Radialfunktionen R2" werden durch eine Summe von
Slater-Orbitalen r*+'e=¢" approximiert:

SPE

(2¢,) yrti= 1/2

prtle=tr (3.7)
2(v, +1+1))!
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Abbildung 3.1: 4s- und 3d-Radialfunktionen von Kupfer fiir das freie Atom und
mit dem confinement-Potential.

Die Radialfunktionen sind so normiert, dass

/0 T (REP (1) dr = 1 (3.9)

ist. Die radialsymmetrische Dichte eines Atoms folgt dann mit den Besetzungs-
zahlen «,,; aus

o(r) = ﬁ > o (RE"(n) (3.9)

Das atomare Coulomb-Potential der Elektron-Elektron Wechselwirkung ergibt
sich durch Losen der Poisson-Gleichung, die im radialsymmetrischen Fall auf
zwei eindimensionale Integrationen fiihrt:

Vo(r) = 4m [1 /0 ' t2o(t)dt + / ootg(t)dt] . (3.10)

r

Die Integrale konnen leicht mit ausreichender Genauigkeit numerisch bestimmt
werden. Das confinement-Potential Ve () von der Form

T

Veons (1) = (—) (3.11)

To
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Abbildung 3.2: Radialteile der off-site-Funktionen fiir die Drehimpulse [ = 0 bis
[ = 3. Das confinement-Potential folgt aus 7o = 3.518 apgops-

bewirkt eine Stauchung der Wellenfunktionen fiir » > ry. Der Parameter r( liegt
daher in der Groflenordnung des muffin-tin-Radius des Kristalls. Fiir eine mi-
nimale LCAO-Basis muss ry sehr genau bestimmt werden, z.B. durch Vergleich
mit anderen Bandstrukturen oder Energieminimierung [21, 22]. Der Einfluss ver-
schwindet jedoch mit zunehmender Zahl der Basisfunktionen und zeigt sich dann
nur noch in den oberen Leitungsbidndern. In Abbildung 3.1 wird der Effekt des
confinement-Potentials am Beispiel der Kupfer 4s- und 3d-Orbitale gezeigt. Der
Parameter ry betrigt ro = 3.744 apop.. Das 4s-Orbital, das beim freien Atom sehr
ausgedehnt ist, wird erheblich gestaucht, wihrend das lokalisiertere 3d-Orbital
nahezu unveréndert bleibt. Die inneren Knotenpunkte werden nicht verschoben.

Gleichung 3.5 16se ich durch Entwicklung von R,; nach Slater-Orbitalen, Be-
rechnung der Hamilton- und Uberlappmatrix und Lésung der Eigenwertgleichung.
Im Gegensatz zu der APW-Methode werden also keine Energieparameter ein-
gefiihrt.

Zusétzlich zu den Basisfunktionen, die an die Atomorte gebunden sind, kénnen
weitere Funktionen an beliebige Orte in der Einheitszelle platziert werden. Die-
se off-site-Funktionen ergeben sich durch Losen der Gleichung 3.5, wobei das
Potential V(r) nur aus dem confinement-Term besteht. Eine Entwicklung nach
Slater-Funktionen ist ungeeignet, da sie dem 1/r-Potential angepasst sind. Ich ha-
be daher das Numerov-Verfahren implementiert, das in Lehrbiichern wie z.B. [6]
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beschrieben wird. Wie aus Abbildung 3.2 ersichtlich, sind diese Radialfunktio-
nen fiir kleine Radien proportional zu 7!, haben genau ein Maximum und ver-
schwinden exponentiell ohne einen Nulldurchgang fiir » — oo . Mit Hilfe der off-
site-Funktionen kann die Drehimpulsentwicklung der LCAO-Basis eingeschrankt
werden. Sie sind sowohl fiir Volumenkristalle mit offener Struktur (wie das Zink-
blendegitter) als auch zur Beschreibung der Wellenfunktion im Vakuum niitzlich.

Alle Radialfunktionen R,; werden auf einem quadratischen Raster tabelliert
und durch lineare Interpolation ausgewertet. Damit werden die starken Schwan-
kungen in Kernnihe gut erfasst. Anschliefend werden die Basisfunktionen ¢;;, an
allen Good-Lattice-Points berechnet und gespeichert.

3.2 Gemischte Basis

Unter mized-basis versteht man die Kombination einer LCAO-Basis mit ebenen
Wellen. Diese sehr effiziente Methode habe ich fiir die Volumenversion realisiert,
um Vergleiche mit einer reinen LCAO-Basis zu erhalten. Die Entwicklung der
Wellenfunktion lautet jetzt:

Ui (7 Zcm )&in(7) (3.12)

mit

LS ek Ry (7 - R F fir i=1...N

Ein(F) = { \/NZR o (4' } ) ' L (3.13)

i(k+G;)-T fir 1=Nr+1...Npyw + Ng,
Dabei sind G reziproke Gittervektoren, €2 das Kristallvolumen, Npy, die Anzahl
der ebenen Wellen und N; die Anzahl der LCAO-Funktionen. Da die ebene-
Wellen-Basis leicht systematisch erweitert werden kann, bietet sie sich als Ver-
gleich zu Fragen der Basissatz-Konvergenz an. An den Ergebnissen, siehe 4.2, wird

deutlich, dass auch mit einer reinen LCAO-Basis die unteren Leitungsbinder sehr
gut beschrieben werden koénnen.

3.3 Orthogonalisierung

Wenn viele lokale Orbitale oder ebene Wellen in der Basis enthalten sind, miissen
die Basisfunktionen auf die core-Bloch-Wellen orthogonalisiert werden. Ande-
renfalls ist der Funktionenraum grofl genug, um bei der Diagonalisierung der
Hamilton-Matrix die nicht interessierenden core-Zustinde zu erzeugen. Erfah-
rungsgeméf tritt dies bei sp-Halbleitern erst auf, wenn f-Orbitale, also eine dop-
pelt polarisierte Basis, oder ebene Wellen benutzt werden. Fiir die Orthogona-
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lisierung berechne ich den Uberlapp Sc,,(/; ) zwischen den core-Bloch-Wellen ¢y
und den Basisfunktionen ¢,; und erhalte als neue Basisfunktionen

@vk( S%k ZSC'U E rok . (3]_4)

Dabei setze ich voraus, dass die core-Orbitale verschiedener Atome sich nicht
iiberlappen und untereinander orthogonal sind. Fiir die neue Basis gilt dann

<(Pck |§5vk> = @ck‘(pvkz Z Sc 11 (Pck |§0c’k> (315)
<906k‘(pvk> — SCU(E) (316)
0. (3.17)

Dieses Verfahren ist der OPW (Orthogonalized Plane Wave)-Methode, bei der die
Basisfunktionen ausschliellich aus ebenen Wellen bestehen, entlehnt. Die OPW-
Methode fiihrte oftmals zu groflen Fehlern in den Energien, da fiir die core-
Orbitale atomare Hartree-Fock Rechnungen, fiir den Kristall-Hamilton-Operator
jedoch die Dichtefunktionaltheorie benutzt wurden. Damit wurden die ebenen
Wellen auf die falschen Orbitale orthogonalisiert, wodurch die Eigenzustéinde des
Kristall-Hamilton-Operators Anteile der core-Zustinde aufwiesen. Damit ergaben
sich erheblich zu tiefe Eigenwerte. Aus diesem Grund und durch die Entwicklung
des genaueren APW-Verfahrens und der schnelleren Pseudopotentialmethoden
sind OPW-Rechnungen aus der Mode gekommen.

Da ich das Kristallpotential aus den atomaren Potentialen zusammensetze
und fiir das atomare Problem wie fiir den Festkorper die Dichtefunktionaltheorie
anwende, treten die beschriebenen Schwierigkeiten hier nicht auf. Die Anzahl der
core-Zustiande, die aus der Basis herausprojiziert werden, ist frei wihlbar, so dass
sowohl frozen core- als auch All-Elektronen-Rechnungen moglich sind.

18



Kapitel 4

Elektronische Struktur von
Volumenkristallen

In diesem Kapitel beschreibe ich das von mir erstellte Programm zur Berechnung
der elektronischen Struktur von Volumenkristallen. Im letzten Abschnitt zeige
ich Ergebnisse fiir verschiedene Klassen von Festkorpern.

4.1 Programmablauf

Der erste Schritt besteht aus dem Auslesen der Eingabedatei. Weiterhin werden
die direkten und reziproken Gittervektoren sowie die Good-Lattice-Points (Ab-
schnitt 2.3) in der Einheitszelle berechnet. Daraufhin bestimmt das Programm
aus den Clementi-Roetti-Daten die atomaren Potentiale und Dichten (Gleichun-
gen 3.6 und 3.9). Aus diesen folgen die atomaren Orbitale durch Losung der radia-
len Schrédinger-Gleichung, wie in Kapitel 3 beschrieben. Dann werden die Uber-
lagerung der atomaren Dichten der core- und Valenzelektronen ¢5ré(r), o%%(r)
und Potentiale V(r)

ore(®) = > ore(IF— R — Fawel) (4.1)
é,At,N’r

ou(®) = > %7 — R —Fagwe) (4.2)
R,At,N’r

— oul (| = D = Z
Va(7) = Z (VAC; "F — R — Fasne|) — At >+

s 7= R 7o
Vael 057 (7) + 0bg' (7)] (4.3)

sowie die Basisfunktionen ;;, (Gleichung 3.3 oder 3.13) an den Good-Lattice-
Points tabelliert. Falls es notwendig ist, werden die Basisfunktionen auf die
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core-Zustédnde orthogonalisiert (Gleichung 3.14). Es folgt die Aufstellung der
Uberlappmatrizen S(k ) und Start-Hamilton-Matrizen H°(k ) fiir alle special points
k:

Si(k) = (ik |jk) (4.4)
HYE) = (G| (~5 A + Vi 5F) (4.5)

]

Die Anwendung des Laplace-Operators auf die Basisfunktionen wird analytisch

—

berechnet. Nach der Initialisierung der ,aktuellen Hamilton-Matrix H (k) mit
H O(k ) beginnt die Selbstkonsistenzschleife mit der Losung des Eigenwertproblems

H(k)c,(k) = Eux S(F) ¢, (k) | (4.6)

der Berechnung der Wellenfunktionen
Y () = chi(E)ﬁﬂik(F) (4.7)

und damit der Valenzdichte als Summe iiber alle besetzten Zustinde:

E.r<Ep

o) =2 Y |l (4.8)

nk

Die Summe iiber die Bloch-Vektoren aus der 1. Brillouin-Zone wird durch eine
Summe iiber sogenannte special points [23] approximiert. Fiir Halbleiter und Iso-
latoren geniigt eine sehr geringe Anzahl (zwischen zwei und vier) von E—Vektoren,
und die Anzahl der zu beriicksichtigenden Bénder ist gleich der halben Elektro-
nenanzahl in der Einheitszelle (spin-Entartung vorausgesetzt). Fiir Metalle wird
zuerst die Fermi-Energie Fr durch Integration der Zustandsdichte

D(E)=2) 6(E— En) (4.9)

berechnet. Die Brillouin-Zonen-Summe muss dabei einige zehn k-Vektoren ent-
halten, um die Fermi-Energie genau zu bestimmen. Diese ist erreicht, wenn das
Integral die richtige Elektronenzahl n ergibt:
Ep
n= (E)dE . (4.10)
Falls die 2-Norm von zwei aufeinanderfolgenden Dichten kleiner als eine vorge-
gebene Grenze ¢ ist, wird die Selbstkonsistenzschleife abgebrochen. Anderenfalls
werden nach dem Anderson-Verfahren [24, 25] mehrere Vorgéinger der Dichte mit
der aktuellen Dichte gemischt und damit die Differenz zur atomaren Dichte

do(7) = o(F") = Gy () (4.11)
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berechnet. Fiir diese 16se ich die Poisson-Gleichung
NSV (F) = 4mdp(T) (4.12)

durch Entwicklung der Gitterperiodischen Gréflen dp und 6V in eine Fourier-
Reihe, Auflésung nach V" und Riicktransformation. Damit folgt:

V() =S —60(G)elo . (4.13)

Die Fourier-Transformierte der Dichte wird mit den Good-Lattice-Points berech-
net:

50(G) = /Ez e_ié"?ég(f')d?’r (4.14)
~ Z wpe_ié'Fp5g(Fp ) . (4.15)
P

Da die Differenzdichte §p nur die Anderung der aktuellen Valenzdichte gegeniiber
der Uberlagerung der atomaren Valenzdichten enthiilt, also keine core-Dichten, ist
die Entwicklung in eine Fourier-Reihe mit einer geringen Anzahl von reziproken
Gittervektoren G méglich. Weiterhin beschleunigt der Faktor 1/G? in 4.13 die
Konvergenz. Nach Berechnung der Matrixelemente des Differenzpotentials

OVij (k) = (i |0V + Vielo+ 057] — Vacloli! + 05571 iF) (4.16)
wird die neue Hamilton-Matrix gebildet:
Hij(k) = HY(k) + 6Vi(k) . (4.17)

Mit dieser Hamilton-Matrix wird wieder das Eigenwertproblem 4.6 geldst, bis sich
die Dichte nicht mehr dndert.

Aus dem selbstkonsistenten Potential konnen dann die Bandstruktur, die Zu-
standsdichte und die dielektrische Funktion (Kapitel 5) berechnet werden. Da
diese Groflen die Berechnung der Matrizen an vielen k-Werten erfordern, kann
- sofern geniigend Basisfunktionen vorhanden sind - viel Rechenzeit durch die
k- p-Methode eingespart werden, siehe dazu Anhang A.
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Das Ablaufschema ist im folgenden Diagramm zusammengefasst:

Initialisierungen: Eingabedatei lesen, Good-Lattice
Points und Gittervektoren berechnen

v

Atomare Orbitale durch Lésen der radialen
Schrédinger-Gleichung bestimmen und tabellieren

v

Gittersummen der atomar&roien fat,Var) und
Basisfunktioneran den Good-Lattice-Points tabellierep

v

UberlappmatrixS und Hamilton-MatrixH0 aufstellen
und H=HOsetzen, i=0

v

— H diagonalisieren und Wellenfunktionen berechne

—

x

i v

g Fermi-Energie bestimmen und damit die Dicpeund

= Differenzdichtedp=p()—pat berechnen

© —

Iz v )

- )

Q . . . .

1] Poisson-Gleichung fip I8sen, DifferenzpotentidV g

< berechnen T

3]

Hool Q

c ¢ '1
‘ Update der Hamilton-Matrixd=H0+8V | &

post-processing: Bandstruktur, Zustandsdichte, |<3——
dielektrische Funktion

4.2 Ergebnisse

Ich habe fiir verschieden Typen von kristallinen Festkérpern die elektronische
Struktur selbstkonsistent berechnet. Ich méchte darstellen, dass die LCAO-Methode

e sowohl fiir Metalle als auch fiir Halbleiter geeignet ist
e auskonvergierte Leitungsbinder bis zu einigen zehn eV erreicht

e cine systematische Erweiterung erlaubt.
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— LCAO-Darstellung i
Freie-El.-Parabeln

X r K X w K L r

Abbildung 4.1: Freie-Elektronen-Parabeln fiir einen fcc-Kristall mit der Gitter-
konstanten von Kupfer: a = 6.82 apop,

4.2.1 Freies Elektronengas

Das freie Elektronengas ist ein extremes Beispiel fiir einen metallischen Kristall.
Da das Potential verschwindet, lassen sich die Eigenenergien aus der Schrédinger-
Gleichung exakt berechnen: Ep, = 1/2(k+ G,)2, wobei G, die reziproken Gitter-
vektoren des Kristalls sind. Die Darstellung der Wellenfunktion ¢y (7") = ei(F+Gn)7
in einer LCAO-Basis entspricht der Drehimpulszerlegung einer ebenen Welle

e = 4m Y iy (qr) Vi () Vi (7) - (4.18)

lm

Aus dieser Entwicklung konnte man schlieffen, dass die sphérischen Bessel-Funkti-
onen j;(gr) als off-site-Funktionen fiir reale Kristalle mit offener Struktur geeignet
wiren. Da sie aber nur mit (¢gr)~' gegen Null gehen und damit eine sehr grofie
Reichweite haben, sind sie fiir die Halbraumgeometrie nicht verwendbar. Ich be-
nutze sie daher auch nicht fiir den Volumenkristall. In Abbildung 4.1 vergleiche
ich die Energien der LCAO-Darstellung der ebenen Wellen mit den exakten Pa-
rabeln E,; fiir einen fcc-Kristall. Die Drehimpulsentwicklung geht bis [ = 3 mit
jeweils einer Radialfunktion. Bis ca. 25 eV ist eine nahezu perfekte Ubereinstim-
mung zu erkennen.
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Abbildung 4.2: Bandstruktur von GaAs fiir verschiedene Basissdtze im Vergleich
mit einer APW-Rechnung

4.2.2 Galliumarsenid

Galliumarsenid ist ein III-V-Halbleiter mit einer direkten Bandliicke von

Eger = 1.52 eV [26]. Der schwarz-glinzende Kristall bildet eine Zinkblendestruk-
tur aus, in der jedes Atom iiber sp*-Hybridorbitale tetraederférmig an die vier
nédchsten Nachbarn der jeweils anderen Spezies gebunden ist. Die Gitterkonstan-
te betriagt 10.68 apyp-- In LDA-Rechnungen wird die fundamentale Bandliicke
unterschitzt. Der Wertebereich fiir E¢, in den verschiedenen Rechnungen ist da-
bei sehr grof§ und reicht von 0.14 eV [27] iiber 0.38 eV [36] bis 1.5 eV [59]. In
Abbildung 4.2 wird eine full potential-LAPW-Bandstruktur [27] mit meinen Er-
gebnissen verglichen. Im linken Bild wird das Resultat einer OPW-Rechnung mit
95 ebenen Wellen gezeigt. Fiir das mittlere Bild wurde diese Basis mit den LCAO-
Funktionen der 4s- und 4p-Orbitale von Arsen und Gallium erweitert, was zu 103
Basisfunktionen fiihrt. Rechts ist eine reine LCAO-Bandstruktur mit 64 Basis-
funktionen dargestellt. Diese bestehen aus den 4s-, 4p-, 4d- und 4 f-Orbitalen von
Arsen und Gallium sowie off-site-Funktionen mit den Drehimpulsen [ = 0, 1, 2
und 3. Die Bandliicken sind 0.94 eV, 1.18 eV und 1.16 eV fiir die OPW-, gemisch-
te und LCAO-Basis. Der grofite Unterschied meiner Rechnungen zu der APW-
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Abbildung 4.3: Bandstruktur von Cu. Durchgezogen: LCAO-Rechnung, gestri-
chelt: mized-basis-Rechung.

Bandstruktur zeigt sich im untersten Leitungsband, insbesondere in der Umge-
bung des I'-Punktes. Das ist eine Folge der sehr unterschiedlichen Bandliicken.
Die oberen Leitungsbénder stimmen in allen vier Rechnungen sehr gut iiberein.
Im Valenzbandbereich ist auffillig, dass das unterste, As4s-abgeleitete Band so-
wohl in der mized basis- als auch in der LCAO-Rechnung um 0.5 eV iiber den
APW-Energien und 0.3 eV iiber den OPW-Energien liegt. Ich fiihre dies auf die
Losung des atomaren Problems zuriick, das in dieser Arbeit mit einem anderen
Austausch-Korrelationsfunktional gelost wird als bei der APW-Rechnung. Auf
lokalisierte Zusténde hat dieses einen grofleren Einfluss als auf ausgedehnte Wel-
lenfunktionen.

4.2.3 Kupfer

Charakteristisch fiir die Edelmetalle ist die Kombination von fiinf d-Biandern
und einem s-Band. So ist die Elektronenkonfiguration von Kupfer gegeben durch
[Ar] 3d1° 4s'. Da Kupfer in der dicht gepackten fce-Struktur mit einer Gitterkon-
stanten von 6.82 app, kristallisiert, sind keine off-site-Funktionen notig. Wegen
der flach verlaufenden d-Bénder, die mit ebenen Wellen schwierig zu beschrei-
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Abbildung 4.4: Bandstruktur und Kristallstruktur von 7755

ben sind, bietet sich fiir Kupfer eine gemischte Basis besonders an. In Abbil-
dung 4.3 vergleiche ich eine mized basis-Rechnung, die 59 ebene Wellen, 3d- und
4s-Orbitale enthélt, mit verschiedenen LCAO-Ergebnissen. Eine Basis aus den
3d-, 4s- und 4p-Orbitalen, linkes Bild, beschreibt den Valenzbandbereich und die
unteren Leitungsbénder qualitativ richtig. Eine sehr gute Ubereinstimmung mit
der mized basis-Rechnung bis ca. 20 eV erreicht man durch Hinzunahme der 4d-
und 4 f-Orbitale, wie im mittleren Bild zu sehen ist. Beriicksichtigt man weiterhin
die 5s- bis 5 f-Orbitale, rechtes Bild, so ergibt sich eine nahezu perfekte Uberein-
stimmung bis 30 eV. Die Anzahl der LCAO-Funktionen betriigt 9, 21 und 37 (in
der vorgestellten Reihenfolge).

4.2.4 Titandisulfid

Die Berechnung der Bandstruktur von Titandisulfid ist ein Test fiir mehrere Kom-
ponenten des Programms. Im Unterschied zu den anderen Beispielen kristalli-
siert es nicht in einer kubischen Struktur, sondern in der hexagonalen 1T-C'dJ5-
Struktur. Die Gitterkonstanten sind a = 6.425 agop, und ¢ = 10.75 apgop,- Das Ti-
tanatom sitzt im Ursprung und die Schwefelatome bei +(0.5, /3/6, 0.2501¢/a)a.
Die Kristallstruktur wird auf der rechten Seite von Abbildung 4.4 dargestellt.
Jedes Titanatom ist von sechs Schwefelatomen umgeben. Diese bilden Schichten,
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die nur iiber van-der-Waals-Wechselwirkungen zusammengehalten werden und
dadurch eine leichte Spaltbarkeit bewirken.

Die Elektronenkonfiguration von Titan und Schwefel lauten Ti: [Ar] 3d? 4s*
und S: 152252 2p®3s? 3p*. Durch die Mischung der Titan-3d-Orbitale mit den
Schwefel-3p-Orbitalen nahe der Fermi-Kante miissen die Brillouin-Zonen-Integrale
sorgfiltig berechnet werden, um die Fermi-Energie genau zu bestimmen. Nach
dieser Rechnung, die mit 52 spectal points im irreduziblen Teil der Brillouin-
Zone ausgefithrt wurde, ist Titandisulfid ein Halbmetall. Die Basis enthilt die
LCAO-Funktionen der Titan 2p- bis 4f-Orbitale und der Schwefel 2s- bis 4f-
Orbitale. Zusétzlich sind in der van-der-Waals-Liicke off-site-Funktionen mit den
Drehimpulsen | = 0 bis [ = 3 lokalisiert. Das ergibt 102 Basisfunktionen. Auf
der linken Seite der Abbildung 4.4 vergleiche ich meine LCAO- mit einer APW-
Bandstruktur [28]. Die APW-Rechnung verwendet 301 ebene Wellen und 72 lo-
kalisierte Funktionen an 84 k-Punkten. An diesem Beispiel zeigt sich die Uber-
legenheit der ebenen Wellen fiir die Beschreibung sehr inhomogener Substanzen.
Wihrend die Ubereinstimmung der Valenzbinder hervorragend ist, differieren die
Leitungsbinder betrichtlich. Ich fiihre dies auf eine ungeniigende Beschreibung
der Wellenfunktionen in der van-der-Waals-Liicke durch die LCAO-Basis zuriick.
Nach den Erfahrungen mit dem freien Elektronengas ist aber zu vermuten, dass
sich dieser Mangel durch eine gréflere Anzahl von off-site-Funktionen beheben
lasst.
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Kapitel 5

Dielektrische Funktion

In diesem Kapitel leite ich die Gleichungen ab, die zur Berechnung der dielektri-
sche Funktion (DK) benutzt werden.

Ich beginne mit der wohlbekannten Fourier-Darstellung der DK, da diese For-
mel in der iiberwiegenden Mehrzahl aller Arbeiten zur Berechnung der DK her-
angezogen wird. Anhand von Beispielen zeige ich, dass die bisher entwickelte
Berechnungsmethode (LCAO-Entwicklung der Wellenfunktionen, numerische In-
tegration der Matrixelemente) Ergebnisse im Rahmen der iiblichen Genauigkeit
liefert. Mit Blick auf die spéitere Anwendung auf einen Halbraum entwickle ich
eine Formel, die die Berechnung der DK ohne Zuhilfenahme von ebenen Wellen
und Wellenfunktionen gestattet.

5.1 Die longitudinale, tensorielle DK im Fourier-
Raum

Bringt man in einen Kristall eine Testladung mit der Verteilung g;(7,t) ein, so
werden die Elektronen des Kristalls diese abschirmen. Die Summe aus der indu-
zierten Abschirmladung o,(7,t) und der Testladung verursacht ein Potential

V(i 1) = / 0™ 1) + 0:(71) 4o 1 (5.1)

P

das mit dem elektrischen Feld im Kristall
E(7,t) = —=VV (7,1 (5.2)

verkniipft ist. Ebenso steht die Testladung p; mit einem Potential V; und der
dielektrischen Verschiebung D im Zusammenhang:
] _'Iat
Vit = (&0 g (5.3)

=7
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D(7t) = =VVi(7,1) . (5.4)

Fiir eine verschwindend kleine Testladung kann man eine lineare Abhéngigkeit
zwischen der induzierten Abschirmladung und der Testladung erwarten. Die Ver-
allgemeinerung auf eine endliche externe Ladung p; wird als lineare Antworttheo-
rie bezeichnet und fiihrt auf die Definition des dielektrischen Tensors:

B ) = / i / it ¢ (7 — OB (5.5)

Um eine explizite Formel fiir € 7u erhalten, ist es giinstig in den Fourier-Raum zu
wechseln. Dabei stelle ich, mit Blick auf die Anwendung auf einen Kristall, Im-
pulsvektoren als Summe von einem reziproken Gittervektor G und einem Vektor
¢ aus der ersten Brillouin-Zone dar. Eine Rechnung mit kontinuierlichen Impuls-
vektoren verlduft vollig analog.

Ich definiere also

- = 1 ) e
D(G—}—q_:w) — ﬁ/dgr/dte'Wte_z(G_W)'r (7_‘,’ t)
A 1 R T
by = /dwe Wt GHDTD (G + ¢, w
(7:1) 21V Q %; ( )
q
1 F4q) 7 1 AN 2
(gé@' (.7 \w) = 5/dgT/d3r'/dtel‘”te_z(G+q)’" P (7, 7', £)ei(@'+T)7
P4 (77 1) = 1 dwe Wt G+D)T ¢ Loy (G
nTD = 2 D2 | dwe e €ae (1,4, w)e (5.9)
élf élq’l

und in gleicher Weise fiir E. Die Ortsintegrale umfassen das Kristallvolumen €.
Die Gleichungen 5.1 bis 5.5 lauten im Fourier-Raum (fiir G+¢ # 0 und Q — o0):

0i(G + §,w) + 0,(G + 7, w)

V(IG+ qw) = 4r G1ap (5.10)
EG+qw) = —i(G+q)V(G+qw) (5.11)
VGt iw) = 4r8lGH0w) (5.12)
|G +q
DG+ qw) = —i(G+qVi(G+q,w) (5.13)
DG+qw) = ) €55 @7 wEG +7'w) . (5.14)
G'q’

Da E und D als reine Gradientenfelder darstellbar sind, also keine Rotationsan-
teile haben, sind sie im Fourier-Raum parallel zu G' + ¢. Die DK, die zwischen
diesen longitudinalen Feldern vermittelt, wird daher als longitudinal-longitudinal
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DK bezeichet. Ebenso gibt es eine transversal-transversal DK sowie die gemisch-
ten, siehe [29]. Durch Einsetzen von 5.11 und 5.13 in 5.14 folgt:

G+ ViG+qw) =) €sa @T,0)G +TW(EGE +7w) . (515)

el 7

Nach Addition von (G + ) V(G + ¢, w) mit

= = - ] C_j _;
VS(G+<7,w)ZV(G+q*,w)—1/i(G+q',w):47r9(f’_q_“’) (5.16)
G +q
und Umstellen ergibt sich
G+q 4 . %, -
47T_,7_L‘]2QS(G+C],Q}) = ZV(GI+ql’w) (517)
|G+q| G’/E/
A -
P@%al—%@@fwﬂ@Wf%

—

Durch Bilden der Funktionalableitung nach V (G’ + ¢’,w) kann man die Polari-
sation

- dos(7,t)
P, 7't —t) 5V ) bzw. (5.18)
.o 00s(G +Gw
Paa(@,d"\w) = ¢ - ) (5.19)
V(G +q',w)
einbringen:
o .. = G+q L
Saadeq 1 — €aa (0.0, w)| (G'+ @) =4r 1 (7,q",w) . (5.20)

R
Die Dyade (G + ) ® (G' + ') ist der einzige Tensor zweiten Ranges, der hier
A nd

auftreten kann (neben 1 und ‘Z), da es keine weiteren ausgezeichneten Richtun-

gen ausser G+ ¢ und G' + ¢’ gibt. Die Kristallsymmetrie ist in den reziproken
Gittervektoren G enthalten. Die obige Gleichung kann also nach € aufgelost wer-

den:

G+ @G +7)
G+ PG+

leled (7,¢",w) = 5@@,5@*@/ T —Ar Pga (q,q",w) . (5.21)
Diese Gleichung wurde ausschlieBlich mithilfe der klassischen Elektrodynamik
hergeleitet und ist daher unabhingig von der mikroskopischen Theorie, aus der
die Polarisation folgt. Nach meinem Wissen ist sie in der Literatur nur im Zu-
sammenhang mit der Random Phase Approzimation (siehe Abschnitt 5.2) fiir die
Polarisation und fir G = G’ = 0 zu finden [29, 30].
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Die DK ist invariant gegeniiber Translation der Ortsvariablen um einen Git-
tervektor R:

€ (77 w) =€ (F+ R,7 + R,w) . (5.22)
Deshalb gilt

<~ SN RS o

€Ga (0.7, w) =07 €ga (T,w) - (5.23)

Die bekanntere Formel fiir die skalare DK ergibt sich aus

- G+q o .  G+7
cga(@w) = —— €ga ((w)=—— (5.24)
G+ G+ ¢
4dr .
= Oge — Psa (G, w) - (5.25)

G+ 716"+ ]
Die Darstellung der DK im Fourier-Raum bietet zwei Vorteile: Zum einen sind

die Matrixelemente der Polarisation P leicht zu berechnen - siehe den folgenden
Abschnitt - und zum anderen ist die makroskopische DK

(5.26)

emacro() = I (S )

unmittelbar zugénglich. Diese kann direkt mit gemessenen Daten verglichen wer-
den. Der Unterschied zu der mikroskopischen DK

6micro(q_; w) = €00 (q_; w) (527)
beruht auf den sogenannten lokalen Feldeffekten (LFE). Bei Vernachlissigung
dieser Effekte geniigt sogar die alleinige Berechnung des G = G' = 0 Elementes
der Polarisation. Fiir ¢y gilt die bekannte Formel

GOO(Q_‘, w) =1- ’UqP()()(LT,w) s (528)

— 4

wobei v, = p die Fourier-Transformierte des Coulomb-Potentials einer Punktla-
dung ist. Der Einfluss der lokalen Feldeffekte wird im Abschnitt 5.3 diskutiert.

5.2 Greensche Funktion und Polarisation

Die Greensche Funktion G(7, 7', t, ') ist ein méchtiges Werkzeug der Vielteilchen-
theorie. Sie ist definiert als [2]

G 7' t, ) = —i(N|T{¥ (7, t)U* (7', ¢)}|N) , (5.29)

wobei |N) der Grundzustand des N-Teilchen Systems ist sowie ¥+ und ¥ Erzeu-
gungs- bzw. Vernichtungsoperatoren sind. Das Symbol T{. ..} steht fiir den Wick-
schen Zeitordnungsoperator. Die Reihenfolge der Operatoren fiir ¢ > ¢’ beschreibt
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die Erzeugung eines Teilchens bei 7't' und anschlieflende Vernichtung bei 7¢. Die
Greensche Funktion gibt also die Ubergangswahrscheinlichkeit dieses Prozesses
an.

Nutzt man die Homogenitéit in der Zeit und transformiert in den Frequenz-
raum, so kann man die Greenschen Funktion durch die Selbstenergie des Elektrons
> mit Hilfe der Dyson-Gleichung ausdriicken:

G(E)=[E—-H-x(E)". (5.30)

Dabei ist H der Hamilton-Operator der Quasiteilchen. Der Realteil der Selbst-
energie ergibt offensichtlich eine Korrektur der Eigenwerte des Hamilton-Operators.
Der Imaginérteil bestimmt die Lebensdauer des Quasiteilchens, das durch G be-
schrieben wird. Die Berechnung der Selbstenergie und der Greenschen Funktion
des Vielteilchen-Systems geht iiber den Rahmen dieser Arbeit hinaus. Ich nihe-
re daher G durch die Resolvente des Einteilchen-Hamilton-Operators nach der
Dichtefunktionaltheorie HP*T'. Die Spektraldarstellung von GP¥? folgt aus den
Eigenzustinden ,, und Eigenwerten E,; von HPIT:

DFT (7 =1 Yk (7)Y ()
= . 5.31

nk

Der Ausdruck —insign(E,; — Er) (EF ist die Fermi-Energie) verschiebt die Pole
der Greenschen Funktion in die komplexe Energie-Ebene und simuliert im be-
schrinkten Mafle die Selbstenergie. Fiir diese ist bekannt, dass der Imaginérteil
fiir Energien unterhalb der Fermi-Energie positiv und dariiber negativ ist. Der
Realteil der Selbstenergie bewirkt fiir Halbleiter eine nahezu E—unabhz’ingige Ver-
schiebung der Leitungsbinder zu héheren Energien. Dieses aus GIW-Rechnungen
bekannte Verhalten wird oftmals durch den sogenannten scissor operator simu-
liert: Die DFT-Einteilchenenergien oberhalb der Fermi-Kante werden einfach um
einen gewissen Betrag angehoben, so dass sich entweder die korrekte Energieliicke
ergibt oder die Hauptstrukturen in der DK mit dem Experiment iibereinstimmen.

Der Polarisationspropagator P,(7, 7', t,t') gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass
ein Elektron-Loch-Paar bei 7't erzeugt und anschliefend bei 7 vernichtet wird.
Dabher ist P, direkt mit der Zwei-Teilchen-Greenschen Funktion verkniipft [31]:

P74 Y) = GEELTE, 40,7 +0) — (p(7) (p(F")) (5.32)
(NIT{p(7) p(r"t') }IN) - (5.33)

Dabei ist p die Differenz des Dichteoperators p zu seinem Erwartungswert

p(7,t) = p(r, 1) — {p(7,1)) - (5.34)

Die Polarisation hat demnach die Bedeutung der Dichte-Dichte-Korrelations-
funktion. In nullter Ordnung Stérungstheorie wird die Zwei-Teilchen-Greensche
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Funktion durch die Ein-Teilchen-Greensche Funktion von nicht-wechselwirkenden
Teilchen gendhert. Fiir die Polarisation folgt in dieser Ndherung, der sogenannten
Random Phase Approzimation (RPA):

P77 t, 1) = =GO (7, 7' t, GO (7', 7t 1) . (5.35)

Da in der LDA der DFT das Elektronensystem durch nicht-wechselwirkende Teil-
chen beschrieben wird, macht es Sinn, die hier auftretende Greensche Funktion
G° durch GPFT nach Gleichung 5.31 zu nihern. Ich definiere also

PPFT(7 7' t,1") = —iGPFL (7, 7' t,¢)GPFL (7' 7t 1) . (5.36)

Zur Vereinfachung wird im folgenden das Superscript DF'T fortgelassen.
Da die Polarisation wie die Greensche Funktion nur von der Zeitdifferenz ¢t —¢'
abhéngt, kann man P, von der Zeit zur Frequenz transformieren:

B \w) = /‘Iuﬁﬁjkmﬁ (5.37)
1 o
= — G 7 WG, 7w — w)dw' (5.38)
2mi ) _ o
= DD a5 () e (7 (7)
nk n'k’
n 1-— n'k’! n'k! 1-— n
Sak(1 = frw) _ Jorw (1 = fok) _| . (5.39)
Enk — En’k’ —w + 27,77 Enk - En’k;’ — W — 2Zn

Dabei sind f,; die Fermi-Besetzungszahlen der Zustéinde 1,,;. Fiir die Berechnung
der DK ist die zeitgeordnete Polarisation nicht geeeignet, da sie nicht kausal ist.
Statt dessen muss die retardierte Polarisation, also die kausale Dichte-Dichte-
Antwortfunktion, verwendet werden:

P77 1, ) = —if(t — ) (N| [p(7,1), p(7", )] | N) . (5.40)

Wie in [2] gezeigt wird, folgt sie aus der zeitgeordneten Polarisation, indem das
Vorzeichen von 7 im ersten Summanden von 5.39 umgedreht wird.
Damit ergibt sich fiir die retardierte Polarisation in DFT:

P 0) = 30 3 ok PV 7 W (7 i ()8 (5.41)

PR nk_En’k’_w_27;n
nk n'k’

Zusammen mit Gleichung 5.21 folgt die bekannte Adler-Wiser-Formel fiir die
DK, die im ndchsten Abschnitt vorgestellt wird. Weiter werden Ergebnisse fiir
verschiedene Kristalle prisentiert.
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5.3 Die Adler-Wiser-Formel

Die Fourier-Darstellung der Polarisation folgt aus einer Transformation analog
zu Gleichung 5.8. Aus dieser ergibt sich sofort die Fourier-Darstellung der DK in
RPA:

—DI -
¢ (fw) = 5“,‘1’_8_7T(G+Q) (G'+q)
e e |G+q||G'+q|2

1.BZ

- 'k
ZZ E, Enk— qn_cj_an

k=
nn’

'E — 7le " CHDFInky (nk [XCH DT’k — gy . (5.42)

—;

Diese Formel wurde 1961 von Adler [29] und Wiser [32] hergeleitet. Im Vergleich
mit 5.41 entfillt eine der beiden Summen iiber die erste Brillouin-Zone (1. BZ),
da die Matrixelemente (nk |¢“G"+0)7|n/k’) nur fiir k' = k — ¢+ K von Null
verschieden sind. Der rez1proke Gittervektor K ist dabei so zu wéhlen, dass k' in
der 1. BZ liegt. Der Ausdruck k— ¢ ist in allen Formeln dieser Arbeit in diesem
Sinne zu verstehen. Da eine Summe iiber die Zustéinde auch den spin einschlieft,
dieser in meinen Rechnungen aber nicht beriicksichtigt wird, fiihrt dies auf einen
Faktor 2.

Der spezielle Fall der skalaren DK fiir G = @ = 0 ist 1959 von Ehrenreich
und Cohen [33] angegeben worden:

1.BZ

! = i = 2
€oo(q,w) = Z Z — Juti=g — |{nk [T |n'k — 7)| .(5.43)
T o

k— n’k—q_w _2“7

Fiinf Jahre zuvor hatte bereits Lindhard [34] die Herleitung dieser Formel fiir
den Fall des freien Elektronengases verdffentlicht. Im Vergleich mit 5.43 entfallen
sowohl die Matrixelemente als auch die Doppelsumme iiber die Zustinde. Die
Energien sind durch Ey = 1/2k? gegeben. Der Wellenvektor k ist nicht auf ei-
ne BZ beschrinkt. Wegen ihrer Einfachheit eignet sich die Lindhard-Formel zur
analytischen Untersuchung der dielektrischen Eigenschaften einfacher Metalle.
Die bisher présentierte Herleitung der DK beschrénkte sich auf longitudinale

elektrische Felder, zwischen denen die longitudinal-longitudinal DK, bezeichnet

LL
mit € , vermittelt. Der experimentell wichtigste Fall ist jedoch die Anregung

mit Licht, also einer transversalen Welle. Diese kann in einem Kristall sowohl
transversale als auch longitudinale Felder induzieren, so dass die transversal-

Tr TL
transversal DK € und die transversal-longitudinal DK ¢ zu berechnen sind.
Gliicklicherweise ist fiir typische Lichtenergien von einigen eV der Wellenvektor ¢

des Lichtes vernachlissigbar klein im Vergleich mit der Brillouin-Zone. In diesem
LL TT
sogenannten langwelligen Grenzfall ¢ — 0 gilt fiir kubische Kristalle € =¢
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«TL LT . . . . . .
und € =€ =0, so dass die entwickelte Theorie anwendbar ist. Die Ausbrei-

tungsrichtung des Lichtes ist fiir diesen Fall nicht definiert, und die Richtung ¢
wird mit der Polarisation identifiziert. Der Grenzfall ¢ — 0 ist konsistent mit
der stillschweigend gemachten Annahme, dass es nur vertikale Uberginge in der
Bandstruktur gibt.

Die Berechnung der DK lésst sich in diesem Fall weiter vereinfachen und auf

die Matrixelemente des Impulsoperators p' = —iV zuriickfithren. Wie man leicht
zeigt, gilt [H, 7] = —V. Damit folgt
(nk | [H,7] |W'k"Y = (Eng — B )(nk |FI0'E"y = —(nk |V [0'E") . (5.44)

Durch Entwicklung der Exponentialfunktion e bis zur ersten Ordnung erhilt
man damit fiir n # n':

(nk [T’k = (nk |n'E") + (nk|i7- 7|n'k") (5.45)
g (nk|p|n'k")

5.46

Enk_En’k’ ( )

Da das Impulsmatrixelement . (k, k') = (nk |7|n'k") ebenfalls fiir k # k' ver-
schwindet, folgt aus der Formel von Ehrenreich und Cohen 5.43:
2

1.BZ o P g
=1-5>. 2 : 4
600(w) Q E — (Enk: — En,k —w - 2,”7) (Enk‘ _ En’k;)Z (5 7)

Diese Gleichung ist besonders niitzlich, wenn die Summe iiber die Brillouin-Zone
mithilfe der k - F-Methode ausgefiihrt wird (siche Anhang A), da dann die Im-
pulsmatrix bereits zur Verfiigung steht. Ausserdem kann die k-Summe auf den
irreduziblen Teil der Brillouin-Zone eingeschrénkt werden, da sowohl die Impuls-
matrix als auch die Eigenenergien fiir alle Zacken des Sterns von k gleich sind.
Fiir Kristalle mit vielen Symmetrieoperationen, wie den kubischen, ist damit ein
erheblicher Zeitgewinn verbunden.

Zu beachten ist, dass die Gleichung [H, 7] = —V nur gilt, wenn H ein lokaler
Operator ist. Bei Verwendung nicht-lokaler Pseudopotentiale oder des bereits
angesprochenen scissor operators ist dies nicht der Fall.

Zur Uberpriifung einer berechneten als auch einer gemessenen DK bieten sich
verschiedene Summenregeln und eine Relation zwischen dem Realteil und dem
Imaginirteil der DK an. Speziell betrachte ich die f-Summenregel [35]

/ Hlm e(§, &) do = gw?g (5.48)
0

mit der Plasmafrequenz wp = /4mp (p=Ladungsdichte) sowie die Kramers-
Kronig-Relation fiir den Realteil der DK

T w2 — w?

2 > vl TR
Ree(d,w) =1+ 2P / Olme(q, %) ;- (5.49)
0
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Wellenvektor | wp aus wp aus wp aus | Kram.-Kron. | Re¢(0)
f-Summe | Ree=10 Varp firw=0
qg=20 15.545 €V | 16.656 eV | 15.627 eV 12.448 12.449
15.856 eV | 16.881 eV | 15.627 eV 12.583 12.584

q=0,k-7 |15.351 eV |16.552 eV | 15.627 eV 11.381 11.382

Tabelle 5.1: Vergleich der Plasmafrequenz von GaAs berechnet aus der f-
Summenregel (2. Spalte), aus dem Verschwinden des Realteils (3. Spalte) und
aus der Ladungsdichte (4. Spalte). Die 5. Spalte gibt den Wert des Realteils bei
w = 0 bestimmt aus der Kramers-Kronig-Relation an. Die letzte Spalte zeigt die
direkte Berechnung dieses Wertes nach der Adler-Wiser-Formel.

Wegen der Gewichtung mit dem Faktor @ muss fiir eine genaue Berechnung der
f-Summenregel die DK fiir einen grofien Energiebereich bestimmt werden. Das
Integral in der Kramers-Kronig-Relation konvergiert wegen des 1/& Faktors we-
sentlich schneller.

In den néchsten Abschnitten werden Anwendungen der hier hergeleiteten For-
meln auf Halbleiter und ein Metall gezeigt.

5.3.1 Dielektrische Funktion von Galliumarsenid

Am Beispiel von GaAs vergleiche ich die Adler-Wiser-Formel 5.42 fiir den sehr
kleinen Wellenvektor ¢ = (().00()1,0,0)%’r mit der Formel von Ehrenreich und
Cohen fiir ¢ = 0, also Gleichung 5.47. Der Basissatz besteht aus den 4s- bis
4 f-Orbitalen von Arsen und Gallium sowie off-site-Funktionen mit den Drehim-
pulsen s, p und d. Das ergibt 25 Basisfunktionen pro Atom. Die Summe iiber die
Brillouin-Zone wird mit 6007 k-Punkten berechnet, wobei 27 = 0.05 eV ist. Ich
vernachlissige LFE, da diese im néchsten Beispiel diskutiert werden. In Abbil-
dung 5.1 sind Real- und Imaginirteil der DK gezeigt. Die Kurve fiir ¢ = 0 ist in
sehr guter Ubereinstimmung mit der Kurve fiir § # 0. Die geringen Abweichungen
sind vermutlich auf die sehr unterschiedlichen, numerischen Berechnungsmetho-
den zuriickzufiihren. Generell wird die DK mit steigendem Betrag des ¢~-Wertes
kleiner, wie es auch aus dem Thomas-Fermi-Modell folgt. Die gepunktete Kurve
ist mittels der & - p-Methode fiir ¢ = 0 berechnet worden. Sie nutzt 20 Referenz-
punkte im irreduziblen Teil der Brillouin-Zone und ist ca. 200 mal schneller als die
»exakte“ Rechnung. Die Konsistenz der Rechnung wird anhand der Summenre-
geln {iberpriift. In Tabelle 5.1 sind die auf verschiedene Weisen berechneten Wer-
te der Plasmafrequenz und das Ergebnis der Kramers-Kronig-Relation fiir w = 0
aufgelistet. Da die DK nur bis 54 eV berechnet wurde und der Imaginirteil dann
noch nicht verschwindet, ergeben sich zu kleine Werte fiir die f-Summenregel. Die
Kramers-Kronig-Relation fiir die statische DK ist hingegen sehr gut erfiillt, da
das Integral genauer berechnet werden kann.
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Abbildung 5.1: Vergleich der DK von GaAs fiir ¢ = (0.0001, 0, 0)%“ und ¢ = 0.
Weiterhin ist die % - p-DK fiir ¢ = 0 dargestellt.

5.3.2 Lokale Feldeffekte am Beispiel von Diamant

LFE sollten einen besonders groflen Einfluss zeigen, wenn die Elektronendichte
sehr inhomogen ist. Dies ist fiir einen kovalenten Halbleiter wie Diamant zu er-
warten. Die Wellenfunktionen werden in die atomaren Orbitale 1s2sp 3spd sowie
off-site-Funktionen von s-, p- und d-Charakter entwickelt (ergibt 92 Basisfunk-
tionen). Ich berechne die dielektrische Matrix nach Formel 5.42 fiir 65 reziproke
Gittervektoren und daraus sowohl die makroskopische DK €,,40r0(w) nach For-
mel 5.26 als auch die mikroskopische DK €icro(7;w) fiir ¢ = (0.0001,0,0)2.
Der Vergleich, siehe Abbildung 5.2, zeigt, dass die Beriicksichtigung lokaler Feld-
effekte im wesentlichen die Kurve ein wenig ddmpft sowie Intensitdt und die
Peaklagen zu héheren Energien verschiebt. Dieser Effekt zeigt sich bei vielen un-
tersuchten Halbleitern und verschlechtert im allgemeinen die Ubereinstimmung
mit dem Experiment im unteren Energiebereich. Dies wird durch die Einbezie-
hung von exzitonischen Effekten wieder korrigiert [36]. Die dielektrische Konstan-
te €9 = €macro(w = 0) wird hingegen durch die LFE verbessert. Das Experiment
ergibt ¢ = 5.68 und die Rechnung ¢y = 5.58. Bei Vernachléssigung der LFE folgt
€0 = 5.98. Die generell gute Ubereinstimmung der berechneten DK mit dem Ex-
periment ist geradezu erstaunlich, da die fundamentale Bandliicke aufgrund der
LDA um ca. 1.5 bis 1.8 eV zu klein ist. Die Lage des Hauptpeaks im Imaginérteil
der DK wird hingegen nur um ca. 0.5 eV unterschitzt. Zusammen mit der relativ
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Abbildung 5.2: DK von Diamant mit und ohne LFE im Vergleich mit dem Ex-
periment

groflen Bandliicke und der kleinen dielektrischen Konstanten sind dies Hinweise
darauf, dass Vielteilcheneffekte bei Diamant eine grofie Rolle spielen.

5.3.3 Loss function von Kupfer

Die loss function ist definiert als der negative Imaginérteil der inversen, makros-
kopischen DK, wobei der Wellenvektor ¢ nicht auf Null beschrankt ist:
. 1

S(q,w) Imemac'/'o((f: o) (5.50)
Die loss function kann mithilfe des EELS (Electron Energy-Loss Spectroscopy)-
Experimentes gemessen werden, wobei sich - im Gegensatz zu optischen Messun-
gen - Energie w und Wellenvektor ¢ unabhingig voneinander vorgeben lassen.
Ich berechne fiir das Edelmetall Kupfer die DK und damit die loss function fiir
den sehr kleinen Wellenvektor ¢ = (0.001, 0, O)Qa—”, um das Ergebnis mit optischen
Messungen vergleichen zu kénnen. Die LFE werden durch 59 reziproke Gittervek-
toren ausreichend erfasst, zeigen aber keinen groflen Einfluss. Die Basis besteht
aus den Orbitalen 3spd 4spdf, enthélt also 21 Funktionen. Die Summe iiber die
Brillouin-Zone wird mit 20039 k-Vektoren berechnet (bei einer Auflésung von
2n = 0.11 eV). Trotz dieser groflen Anzahl ist die loss function sehr ,zackig®,
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Abbildung 5.3: Loss function von Kupfer im Vergleich mit dem Experiment.

weshalb ich sie durch Faltung mit einer Gauss-Funktion der Breite 0 = 0.2 eV
glitte. Der Vergleich mit dem Experiment [1] wird dadurch erleichtert. Alle vier
Peaks, die in der Messung zu sehen sind, werden in der Rechnung reproduziert,
wobei die Abweichungen weniger als ein eV betragen. Diese lassen sich durch zwei
Effekte erkldren. Zum einen ist der Wellenvektor grofier als im Experiment, und
zum anderen liegen die d-Bénder in der Rechnung um ca. 0.5 eV zu hoch. Dies ist
auf die Lokale-Dichte-Approximation zuriickzufiihren, die fiir starker lokalisierte
Orbitale unzureichend ist.

5.3.4 Plasmadispersion von Diamant

Plasmonen beschreiben die kollektiven Anregungen des Elektronensystems. Im
Gegensatz dazu stehen die Einteilchenanregungen, die durch Ubergéinge in der
Bandstruktur gegeben sind. Beide erscheinen als Peaks in der loss function. Ich
habe diese fiir 20 Werte von ¢ entlang der (100)-Richtung fiir Diamant berechnet
und in Abbildung 5.4 als Funktion von Frequenz und Wellenvektor dargestellt.
Die Dispersion der Peaks in der loss function vergleiche ich im unteren Teil
der Abbildung 5.4 mit EELS-Messungen [37]. Sowohl in der Theorie als auch im
Experiment sind die Strukturen A und C, die auf Einteilchenanregungen beru-
hen, deutlich zu erkennen. Die Verschiebung der gemessenen Peaklagen um 1 bis
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Abbildung 5.4: Oberes Bild: Berechnete loss function von Diamant in Abhéngig-
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gemessenen Peakpositionen.
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2 eV nach oben ist durch die Unterschitzung der fundamentalen Bandliicke Eg4q,
aufgrund der Lokalen-Dichte-Approximation zu erkldren. Die schwache Struk-
tur D, die in der Theorie in allen Spektren zu sehen ist, kann im Experiment
nicht erkannt werden. Sehr deutlich, als breiter Peak mit starker Dispersion, ist
das Volumenplasmon B zu sehen. Fiir groflere Werte des Wellenvektors wird das
Plasmon geddmpft, wie es aus der Theorie des freien Elektronengases bekannt
ist. Diese Theorie kann sicher nicht unkritisch auf einen Halbleiter iibertragen
werden. Fiir Energien F > E,,, darf man dennoch einen qualitativ dhnlichen
Effekt erwarten [38]. Wéhrend in den gemessenen Spektren nur dieses verschwin-
dende Volumenplasmon als Peak oberhalb von 35 eV ausgemacht werden kann,
gibt es in der Theorie drei nahe beieinander liegende Strukturen (B1, B2 und
B3). Die Abweichungen zum Experiment kénnen nicht alleine durch die zu gerin-
ge Bandliicke erklért werden. Vielmehr ist zu erwarten, dass Vielteilcheneffekte
aufgrund des kollektiven Charakters des Plasmons eine wichtige Rolle spielen.

5.4 Darstellung der DK in einer lokalen Basis

Die im vorigen Abschnitt hergeleitete Adler-Wiser-Formel gestattet die Berech-
nung der DK in einer ebene-Wellen-Basis. In diesem Abschnitt zeige ich die Verall-
gemeinerung auf beliebige Basisfunktionen. Der Hintergrund ist die Anwendung
auf einen Halbkristall, fiir den aufgrund der fehlenden dreidimensionalen Periodi-
zitédt eine Basis aus ebenen Wellen nicht sinnvoll ist. Statt dessen wird die DK
in lokalisierte Funktionen entwickelt. Im ersten Schritt transformiere ich ?éé, in
den Ortsraum. Aus dieser Darstellung konnen dann die Matrixelemente zu einer
beliebigen Basis leicht gebildet werden.

Allgemein gilt fiir einen Operator A und Basisfunktionen f;; mit Uberlapp-

matrix S (7, §") = (fiq| fig) :

(@ 7) = / i / &1 2 (F) A7) frg (7

-

A(_’:T_ﬂ) = ZZZZfzq(F)Sz_l(q_;E)A]]'(E:k,)Sj_’zl’(Elaq_’l)f;q’(F,) :

iq i'q’ jE lel

Fiir eine Basis aus ebenen Wellen f;,(7) = %ei(@i”)'f' ist die Uberlappmatrix
diagonal S;;(q,q") = 9;j074. Damit folgt
L PPN 1 -(‘;‘+~_~(—> o o _~C‘1v‘l+—'/_—»/
e (77 w) = 5226( DT E s (7,7 w)e G+ (5.53)
aq’ GG

41

(5.51)

(5.52)



Einsetzen von Formel 5.21 liefert:

i w) = sF—) T - SN G T G

G+q7)® (G'+7")
G+ 72|G" + 7|2

Nach 5.51 transformiert man Pgs in die Ortsdarstellung und erhélt:

4
CFF W) = §(F—7)1 —Q—ZZ / d’ry / dryP(71, 7, w)
qq’

9T G g

a G+ ¢

Z Cf""q_" oG+ (7 7)
— ‘G'+(j"|2

GI

PG*G*, ((f, cj", w) .

(5.55)

Die Summe iiber die reziproken Gittervektoren 14t sich mithilfe der Poisson-

Formel

R

i) = / dre F7y(7)

- 1 3 eiE-FA 7
o) = G [ EaE)

berechnen. Es ist Qg7 = Q/N das Volumen der Einheitszelle. Mit

- 1
9(k)=—
G+ ¢
folgt
) o0
9(r) = Apr

also die Formel

—

Z H(G+)-(F—71) _ Quy Z @R
|G+ Am 7= 71— R

G R

Durch Anwenden von —iV; erhilt man die gewiinschte Gleichung

) w i(GH+D)-(F—71) _ % Zeﬁ'é 677;-»
G+ P2 4ma

G R
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Mit der Beziehung > q.ei'f'l:3 = No 7,0 folgt fiir die Ortsdarstellung der DK sofort

<>
€

(F,FI,W) = 5( 1 —_/d?”f’l/d TQP 7’1,7“2, )

Vi (5.63)
Ir— TRy —7"2|

Diese Formel wurde nach meinem Wissen zum ersten Mal von Lukas [39] aufge-
stellt. Wahrend Lukas seinen Ansatz durch die Herleitung der DK in der bekann-
ten Fourier-Darstellung 5.21 rechtfertigt, zeige ich {iber den umgekehrten Weg
die rigorose Ableitung der Ortsdarstellung 5.63.

Die Matrixelemente der DK in einer Bloch-periodischen Basis f;, ergeben sich
mit der Definition des Orbitalfeldes

-V /d3 'f“’_T' (5.64)

aus der Transformationsformel 5.51:
< — - & 1 3 3 - = Tk (o = —
€ (Tw) = S;5(7) 1 ~ d’ry [ d°roP(7, 7, w) @7 (71)@Pje(72) . (5.65)

Diese Formel enthilt die beiden Schliisselgréflen zur Berechnung der dielek-
trischen Funktion: Die Orbitalfelder und die Polarisation.

Jetzt stellt sich die Frage, welche Funktionen f;, geeignet sind, um die DK und
insbesondere die inverse DK darzustellen. Im Prinzip ist jeder vollstindige Basis-
satz gleich gut geeignet. Bei einer numerischen Berechnung ist die Vollstdndigkeit
aber auf keinen Fall gegeben, so dass sinnvolle Basisfunktionen gefunden werden
miissen. Aryasetiawan und Gunnarsson [40] weisen 1994 darauf hin, dass der
Hilbert-Raum, der von e~! aufgespannt wird, durch die Menge alle Produkte
zweier Wellenfunktionen {9k} gegeben ist. Werden also die Wellenfunk-
tionen in die Basisfunktionen ¢, entwickelt, so sollten die Funktionen f;, aus
den Produkten ;,¢,,, bestehen. Fiir eine ebene-Wellen-Basis ist jedes Produkt
wiederum eine ebene Welle, so dass eine systematische Erweiterung der Basis pro-
blemlos moglich ist. Fiir lokale Basisfunktionen steigt die Anzahl der Poduktfunk-
tionen sehr schnell. So erhalten Aryasetiawan und Gunnarsson 70 bis 100 LMTO-
Funktionen pro Atom, obwohl sie bereits ca. 3/4 aller moglichen Produkte ver-
nachléssigen. Ein dhnlicher Ansatz mit Produkten von tight-binding-Funktionen
wurde bereits 1975 von Hanke und Sham [41] untersucht. Die Verallgemeinerung
auf LCAO scheitert an der iibergrolen Anzahl von Produktfunktionen.

Trotz dieser prinzipiellen Bedenken entwickle ich die DK in eine Basis aus
einfachen LCAO-Funktionen. Der numerische Aufwand, der zumindest fiir den
halbunendlichen Kristall bereits sehr hoch ist, wird dadurch erheblich reduziert.
Es muss also untersucht werden, ob diese Vereinfachung gerechtfertigt ist und
eventuell eine Konvergenz mit steigender Zahl von LCAO-Funktionen erreicht
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wird. Der Mafistab ist durch die ebene-Wellen-DK €55 gegeben, da Konvergenz
beziiglich der reziproken Gittervektoren G leicht erzielt werden kann.

Es ist also Formel 5.65 fiir LCAO-Funktionen f;, = ¢;, auszuwerten. Die Be-
rechnung der Orbitalfelder (fiq () wird in Anhang B beschrieben. Die Polarisation
ist durch die Gleichung 5.41 gegeben, so dass sich folgende Formel ergibt:

R 1 1.BZ f f
“ o . o L nk — Jn'k—q
€5 (Tw) = 55(7) 1 QWZZEk—E’kq_w_Qin
ik nn n e
(R - k) e (V- g F) (5.66)

Die vektorwertigen Matrixelemente

27

N (R R) / 01 e (P )b (7) B2, (7) (5.67)

werden als Summe iiber Good-Lattice- Points berechnet. Ebenso wie bei der Adler-
Wiser-Formel entfillt eine der beiden Summen iiber die erste Brillouin-Zone, da
die Matrixelemente nur fur k' =k — q+ K von Null verschleden sind. Der
reziproke Gittervektor K ist dabei wieder so zu wéhlen, dass k' in der 1. BZ
liegt. Die Ausfiihrung der spin-Summe fiithrt auf einen Faktor zwei.

Um die LCAO-DK ¢;; mit der ebene-Wellen-DK €5z vergleichen zu kénnen,
transformiere ich ¢;; in den Fourier-Raum. Der Einfachheit halber beschrénke ich
mich auf die skalare DK e = ¢ z(j Das Subscript F' bezeichnet im Folgenden eine
dielektrische Matrix beziiglich reziproker Gittervektoren, also in ebene-Wellen-
Darstellung. Damit ist

er(,w) = 8™(7) S7M@) (@ w) ST (S@)” (5.68)

&' (@w) = S"(q) (@w) " (S24@)" - (5.69)
Die Uberlappmatrix

SELG) = [ dir—=e G DT, (7) (5.70)

VQ

kann auf ein eindimensionales Integral reduziert werden, wenn die ebene Welle
in Kugelflichenfunktionen und die Bloch-Welle in die lokalen Orbitale u; zerlegt
werden. Nach kurzer Rechnung folgt:

47 (—i)"
VQEz

Dabei sind R;, 7;, | und m Radialfunktion, Ort, Drehimpuls und magnetische
Quantenzahl des Orbitals u;. Die Funktion j; bezeichnet die sphérische Bessel-
Funktion erster Art, [-ter Ordnung.

Sai (@) = e DAY, (G + )/ r2(1G + 7|r)Ri(r)dr . (5.71)
0
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Abbildung 5.5: Faktor F(¢) fiir Diamant in Abhéngigkeit von der Anzahl der
Basisfunktionen. Auf der Ordinate ist (F' — 1) x 100 % aufgetragen.

Bei den Transformationen 5.68 und 5.69 wurde zweimal die Vollsténdigkeit der
LCAO-Basis vorausgesetzt. Diese ist bei einer endlichen Zahl von Basisfunktionen
nicht gegeben und fiihrt auf zu kleine Werte der DK. Ich korrigiere dies durch
den Faktor

—2
F(§) = [ S S2@) ($™@) "], - (5.72)
der fiir eine vollstdndige Basis eins ist und ein Maf fiir die Giite der Transforma-
tion bildet.

In den folgenden Abschnitten vergleiche ich die dielektrische Funktion, die
direkt mit der Adler-Wiser-Formel berechnet wurde (ebene-Wellen-DK) mit der
DK, die sich aus den Formeln 5.66 bis 5.69 ergibt (LCAO-DK). Es zeigt sich, dass
die Darstellung der DK in einer lokalen Basis moglich ist, ohne eine Produktba-
sis, wie sie von Aryasetiawan und Gunnarsson vorgeschlagen wird, zu verwen-
den. Die mikroskopische LCAO-DK ist in sehr guter Ubereinstimmung mit der
ebene-Wellen-Darstellung der DK. Die LFE werden nicht vollstindig erfasst, was
daraufhindeutet, dass sich die Elemente der Matrix er fiir grofiere G-Vektoren

schlechter aus der LCAO-DK ergeben als das G = G' = 0 Element. In den hier
gezeigten Beispielen ist dieses Defizit unerheblich, da die LFE keine Verbesse-
rung im Vergleich mit dem Experiment ergeben. In anderen Féllen, wie etwa den
Ubergiingen aus semi-core-Zustinden, d.h. bei hoheren Anregungsenergien w, ist
die Beriicksichtigung der LFE hingegen notwendig [42].
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Abbildung 5.6: Dielektrische Konstante von Diamant

5.4.1 LCAO-DK von Diamant

Da der Faktor F'(¢') (Gleichung 5.72) ein Maf fiir die Giite der Transformation
von der LCAO-Basis auf die ebene-Wellen-Basis ist, berechne ich ihn fiir verschie-
dene LCAO-Basissétze. Die Matrixelemente werden mit einer grofen Anzahl von
Integrationspunkten (26614) in der Einheitszelle berechnet, um prézise Werte fiir
F(q) zu erhalten. Der Wellenvektor betréigt ¢ = (0.0001,0,0)2. Aus der Abbil-
dung 5.5 entnimmt man, dass eine Basis, die nur aus atomaren Orbitalen besteht,
also keine off-site-Funktionen enthilt, ca. 3% Abweichung von 1 ergibt. Die Hin-
zunahme von off-site-Funktionen (z.B. notiert durch ,,+3spd“, wenn Funktionen
mit s, p und d Charakter den atomaren Orbitalen hinzugefiigt werden) verbes-
sert die Basis erheblich und fiihrt auf F'(¢) = 1.0012 fiir die groBte Basis. Die
Konvergenz des Faktors F(§) gegen 1 mit zunehmender Zahl von Basisfunk-
tionen zeigt, dass der Funktionenraum tatséchlich vergréfiert wird, ohne lineare
Abhiingigkeit zu erzeugen. In diesem Fall wiire auch die Uberlappmatrix S(q)
singulir und konnte nicht invertiert werden. Als weiteren Test untersuche ich
die dielektrische Konstante ¢, sowie die Lage des Hauptpeaks F5 in dem Ima-
ginérteil der DK in Abhéngigkeit von der Basisgrofle. Fiir die Berechnung der
ebene-Wellen-DK wurden 65 reziproke Gittervektoren beriicksichtigt. Das Inte-
gral iiber die Brillouin-Zone wurde mit 1154 k-Vektoren berechnet, wobei die
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Abbildung 5.7: Lage des F»-Peaks von Diamant

Aufweichung 27 = 0.27 eV betrug. Bei Beriicksichtigung bzw. Vernachlissigung
der LFE ergeben sich zwei unterschiedliche Ergebnisse. Aus den Abbildungen 5.6
und 5.7 ersieht man, dass ¢y und E5-Position fiir die mikroskopische LCAO-DK
(Kreise) hervorragend mit den Werten der ebene-Wellen-DK (Kreuze) iiberein-
stimmen. Wenn die LFE beriicksichtigt werden, gibt es hingegen Abweichungen,
die mit steigender Zahl von Basisfunktionen nur langsam kleiner werden. Die ab-
soluten Differenzen aller vier Rechnungen in der Lage des F»-Peaks sind dabei
sehr klein. Die zu groflen Werte der LCAO-DK gegeniiber der ebene-Wellen-DK
zeigt sich nicht nur fiir w = 0 sondern gleichméfig im gesamten Energiebereich.
Dies wird im néchsten Beispiel demonstriert.

5.4.2 LCAO-DK von Galliumarsenid

In Abbildung 5.8 vergleiche ich die LCAO-DK und die ebene-Wellen-DK' von
GaAs mit und ohne LFE. Der Basissatz umfasst die atomaren Orbitale 1s bis 4 f
von Arsen und Gallium sowie off-site-Funktionen mit den Drehimpulsen s, p und
d. Dies ergibt 39 Basisfunktionen pro Atom und einen Faktor F(§) = 1.002 fiir
¢ = (0.0001,0,0)2%. Die Dimension von €x betrégt 65, und das Brillouin-Zonen-
Integral wird mit 6007 k-Vektoren berechnet bei 217 =0.16 eV. Um den Vergleich
mit dem Experiment zu erleichtern, habe ich die Kurven um 0.6 eV zu hoheren
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Abbildung 5.8: Imaginérteil der dielektrischen Funktion von GaAs

Energien verschoben. Die direkte Bandliicke ist hingegen - aufgrund der LDA -
nur um 0.17 eV zu klein (Experiment: Egq, = 1.52 eV [26]).

Die DK zeigt das gleiche Verhalten wie bei Diamant: Bei Vernachléssigung der
LFE liegen LCAO-DK und ebene-Wellen-DK iibereinander, bei Beriicksichtigung
der LFE treten Unterschiede in der Gréfle aber kaum in den Peakpositionen
auf. Die Ubereinstimmung mit dem Experiment [1] wird durch die LFE nicht
verbessert. Wiederum sind die exzitonischen Effekte fiir die Umverteilung der
Intensitédt von hoheren zu niedrigeren Energien verantwortlich [36]. Dies fiihrt
dazu, dass der Peak E] im Experiment kaum erkennbar ist, der Peak E; jedoch
viel grofler als in der DFT Rechnung ist. Die Aufspaltung dieses Peaks wird durch
die spin-Bahn-Aufspaltung der obersten Valenzbénder verursacht. Dieser Effekt
ist in meinen Rechnungen nicht enthalten.

5.5 Berechnung der DK aus der Greenschen
Funktion

Das Ziel dieser Arbeit ist die Berechnung der DK fiir einen Halbraum. Fiir die-
ses System stehen aufgrund der fehlenden dreidimensionalen Periodizitéit weder
ebene Wellen noch Wellenfunktionen zur Verfiigung. Wie im vorigen Abschnitt
gezeigt, kann die Entwicklung der DK nach ebenen Wellen durch eine Entwick-
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Abbildung 5.9: Konturintegral in der komplexen Energieebene

lung nach lokalen Basisfunktionen ersetzt werden. In diesem Abschnitt zeige ich,
dass die Wellenfunktionen, die bisher zur Berechnung der DK verwendet wur-
den, durch die Greensche Matrix ersetzt werden kénnen. Fiir den Volumenkri-
stall ist das natiirlich eine unnétige Erschwernis, doch kénnen in diesem Falle die
Ergebnisse mit einer ,konventionellen“, d.h. auf Wellenfunktionen basierenden
Rechnung, verglichen werden. Fiir den Halbkristall, auf den im wesentlichen die
Formeln dieses Abschnitts angewendet werden, gilt das nicht. Hier ist die Veri-
fikation der Ergebnisse nur sehr indirekt moglich, z.B. durch Berechnung einer
Observablen und Vergleich mit dem Experiment oder mit Rechnungen, die auf
einer Superzellen- oder Schichtgeometrie beruhen.

Die direkte Umsetzung der Formel 5.38 zur Berechnung der Polarisation aus
der Greenschen Funktion ist nicht méglich. Die Berechnung des Frequenzintegrals
verlangt eine Verschiebung der Pole in die komplexe Ebene. Das Vorzeichen dieser
Verschiebung ist nach Gleichung 5.31 durch die Eigenenergien E,; gegeben. Diese
sind fiir einen Halbraum aber nicht berechenbar. Die Einfiihrung der Greenschen
Matrix gelingt jedoch mithilfe der folgenden Identitdten [43], die fiir eine reelle
Frequenz w gelten:

f nk 1 dw’

= — 5.73
E. — Eyp —w — 2in 2710 Jo (W' — Eng) (W' — Epgy — w — 2in) (5:73)
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fn’k’ . 1 dw'

= — . (.74
Enk _En’k’ — W —27,7’] 27Ti%/ (w’—En:k:)(w'—Enk—i-w—}-Qin) ( )

Der Weg C' in der komplexen Energieebene umschliet die besetzten Energi-
en F,;, wie in Abbildung 5.9 skizziert. Der Weg C' ist gleich dem komplex-
konjugierten des Weges C' und umschliefit die Energien E, /. Einsetzen dieser
Formeln in die Gleichung 5.66 und Entwicklung der Wellenfunktionen nach den
Basisfunktionen ergibt gerade die Elemente der Greenschen Matrix in der Spek-
traldarstellung

w—Enk

—

Die Zahlen c,;(k ) sind die Entwicklungskoeffizienten der Wellenfunktion t/,,, sie-
he Gleichung 3.1. Die verbleibenden Raumintegrale werden in den vektorwertigen
Matrizen

TR E) = / B o (70 (7) B (7) (5.76)

zusammengefasst. Damit folgt fiir die DK:

(A"F-7.F)) alF - cz;w')] . (5.77)

Die Greensche Matrix wird nicht nach Gleichung 5.75 berechnet sondern durch
Matrixinversion:

=

G(F,w) = [w8(F) - HF)] (578

Da C' = C* ist, geniigt es, nur ein Energieintegral zu betrachten. Die numeri-
sche Integration muss sehr sorgfiltig geschehen, da der Integrationsweg nahe an
den Polen E,; und E, 4+ w + 2in verlduft. Die Anzahl der Integrationspunkte
wird daher von dem Wert 1 bestimmt. Ich setze den Weg C aus zwei Geraden
parallel zur reellen Achse und vier Viertelkreisen zusammen. Auf jedem Teilstiick
werden Stiitzstellen nach der Gauss-Legendre-Integrationsregel verteilt. Die Ab-
bildung 5.9 zeigt ein realistisches Beispiel fiir den Weg C und die Integrations-
punkte. (Die Viertelkreise sind im Bild deformiert, da die Achsen unterschiedliche
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Abbildung 5.10: Bandstruktur von GaAs. Vergleich einer genauen Rechnung
(durchgezogene Kurven) mit einer weniger genauen Rechnung (gestrichelte Kur-
ven).

Mafstéibe haben.) Die Konvergenz des Integrals mit der Anzahl der Integrations-
punkte ist sehr ungleichméfig. Typischerweise ist der Fehler sehr grof, wenn zu
wenig Punkte vorhanden sind, und wird sehr klein, wenn eine gewisse untere
Grenze iiberschritten wird. Fiir Halbleiter und Isolatoren ist das Schneiden der
Fermi-Energie problemlos, wenn diese in die Mitte der fundamentalen Bandliicke
gelegt wird. Fiir Metalle hingegen muss dieses Teilintegral sehr genau berechnet
werden, da moglicherweise Eigenwerte E,,;, genau auf der Fermi-Kante liegen. Dies
ist von den k-Vektoren abhéngig, mit denen das Integral iiber die Brillouin-Zone
ausgefiihrt wird. Deren Anzahl hingt ebenfalls von dem Wert 7 ab, der somit
ganz wesentlich den numerischen Aufwand bestimmt.

5.5.1 DK von Galliumarsenid mittels Greenscher
Funktion

Da bei der Bestimmung der DK aus der Greenschen Funktion ein zusétzliches
Integral zu berechnen ist, steigt der Rechenaufwand um den Faktor N, = Anzahl
der Integrationspunkte w’' in der komplexen Energieebene. Um die CPU-Zeiten
in einem ertriglichen Rahmen zu halten, nehme ich weniger Basisfunktionen und
Good-Lattice-Points. Alternativ kénnte auch die k - p-Methode benutzt werden,
doch habe ich diese nicht fiir die Berechnung der DK aus der Greenschen Funktion
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Basis Npasis | E1/eV | Ey/eV | Ef/eV | Abbildung
4spd 18 3.1 4.9 6.4 5.11
4dspdf + 3spd 50 3.2 4.8 6.1 5.1
1s..Af +3spd | 78 3.3 48 | 61 5.8
Experiment [1] 3.0,32| 48 | =6.3 5.11

Tabelle 5.2: Vergleich der Peakpositionen in dem Imaginérteil der DK (ohne LFE)
von GaAs fiir verschiedene Rechnungen und mit dem Experiment. Npg4s be-
zeichnet die Anzahl der Basisfunktionen. Bei allen Rechnungen wurde ein scissor
operator shift von 0.6 eV beriicksichtigt. Der F;-Peak ist im Experiment aufgrund
der spin-Bahn-Kopplung aufgespalten.

implementiert. Der Basissatz wird auf die 4s-, 4p- und 4d-Orbitale von Arsen und
Gallium eingeschrinkt, enthilt also nur 18 Funktionen. Zur Berechnung der Ma-
trixelemente werden nur 816 Integrationspunkte in der Einheitszelle verwendet.
In Abbildung 5.10 vergleiche ich die Bandstruktur, die aus diesen Werten folgt,
mit einer aufwendigeren Rechnung. Diese beinhaltet die 4s- bis 4 f-Orbitale von
Arsen und Gallium sowie off-site-Funktionen mit den Drehimpulsen s, p und
d und wurde mit 15989 Good-Lattice-Points durchgefiihrt. Zur Anpassung der
einfachen spd-Bandstruktur an die aufwendigere wurden die Parameter z;, die
die Ausdehnung der Basis-Orbitale bestimmen (siehe Abschnitt 3.1), per Hand
optimiert. Die so erhaltenen Werte sind:

zg* = 120 2§ =1.20
= 1.00 289=1.25
= 117 2§°=0.90.

Die Valenzbinder zeigen Abweichungen bis zu 0.5 eV. Die Aufspaltung der
obersten beiden Valenzbidnder um 0.3 eV in der Rechnung mit dem spd-Basissatz
hat ihre Ursache in der ungenaueren Bestimmung der Matrixelemente wegen der
kleinen Anzahl von Good-Lattice-Points. Die Dispersion der Leitungsbénder ist
bis ca. 7 eV miteinander vergleichbar. Die Abweichungen liegen in diesem Be-
reich unter einem eV. Eine ausreichende Ubereinstimmung der Bandstrukturen
bedeutet aber nicht, dass auch die Wellenfunktionen und die DK in dieser Ba-
sis gut dargestellt werden. Ich berechne daher sowohl die ebene-Wellen-DK fiir
G = G' = 0 nach Formel 5.43 (gestrichelte Kurve in Abbildung 5.11) als auch die
LCAO-DK nach 5.66 und 5.68 (durchgezogene Kurve in Bild 5.11) fiir den Wel-
lenvektor ¢ = (0.001,0, 0)2=. Ich berechne keine makroskopische DK, da nach den
Ergebnissen des Abschnittes 5.4 eine gute Wiedergabe der vollen ez Matrix mit
dieser kleinen Basis nicht zu erwarten ist. Das Integral iiber die Brillouin-Zone
wird mit 10007 k-Punkten berechnet bei 21 = 0.1 eV. Die Ubereinstimmung der
beiden Kurven ist sehr gut und zeigt, dass der Basissatz geniigt, um die DK darzu-
stellen. Der Vergleich mit genaueren Rechnungen (siehe Abschnitt 5.3.1, Bild 5.1
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Abbildung 5.11: Realteil und Imaginérteil der DK von GaAs in ebene-Wellen-
Darstellung (gestrichelte Kurven) und LCAO-Darstellung (durchgezogene Kur-
ven) mit einem Basissatz aus 9 Funktionen pro Atom. Die theoretischen Kurven
wurden um 0.6 eV zu héheren Energien verschoben.

und Abschnitt 5.4.2, Bild 5.8) zeigt eine gute Ubereinstimmung der Peakpositio-
nen, die in Tabelle 5.2 aufgefiihrt sind. Die unterschiedlichen Peakh6hen ergeben
sich durch die verschiedenen Werte fiir die Anzahl der k-Punkte, der Auflésung 7
und des Wellenvektors ¢. Erstaunlicherweise ist die Gewichtung der Peaks in der
Rechnung mit dem kleinsten Basissatz in der besten Ubereinstimmung mit dem
Experiment. Die Breite des F;-Peaks riihrt von der Aufspaltung der Valenzbiander
her, ist also durch Rechenungenauigkeit begriindet.

Schliefllich komme ich zum eigentlichen Ziel dieses Abschnittes, der Bestim-
mung der DK aus der Greenschen Funktion. Die Rechnung folgt der Formel 5.77
sowie der anschliefenden Transformation auf die ebene-Wellen-Basis nach 5.68.
Das Energieintegral wird mit insgesamt NV,» = 432 Punkten berechnet. Diese sind
fiir die Auflésung von 27 = 0.3 eV erforderlich. Das Integral iiber die Brillouin-
Zone ist dann bereits mit 2129 k-Vektoren nahezu auskonvergiert. Der Wellen-
vektor betréigt ¢ = (0.001,0,0)2%. In Abbildung 5.12 ist die so berechnete DK
sowie Rechnungen nach Formel 5.66 und fiir ¢ = 0 nach Formel 5.43 dargestellt.
In den letzten beiden Rechnungen werden Wellenfunktionen benutzt. Die Uber-

einstimmung der beiden Kurven fiir = (0.001,0,0)2L ist hervorragend. Nur fiir
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Abbildung 5.12: Realteil und Imaginérteil der DK von GaAs. Die gestrichel-
te und die durchgezogene Kurve sind aus Wellenfunktionen fiir ¢ = 0 bzw.
¢ = (0.001,0, 0)2[1—7r berechnet worden. Die gepunktete Kurve mit Kreisen resul-
tiert aus der Rechnung mit Greenschen Funktionen.

Energien w < 1 eV sind geringe Abweichungen zu erkennen. Im Vergleich mit
der Abbildung 5.11, die auf dem gleichen Basissatz beruht, sind diese Kurven
weniger strukturiert, da die Verbreiterung n grofler ist. Daher ist der E;-Peak
abgeschwiicht und der E}-Peak nicht mehr zu sehen. Die Schulter in Ime bei
0.8 eV ist auf den zu kleinen Satz von k-Punkten zuriickzufiihren. Sie findet sich
bei allen Varianten zur Berechnung der DK und verschwindet mit zunehmender

Anzahl von k-Punkten.
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Kapitel 6

Halbraum

In diesem Kapitel wird die Berechnung der elektronischen Struktur eines Kristalls
mit Oberflache beschrieben. Die Oberflichennormale zeigt in die z-Richtung; in
der x,y-Ebene wird Periodizitdt vorausgesetzt. Die Kristalloberfliche kann auf
drei Weisen modelliert werden:

Filmgeometrie: Es wird eine begrenzte Anzahl von Atomlagen, die in x- und y-
Richtung unendlich ausgedehnt sind, iibereinander gestapelt. Diese Schicht
ist oben und unten von Vakuum begrenzt, so dass sie zwei Oberflichen hat.

Superzellen: Wie bei der Filmmethode wird der Festkorper durch Atomlagen
aufgebaut. Durch periodische Wiederholung der Anordnung von Atom- und
Vakuumschichten wird dreidimensionale Periodizitdt wie bei einem Volu-
menkristall erreicht. Dies ist in Abbildung 6.1 skizziert.

Halbraum: Der dreidimensionale Raum wird in die Héilften 2 < 0 und 2z > 0
aufgeteilt. Der Kristall befindet sich im Gebiet z < 0. Im Gegensatz zu
der Film- und Superzellengeometrie gibt es also nur eine Oberfliche. Die
Einheitszelle ist - wie bei der Filmmethode - in der z-Richtung nicht be-
schrankt.

Die meisten Rechnungen werden in der Superzellengeometrie ausgefiihrt, da exi-
stierende Volumenprogramme verwendet werden konnen. Nachteilig ist die Exi-
stenz der zwei Oberflichen, so dass z.T. sehr dicke Atom- und Vakuumschichten
notig sind, um deren Entkopplung zu erreichen. Die Behandlung von polaren
Oberflichen ist schwierig und verlangt die Modifikation einer Oberfliche, um
Konvergenz der Selbstkonsistenzschleife zu erzielen. In der weniger verwendeten
Filmmethode muss ebenfalls eine geniigend grofle Zahl von Atomlagen verwen-
det werden. Die Vakuumschicht ist hingegen unendlich ausgedehnt. Daher ist die
Einheitszelle genau wie bei der Halbraumgeometrie nur parallel zur Oberfldche
periodisch.
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Abbildung 6.1: Schematische Darstellung des Halbraumes und der Superzellen-
geometrie

Die Berechnung der optischen Eigenschaften von Kristalloberflichen ist mit
der Superzellenmethode méglich. Als Observable kann z.B. das RAS (Reflection-
Anisotropy-Spectroscopy)-Signal aus der Oberflichen-DK berechnet und mit dem
Experiment verglichen werden [44].

In dieser Arbeit wird die Oberfliche durch einen halbunendlichen Kristall mo-
delliert. Dies ist notwendig, da die Ergebnisse in einem bestehenden Photoemissi-
onsprogramm weiterverwendet werden sollen und dieses die Halbraumgeometrie
benotigt. Weiterhin ist der Halbraum ein realistisches Modell der Wirklichkeit, da
es nur eine Oberfliche gibt. Wie in jeder Volumenrechnung werden nur die endli-
che Grofle und Gitterfehler eines realen Kristalls vernachléssigt. In den néichsten
Abschnitten beschreibe ich die Berechnung der elektronischen Struktur und der
optischen Eigenschaften eines halbunendlichen Kristalls.

6.1 Die elektronische Struktur eines halbunend-
lichen Kristalls

Die Bestimmung der elektronischen Struktur des Halbraumes verlduft zum grofiten
Teil wie bei dem Volumenprogramm, siehe Absg_:hnitt 4.1. Da jedoch wegen der
unbegrenzten Einheitszelle die Hamilton- und Uberlappmatrix von unendlicher
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Dimension sind, konnen weder Wellenfunktionen noch Eigenenergien berechnet
werden. Durch die Verwendung lokalisierter Basisfunktionen sind die Matrizen
aber banddiagonal, so dass auf iterativem Wege die Greensche Matrix bestimmt
werden kann. Aus der Spektraldarstellung 5.31 folgt fiir » — 0 mithilfe der Dirac-
Identitdt (P bezeichnet den Hauptwert)

1

1
I —P —irb(E - E' 1
s BT TEomp ™l ) (6.1)

die lokale Zustandsdichte

rE—zzwnk J26(E — Eng) = —2 lim Im G(7, 7, E) . (6.2)

m n—0

Damit kann man die Zustandsdichte D(E) und die Teilchendichte o(7) durch
Integration iiber den Ort bzw. die Energie bestimmen:

2
D(E) = 225(E — Ey) =—"limIm [ & G(7, 7, E) (6.3)
- T n—0
occ. ) 2 EF
oF) = 2Z|¢nk(r)\ =~ limm N dE G(7, 7, E) . (6.4)

Um diese Formeln auf Matrixgleichungen abzubilden, muss eine Basis eingefiihrt
werden, die der verringerten Periodizitdt des Halbraumes Rechnung trigt. Ana-
log zu den Volumen-Bloch-Summen 3.3 definiere ich daher die Basisfunktionen
folgendermafien:

—

iy (T7) = \ﬁ S e (7 — By - 7) . (6.5)
R,

Die Summe geht iiber die Gittervektoren §|| = nd, + mdy, n,m € Z. Die pri-
mitiven Translationsvektoren a@; und @, spannen das zweidimensionale Gitter der
Oberfliche auf. Die Basisvektoren 7; geben die Position der Atome im Einheits-
stab an. Der Bloch-Vektor & liegt in der Oberflichen-Brillouin-Zone (OBZ). Zur
Berechnung der elektronischen Struktur kann er auf den irreduziblen Teil ein-
geschriinkt werden. Ich benutze die special points, die von Cunningham in [45]
angegeben werden oder berechne Integrationspunkte nach der Methode von Ver-
nes et al. [46]. Damit ist die Zustandsdichte

D(E) = - 7171_r)r(1)ImZSpur [ () (k||,E) : (6.6)
|

Die Greensche Matrix ist durch 5.78 definiert, wobei w = FE + in ist. Die Ele-

mente der Hamilton- und Uberlappmatrix werden wie im Volumenfall durch nu-

merische Integration als Summe iiber Good-Lattice-Points, die im Einheitsstab
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verteilt sind, berechnet. Die Integration der Zustandsdichte bis zur Fermi-Energie
ergibt die Anzahl der Elektronen im System. Da diese bekannt ist, kann man so
die Fermi-Energie bestimmen. Ebenso wie fiir die numerische Berechnung der
Teilchendichte ist es giinstiger, die Pole der Greenschen Funktion zu umgehen,
indem man den Integrationsweg auf die komplexe Ebene ausdehnt. Wenn der
Weg (' alle besetzten Energien umschliefit, so gilt:

o) = = 323 () § GarlFp o) i, () (6.7

-

Wegen der Relation G(7,7,w*) = G*(7,7,w) kann die Integration auf eine Halb-
ebene beschriankt werden. Die Berechnung des Potentials aus der Ladungsdichte
wird in dem néchsten Abschnitt beschrieben. Zunéchst erldutere ich das Verfah-
ren, mit dem die Greensche Matrix bestimmt wird.

Fiir die Berechnung der Greenschen Matrix eines halbunendlichen Kristalls
wurden in der Vergangenheit mehrere Algorithmen entwickelt. Einige Verfah-
ren gehen von der Losung des Volumenproblems aus, um mittels der Dyson-
Gleichung [47, 48] oder Streutheorie [49] die Oberflicheneffekte zu erfassen. An-
dere Verfahren fiihren iiber ein Rekursionsverfahren zu einer Kettenbruchentwick-
lung der Greenschen Matrix [50]. In mehreren Methoden werden Wellenfunktio-
nen oder die Greensche Funktion des Halbraumes an Losungen des Volumens
angepasst (,matching“) [51, 52]. In unserer Arbeitsgruppe hat sich ein Renor-
mierungsverfahren etabliert, das auf [53] und [54] zuriickgeht. Es erlaubt die ite-
rative Bestimmung aller Elemente der Greenschen Matrix mit einem einfachen
und effizienten Algorithmus ohne vorherige Losung des Volumenproblems. Die
aufwendige Iteration der Dyson-Gleichung wird ebenso vermieden wie die noto-
risch instabilen matching-Verfahren. Ein Nachteil der Green-Funktions-Methoden
gegeniiber den Wellenfunktionsmethoden ist, dass die Greensche Funktion nicht
nur fiir jeden Bloch-Vektor E||, sondern auch fiir jede Energie £ neu berechnet
werden muss. Eine ausfiihrliche Beschreibung des verwendeten Renormierungs-
verfahrens findet sich in [54] und insbesondere [55], so dass ich darauf verzichten
kann und nur auf die hier relevanten Details eingehe.

Die Darstellung der Hamilton- und Uberlappmatrix in der Basis 6.5 fiihrt zu
Banddiagonalitit, da die Reichweite der Schichten-Bloch-Summen in z-Richtung
beschrinkt ist:

gé@o Hy, 0 0

g10 g11 g01 0 e
H = 0o H,H, K6 H, .. (ebenso fiir S) . (6.8)
o 0 0 H H -

=10 =11

Die Oberfliche beeinflusst sowohl die Basisfunktionen (aufgrund der verénder-
ten Geometrie und eventuell auch Stéchiometrie) als auch das Potential. Diese
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Abbildung 6.2: Oberes Bild: Norm der G ;- und G ,;-Blocke der Greenschen Ma-

trix von GaAs iiber dem Index ¢ fiir EII = 0 und verschiedene Energien. Unteres
Bild: Zustandsdichte fiir EII = (0 bezogen auf die Fermi-Energie.

Effekte nehmen in das Volumen hinein ab, so dass sich die Matrizen H " und

H, =H +0 wiederholen. Die Dimension der Oberflichenmatrix (bezeichnet mit
dem Superscript s) H s 1st im allgemeinen grofler als die Dimension der Volu-
menmatrizen. Daher s smd die Nebendiagonalen H 30 ) und H? 0 nicht quadratisch.
Die Greensche Matrix ist in die gleiche Blockstruktur aufteilbar, hat aber nicht

die gleiche Bandbreite:
G G G G

=00 =01 =02 =03
=S G, G, 213
=20 G, G, g23 . (6.9)

G, G, G. G

=30 =31 =32 =33

I
|

Der Renormierungsalgorithmus erlaubt die sukzessive Berechnung aller Blocke
G i der Greenschen Matrix. Der Einfluss der Oberfliche auf die Diagonalelemente

G, verschwindet fiir i — co. Daher ist zur Berechnung der Spur in der Zustands-
dlchte 6.6 nur eine begrenzte Anzahl von Summanden S (k||) G(k||, E) zu beriick-

sichtigen. Alle weiteren tragen nur Volumenanteile bei und sind daher nicht von
Interesse.
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Fiir die Greensche Funktion G (7, 7', w) ist bekannt, dass sie fiir grofie Absténde
d = |7 — 7’| schneller als quadratisch in d gegen Null geht [56]. Dieses Verhalten
iibertrigt sich auf die Greensche Matrix, die daher banddiagonal ist. In Abbil-
dung 6.2 ist fiir GaAs die Norm von G iiber dem Index ¢ fiir verschiedene
Energien am ['-Punkt logarithmisch dargestellt Offensichtlich geht G , €Xponen-
tiell gegen Null, wobei der Exponent davon abhéngt, wir grof} die Zustandsdlchte
fiir diese Energie und diesen Wellenvektor ist. Die Zustandsdichte ist in dem un-
teren Teil des Bildes gezeigt. Die Details der Rechnung werden in Abschnitt 6.3
beschrieben. In Abbildung 6.2 ist weiterhin der Diagonalblock G ;; dargestellt.
Das Erreichen des Volumenwertes hiingt ebenfalls von der Energie und dem Wel-
lenvektor ab. Physikalisch beruht die Banddiagonalitdt auf der Interpretation
der Greenschen Funktion als Propagator: G(7,7',w) beschreibt fiir w > Epermi
(w < Eperms) die Wahrscheinlichkeit, ein Elektron (Loch) der Energie w am Ort
7' zu erzeugen und am Ort 7 zu vernichten. Dies ist umso unwahrscheinlicher,
je grofler der Abstand von 7 und 7' ist und je weniger Zustéinde zur Verfiigung
stehen.

In dem néchsten Abschnitt gehe ich auf die Berechnung des Coulombpoten-
tials in der vorliegenden Halbraumgeometrie ein und demonstriere danach die
Anwendung der vorgestellten Theorie an zwei Beispielen. Es wird gezeigt, dass
die berechnete Oberflichenbandstruktur sowohl fiir einen Halbleiter als auch fiir
ein Metall in guter Ubereinstimmung mit anderen ab initio Rechnungen ist.

6.2 Losung der Poisson-Gleichung

Wie im Volumenfall wird von der Dichte der Valenzelektronen 6.7 die Uberlage-
rung der atomaren Valenzdichten %, abgezogen

d0(F) = o) — dhar(7) (6.10)

und an den Good-Lattice-Points 7" tabelliert. Wegen der zweidimensionalen Peri-
odizitiat kann die Poisson-Gleichung

NSV () = 4mdo(T) (6.11)

durch Entwicklung von dV und dp in eine Fourier-Reihe auf eine gewshnliche
Differentialgleichung transformiert werden. Durch Einsetzen von

SV (7, 2) = Y eCIov (G, 2) (6.12)
el
und

= Zeiéll'ﬁlég(é”’z) (613)

G|
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in die Poisson-Gleichung ergibt sich

d2 = — —
(@ - G||2) SV (G, 2) = dmbo(G)), 2) - (6.14)
Die reziproken Gittervektoren C_jH = nl;l + mgg, n,m € 7Z werden durch die

primitiven Translationsvektoren by, und by des reziproken Gitters aufgespannt. Die
Fourier-Transformierte ist durch ein Integral iiber die Oberflicheneinheitszelle
mit Fliche S = |a; X d@»| gegeben:

o 1 LS,

(5V(G||,Z) = E/SezG”'T”(SV(m,Z)dQTH (6.15)
o 1 s

So0(G, z) = §[qe"Gll'Tllég(ﬁ|,z)d2r|| ) (6.16)

Die Randbedingungen fiir die Differentialgleichung 6.14 lauten:

1. Konstantes Potential im Vakuum: (5V(é||, z) = const. fiir z — oo.

2. Periodizitdt im Volumen: 5V(é||, z) = 5V(é||, z+ H) fiir z & —o0.

H sei die Hohe einer Volumenzelle und damit die Periodizitdtslange in z-Richtung
im Volumen. Die Differentialgleichung kann durch Diskretisierung gelést werden.
Dies ist im Rahmen meiner Implementation jedoch unpraktisch, da die Dichte
nur auf den Integrationspunkten vorliegt und das Potential auch nur an diesen
Punkten benétigt wird. Diese Integrationspunkte sind aber nicht in Schichten
(79|, 2) eingeteilt, wie es fiir die zweidimensionalen Fourriertransformationen und
Diskretisierung in z-Richtung nétig ist. Um dieses Problem zu umgehen, verwende
ich einen Trick, der in [57] beschrieben wird und sich an die Superzellenmethode
anlehnt. Dabei wird ausgenutzt, dass das Potential im Vakuum schnell gegen eine
Konstante geht und im Kristall nur in einer diinnen Schicht nahe der Oberflache
von der periodischen Losung abweicht. Dadurch werden zwei Groflen definiert:

1. 2o > 0 ist gegeben durch: 5V(é||, z) = const. fiir z > z.

2. L > 0 ist gegeben durch: 5V(é||,z) = 5V”(é||,z) fiir z < 29 — Z.

Dabei ist §V® das Volumenpotential. Auflerdem sollen 2z, und L/2 ganzzahlige
Vielfache von H und L > 2z, sein. Mit der Definition

(5V(G"H, z) — 5Vb(é||,z) fiir z <z

. gl 6.17
SV(G),220 — 2) = 6VP(G),220 — 2)  fiir 2> z (6.17)

AV(G2) = {

erhélt man eine Funktion, die nur in dem Bereich [z— £, 20+%] von Null verschie-
den ist und Spiegelsymmetrie zum Punkt z, zeigt. Durch periodisches Fortsetzen
von AV(G)}, z), also der Definition einer weiteren Funktion

AV'(Gy,2) =Y e “=AV(G), G L) (6.18)
Gy
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Abbildung 6.3: Schematische Darstellung einer Fourier-Komponenten der Diffe-
renzpotentiale §V°(G|, z) und 6V (G, z) iiber der z-Achse (oberes Bild). In der

Mitte ist das an z, gespiegelte Differenzpotential AV(é||, z) skizziert. Das untere
Bild enthélt die periodisch fortgesetzte Differenz AV’ (é||, z2).

mit

1

Zo+% ) .
AV'(Gy, GL) = / AV (G 2)dz (6.19)

AV'(G) = ——=AJ(G) . (6.20)
Dabei sind G, = 2277’15, k€ Z und G = C_j” + G,. Fiir die Dichte gelte eine
entsprechende Reihe von Definitionen. In Abbildung 6.3 sind die Funktionen 6V,

sVt AV und AV’ skizziert.
Das gesuchte Potential 6V ist damit

)= —dr Y o7 7‘59((;5) : (6.21)

G#0
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Der G = 0 Summand entfillt, da der Mittelwert von 0o verschwindet. Die Fourier-
Transformierte von dp kann wegen der Spiegelsymmetrie von Ap zu zy durch ein
Integral iiber das Gebiet S x [29 — £, zy] berechnet werden:

50(G) = 6°(G)+ Ad(G) (6.22)
Z0-|-2 i
_ - -\ 73
= LS//ZO—— §0° (7 )+Ag(r))d r (6.23)
20
— - —’LG” T‘” —ZG_LZ —’iGJ_ (220—2) g 3 . 24
LS/S/zoge (e +e ) 8o(7)d’r (6.24)

Da zy — % und 2o ganzzahlige Vielfache von H sind, geht das Raumintegral iiber
vollstdndige Volumenzellen und die Oberflichenzelle und kann daher durch eine
Summe iiber die Good-Lattice-Points approximiert werden. Eine Aufteilung des
Raumes in Schichten parallel zur Oberflache ist also nicht nétig.

6.3 Oberflichenbandstruktur von GaAs(110)

Die (110)-Oberfliche von GaAs ist eine nicht-polare Oberflidche, enthélt also
gleich viele Arsen- und Galliumatome in der obersten Lage. In Abbildung 6.4
sind die obersten zwei Einheitszellen sowie die Anordnung der Atome in den er-
sten beiden Lagen abgebildet. Da fiir die obersten Atome Bindungspartner fehlen,
kommt es zu einer Relaxation, d.h. Abweichungen der Atompositionen von den
idealen Orten ohne Verinderung der Periodizitit.

Die zweidimensionale Einheitszelle wird durch die Vektoren

&'1 = (1, O)U,
i = (0,1/V2)a

aufgespannt. Die experimentelle Gitterkonstante betrigt
a = 10.683 apon, = 5.653 A .

Die Basisvektoren der obersten Zelle sind nach [58]:

Tiso = (0.959, 0, 0.0289)a
741 = (0.5, 0.354, —0.359)a
=
(

0.159, 0.354, —0.0931)a
0.75, 0, —0.348)a

=X
TGa,,O -
=S _
7—Ga,l -

Diese gemessenen Werte werden von Gesamtenergierechnungen im wesentlichen
bestétigt [59, 60]. In der néichsten Zelle sind die Atome an den idealen Orten:

7-1250 = (1’ 05 _\/5/2)(1’
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Abbildung 6.4: Geometrie der idealen, nicht relaxierten (110)-Oberfliche von
GaAs

7o = (0.5, v2/4, —3v2/4)a

oo = (025, vV2/4, —v2/2)a

ar = (0.75, 0, =3v2/4)a .
Alle weiteren Basisvektoren im Einheitsstab folgen aus den 7° Werten durch
Translation um (0, 0, —H) mit H = a/+/2. Zur Berechnung der elektronischen
Struktur ist es genau wie im Volumen sinnvoll, Basisfunktionen zwischen den
Atomen zu lokalisieren. Durch die Relaxation der obersten Atome sind die Po-

sitionen der off-site-Funktionen nicht genau bestimmt. Ich platziere sie in der
obersten Einheitszelle an folgende Orte:

75 = (0.459, 0, 0)a

7' = (—0.0414, 0.354, —0.359)a
75 = (0.659, 0.354, O)a

75 = (0.25, 0, —0.348)a

75 = (0.5, 0.354, 0.354)a

7 (0.75, 0, 0.354)a

75 = (0, 0.354, 0.354)a

75 = (0.25, 0,0.354)a

so dass die ndchsten umliegenden Atome ungefihr gleich weit entfernt sind. Die
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Abbildung 6.5: Oberflichenbandstruktur von GaAs(110) nach Sabisch et al.
(links) und dieser Arbeit (rechts). Die Fermi-Energie ist in beiden Fillen bei
0eV.

obersten vier dieser Funktionen liegen bereits im Vakuum und sind fiir eine ge-
naue Berechnung der Austrittsarbeit erforderlich. Im Volumen liegen die off-site-
Funktionen wieder an den idealen Orten:

7 = (0.5, 0, —v2/2)a

7= (0, V2/4, —=3v2/4)a
7= (0.75, V2/4, —V2/2)a
72 = (0.25, 0, —3v2/4)a .

Die Verwendung der 4s-, 4p- und 4d-Orbitale von Gallium und Arsen sowie s-,
p- und d-off-site-Funktionen fiithrt auf Matrixdimensionen von dim® = 180 fiir
die Oberflichenblécke und dim® = 72 fiir die Volumenblécke. Die Berechnung
der Zustandsdichte nach Formel 6.6 und Bestimmung der Peaks ergibt die Ober-
flaichenbandstruktur, die in Abbildung 6.5 auf der rechten Seite dargestellt ist.
Hinterlegt ist die projizierte Volumenbandstruktur, d.h. die Eigenwerte des Volu-
menkristalls fiir ein gegebenes EII aus der Oberflichen-Brillouin-Zone und alle &,
aus der 1. Brillouin-Zone des Volumens. Man erkennt vier Oberflichenzustéinde,
die nicht innerhalb der projizierten Volumenbandstruktur liegen:
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Ay beruht auf den Arsen-4s-Orbitalen und erscheint schwach dispersiv an der
Kante der projizierten Volumenbandstruktur in der heteropolaren Bandliicke.

Cs leitet sich von den Gallium-4s-Orbitalen ab, liegt in dem sogenannten stomach
gap und zeigt recht starke Dispersion.

As liegt nahezu waagerecht in der fundamentalen Bandliicke und taucht nur in
der Umgebung des ['-Punktes in die projizierte Volumenbandstruktur ein.
Er besteht aus den Arsen-p,- und p,-Orbitalen, die in das Vakuum hinein-
reichen. Aufgrund der Oberfliche fehlen diesem Zustand Bindungspartner,
weshalb A5 den Namen dangling bond hat.

Cj5 ist ein unbesetzter Zustand, der von den Gallium-p-Orbitalen abgeleitet ist.

In &lteren Rechnungen, vor allem nach der tight-binding-Methode, erscheinen die
Zustinde C7; und Aj als Oberflichenzustinde in der heteropolaren Bandliicke
bzw. dem stomach gap. C; leitet sich von den Gallium-4s-Orbitalen ab. Aj ist
der schwach ausgeprégte parallel bond, der aus den p,- und p,-Orbitalen von Ar-
sen gebildet wird. In der vorliegenden wie auch in der neueren Arbeit von Sabisch
et al. [59] (1994) liegen diese Zustinde volkommen in der projizierten Volumen-
bandstruktur. Diese Rechnung ist in Abbildung 6.5 auf der linken Seite zu sehen.
Die Ubereinstimmung mit meinem Ergebnis ist sehr gut. Die Unterschiede, ins-
besondere die Lage des C3-Bandes relativ zu den Volumenbéndern, rithren von
der benutzten Gitterkonstanten her: Wihrend in dieser Arbeit der experimen-
telle Wert von a = 10.683 ap,, verwendet wird, benutzen Sabisch et al. die
theoretische Gitterkonstante ape, = 10.469 agop,-. Dies fithrt zu einer grofieren
Energieliicke zwischen besetzten und unbesetzten Béndern. Sowohl Sabisch et al.
als auch Alves et al. modellieren die Oberfliche durch eine Superzellengeometrie
und benutzen Pseudopotentiale.

Neben den genannten Oberflachenzusténden sind in der rechten Bandstruktur
viele Zusténde innerhalb der projizierten Volumenbandstruktur zu erkennen. Dies
sind zum Teil Resonanzen, also Oberflichenzustinde, die an Volumenzustinde
ankoppeln, zum Teil auch Bandkanten der Volumenbandstruktur. Fiir eine ein-
gehende Untersuchung eignet sich die lokale Zustandsdichte nach 6.2, was aber
hier nicht ausgefiihrt werden soll.

Die Austrittsarbeit ® ist die Energiedifferenz zwischen dem Valenzbandma-
ximum und dem Vakuumwert des Potentials und betrigt nach dieser Rechnung
® = 5.47 eV. Das ist in hervorragender Ubereinstimmung mit dem experimen-
tellen Wert von ®.,, = 5.5 eV [61]. Dieses Resultat darf aber nicht iiberbewertet
werden, da aufgrund der LDA sowohl das Potential im Vakuum als auch derar-
tige Energiedifferenzen fragwiirdig sind. So finden Alves et al. einen Wert von

d =5.0eV.

66



@ 1 Lage
® 2. Lage
® 3. Lage

Abbildung 6.6: Geometrie der (111)-Oberfliche von Kupfer

6.4 Elektronische Struktur der C'u(111)-Oberfliche

Die meisten niedrig indizierten Metalloberflichen zeigen keine Rekonstruktion
sondern nur eine geringe Verschiebung der obersten Atomlagen entlang der Nor-
malen. Diese Relaxation ist fiir die offenen Oberflichen, wie z.B. die (100)-
Oberflache, groBer als fiir die dichtgepackten, wie z.B. die (111)-Oberfléche eines
fec-Kristalls. Fiir Cu(111) ist die Relaxation sehr gering und wird daher hier wie
auch in den meisten anderen Rechnungen vernachlissigt.

Das hexagonale Oberflichengitter wird durch die Vektoren

61 = (1, O)G
i = (1/2,V3/2)a

aufgespannt, wobei die Gitterkonstante a = 4.822ap,p, ist. Der Abstand der
Atomlagen betrigt d = ?a. Die Volumeneinheitszelle mit (111)-Oberfliche wird
durch drei Atomlagen gebildet, so dass die Hshe H = v/6a ist. In Abbildung 6.6
sind auf der linken Seite zwei Einheitszellen (blau umrandet) sowie rechts die Lage
der Atome in der x,y-Ebene dargestellt. Deutlich zu erkennen ist die Anordnung
in der dichtesten Kugelpackung.

Die Basisvektoren der Atome in der obersten Zelle sind:

75 = (0,0, 0)a
7= (1, V3/3, =V6/3)a
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Abbildung 6.7: Oberflichenbandstruktur von Cu(111). Die roten Striche markie-
ren die Lage von Zustidnden, die mit den Werten von Euceda et al. verglichen
werden.

7= (1/2, V3/6, —2v6/3)a
und in der folgenden:

7t = (0,0, =V6)a
7P = (1, v3/3, —4V6/3)a
7= (1/2, V3/6, —5v6/3)a .

Die genaue Bestimmung der Fermi-Energie eines Metalls verlangt die Bertick-
sichtigung vieler k-Punkte in der Oberflichen-Brillouin-Zone. Im Gegensatz zu
Galliumarsenid, wo vier Punkte geniigen, benutze ich fiir Kupfer 18 Punkte im
irreduziblen Teil. Fiir die Losung der Poisson-Gleichung miissen Dichte und Po-
tential in weit mehr Fourier-Komponenten entwickelt werden als bei Galliumar-
senid. Der Grund liegt in dem groBeren Unterschied zwischen der Uberlagerung
der atomaren Dichten im Vergleich zu der tatsichlichen Dichte, da fiir eben diese
Differenz die Poisson-Gleichung gelést wird (siehe Gleichung 6.11). Weiterhin ist
die Konvergenz der Selbstkonsistenzschleife durch Verringerung der sogenannten
mizing Parameter zu verlangsamen, um unerwiinschte Oszillationen zu verhin-
dern.

Die Basis besteht aus den besetzten 3d- und 4s-Orbitalen und den unbesetz-
ten 4p- und 4d-Orbitalen. Zusétzlich wird im Vakuum eine off-site-Funktion mit
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Quelle r K K K
Euceda et al. | -0.58 | -2.89 | 3.74 | 4.42
diese Arbeit | -0.53 | -2.92 | 3.83 | 4.50

Tabelle 6.1: Energetische Lage der Oberflichenzustinde von Cu(111) in eV.

s-Charakter an dem Ort 7 = (1/2, v/3/6, v/6/3)a lokalisiert, um eine gute Be-
schreibung des Vakuums zu erzielen. Wie bei Galliumarsenid sind diese Funktio-
nen im Vakuum nicht fiir eine genaue Berechnung der Oberflichenbandstruktur
sondern der Austrittsarbeit erforderlich. Fiir die Volumenrechnung wurden die
Wellenfunktionen in die 3d- bis 4 f-Orbitale entwickelt und an 270 special points
im irreduziblen Teil der Brillouin-Zone berechnet. Die projizierte Volumenband-
struktur als auch die Oberflachenbandstruktur, sieche Abbildung 6.7, stimmen gut
mit einer LCGO (Linear Combination of Gaussian Orbitals)-Superzellenrechnung
von Euceda, Bylander und Kleinman [62] iiberein. Ein Vergleich der Energien an
den hochsymmetrischen Punkten ist in der Tabelle 6.1 zusammengestellt. Neben
den aufgefiihrten Zustinden finden Euceda et al. sowohl in M — K-Richtung als
auch am K-Punkt im d-Bandkomplex weitere Zustidnde, was von meiner Rech-
nung nicht bestétigt wird. Experimentelle Daten hierzu sind mir nicht bekannt.
Zuséatzlich zu diesen Zustdnden gibt es Messungen von zwei parabelférmigen Bild-
ladungszustdnden am I'-Punkt bei ca. 4 eV und 4.6 eV. Diese werden nicht in
den LDA-Rechnungen reproduziert, da aufgrund der lokalen Dichteapproximati-
on das Potential die falsche Asymptotik beim Ubergang vom Kristall ins Vakuum
aufweist. Mithilfe einer empirischen Formel fiir das Bildladungspotential ergeben
sich diese Zustidnde auch in der Theorie [63]. Die Austrittsarbeit ist hingegen
sehr gut in LDA berechenbar und ergibt sich in dieser Rechnung zu ® = 4.88 eV.
Euceda et al. finden einen Wert von & = 5.014 eV, und der experimentelle Wert
wird in dem Buch [64] mit ®.,, = 4.98 eV zitiert. In diesem findet sich auch
eine Zusammenstellung der experimentellen Ergebnisse fiir den parabelférmigen
Oberflichenzustand am I'-Punkt, siche Abbildung 6.8. Dieser Zustand wurde mit
Photoemission (Kreise), inverser Photoemission (Quadrate) und Rastertunnelmi-
kroskopie (Kreuze) untersucht. Am I'-Punkt betréigt die Energie dieses Zustandes
—0.39 eV. Der Unterschied zu den Rechnungen kann seine Ursache in einer un-
genauen Bestimmung der Fermi-Energie sowohl im Experiment als auch in der
Rechnung haben. Die relative Lage zur projizierten Volumenbandstruktur wird
von der Rechnung sehr gut wiedergegeben.

In Abbildung 6.9 sind Potential und Dichte fiir die Ebene y = 0 dargestellt.
Diese verlauft durch die obersten Atome und zwischen den Atomen der zweiten
und dritten Lage (Abbildung 6.6). Es ist zu erkennen, dass die laterale Korruga-
tion des Potentials im Vakuum schnell verschwindet. Diese Néherung eines rein
z-abhéngigen Potentials ausserhalb des muffin-tin-Radiusses ist bei LEED (Low
Energy FElectron Diffraction)- und Photoemissionsrechnungen gebrauchlich.
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Abbildung 6.8: Der Oberflichenzustand am I'-Punkt. Links: Rechnung. Rechts:

Experiment.
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Abbildung 6.9: Potental (links) und Dichte (rechts) der Cu(111)-Oberfliche
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Kapitel 7

Dielektrische Funktion fiir den
Halbraum

In diesem Teil werden die Ergebnisse der beiden vorigen Kapitel - die Bestim-
mung der DK aus der Greenschen Funktion und die Behandlung des Halbraumes
- zusammengefiihrt. Die Grundlage der Berechnung der DK eines halbunendli-
chen Kristalls ist durch die Formel 5.77 gegeben. Diese kann ohne weitere Rech-
nung auf das Oberflichensystem iibertragen werden, obwohl die Herleitung in
Abschnitt 5.1 dreidimensionale Periodizitit des Raumes voraussetzt. Diese Vor-
aussetzung wurde nur genutzt, um Vektoren des reziproken Raumes k als Summe
von einem Gittervektor G und einem Vektor § € 1. BZ zu schreiben. Wegen der
periodischen Randbedingungen ist ¢ ein diskreter Vektor. Weder diese Randbe-
dingungen noch die Aufteilung k& = G+ qist jedoch zwingend erforderlich. Die
gesamte Rechnung ist ebenfalls mit kontinuierlichen Vektoren k durchfiihrbar,
bzw. mit der Aufteilung k=Fk + EII in einen diskreten Vektor EII und einen

kontinuierlichen Vektoren k. Die Beriicksichtigung der zweidimensionalen Peri-
odizitdt fiihrt auf die Formel

o o 4 loBz
€ij (G,w) = Si(q) 1 +? Z Spur
By

fidwlézq"(5|| — i, k) Gy, ') @
- - . + - , .
AR = @, R)) GO = G’ —w — 2i) -

j{ do' A Ky — @1, K) (R, o' +w +2in) ®

(éjq"(g|| = dil; En))+ Gy — di, W')} : (7.1)
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Die Indizes ¢ und j sind dabei im Gegensatz zu dem Volumenfall nicht begrenzt.
Die Matrix A ;%” ist durch

—

ADEF) = [ Er ot (oo (718, () (72)

gegeben. Das Integral umfasst den Einheitsstab. Wegen der Lokalisierung der
Schichten-Bloch-Wellen in z-Richtung ist ff:g' banddiagonal in den Indizes o und
B. Da auch die Orbitalfelder <I_5,-q|| in z-Richtung lokalisiert sind, ist fiir einen fe-

sten Index ¢ nur ein endlicher Teil der Matrix Aqul von Null verschieden. Dies
ermdglicht die Berechnung der Spur der Matrixprodukte in 7.1, obwohl die Green-
schen Matrizen von unendlicher Dimension sind. Die Berechnung der Orbitalfel-
der unterscheidet sich leicht von dem Volumenfall und wird in Anhang C behan-
delt.

Die numerische Auswertung der Formel 7.1 ist ausgesprochen aufwendig und
kann nur mit Blick auf die endgiiltige Verwendung der DK geschehen. Diese
legt fest, fiir welche Indizes ¢ und j und welche Tensorkomponenten die rechte
Seite programmiert und berechnet wird. Wie im Volumenfall legt die gewiinsch-
te Auflosung n die benotigte Anzahl der Integrationspunkte in der komplexen
Energie-Ebene w' und die Zahl der EH-Punkte in der Oberflachen-Brillouin-Zone

fest. Der Betrag des Wellenvektors ¢ bestimmt die Gréfie der Matrix éﬂq”. Diese
steigt mit kleiner werdendem |gj| exponentiell an.

Um die Richtigkeit der berechneten Groflen zu iiberpriifen, kénnen die Er-
gebnisse fiir den Halbraum weit unterhalb der Oberfliche mit dem Volumen ver-
glichen werden. Der Zusammenhang der schichtaufgelosten Bloch-Wellen, Orbi-
talfelder und Matrizen mit den korrespondierenden Volumengréflen folgt aus den
Relationen:

pial7) = \/%Zemwzm”(f) (7.3)

¥ Ziq) (™) = \/—Z _ZqLRZSqu (™) - (7.4)

Dabei ist ;,(7) eine Volumen-Bloch-Welle mit dem Multiindex ¢ und dem dreidi-
mensionalen Wellenvektor ¢. Zur Unterscheidung triagt die Schichten-Bloch-Welle
¢ziq, (') neben dem Index i einen Index Z fiir die Zelle, in der diese Schichten-
Bloch-Welle lokalisiert ist. Mit R; = Z H wird der Betrag eines Gittervektors in z-
Richtung bezeichnet. Diese Gleichungen beziehen sich auf einen Volumenkristall.
Fiir einen halbunendlichen Kristall gelten sie weit unterhalb der Oberflache. Fiir
die Orbitalfelder, fiir die sie analog giiltig sind, habe ich beide Relationen anhand
der idealen GaAs(110)-Oberfliche numerisch iiberpriift. Die ¢, -Summe iiber die
Volumenorbitalfelder konvergiert mit ca. 20 Werten und ergibt die schichtauf-
gelosten Orbitalfelder mit grofler Genauigkeit. Das Testen der ersten Gleichung

72



ist sehr viel aufwendiger, da @ ziqy (7") fiir gentigend viele Zellen Z berechnet wer-
den muss. Summation iiber drei, fiinf und sieben Zellen zeigt jedoch bereits Kon-
vergenz gegen den Volumenwert. Aus den Gleichungen 7.3 und 7.4 folgt fiir die
Transformation einer Matrix 7" von den Schichten-Bloch-Wellen auf die Volumen-
Bloch-Wellen und zuriick:

T (q) = Z "R Ty 00 (q)) (7.5)
Z
— 1 —1 —R ped
Tyiza(q) = N, Ze ww(Rz=Ra) T () (7.6)
qi

Auch diese Relationen wurden anhand der Uberlapp- und Hamiltonmatrix nu-
merisch getestet. Zusammen mit den ausfiihrlichen Vorarbeiten fiir den Volu-
menkristall - insbesondere die Berechnung der DK aus der Greenschen Funktion
(Abschnitt 5.5.1) - ergibt dies einen ausreichenden Test fiir die Richtigkeit des
Programms zur Berechnung der Halbraum DK. Es bleiben jedoch noch mehrere
Konvergenzfragen zu kliren:

Basissatz: Die verwendete Basis bestimmt die Giite der Oberflichenbandstruk-
tur und damit die Ubergiéinge, die im Imaginirteil der DK als Peaks erschei-
nen. Auf die Qualitdt der LCAO-Darstellung der DK hat die Grifle des Ba-
sissatzes nur geringen Einfluss, da die entscheidenden Elemente diejenigen
sind, in denen s-Orbitale beteiligt sind. Dies wird im néchsten Abschnitt
an einem Beispiel demonstriert.

E||-Integra1: Die Anzahl der benétigten E||-Punkte zur Berechnung des Integrals
iiber die Oberflichen-Brillouin-Zone wird allein durch die Auflésung n be-
stimmt. Eine ungeniigende Anzahl fiihrt zu Strukturen in der DK, die von
tatsdchlichen Peaks kaum zu unterscheiden sind.

Energieintegral: Konvergenz der Energieintegration ist sehr leicht zu erkennen,
da zu wenig Integrationspunkte grofie Fehler verursachen. Typischerweise
wird der Imaginéirteil der DK bei kleinen Energien negativ (was ausge-
schlossen ist) und zeigt starke Schwankungen. Auf dieses Integral hat die
Auflésung 1 den grofiten Einfluss.

Matrixgrofie: Die Anzahl der Matrixblocke in den A Y und Q—Matrizen wird
durch die Reichweite der Orbitalfelder in z-Richtung bestimmt. Nach den
ersten Erfahrungen geniigen selbst fiir kleine Wellenvektoren wenige Ma-
trixblocke.

Diese Fragen werden im Abschnitt 7.2 am Beispiel der GaAs(110)-Oberfliche
eingehender untersucht.
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7.1 Eine Niherung fiir die makroskopische
Halbraum-DK

Aus der LCAO-Darstellung der DK kénnen durch einen Basiswechsel - analog
zu den Gleichungen 5.68 und 5.69 - die mikroskopische und die makroskopische
DK gewonnen werden. Wegen der fehlenden Periodizitét in z-Richtung kann die
DK nicht in der gewohnlichen ebene-Wellen-Basis dargestellt werden, sondern
muss in die Laue-Darstellung transformiert werden. Die Basisfunktionen dieser
Darstellung lauten:

Xé||+(j‘||,2(7?) = <F|é|| +qj,2) = N”ei(Gll“L‘j”)'Fl(S(z -3, (7.7)
so dass fiir die mikroskopische DK folgt:
?a”ah (@), 27 w) = (G| +d 2| € WG+ a2 (7.8)
- |s"@.0 57 @) Laiw)
SHa) (8™@,)"| . - (7.9)
GG
Dabei sind

die Uberlappmatrix zwischen der Laue-Funktion XGy+dpe und der Schichten-

Bloch-Welle ¢;,, und E(q'“, w) die LCAO-DK. (Der Index fiir die Zelle wird nicht
mehr explizit erwihnt, sondern ist in dem Multiindex ¢ enthalten.) Die inver-
se Uberlappmatrix S _1(cﬂ|) kann mit dem Renormierungsalgorithmus berechnet
werden. Sie ist banddiagonal, so dass die Matrixprodukte in 7.9 wohldefiniert und
mit geringem Aufwand berechenbar sind.

Die Beriicksichtigung der lokalen Feldeffekte verlangt die Inversion der mikro-
skopischen DK (in Laue- oder LCAO-Darstellung). Da die Berechnung der DK
nach Gleichung 7.1 jedoch ausgesprochen aufwendig ist, kann nur ein kleiner Teil
der halbunendlichen Matrix E(qh,w) bestimmt werden. Ich vernachléssige daher

lokale Feldeffekte und betrachte die Laue-Darstellung der DK fiir é|| = éf| =0
und ¢ — 0 als eine Approximation an die makroskopische DK. Im Volumen-
fall konnte ich fiir die Halbleiter GaAs und Diamant (siehe Kapitel 5.3 und 5.4)
demonstrieren, dass diese Ndherung fiir den hier untersuchten Energiebereich ge-
rechtfertigt ist und LFE nur eine kleine Korrektur darstellen. An der Oberfliche
sind die Dichteschwankungen zwar grofler, dennoch beschrinke ich mich wegen
des enormen Rechenaufwandes auf die mikroskopische DK.
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Die so definierte Funktion ?é” é (i, 2, #',w) hat den Nachteil, von z und 2’

abhéngig und daher sehr unanschaulich zu sein. Zur Beurteilung der berechne-
ten DK ist es daher vorteilhaft, eine Fourier-Transformation beziiglich z und 2’
durchzufiihren. Ich definiere fiir beliebige, reelle Zahlen ¢, ¢’ :

1 o0 ) L o / n
—tqlz . — iq, 2
N H /_ood"’/_ood“ €ga (@) 22, w)e” (7.11)

Fiir einen Volumenkristall mit dreidimensionaler Periodizitét ist dies die gew&hn-
liche mikroskopische DK in ebene-Wellen-Darstellung. Fiir einen Halbraum sind
g, und ¢, keine guten Quantenzahlen. Der spezielle Fall ¢, — 0, ¢/, — 0 erlaubt
die analytische Integration iiber z und 2z’ und fiihrt auf eine Funktion, die fiir
éll = C_jh =0, ¢j — 0 im Folgenden einfach mit € (w) bezeichnet wird:

i 54

€g ”G (q|| QJ_aQJ_a w) =

x4 x4
€ €

(w) = |S"™(@) 8 (@) £),w) S (@) (éFL(cih)f] - (112)

é”:éilzo

Dabei ist SgL durch die Gleichungen 5.70 und 5.71 gegeben. Diese Formel ist
die Grundlage fiir die anschlieBende Diskussion der DK und des RAS-Signals der
GaAs(110)-Oberfliche.

7.2 Dielektrische Funktion der GaAs(110)-Oberfliche

Diese Oberfliche wurde bereits im Abschnitt 6.3 vorgestellt. Die dort eingefiihrte
Basis mit 180 Funktionen fiir die oberste Zelle ist jedoch bei weitem zu gro8,
um eine Berechnung der DK zu ermoglichen. Ich beschrinke mich daher auf
die s- und p-Orbitale von Arsen und Gallium, was auf Matrixdimensionen von
dim?® = 32 und dim® = 16 fiir die Oberflichen- bzw. Volumenmatrizblscke fiihrt.
In dieser Basis sind Konvergenztests moglich, die mit einer besseren Basis am
Rechenaufwand scheitern miissten. In Abbildung 7.1 sind die Ergebnisse grafisch
dargestellt. In den Bildern sind der Realteil (links) und der Imaginérteil (rechts)
der zz-Komponente des DK-Tensors € (w), wie er im vorigen Abschnitt definiert
wurde, aufgetragen. Der Wellenvektor betrigt ¢ = (0.001, 0, 0)27/a. Auf eine
Darstellung der Konvergenzeigenschaften des Energieintegrals wurde verzichtet,
da die sprunghafte Anderung von ,falsch® nach ,richtig* eine Wahl der Anzahl
der Stiitzstellen und damit des Fehlers verhindert.

Fiir Bild (a) wurde die Anzahl der Matrixblocke erhoht. Die erste Kurve mit

der Bezeichnung ,,0“ beriicksichtigt nur é_'ég", die nichste beriicksichtigt é;g”,
é_g”, é I ynd é ,; und so fort. Trotz des sehr kleinen Wellenvektors geniigt es
offensichtlich, die obersten neun Matrixblocke in den 4 “I_ und G-Matrizen zu
betrachten. Fiir diese Rechnung betrégt die Auflésung 7 = 0.1 eV in der Green-

schen Matrix und damit 2n = 0.2 eV in der DK. Dies erfordert 637 Stiitzstellen
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Abbildung 7.1: Konvergenztest beziiglich der Matrixdimensionen (a), der Anzahl
E||—Punkte (b) und der Matrixelemente der LCAO-DK (c).
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fiir das Energieintegral und 16 /;”—Punkte im irreduziblen Teil der Oberflichen-
Brillouin-Zone. .
Im mittleren Bild (b) wird die Konvergenz des k-Integrals dargestellt. Die

Parameter sind wie in Bild (a), Kurve ,2“. Mit 16 E||—Punkten werden bereits
alle Strukturen aufgelost und keine weiteren, falschen erzeugt. Mit 36 Punkten
scheint vollstdndige Konvergenz erreicht zu sein.

Im unteren Bild werden Naherungen fiir die LCAO-DK verglichen. Fiir die
durchgezogene Kurve wurde die gesamte Matrix €] (¢, w) berechnet. Die gepunk-
tete Kurve zeigt das Resultat, wenn alle Matrixelemente, in denen ¢ und j kein
s-Orbital indizieren, vernachléssigt werden. Das bedeutet die Beriicksichtigung
der Asds-Asds-, Gads-Gads-, Asds-Gads- und Ga4ds-Asds-Matrixelemente
der obersten vier atomaren Ebenen. Ich mochte dies mit s-Naherung bezeichnen.
Die gestrichelte Kurve beriicksichtigt nur die Diagonalelemente der LCAO-DK,
wie in [39] vorgeschlagen. Diese Diagonalnidherung ergibt eine DK mit den rich-
tigen Peaklagen, die jedoch etwa um einen Faktor fiinf zu klein ist. Dieser Faktor
ist fiir die unterschiedlichen Tensorkomponenten verschieden. Die s-Ndherung
ist hingegen fiir alle Tensorkomponenten eine hervorragende Approximation und
ermoglicht eine drastische Reduktion des Rechenaufwandes. Fiir diese Abbildung

wurde der Parameter 7 auf 0.54 eV erhoht und nur der Matrixblock é ;Z” beriick-

sichtigt. Daher geniigen 88 Stiitzstellen fiir das Energieintegral und 16 EH—Punkte.
Die Kurven der Abbildungen (a) und (b) wurden in der s-Ndherung berechnet,
um die aufwendigen Konvergenztests zu ermoglichen.

Die Strukturen in dem Imaginérteil der DK konnen in der Oberflichenband-
struktur als Ubergéinge von besetzten in unbesetzte Binder gedeutet werden. Die
Ubergangswahrscheinlichkeit ist groB fiir parallel verlaufende Biinder. In der Ab-
bildung 7.2 wird fiir zwei verschiedene Energieskalen der Imaginirteil der DK
dargestellt und anhand der Bandstruktur interpretiert. Die Parameter der Be-
rechnung sind: n = 0.1 eV, 36 EH—Punkte, 637 komplexe Energien, Beriicksichti-

gung von é_'gg” bis é_;g”, s-Néherung, 36754 Good-Lattice-Points im Einheitsstab.
Im oberen Bild sind Im €**(w) und Im €% (w) fiir 2- bzw. y-polarisiertes Licht,
d.h. §||Z bzw. §||y zu sehen. Die beiden Tensorkomponenten sind kaum zu unter-
scheiden. Dies ist bereits von dem Polarisationstensor, berechnet in einer Super-
zellenndherung, bekannt [65]. Fiir den kleineren Energiebereich, der im unteren
Bild zu sehen ist, wurde die Verbreiterung auf n = 0.05 eV verringert, um eine
bessere Auflosung zu erreichen. Das Energieintegral erfordert dann bereits 1400
Stiitzstellen. Die Anzahl der Integrationspunkte im Einheitsstab wurde auf 73541
Punkte erhoht, um eine genaue Integration der Matrixelemente zu erzielen. Dies
ist fiir die Berechnung des RAS-Signals wichtig, wie im néichsten Abschnitt dis-
kutiert wird. Den meisten Peaks konnen einzelne Ubergiinge in der Bandstruktur
zugeordnet werden. Ausnahmen bilden die Peaks b, oberes Bild, und ¢, unteres
Bild, fiir die eventuell beide eingezeichneten M6glichkeiten eine Rolle spielen. We-
gen der geringen Anzahl von parallel verlaufenden Béndern ist die Interpretation
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Abbildung 7.2: Oberflichenbandstruktur und Imaginérteil der DK in der tight-
binding-Naherung.
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eindeutig. Andere Bereiche der Brillouin-Zone, die hier nicht dargestellt sind,
scheinen von untergeordneter Bedeutung zu sein. Neben den Ubergiingen zwi-
schen Oberflichenzustinden bzw. Resonanzen gibt es auch Ubergiinge zwischen
Volumenzustédnden. Wie aus Formel 7.6 ersichtlich werden diese Matrixelemente
iiber alle k¥, summiert. Daher erscheinen die zugehorigen Uberginge nicht als
scharfe Strukturen sondern stark verbreitert.

Die Qualitét der tight-binding-Bandstruktur kann durch den Vergleich mit Ab-
bildung 6.5 beurteilt werden. Sie zeigt die gleichen Oberflichenzustéinde wie die
genauere Rechnung und zusétzlich einen Zustand in der Umgebung des I'-Punktes
in der fundamentalen Bandliicke. Dieser hat nur eine geringe Zustandsdichte und
keinen Einfluss auf die DK.

7.3 RAS-Signal fiir GaAs(110)

Die Differenz zwischen ¢**(w) fiir z-polarisiertes Licht und ¥ (w) fiir y-polarisiertes
Licht ergibt im wesentlichen das RAS-Signal. Die theoretische Beschreibung so-
wohl fiir einen Halbraum als auch fiir Superzellen geht auf Del Sole zuriick und
wird zum Beispiel in Referenz [66] ausfiihrlich beschrieben. Demnach ist der Ober-
flachenbeitrag zur Reflektivitét fiir a-polarisiertes Licht bei senkrechtem Einfall
durch den Ausdruck

AR*(w) 4w Ae**(w)

Ro(w) — 7Imebum(w) —1 19

gegeben. Dabei bezeichnen ¢ die Lichtgeschwindigkeit und Rg(w) die klassische
Fresnel-Reflektivitit (siehe z.B. [67]). Mit Ae**(w) wird die iiber z gemittelte
Differenz zwischen der makroskopischen, z- und z’-abhiingigen DK des Halbraums
€**(z,2',w) und der DK der idealen Kristall-Vakuum-Grenzfliche

€0(2,w) = epur(W)0(—2) + 0(2) (7.14)

notiert. Die makroskopische DK des Volumens wird durch ey, (w) bezeichnet,
f(z) ist die Sprungfunktion. Vernachlissigt man die Nebendiagonalelemente des
DK-Tensors, so ist

Ao (i) = / dz / 42 (€92, 2 w) — (2 — 2')eo(2,w)] - (7.15)

Das RAS-Signal ist nun gegeben durch
AR*(w) — ARY(w) dw A (w) — Ae(w)

= Im 7.16

R()((x)) & Epulk (w) —1 ( )
J— 4_wI dedel[ezm(z, Zl’w) - eyy(z’ Zlaw)] (7 17)
N C m ebulk(w) —1 ' '
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Abbildung 7.3: Links: RAS-Signal nach dieser Arbeit fiir zwei verschiedene
Auflésungen. Rechts: RAS-Signal von Del Sole und Onida fiir verschiedene An-
zahl von k-Punkten: 4096 (durchgezogen), 1024 (getrichelt) und 256 (gepunktet).

Nach Gleichung 7.12 kann das Doppelintegral durch die bereits eingefiihrte Néhe-
rung fiir die makroskopische DK € (w) (Gleichung 7.12) ersetzt werden, so dass
folgt:
AR*(w) = ARY(w) 4wImem(w) — ¥ (w)
Ro(w) C ebulk:(w) -1
Das nach dieser Gleichung berechnete RAS-Signal wird in Abbildung 7.3, links,
dargestellt. Die Parameter der Rechnung sind wie bei der DK in Abbildung 7.2.
Auf der rechten Seite ist das RAS-Signal nach einer Rechnung von Del Sole und
Onida [44] zu sehen. Diese Arbeit beruht ebenfalls auf einem tight-binding-Ansatz
und modelliert die Oberflache in einer Superzellengeometrie. Del Sole und Onida
widmen sich vor allem Konvergenzfragen beziiglich der Schichtendicke und des
Brillouin-Zonen-Integrals. Sie kommen zu der Aussage, dass ca. 30 atomare La-
gen sowie ungefihr 1000 k-Punkte fiir die Konvergenz des RAS-Signals notwendig
sind. Da sie keinen Wert fiir die Auflésung 7 angeben, kann dieses Resultat von
meiner Halbraumrechnung nicht bestdtigt werden. Nach den Erkenntnissen des
vorigen Kapitels geniigen fiir n = 0.1 eV die obersten acht atomaren Lagen sowie
36 k-Punkte fiir eine auskonvergierte DK. Obwohl das RAS-Signal empfindlicher
ist, da es aus der Differenz sehr dhnlicher Gréfien folgt, erscheint die Zahl von
1000 k-Punkten sehr hoch. Von groflerer Wichtigkeit ist in dieser Arbeit die ge-
naue Berechnung der Integrale iiber den Einheitsstab. Aus Volumenrechungen
ist mir bekannt, dass Ungenauigkeiten zu leicht unterschiedlichen Werten fiir die
Diagonalkomponenten des DK-Tensors fiithren. Diese sollten im Volumen aber
gleich sein. In dem RAS-Signal sind solche Fehler stark sichtbar, da gerade diese
Differenz der Diagonalkomponenten mit der Energie gewichtet wird und zu ei-
nem linear ansteigenden ,, Untergrund® fiihrt. In Abbildung 7.3, links, zeigt sich

(7.18)
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Abbildung 7.4: Oberflichenbandstruktur und Imaginérteil der DK mit einer spd-
Basis.

dies in zwei Effekten: Zum einen ist die Kurve fiir kleine Energien zu grof und
zum anderen hat sie keine Nulldurchgéinge bei den Minima. Dennoch kann man
sowohl die Peaklagen als auch die Intensititen sehr gut mit dem Ergebnis von
Del Sole und Onida vergleichen. Meine Kurve zeigt bei 2.6, 3.3 und um 4.5 eV
Minima und bei 2.3 sowie 3 eV Maxima. Diese Strukturen treten bei Del Sole
und Onida ebenfalls auf und liegen ca. 0.2 eV tiefer. Oberhalb von 4.5 eV sind
die Unterschiede grofler. Wihrend in meiner Rechnung bei ca. 4.9 eV und 5.3 eV
ein Peak und eine Schulter ausgemacht werden kénnen, zeigt die Superzellenrech-
nung einen Doppelpeak mit den Spitzen bei 4.7 und 5.1 eV. Die relative Lage ist
also gleich, nur die Intensitédten sind unterschiedlich. Fiir grofere Energien kann
aufgrund der tight-binding-Naherung, die in den beiden Rechnungen zu sehr un-
terschiedlichen Leitungsbéindern fiihren kann, keine Ubereinstimmung erwartet
werden.

7.4 Einfluss der Basis auf die DK von GaAs(110)

Ein wesentlicher Parameter, der bisher nicht untersucht wurde, ist der Basissatz.
Eine Vergréflerung ergibt eine bessere Beschreibung der Oberflichenbandstruktur
aber auch einen deutlich hoheren Rechenaufwand, da die Rechenzeit mit der drit-
ten Potenz der Matrixdimensionen skaliert. Es konnen daher keine ausgiebigen
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Abbildung 7.5: RAS-Signal von GaAs(110) mit zwei verschiedenen Basissétzen.

Konvergenzstudien betrieben werden. Allein die Beriicksichtigung der d-Orbitale
von Arsen und Gallium ergibt Matrixdimensionen von dim® = 72 und dim® = 36
anstelle von dim® = 32 und dim® = 16 bei der minimalen Basis und damit eine
ca. zehnfach héhere CPU-Zeit. Die Rechnungen wurden daher in der s-N&herung
mit einer Auflésung von n = 0.14 eV, 16 /;H—Punkten und 522 komplexen Energi-
en durchgefiihrt. In Abbildung 7.4 werden die Oberflaichenbandstruktur und der
Imaginérteil der DK dargestellt. Im Unterschied zu Abbildung 7.2 sind in der
DK das Fehlen des Doppelpeaks zwischen 5.9 und 8.5 eV sowie die grofiere In-
tensitdt bei hoheren Energien auffillig. Der Abfall auf Null beginnt erst oberhalb
von 15 eV. Wie bereits in Abschnitt 7.2 mit der kleineren Basis werden auch
hier die Peaks in Im ¢ als Ubergiinge zwischen parallel verlaufenden Bindern ge-
deutet. Die Interpretation wird durch die groflere Anzahl von Bédndern und die
geringere Auflésung der DK erschwert, besonders fiir hhere Energien. Die Ober-
fliichenbandstrukturen zeigen im Valenzbandbereich eine befriedigende Uberein-
stimmung. Die Leitungsbénder differieren bereits ab 3 eV sehr stark, wie es fiir
diese einfachen Basisfunktionen auch nicht anders zu erwarten ist.

Das RAS-Signal (Abbildung 7.5) zeigt trotz der starken Unterschiede in der
DK deutliche Ahnlichkeiten zu den Ergebnissen mit der minimalen Basis. Die
erkennbaren Minima bei 2.4 und 4.5 eV liegen 0.2 eV tiefer bzw. 0.1 eV hoher als
bei der sp-Basis. Bei 2.1, 2.9 und 4.9 eV deuten sich Maxima an und bei 3 eV ein
Minimum. Das starke Maximum bei 3.3 eV ist bei der sp-Basis deutlich kleiner.
Wegen der geringen Auflosung sind die einzelnen Extrema zu wenig separiert,
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Abbildung 7.6: Bild (a): Superzellenrechnung mit ebenen Wellen. Bild (b): Ex-
periment. Bild (c): Halbraum-LCAO-Rechnung dieser Arbeit.
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um einen eindeutigen Vergleich zu erméglichen. Eine Verbesserung der Uberein-
stimmung mit dem Experiment oder anderen ab-initio-Rechnungen kann nicht
beobachtet werden. Die Vergroflerung des Basissatzes bei gleichzeitiger Erh6hung
der Auflésung ist weiterhin zu untersuchen.

In Abbildung 7.6 werden abschliessend eine ebene-Wellen-Rechnung von Pul-
ci et al. [65], das Experiment (entnommen aus [65]) und meine Ergebnisse dar-
gestellt. Die Zuordnung der einzelnen Peaks ist nicht eindeutig, da in meiner
Rechnung mit der sp-Basis mehr Struktur als in den beiden anderen Kurven vor-
handen ist. Der gréfite Unterschied zwischen den theoretischen und dem gemes-
senen RAS-Signal ist die Intensititsverteilung zwischen dem Minimum FE; und
dem Maximum Ej. In meinen Kurven gibt es weiterhin einen starken Anstieg
oberhalb von F,. Fiir diesen Energiebereich darf wegen der kleinen Basis dem
Signal kein Vertrauen geschenkt werden. Die energetische Verschiebung der theo-
retischen Kurven gegen das Experiment kann durch die zu kleine Bandliicke auf-
grund der LDA begriindet werden. Tatséchlich ergibt eine Beriicksichtigung von
Vielteilcheneffekten in der GW-Naherung eine geringe Verschiebung zu hoéheren
Energien, ohne jedoch den Kurvenverlauf entscheidend zu verédndern [68]. Ein
groflerer Schritt Richtung Experiment darf wohl erst von der Einbeziehung exzi-
tonischer Effekte erwartet werden, wie es im Volumen der Fall ist.

7.5 Ausblick auf die Berechnung des abgeschirm-
ten elektrischen Feldes an der Kristallober-
flache

Der Zusammenhang zwischen der von aussen vorgegebenen dielektrischen Ver-
schiebung D(7, ) und dem resultierenden elektrischen Feld E(7,¢) ist durch Glei-
chung 5.5 gegeben. Der Ubergang vom Zeit- in den Frequenzraum durch eine
Fourier-Transformation ergibt:

—

B w) = / &' (77 W) B w) | (7.19)

Zur Berechnung des abgeschirmten Feldes E muss der Integralkern ¢ invertiert
werden. Es ist daher zweckmiflig, die obige Formel auf eine Matrixgleichung abzu-
bilden. Die bisherige Behandlung des halbunendlichen Kristalls legt es nahe, auf
die Basis der Schichten-Bloch-Wellen zu transformieren. Die Transformationsfor-
meln fiir einen nicht-lokalen Operator wie die DK sind mit den Gleichungen 5.51
und 5.52 gegeben. Fiir das elektrische Feld lauten die LCAO-Komponenten:

Bo(dyw) = / Briy (), w) (7.20)
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Da die Basisfunktionen ¢4 nicht orthogonal zueinander sind, gilt fiir die LCAO-
Darstellung des Feldes:

1.OBZ
Z ZQDWH () ZSaﬂ G Es(d) w) - (7.21)
@ o

Dabei bezeichnet S;ﬂl((jh) ein Element der inversen Uberlappmatrix. Die Glei-
chung 7.19 geht mit diesen Transformationen in die folgende iiber:

D(§,w) = €(@),w) S~ ) E(@)w) - (7.22)

Die einfache Unterstreichung kennzeichnet einen Vektor beziiglich der LCAO-
Komponenten, wihrend die doppelte Unterstreichung wie gew6hnlich eine Matrix
in dieser Darstellung notiert. Die Auflésung nach E(q‘“, w) ist jetzt moglich und
ergibt nach der Riicktransformation in den Ortsraum das elektrische Feld:

- Z Z(’anll(F) ?a; (@, )Dﬂ(ﬁlaw)- (7.23)
q o B

Die Uberlappmatrix kiirzt sich heraus und wird daher nicht benétigt. Die nu-
merische Auswertung dieser Formel erscheint zunéchst sehr aufwendig, da die
halbunendliche Matrix des dielektrischen Tensors fiir (méglicherweise sehr viele)
Stiitzstellen g aus der ersten Oberflichen-Brillouin-Zone berechnet und inver-

tiert werden muss. Wenn man sich aber auf den speziellen Fall der Anregung mit
der ebenen Welle

D(7,w) = Dy(w)e* ™ (7.24)

mit Amplitude 130 und Wellenvektor &k beschrankt, so entfillt die Summe iiber
die Brillouin-Zone, da die LCAO-Komponenten von D fiir alle (jh # EII ver-
schwinden. Das Integral in Gleichung 7.20 entspricht dann (bis auf einen Faktor)
dem komplex-konjugierten der Uberlappmatrix S~ (i), siehe Gleichungen 5.70
und 5.71. Wenn das abgeschirmte elektrische Feld nur an der Oberflache berechnet
werden soll, so durchlduft der Index « in Formel 7.23 wegen der Lokalisierung der
Schichten-Bloch-Wellen nur die obersten Atomlagen. Sowohl aus physikalischen
als auch aus numerischen Griinden, kann man annehmen, dass die Inverse der
DK-Matrix banddiagonal ist [66]. Daher ist auch der Index 3 beschriankt und das

Matrix-Vektor-Produkt e 1(q||, )ﬁ(q‘h, w) berechenbar. Die Inversion kann mit
dem Renormierungsverfahren, siehe Abschnitt 6.1, durchgefiihrt werden, wenn
geniigend Blockmatrizen zur Verfiigung stehen. Die Frage nach der tatséchlich
benétigten Grofle der DK-Matrix kann nur durch Konvergenztests beantwortet
werden.

Weiterhin ist die Giite der LCAO-Entwicklung 7.21 der ebenen Welle 7.24 zu
untersuchen. Bei der Anregung mit einer Lichtwelle ist der Wellenvektor so klein,
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dass er ohne groflen Fehler vernachléssigt werden kann. Die dielektrische Verschie-
bung D wird demnach als konstant angesehen. Der vorliegende Fall unterscheidet
sich von der Behandlung des freien Elektronengases, wie sie in Abschnitt 4.2.1
durchgefiihrt wird, da das Potential hier nicht verschwindet. Die Basisfunktionen
Paq, (1) sind daher gut geeignet, um Wellenfunktionen in dem singuléren Kristall-
potential zu beschreiben. Eine ausreichende Darstellung der konstanten Funktion
im gesamten Raum, also auch in Kernnéhe, ist hingegen nicht zu erwarten. Durch
Hinzufiigen von off-site-Funktionen sollte zumindest fiir den interatomaren Raum
eine Verbesserung moglich sein.

Die geeignete, mit der Kristallsymmetrie vertrigliche Beschreibung der Felder
ist durch die Laue-Darstellung 7.7 gegeben. Die Inversion der DK (gé”@,” (@, 2, 2", w)

in dieser Basis ist jedoch praktisch nur unter volliger Vernachlédssigung der LFE
moglich. Das bedeutet sowohl den Verzicht auf die hheren é”—Vektoren als auch
die Beschrinkung auf den lokalen Anteil z = 2'. Bei der Entwicklung der DK nach
Schichten-Bloch-Wellen werden die LFE zumindest im Rahmen der Vollstdndig-
keit der Basis erfasst.

Die Berechnung des abgeschirmten elektrischen Feldes fiir einen Halbraum
verlangt weitergehende Untersuchungen, die in dieser Arbeit nicht mehr durch-
gefiihrt werden koénnen. Vorraussetzung ist auf jeden Fall die Bestimmung der
dielektrischen Matrix nach dem in den vorigen Kapiteln vorgestellten Schema.
Die Schichten-aufgeldsten Bloch-Wellen erscheinen mir dafiir eine gute Basis zu
sein. Das elektrische Feld ist jedoch natiirlicherweise im Fourier-Raum gegeben,
so dass eine geeignete Verbindung gefunden werden muss.
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Kapitel 8

Die Computerprogramme

Die erstellten Computerprogramme wurden in der Sprache C geschrieben und
sind ohne Anderung auf verschiedenen Rechnersystemen lauffihig:

e skalare Rechner:

— SUN-Workstations unter dem Betriebssystem Solaris
— DEC-Workstations unter DEC-OS oder Linux

— PC’s unter Linux
e Vektorrechner:

— Fujitsu-Siemens unter UXP/V
— CRAY unter UNICOS

e Parallelrechner:

— PC-Cluster unter Linux

— DEC-Workstation-Cluster unter Linux

— SUN-SMP (symmetric multi processor)-Rechner unter Solaris
— CRAY T3E-Parallelrechner unter UNICOS/mk

Die Anpassung an die unterschiedlichen Umgebungen werden nur in dem make-
file sowie der Datei macro.h durchgefiihrt. Besonderen Wert habe ich darauf ge-
legt, durch entsprechende Daten- und Schleifenstrukturen einen méglichst hohen
Vektorisierungsgrad auf den Vektorrechnern zu erreichen. Die einzigen ben&tig-
ten externen Funktionen sind in der LAPACK (Linear Algebra Package)- und
der MPI (Message Passing Interface)- Bibliothek enthalten.

Der Programmablauf wird vollsténdig von einer Eingabedatei, die dem Pro-
gramm als Kommandozeilenparameter iibergeben wird, gesteuert. Die Eingabe-
dateien sind ausfiihrlich kommentiert und werden deshalb hier nicht erldutert. In
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der Datei CleRo.input liegen die Daten fiir die atomaren Wellenfunktionen der
Atome Helium bis Xenon vor. Der iiberwiegende Teil stammt aus der elektroni-
schen Ver6ffentlichung von Koga, Tatewaki und Thakkar [20]. Fiir einige Atome
haben sich die Wellenfunktionen von Clementi und Roetti [19] als besser erwiesen.
Die meisten der berechneten Gréflen werden auf der Festplatte gespeichert. Bei
einem erneuten Programmstart werden diese Dateien eingelesen. Falls die Datei
mit dem selbstkonsistenten Potential vorliegt, wird die Selbstkonsistenzschleife
iibersprungen und die Berechnung der Bandstruktur, Zustandsdichte oder di-
elektrischen Funktion begonnen.

Das Volumenprogramm und das Halbraumprogramm haben die gleiche Struk-
tur. Die Unterschiede liegen in der Berechnung der Zustandsdichte, der Elektro-
nendichte und der dielektrischen Funktion aus den Wellenfunktionen (im Volu-
menfall) statt aus der Greenschen Matrix (Halbraum). In einer ilteren Version
des Volumenprogramms kénnen ebene Wellen in die Basis aufgenommen werden,
um die Zustandsdichte und Bandstruktur zu berechnen. Mit diesem Programm
sind reine OPW-, mized-basis- und reine LCAO-Rechnungen moglich.

8.1 Parallelisierung

In dem Volumenprogramm habe ich nur die Berechnung der DK parallelisiert,
da sowohl die Selbstkonsistenzschleife als auch die Berechnung der Bandstruk-
tur nur sehr wenig Zeit in Anspruch nehmen. Die Parallelisierung erfolgt iiber
die E—Summe, mit der das Integral iiber die Brillouin-Zone ausgefiihrt wird. Dies
ist die duBerste Schleife und enthilt die meiste Arbeit, da die Berechnung der
Basisfunktionen, der Matrizen und die Losung des Eigenwertproblems bzw. Be-
stimmung der Greenschen Matrix von dem k-Vektor abhéngen. Jeder Prozessor
berechnet einen Teil der k-Summe, deren Ergebnisse in einer sogenannten ,,glo-
balen“ Summe iiber alle Prozessoren addiert werden. Die Kommunikation ist
also sehr gering, was zu einer guten Skalierbarkeit fithrt. In Abbildung 8.1 ist
der sogenannte speed up dargestellt, d.h. das Verhiltnis der Rechenzeit auf einem
Prozessor 17 gegeniiber der Rechenzeit auf N Prozessoren Ty, fiir die Berechnung
der Volumen-DK von GaAs nach Formel 5.47. Mit 3001 /;—Punkten, 2667 Good-
Lattice-Points und 18 Basisfunktionen betrigt die Rechenzeit auf einer DEC
Alpha CPU mit 450 MHz 5373 s. Die parallelisierten Rechnungen wurden auf
einer Cray T3E durchgefiihrt. Da die Rechenzeit mit einem Prozessor deutlich
zu hoch ausfillt, wurde die Rechnung mit zwei Prozessoren als Bezugsgrundlage
genommen. Die gepunktete Gerade in Abbildung 8.1 ist die Identitét, also der
ideale Fall, wenn das gesamte Programm parallelisiert ist und keine sequentiellen
Anteile enthélt. Der speed up fiir die Berechnung der DK ist in der gestrichel-
ten Kurve gezeigt. Sie liegt nahe an der Identitit, dieses Teilprogramm ist also
sehr gut parallelisiert. Wenn die gesamte Rechenzeit, also alle Initialisierungen,
Berechnung der atomaren Orbitale, Durchlaufen der Selbstkonsistenzschleife und
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Abbildung 8.1: Geschwindigkeitsgewinn bei Erh6hung der Prozessorenanzahl N
fiir die Berechnung der Volumen-DK von GaAs.

Bestimmung der DK beriicksichtigt wird, ergibt sich die durchgezogene Linie.
Da die Rechenzeit fiir die DK bei weitem iiberwiegt, wird immer noch ein sehr
guter Parallelisierungsgrad erreicht. Fiir grofle N wird der sequentielle Anteil die
Rechenzeit bestimmen, so dass kein weiterer Geschwindigkeitsgewinn durch eine
hohere Anzahl von Prozessoren erreicht werden kann (Amdahl’s Law).

Da bei dem Halbraumprogramm bereits die Selbstkonsistenzschleife erhebli-
che Rechenzeit benotigt, habe ich hier mehrere Teilprogramme parallelisiert. Die
meiste CPU-Zeit wird fiir die Bestimmung der Fermi-Energie aufgewendet. Die-
se wird durch Integration der Zustandsdichte (Gleichung 6.6) berechnet, bis die
Gesamtzahl der Elektronen erreicht ist. Daher ist die Anzahl der Integrations-
schritte vorher nicht bekannt und das Integral nicht zur Parallelisierung geeignet.
Ich parallelisiere deshalb die Summe iiber die special points. Da in der Selbst-
konsistenzschleife aber nur sehr wenige special points benotigt werden, z.B. vier,
wird der maximale Geschwindigkeitsgewinn bereits mit sehr wenigen Prozesso-
ren erreicht. Andere Teilprogramme, wie z.B. die Berechnung der Dichte nach
Gleichung 6.7 und die Losung der Poisson-Gleichung, wurden ebenfalls paralle-
lisiert und koénnen eine grofle Anzahl von Prozessoren nutzen. Die Bestimmung
der Zustandsdichte zur Berechnung der Oberflichenbandstruktur wurde iiber die
k-Vektoren auf den hochsymmetrischen Linien parallelisiert. Fiir die Berechnung
der DK kann sowohl das Integral iiber die Brillouin-Zone als auch das Integral in
der komplexen Energieebene parallel berechnet werden.

89



8.2 Programmablauf fiir die Berechnung der
Oberflichen-DK

Anhand eines Beispiels wird in diesem Abschnitt der typische Programmablauf
sowie der Speicher- und Zeitbedarf fiir die Berechnung der DK eines halbunendli-
chen Kristalls vorgestellt. Es handelt sich um die bereits préisentierte GaAs(110)-
Oberfliache, die in einer spd-Basis, also mit neun Funktionen pro Atom, beschrie-
ben wird. Die Dimension der éi)o' und H® ,~Matrizen betrdgt 72, die Dimension
der Volumenblécke S oo UsW. ist 36. Integrale iiber den Einheitsstab werden mit

67534 Good-Lattice-Points ausgefiihrt. In den /Y Matrizen (siehe Formeln 7.1 und

6.9) werden die obersten vier Blocke A 00’ A A 1o und A | berticksichtigt. Das
gleiche gilt fiir die Greensche Matrix G. Die DK wird fiir ] 100 Energien bei einer
Auflésung von 7 = 0.136 €V bestimmt. Dies erfordert 16 Punkte im irreduziblen
Teil der OBZ zur Berechnung der E||-Summe und 522 komplexe Energien zur
Ausfiihrung des w’-Integrals. Der Programmablauf gliedert sich in drei Teile:

Selbstkonsistenzschleife: Das selbstkonsistente Potential wird nach dem in
Kapitel 6.1 vorgestellten Schema bestimmt und auf der Festplatte gespei-
chert. Wird die Ladungsdichte mit vier special points EII berechnet, so be-
triagt der erforderliche Hauptspeicherbedarf ca. 720 MB. Dieser wichst (zu-
mindest fiir die betrachtete Systemgrofie) nahezu linear mit der Anzahl
der special points, der Good-Lattice-Points und der Basisfunktionen. Die
benotigte Rechenzeit ist auf einer Sun Fire mit 16 Prozessoren (750 MHz
Sparc Ultra III) ca. 2000 s.

Matrizen: Fiir jeden der 16 kl\ -Punkte zur Berechnung der DK werden zunéchst

die A-Matrix sowie die Uberlapp- und Hamilton-Matrix berechnet und auf
der Festplatte gespeichert. Auf dem bereits genannten Rechner bendtigt
dies ca. 1300 s und belegt 700 MB Plattenplatz.

DK: Im letzten Schritt werden fiir jeden E||—Punkt die bereitgestellten Matri-
zen eingelesen, das Energieintegral ausgefiihrt und die Spur berechnet. Der
Hauptspeicherbedarf ist mit 100 MB gering, die Rechenzeit jedoch sehr
hoch. Selbst wenn nur die zz- und yy-Komponenten des DK-Tensors be-
stimmt werden, so arbeiten 131 Prozessoren einer Cray T3E (450 MHz
DEC Alpha) mehr als 13 Stunden an dieser Aufgabe. Um bei Abbruch des
Programms (z.B. wegen Uberschreitung des CPU-Zeitlimits) das bisherige
Resultat nicht zu vergeuden, kann das Programm das Zwischenergebnis der
E||—Summe auf der Festplatte sichern.

Aus der so berechneten DK (in LCAO-Darstellung) kann ohne groflen Rechen-
aufwand die DK in den Fourier-Raum transformiert werden, um damit das RAS-
Signal zu bestimmen. Der vorgestellte Prammablauf ergibt sich aus der Notwen-
digkeit, den rechenintensiven Teil auf einer Cray T3E auszufiihren, die nur iiber
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wenig Hauptspeicher pro Prozessor verfiigt. Das ausgefiihrte Programm ist dabei
immer das gleiche. Die Ausfiihrung der benétigten Aufgabe wird mit der Einga-
bedatei gesteuert. Falls ein geeigneter Rechner zur Verfiigung steht, kann die DK
auch in einem Zuge berechnet werden.
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Kapitel 9

Zusammenfassung

Geheimnisvoll am lichten Tag

LaBt sich Natur des Schleiers nicht berauben

Und was sie deinem Geist nicht offenbaren mag,

Das zwingst du ihr nicht ab mit Hebeln und mit Schrauben.
Goethe, Faust I

Der Schwerpunkt dieser Arbeit ist die ab-initio-Berechnung der dielektri-
schen Funktion an der Oberfliche eines Kristalls. Auf dieses Ziel wird in vielen,
kleinen Schritten hingearbeitet. Die erforderlichen Computerprogramme wurden
vollstdndig von mir geschrieben - von dem atomaren Problem bis hin zur Optik
des Halbraums - und zeigen ihre Leistungsfihigkeit an zahlreichen Beispielen, von
denen nur einige in dieser Arbeit prisentiert werden.

Am Anfang steht die Bandstruktur von Volumenkristallen. Dieses Thema wird
ausfiihrlich behandelt, da es die Grundlage fiir die folgenden Schritte bildet. Es
wird gezeigt, dass durch numerische Integration der Matrixelemente im Ortsraum
sowohl das volle Potential als auch verschiedenartige Basisfunktionen beriicksich-
tigt werden kénnen. Vor allem die Untersuchung der Vorziige und Grenzen lokaler
Basisfunktionen nimmt einen breiten Raum ein. Die Erweiterung der minimalen
LCAO-Basis mit unbesetzten Orbitalen und off-site-Funktionen fiihrt zu einem
sehr guten Basissatz, der sich mit anderen, weit entwickelten Methoden wie der
APW-Niherung messen kann. Hierauf aufbauend werden zunéchst die optischen
Eigenschaften von Volumenkristallen berechnet. Nach einer ausfiihrlichen Herlei-
tung der tensoriellen, longitudinalen DK im Fourier-Raum, die in der RPA auf
die Adler-Wiser-Formel fiihrt, demonstriere ich die Anwendung auf mehrere Sub-
stanzen. Fiir verschiedene Halbleiter wie Galliumarsenid und Diamant aber auch
fiir Metalle wie z.B. Kupfer werden mit der LCAO-Basis Ergebnisse erzielt, die in
den Grenzen der lokalen Dichteapproximation gut mit dem Experiment und an-
deren ab-initio-Rechnungen iibereinstimmen. Die Abweichungen zu gemessenen
Daten sind hauptséchlich auf die Vernachlassigung exzitonischer Effekte zuriick-
zufiihren.
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Mit Blick auf die Anwendung auf einen Halbraum werden Formeln fiir die
Orts- und LCAO-Darstellung der DK hergeleitet. Dies stiitzt sich auf Vorarbeiten
aus unserer Arbeitsgruppe [39]. Die numerische Auswertung dieser Gleichungen
ergibt eine hervorragende Ubereinstimmung der mikroskopischen DK mit den
Ergebnissen der Adler-Wiser-Formel. Die lokalen Feldeffekte werden hingegen
nicht vollstindig erfasst, was aber fiir die untersuchten Materialien im unteren
Energiebereich keinen grolen Mangel darstellt.

Die Arbeiten an dem Volumenkristall werden mit der Entwicklung einer For-
mel abgeschlossen, die die Basis fiir die Bestimmung der optischen Eigenschaften
an Oberflichen bildet: Die Berechnung der DK aus der Greenschen Funktion. Die
Untersuchung eines Beispiels nutzt eine besondere Stirke des LCAO-Zuganges:
Da die einzelnen Basisfunktionen physikalisch sinnvoll sind - im Gegensatz zu
ebenen Wellen -, konnen selbst mit wenigen Funktionen durch sorgfiltige Ein-
stellung der Parameter befriedigende Resultate erzielt werden.

Damit komme ich zum eigentlichen Ziel dieser Arbeit, dem halbunendlichen
Kristall. An zwei sehr verschiedenen Beispielen, der GaAs(110)- und der Cu(111)-
Oberfliache, zeige ich die Berechnung der elektronischen Eigenschaften wie Band-
struktur und Austrittsarbeit. Wie bei den Volumenkristallen sind diese Gréfien in
sehr guter Ubereinstimmung mit anderen ab-initio-Ergebnissen. Der Rechenauf-
wand ist trotz der Beriicksichtigung der gebrochenen Periodizitéit vergleichbar mit
der Superzellenmethode. Die theoretische Beschreibung und die Implementation
der hier vorgestellten Methode sind jedoch aufwendiger, da fiir den Halbraum der
Hamilton-Operator nicht diagonalisiert werden kann und nur die Greensche Funk-
tion zur Verfiigung steht. Die Berechnung der DK erfordert daher eine zusétzliche
Integration in der komplexen Energieebene, die viel Zeit in Anspruch nimmt. Die
vorgestellten Rechnungen zur Oberflichen-DK von GaAs(110) miissen sich daher
auf wenige Basisfunktionen beschrinken. Die Resultate sind jedoch vielverspre-
chend. Zum einen lassen sich die Strukturen in der DK auf Uberginge in der
Oberflichenbandstruktur zuriickfilhren. Zum anderen ist das berechnete RAS-
Signal in guter Ubereinstimmung mit einer Superzellenrechnung, die ebenfalls
einen tight-binding-Ansatz nutzt. Obwohl es umfangreiche, theoretische Arbeiten
zu der Halbraum-DK gibt, ist dies die erste numerische Umsetzung.

Eine interessante Anwendung der vorgestellten Theorie ist zweifelsohne die
Bestimmung des abgeschirmten elektrischen Feldes an der Oberfliche. Damit
kénnten erstmalig die bisher in der Photoemission benutzten klassischen oder em-
pirischen Formeln (Fresnel-Gleichungen und hydrodynamisches Modell) durch ei-
ne ab-initio-Theorie ersetzt werden. Ergebnisse unserer Arbeitsgruppe fiir Schicht-
kristalle zeigen selbst bei Vernachlédssigung der Oberflicheneffekte einen star-
ken und positiven Einfluss bei Beriicksichtigung der Abschirmung auf berechnete
Spektren [69].

Nicht minder interessant sind die Vielteilcheneffekte und ihre Auswirkungen
sowohl auf den Photostrom als auch auf die Anfangszustéinde, wie bereits mit ei-
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ner einfachen Niherung fiir die DK gezeigt wurde [70]. Die DK bestimmt im Rah-
men der GW-Theorie das abgeschirmte Coulomb-Feld W und damit die Selbst-
energie Y. Die Berechnung von X fiir einen halbunendlichen Kristall ist sicher
eine anspruchsvolle aber lohnende Herausforderung.
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Anhang A
k - p-Methode

Die k - p-Methode erlaubt die schnelle Berechnung der Hamilton-Matrix fiir einen
Bloch-Vektor E, wenn die Energien und die Impulsmatrix fiir einen Referenzvektor
EO bekannt sind. Damit lassen sich Brillouin-Zonen-Integrale, wie sie bei der Be-
rechnung der Zustandsdichte und der dielektrischen Funktion nétig sind, schnell
ausfiihren.

Die Wellenfunktionen fiir einen Bloch-Vektor & werden nach Wellenfunktionen

fiir einen Bloch-Vektor ky entwickelt. Ein zusitzlicher Faktor ei® %)™ sorgt fiir
die Einhaltung des Bloch-Theorems:

Yur() = Y cnslB)eEF T (7). (A1)
Fiir diese Basis ist die Uberlappmatrix

Su(k) = / e EFRIT g () ERIT gy (7)dPr = 6 (A2)
diagonal und die Hamilton-Matrix lautet

HyB) = [ ET g (1) BRI ) (A3)

]_ - - - — 5 —
= (Eiko + §(k - k0)2> bij + (k — ko) - pij(ko) (A.4)

wobei pj; (ko) = + o I Ol V@/J]ko( )d3r die Impulsmatrix ist. Die Energien und

Wellenfunktlonen zum Bloch-Vektor & ergeben sich also aus der Ldsung eines
einfachen Eigenwertproblems

H(E) ¢,(F) = B c, (k) - (A.5)

Die l;-ﬁ -Methode ist nur anwendbar, wenn geniigend Basisfunktionen zur Verfiigung
stehen. Der Fehler nimmt dabei mit dem Abstand zum Referenzvektor zu. Insbe-
sondere werden Zustinde mit [-Charakter nur dann gut dargestellt, wenn Basis-
funktionen mit [ + 1-Charakter vorhanden sind. Dies zeigt sich im Vergleich der

95



10

o
L ———
o

Energie / eV

(4]
BT 1 T T T

Energie / eV

'
ul
T T T

-10

-15 L r X : -15

Abbildung A.1: Linkes Bild: k - p-Bandstruktur von GaAs mit einer Basis aus s-
und p-Orbitalen, die an den Atomorten und den interstitial sites lokalisiert sind.
Rechtes Bild: Wie links aber mit s-, p- und d-Orbitalen. Der Referenzvektor liegt
bei beiden Abbildungen zwischen den hochsymmetrischen Punkten.

in Abbildung A.1 dargestellten Bandstrukturen. So wird z.B. das p-artige oberste
Valenzband in Richtung K — I" in einer sp-Basis sehr schlecht beschrieben. Die

Hinzunahme von d-Orbitalen verbessert die Ubereinstimmung mit der exakten
Rechnung erheblich.
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Anhang B

Berechnung der Orbitalfelder fiir
den Volumenkristall

In diesem Abschnitt beschreibe ich die Berechnung des Integrals

B,,(7) —V/d3 '¢SQ_T| (B.1)

fiir eine LCAO-Basisfunktion ¢,,. Die wesentlichen Ideen zu dieser Rechnung
stammen von Lukas [39].
Die Berechnung der Orbitalfelder nutzt die explizite Darstellung der Funkti-

on s, als Summe von lokalisierten Orbitalen us(7) = Yjy (7 ) Rpi(r). Ohne den
Normierungsfaktor ﬁ der Bloch-Welle ¢, folgt durch Einsetzen:

1

GEEE

3,,(F) = -V . d*r’ Z TRy (7 — R—7) (B.2)
R

Das Integral ldsst sich dann mithilfe der aus der Elektrostatik bekannten Multi-
polentwicklung des Coulomb-Potentials berechnen:

= X g Yl ) (83)
7= 7] 2l 1t P m B -
Dabei sind 7~ = max(r,r’), 7« = min(r,r’) und (r,9,¢) bzw. (',9',¢') die
Kugelkoordinaten von 7 bzw. #'. Mit der Abkiirzung t = 7 — R — 7, folgt
7)==V 3 e V() Rult) (B4)
R

Die transfomierte Radialfunktion Ry;(t) ist gegeben durch

t o0
Ry (t) = am t_l_l/ rl+2Rnl(r)dr+tl/ r Ry (r)dr (B.5)
20+ 1 ; )
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mit der Ableitung

~, 4m

t o'}
() = [—(l+l)t’2 / P2 Ry (r)dr + 1t / rlanl(r)dr} . (B.6)
20 +1 0 ]

Diese eindimensionalen Integrale lassen sich leicht durch numerische Integration
aus den Radialteilen R, (r) der Basisfunktionen gewinnen. Mit der Definition

Am = o
Cnl 2l+1/07' Ry (r)dr (B.7)
folgen
Ru(t) X et sowie  R,(1) 2% —(L+ et 2. (B.8)

Aus der Eigenschaft der Radialfunktionen R,;, mit 7' fiir 7 — 0 gegen Null zu
gehen, folgt fiir diesen Limes

1=0:  Rult) =S ar / rRu(mydr, B (1) 230 (B.9)
0
. . 4 00
I=1: Ru@t) %0, RO Rur)dr (B.10)
0
I>1: Rytt) 230, R, 230, (B.11)

Die Summe B.4 ist also auch fiir ¢ = 0 definiert. Im Gegensatz zu den {iblichen
Bloch-Summen fallen die Summanden jedoch nicht exponentiell mit |R | sondern
nur mit der (—/ — 2)-ten Potenz (nach Bildung des Gradienten). Die Konvergenz
ergibt sich aus dem Integralkriterium, da fiir [ = 0 gilt:

oiTR
RS |7 — R — 7 ?

Fiir [ > 0 folgt daraus ebenfalls Konvergenz nach dem Majorantenkriterium.

Um die zu berechnende Summe B.4 in eine numerisch traktable Form zu
bringen, zerlege ich sie in zwei Teile, von denen der erste schnell konvergiert und
der zweite analytisch behandelt werden kann:

— - Z"'._‘ ~ ~ i C'n,
7)==V Y TR (i) | Rult) - tm} VZeqRYlm( ) (B13)
R

272

2m2 o
ST id (F=T) = <o fir ¢#0. (B.12)

q

Weil es fiir einige Integrationspunkte 7 und Gittervektoren R moglich ist, dass
t = |7 — R — 7| verschwindet, muss diese Summe weiter aufgeteilt werden. Da 7
innerhalb der Einheitszelle liegt, gibt es einen Gittervektor M, so dass sicher gilt:

Firalle B mit |[R|>|M| ist t=[F—R—7|#0.
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Daher wird die Summe in einen Teil mit | R | > |M | und einen Teil mit [R | < |M |
aufgeteilt:

R<M
Qyu(7) = =V GZ@RRnl(t)Ylm(f)— (B.14)
R
R>M c
= iq-R T S nl
V3 T inld) [Fut) - 7] -
R
R>M c
= ig-R > nl
§'S% ooty iyt
R

Die erste Summe ist unproblematisch, da sie nur endlich viele Summanden hat
und diese auch fiir ¢ = 0 definiert sind. Die zweite Summe konvergiert exponen-
tiell, und ¢ = 0 kommt nicht vor. Nur die dritte Summe muss weiter umgeformt
werden, um schnelle Konvergenz zu erreichen. Schreibt man die Kugelflichen-
funktionen mit den Operatoren Dy, als Ableitung von 1/t

~0 1 A1
Y (t)tH-l = Dlm? ) (B15)
so erhilt man folgende, einfache Summe:

R>M

g - A Cnl
(7)) = —x7§:e D (B.16)

R>M

= _CnlDlmVZ .

Die Kugelflachenfunktionen, deren Gradienten und die Differentialoperatoren ﬁlm
sind in den Tabellen B.1 und B.2 aufgefiihrt. Die Summe iiber 1/¢ kann mit-
hilfe der Ewald-Technik [71] in schnell konvergente Summen iiber direkte und
reziproke Gittervektoren umgewandelt werden. Die Aufteilung geschieht mit der
Fehlerfunktion

erf(z f/—m“Jf—“m (B.18)

und ihrem Komplement

erfc(z) =1 —erf(z) . (B.19)

(B.17)

H-lb—t

Mit dem rellen Ewald-Parameter «, der die Konvergenzgeschwindigkeit der Teil-
summen bestimmt, und der Abkiirzung

R>M

G@:Zﬂﬁ (B.20)

SN
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ist also

R>M
G(F) = Y € [erf at) + erfe(at)] (B.21)
R
R<M R>M
. .o erf(at) — o5 erf(at) .o erfe(at)
= Zeq T—Zeq T+Z€q T(BQQ)
R R R

Wie in [39] gezeigt, kann die erste Summe iiber eine Fourier-Transformation in
eine exponentiell konvergierende Summe {iiber reziproke Gittervektoren umge-
rechnet werden. Fiir die zweite Summe zeige ich spiter, dass die Summanden
und alle Ableitungen fiir ¢t = 0 existieren. Die dritte Teilsumme ist ebenfalls un-
problematisch, da immer ¢ # 0 ist und erfc(at) fiir wachsendes ¢ schnell gegen
Null geht. Man erhé&lt

4 A = 1 |G+q|2
() Qpz Z |G+ q? ( )
R<M R>M
Z e t) 4 Z 6i§R erfct(ozt)
R

Nach Zusammenfassung mit den ersten beiden Teilsummen der Formel B.14 und
Bildung des Gradienten folgt

BoylF) = —Zei@‘ﬁ{i~:L,<tmm<f)+ém<t>vnm<f)— (B.24)

47mcnlDlmZ€ (G4+7)-(F—7) S}’—i-g e_|G‘4J;g|2 |
Lz G+

Die Anwendung des Operators Dy, erfordert Ableitungen bis zur I-ten Ordnung.
In der Summe iiber die reziproken Gittervektoren ergibt jede Ableitung nach r,
einen Faktor i(G, + ¢,). Fiir die Bildung von Dj,, £f(¢) mit f entweder gleich
20 403 < 1 o oMt

fit) = ﬁt 2~ _tSBerf(at) = 77\ 73 + & ?> +0(t%) (B.25)
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oder

f2(?)

2
= 2" 4 erfc(at)

N

(B.26)

sind die gemischten Ableitungen von £f(t) zu berechnen. Die ersten drei sind:

Oitf(t) = & f(t)+ttig(t)

0; 0;tf(t) = &tjg(t) + € tig(t) +1 [h(t)tit; + g(t)dy]
O 0;0,Tf(t) = €& [Okjg(t) + titsh(t)] + € [Orig(t) + titih(t)] +
(

+€k [(5ijg(t) + titjh t)] +
+t_’ [titjtkp(t) —+ h(t) (5kitj + (5kjti =+ 51]tk)] .

Dabei bezeichnen

Fiir fi(t) sind die expliziten Formeln mit der Entwicklung fiir kleine ¢:

9:(1)

hq (2)

p1(t)

6 242 4 3 242
—\/—07; tlem et — % t7 27" 4 3t Serf(at)
400 (2 2 1
% (g - Za’’+ 50/‘1&4) +O(t%)
30 242 20(1/3 242
g t—ﬁe—a t + t—4e—a t +
NS NZ3
80!5 242
— %7 — 15t erf(at)
NZ3
8C¥7 2 2 2,9 1 4,4
St % BN O(t®
Nz ( 7 Hgat ot ) +Ol)
_210a t_8e_a2t2 B 1400 t_ﬁe_aztz

VT VT
56a° 2 1607 22
\/C;r tle et — \/(;i t2e " + 105t Yerf(at)
8 (4 4 L, 2 4,
22 (2 2224 ot O(t% .
T (9 TRARETELY RS

(B.27)
(B.28)

(B.29)

(B.30)
(B.31)

(B.32)

(B.33)
(B.34)

(B.35)

(B.36)

(B.37)

(B.38)

Die Formeln fiir go(¢), ha(t) und po(t) ergeben sich daraus durch Ersetzen von
erf(at) durch —erfc(at). Mithilfe dieser Formeln und der Tabelle B.1 lisst sich
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die Darstellung der Summe B.24 fiir s-, p-, d- und f-Orbitale gewinnen. Ich ver-
zichte aus Platzgriinden auf die Wiedergabe. Zu betonen ist jedoch, dass die
endgiiltige Form der Summe numerisch stabil ist und sehr schnell konvergiert.
Die Notwendigkeit der Aufteilung der Summe iiber die direkten Gittervektoren
in |[R| < |M| und |R| > |M| zeigt sich in der Entwicklung der Formeln B.25
und B.33 bis B.38: Wihrend f1, g1, h1 und p; fiir kleine ¢t wohldefiniert sind, di-
vergieren fo(t) = t7% + f1(¢) und die Ableitungen von f; fiir ¢t — 0. Da o < 1 ist,
geniigt die Entwicklung von fi,...,p; bis zur vierten Ordnung noch fiir ¢ < 1/100.
Die Korrektheit der Rechnung und der Implementation kann leicht getestet wer-
den: Das Ergebnis darf nicht von dem Konvergenzparameter o« abhingen. Er
bestimmt jedoch die Konvergenzgeschwindigkeit. Ein groler Wert begiinstigt die
R-Summen und ein kleiner Wert die G-Summe. Das Optimum liegt in etwa bei
a~0.3.
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Tabelle B.1: Kugelflichenfunktionen und der Operator ﬁlm

l m Yim Dlm
1
0 0 o =

3 3
Lo-1 e /i Os

3 3
10 \/E% —\/ix %
1 1 /22 —\/ =0,

15 =y 1 /15

2 -2 47 r2 3\ 4n away
- 15 yz 1 /15

2 1 47 r2 3 47 ayaz

2_ .2
2 0 /g /(202 -02-02)

15 z2 1 /15
2 1 4 72 3V 4r 81'8Z
/15 2y’ 1 /15 (g2 92
2 2 16w 12 3\ 167 (83? 8y)
7 2(52%=3r%) 1 [ 7 g3
3 3 167 r3 3V 167 aZ

21 y(522—r?) 1 /21 2
3 -2 327 r3 3\ 32x ayaz

21 z(52°—r?) 1 /21 2

3 -1 (e —51\/ 52r 020:

3 0 (Jloeawh L 10 (525, 529,)
167 rd 15 16w \Yz -2 Y-z

105 zyz _1 /105
3 1 16w 73 15 167 8zayaz

35 z(x?—3y?) 1 35
3 2 ,/Eiwwﬂy -1 E(ag—:sa;am)

3 03 (fRu L[5 (38 3529,)
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Tabelle B.2: Gradient der Kugelflichenfunktionen

m VY

)
—

0, 0, 0)

-1 An 7'73 (y2 + 225 —2Y, —I‘Z)

47

—

0 Tor
15
1 47
15 7,74

[\

—
~ )

)

T_3 (_xya xQ + 227 —yZ)

r= (—xz, —yz, 2¥ + )

r~* (y(r* — 222), o(r? — 2y?%), —22yz2)
r=t (=2zyz, 2(r® = 2%), y(r® — 22%))
r=* (6322, —6y22, 62(2 + y?))

4 (2(r? — 22?), —2xyz, z(r? — 22?))

(2x(2y% + 2%), —2y(22% + 22), —22(2® — 3?))

-3 =7 % (Bwz(r? — 52°), 3yz(r® — 52%), 3(z* + y°)(52* — 1?))

-2 2L 175 (zy(r? — 1522), 42* + 32222 — a* — 2%y® — 119222, yz(11r? — 1527))
1 2L 175 (42" 4 3y?2% — yt — 2%y® — 11222, a2y (r? — 152%), 22(11r° — 152?))
0 2770 (22(22° — 2% 4 5y?), yz(y® — ba? — 222), (2 — y?)(r® — 32%))

1 22770 (yz(r® — 32?), zz(r® — 3y?), zy(r? — 327))

2 2 75 (3(3a?y? — y* 4 2%2% — y?2?), 3wy (y? — 32? — 222), 3w2(3y? — 2?))
3 25 (Bey(3y? + 222 — 2?), 3(a* — 32?y? + 222 — y?2?), Byz(y? — 32?))
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Anhang C

Berechnung der Orbitalfelder fiir
den Halbraum

Die Bestimmung des Integrals

/‘Psqn i

SQ|| V /d3 — 7‘| (Cl)

fiir eine Schlchtenblochwelle (psq, folgt formal der Rechnung im Anhang B bis

zur Gleichung B.22. Dabei sind die Gittervektoren R und der Wellenvektor q

jedoch zweidimensional. Der eigentliche ,Ewald-Trick“, d.h. die Transformation
der ersten Teilsumme von B.22 in eine Summe iiber reziproke Gittervektoren
é[|, ist jedoch nicht mehr problemlos iibertraghar. Ich zeige daher hier einen
alternativen Weg, der ebenfalls auf schnell konvergente Summen fiihrt.

Zu berechnen ist die Summe

a7, €] 7 — Ry
F(F) = Zel‘m gt e VA

Ry 7= Byl
Mit der Fehlerfunktion B.18 folgt

F(7) Ze’qll By / exp (—a2 <|F|| ~ RyI*+ 22> vz) dv . (C.3)

Rn

(C.2)

Die Fourier-Darstellung dieser Funktion beziiglich 7} ist durch
> 1 27. ik (T
F(TH, Z) = (27)2 /]RZ d k”e I “F(k‘H,Z) (C4)
gegeben. Fiir die Fourier-Transformierte folgt nach einfacher Rechnung
F(EH, Z) = / d2T||€7iE”'F”F(F||, Z)
R2

2\/_ 27)? a?2? k||u2
= 25 @i — by — Gn)/ exp (— 2 1z | M

et
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Dabei ist S die Fldche der Oberflicheneinheitszelle. Die Riicktransformation in
den reellen Raum ergibt sich aufgrund der §-Funktionen ohne Rechnung zu

2.2 = _C‘j 2,2
F Hﬂ Z (g — G”)r”/ exp (_auj . |Q|| 4a2|| U ) du . (C7)

G|

Fiir das verbliebene Integral ist mir keine analytische Losung bekannt. Es strebt
fiir |G| — oo exponentiell gegen Null, so dass die Summe fiir eine numerische
Berechnung geeignet ist. Die Bildung des Gradienten fiihrt auf:

- 4\/mi = G
VF(F,z) = \/_ Z @ -G))- ”Hh(a 2 |q) - GIID (C.8)
é |
Adza i —G ) 5 =
P SﬁGZe(qu 0TI Iy (e, 2, 3 — Gyl)
I

mit den Abkiirzungen

oo k‘222 9
L(a,z,k) = exp { =5 —u du (C.9)

K
2c

1 k2
L(a,z,k) = /exp (—a222u2—4a2u2)du (C.10)
0

Mit der bereits bekannten Abkiirzung ¢ = 7 — ffH — T, folgt fiir das Orbitalfeld:

R <M

= =3 et LR+ ROV - (C1)
R
A 20( —9 _a22 _3
cniDin ﬁt e — t"erf(at) -
R||>M ~
=i [ | R,(E) (14 1)cy .
iq)|- R, nl n
Z iR {t ; e Yim(t) +
R
~ Cl 1 = .
[Ra(t) = 2] ¥ Vi (F) -
~ Ind 2 242
cnDim t [\/—O%tha © 4 tserfc(at)} } —

4y/Te, a )
Yo D 3 1 T““[ I (0,2 = 7 |Gy + )

é Gy + di

_(2— TZS,%)CMIQ(OC, 2 — Tys;s ‘éﬂ + Cj|’||):| .
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Der Unterschied zu den Orbitalfeldern des Volumens, Gleichung B.24, zeigt sich
nur in der Summe iiber die reziproken Gittervektoren (und den Ersetzungen
R— §||, ¢ — §Gj))- Da der Operator Dy, weitere Ableitungen impliziert, ergeben
sich neben I; und I, die Integrale:

1 k,2

(o, 2, k) = /0 uexp (—a222u2 - m) du (C.12)
1 k,2

Ii(a,2,k) = /0 utexp (—a222u2 — m) du . (C.13)

Diese Integrale streben fiir \C_j”\ — 00 ebenfalls exponentiell gegen Null. I; bis Iy

werden durch numerische Integration bestimmt und als Funktion von k = |G |+ 4l
und z tabelliert. Die Anzahl der bendtigten Stiitzstellen zur Berechnung der In-
tegrale ist stark von den Werten z und k abhéngig.

Fiir kleine Werte von ¢ werden wie bei der Volumenformel die Summanden
der ﬁ||-Summen durch die Taylor-Entwicklungen ersetzt, um numerische Instabi-
litdten zu vermeiden. Die Formel wurde fiir s-, p- und d-Orbitale programmiert.
Der optimale Ewald-Parameter, der die Rechenzeit minimiert, liegt bei o &~ 0.18.
Damit geniigen je 25 direkte und reziproke Gittervektoren zur Konvergenz der
Summen; die benotigte Rechenzeit ist entsprechend gering.

Im Gegensatz zu der Darstellung der Orbitalfelder in [39] konvergieren also alle
Teilsummen exponentiell mit steigendem Betrag von é|| bzw. fiH und zeigen keine
Unstetigkeiten bei z = 0. Weiterhin wird in dieser Arbeit die Relaxation bzw.
Rekonstruktion der Oberfliche in den Orbitalfeldern und damit in den Matrizen

—

A;g' beriicksichtigt.
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