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Einleitung

Ein in der Harmonischen Analysis wohlbekanntes Theorem, welches unter dem
Namen ,Restriktionssatz von Tomas—Stein“ bekannt ist, besagt insbesondere,
daf das Einschrianken (die Restriktion) ﬂ gn—1 der Fouriertransformierten einer
Funktion f € L'(R™) N LP(R™) auf die Einheitssphire $" ! in R" fiir alle
1<p< 22—151,, einen stetigen Operator von LP(R™) nach L?(S™~!) definiert,
wobei die S”~! mit dem OberflichenmaR ausgestattet ist.

Daraus 14t sich beweisen, daf die Spektralprojektoren des Laplaceoperators A
auf R™ als Operatoren von LP(R") nach L2(R™) gewisse Abschitzungen erfiillen,
und zwar

nel 1y 1
Ly (—A)Fll, < CA2 273 £ . 1)

Dies suggeriert nun, A durch einen anderen Operator zu ersetzen und zu unter-
suchen, ob ein analoges Ergebnis gilt.

Dieser Ansatz wurde fiir die verschiedensten Fille teilweise sehr erfolgreich be-
trachtet. So zeigte C. Sogge, siehe [43], zum Beispiel ein zum Tomas—Steinschen
Satz analoges Ergebnis fiir gewisse Operatoren auf kompakten Mannigfaltig-
keiten. Erwdhnenswert ist auch ein Resultat von G. Karadzhov [28] iiber den
Hermite-Operator H := —A+ |a:|2, welches besagt, daf fiir diesen ein Restrikti-
onssatz der Form (1) gilt, falls 1 <p < nQ—J:LQ Dieses Ergebnis ist zwar schlechter
als das fiir den Laplace-Operator, doch sind die dabei verwendeten Methoden
fiir uns von grofem Interesse. G. Karadzhov benutzt ndmlich explizite Formeln
fiir die Integralkerne der Operatoren e | um das Problem dann mit Methoden
aus der Theorie der oszillierenden Integrale anzugehen. Diese Vorgehensweise
wird in dieser Arbeit ebenfalls gewdhlt, um einen Resriktionssatz fiir den soge-
nannten getwisteten Sub—Laplace—Operator zu zeigen.

Betrachte dazu die Heisenberggruppe H,, der euklidischen Dimension 2n+1. De-
ren Liealgebra b, wird gerade von 2n+1 Vektorfeldern Q1,...,Qn, Pi,..., P, U
aufgespannt, welche die kanonischen Kommutatorrelationen [Q;, Pj] = —U er-
fiillen. Als Algebra wird b, also bereits von den 2n Vektorfeldern @;, P; er-
zeugt, wodurch nach einem Satz von L. Hérmander [20] folgt, daf der durch
L= — 2?21(62? + P]-Q) definierte Sub—Laplace—Operator als Differentialopera-
tor auf H,, hypoelliptisch ist, und einem Theorem von Nelson und Stinespring
[37] zufolge ist .# dann wesentlich selbstadjungiert auf C§°(H,) < L?(H,).
D. Miiller zeigte in [34] einen Restriktionssatz fiir ., namlich daf fiir 1 < p <2
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n(l_1
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gilt und der Exponent auch optimal ist.

Die Faltung auf L'(H,) induziert nun mittels einer Fouriertransformation in
der zentralen Variablen eine nichtkommutative Faltungsstruktur auf R?", die
sogenannte getwistete Faltung. Auf diese Weise wird eine unitére Darstellung o
von H,, auf L?(R?") definiert, die allerdings nicht irreduzibel ist. Sie besitzt fiir
(z,u) € R™™ x R, 2/ € R?" und f € L2(R?") die explizite Gestalt

[o(z,u)f](#) = e H39 N (5 4 ),

wobei w die kanonische symplektische Form auf R?" bezeichnet. Das Bild von
% unter do nennt man den getwisteten Sub-Laplace-Operator L. Fiir diesen

hat S. Thangavelu gezeigt, daf fir 1 < p < 22212

1
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gilt. Dies entspricht Karadzhovs Resultat fiir den Hermite—Operator, wenn man
bedenkt, daff L ein Operator auf R?" ist.

Im Rahmen dieser Arbeit werden wir nun das Ergebnis von Thangavelu ver-
bessern und zeigen, daf (3) fir 1 < p < 2%21; gilt und damit (bis auf den
Endpunkt) dem Tomas—Steinschen Resultat (1) fiir A entspricht.

Allgemeiner werden Operatoren der folgenden Form betrachtet:

Bezeichne mit
0 Id
J= (—Id O)

die Matrix der kanonischen symplektischen Form auf R?" und mit sp(n,R) die
Liealgebra der symplektischen Gruppe Sp(n,R). Fiir S € sp(n,R) ist dann SJ
eine symmetrische 2n X 2n-Matrix. Schreibt man fiir die Vektorfelder @, P;
vereinheitlichend Z; := @Q; und Z;,, := P;, dann definiert

L = —(Z,8JZ)

einen Differentialoperator zweiter Ordnung auf H,,. Wir betrachten dessen Bild
unter der getwisteten Darstellung o, also Lg := do(%s). Insbesondere gilt of-
fenbar L = L_.

Es wird gezeigt, daf (3) mit Lg anstatt L gilt, falls SJ eine positiv definite
Matrix ist.

Dariiber hinaus erhalten wir, falls SJ indefinit, aber immerhin noch invertierbar
ist, fiir 2:2% < p < 22241 ein lokales Resultat: Zu jedem K C R?™ kompakt

7 2@—{—2 2n+3
existiert ein Cg > 0 so, dak
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1

1 (E8) S ooy < CxN D73 ey, f € LP(K),

wobei LP(K) als kanonisch eigebettet in LP(R?") aufgefasst wird. Solche lokalen
Restriktionssitze wurden von Thangavelu z.B. auch fiir den Hermite—Operator
gezeigt, siehe [52].

Rieszmittel

Fiir A > 0 und § > 0 ist der sogenannte Bochner—Riesz—Multiplikator die durch

o= o4

_|_

definierte beschrénkte Borelfunktion auf R. Ist A dann ein selbstadjungierter
Operator auf L?(M), so versteht man unter den Rieszmitteln von A mit Expo-
nent § die Familie {m(A4)}r>0 von auf L?(M) beschrinkten Operatoren. Aus
dem Spektralsatz folgt die Konvergenz )\lggo m3(A)f = f fiir alle f € L2(M).

Falls nun zumindest fiir geniigend grofes A durch m$(A) zusitzlich ein auf
LP(M) stetiger Operator gegeben ist, so liegt es nahe, nach der Konvergenz
limy oo m(A)f = f in LP(M) zu fragen. Ist diese fiir alle f € LP(M) gegeben,
so sagt man, daf die Rieszmittel von A auf LP konvergieren.

Im Falle des Laplace—Operators A auf R"™ folgt aus einem Theorem von C.
Fefferman, [12]|, daf die Rieszmittel zum Exponenten § = 0 fiir n > 2 nur dann
auf LP(R™) konvergieren, wenn schon p = 2 gilt. Dieses Ergebnis ist auch als
Unbeschrénktheit des sogenannten ,disc multiplier“ bekannt.

In Wahrheit ist es sogar so, daf die Konvergenz der Rieszmittel von A auf
LP(R™) fiir n > 2 bereits die Bedingung 6 > d(p) impliziert, wobei der kritische
Exponent durch

definiert ist.

Im Zweidimensionalen ist die Bedingung 6 > d(p) nach einem Theorem von
L. Carleson und P. Sjolin fiir alle 1 < p < oo bereits hinreichend, und die
Bochner-Riesz—Vermutung besagt, dafs dies auch in héheren Dimensionen der
Fall ist. Die Verbindung zu Restriktionssdtzen wird nun durch einen ebenfalls
von C. Fefferman stammenden Satz hergestellt, nach dem ein Restriktionssatz
(1) die Konvergenz der Rieszmittel von A auf LP(R") stets fiir alle 6 > d(p)
impliziert.

Man fragt sich nun, inwieweit es mdglich ist, die oben erwidhnten Restriktions-
sdtze fiir andere Operatoren auf das Problem der Konvergenz von Rieszmitteln
anzuwenden.
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Fiir den Fall kompakter Mannigfaltigkeiten wurde ebenfalls von Sogge [43] ge-
zeigt, dafs sich der oben angefiihrte Restriktionssatz dazu benutzen 1ift, die
Konvergenz der zugehérigen Rieszmittel zu beweisen.

Auch der Restriktionssatz (2) fiir den Sub-Laplace—Operator .Z 14t sich auf die
Konvergenz der Rieszmittel anwenden. D. Miiller zeigte in [33], daf insbesondere
A11%1130m§(.,zﬂ)f = f fiir f € LP(Hy) gilt, falls § > (2n + 1)(5 — 3)-

Genauso verhélt es sich mit den oben erwdhnten Ergebnissen iiber die Opera-
toren H und L von G. Karadzhov und S. Thangavelu. Die Rieszmittel konver-
gieren fiir diese, falls § > d(p) und p in dem Bereich liegt, wo der entsprechende
Restriktionssatz giiltig ist.

Da uns nun ein besserer Restriktionssatz fiir L und allgemeiner fiir Lg mit
JS > 0 zur Verfiigung steht, ist zu vermuten, daf sich mit diesem das Ergebnis
von Thangavelu iiber die Rieszmittel von L ebenfalls verbessern léft. Wie wir
in Kapitel 4 sehen werden, ist dies in der Tat der Fall. Dort wird gezeigt, daf die
Rieszmittel von Lg mit SJ > 0 fiir § > 2n(L — 1) — 1 auf LP(R?") konvergieren,

p 2
falls 1 <p < 2321%
Es sei noch erwihnt, daf die Konvergenz der Rieszmittel fiir geniigend grofses
0 oft aus allgemeinen Multiplikatorensétzen folgt, da m‘; dann geniigend oft
differenzierbar ist. Dies liefert allerdings im allgemeinen (wenn iiberhaupt) nicht
das optimale Ergebnis.

Auflerdem gibt es durchaus ,schéne“ Operatoren, fiir die es absolut unmoglich
ist, Rieszmittel fiir p # 2 iiberhaupt zu betrachten. Es sind dies z.B. die Ope-
ratoren, welche nur holomorphen LP-Funktionalkalkiil zulassen. M. Christ und
D. Miiller zeigten in [9], dai es sogar eine auflésbare Liegruppe gibt auf der ein
Laplace—Operator existiert, der die Eigenschaft besitzt, dafs fiir jede beschréankte
stetige Funktion m auf [0, oo[ gilt: Ist m(L)|ppnr2 zu einem stetigen Operator
auf LP fortsetzbar, so lafst sich m bereits zu einer holomorphen Funktion auf
eine Umgebung des L?-Spektrums fortsetzen.

Vorgehensweise

Im ersten Kapitel werden zunéchst die von uns bendtigten Sachverhalte aus
der Theorie der Heisenberg—Gruppe zusammengestellt. Es werden dabei ins-
besondere die Automorphismen untersucht und der Begriff der Homogenitéat
entwickelt.

Danach wird die sogenannte getwistete Faltung auf R?" entwickelt. Diese ist im
Gegensatz zum euklidischen Faltungsprodukt nicht kommutativ, besitzt aber
ansonsten viele der von Gruppenfaltungen her bekannten Eigenschaften. Die
Operatoren Lg sind iiberdies Faltungsoperatoren beziiglich der getwisteten Fal-
tung.

Am Ende des Kapitels wird noch kurz darauf eingegangen, inwieweit die Ent-
wicklung in die Eigenfunktionen des getwisteten Sub—Laplace—-Operators mit der
Entwicklung in Laguerrefunktionen zusammenhéngt. Damit ist eine Verbindung
zur Theorie der speziellen Funktionen hergestellt. Mit Hilfe der getwisteten Fal-
tung ergibt sich dadurch ein Kalkiil fiir die Laguerrefunktionen, der unter dem
Namen ,Greinerscher Laguerrekalkiil* bekannt ist.
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Das zweite Kapitel hat nun zum Ziel, die explizite Gestalt der von den Ope-
ratoren Lg erzeugten Gruppen unitérer Operatoren herzuleiten. Dies wurde
von D. Miiller und F. Ricci in [35] durchgefithrt und man stoRt dabei auf die
schon von R. Howe eingehend untersuchte Oszillator-Halbgruppe [23]. Diese
besteht aus getwisteten Faltungsoperatoren mit gewissen Gauffunktionen, und
es stellt sich heraus, daR sich die Operatoren e*’s im Rand der Oszillator—
Halbgruppe befinden. Wir werden explizit eine lokale Darstellung der sym-
plektischen Gruppe Sp(n,R) durch getwistete Faltungsoperatoren im Rand der
Oszillator-Halbgruppe konstuieren und dann zeigen, daft die Lg infinitesima-
le Erzeuger von lokalen Ein—Parameter—Untergruppen dieser Darstellung sind.
Damit erhélt man letztlich die explizite Gestalt der Operatoren e*Ls .

Das dritte Kapitel ist ganz dem Beweis der oben erwdhnten Restriktionssétze
gewidmet. Es wird dabei versucht, zunéchst mdoglichst allgemein vorzugehen und
das Problem fiir nahezu beliebige Operatoren auf eine einfachere Fragestellung
zuriickzufiihren. Dabei spielt insbesondere der Steinsche Interpolationssatz fiir
analytische Familien von Operatoren eine Rolle. Damit gelingt es, den Beweis
des Restriktionssatzes auf eine L°°—Abschitzung eines gewissen Integralkerns
zuriickzufithren. Mit Hilfe der im zweiten Kapitel entwickelten Formeln fiir die
getwisteten Faltungskerne von s kann das Problem auf die Betrachtung ge-
wisser oszillierender Integrale reduziert werden, die man mit der sogenannten
,Methode der stationdren Phase“ abschitzen kann.

Im vierten Kapitel werden die Restriktionssitze dann auf das Problem der
Konvergenz von Rieszmitteln angewandt. Wie oben bereits erwéhnt, kann mit
Hilfe des Restriktionssatzes aus Kapitel 3 fiir die Lg mit positiv definitem SJ auf
die Konvergenz der zugehorigen Rieszmittel geschlossen werden. Man bendtigt
allerdings zusatzlich noch Abschétzungen gewisser Integralkerne. Diese werden
wiederum mit Methoden aus der Theorie der oszillierenden Integrale gezeigt. Im
Gegensatz zum Beweis des Restriktionssatzes lassen sich die hier auftretenden
Integrale allerdings relativ leicht abschétzen.

Im Anhang sind letztlich noch einige wohlbekannte Sétze aus der Theorie der
oszillierenden Integrale zusammengestellt, die sowohl fiir den Beweis der Re-
striktionssétze als auch die Abschétzungen der Integralkerne im Kapitel 4 iiber
die Rieszmittel bendtigt werden. Da diese Aussagen in der Literatur iiblicher-
weise nicht in der von uns bendétigten Allgemeinheit zu finden sind, dies betrifft
im wesentlichen die Abhéngigkeit von Parametern, werden sie hier noch einmal
entwickelt. Beweise und Aussagen sind allerdings zum Teil von recht technischer
Natur, so daf der Leser es unter Umstédnden bevorzugen wird, auf die angegebe-
ne Literatur zuriickzugreifen, da sich dort oft etwas suggestivere Formulierungen
finden.
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Kapitel 1

Die Heisenberg—Gruppe

Sowohl in der Mathematik als auch der Physik spielt die Heisenberg—Gruppe
eine gewichtige Rolle. Als einfachstes Beispiel einer nichtkommutativen nilpo-
tenten Liegruppe eignet sie sich z.B. in der Harmonischen Analysis als ein erster
Kandidat zur Verallgemeinerung von Sétzen aus der euklidischen Theorie auf
nichtkommutative Situationen.

Vom physikalischen Standpunkt aus betrachtet realisiert die Heisenberg—Gruppe
oder besser gesagt ihre Liealgebra auf abstrakte Weise die kanonischen Kommu-
tatorrelationen der Quantenmechanik. Betrachtet man nédmlich die Operatoren

D: 1(8 . 8) X = (z1,...,Zn),

i \fz; " Oz,

soist ¢+ X +p- D + uld fiir jede Wahl von p,q € R™ und v € R wesentlich
selbstadjungiert auf C§°(R") (siehe Taylor [49], Proposition 1.1) und wird nach
dem Satz von Stone von einer Ein—Parameter—Gruppe unitérer Operatoren auf
L?(R™) erzeugt. Diese besitzen die Gestalt

ei”(“ﬂ'xﬂ"D)u(m) = ei(““+“qx+%p”u(x +up) peER. (1.1)

FEine elementare Rechnung zeigt dann
eHut+aX+pD) i(w'+¢'X+p' D) _ ei(u+u’+%(pq’fp’q)+(q+q’)X+(p+p’)D)’ (1.2)
so dak die ei#+2X+PD) eine Gruppe unitérer Operatoren auf L?(R™) bilden.

Benutzen wir ¢, p,u als Koordinaten, so 1it sich diese als R?"*! mit der Ver-
kniipfung

1
(zyu)(Z,u) = (z + 2, u+u' + §w(z,z')) 2,2 €R™ wu,u/ €R - (1.3)

realisieren, wobei w die kanonische symplektische Form

w((g,p),(d,p")) =pd —p'qa p,p,q,d €R" (1.4)
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auf R?" bezeichnet. Den R?"*!  ausgestattet mit dem durch (1.3) gegebenen
Produkt, nennen wir die Heisenberg—Gruppe der Ordnung n und schreiben dafiir
H,,. Ferner definiert

(q,p,u) m» eteXtpD)

eine unitéire Darstellung von H,, auf L?(R"). Da die Observablen von Impuls
und Ort im Schrédingerbild der Quantenmechanik gerade durch die Operatoren
D und X realisiert werden, trigt diese auch den Namen ,Schrédingerdarstel-
lung“, deren Eigenschaften im Abschnitt 1.3, in dem alle irreduziblen unitéren
Darstellungen von H,, charakterisiert werden, genauer beschrieben werden.

1.1 Elementare Eigenschaften von H,

e Das neutrale Element von H,, ist 0 € R?**! und das Inverse von (z,u) €
H,, besitzt offenbar die Form (—z, —u). Auferdem besteht das Zentrum
aus den Elementen der Form (0,u) mit u € R.

e Nimmt man Idy2n+1 als Karte, so sieht man sofort, daf H,, eine analyti-
sche Mannigfaltigkeit ist, und da die Verkniipfung (1.3) offenbar ebenfalls
analytisch ist, handelt es sich bei H,, um eine Liegruppe. Eine direkte
Rechnung zeigt ferner, daf das Haarsche Maf auf H,, mit dem Lebesgue-
schen Maf auf R?"*! identisch ist.

e Da die Heisenberg—Gruppe H,, zusamenhéngend, einfach zusammenhén-
gend und nilpotent ist, kann man sie mit ihrer Liealgebra b, (als Menge)
identifizieren und als Exponentialfunktion die Identitét wéhlen, siehe dazu
[13], Proposition 1.2.

e Die explizite Gestalt der Gruppenfaltung f * g von f,g € L'(IH,) ergibt
sich zu:

(f * ) (=) = / Fu)g () (2 w)) (o )

H,
1
— / f(Z u)glz — 2 u—u' + Ew(z, 2))d(Z,u').
]R?n-{—l

Als néchstes sollen die linksinvarianten Vektorfelder auf H,, explizit bestimmt
werden:

Lemma 1.1. Als Vektorraum wird die Liealgebra b, von H,, aufgefafft als
Raum der linksinvarianten Vektorfelder, von
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erzeugt, welche die Kommutatorrelationen [Z;, Zy| = w(ej,ex)U erfillen. Wir
notieren auferdem noch fir 1 <j<mn

o 1 0 0 1 0
=7 =+ pi— Pji=Zpj= — — —qj—. 1.6
@ J 0q; + 9P ou J n+s Op; 2% ou (1.6)
Beweis. Sei zunichst z,w € R®", u,v € R und f € C*®°(H,). Dann gilt
L ) tw, o) = L] Fe+ tw,ut i+ Lwlzw)
dtlt=0" """’ ’ © dtl=0 ’ 2 7
1
= (Vf(z,u), (w,v + 50.)(2’,’(0)))
Angewandt auf w = e; und v = 0 ergibt sich
d of 1 of
% tzof((zau)(tejao)) = 8_j(zau) + Ew(za ej)%(zau)a
also der erste Teil von (1.5).
Den zweiten Teil erhdlt man fiir den Fall (w,v) = (0, 1):
d of
% t:()f((z’u)(o’t)) - %(z,u)
Die Kommutatorrelation rechnet man einfach nach. O

1.2 Automorphismen von H, und Homogenitat

Wir wollen in diesem Abschnitt die Automorphismen der Heisenberg—Gruppe
H,, vollstdndig charakterisieren. Von besonderer Bedeutung werden fiir uns da-
bei diejenigen sein, welche von den symplektischen Matrizen induziert werden,
sowie die Dilatationen. Zuvor sollen noch einige allgemeine Sachverhalte iiber
Automorphismen von Liegruppen erldutert werden, die sich fiir die Untersu-
chung homogener Differentialoperatoren auf der Heisenberg—Gruppe als niitzlich
erweisen.

1.2.1 Von Automorphismen induzierte Operationen

In diesem Unterabschnitt seien G eine Liegruppe, die hochstens abzahlbar viele
Zusammenhangskomponenten besitzt und « ein stetiger Automorphismus von
G. Dieser induziert dann bekanntlich auf der Liealgebra g von G und somit auch
auf deren universell Einhiillender % (g) einen iiblicherweise mit do bezeichneten
Automorphismus. Als Literaturverweis zu dieser Thematik diene das Buch von
J. Hilgert und K.-H. Neeb [19].

Wir wollen zeigen, dafs in dieser Situation durch f +— foa bis auf ein Vielfaches
ein isometrischer Isomorphismus von LP(G) definiert wird, der als Verkettungs-
operator zwischen einem beliebigen X € % (g), aufgefafit als linksinvarianter



4 Die Heisenberg—Gruppe

Differentialoperator auf G, und seinem Bild da(X) unter dem Automorphismus
do fungiert.

Bezeichne im folgenden mit A ein linksinvariantes Haarsches Maf auf G. Die
Existenz von A kann man z.B. bei P. Halmos [17] oder im Buch von E. Hewitt
und K. Ross [18], §15 nachlesen.

Lemma 1.2. Es ezistiert ein co > 0 so, daf fiir alle f € L'(G,d)) gilt:

/ﬂMmMMmzqﬁ/ﬂm&@)
G G

Beweis. Da a~! stetig und damit insbesondere BorelmeRbar ist, definiert

MA) = MaA)

ein weiteres Borelmaf auf G. Dieses ist linksinvariant, da fiir b € G gilt: MhA) =
Ma(hA)) = AMa(h)a(A)) = Ma(A)) = A(A). Da das Haarsche Mak bis auf
Vielfache eindeutig bestimmt ist, existiert ein ¢, > 0 mit A = ¢, A. Aufgrund
der Definition von X als BildmaR von A unter o' gilt fiir alle f € L(G,d))
schon: f o € L'(G,d)\) und

/ﬂmwwwz/}@&@z%/ﬂmmm
G G

G

Also gilt die Behauptung. O

FEin analoges Resultat gilt auch fiir rechtsinvariante Mafte. Im Spezialfall G = R"
ergibt sich offenbar die wohlbekannte Transformationsformel des Lebesgueschen
Integrals fiir lineare Isomorphismen.

Wir sehen nun ein, dal « auf natiirliche Weise eine Isometrie von LP(G,d\)
induziert. Dies 1afst sich wiederum auf die rechtsinvariante Situation iibertragen.

Korollar 1.3. Sei 1 < p < co. Dann wird durch f — &cof o a eine Isometrie
von LP(G,d)\) definiert.

Beweis. Die Aussage ergibt sich sofort durch Anwendung von Lemma 1.2 auf
IfIP. O

Satz 1.4.

(i) Fassen wir X € % (g) als linksinvarianten Differentialoperator auf G auf,
so erhalten wir fir f € C*(G):

[da(X)f]oa=X(f o a). (1.7)
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(i) Ist X € %(g) als auf C(G) — L*(G,d)) dicht definierter Operator
abschlieffbar, so ist auch da(X) abschlieffbar, und es gilt: f € P(da(X)) &
foa € 9(X). Ist dies der Fall, so erhalten wir (da(X)f)oa = X(f oa).
Folgendes Diagramm ist also kommutativ:

9(X) 12(G, d\)
f»—)foaT Tfooa
2(da(X)) —=— LX(G, )

Beweis. Um den ersten Teil zu zeigen, geniigt es X € g zu betrachten, da da
ein Algebrenhomomorphismus ist und % (g) nach dem Theorem von Poincaré—
Birkhoff-Witt, siehe [27], V, Theorem 3, als Algebra mit Eins von g erzeugt
wird.

Dann gilt fiir t € R, f € C*°(G) und g € G:

F(Pa(g)) = flale¥g)) = (f o a)(* g).

Durch Differenzieren in ¢ = 0 erhilt man daraus (1.7).
Da f + /cof o a den Raum C§°(G) invariant 1aft, folgt der zweite Teil ,,ohne
Abschliisse* aus Teil (i). Die Behauptung ist dann eine Folge der Unitaritét von

f=/caf oa. O
1.2.2 Die Automorphismen von H,

Wie in Abschnitt 1.1 angemerkt, kénnen wir fiir die Exponentialabbildung exp =
Id annehmen. Die Automorphismen von H,, stimmen also mit denen von b,
iberein. Wir schreiben deshalb fiir das Differential eines o € Aut(H,) anstatt
von da wiederum c.

Definition 1.5 (Die symplektische Gruppe). Bezeichnet w die durch (1.4)
gegebene kanonische symplektische Form auf R?", so ist die symplektische Grup-
pe Sp(n,R) als die Menge aller T' € G1(2n,R) definiert, welche die Bedingung

w(Tz,T7) =w(z,2') 2z €R™ (1.8)

erfiillen. Sie ist also die Isometriegruppe von w. Ihre Liealgebra sp(n,R) kann
man folglich mit der Menge aller S € L(RR?") identifizieren, fiir die

w(Sz,7') = —w(z,87'), 2,2/ € R™ (1.9)

gilt. Wir definieren auferdem noch

sp(n,R)T := {S € sp(n,R)|Vz £ 0: w(z, S'z) > 0}.
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Bemerkung 1.6. Notiert man mit J die 2n x 2n—Matrix

(09, 1w

so gilt fiir alle z, 2’ € R?" gerade

w(z,2') = (Jz,2).

e Offenkundig ist S € sp(n,R) dquivalent zu jeder der Bedingungen JS =
—8tJ, (JS)t = JS und (SJ)! = SJ.

e S €sp(n,R)T ist dquivalent zu SJ > 0.

e Ist S € sp(n,R)*, so gilt S7'J < 0. Sei dazu z € R?", und setze 2/ :=
(S?)~!z. Dann ergibt sich

(2,87 Jz) = (St2, 8718y = (2, JS!2') = —(2',8J2") < 0
Die Elemente der symplektischen Gruppe definieren nun eine wichtige Klasse
von Automorphismen der Heisenberg—Gruppe H,,.

Lemma 1.7. Fiir jedes T € Sp(n,R) ist durch

T (z,u) :=(Tz,u) (z,u)€ H, (1.11)

ein Automorphismus von H,, gegeben. Ferner wird auf diese Weise eine Wirkung
von Sp(n, R) auf H,, definiert.

Beweis. Eine direkte Rechnung. O

Lemma 1.8. Sei S € sp(n,R)", d.h. es gelte ST > 0. Dann ezistiert ein T €
Sp(n,R) so, daf TST~! die Gestalt

_ 0 —-D

1 _

TST -~ = (D 0 ) (1.12)
besitzt, mit einer positiv definiten Diagonalmatriz D = diag(p1, ..., tin).
Beweis. Siehe Howe, [23], Abschnitt 14 oder auch Hérmander [22]. O

Eine vollstdndige Untersuchung, welche ,Normalformen“ sich durch Konjugation
eines allgemeinen S € sp(n, R) mit einer symplektischen Isometrie T' € Sp(n, R)
erreichen lassen, findet sich z.B. in einem Artikel von Hérmander [22].

Fiir uns werden aufserdem noch die sogenannten Dilatationen eine Rolle spielen,
die als néchstes definiert werden. Dies ist ein Konzept, welches sich auf die
Situation sogenannter stratifizierter Liealgebren verallgemeinern 1dft. Vergleiche
dazu [13], Kapitel 1.
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Definition 1.9 (Dilatationen). Sei r > 0. Dann definiert die Abbildung

or(2,u) == (rz,7u)
offenbar einen Automorphismus von H,,.

Der nichste Satz charakterisiert nun sdmtliche Automorphismen der Heisen-
berggruppe. Diese lassen sich stets als Hintereinanderausfiihrung vier verschie-
dener Grundtypen schreiben.

Satz 1.10. Sei o: H, — H,, ein Automorphismus. Dann ist ¢ = 01020304,
wobei

(i) o1 von der Form (1.11),

(i) o9 ein innerer Automorphismus,
(i1i) o3 = 6, mit r >0 und

(iv) o4(g;p;u) = (p, g, —u) ist.

Beweis. Siehe [14], Theorem 1.22. O

1.2.3 Homogene Differentialoperatoren

Die Dilatationen des euklidischen R? erméglichen es, dort den Begriff der Ho-
mogenitat zu definieren. Dieses Konzept 146t sich kanonisch auf den Fall strati-
fizierter Liealgebren, siehe [13], erweitern, insbesondere also auf die Heisenberg-
gruppe. Die oben definierte Dilatation §, induziert einen Automorphismus der
Liealgebra b, und ihrer universell einhiillenden Algebra % (h,,), den wir wieder-
um mit ¢, bezeichnen. Nach Korollar 1.3 induziert 6, fiir 1 < p < 0o auch eine
Isometrie von LP(H,,).

Damit ist es nun mdglich, homogene Differentialoperatoren zu definieren und
genauer zu untersuchen.

Definition 1.11. Ein X € % (h,,) heift homogen vom Grade m € Iy, falls fiir
alle r > 0 die Identitit 6,(X) = r™X gilt.

Anmerkung. Offenbar sind die Z; aus (1.5) homogen vom Grade eins, und U ist
homogen vom Grade zwei.

Sei der auf C§°(H,) — L?(H,) dicht definierte Operator X € % (h,) symme-
trisch und homogen vom Grade m. Dann ist X nach [38], Abschnitt VIII.2 auch
abschliefbar. Nach Satz 1.4 folgt also:

U~'XU =r"X, (1.13)

wobei U die auf L%(H,) unitire Transformation U f = r"*1f o §, bezeichnet.
Daraus folgt im Falle m > 1 fiir das Spektrum von X bereits:
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spec(X) € {R,] — 0, 0], [0, o[}

Ist X selbstadjungiert, so erhalten wir damit den folgenden Satz fiir den Funk-
tionalkalkiil von X.

Satz 1.12. Sei X € % (h,) selbstadjungiert und homogen vom Grade m € IN.
Dann sind fiir eine beschrankte Borelfunktion f: spec(X) — C und 1 <p < o0
die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) f(X)|LPnL2 laft sich zu einem stetigen Operator auf LP fortsetzen.

1) Fir alle r > 0 lgft sich f(r-)(X » 2u einem stetigen Operator auf LP
LPNL
fortsetzen und die Normen aller dieser Operatoren stimmen iberein.

Beweis. Aus (ii) folgt natiirlich (i).

Es gelte also (i). Mit (1.13) folgt aufgrund der Unitaritat von U die Gleichung
U lf(X)oU = f(r-)(X). Da U nach Korollar 1.3 bis auf ein Vielfaches auch
eine Isometrie von LP ist, folgt die Behauptung. O

Wir definieren nun eine wichtige Klasse homogener Operatoren auf H,,. Analog
zum klassischen Laplace-Operator A auf R™ definieren wir den sogenannten
Sub-Laplace-Operator auf H,, durch

n

£ ==Y (Q}+ P, (1.14)

=1

mit den Vektorfeldern aus (1.6). Explizit berechnet man

L= Atz V)+i|z|2aﬁ. (1.15)

Der Grund dafiir, daf hier nicht der volle Laplace-Operator _(29221 Z]2 +U?)
betrachtet werden soll, liegt darin, daf dieser im Gegensatz zu .Z nicht homogen
ist.

In der kommutativen Theorie ergibt sich eine etwas allgemeinere Situation, wenn

2
man anstatt des Laplace—Operators A den Operator Zj & @) kﬁ mit einer
9 ’ j k

symmetrischen n x n—-Matrix A betrachtet. Analog kann man auf der Heisen-
berggruppe definieren:

Definition 1.13. Fiir S € sp(n,R) ist SJS gemidk der Bemerkung 1.6 eine
symmetrische 2n x 2n—Matrix. Definiere den Operator

Lo =w(S'Z,7Z) = —(Z,8]Z), (1.16)

wobei Z = (Zi,...,Z,) und die Z; die in (1.5) definierten Vektorfelder sind.
Der in (1.14) definierte Sub—Laplace—Operator ist offenbar ein Spezialfall, es gilt
L =2y
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Betrachte T' € Sp(n, R). Bezeichne mit o den von T' mittels ap(z,u) = (T'z, u)
induzierten Automorphismus von H,,. Offenbar ist ar auf b, durch

2n
ar(Z;) =Y Ti;Z
=1

gegeben. Zusammen mit der Abkiirzung A := JS erhalten wir damit

ar(Zs) ==Y Ajpor(Z;)or(Zy)

jk=1
2n 2n
== 3 (X 14uTE) %7 (1.17)
lym=1 jk=1

2n
== Y (TATY)un 212w = Lpsr-1,

Il,m=1
wobei die letzte Gleichheit aus JT! = T~1J folgt.
Satz 1.14. Seien S € sp(n,R) und T € Sp(n,R). Dann gelten:

(i) Zs ist genau dann wesentlich selbstadjungiert, wenn dies fir Lrgr—1 gilt.
(i) Ist ST > 0, so ist Ls wesentlich selbstadjungiert.

(153) Gilt (i) und ist 1 < p < oo und f: R — C eine beschrankte Borelfunktion,
so induziert f(Zs) genau dann einen stetigen Operator auf LP(H,,), wenn
dies auf f(Lrgr-1) zutrifft und in diesem Falle stimmen die Operatornor-

men dberein, d.h.: || f(Zs)ll,—,, = 1 (Lrsr-1)l,-p-

Beweis. (i) folgt aus (1.17) und Satz 1.4 angewendet auf den Automorphismus
aT.

Beim Beweis von (ii) kann man nach Lemma 1.8 und (i) 0.B.d.A. davon ausge-
hen, dak S.J eine positiv definite Diagonalmatrix ist, %5 also die Gestalt

n
Ls ==Y di(Z}+Z},,) di,...dp >0 (1.18)
j=1

besitzt. Da b, als Liealgebra bereits von den Vektorfeldern Zq,..., Zs, erzeugt
wird, liefert ein Theorem von Hormander [20], dak -%s hypoelliptisch ist. Nach
einem Satz von Nelson und Stinespring, siehe [37] Theorem 2.2, ist £ dann
wesentlich selbstadjungiert. Dessen Beweis kann namlich statt fiir elliptische
Operatoren genauso fiir hypoelliptische durchgefiihrt werden.

Alternativ kann man Satz 3.2 aus der Dissertation von M. Gnewuch [15] direkt
auf (1.18) anwenden. Dieser besagt namlich, daf die Summe von Quadraten be-
liebiger Liealgebrenelemente bereits ein wesentlich selbstadjungierter Operator
ist.

Den letzten Teil der Behauptung liefert der Satz 1.12. O
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1.3 Unitare Darstellungen von H,

Die Bestimmung aller irreduziblen unitdren Darstellungen einer Liegruppe ist im
allgemeinen eine recht aussichtslose Aufgabe. Im Falle der Heisenberg—Gruppe
sind diese Darstellungen allerdings vollstandig charakterisiert; dies ist der Inhalt
des beriihmten Theorems von Stone—von Neumann. Im wesentlichen sind dies die
zu Beginn erwdhnten Schrédingerdarstellungen, welche im folgenden definiert
werden.

Satz 1.15 (Schrodingerdarstellungen). Sei p € R\ {0}. Dann ist durch
mu Hy — ULA(R™)) mit
mu(@ 9, ) f (2) o= &I f (i 4 p)

eine irreduzible unitire Darstellung von Hy, auf L?>(R™) gegeben. Fiir die zuge-
horige abgeleitete Darstellung dm,, gilt:

_ 0
_Bwj

dr,(U) = —ipld.

dmy, () dmu(Qj) = —ipz;

Beweis. Folland [14]. O

Spéter werden wir nur noch m; betrachten und setzen deshalb
wi=T1.

Die integrierte Darstellung von 7, welche wir wie iiblich wiederum mit 7 be-
zeichnen, hat dann die Form

[ (f)g)(x) = / £(a,p,0)r(a, p w)gl(@)d(p, g, )

1 (1.19)
- / F(g,p,u)e” H 2P g(g 4 p)d(g, p,u).
R2n+1
Bemerkung 1.16. Fiir w € R?" ist die Abbildung
(z,u) — e &Y (1.20)

offenbar eine irreduzible (weil eindimensionale) unitére Dartellung von H,.

Bis auf Aquivalenz kennt man damit allerdings auch bereits alle irreduziblen
unitdren Darstellungen der Heisenberg—Gruppe:

Satz 1.17 (Stone—von Neumann). Sei D: H,, — U(H) eine irreduzible uni-
tire Darstellung von H,, auf einem Hilbertraum H. Dann ist D entweder zu ei-
ner der Schrodingerdarstellungen , oder zu einer Darstellung der Form (1.20)
unitdar dquivalent.
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Beweis. Siehe z.B. im Buch von G. Folland [14], Theorem 1.59. O

Neben den Schrodingerdarstellungen interessieren uns spéater auch noch die von
den zentralen Charakteren induzierten Darstellungen. Diese sind jedoch nicht
irreduzibel. Bezeichne das Zentrum von H,, mit C(H,) := {(0,0,u): v € R}.
Fir p € R ist

(0,0, u) > e~ v

eine Dartellung von C(H,) auf C. Nach dem in der Darstellungstheorie sehr
bedeutsamen Untergruppentheorem von Mackey [31, 32] induziert diese eine
unitére Darstellung o,,: H, — U(L?(H,/C(H,),C)) der ganzen Gruppe. Iden-
tifiziert man H,,/C(H,) mit R?", so besitzt sie die Gestalt:

oz u) f(2') = e MR f () g ). (1.21)

Dies soll an dieser Stelle nicht ndher ausgefiihrt werden, da im néchsten Ab-
schnitt 1.4 iiber die getwistete Faltung die Darstellungen o, auf ganz natiirliche
Weise auftauchen. Ferner werden wir einsehen, dak o, in eine abzéhlbare direkte
Summe von Schrodingerdarstellungen ,, zerféllt.

Fiir S € sp(n, R) bezeichnen wir die Bilder der in 1.16 definierten .Zs € % (b,,)
unter dem Differential dr der Schrédingerdarstellung durch: Hg := dn(%s).
Ist S von der Form S = (701) D ) mit einer positiv definiten Diagonalmatrix
D = diag(dy,...,dy,), so gilt

Hs=Yd; (—@ + a@). (1.22)

i=1

Im Spezialfall § = —J erhalten wir als Bild des Sub—Laplace—Operators insbe-
sondere den Hermite-Operator:

H:=7(%)=-A+|z|”.

Dieser ist fiir sich genommen schon von grofem Interesse, modelliert er doch
den Hamiltonoperator des quantenmechanischen Harmonischen Oszillators. Die
Spektralzerlegung von H 14ft sich mit Hilfe der Hermitefunktionen ausdriicken:
Bezeichnet man fiir k¥ € Ny mit Hy das durch

Hy(z) == (—1)1665”2 (%)k(e—ﬁ)

definierte k-te Hermitepolynom und definiert fiir « € INj die normalisierte
Hermitefunktion h, € . (R™) durch
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1

ho(z) := (21%aly/7) Ze ﬁ Hy, (z;), (1.23)

80 ist {ha faeny bekanntermafen eine Orthonormalbasis von L?(R™), welche aus
Eigenfunktionen von H besteht, es gilt

H(ho) = (2|a] + n)hq

Wir betrachten nun etwas allgemeiner die Operatoren Hg der Form (1.22).
Hg ist also unabhéngige Kopplung von Vielfachen eindimensionaler Hermite-
Operatoren. Da die n—dimensionalen Hermitefunktionen h, Tensorprodukte ih-
rer eindimensionalen Versionen sind, bildet {hq}aews auch ein vollstindiges
System von Eigenvektoren des Operators Hg. Explizit erhélt man fiir diesen:
Hg(ha) = 3771 dj(2a; + 1)hg, so dak der Funktionalkalkiil von Hg durch

fHs)p = 3 F(3 a0+ 1)) (ha, 9)ha (1.24)

aelNz =1

gegeben ist.

1.4 Getwistete Faltung und Weyltransformation

Definition 1.18. Sei f € L'(H,) und g € R\ {0}. Dann ist die Fouriertrans-
formierte f# € L'(R?") von f in der zentralen Variablen definiert durch

= /f(z, u)e e du. (1.25)
R
Betrachtet man nun die Faltung fi * fs, so ergibt sich, daf die zentrale Fourier-

transformierte (f1 * f2)* nur von fi' und f abhéngt:

Lemma 1.19. Seien nun f1, f» € L*(H,,). Dann gilt

(fu* f)* = fi' xu f3, (1.26)
wobei X, die sogenannte p-getwistete Faltung bezeichne, welche fiir hi,hy €
L' (R?") durch

(hy X4 ha)( /h1 Yho(z — 2')e"#39(=2) gy (1.27)
R2n

definiert ist.
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Beweis. Direktes Nachrechnen liefert fiir z € R?” und p € R\ {0}

(f1 * fo)“(z) = / (Fy* o) (2, w)e du
R

= /( / fi(Z ) fa(z — 2" u — ' + lw(z,z'))d(z’,u’))eiuudu

2
R R2n+1

R R2n+1

- / FEE (2 = e3>y
R2n

also die Behauptung. O

Fiir die Eigenschaften der getwisteten Faltung siehe auch [14]. Im Gegensatz
zur herkdmmlichen Faltung auf R?” ist sie nicht kommutativ. Es gilt aber z.B.
auch fiir x,, die Youngsche Ungleichung, und fiir fi, f, € L?*(R*") ist sogar
fi X, fo € L?*(R*™), eine Eigenschaft, welche die gewdhnliche Faltung nicht
besitzt.

Durch die iibliche Vorgehensweise 1dft sich die getwistete Faltung nun auch fiir
Distributionen erkléren, insbesondere gilt auch hier: .#’ x, . C .’ NC*, und
X, ist als Abbildung von .#/(R?") x .#(R?") — .'(R?") stetig. Explizit erhilt
man fiir u € .#/(R?") und ¢, € .7 (R?*"):

(0 X u) () = ulyp X, 9"), (1.28)

wobei ¢ (z) = p(—2). Da ¢ X, u und u X ¢ iiberdies Funktionen sind, kénnen
auch punktweise Formeln hergeleitet werden. Diese besitzen die Gestalt

(u X 9)(2) = ulip(z —)e™'2)),
(p xu u)(2) = u(p(z - )es(),

Interessant ist insbesondere die getwistete Faltung einer Funktion mit einer
Dirac—Distribution d,:

Definition 1.20 (getwistete Translationen). Fiir w € R?", ¢ € #(R?")
nennen wir &, X ¢ die getwistete Linkstranslation von ¢ um w. Man sieht
sofort, dafs

(8w X 9)(2) = @z —w)e *59) (1.292)

gilt. Analog heifit ¢ x §,, die getwistete Rechtstranslation von ¢ um w, fiir die
man
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(0 Xu 0)(2) = p(z — w)e' 5] (1.29b)

erhélt. Wie bei der gewohnlichen Faltung gilt also auch in der getwisteten Si-
tuation: ¢ X, g = dg X, @ = .

Wir fiihren ab jetzt die Notation

0
0 =— 1<5<2 1.30
J (92:_7 SJ S 4n ( )
ein.

Bildet man partielle Ableitungen eines Faltungsproduktes, so kann man diese al-

lerdings nicht wie im euklidischen Fall einfach vor einen der Faktoren schreiben.
Vielmehr erhilt man aus der Definition (1.27)

0j(p xuu) = ¢ x, 0ju —ig[w(ej,-)go] XU

(1.31)
036 ) = Byp Xy u+ 850 xy [wle,)ul.

Diese Formel bleibt selbverstandlich giiltig, wenn man mit den {iblichen Metho-
den die getwistete Faltung zweier Distributionen mit kompaktem Trager erklart.

Beispiel 1.21. Fiir 1 < 5,k < 2n, gilt:

kb0 X4 0,00 = 0; 000 — u%w(ej,ek)ao. (1.32)

Beweis. Wendet man (1.31) auf dy und Jxdg an, so gilt

Ordo X b0 = 05(Bkdo X 80) + (e )Okdo X S0

Benutzt man Jgdy X, do = Okdo und bedenkt, dak aufgrund von w(e;,0) = 0
und Oyw(ej, ) = w(ej, ex) auch noch w(ej,-)0kdo = —w(ej,ex)do gilt, so ergibt
sich (1.32). O

Folgende ,infinitesimale Versionen“ der getwisteten Translationen, deren Gestalt
sofort als Spezialfall aus (1.28) folgt, kann man als getwistete Richtungsablei-
tungen auffassen:

Sei ¢ € .#(R?"). Dann gilt fiir j € {1,...,2n}

(0 % 0j00)(2) = yp(z) — o (2, 5)6(2). (133)
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Definition 1.22. Unter einem getwisteten Faltungsoperator (von rechts) ver-
stehen wir im folgenden einen Operator T: .%(R?") — ./(R?"), der die Form

To=¢pxu

fiir ein gewisses u € .#/(R?") besitzt. Die Distribution u heift dann der (rechts)—
getwistete Faltungskern von T'. Analog definiert man getwistete Faltungsopera-
toren von links.

Aufgrund der Formel
(e #6_y) xy (e HU5_,) = e’i“(“”'%“’(z’zl))5—(z+zr)

sieht man leicht ein, dafs

ou(z,u)f = e Pf x,0_, (2,u) € Hy, f € L*(R*™)

eine unitdre Darstellung o, : H, — U(L?(R*")) von H,, auf L?(R?") definiert.
Nach Gleichung (1.29b) ist dies konsistent mit (1.21). Sind f € L'(H,) und
¢ € L*(R*), so besitzt die integrierte Darstellung o, (f) die Form:

Do) = / Fzw)e ™ (o x 6, ()d(zu)

R2n+1

= [ £ D0t + )t
R2n

= [ e - e s
R2n
= (p xu f1)(").
Fiir die abgeleitete Darstellung do, von o, berechnet man explizit:
0 W 0 N7

dou(Pj) = 2 + ity )= — iy
ou(Pj) 8pj+Z2QJ doy,(Qy) aq; V5P

do,(U) = —ipld.

Von nun an werden wir uns wie auch bei den Schrédingerdarstellungen auf den
Fall 4 = 1 beschrianken und setzen deshalb x := x; und o := o;.

Definition 1.23. Fiir S € sp(n,R) bezeichne

Lg :=do(%5s),

mit dem in (1.16) definierten .%s. Im Spezialfall S = —J berechnet man explizit:
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1
L:=do(¥)=-A+iw(V,2)+ 1 |2)?.

Ist S € sp(n,R)™, so nennen wir Lg einen getwisteten Sub-Laplace-Operator.

Durch explizite Konstruktion als infinitesimale Erzeuger von Ein—Parameter—
Gruppen auf L?(R?") unitéirer Operatoren, werden wir im niichsten Kapitel
einsehen, daR L fiir jedes S € sp(n, R) ein auf .#(R?") wesentlich selbstadjun-
gierter Operator ist.

Die Lg sind getwistete Faltungsoperatoren. Nach Beispiel 1.21 erhalten wir ex-
plizit fiir ¢ € C{(R*™): do(Z;Zk)p = ¢ % (Okdo x 0%) = ¢ x (9;0,60 —
%w(ej, ex)do). Da SJ eine symmetrische Matrix und die symplektische Form w
schiefsymmetrisch ist, erhdlt man somit

Lsp = —¢p x (V,S5JV)d. (1.34)

Mittels der partiellen Fouriertransformation in der zentralen Variablen (1.25)
kann die Darstellung o besonders schon dargestellt werden:

Lemma 1.24. Fir jedes Element X € % () der einhiillenden Algebra von by,
und f € C§°(H,,) gilt:

(Xf)' = do(X)f".

Beweis. Da X den Raum C§°(H,,) invariant laft und % (h,) als Algebra von
b erzeugt wird, geniigt es die Behauptung fiir X € b,, zu zeigen. Nach (1.33)
sind die Operatoren do(Z;) explizit durch

do(Zj)g = g x 069

gegeben. Daraus folgt also, dak fiir f € C§°(H,) gilt: (Z;f)' = (f x 9;00)' =
f1 x 8;6 und damit die Behauptung fiir X = Z;. Im Falle X = U erhlt man
die Aussage durch (Uf)'(2) = [e ™0, f (2, u)du = if'(z). O

Damit erhdlt man nun, daf bei LP—Abschéitzungen fiir Funktionen von Lg, eben-
so wie bei den Operatoren Zs auf der Heisenberg—Gruppe, wiederum zu ,Nor-
malformen” iibergegangen werden kann. Dies zeigt das folgende Lemma, wenn
man bedenkt, daf der Operator f + foT fiir T € Sp(n,R) wegen |detT| =1
eine Isometrie auf LP(RR?") definiert.

Lemma 1.25. Seien S € sp(n,R) und T € Sp(n,R). Dann gilt fir alle f €

Ls(foT)=[Lpgp-1f]oT.
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Beweis. Wihle g € C®°(H,,) so, dak g' = f. Mit der Definition ag(z,u) :=
g(Tz,u) folgt aus (1.25) sofort (arg)™t = foT, so daR wir unter Zuhilfenahme
von (1.17) und Lemma 1.24 die Gleichungskette

Ls(f oT) = Ls((arg)") = [ZLs(arg)]' = (ar[Lrsr-19])*
= (Zrsr-19)' o T = [Lygp-1f]oT

und somit die Behauptung erhalten. U

Korollar 1.26. Seien S,T wie in Lemma 1.25 und 1 < p,q < oo. Falls Lg
selbstadjungiert (wir werden im ndchsten Kapitel einsehen, daf8 dies fir alle S
stets gilt) und m eine beschrankte Borelfunktion ist, so gilt:

lm(Ls)llpg = Im(Lrsr-1)llpg-

Anmerkung. Die Darstellungen o, sind im Gegensatz zu den Schrédingerdar-
stellungen nicht irreduzibel. Es stellt sich vielmehr heraus, daf o, dquivalent zur
direkten Summe abzéhlbar vieler Kopien von 7, ist. Dies werden wir im néchsten
Abschnitt unter Benutzung der sogenannten Fourier—Wigner—Transformation
einsehen.

Wir wollen uns nun der sogenannten Weyltransformation widmen, die bis auf
eine Fouriertransformation identisch ist mit dem in der Theorie der Pseudo-
differentialoperatoren und beim Problem der Quantisierung sehr bedeutsamen
Weylkalkiil. Genaueres findet sich wiederum bei Folland [14] oder Taylor [48].
Im folgenden setzen wir p := 1 und X := X;. Betrachte dann die integrierte
Darstellung der Schrodingerdarstellung « := 1. An (1.19) sieht man, daf = (f)
in Wahrheit nur von der Fouriertransformierten f (=1 von f in der zentralen
Variablen abhiingt. Es existiert also eine Abbildung p: L'(R?") — Z(L*(R"))
so, daf folgendes Diagramm kommutiert

(L' (Hp), %) — (Z(L*(R")), o)

foHJl /

(L1 (R*), x)

Dieses p ist per definitionem gerade die oben erwahnte Weyltransformation. Da
f+— £ den Raum L'(H,) surjektiv auf L'(R?") abbildet, sicht man anhand
von (1.26) und da 7 ein Algebrenhomomorphismus ist:

p(fCY x gtV =x(f * g) = () om(9) = p(fTV) 0 p(g" ).

Somit ist auch p ein Homomorphismus von Banachalgebren. Es 1t sich leicht
zeigen, dak p aukerdem stetig ist, wenn man Z(L?(R™)) mit der starken Ope-
ratortopologie ausstattet.
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Anmerkung. Es ist sogar so, daR sich p zu einer Bijektion von .#'(R?") auf den
Raum aller stetigen Operatoren T: .#(R") — '(R") fortsetzen léRt. Diese
Fortsetzung bildet L?(R?") isometrisch auf den Raum der Hilbert-Schmidt—
Operatoren ab. Dies findet sich z.B. im Buch von Folland [14]|, man erkennt
dies allerdings auch schnell an der expliziten Form von p, die wir als néchstes
bestimmen werden.

Als néchstes wollen wir den Zusammenhang zwischen der Weyltransformation
und dem Weylkalkiil herleiten. Sei dazu f € L'(R?"). Es gilt:

p(fD) = n(f) = / £ (0, p,w)(a,p,w)d(g,p, u)

— 7 / e f(q, p, u)m(q,p,0)dud(q, p)

]R2n R

- /f(1)(q,p)7r(q,p,0)d(q,p)-
R27L

Es muf also stets

o(f) = / 1(a,p)(a,p, 0)d(g,p) = / F(g,p)e= @ PP)d(q p)
R2n R2n

gelten. Dies motiviert die Definition des sogenannten Weylkalkiils

~

F(X,D) = [ flg,p)e”@P)d(q,p) = p(f).
R27

Man nennt f das Weylsymbol des Operators f(X, D), vergleiche dazu auch
Kapitel 1, Abschnitt 3 im Buch von M. Taylor [48]. Explizit rechnet man nach:

[p(f)gl(z) = / f(g,p)e @370 g(z + p)d(q, p)
]R2n

— [ At +Engte +piip
]Rn

= [As 5 - 2wy
]Rn

wobei F1 f die partielle Fouriertransformierte von f in der ersten Variable be-
zeichne. Der Integralkern von p(f) ist also gleich (Fif) o T, wenn T die lineare

Transformation
d
_ 2 2
T= (—Id Id)
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bezeichnet. Offenbar gilt: detT" = 1. Damit induziert 7' eine unitdre Transfor-
mation von L#(R?"), und es gilt ||[(F1f) o T||, = (27) 2 || f||,. Die Weyltransfor-
mation l&#t sich also durch

[(£)e)(w) = @0 (FT ) o T) (% ® ¢) (1.35)

ausdriicken.

1.5 Die Fourier—Wigner—Transformation

Ist 7 eine unitdre Darstellung einer Gruppe G auf einem Hilbertraum 52, so
heiffen die fiir festes z,y € S durch M, ,(g9) := (7(g)z,y) definierten Funk-
tionen My ,: G — C die Matrixkoeffizienten der Darstellung 7. Im Falle der in
1.15 definierten Schrédingerdarstellung « der Heisenberg—Gruppe H,, gilt also

fir f,g € L*(R") mit einer Variablentransformation z — z — &

My o(z,u) = ™ / e~ #0520 f (1 4 p)g(z)dw

Rn
o / e 11 (o + D)g(z — L)
]Rn

Definition 1.27. Seien f,g € L?(R"). Dann definieren wir die sogenannte
Fourier-Wigner-Transformierte V(f, g) von (f,g) durch

V(f,9) = Fl(f®7) o T), (1.36)

wobel T die linerare Transformation

bezeichnet.
Mit dieser Definition gilt also
My g(z,u) = e "(n(2,0)f,9) = e "V (f,9)(2).

V ist eine sesquilineare Abbildung von L?(R™) x L2(R"). Da L?(R")® L2(R") ~
L?(R?"), kénnen wir V mittels folgender Definition auch als linearen Operator
auf L?(R?") auffassen.

V(f ®9)(2) == (2m) "2V (£,7)(2). (1.37)

Dann erhilt man fiir die Abbildungseigenschaften von V:
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Lemma 1.28. V ist sowohl ein topologischer Isomorphismus von . (R?*™) und
FL'(R?") als auch eine unitire Transformation von L?(R?") auf sich.

Beweis. Dies folgt sofort aus der Formel (1.36) und der Definition von V, da
die (partielle) Fouriertransformation die behaupteten Eigenschaften besitzt und
auRerdem |detT'| =1 gilt. O

Mit Hilfe der ,modifizierten Fourier-Wigner-Transformation“ V stellt sich der
Zusammenhang zwischen den Darstellungen 7 und ¢ nun wie folgt dar:

Lemma 1.29. Fir (z,u) € H, und f,g € L>(R™) gilt:

(0(z,u) o V)(f ® 9) =V (r(2,u)f ®g).

Beweis. Eine direkte Rechnung zeigt fiir (z,u) € H,, f,g € L*(R") und

#' € R® unter Benutzung von w(2,0)m(z,u) = w(z + #,u — tw(z,7')) =

e_i(“_%“’(z’z’))w(z +2',0):

o(z,u)(V(f,9))(2) = 6_i“6%“(z’z')V(fa 9)(z+2")
= efi“e%w(z’zl)(w(z +2,0)f,9)
= (n(,0)7(2,u) f, 9) = V(n(z,u)f,9)(),

also gilt die Behauptung. O

Diese Aussage zeigt, dak folgendes Diagramm fiir jedes g € H,, kommutativ ist:

[2(R2) — "9 papony (1.38)
vl lv
2 2n 2 2n

L(BI) s LR

Die Darstellungen 7 ® Id und o sind also unitér dquivalent. Da L?(R") se-
parabel ist, kann man o als direkte Summe von abzdhlbar vielen Kopien der
Schrodingerdarstellung m auffassen.

Dieses Diagramm behilt seine Giiltigkeit auch, falls man die Darstellungen
durch ihre Differentiale ersetzt. Insbesondere sind die getwisteten Sub—Laplace—
Operatoren Lg mittels der modifizierten Fourier-Wigner-Transformation V uni-
tar dquivalent zu einer abzahlbar direkten Summe Hg ® Id von Hermiteopera-
toren Hg. Fiir das Spektrum von Lg gilt ferner:

spec(Lg) = spec(Hg).

Setzt man auflerdem



Zusammenhang mit Laguerreentwicklungen 21

B = V(ha ® hp) (1.39)

fiir alle Multiindizes «, 8 € INF, so bildet {®4 g}q,p eine Orthonormalbasis von
L?(R?"), welche aus Eigenfunktionen von Lg besteht, es gilt néimlich:

L(®,8) = (2|a| +n)®Py 8.
Die @, s nennt man auch die ,Speziellen Hermitefunktionen®.

Bemerkung 1.30. Indem man zu den integrierten Darstellungen {ibergeht,
kann man auch zeigen, daR fiir alle u € .%'(R?*") auch folgendes Diagramm
kommutiert:

p(i1)®1d

S (R2") S (R2) (1.40)
7 |v
y(]R‘Zn) p— yI(RZn)

1.6 Zusammenhang mit Laguerreentwicklungen

Es soll nun noch kurz auf den Zusammenhang zwischen den Eigenfunktionen
des getwisteten Sub-Laplaceoperators L und den mit den Hermitefunktionen
eng verwandten Laguerrefunktionen eingegangen werden. Man stoft dabei auf
den sogenannten Greinerschen Laguerrekalkiil. Vergleiche dazu auch Kapitel
1 im Buch von Thangavelu [51]. Eine ausfiihrliche Diskussion von speziellen
Funktionen findet sich bei Szegs [47|, die Laguerrefunktionen werden dort ab
Seite 99 behandelt, oder auch bei Lebedew [29].

Zunéchst sei an die Definition der Laguerrepolynome erinnert. Seien dazu im
folgenden o > —1 und k € INy. Dann ist das Laguerrepolynom vom Typ « und
Grad k durch

L(k+a+1) (=r)!
—j+)IG+a+1) j1 7

k
.,
L2:]0,00[— R, 7 > ; 0 (1.41)

Fiir festes o bildet die Familie {L }xew, aller Laguerrepolynome vom Typ «a
ein Orthogonalsystem im Raum L2(]0, oo[, 7% "dr), es gilt

o
_ Fk+a+1)
a a QT . .
/LJ (r)Li(r)r%e "dr Tk+1) k-
0

Von Interesse sind die Laguerrepolynome deshalb, weil L Lésung der gewohn-
lichen Differentialgleichung
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2y + (a+1—x)y +ky =0.

ist und zwar die einzige, welche gleichzeitig ein Polynom ist. Die Hermitepoly-
nome Hj sind im wesentlichen Spezialfélle der Laguerrepolynome vom Typ %
und —%, genauer gilt fiir alle k£ € INy:

Hay(z) = (~1)}2% KL, * (o)
Hapi1(2) = (—1)¥2% Ko L? (27).

Die Laguerrefunktionen, welche durch

T(k+1)

L) =\ Tk +ratD

e~ 2r2 LY(r)

definiert sind, bilden also ein Orthonormalsystem in L?(]0, oc[,dr). Der Zu-
sammenhang zwischen den Laguerrefunktionen und der Spektralzerlegung des
getwisteten Sub—Laplaceoperators L ergibt sich nun aus dem folgenden Satz.

Satz 1.31. Die in (1.39) definierten Speziellen Hermitefunktionen lassen sich
wie folgt durch Laguerrepolynome ausdriicken. Fir alle pn,m € INy gilt:

n T 2
pen) = mH iy T 25 ()
]:
" 2 (1.42)
_n, —im-0 (T
Bpmp(z) = (2m) 73 (—i)lmle—m ch,’? (3)-
i
mit z = (™0, emnlng ),
Beweis. Thangavelu [51], Theorem 1.3.5. O

Anmerkung. Beziiglich der getwisteten Faltung erfiillen die speziellen Hermite-
funktionen die Relation

(I)aﬂ X (}75 = 6,37(I)a6- (1.43)
Nach (1.42) erhélt man dadurch Relationen fiir die Laguerrefunktionen, den
sogenannten Greinerschen Laguerrekalkiil, siehe |5, 6].

Die Formeln (1.42) motivieren die folgende Begriffsbildung.

Definition 1.32 (m—homogene Funktionen). Seien f: C" — C und m €
Z". Dann nennen wir f eine m-homogene Funktion, falls fiir alle z € C" und
0 € R" gilt:

F(e™z1,. .. e z) = ™0 f(2).
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Die erste Beobachtung ist nun, dak ®,, eine (v — p)-homogene Funktion ist,
falls man R?" via z = (q,p) — p+ig mit C™ identifiziert. Dies ergibt sich sofort
aus (1.42). Bezeichnet man mit L2 (C™) den Raum aller quadratintegrierbaren
m-homogenen Funktionen, so ist

= @ (), (1.44)

mezZn"

wobei die Summanden paarweise orthogonal sind, und {®m}uenz ist eine
Hilbertraumbasis von L2, (C"). Aufgrund der Formel (1.43) macht die Zerlegung
(1.44) L2(C™) auch zu einer graduierten Algebra beziiglich der getwisteten Fal-
tung.

Es soll jetzt erklért werden, wie die Entwicklung in spezielle Hermitefunktionen,
also die Eigenfunktionen von L, mit der in die Laguerrefunktionen zusammen-
héngt. Sei der Einfachheit halber n = 1. Betrachten wir dann eine Funktion
f € L2,(C), so ist diese von der Gestalt f(z) = e™?f(r) mit z = er. Man
erhilt aufgrund von (1.42) und durch Ubergang zu Polarkoordinaten:

21 00

// ™ £ (r) ezmaﬁm( )rdrd@
mO/f rﬁm cmo/f r)dr

= Cm(.q’E;n)

mit g(r) = f(v/2r) und ¢y, := (—i)™/5.

Bezeichnet fi(z) := Z?Z()(f, D, itm) P j+m(2) die Entwicklung von f in Eigen-
funktionen von L und gi(r) := Z?ZO(Q,ET)[,;-”(T) die Entwicklung von ¢ in
Laguerrefunktionen vom Typ m, so gilt

w|>-A

(f, @5 j4m) = -







Kapitel 2

Die metaplektische Gruppe

Man erinnere sich an die in Kapitel 1 definierten Lg. Ziel dieses Kapitels ist
es, explizite Formeln fiir die von diesen erzeugten unitiren Operatoren e*Ls
herzuleiten. Ein konkreter Zugang dazu ist der iiber Gaufssche Funtionen und
die von R. Howe in [23]| untersuchte sogenannte Oszillator—-Halbgruppe, wie er
auch bei D. Miiller und F. Ricci in [35] Verwendung findet.

Im vorigen Kapitel wurde in Lemma 1.7 festgestellt, dafs die symplektische Grup-
pe Sp(n,R) in natiirlicher Weise auf der Heisenberg—Gruppe operiert. Das da-
durch entstehende semidirekte Produkt ist beim Problem der Quantisierung in
der Physik von grofer Bedeutung. Man fragt dabei insbesondere nach unitér-
en Darstellungen von Sp(n,R). Auf Ebene der Liealgebra existiert eine sehr
natiirliche Darstellung, die im wesentlichen durch den Weylkalkiil gegeben ist.
Es stellt sich dann aber heraus, daf sich diese nicht zu einer Darstellung von
Sp(n,R) exponenzieren l#ft, jedoch zu einer ihrer zweifachen Uberlagerung, der
sogenannten metaplektischen Gruppe Mp(n, R). Diese Darstellung nennt man
daher auch die metaplektische Darstellung, weitere Namen sind Segal-Shale—
Weil-Darstellung oder Oszillator—Darstellung. Sie wurde von D. Shale in [41]
konstruiert, der Zusammenhang mit der Heisenberg—Gruppe wird eingehend in
den Biichern von M. Taylor [48] und G. Folland [14] untersucht.

Angemerkt sei noch, daf es sich bei Mp(n, R) nicht um die universelle Uberlage-
rung der symplektischen Gruppe handelt, vielmehr ist die Fundamentalgruppe
von Sp(n,R) isomorph zu Z und die universelle Uberlagerung hat somit ab-
zéhlbar viele Blitter. Ein Beweis davon findet sich z.B. bei G. Folland [14],
Proposition 4.8.

2.1 Hamiltonsche Vektorfelder

Dieser Abschnitt soll den Zusammenhang zwischer der in 1.5 definierten sym-
plektischen Gruppe und den sogenannten Hamiltonschen Vektorfelder darstel-
len. In der klassischen Mechanik spielt dies eine grofe Rolle, als Klassiker gelten
die Biicher von Arnol’d [2] und Abraham, Marsden [1]. Eine sehr ausfiihrliche
Behandlung symplektischer Strukturen ist auch das Werk von P. Libermann
und J. Marle [30]. Die Struktur der symplektischen Gruppe wird hierbei leider
iiberhaupt nicht untersucht. Dies findet sich jedoch z.B. im Buch von M. Taylor

25
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[48].
Im weiteren bezeichne J die in (1.10) definierte Matrix der symplektischen Form,

also
0 Id
/= (—Id o)'

Definition 2.1 (Hamiltonsches Vektorfeld). Seien U C R?" offen und f €
C'(U). Dann ist das zu gehorige Hamiltonsche Vektorfeld X U — R?" defi-
niert durch

X;(2) = J(V(2))- (21)
Bemerkung 2.2. Es gilt in Koordinaten:
_ (91 of (. _9f _of
X;(z) = <8p1 Do (1 g () aqn(z)).

Faft man Vektorfelder als Differentialoparatoren erster Ordnung auf, so erhilt
man die folgende ebenfalls wohlbekannte Form

“/9f, .8 of, 0
Xy(2) = ;(8—1)]('2)8_% - 8_qj(z)a—pj)

Als nédchstes sei an die Definition der Poisson—Klammer erinnert, die in der
Hamiltonschen Mechanik zentrale Verkniipfung auf den Observablen, also den
C*-Funktionen auf R?".

Definition 2.3 (Poisson—Klammer). Seien wiederum U C R?" offen und
f,g € C1(U). Die Poisson-Klammer {f, g} von f und g ist definiert durch:

{£,9}(2) == (X;(2), Vg(2)) = w(V(2), Vg(2))- (2.2)

Explizit gilt dann offenbar

0@ =3 (L0~ L),

= Opj " " 0g; dq; " " Op;

Die Poisson-Klammer stattet nun den Raum C°°(U) mit der Struktur einer
Liealgebra aus.

Lemma 2.4. Die C®°-Funktionen auf U bilden zusammen mit der Poisson—
Klammer eine Liealgebra. Die Riaume
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p2 := {P|P ist ein Polynom vom Grade hichstens zwei}
p1 := {P|P ist ein Polynom vom Grade hichstens eins}

hp, := {P|P ist ein homogenes Polynom vom Grade zwei}

sind Lie-Unteralgebren von C*®(R?").

Beweis. Die Antisymmetrie der Poisson—-Klammer ergibt sich sofort aus deren
Definition, die Jacobi—Identitdt rechnet man direkt nach. Die Aussage iiber die
Unteralgebren ist ebenfalls eine einfache Uberlegung. O

Lemma 2.5.
(1) Fir f,g € COO(U) gz'lt: [Xf,Xg] = X{f,g}.
(i3) Fiir f € C®°(R*") und S € sp(n,R) gilt

Xfos =—80Xs008S.

Beweis. (i) ist wohlbekannt und eine direkte Rechnung.
Die zweite Aussage folgt ebenfalls sofort: Seien dazu z,z' € R?". Aus der Defi-
nition 2.1 und der Kettenregel folgt:

(Xpos(2),2") = (J(V(f 0 5)(2)),7') = —(V(f 0 )(2), )
= —Df(S2)(8JZ) = —(Vf(Sz),STZ)
= (JS'Vf(Sz),2") = —(SIVf(Sz), 7).

Beim letzten Schritt wurde benutzt, daff wegen S € sp(n,R) die Gleichung
JS* = SJ gilt. Also erhalten wir die Behauptung X .5 = —SXS. O

Lemma 2.6. Definiere zu jedem S € sp(n,R) das Polynom Ps € hp, durch

1 1
Ps(z) := —E(z, SJz) = Ew(Stz,z). (2.3)
Dann gelten

(i) S+ Pg ist ein Isomorphismus der Liealgebren sp(n,R) und hp,.

(i) Die Umkehrabbildung ist gegeben durch P +— Xpoj.

Beweis. Da jedes homogene Polynom vom Grade zwei von der Form P(z) =
(z,Az) mit einer eindeutig bestimmten symmetrischen Matrix A ist und au-
ferdem S — SJ eine Bijektion von sp(n,R) auf den Raum der symmetrischen
Matrizen ist, handelt es sich bei S — Pg um einen linearen Isomorphismus.
Sei nun P € hp,y. Nach Lemma 2.7 gilt:
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P(z) = 3 DP()(2) = —5(IXp(2), 2) = —3 (Xpus T2, 2),

woraus (ii) folgt. Da nun auferdem nach Lemma 2.5

[(Xpos, Xgos] = [JXpJ ™', JXoJ 1]
= J[Xp, XolJ " = JX(pgy) " = X(p@jos

gilt, liegt also auch ein Homomorphismus von Liealgebren vor. U

Lemma 2.7. Seien X,Y Banachriume, U C X offen und f: U — Y differen-
zierbar und homogen vom Grade p € C, d.h. es gelte fiir alle x € U und o > 0
mit ax € U:

flaz) = o f (). (24)
Dann gelten
(i) Df: U — L(X,Y) ist homogen vom Grade ju — 1 und
(ii) Fiir x € U gilt: pf(z) = Df (z)(=).

Beweis. Teil (i) erhédlt man durch differenzieren beider Seiten von Gleichung
(2.4) nach z: Es ergibt sich: aDf(az) = o*Df(z), also Df(az) = a* 1D f(x)
und damit die Behauptung.

Um Aussage (ii) zu zeigen, differenziere man (2.4) nach «. Dann folgt

Df@)e) = | flaz)= 2| atf(e) = uf(a).

2.2 Die metaplektische Darstellung

Wir werden nun mit Hilfe der Bijektion (2.3) eine Darstellung der symplek-
tischen Algebra durch Operatoren auf L2(R™) konstuieren. Diese kann dann
mit Hilfe abstrakter Sitze zu einer Darstellung der universellen Uberlagerung
Sp(n,R) von Sp(n,R) exponenziert werden. Dann sehen wir ein, daf sie in
Wahrheit bereits eine Darstellung der zweifachen Uberlagerung von Sp(n,R)
induziert, der sogenannten metaplektischen Gruppe; daher auch die Bezeich-
nung als metaplektische Darstellung. Diesen Zugang wahlt zum Beispiel auch
Taylor in [48]. Eine andere Moglichkeit ist zunéchst eine Darstellung auf der
Gruppenebene zu definieren. Das scheitert allerdings in diesem Fall, man erhélt
aber eine sogenannte projektive unitdre Darstellung. Da sp(n, R) halbeinfach
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ist, wird diese nach einem beriihmten Theorem von V. Bargmann [3]| bereits
von einer unitdren Darstellung von §f)(n, R) induziert.

Der Weylkalkiil ermoglicht es, einem S € sp(n, R) einen selbstadjungierten Ope-
rator auf L2(R™) zuzuordnen, nimlich Ps(D, X). Dies ist aufgrund von Lem-
ma 2.6 und der Tatsache, dat der Weylkalkiil zumindest fiir Polynome zweiten
Grades die Poisson-Klammer in den Kommutator von Operatoren iiberfiihrt
(siehe G. B. Folland [14], Korollar 2.51), bereits eine Darstellung der Liealgebra
sp(n,R), wenn man den Begriff der Darstellung durch nicht {iberall definierte
Operatoren richtig definiert (siehe unten).

Wir kommen nun zur Definition der Darstellung einer Liealgebra durch mogli-
cherweise unbeschrankte Operatoren.

Definition 2.8. Seien g eine Liealgebra, . ein komplexer Hilbertraum und
D C A ein dichter Teilraum. Dann heift eine Abbildung 6: g — End(D), die

(1) 0(X) ist fiir X € g schiefsymmetrisch und

(i) o([X,Y]) =[0(X),d(Y)] fir alle X,Y € ¢
erfiillt, eine Darstellung von g auf 2.

Im Endlichdimensionalen kann man eine solche Darstellung immer zu einer uni-
taren Darstellung der (bis auf Isomorphie eindeutigen) zusammenhéndenden,
einfach zusammenhéngenden Liegruppe, welche g als Liealgebra besitzt expo-
nenzieren. Es gilt in diesem Fall natiirlich stets D = % und obige Definition
entspricht der iiblichen fiir die Darstellung einer Liealgebra auf einem endlich-
dimensionalen komplexen Hilbertraum.

Unter zusitzlichen Annahmen ist es nun auch im unendlichdimensionalen Fall
moglich, eine Darstellung im Sinne von Definition 2.8 zu exponenzieren. Man
erhdlt den folgenden Satz, welcher im Buch von M. Taylor [48] (Theorem D.4)

bewiesen wird.

Satz 2.9. Sei G eine zusammenhdngende, einfach zusammenhdngende Liegrup-
pe mit Liealgebra g und sei 6 eine Darstellung von g auf 52 im Sinne von Defi-
nition 2.8. Weiterhin sei vorausgesetzt, daf folgende Figenschaften erfillt sind:

(i) Es ezistieren linear unabhdngige Y1,...,Y; € g, die g als Liealgebra erzeu-
gen und, i6(Y}) besitze eine selbstadjungierte Erweiterung X;, welche die
Bedingung e'Xi (D) C D erfiillt.

(i) D lafit sich mit einer Hausdorffschen lokalkonvezen Topologie so ausstat-
ten, daff die Einbettung D — J stetig ist und die Operatoren X; und
eXi den Raum D stetig in sich abbilden.

(iii) Fiir festes x € D und j € {1,...,1} ist t = e Xig als Abbildung nach D,
ausgestattet mit der Topologie aus (ii), stetig.

Dann ezistiert eine unitdare Darstellung A von G auf 2 derart, daff dA = §
gilt.
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Bemerkung 2.10. Achtung: Es geniigt im allgemeinen nicht zu fordern, daf
die auftretenden Operatoren ein gemeinsames Core besitzen. Ein Gegenbeispiel
dazu wurde von E. Nelson angegeben, siehe [36]. Eine ausfiihrliche Behandlung
der Problematik unendlichdimensionaler Darstellungen findet sich z.B. auch im
Buch von A. O. Barut und R. Raczka [4].

Dieses Erbebnis ist nun anwendbar auf den Fall, daf die Darstellung der Lieal-
gebra sp(n,R) durch S — iPg(X, D) gegeben und D = .#(R"™) der Raum der
Schwartzfunktionen ist. Siehe dazu ebenfalls [48], Anhang D, Seite 312 unten.

Satz 2.11. Definiert man fir S € sp(n,R) mit Hilfe des Weyl-Kalkils

dv(8) = iPs(X, D),

mit Ps aus (2.3), dann erfillt dv die Voraussetzungen von Satz 2.9, angewen-
det auf # = L?>(R™) und D = .#(R") und lapt sich somit zu einer unitiren

Darstellung v von Sp(n,R) ezponenzieren.

Es sei darauf hingewiesen, daf v nicht zu einer Darstellung von Sp(n,R) fak-
torisiert, wie die Beobachtung in Taylor [48], Abschnitt 11.3 zeigt. Allerdings
besteht noch die Moglichkeit, dak v eine Darstellung einer ,kleineren® Uberlage-
rung als Sp(n, R) induziert. Dies ist in der Tat der Fall. Bezeichne mit Mp(n, R)
die (bis auf Isomorphie eindeutige) zweifache Uberlagerung von Sp(n,R), die so-
genannte metaplektische Gruppe. Dann faktorisiert v zu einer Darstellung von
Mp(n,R), die wir wiederum mit v bezeichnen und die als metaplektische Dar-
stellung, Segal-Shale-Weil-Darstellung oder auch unter dem Namen Oszillator—
Darstellung bekannt ist. Ein Beweis dazu findet sich ebenfalls bei Taylor [48],
Kapitel 11, Theorem 3.2.

Bemerkung 2.12. Die metaplektische Darstellung ist nicht irreduzibel, son-
dern L2(R") zerfillt in zwei irreduzible Teilriume, néimlich den der geraden
und den der ungeraden Funktionen. Die beiden irreduziblen Teile sind nicht
dquivalent. Fiir einen Beweis siehe Folland [14|, Theorem 4.56.

Satz 2.13. Sei p: Mp(n,R) — Sp(n,R) die zweifache Uberlagerung der sym-
plektischen Gruppe. Dann ist die metaplektische Darstellung v die einzige uni-
tire Darstellung von Mp(n,R) auf L?(R™), fiir welche das folgende Diagramm
kommutiert.

N 2 n
(mop(9))(z,u) LA(R?)

Dabei ist (z,u) € Hy, g € Sp(n,R), und p(g) bezeichne gleichzeitig den von p(g)
gemaf Lemma 1.7 auf H,, induzierten Automorphismus.
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Beweis. Folland [14], Proposition 4.40. O

Die gerade konstruierte metaplektische Darstellung liefert nun allerdings nicht
die Operatoren, die uns im folgenden interessieren sollen. In Kapitel 1 haben
wir eine Darstellung der Heisenberggruppe konstruiert, die aus getwisteten Fal-
tungsoperatoren besteht und vermittels der Fourier-Wigner-Transformation in
eine abzdhlbare direkte Summe von Schrédingerdarstellungen zerfillt. Analog
dazu soll nun eine weitere Darstellung von Mp(n,R) auf L?(R?") konstruiert
werden, die aus getwisteten Faltungsoperatoren besteht und ebenfalls in obigem
Sinne zu einer abzdhlbaren Summe von metaplektischen Darstellungen dquiva-
lent ist. -

Dazu definieren wir zu T € Mp(n,R) den Operator 7(T) € U(L?(R?")) durch

LZ (]RQn) v(T)x1d LZ (RZn)
v v
L2 2n 2 2n

(") ——> L2(R?")

Dann ist 7 ebenfalls eine unitére Darstellung von Mp(n, R), diesmal auf L?(R?").
Fiigt man dieses mit den Diagrammen (1.38) und (2.5) zusammen, so erhélt man
das folgende kommutative Diagramm:

m(g)®ld
[ ] [ ]
1%
v(T)®Id v
. o ° v(T)®I1d
v(T)
7(T) ° °
m(p(T)g)®1d
v v
[ ] [ ]

a(p(T)g)

Dabei stellt jede Ecke einen L?(R?") dar.
Die abgeleitete Darstellung von v liefert nun gerade die in Kapitel 1 definierten
Operatoren Lg.

Satz 2.14. Fir S € sp(n,R) gilt

—%LS = %dﬁ(S) =V o (Ps(X,D)®1d) oV . (2.6)
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Beweis. Nach Definition des Weylkalkiils gilt Ps(X,D) = p(F~'Ps). Eine

einfache Rechnung zeigt nun [(V, SJV)dy]" = —(-,SJ-) und somit erhilt man
v
F~1(Ps) = £(V,SJV)d. Damit und aufgrund von Ps = Ps gilt also nach

Diagramm (1.40)

%da(sw — %(p % (V, S.TV)bo.

Nach (1.34) gilt also die Behauptung. O

Damit ist nun auch klar, dak Lg fiir beliebige S € sp(n, R) wesentlich selbstad-
jungiert auf . (R2") ist.

Fiir unsere spéteren Untersuchungen der Operatoren Lg benotigen wir explizite
Formeln fiir die getwisteten Faltungskerne der zugehorigen unitiren Gruppe
e'*l's  Diese werden im Rest dieses Kapitels entwickelt.

2.3 Uber Gaufsche Funktionen und die Oszillator—
Halbgruppe

Sei n € IN. Der ,Siegelsche rechte Halbraum“ &,, ist definiert als der Kegel
aller symmetrischen n x n-Matrizen mit komplexen Eintrigen deren Realteil
positiv definit ist. Der AbschluR &,, von &,, besteht also aus allen symmetrischen
Matrizen mit positiv semidefinitem Realteil.

Wir notieren aufserdem noch

&Y = {A € Gap|det(A + %J) £0}
und
@2,1 = {A € Gop|(ReA >0V ReA =0)Adet(A+ %J) # 0}.

Achtung: Es gilt 6—8n # 6‘;”.

Bemerkung 2.15. Der Ausdruck (z,w) bezeichne in diesem Abschnitt auch
fiir z,w € C? stets das bilineare Skalarprodukt, also (z,w) = 2?21 zjwj und
nicht die auf C% sonst iibliche Sesquilinearform bei der die zweite Variable kom-
plex konjugiert wird.

Lemma 2.16. Jedes A € &,, ist invertierbar, und es gilt auch A~™' € &,,.

Beweis. Da Re A positiv definit und symmetrisch ist, ist (Re A)% ebenfalls
symmetrisch und invertierbar. Definiere B := (Re A)_% Im A(Re A)_%. B ist
ebenfalls symmetrisch und es gilt

D=

A=ReA+iImA = (ReA)2(1 +iB)(Re A)2. (2.7)
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Nun ist aber 1 4 ¢B invertierbar, da es nur Eigenwerte der Form 1 + ¢b besitzt,
wobei b € R ein Eigenwert von B ist. Damit ist A als Produkt invertierbarer
Matrizen selbst invertierbar.

Wegen (A7)t = (A)~! ist A~ auch symmetrisch. Um nun einzusehen, daf
A=l € &, gilt, benutzen wir wieder obige Gleichung (2.7). Da (Re A)_% sym-
metrisch ist, geniigt es zu zeigen, daf

Re(Id +4iB)~* > 0. (2.8)

Sei O € O(n,R) so, dak O~!BO diagonal ist. Dann ist O~ 1(Id +iB) 10 =
(Id + iO~'BO)~! eine Diagonalmatrix, mit Eigenwerten der Form (1 + ib)~!,
wobei b € R. Da offenbar Re(1 +ib) ! > 0 gilt (2.8), also die Behauptung. O

Fiir A € &,, definieren wir die sogenannte Gaukfunktion mit Exponent A durch

ea: R" = Cyea(z) := e 2{ATT), (2.9)

Aufgrund der Polarisationsidentitdt ist e4 = ep genau dann wenn A = B.
Da Re A > 0 gilt auRerdem e4 € #'(R"), und ey ist genau dann sogar eine
Schwartz—Funktion, falls Re A > 0. Man kann also stets die Fouriertransfor-
mierte eines solchen e4 bilden, zumindest im Distributionensinne. Wir werden
einsehen, daf diese fiir invertierbares A und damit insbesondere fiir jedes A € &,
wiederum von der Gestalt (2.9) also eine Gaukfunktion ist.

Dabei tritt insbesondere der Ausdruck vdet A~! auf (siehe Formel (2.10) unten),
der a priori nicht eindeutig bestimmt ist. Dazu folgendes:

Da &,, einfach zusammenhéngend ist (es ist sogar konvex) und fir 4 € &,
stets det A # 0 gilt, existiert ein eindeutiger Zweig von v/det auf &,, so, daR
fiir reelles A die Bedingung v/det A > 0 erfiillt ist. Dieser Zweig sei von nun an
stets gemeint, falls ein Ausdruck der Form v/det A auftaucht. Man kann dies nun
auch auf &, stetig fortsetzen. Vergleiche dazu auch Hérmander [21], Abschnitt
3.4.

Damit sind wir nun in der Lage, die Formel fiir die Fouriertransformierte von
e4 explizit zu notieren.

Lemma 2.17. Sei A € &,, invertierbar. Dann gilt

N1

ea(é) = (2m)2vVdet A= ley-1(€). (2.10)

Ist insbesondere A rein imagindr, so erhalt man als Spezialfall:

Ei(E) = (2m) ¥ |det A|72 £ 58 1 (), (2.11)

wobei sgn(iA) die Anzahl der positiven minus die Anzahl der negativen Eigen-
werte der reellen symmetrischen Matriz 1A ist, gezdhlt mit den Vielfachheiten.

Beweis. Siehe Hérmander [21], Theorem 7.6.1. O
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Bemerkung 2.18. Es sei noch darauf hingewiesen, daf fiir Re A > 0 das Fou-
rierintegral in (2.10) auch fiir £ € C™ existiert und beide Seiten analytisch in &
sind, die Formel also auf C™ gilt. Dies werden wir an spéterer Stelle noch einmal
benutzen.

Im Zusammenhang mit Gauffunktionen ist es oftmals angenehmer anstatt mit
der iiblichen Fouriertransformation mit der sogenannte symplektische Fourier-
transformation zu arbeiten, welche fiir f € L!(R?") durch

~

7@ =0 [ f@e 9= un g (212
R2n
und fiir alle Distributionen u € .#/(R?") analog durch

= (4m) "uo

NI

definiert ist. Dann gilt fiir ¢ € . (R?") gerade:

A —n —n

@(&) = (4m) " (@ x 1)(§) = (4m) 7" (1 x ¢)(=¢), (2.13)
und die symplektische Fouriertransformation ist unitar auf L2. Sie ist iiberdies
eine Involution, d.h. es gilt

A

(W) =u ue S'R™M), (2.14)
was sich sofort aus der Definition unter Zuhilfenahme der Fourierinversionsfor-
mel und des Transformationssatzes ergibt.

Letztlich folgt aufgrund der Assoziativitdt der getwisteten Faltung aus (2.13)
noch die Eigenschaft

A A Y
o x = (px ) =px, (2.15)
wobei 9(z) 1= (—z).
Die symplektischen Fouriertransformierten der oben definierten Gauffunktionen
e4 haben dann nach Gleichung (2.10) fiir invertierbares A € Gy, die Gestalt

¢ale) =2 Vet ATe_1 4, (6) (2.162)

und im Falle, dak A zusétzlich rein imaginér ist

A _ IR
ea(€) = 27| det A|"2el1 8 (ZA)e_%JA—IJ(é)' (2.16b)

Betrachtet man nun die getwistete Faltung eines e4 mit einer Schwartzfunkti-
on, so ergibt sich die folgende im weiteren Verlauf sehr wichtige algebraische
Eigenschaft, die sich auch in [35], Lemma 1.2 findet.
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Lemma 2.19. Seien A € Gy, und ¢ € .#(R?*"). Dann gilt

(0 x eq)(z) = eA(z)@((iA n %)z) — (4m) e (2)(eap)®((1d — 2iTA)z).
(2.17)

Dazu sei angemerkt, dafi das Fourierintegral von é; ¢ fiir Argumente der Form
(1A + %)z stets existiert, die rechte Seite von (2.17) also Sinn macht.

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus den Definitionen der getwisteten
Faltung und der Fouriertransformation, sowie elementaren Umformungen und
der Tatsache, daft A symmetrisch ist:

((p X eA)(z) = / sp(zl)efi(A(zfz'),zfz')e,%'w(zyzl)dzl

= ea(?) / o(2)ea(s)e A=t 257 4y
R2n
. J
=es(z)éeap((iA+ E)Z)
O
Ist A € Gy, so 1dkt die getwistete Faltung von rechts mit ey aufgrund der
Eigenschaft e4 € .7 (R?") sowohl L? als auch .# invariant. Uber die Operator-
norm auf L? werden wir weiter unten niheres erfahren. Fiir den Fall ReA = 0

diese FEigenschaft allerdings a priori unklar, sie folgt aber aus Lemma 2.19, unter
der zusétzlichen Voraussetzung, daf 14 + % invertierbar ist.

Korollar 2.20. Sei A € €2n mit Re A = 0. Dann gilt fiir ¢ € .#(R?*) auch
o x eq € L(R®™) und fiir f € L2(R?") auch f x ey € L2(R?*"), genauer

AV
If x eally = (2m)"|det (14 + 5| l1flz (218)

Beweis. Die Abbildungseigenschaft fiir Schwartzfunktionen folgt aus der Be-
obachtung, daR eap € .#(R?") gilt und der Tatsache, daf die Fouriertransfor-
mation . (R?") invariant liRt.

Die Aussage iiber die L2~ Funktionen erhilt man aus der Formel von Plancherel
und dem Transformationssatz. O

Lemma 2.21. Seien A € &y, und B € &y,. Dann gilt
ep X eq = (2m)"+/det(A + B)lec, (2.19a)
mit
C= (B+%J)(A+B)_1(A+%J) - %Je@m (2.19b)

Setzt man sogar B € Ga, voraus, so gilt auch C € Goy,.
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Beweis. Da A + B € Gy, und somit invertierbar ist, liefert die Formel (2.17)
zusammen mit (2.10) zunéchst

ep X eq = (2m)"/det(A + B)—163+(i3—%)(A+B)—1(Z~B+%).

Man sieht unmittelbar ein, daf C := B+(iB—%)(A+B)~(iB+%) symmetrisch
ist. Da ep x e4 € .#/(R?"), muR iiberdies auch Re C' > 0 gelten, also C € Go,,.
Man beobachtet nun, daf C = B — (B +i2)(A+ B) (B —i%). Sind nun a,b,c
beliebige Elemente einer Algebra mit Einselement e und ist a + b invertierbar,
so gilt

b—(b+c)a+b) tb—c)=(b+c)e—(a+b) t(b—c) —c
=b+c)a+b)((a+b)—(b—c)—c=B+c)a+b) atc)—c

Wendet man dies aufa = A,b = Bund ¢ = z% an, so ergibt sich die Behauptung.
Im Falle B € &y, gilt sogar eg x e4 € .#(R?"), also C € Go,. O

Bemerkung 2.22. Achtung, im allgemeinen wird ReC' nicht positiv definit
sein. Sei z.B. B := (2 4). Dann ist ReB = 0 und det(iB + %) = 0. Sei
z € R? so, dak (iB + )z = 0. Dann gilt

Re(Cz,z) = Re((iB — %J)(A +B)7'(iB + %J)z, z) = 0.

Satz 2.23. Sei A € &Y. Dann gilt fir f € L*(R*")

_1
2
[1£1l5-

Beweis. Siehe [23]|, Theorem in Abschnitt 15 auf Seite 82. O

J
n .
|f xeally < (27)"|det (zA + —2)

Damit definiert also die Faltung mit ey fiir eine groke Klasse von A € g,
beschriinkte Operatoren auf L?(R?").

Definition 2.24. Sei A € @gn Dann definiert

Taf :=2n)"f xea

nach Satz 2.23 bzw. Korollar 2.20 einen beschriinkten Operator auf L2(R?"),
der .(R?") invariant l##t und fiir dessen Operatornorm

_1
2

, J
1Tl < [det(i4+ 3)|

gilt.
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Lemma 2.25. Die Abbildung A — T}y ist injektiv auf @gn. Sind a,b € C und
A,B € @2n mit aTy = bTp so gilt: a=b und A = B.

Beweis. Sei allgemein u € .#/(R?") eine Distribution derart, daf fiir alle
¢ € L (R®™) gilt: ¢ x u = 0. Dann folgt wegen u(p) = (¢ x u)(0) = 0 schon
u = 0.

In unserer Situation bedeutet das also fiir A, B und a,b € C mit aTy = b1,
daf im Distributionensinne bereits

aes = bep

gelten muf. Da e4 und ep stetige Funktionen sind, gilt diese Gleichheit aber
auch punktweise. Insbesondere erhilt man also wegen e4(0) = ep(0) = 1, daf
a = b erfiillt sein mufund somit e4 = ep gilt. Nach der Bemerkung im Anschlufs
an die Definition (2.9) der Gaukfunktionen bedeutet das aber schon A = B. O

Das néchste Ziel ist es zu beweisen, daf die Zuordnung A — T4 auf @gn ste-
tig ist, wenn man die beschriinkten Operatoren auf L?(R?") mit der starken
Operatortopologie ausstattet. Dabei ist es niitzlich zu wissen, daf der Ausdruck
T fiir festes ¢ € .#(R?") beschriinkt ist, falls A eine kleine Umgebung in @gn
durchlguft. Um dieses einzusehen, muf man wissen wie die Operatoren Ty mit
partiellen Ableitungen und Multiplikation mit Polynomen vertauschen.

Definition 2.26. Sei w € C?". Wir definieren fiir alle f: R** — C

wa(z) = <waz)f(z)

und falls f in z differenzierbar ist

Ouwf(2) := (w, Vf(2)).
Satz 2.27.
(i) Fir w € C*",u € ' (R*) und ¢ € S (R?) gilt

(O — 5Mou)p % 0) = (B — 3 Mya)e) X u. (2200)

(ii) Ist A € oy, mitdet(A+i3) # 0, so gilt fiir wi, ws € C*™ und ¢ € .S (R?")

(Own + Mu,) (@ X ea) = ((Ou; + My )p) X €a, (2.20b)

wobei sich w} und wh aus wy,wy durch den Zusammenhang

(ZD B ((A - %S?jj{iiéj)—m ;Eﬁi z;g—i) (:UU;) (2.20c)

ergeben.
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Beweis. Der erste Teil ergibt sich aus Gleichung (1.33) und aufgrund der
Formel My, (¢ X u) = Mjyup X u+ ¢ X Mj,u.

Den zweiten Teil erhdlt man aus einer etwas léngeren aber direkten Rechnung:
Sei dazu w € C?" fest. Dann folgt mit der Definition (1.27) der getwisteten
Faltung fiir z € R?", der Gleichung Oyea(z) = —(Aw, z)es(z) und partieller
Integration

(Mawep X ea)(z) = / ea(z = 2)(Aw, ) p()e 2 dy!
R2n
T / Bulea(z = ))()p()e 2=V dz!
R2n

+ (Aw, z) / ealz — z')(p(z')e_%“’(z’zl)dz'
R2n
— / ealz = ) (Bupl#) — Sw(zw)e())e 4Eay
]R2n
+ Maw(p X €a)(2)

(Bup) X €4)(2) + = Myl X e4)(2) + Mau(p x e4)(2)
((Bup) X e)(2) + Mz, 1 1y, (0 X 4)(2).

Man erhélt als erstes Zwischenergebnis

MAwgoxeA:8w<pxeA+M(A+%J)w((pxeA). (2.21a)
Aus Teil (i) folgt nun (9yp) X e4 = (O — %MJU,)((p xXeaq)+ %(MJw(p) X e4, und
Einsetzen in (2.21a) ergibt

(8w + MAw)(SO X eA) = (M(Afi%)w(p) X €A. (2.21b)

Da A+ %J invertierbar ist, kénnen wir nun jedes (wy,ws) € C?* x C?" als

(w1, ws) = (w1, Awn) + (0, (A + %J)(A + %J)*l(w2 _ 4wy)).

schreiben. Da die Gleichung (2.20b) linear in (w1, ws) ist, erhélt man die Be-
hauptung dann aus den Formeln (2.21a) und (2.21b). O

Damit steht das Werkzeug bereit, um die Stetigkeit von A — T4 zu etablieren:

Satz 2.28.
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(i) Sei A C @gn beschrinkt und so, daff auch ||(A + £J)7Y| auf A beschrinkt
ist. Dann ist fiir eine beschrinkte Teilmenge U von #(R?") auch die Fa-
milie {Tap} aepev in L (R*™) beschrinkt.

1) Die Abbildung A — T4 ist stetig au Sy , wenn man die beschrinkten
2n
Operatoren auf L?>(R?™) mit der starken Operatortopologie ausstattet.

Beweis. Der erste Teil folgt direkt aus Satz 2.27, der Definition 2.24 der
Operatoren T4, sowie dem Satz 2.23 und Korollar 2.20. Da U beschrinkt ist,
existiert niimlich zu D > 0 ein C > 0 dergestalt, daf fiir alle z1,2p € C?"
mit [|z1]], ||z2]l < D und alle ¢ € U gilt: [|(0,, + My,)¢|l, < C. Seien nun
w1, wy € R¥ mit ||wy|| = ||wz|| = 1. Dann erhalten wir

1(Owy + Muwy)Tasplly = [Ta((0wy + Muy)o)ll,
71 (2.22)
< |det(A+ig)| " [l(Ouy + Muy)ell, < T,

wobei die w},w) sich nach (2.20c) berechnen und aufgrund der Voraussetzung
iiber die Beschréinktheit sowohl von [|(A + £J)~!|| als auch von ||A| einer be-
schrinkten Teilmenge von C?" entstammen. Iteriert man dieses Verfahren, so
erhilt man offenbar die Beschrinktheit von {T4¢}aen per in & (R?™).

Um nun (ii) zu beweisen, fixieren wir Ay. Da die Operatoren Ty wegen ||T4]| <

|det(z’A—|— %)r% in A lokal gleichmifig beschrinkt sind, geniigt es, die L?-
Kovergenz lima_, 4, Tap = Ta,p fiir ¢ € #(R®) zu zeigen. Da ea — ey,
punktweise und auBerdem |leal|,, < 1 gilt, folgt nach dem Satz von Lebesgue
iiber die majorisierte Konvergenz fiir festes z € R?"

. _ 1 ! N, iw(z,?) r_
Alggo(wxeA)(z) im p()ealz — 2')e 2 dz' = ¢ X e,(2).

Betrachte jetzt

lp % (ea —eap)ll; = / ‘(90 X (ea — 6A0))(Z)‘2dz.
R2n

Hierauf soll abermals der Satz von Lebesgue angewendet werden. Wir wissen
bereits, daf punktweise ¢ x (e4 —ea,) — 0 gilt. Um eine integrierbare Majorante
zu erhalten, benutzen wir nun Teil (i) des Satzes. Danach ist insbesondere die
Familie {¢ x (ea — €a,)}4 in #(R?*") beschriinkt, falls A aus eine geniigend
kleine Umgebung von Ay durchlduft. Es existiert also zu N € N ein C > 0
dergestalt, daf

|(p % (ea — ea9))(2)] < C(L+[2[) N



40 Die metaplektische Gruppe

gilt. Wahlt man N geniigend grof, so erhélt man also die Konvergenz

li — 2 —
Aggollw X (ea —ea)l3 =0

und damit die Behauptung. O

Wir wollen nun untersuchen, welche Gestalt die Hintereinanderausfithrung zwei-
er Operatoren T4 und Tp besitzt. Formel (2.19) aus Lemma 2.21 besagt, daf
aufgrund der Assoziativitdt der getwisteten Faltung zumindest fiir den Fall
Re B > 0 gilt:

TyoTpg = det(A+B)71T(B+i%)(A+B)—1(A+i%)fi%' (2.23)

Dies 148t die Vermutung zu, daff man eine Halbgruppe erhilt, wenn man die
Operatoren T4 noch geeignet normalisiert. Dies ist in der Tat der Fall.

Satz 2.29. Die Menge

J
00 = {¢Tu|A € &%, und ¢ = det (A + iE)}
ist eine Halbgruppe von Kontraktionen auf L2(R?™), die sogenannte normalisier-

te Oszillator—Halbgruppe (vgl. R. Howe [23]). Die Operatoren c¢IT'a mit A € @gn,
ReA =0 und ¢ = det(iA + %) sind im Abschluf von QO enthalten und unitdir.

Beweis. Die Halbgruppeneigenschaft folgt sofort aus (2.23) und folgender
Rechnung, die zeigt, daf die Normalisierung in der Definition von Q° gerade
richtig gewihlt wurde. Seien dazu c4Ta,cgTs € Q°. Setze C := (B + 'z%)(A +
B) YA+ z%) - z% Gemif der Anmerkung im Anschluff an Lemma 2.21 gilt
C € G9,. Aullerdem erhalt man:

chdet(A+B)™ = det((B + z%)(A +B)7l(A+ Z%)) = det(C + z%)

Damit ist (caT) o (cgTB) € Q0. DaR die Elemente von QO iiberdies Kontrak-
tionen sind folgt sofort aus Satz 2.23.

Sei nun also A € @gn mit Re A = 0 und ¢ € C mit ¢* = det(4 +i3). Wihle auf
einer geniigend kleinen Umgebung von det(A + z%) den eindeutigen Zweig der
Quadratwurzel mit der Eigenschaft: det(A + z%)% = c. Sei (A )nen eine Folge
in 68n mit lim A, = A. Nach Satz 2.28 gilt dann auch lim Ty, = T4, also

n—oQ n—o0

letztlich

1
2

Q0% 5 det (An + i%)éTAn — det (A + z%) Ty.

Die Unitaritat von T4 folgt aus Korollar 2.20. O
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Anmerkung.

(i) Man kann zeigen, daR die Abbildung c¢T4 — A auf Q° wohldefiniert und
eine zweifache Uberlagerungsabbildung von &9, ist.

(ii) Die Gruppe der unitiren Operatoren in 90O ist in Wahrheit bereits ei-
ne konkrete Realisierung der metaplektischen Gruppe, deren abgeleitete
Darstellung gerade die Darstellung S — Lg aus Abschnitt 2.2, Formel
(2.6) ist. Wir interessieren uns im folgenden allerdings nur fiir eine lokale
Version, d.h. wir wollen eine lokale Darstellung einer Einsumgebung in
Sp(n,R) durch unitire Operatoren in Q° so finden, daf diese die Dar-
stellung S — Lg der Liealgebra sp(n,R) lokal exponenziert.

Die symplektische Fouriertransformation induziert jetzt auf natiirliche Weise
einen Isomorphismus auf dem Raum der beschriinkten Operatoren auf L%(R?").
Dazu machen wir folgende Beobachtung: Sei T ein beschrinkter Operator auf
L?(R?"). Dann ist der durch

Tf :=i"(Tf)". (2.24)

definierte Operator T aufgrund des Satzes von Plancherel ebenfalls auf L?(RR?")
beschrénkt, und es gilt

HT“Z—)Q = ||T||2—>2'

Uberdies ist die Zuordnung T T offenbar ebenfalls in der starken Ope-
ratortopologie stetig und aufgrund der Eigenschaft (2.14) der symplektischen
Fouriertransformierten jedenfalls bis auf Vorzeichen eine Involution, es gilt:

T = (=1)"T. Damit erhalten wir also

Lemma 2.30. Die oben definierte Abbildung T — T ist ein isometrischer Iso-
morphismus von B(L*(R?") auf sich und ein Homéomorphismus, wenn man
B(L?(R?™) mit der starken Operatortopologie ausstattet.

Lift T den Raum .%(R2") invariant, so trifft dies auch auf 7' zu. Ist T ein
getwisteter Faltungsoperator von rechts, also auf .#(R?") durch ¢ + ¢ X u mit
einem u € .#'(R?") gegeben, so erhilt man mit Formel (2.15), daf

~ A
Teo=1"pXu @E:S”(RQ")

gilt. Angewandt auf die Operatoren der Form T4 mit invertierbarem A bedeutet
das nach (2.16a):

ﬁ et (%)n V det AilT_iJA—IJ- (225)

Faltungsoperatoren mit Gauffunktionen werden also zumindest fiir invertierbare
Matrizen wieder auf solche abgebildet. Wir werden jetzt einsehen, daf 7' +— T die
Oszillator-Halbgruppe auf sich abbildet. Entscheidend dafiir ist die Tatsache,
daf J eine orthogonale Transformation ist.
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Satz 2.31. Die Abbildung T — T laft die normalisierte Oszillator—Halbgruppe
Q0 invariant.

Beweis. Seien A € &Y, und ¢ € C so, dak ¢ = det(A4 + z%) Zunichst
gilt auch A=! € Gy, und wegen J € O(2n,R) und J~! = —J erhilt man
—iJA*IJ € Ggy. Nach Gleichung (2.25) bleibt also noch zu zeigen, daf

J 1 J
(—1)"272" det(A + i) det Al = det(—ZJA’IJ +i3)
gilt. DieSQist aber aufgrund von i A} (A+id) =iJ — $1JA71J und det(—i%)
(—=1)"27*" Klar.

Ol

Da die Abbildung T — T auf ganz Z(L%(R?")) stetig ist, folgt nun, daR sie
auch 9Q invariant lift. s .

Wie sieht nun die Hintereinanderausfithrung von T4 mit T konkret aus?
Seien dazu A, B € &3,,. Aufgrund von (2.14), (2.15) und der Tatsache, daf ea
eine gerade Funktion ist, gilt

)2 x ea)® = (px ep) x e} = (p X ep) X ea,

((p xep

und damit erhalten wir also

TaoTp =TsoTp.

Nach der Formel (2.23) fiir die Hintereinanderausfithrung 7’4 o 75 und der Glei-
chung (2.25) iiber die Gestalt von T4 erhdlt man weiter

ﬁoi—;:CfE,

mit JCJ = —1((B+%4J)(A+B) 1(A+%J)—£J) ! und einem gewissen ¢ € C.
Einige elementare Umformungen zeigen, daf

C= %J((Qz‘JB +1d)(2iJ(A + B)) "\ (2iJA +1d) — Id) -

Das folgende algebraische Lemma liefert nun eine weitere Formel fiir C, die fiir
unsere Zwecke besser geeignet sein wird.

Lemma 2.32. Seien &/ eine Algebra mit Einselement e und a,b € &/. Dann
gelten:

(i) Egistiert (e + ab)™, so ist

(a+b)(e+ab) '=(a+e)(b+e)(e+ab) ' —e.
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(ii) Egzistiert (a +b)~!, so ist

(e+ab)(a+b) t=(at+e)bte)(at+b) !~

(11i) Sind sowohl e + ba als auch a + b invertierbar, so sind die Ausdricke aus
(i) und (i) zueinander invers. Ist zusdtzlich auch noch a + e invertierbar,
so gilt

(b+e)(a+b) at+e)—e) t=(b+e)(e+ab) a+e)—

Beweis. Die Eigenschaften (i) und (ii) folgen sofort durch Multiplikation mit
e + ab bzw. a + b von rechts; (iii) folgt durch Konjugation mit a + e aus (i) und
(i) O

Wendet man dies nun auf a = 2¢J A und b = 2¢JB an, so ergibt sich fiir obiges
C die neue Formel:

C= %J((%JB +1d)(Id + 2iJA2iJB) " (2iJA + 1d) — Id). (2.26)

Um den Vorfaktor ¢ zu bestimmen, seien c4,cp € C mit ¢ = det(A + L J) und
cB =det(A+3 J) Dann gilt caTa,cTs € Q°, also auch cATA,cBTB € 0% und
damit cc AcBTC € Q0. Es muR somit

¢ det(A + %J) det(B + %J) = det(C + %J)

= det(%J) det((2iJB + 1d)(I1d + 2iJA2iJB) 1 (2iJ A + 1d))

gelten. Nutzt man aus, daf A + 2J = £J(2iJA +1d) und dasselbe auch fiir B
gilt, so ergibt sich:
¢ = (-1)"2°" det(Id + 2i.JA2iJB) " (2.27)

Man kann sich fragen, inwieweit dies auch fiir A, B mit ReA =0 oder Re B =0
gilt. Mit Hilfe der Stetigkeit von A — T4 erhdlt man:

Lemma 2.33. Seien A, B € @gn. Auflerdem sei Id—4JAJ B invertierbar. Dann
gilt die Gleichung

ﬁoﬁ:CTCa

wobei C sich aus (2.26) ergibt und c die Bedingung ¢ = (—1)"22" det(Id +
2iJA2iJB) "L erfiillt.
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Beweis. Seien A, B € @gn wie in der Voraussetzung. Wihle Folgen (Ay)nen
und (By)nen in 69, mit A, — A, B, — B. Aufgrund von Satz 2.28 gilt dann
auch

lim TVAn = ﬁ lim Tan = fﬁ;

n—oQ n—oo
in der starken Operatortopologie. Da die beteiligten Operatoren alle aus einer
beschriinkten Teilmenge von %(L?(R?")) ausgestatten mit der Normtopologie
stammen, folgt limy,_, ﬁ; o@; = ﬁoﬁ;. Fiir jedes n € IN gilt nun aber nach
obiger Diskussion, 7/1,\4; 07/”;3/" = cnj“;/n, wobei sich C), aus Gleichung (2.26) ergibt
und die ¢, die Bedingung (2.27) erfiillen. Da nach Voraussetzung Id — 4JBJA
invertierbar ist, konvergiert C), gegen C. Wendet man nochmals Satz 2.28 an,
so erhdlt man lim,_,. T¢, = T¢. Da zumindest die Quadrate der Vorfaktoren
ebenfalls konvergieren, also lim,, o, c2 = ¢? gilt, muR insgesamt die Gleichung

lim ¢,T¢, = clc
n—oQ

mit geeignetem c gelten. O

Die Formel (2.26) haben nun den grofen Vorteil, daf sie fiir A, B aus einer
Nullumgebung stets sinnvoll sind. Benutzt man nun auch noch, daf S +— 2:JS
ein linearer Isomorphismus von sp(n,R) auf die symmetrischen Matrizen mit
verschwindendem Realteil ist, erhdlt man

Satz 2.34. Sei V eine einfach zusammenhdngende Nullumgebung in sp(n,R)
so, daf folgende Bedingungen erfillt sind:

(i) Fir S €V ist det(S +1d) #0,
(ZZ) ﬂl:’l" Sl,SQ eV ist det(Id + 5152) 7é 0.

Auf {£J(S+]1d)|S € V} ezistiert dann ein stetiger Zweig von det?. Wir wihlen
diesen so, dafl (det %J)% = (—%)n gilt und definieren fir S € V

R(S) = det(%J(S L 14T (2.28)

x
2

Dann ist N eine stark stetige Abbildung von V in 0Q° N % (L2(R¥")), und es
qilt fiir S1,S2 € V mit S3 := (Sl + Id)(Id + 5152)_1(52 + Id) —IdeV:

A(S1) o A(S3) = A(Ss).

Auferdem gilt: A(0) = Id.
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Es gibt nun eine prominente Transformation zwischen der Gruppe der Isome-
trien einer Bilinearform und deren Liealgebra, die sogenannte Cayley—Transfor-
mation, unter der sich das Gruppenprodukt gerade auf die Form (2.26) trans-
formiert. Um prézise zu sein, muf angefiihrt werden, daf diese Transformation
im allgemeinen nicht auf der ganzen Gruppe definiert ist, allerdings immer auf
einer geniigend kleinen Umgebung des Einselements. Unsere Definition ist auch
nicht unbedingt konsistent mit der sonst {iblichen, siche Anmerkung 2.37 unten.

Definition 2.35. Sei & eine Algebra mit Einselement e. Notiere mit 2(C) die
Menge aller a € & derart, dak e 4+ a invertierbar ist. Dann definieren wir fiir

a€ 9C):

C(a):= (e —a)(e+a)". (2.29)

Lemma 2.36. Die Cayley—Transformation C bildet 2(C) bijektiv auf sich ab,
und es gilt: C1 = C.

Beweis. Sei a € 2(C). Es gilt:
e+Cla)=e+(e—a)let+a) '=(e+a+(e—a))leta)t=2e+a)’

ist invertierbar, also erhélt man C'(a) € 2, und es folgt weiter:

C(C(a) = (e~ C(a))(e + (Cla)) ™' = %(6 —Cla)(e +a)

1

_ 1
:§(e—(e—a)(e+a) 1)(e+a):§(e+a—(e—a)):a,

also die Behauptung. O

Bemerkung 2.37. In Howe [23] wird die Cayley—Transformation von a durch
(a+e)(a—e)~! definiert, was gerade unserem —C/(a)~! entspricht. Der Nachteil
ist, das diese dann ausgerechnet in der Identitét eine Singularitét besitzt. Dies
entspricht dem Phanomen, daf die urspriinglich Definition der Verkniipfung
(2.23) in einer Umgebung der Nullmatrix versagt und die Transformation 7' — T’
stellt ein Analogon zum Ubergang zwischen den beiden Versionen der Cayley—
Transformation dar.

C besitzt nun die schéne Figenschaft, die Isometrien einer Bilinearform in infi-
nitesimale Isometrien abzubilden.

Lemma 2.38. Sei B: V XV — C eine Bilinearform auf einem Vektorraum V
und T € L(V) so, daff T € €, also Id + T invertierbar ist. Dann ist T genau
dann beziiglich B schiefadjungiert, d.h. es gilt fir x,y € V

B(.T,Ty) = _B(T‘Tay)a
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wenn C(T') eine Isometrie beziglich B ist, also fir alle x,y € V die Gleichung

B(C(T)z,C(T)y) = B(z,y)
gilt.

Beweis. Sei T schiefadjungiert bzgl. B. Da Id + T und Id — T' miteinander
vertauschen erhdlt man durch direktes Nachrechnen:

B((Id—T)Id + T) tz, (Id — T)(Id + T)"1y)
Id+T)(Id - T)(Ad + T) 'z, (Id + T) y)
(Id —T)(Id + T)(Id + T) "'z, (Id + T) "y)
z,(Id + T)(Id + T) " 'y)

Y),

also ist C(T') eine Isometrie.
Ist nun andererseits C(T) als Isometrie von B vorausgesetzt, und seien z1,z2 €
V. Setze z; := (Id + T')z;. Dann folgt:

B
B
B
B

(
(
(
(z,

B((1d + T)z1, (Id + T)2)

= B(z1,72)
=B((Id—-T)Ad +T) 'z7,Id — T)(Id + T) " 'z3)
= B((Id — T)z1, (Id — T)x3),

also B(Tx1,x2) + B(x1,Tz2) = 0. Damit ist T also schiefadjungiert. O

Angewandt auf die symplektische Form und ihre Isometriegruppe Sp(n,R) lie-
fert dieses Ergebnis also:

Korollar 2.39. FEs existiert eine Umgebung U von Id in Sp(n,R) so, daff C(U)
eine Nullumgebung in sp(n,R) und C: U — C(U) ein C¥-Diffeomorphismus
1st.

Fiir das weitere Vorgehen sei nun ein solches U fixiert und V := C(U) gesetzt.
Offenbar kénnen wir U so wéhlen, daft V' die Voraussetzungen von Satz 2.34 er-
fiillt. Es soll jetzt untersucht werden, wie sich die Verkniipfung auf U C Sp(n, R)
durch C' auf V {ibertrégt.

Lemma 2.40. Sei &/ eine Algebra mit Finselement e, und seien a,b € & so,
daff e + a, e + b invertierbar sind. Dann gelten folgende Formeln:

e—(e—a)(e—l—a)_l(e—b)(e—i-b) =2(e+a) (a+b)(e+ b1,
et (e—a)eta)e—b)(etb) ' +e=2(e+a) (et+ab)(e+b)?
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Beweis. Da (e+a)~! mit e — a vertauscht erhilt man die Behauptung durch
Multiplizieren der folgenden beiden Gleichungen mit (e 4+ a)~! von links und
(e +b)~! von rechts.

(e+a)(e+b)—(e—a)(e—b) =2(a+0),
(e+a)(e+b)+ (e —a)(e—b) =2(e+ ab).

Lemma 2.41. Seien S1,S52 € U so, daff auch S1S2 € U. Dann gilt

0(5152) = (Id + C(SQ))(Id + 0(51)0(52))_1(1(1 + 0(51)) —Id. (2.30)
Insbesondere ezistiert (Id + S1.52) 7.

Beweis. Nach Definition von C, mit Lemma 2.40 und aufgrund der Tatsache,
daft C = C~! gilt, erhilt man fiir @ := C(S1), b:= C(S2):

C(C(a)C(b)) = C((e —a)(e+a) (e —b)(e + D))
=(e—(e—a)le+a) t(e=b)(e+b) 1)
(e+(e—a)(e+a)t(e—b)(et+b) 1) !
=(e+a) (a+b)(e+ab)" (e +a).

(2.31)

Wendet man auf das Produkt der mittleren beiden Terme Lemma 2.32 (i) an,
so erhélt man

C(C(a)C(b)) = (e +b)(e+ab) '(e+a)—e
und damit die Behauptung. O

Es sind damit alle Voraussetzungen geschaffen, um die lokale Darstellung von
Sp(n,R) auf L?(R?") zu definieren. Fiir § € U setzen wir

A(S) := A(C(S)). (2.32)

Satz 2.42. A ist eine lokale unitire Darstellung von Sp(n,R) auf L2(R?"), d.h.
fﬂ?" 51,52 e U mit 515 €U gilt:

A(S1) 0 A(S2) = A(S152). (2.33)

Beweis. Nach Satz 2.34 ist A stark stetig. Da die Cayley—Transformation
insbesondere stetig ist, trifft dies also auch auf A zu. Es ist also nur noch die
Homomorphieeigenschaft (2.33) zu zeigen. Diese folgt aber aus (2.28) und (2.30).

O
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Es soll nun die explizite Form der Operatoren A(e!¥) fiir hinreichend kleines
t bestimmt werden. Sei also S € sp(n,R). Wir berechnen dann zunéchst die
CayleyTransformierte C(e):

C(etS) — (Id o etS)(Id+ etS)—l — _(e%S . ef%S)(e%S _I_ef%S)—l
t

Daraus folgt auch:

t t
Ce®)+Id=1d - tanh(ES) = e_%scosh(i.S’)_l,
so daR fiir t € R mit e*¥ € U also

A(e'S) = A(C(e'))
2
= (4m) ™" det(cosh(%s))f

J(C(eS) +1d))2 T,

x
2

= det( JC(etS)

A
(- x e—thanh(gS))-

o=

gilt. Man erhélt somit fiir den getwisteten Faltungskern ; s von A(et):

1
Vus(2) = (4m) " det (cosh(£8)) PemiuEE G (9.3

Vergleiche dies auch mit der Formel (2.5) aus [35].

Falls S invertierbar und ¢ # 0 klein genug ist, erhdlt man mit Formel (2.11)
und der Definition (2.12) der symplektischen Fouriertransformierten auch eine
Formel fiir die 7,5 selbst. Dabei geht auRerdem ein, dak sgn(Jtanh(%S)) =
sgntsgn(JS) gilt, was man schnell einsieht, wenn man bedenkt, daf tanh sich
in einer Nullumgebung wie die Identitdt verhélt und S invertierbar ist. Siehe
dazu auch Seite 551 in [35]. Man erhélt nun fiir die ;g fiir ¢ # 0 die folgende
Formel:

Y,5(2) = (4m)7"|det sinh(%S)r%ei%sgn(JS) sgnto—gw(zcoth(3S)2) (9 35)
Der nichste Satz ist dem Artikel [35] von D. Miiller und F. Ricci entlehnt
und zeigt, dak die abgeleitete Darstellung dA tatséchlich mit der Liealgebren—
Darstellung  aus Abschnitt 2.2 iibereinstimmt.

Satz 2.43. Fir die Ableitung dA der oben definierten lokalen Darstellung A
gilt:

dA(S) =iLs S €sp(n,R),
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wobei Lg der in (2.6) definierte Operator ist. Insbesondere gilt dann fir hinrei-
chend kleines t € R

etls o = ¢ x TS ¢ E Y(]RQ”).

Beweis. Sei S € sp(n,R) fixiert. Definiere zu t € U den unitdren Operator

T; := A(e!¥) und bezeichne mit A den infinitesimalen Erzeuger von T;. Wir wer-

den zeigen, daf fiir ¢ € .7 (R?") gilt: 7}iné %(Ttgo — ) = iLsp, wobei der Grenz-
%

wert in L?(R?") existiert. Da die Operatoren T} nach Korollar 2.20 ./(R*")
invariant lassen, folgt dann aus [35|, Theorem 3.2, daf Lg bereits wesentlich
selbstadjungiert auf .%(R?") ist.

Sei ¢ € R?™. Da cosh eine gerade Funktion ist, gilt

d A _ _nd t —3 —iu(¢,tanh(L9)E)
7 t:0%’5(§) = (4m) dt‘t:o det (cosh(2S)) e 14 2

= () Lu(€, 5€) = (4m) " L (e, ISE).

Mit Hilfe des Satzes iiber das Differenzieren parameterabhéngiger Integrale er-
hélt man also

d A B 7’”1' ' ’
dt t:o%’s = (4m) 8<faJSf> in .7,

Wie eine einfache Rechnung zeigt, gilt ((V,SJV)d)> = —%(f,JSf) und
damit %‘t:o%’s = —1(V,S8JV)d in .'. Daraus folgt nun fiir ¢ € . (R>")

d
dt‘t:to (T, ) = 0<Tt‘10’T*to¢) = (Lsp, T ty%)

dt =
= <frt0LS(,0, ¢>

Wir haben also fiir alle ¢,7 € #(R?*") mit ||1||, = 1 nach dem Hauptsatz der
Integral- und Differentialrechnung:

(T, ¥)ds — (Lso, )|

| =
& =

‘<%(Tt90 —¢) — Lgp, )| = ‘

o~ | =

St o o _

(T, ~ Td) L, p)ds|

IN
S~ | =

I(Ts — Id) Lsp|lods.
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Da nun s ~ Ty stark stetig ist und fiir f € L? auRerdem stets [|f]l, =
SUP{ge.: ||g]l,=1} |<f7 g>| gilt, folgt

in L2(R?"). Also erhalten wir ¢ € D(A) und Lgy = Ap und damit die Behaup-
tung. ]

Es ist iibrigens nicht moglich, A zu einer Darstellung auf ganz Sp(n, R) fortzu-
setzen. Dann muf zur universellen Uberlagerungsgruppe iibergegangen werden.
Da diese lokal zur urspriinglichen Gruppe isomorph ist hat man gleichzeitig auch
eine lokale Darstellung der universellen Uberlagerung, die man dann zu einer
Darstellung auf ganz G fortsetzen kann. Da die Liealgebren beider Gruppen
isomorph sind (sie entscheiden sich lokal), erhélt man aber trotzdem eine Dar-
stellung von sp(n, R). Dazu konnte man im iibrigen die lokale Darstellung auch
direkt ableiten, ohne den Umweg iiber §f)(n, R) zu gehen.

2.4 Globale Formeln fiir v g

In [35] haben D. Miiller und F. Ricci durch analytisches Fortsetzen der Formeln

(2.34) und (2.35) die Form der getwisteten Faltungskerne 7 g bzw. %t’ g auch fiir
»groke Werte von ¢ und auch fiir singuléres S explizit bestimmt. Fiir den Beweis
der Restriktionssétze in Kapitel 3 werden wir diese allerdings nicht bendtigen,
es geniigt dort die Kenntnis der ;5 fiir ¢ aus einer beliebig kleinen Nullumge-
bung. In Kapitel 4 hingeben kénnen wir eine Benutzung der ,,globalen“ Formeln
allerdings nicht umgehen. Da dort aber nur der Fall S € sp(n,R)" behandelt
wird, beschrédnken wir uns an dieser Stelle ebenfalls darauf, die Gestalt der vy 5
nur fiir diese Situation zu notieren. Fiir den allgemeinen Fall konsultiere man
wie gesagt [35].

Voraussetzung 2.44. Fiir den Rest des Abschnittes sei vorausgesetzt, dak S €
sp(n, R)™ von der Form $ = ( ) =P ) mit einer positiv definiten Diagonalmatrix
D = diag(p1, - .-, jip) ist.

Eine einfache Induktion zeigt nun, daf die Potenzen von S die Gestalt

D2k 0 0 _D2k+1
5% = (—1)k ( 0 D2k> SR = (—1)k (D2k+1 0 )

besitzen. Setzt man diese in die Potrenzreihe der Exponentialfunktion ein, so
ergibt sich

ts _ [cos(tD) —sin(tD)
© = (sin(tD) cos(tD) ) ’

woraus per Definition der hyperbolischen Winkelfunktionen
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cohlts) = (COS(OtD) cos(OtD))’ Snh(ts) = (singtD) _Shz)(tD))

folgt und damit weiter

coth(tS) = cosh(tS) sinh(tS) ™! = ( 0 COt(tD)>

— cot(tD) 0
tanh(tS) = sinh(tS) cosh(tS)~* (tan?tD) B tar(;(tD)) )

Insgesamt erhélt man also fiir die quadratischen Formen w(z, coth(¢S)z) und
w(z,tanh(tS)z) der Konvention z(;) = (¢j,p;) fiir z = (¢,p) € R" x R™:

w(z, coth(tS)z Zcot pit |z(]
(2.36)
w(z,tanh(tS)z Ztan pit |z(3

Definition 2.45. Seien f € L'(R?") und 7 C {1,...,n}. Die partielle sym-
A,

plektische Fouriertransformierte f von f bzgl. 7 ist dann definiert als die

symplektische Fouriertransformierte in der Variablengruppe (2(;)jer. Aufgrund

der etwas umsténdlichen Notation sei dies nur fiir den Fall, daf f die Gestalt

f(2) = I1j=1 fi(#()) mit geeigneten Funktionen fi,...,f, € L'(R?) besitzt

explizit angegeben. Dann gilt fiir z € R?"

A
2) = |1 fitzo) 11 £iteiiy)
jET j¢T
LDy
Aufserdem gelte noch die Konvention f := f.

Bemerkung 2.46. Wie iiblich kann man e S'(R?™) natiirlich auch fiir
beliebige Distributionen u € .%/(R?") definieren.

Die partiellen symplektischen Fouriertransformationen sind selbstinvers, da dies
fiir die symplektische Fouriertransformation selbst gilt.

Satz 2.47. FEs gelten:

(i) Ist t € R derart, dap fir alle 1 < j < n die Bedingung sin(4t) # 0 gilt,
so besitzt vy 5 punktweise die Form

", S( H Sln('uj ) e—%w(z,coth(%s)z). (2.37&)
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(i1) Seient € Rund ) # 7 C {1,. ,n} so, daf fiir j € T gilt: cos(%t) # 0 und
fir j ¢ T die Bedingung sin(%]t) # 0 erfullt ist. Dann besitzt die partielle

AN . .
symplektische Fouriertransformierte ;s von ;.5 bzgl. T punktweise die
Form

N1 ;
’)%TS(Z) = (4m) "Il Hcos(%t) e T tan(F 0l

JET

n i -1 i<n i 2
Hsin(?]t) e~ i Zimksr (T 0l (2.37h)
Jgr

Beweis. Siehe D. Miiller und F. Ricci, [35]. Die Behauptung folgt aus den dort
angegebenen Gleichungen 4.7, 4.12, welche die globalen Formen von ;s bzw.

A
Y+,5 angeben, zusammen mit 4.16, 4.17, die besagen, daf die ;s in unserem
Fall in Tensorprodukte von Funktionen auf R? zerfallen. ]



Kapitel 3

Restriktionssatze

Wie in der Einleitung bereits erwdhnt wurde, geht der Begriff des Restriktions-

satzes auf das folgende Theorem iiber die Einschréinkung der Fouriertransfor-

mierten auf die Sphére zuriick. Dieser wurde 1975 von P. Tomas in [53] gezeigt.
n+l

Das Resultat fiir den ,Endpunkt” p = 2725 stammt von E. Stein [44]. Genauere

Informationen finden sich in den Beispielen weiter unten.

Satz 3.1 (Der Restriktionssatz von Tomas—Stein). Seien n > 2 und au-
Berdem 1 < p < 22—1':_1,), sowie 1 < g < Z—;%p'. Dann existiert eine Konstante

Cp.q > 0 s0, dap fiir alle f € .#(RY) die Ungleichung

(/ 7o) < Cpalfl, (3.1)
L

gilt, wobei o das Oberflichenmaf der Einheitssphire S?1 in R™ bezeichne.

Wir betrachten den Spezialfall ¢ = 2. Dies ist stets moglich, da offenbar fiir
alle 1 < p < 22—1% die Bedingung 2 < Z—Hp' gilt. Durch Skalierung erhlt
man dann zunéchst entsprechende Abschétzungen fiir Sphéren mit beliebigem
Radius r > 0. Da die Spektralzerlegung des Laplace-Operators gerade durch die
Fouriertransformation gegeben ist, kann man durch anschliefende Integration
iiber r die folgende Eigenschaft der Spektralprojektoren von Intervallen der

Lénge Eins zeigen:
Lemma 3.2. Bezeichne A den Laplace—Operator auf R™, und sei p so wie in
der Voraussetzung von Satz 3.1. Dann existiert ein C > 0 so, daf fiir alle X € R
qilt:

M (=) fll, < CA+APPf],  feLP®R")NIPR"),

wobei
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Beweis. Da —A ein positiver Operator ist, konnen wir 0.B.d.A. XA > 0 voraus-
setzen. Bekanntermafen ist der Funktionalkalkiil fiir —A explizit durch

[m(=A)fl(@) = F ' (m(€*) (=) f e LPR)

gegeben, wobei m: R — C eine beschrinkte Borelmefsbare Funktion ist und
F~1 die inverse Fouriertransformation bezeichnet.

Angewendet auf die charakteristische Funktion 1y} erhalten wir also mit
Satz 3.1

g (=) F12 = 1) Ty (€D FE) 5 = (@7) / HGIK
AB<lel<()’

(A+1)3
=(2m) " / "1/|frw‘d0

,\+1% (A+1)3
— 2m)" / —n-t / 7(2) @) Pdotwiar <, / () e

A
(A+1)7

¢, [ G g

1
A2
. R . | . N
Da p # 2 und sich die Lénge des Integrationsweges wie A\~ 2 verhilt, ergibt sich

n(l—1y_1
Mparn(=A)f[2 < CpAme=2 7 72,

mit einer neuen Konstanten C’]',. Bildet man auf beiden Seiten die Quadratwurzel,
so erhdlt man die Behauptung. O

Indem wir nun den Operator A durch einen beliebigen selbstadjungierten Ope-
rator auf einem Raum quadratintegrierbarer Funktionen ersetzen, l&ft sich die
folgende Definition motivieren.

Definition 3.3. Sei M eine C°°-Mannigfaltigkeit der Dimension n € IN, pu
ein BorelmaR auf M und A ein selbstadjungierter Operator auf L?(M, ) und
1 < p < 2. Wir sagen, A besitze die Restriktionseigenschaft R(p — 2), falls
C > 0 so existiert, daf fiir A € R :

o = Afll, < CA+ APPIf, feL?nL?, (3-3)

mit 8(p) aus (3.2).
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Bevor wir weitere Beispiele flir Operatoren angeben, welche die Restriktions-
eigenschaft besitzen, soll noch der Begriff der ,lokalen Restriktionseigenschaft“
eingefiihrt werden.

Definition 3.4. Seien M, A und p wie in Definition 3.3. Wir sagen, dak A die
lokale Restriktionseigenschaft Rjox(p — 2) besitzt, falls zu jedem Kompaktum
K C M ein Cg > 0 existiert so, daf fiir alle A € R

Lo, = A fll o apy € Cx @+ AP f ey | € LK)

erfiillt ist, wobei man ein f € L?(K) via der Einbettung L?(K) < L?(M)
gleichzeitig als Element von L?(M) auffaRt. Bedenke ferner, daf aufgrund der
Kompaktheit von K und p < 2 die Inklusion L?(K) C LP(K) gilt.

3.1 Beispiele fiir Restriktionssitze

Zunéchst einige Bemerkungen zum Restriktionssatz 3.1:

Fiir festes p laRt sich zeigen (siehe E. Stein [45] Seite 388), da die Bedingung
q< I n—1y" auch notwendig ist. Aukerdem kann (3.1) nicht gelten, falls p > n2—f1
Auch dies findet sich bei E. Stein [45] in Kapitel IX, 6.19.

C. Fefferman zeigte bereits 1970 in [11] daf (3.1) im Falle n = 2 sogar fiir alle
1<p<n+1=—und1<q<
Resultat gilt.

Die Restriktionsvermutung besagt nun, daf dies auch in héheren Dimensionen
n > 3 der Fall ist.

Angemerkt sei noch, da® die Sphiire S”~!in (3.1) durch eine beliebige kompakte
Hyperflache ersetzen werden kann, deren Gaufssche Kriimmung in keinem Punkt
verschwindet.

Dieses und viele weitere Bemerkungen, sowie zum Restriktionssatz verwandte
Probleme, finden sich bei E. Stein [45] in den Kapiteln VIII und IX.

Als néchstes sollen Beispiele angegeben werden, fiir die Restriktionseigenschaf-
ten R(p — 2) aus Definition 3.3 bzw. 3.4 gelten.

o n—l, —I erfiillt ist, und somit das optimale

(i) Ist P ein elliptischer selbstadjungierter Operator zweiter Ordnung auf ei-
ner zusammenhdngenden, kompakten C'*°-Mannigfaltigkeit der Dimensi-
on n > 2, so besitzt dieser die Eigenschaft

e (e (P, < AG=73,

falls 1 < p < 2"11 Dieses Ergebnis stammt von C. Sogge [42]. Beachte
dabei, daf hier Intervalle der Lénge A betrachtet werden. Dies liegt daran,
daR dieses Resultat durch Ubergang zu P? auf einen Satz iiber Operatoren
erster Ordnung zurilickgefiihrt wird, bei denen dann aber die Spektralmul-
tiplikatoren wiederum Intervalle der Linge Eins sind. Genaueres findet
sich im Buch von Sogge (43| (Theorem 5.1.1). Die dazugehorigen Original-
arbeiten stammen von C. Sogge [42], A. Seeger und C. Sogge [40], sowie
M. Christ und C. Sogge [8].
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(ii) In [51], Theorem 2.5.4 zeigte S. Thangavelu, daf der getwistete Sub-

Laplace-Operator L auf R?" die Restriktionseigenschaft R(p — 2) fiir
1<p< 2() +)2 besitzt und (3.3) sogar fiir 1 <p < (2(2)7_?1 erfiillt ist, falls
man die Abschétzung nur fiir radiale Funktionen betrachtet. Derselbe Au-

tor hat ferner in [52] bewiesen, daf L die lokale Restriktionseigenschaft

Rigk(p — 2) im Bereich 1 < p < 25055 besitat.

(iii) Im Falle des Hermite-Operators H = —A+ |z|*> auf R™ konnte von G. Ka-
radzhov 1995 in [28] gezeigt werden, dafl dieser die Restriktionseigenschaft
Rp—2)firl<p< + mit n > 3 besitzt. S. Thangavelu zeigte bereits
in [51], da® H fiir n > 2 die Restriktionseigenschaft R(1 — 2) besitzt. Im
eindimensionalen ist bekannt, daf nicht einmal R(1 — 2) gilt. Da man
die Asymptotik der LP Normen der Hermitefunktionen genau kennt, siehe
z.B. [51] Lemma 1.5.2, gilt |[Ljo1)(H — A)|| 1 ;2 ~ A 12 falls A — oo. In
[52] hat Thangavelu ferner bewiesen, daf H fiir jedes n € IN die lokale
Restriktionseigenschaft Rjox(p — 2) fiir 1 <p < 2"+1 besitzt.

An dieser Stelle soll nun das Hauptergebnis schon einmal formuliert werden.
Wir werden zeigen:

Satz 3.5 (Restriktionssatz). Sein € N und setze d := 2n. Ist S € sp(n,R)

1 : "y dt1
dergestalt, daff SJ entweder positiv oder negativ definit ist und 1 < p < 273,
dann ezistiert ein C > 0 so, daf fir alle A € R gilt

Ixto,1(A = Ls)ll_,, < CA+ AN, (3.4)

wobei B(p) = %(%— 2)—1 wie in (3.2) definiert ist (bedenke, daff Lg ein Operator

auf R?" ist). Lg besitzt also die Eigenschaft R(p — 2).

Dies verbessert das oben erwidhnte Ergebnis von Thangavelu fiir L und verallge-
meinert es aukerdem auf die Operatoren der Form Lg mit S € sp(n,R)™ bzw.
—S e sp(n,R)™.

In Abschnitt 3.6.2 werden wir ferner den Satz 3.34 zeigen, der in etwa dem
lokalen Resultat von Thangavelu entspricht, und dieses auf die Klasse Lg fiir
beliebiges invertierbares S € sp(n, R) verallgemeinert.

3.2 Vorbereitungen

Dafs man bei der Definition (3.3) der Restriktionseigenschaft gerade die cha-
rakteristische Funktion des Intervalls [0, 1] als Spektralmultiplikator auftaucht,
ist iibrigens ohne jede Bedeutung. Es stellt sich heraus, daf man jede Funktion
benutzen kann, die in einem gewissen Sinne nicht identisch verschwindet und
eine gewisse Wachstumseigenschaft erfiillt, ohne die Aussage der Restriktionsei-
genschaft zu dndern. Beim Beweis von Restriktionssdtzen ist es z.B. meist sehr
wiinschenswert, daf der Spektralmultiplikator glatt ist oder seine Fouriertrans-
formierte gewisse Eigenschaften besitzt. Die nun folgende Definition formuliert
die Anforderungen an diese Funktionen.
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Definition 3.6. Seien £ € R und f: R — C eine beschrinkte Borelmefbare
Funktion. Wir nennen f einen Restriktionsmultiplikator fiir x, falls folgende
Bedingungen erfiillt sind:

(i) Es gibt ein offenes U C R mit:

it /(1) >0, (RM1),

(ii) es existieren € > 0 und C > 0 so, daf
FOl <A+ G rer. (RM2),
Insbesondere ist also jedes nichttriviale f € #(R) ein Restriktionsmultiplikator
fiir alle .
Bemerkung 3.7.

(i) Ist f ein Restriktionsmultiplikator fiir k, so trifft dies offenbar auch auf
alle Translationen von f und alle Vielfachen af mit a € C\ {0} zu.

(ii) Lpo,1) ist ein Restriktionsmultiplikator fiir alle x € R.
Voraussetzung 3.8. Im folgenden seien M, A stets wie in Definition 3.3.

Nun zeigen wir, daft man den Restriktionssatz mit jedem beliebigen Restrikti-
onsmultiplikator formulieren kann. Dabei behandeln wir den globalen und den
lokalen Fall zusammen:

Lemma 3.9. Seien k € R, g,h: R — C Restriktionsmultiplikatoren fir k und
1 < p < 00. Bezeichne auflerdem B C M eine mefSbare Teilmenge von M. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i)

sup ((1+ IA) ™9 0h = Al 320y ) < 00 (3.50)
A€ER
(ii)
sup ((1+ )~ 1hO\ = Allpo(my sz ) <o (3.5b)
AER

Beweis. Da die Aussage vollig symmetrisch in g und A ist, kann man sich auf
den Beweis von (i)==(ii) beschriinken. Es gelte also (i). Sei f € L? N LP fest.
Nach dem ersten Punkt von Bemerkung 3.7 kénnen wir 0.B.d.A. die Existenz
eines N € IN so annehmen, daR fiir |¢| < & gilt: [g()] > 1.

Nun zerlegen wir den Spektralmultiplikator h in Teilstiicke der Lange % De-
finiere also zu k € Z die Funktion hj; durch hy := ]l[%’%[h. Nach dem Spek-

tralsatz, wie man ihn z.B. im Buch von M. Reed und B. Simon [38] findet, gilt
insbesondere:
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IR = A)FIl5 =" 1hk(X = A)£]5-

keZ

Da h nach (RM2), im Unendlichen verschwindet, konvergiert »- hx(A — A)
kEZ
sogar in der von der Operatorennorm auf %(L?) induzierten Topologie gegen

h(XA — A), wovon hier allerdings kein Gebrauch gemacht wird. Fiir die einzelnen
Summanden gilt nun mit (RM2), und wegen L 1< Flk

’

(1 DY - 12 < Ol (3= )2
N k 2 = [~ 5[ 2

k 2
= Clltp 110 = 5 = D,

< Cllor - 5 = A

2

E A2
<c'(1+r-5) I

Es bleibt also zu zeigen, daft die Summe

Z(l N %)_(Hznms) (1 e %D%

kEZ

als Funktion in A von der Gréfenordnung O ((1+|A|)?**) ist. Eine einfache Rech-
nung zeigt nun aber, dafs fiir beliebiges s € R die folgende Ungleichungskette
gilt:

A+ A+ IA) < L+ A +s]) <@ +[ADA+[s]),

so daR man fiir jedes & € R stets (14 |A 4 s])2* < (14 |A])%(1 + |s|)?*! erhilt
und sich daraus durch Anwendung auf s = —% die gewiinschte Abschétzung

kN —(1+2¢)
54 - NI < @+ )= 30 (1 + BT e
keZ

ergibt. Damit ist die Behauptung also bewiesen. O

Das nun folgende allgemeine Lemma ermdglicht es, mit Hilfe eines sogenannten
T*T—Arguments, L? — L?~Abschiitzungen auf solche von L? nach L¥ zuriick-
zufiihren und umgekehrt.

Lemma 3.10. Seien N1, No Mapriume und T: L?(N1) — L?(Ns) stetig, sowie
1 <p < o0. Dann sind dquivalent:

(i) T*T ist beschrinkt von LP(Ny) nach L¥ (Ni)
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(ii) T ist beschrankt von LP(Ny) nach L?(Ny).

Gilt eine der obigen Aussagen und damit auch die andere, so erfillen die Ope-
ratorennormen die Gleichung

Tl 2o vy s 22y = IT Tl 2o vy )y 17 v

Beweis. Es gelte (i). Dann erhalten wir fiir f € L2(Ny) N LP(Ny):

ITFI5 = (Tf,TF) = {T*Tf, f) <IT*Tf iyl flly < NTTpop 1115

Also bildet T den Raum LP(Ny) stetig nach L?(Nz) ab, und die Operatorennorm
1a#t sich durch

1
1T oy r2vay S WTTN oy 1o ()

abschitzen. Ist andererseits (ii) erfiillt, so gilt fiir f,g € LP(Ny):

(T*Tf,g) = (Tf,Tg) <|ITIlp_oll £ 1, llll,-
Somit ist T*T'f € LP (N;) und die Operatornorm eriillt die Abschitzung

* 2
||T T”LP(NI)_;LP’(Nl) < ||T||LP(N1)—>L2(N2)'
O

Mit Hilfe der beiden Lemmata 3.9 und 3.10 14fst sich die Restriktionseigenschaft
nun folgendermafsen dquivalent umformulieren:

Satz 3.11. Seig > 0 so, daf \/g ein Restriktionsmultiplikator zu B(p) ist. Dann
gelten:

(i) Der Operator A besitzt genau dann die Restriktionseigenschaft R(p — 2),
falls ein C > 0 so existiert, daf$ fir alle A € R gilt:

llg(X — A)||LP(M)_)LPI(M) < C(1+|A)20).

(ii) A besitzt genau dann die lokale Restriktioneigenschaft R(p — 2)10k, wenn
zu K C M kompakt ein Cx > 0 so existiert, daff fir alle A\ € R die
Abschatzung

Ilg(A = A)f] KIILP,(K) <CA+ PP fll iy f € LK)

gilt.
Beweis. Kombiniere Lemma 3.9 mit Lemma 3.10 und Teil (ii) von Bemerkung
3.7. Bedenke aufierdem, daf nach dem Spektralsatz g(A — A)* o g(A — A) =

19| (\— A) gilt. Im lokalen Fall benutzt man auferdem, daf die Adjungierte der
Einbettungsabbildung LP(K) — LP(M) gerade das Einschrénken auf K ist. [
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3.3 Gebrochene Ableitungen und die ['-Funktion

Der Begriff der gebrochenen Ableitung einer Funktion ist die Erweiterung des
herkémmlichen Ableitungsbegriffs auf nicht—ganzzahlige Ableitungsordnungen.
Zumindest fiir g € Z(R) gelingt es zu jedem z € C die z-te Ableitung g(#)
zu definieren, und zwar so, dak diese im Falle z € Z mit der hermémmlichen
Ableitung, bzw. Stammfunktion {ibereinstimmt. Letztere ist dabei so normiert,
daf sie in —oo verschwindet. Ausfiihrlich erdrtert wird dieser Themenbereich
z.B. bei Hormander [21], Kapitel 3.

In diesem Zusammenhang ist die I'-Funktion von besonderer Bedeutung. Zu-
néchst wird diese definiert und im Anschluf daran einige Eigenschaften zusam-
menfassend dargestellt.

Definition 3.12 (Die I'"Funktion). Durch

o0
I'(2) ::/:vz_le_xdac
0

wird eine holomorphe Funktion I' auf {z € C|Rez > —1} definiert.

Damit ist die I'-Funktion erst einmal auf der Halbebene Rez > —1 definiert.
Sie 18t sich allerdings zu einer meromorphen Funktion auf ganz C fortsetzen,
die Pole erster Ordnung in den Punkten der Form —k mit & € INg besitzt. Eine
derartige Fortsetzung ist natiirlich nach dem Identitétssatz eindeutig. Ferner
besitzt I' keine Nullstellen auf ganz C, so daf es sich also bei % um eine ganze

Funktion handelt. Das folgende Lemma fafit diese Eigenschaften zusammen.

Lemma 3.13. Die in 3.12 definierte Abbildung ldfit sich zu einer nullstellen-
freien, meromorphen Funktion I': C — C fortsetzen, deren Polstellenmenge aus
den negativen ganzen Zahlen k < 0 besteht. Alle diese Pole sind wvon erster
Ordnung, fir die Residuen gilt

(="
K

Res T'(—k) =
Beweis. Siehe dazu Hormander [21], Abschnitt 3.2. auf den Seiten 68-73. [

Der Beweis des néchsten Lemmas wurde ebenfalls aus Hérmanders Buch [21]
iibernommen.

Lemma 3.14. Seien z,w € C mit Rez,w > 0. Dann gilt

I'(z)[(w) =T'(z + w)B(z,w), (3.6)

wobei die ,Beta“~Funktion B durch B(z,w) := fol t*1(1 —t)v 1dt definiert ist.
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Beweis. Die Behauptung folgt einfach aus der Definition der I'-Funktion und
zwei geschickten Variablentransformationen. Fiir jedes s > 0 gilt zunéchst:

s 1

/ks—tW’lﬁ%ﬁ::s/ks—sﬂw%sﬂzlm

0

1
_ z+w 1/ 1_tw ltz ldt_SZ+w lB(Z UJ)
0

Integriert man beide Seiten dieser Gleichung gegen e¢™* aus, so erhélt man mit
dem Satz von Fubini und durch die Variablentransformation s — s + t:

o0 S
I'(z 4+ w)B(z,w) = /e_s /(s — )" Ldtds
0

://e_s(s )=t dsdt ://e (548) gw=12=1gsdt = T(2)[(w),
0t 0 0

und somit ist die Behauptung bewiesen. U

An spéterer Stelle werden wir noch das folgende Lemma bendtigen, welches das
Wachstumsverhalten der '-Funktion entlang von Geraden konstanten Realteils
angibt.

Lemma 3.15. Bezeichne fiir eine beliebiges reelles r € R mit |r| die eindeutig
bestimmte ganze Zahl, fir welche r — 1 < |r] < r gilt. Dann besitzt die I'-
Funktion die Eigenschaft, daf fir r,v € R

1T fallsr > 2
] <t T o
D(r + i) (1+v%)~ 2 It falls r < 2.

Beweis. Der Beweis beruht auf zwei wichtigen Identitdten fiir I'. Zum einen
gilt fiir jedes z € C die Gleichung

1 _ sin(7z)
F(z)T(1-2)  « (38)

Diese findet sich zum Beispiel bei Hérmander [21] in Abschnitt 3.4. Ferner gilt
fiir alle z € C auch

T(z+1) T(z)’ (39)
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was sich sofort aus B(z,1) = 1 und analytischer Fortsetzung der Gleichung (3.6)
ergibt.

Wir betrachten zunéichst den Fall = . Dann ergibt sich némlich wegen I'(z) =
T'(z) und & +4v =1 — (4 — iv) unter Benutzung von (3.8):

‘ 1 ‘2 B 1 B sin(m (% + iv))
1y o 1 o
I'(5 +iv) I'(3 +i)l(3 —iv) s (3.10)
_cos(imv)  cosh(mv) < eVl
B s B s - o’
also die Behauptung in diesem Spezialfall.
Sei nun r € [1,2[. Die Identitat (3.6) liefert dann
1 B B(r—%,%+iu) 1 (3.11)
L(r+iv)  T(r-3) TG+iv) '
Der erste Faktor 1d8t sich nach Definition von B wegen % >r— % > % durch

<C

mit C := min{I'(s)|3 < s < %}fol t_%(l - t)_%dt abschétzen.

Wendet man nun auf den zweiten Faktor von (3.11) die Abschéitzung (3.10) an,
so erhdlt man die Behauptung ebenfalls fiir r € [1,2].

Sei nun r € R beliebig. Setze k := |r| — 1 € Z. Dann gilt r — k € [1,2[, und
durch k—faches Anwenden von (3.9) erhélt man:

k
1 mn(r—wriv)*1 falls £ > 0

‘7_
1 3.12)
T(r+ L |
r+a) ro—fry 1 (r+35+iv)  falls k<0

Der erste Faktor 1ift sich mit dem bereits bewiesenen Fall € [1, 2 behandeln.
Fiir die Faktoren des Produktes stellen wir hingegen fest, daf fiir & > 0 die

Ungleichung |r — j 4 iv|*> = (r — §)2 4+ 12 > (r — )? gilt, also wegen k+1 = |r|
auch

k k
H|7‘—j+il/\ Hr—] )2 < (r = 1072,
j:l :

woraus die Behauptung fiir k£ > 0 folgt.
Sei nun k£ < 0. Fiir j < |k|—3 gilt aufgrund der Definition von & stets r+j < —1,
so dafs man
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Ir+j+iv] = (r+5)% + 02 < 1+ (r + 4)?

erhilt. Ist j = |k| — 2, |k| — 1, so wird wegen r + j € [—1, 1] einfach die triviale
Abschitzung |r + j 4 iv|> < 1 + v? benutzt. Das Produkt in (3.12) kann also
insgesamt durch

k|—1 |k|—3
I Ir+i+a? <@+ I (r+45) < 0+ 02 )12

abgeschétzt werden. Die Behauptung ist damit auch in diesem Falle bewiesen.
O

Es soll jetzt der Begriff der gebrochenen Ableitung entwickelt werden. Dazu
definieren wir als erstes eine Familie temperierter Distributionen. Diese stellen
sich dann als die Faltungskerne der gebrochenen Ableitungsoperatoren heraus.

Definition 3.16. Definiere fiir Rez > —1

o fallst >0
X (t) = {F(z“) (3.13)
0 sonst.
Folgendes Lemma enthélt die fiir uns wichtigen Eigenschaften der x3 . Fiir einen

Beweis konsultiere man abermals Hérmander [21].

Lemma 3.17. {X% }Rre.>_1 bildet eine analytische Familie in /' (R), die sich
zu einer solchen auf ganz C so fortsetzen lafit, daf fir z € C gilt: (x3)" =
Xj__l. Da Xﬂ_ die Heavyside—Funktion ist, folgt daraus fir k € INg insbesondere:

=6,

Ist nunmehr g eine Schwartzfunktionen, so kann man nun fiir z € C die gebro-
chene z—te Ableitung ¢¢*) von ¢ durch

g(z) =g % X-T—z_la (314)
definieren. Dies ist offenbar konsistent mit dem gewdhnlichen Ableitungsbegriff.
Fiir Rez > —1 ist ¢(*) immerhin noch eine beschrinkte Funktion: Sei dazu
w € C mit 0 < Rew <1 und k := 2+ w € Ny. Dann erhilt man aufgrund von
X;Z_l = (Xi_l)(k) fiir jedes t € R:

1 o
@) = g(k)*X_Hw 1) < /g(k) t — s)|sT1HRew gy
‘9 ()| |( + )()|— |F(w)|0 | ( )|
1
1 . (3.15)
< g® oo/s I+Rew g 4 [l g(k)
T U / lg® 1)

1 llg™ll (k)
_|F(w)|( == g, ),

also ist g®) beschrinkt.
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Lemma 3.18. Sei g € Z(R) und o, € C mit Re < 0. Dann gilt

@) = g@) 701

* XI
Insbesondere existiert die rechte Seite punktweise als Faltungsintegral.

Beweis. Waihle ein k € INg derart, dafs w := o — k die Eigenschaft Rew < 0
besitzt. Dann gilt g(@ = ¢k 4 X:Lw_l, und man erhélt mit der Variablentrans-
formation s’ — s’ — s zusammen mit dem Satz von Fubini:

(0« x 7 H) =

Auf die Existenz dieses Integrals und die Rechtfertigung fiir die Anwendbarkeit
des Satzes von Fubini 146t sich durch die nun folgende Berechnung des inneren
Integrals schlieffen. Durch eine weitere Variablentransformation ergibt sich fiir

s #0:

s’ 1

/(Sl B S)—w—ls—/a’—lds _ (SI)—(/J’—HU)—1 /(1 o S)—w—ls—ﬁ—lds

0 0
= (s')" T B(-B, —w).

Aufgrund der Identitat (3.6) fiir die ,Beta“~Funktion B folgt daraus

o0

(@) 4 A1y (4) — 1 B (4 — o) (s")~(BFw)=1 g4/
(6 X" F(_(ﬁﬂu))o/g (t = )(s) 1

= g®) « X;(ﬂ—w)—l(t) = gkt (p) = glath(p)
und damit die Behauptung. O

Zum Abschluf dieses Abschnitts soll noch die explizite Form der Fouriertrans-
formierten der Distributionen x4 prisentiert werden, da diese beim Beweis der
Restriktionssitze bendtigt wird. Ganz allgemein gilt:

Lemma 3.19. Sei a < 0. Fiir die Fouriertransformation von x% gilt:

@(t) — e:;ii%(a%—l) sgnt ‘trafl )
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Beweis. Auch diese Formel findet sich bei Hérmander [21]. O

d+1

Insbesondere bendtigen wir spiter die Fouriertransformierte von x, ? fiir den

Fall, in dem d € IN eine gerade Zahl ist; deshalb soll diese hier zuséatzlich noch
einmal notiert werden:

X;T(t) — e:ti%(d—l) sgnt ‘t|d_Tl . (316)

3.4 Interpolation analytischer Familien von Operato-
ren

In diesem Abschnitt wird definiert, was unter einer analytischen Familie von
Operatoren zu verstehen ist. Auf solche 146t sich dann unter gewissen zusétzli-
chen Voraussetzungen der Interpolationssatz von Stein anwenden. Mit Hilfe des
oben entwickelten Begriffs der gebrochenen Ableitungen zeigen wir dann, daf
{9'*) (A)}Re »>_1 fiir eine Schwartzfunktion g eine solche analytische Familie von
Operatoren bildet. Im néchsten Abschnitt wird dann geklért, wie diese Tatsache
zum Beweis von Restriktionssidtzen genutzt werden kann.

Definition 3.20. Seien U C C und {R,},cy eine Familie von Operatoren auf
einem Hilbertraum 2.

(i) Falls U offen und fiir feste z,y € ¢ der Ausdruck (z, R,y) als Funktion
von z analytisch auf U ist, so nennen wir {R, } ,cp eine analytische Familie
von Operatoren.

(ii) Ist (z, R,y) fiir z,y € S stetig als Funktion von z, so nennen wir {R, },ct/
eine schwach—stetige Familie von Operatoren.

Seien nun A ein selbstadjungierter Operator auf dem Hilbertraum L2(M) und
g € Z(R). Fiir Rez > —1 ist dann g'®) nach der Rechnung vor Lemma 3.18
eine beschrankte Funktion, also definiert

T,(\) == ¢®@ (A = A) (3.17a)
einen beschrinkten Operator auf L?(M). Ist A so wie in Definition 3.3 und
ferner B C M meRbar, so definieren wir auferdem den ,lokalen“ Operator
T, 5(N\): L*(B) — L*(B) durch

T.5(Nf =1gP A= A)f]| [ eL*(B) = L(M). (3.17b)

Bildet T,(\) den Raum LP(M) stetig nach LY(M) ab, so folgt

1725 ) < 1T lgoany < I zogary e a1l o -
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Es gilt also stets

||Tz,B()‘) ||LP(B)ﬁLq(B) < ”TZ(/\) ||LP(M)_>L4(M)a (3-18)

insbesondere ist T, () ein auf L?(B) beschrinkter Operator.

Da aufierdem T,(\) = T, m(A) gilt, werden von nun an nur noch Operato-
ren der Gestalt (3.17b) betrachtet. Als erstes stellen wir fest, daf es sich bei
{T%,B(A) }Rre z>—1 stets um eine analytische Familie von Operatoren handelt.

Lemma 3.21. Sei B C M mefbar. Dann ist {T, p(A)}re.>—1 Schwach stetig
und auf Rez > —1 analytisch.

Beweis. Bezeichne dF das Spektralma® von A. Seien aukerdem fi, fo € L?(B).
Die Stetigkeit von

uanﬁuma=/@*mfﬂu—@uE@hJ»

R

in z folgt aus der Tatsache, daf {x% }.ec eine analytische Familie von Distribu-
tionen ist und dem Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz. Dabei
wird benutzt, daf die Funktionen g{¥) beschrénkt sind und zwar lokal gleichmé-
Big in z, wie die Rechnung vor Lemma 3.18 zeigt.

Fiir einen geschlossenen C*~Weg «y in € folgt mit dem Satz von Fubini

/m,w h@—//gw+1 — S)(E(s) f, f2)d
7Y R

//9*X+ "D\~ 5)dz(dE(s) f1, f2) = 0
R v

da es sich bei {x% }acc um eine analytische Familie von Distributionen handelt.
{T,,B(A) }re z>—1 ist also in der Tat analytisch. O

Es folgt nun der sogenannte Steinsche Interpolationsatz fiir analytische Familien
von Operatoren:

Satz 3.22 (Stein). Seien a < b reelle Zahlen. Bezeichne mit S den Streifen
S :=[a,b]xR C C. Sei {R,},cs eine schwach—stetige Familie von Operatoren im
Sinne von Definition 3.20, die analytisch auf int(S) =]a, b[xR ist und auferdem
die Bedingung erfillt, dafi ein o < 7 so ewistiert, daf fiir alle fi, fo € L*>(M)

supe~ 1™ log |(f1, R, f2)| < o0 (3.19)
Z€S

gilt. Weiterhin seien 1 < pg,p1,q0,q1 < 00 so, daf fir alle v € R
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| Rativllpgsgo < Mo(v) |Rosillpy g < Mi(v),

wobei die Operatornormen M;(y) die Eigenschaft erfiillen, daf ein B < 7 exi-
stiert mat

supe P! log M;(v) < oo.

veR
Dann ezistiert fir t € [0,1] ein nur von My und M, abhdngendes M; > 0
dergestalt, dafl

|| R | < My,

Pt—qt —

1

- 1t 1t
wobei py und q; durch =2 T bzw. m

_ ot o 1t .
= wta gegeben sind.

Beweis. Ein Beweis findet sich z.B. in [46], Theorem 4.1, Seite 205{f. Dort ist
dieser zwar nur fiir den Spezialfall a = 0,b = 1 formuliert, aber durch Ubergang
zu der neuen Familie { R, ,(3—q) }o<Re z<1 erhélt man auch den allgemeinen Fall.
Man beachte, daf sich dabei die in [46] angegebenen Wachstumsbedingungen
der Operatornormen My und M, sowie von (f1, R, f2) nicht verdndern.

Dafs {iberdies M; nur von My und M7 abhingt wird dort zwar nicht behauptet,
ergibt sich allerdings sofort, wenn man einen Blick auf den Beweis wagt. M;
wird dort ndmlich explizit definiert, und zwar in Termen von My und M;. O

Bemerkung 3.23. Es sei hier angemerkt, daf unsere in (3.17a) bzw. (3.17b)
definierten Familien die Bedingung (3.19) erfiillen. Aus dem Spektralsatz folgt
wimlich, da$ fix f1, f> € I2(B) mit | filly = | folly = 1 gilt: [(f1, Ton(N f2)] <
lg'*)|| - Kombiniert man dieses mit (3.15) und der Abschiitzung der T-Funktion
(3.7), so ergibt sich

1(f1, To 8(A) f2)| < CV1+ 2],

3.5 Anwendung auf Restriktionssatze

Seien A, M fiir den Verlauf dieses Abschnitts wieder wie in Definition 3.3 vor-
ausgesetzt. Fixiere aufierdem ein mefbares B C M und ein 0 # g € #(R),
also einen Restriktionsmultiplikator. {7, B(A)}Re,>—1 sei dann wie in (3.17b)
definiert. Da Ty g(A)f = [g(A — A) f]| B gilt, ist es mit Hilfe des Steinschen In-
terpolationssatzes moglich, den Beweis der Restriktionseigenschaften R(p — 2)
bzw. Rio(p — 2) auf geeignete L? — L?~ und L' — L™ Abschitzungen ge-
wisser Operatoren in den Familien (3.17b) zuriickzufiihren.

Das folgende Lemma (und das sich daran anschliefende Korollar) zeigt nun, daf
eine geeignete L2-Abschétzung fiir T, p()\) stets gilt.

Lemma 3.24. Fir Rez = —1 erhdlt man: ||T, () < Cez™| g,

||2—>2
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Beweis. Sei v € R und z := —1 — 4v. Aus (3.18), dem Spektralsatz und der
Definition von g{¥) folgt zun#chst

||Tz,B(>\)||L2(B)_>L2(B) < |IT%(A )||L2(M)—>L2 (M) = ||9*X oo

Die rechte Seite 1afit sich nun aber sehr einfach abschitzen. Man erhélt ndmlich
fiir jedes t € R nach Definition 3.16

@0 < gy [ 1ot = 9)1ds < sl
0

Die Behauptung folgt daraus in Verbindung mit der Abschétzung (3.7) fiir die
I'-Funktion. O

Nun wollen wir untersuchen, wie man < zu wéahlen hat, um mit Hilfe des In-
terpolationssatzes 3.22 aus der Beschranktheit der Operatoren T4, () von
L'(B) nach L*(B) die Restriktionseigenschaft R(p — 2) bzw. Rjx(p — 2) fiir
ein bestimmtes p zu erhalten.

Lemma 3.25. Seiy > 0 und p, durch gegeben.

2('v+1)

(i) Angenommen es existiert eine Konstante C > 0 so, daf§ fir alle v,A € R
gilt:

ITytivll 1 ary e ary < Ce7Y (1A ETH7. (3.20a)
Dann besitzt A die FEigenschaft R(py, — 2).

(i) Ezistiert zu jedem K C M kompakt ein Cx > 0 so, daf fir alle \,v € R

||T7+iV,K||L1(K)_)Loo(K) < CK@CK|U|(1 + ‘/\D%_I_AY (3.20b)
gilt, so besitzt A die lokale Restriktionseigenschaft Riox(py — 2).

Beweis. Setze p :=p, und 7 := +1, so dak 7 €]0,1] gilt. Wegen L %+% =
T+ (1-7)iundry—(1-7)=7(y+1)—1=0, folgt aus Lemma 3.24 und
der Voraussetzung (3.20) unter Anwendung des Interpolationssatzes 3.22, daf
der Operator Ty p(A\) den Raum LP(B) stetig nach L? (B) abbildet und fiir die
Operatornorm auferdem wegen 7(2—1-7) = 2 (2—(1+7)) =n(:-1)-1=

. y+1 p
28(p) gilt:

||T0,B||LP(B)—)LP’ (B) 5 (1 + |/\|)2ﬂ(p)

Da Ty sf = [g(A — A)f]‘B, besitzt A nach Satz 3.11 im Falle B = M die
Restriktionseigenschaft R(p — 2), und es gilt Rjox(p — 2), falls B = K. O
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Wir kénnen uns beim Beweis von Restriktionssédtzen also auf Bedingungen der

Form (3.20) beschranken. Sei n € IN, und setze d := 2n. Im néchsten Abschnitt

wird fiir die Operatoren Lg auf R? eine L' — L®°-Abschitzung fiir Ta—1())
2

bewiesen, falls S € sp(n,R)". Das zugehérige pa—: erfiillt dann gerade die
2

Bedingung Il) — % = ﬁ, dh. p = 2%. Man erhélt also das zum Ergebnis
3.2 fiir den Laplace—Operator analoge Resultat. Allerdings bendtigen wir als
Vorbereitung noch einen weiteren Satz, der es ermdglicht sich im wesentlichen
auf den Fall v = 0 zu konzentrieren. Man verliert dadurch leider die Kontrolle
tiber den Endpunkt p, selbst und erhilt die Restriktionseigenschaft R(p — 2)
nur noch fiir p < p,.

Satz 3.26. Sein > 1 und B C M meflbar. Es ezistiere ein C' > 0 und ein
> % so, daf fiir alle A >0

_1
[Tact 5], <O +A) (3:21a)
gilt und fir A < 0:

ITas s <O+ A (3.21b)
2 1—o00

Dann gilt bereits (3.20) fir "5 — p < v < 51, Ist insbesondere B = M oder
gelten die Abschitzungen (3.21) fir alle B kompakt (mit einer unter Umstinden
von B abhdngigen Konstanten C), so besitzt A fir

(i) p = % die Restriktionseigenschaft R(p — 2) bzw. Rik(p — 2) fir alle

n2—f2 <p< QZ—E und falls

(1) p > ”T_l, die Restriktionseigenschaft R(p — 2) bzw. Riok(p — 2) sogar fir
alle 1 <p< 22—3::1,’.

Beweis. Setze 7 := 1. Fixiere ferner z,y € L?(B) N L'(B) mit ||z[| ;15 =
||y||L1(B) = 1, und bezeichne mit dF das projektionswertige Mafi des Opera-
tors A. Nach Definition des Funktionalkalkiils gilt fiir eine beschrinkte Borel-
mefkbare Funktion f: R — C und X € R:

(fA=A)z,y) = (f * (dE()z,9)) ().

Sei0 < e < p. Da g(7+i”f5) eine beschrénkte Borelfunktion ist und nach Lemma
3.18 die Gleichung g t# =) = ¢g(7) XI_HE*“’ gilt, erhalten wir durch Anwen-
dung des Satzes von Fubini:
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<T’H—iufe,B()‘)xa y) = <g(7+iu—e) ()\ - A)IE, y)
= (¢ # x5"T7") x (dE()z, ) (V)

1 r .
- @) _ —1+e—w E
I‘(s—iu)//g (A—t—s)s (dE(t)z,y)ds
R O
I S TR S P
- P(S—’L'l/) /3 <g (/\ s A)a:,y)ds
0
_ 1 i —14e—iv _
- P(E —‘il/) /S <xaT’y,B()‘ 3)y>d87
0

(3.22)

vorausgesetzt, dak dieses Integral iliberhaupt existiert. Das werden wir aber
gleich einsehen. Mit der Voraussetzung gilt némlich fiir A > 0

o0

A
/ |5_1+5_i”(:1:,T%B(/\ — s)y)|ds < 0/3—14—6(1 + |\ — s\)_%ds
0 0

oo
+ C/s_1+5(1 +A—s) s
A
und im Falle A < 0:
00 o
/ |s_1+€_iu<$,Tfy,B()\ _ s)y)‘ ds < /s_1+6(1 + |)\ — 3|)_“d3.
s 0

Als erstes stellen wir fest, dak die Integrale auf den rechten Seiten offenbar stets
existieren. Wir miissen zeigen, daf diese sich wie (1 + |)\|)5_% verhalten. Aus
(3.22) und der Abschétzung m <C(1+ u2)%e§‘”‘, welche man aus (3.7)
erhélt, ergibt sich dann nédmlich

1 m _1
ITact i s < Cel402)3eE V(14 X)) 37,
und somit erhélt man die Behauptung.

Kommen wir also nun zur Abschétzung der obigen Integrale. Ist |A| < 1 so gilt
mit p > %
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[e o] o
/3_1"'6(1 LA = s])Hds < /3_1+5(1 =) bds
0 0

o0
< ﬁ/s—1+6(1+ 1s]) "3 ds
0

Im Falle A > 1 erhalten wir mit einer Variablentransformation s — As:

A 1
/51+5(1 + A — s|)*%ds < A3 /SH'E 11— s|_% ds,
0 0

und da A|1 —s| > |1 — s| ist, erhalten wir fiir den globalen Teil ebenfalls mit
obiger Transformation die Abschitzung

s 11— |2 (14 AL —s|) PTads

\8

o0
[ e a=sh s = x-f*%
A

o0
< X /ng 1= o3 (141 — ) #+hds,
1

was fiir € < p stets existiert. Im Falle A < —1 gilt nun letztlich:

o o
/3_1"'5(1 + A —s|)THds < /S_1+E A —s|7#ds
0 0

— / s~ (1 4 8)~ds,
0

und dieses Integral existiert ebenfalls fiir alle ¢ < u. Da pu > % ist auch dieser

Term hochstens von der Grofenordnung |/\\S_%. O

Bemerkung 3.27. Ist die zweite Voraussetzung des obigen Satzes 3.26 erfiillt,
so gewinnt man also insbesondere die Restriktionseigenschaft R(1 — 2), welche
ansonsten gesondert bewiesen werden miifte, um dann mit Hilfe des Satzes von
Riesz—Thorin die Eigenschaft R(p — 2) fiir alle 1 < p < 2"+3 zu erhalten. Wir
werden im néchsten Abschnitt sehen, daf die Operatoren Lg, zumindest fiir den
Fall, dat SJ positiv definit ist, die zweite Voraussetzung von Satz 3.26 in der
Tat erfiillen. Das liegt daran, dal Lg in dieser Situation ein positiver Operator
ist.
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3.6 Restriktionssatze fiir die Operatoren Lg

In 2.6 wurde zu jedem S € sp(n,R) ein selbstadjungierter Operator Lg auf
L?(R?") definiert. Wir wollen jetzt Restriktionssiitze fiir diese Operatoren un-
tersuchen. Bezeichne J wieder die in 1.10 definierte Matrix der symplektischen
Form. Es stellt sich dabei heraus, daf man im Fall positiv bzw. negativ de-
finiten SJ mit Hilfe des Prinzips der stationdren Phase aus der Theorie der
oszillierenden Integrale das zu Satz 3.2 analoge Ergebnis erhélt, also R(p — 2)
firl <p< 2% gilt, wobei d := 2n die Dimension des Raumes ist, auf dem
Lg definiert ist.

Ist SJ hingegen indefinit, so muf man feststellen, dafs die auftretenden Inte-
grale von komplizierterer Natur sind und sich der Beweis fiir definites SJ nicht
einfach iibertragen 1aft. Es ist jedoch mdglich, einen lokalen Restriktionssatz im
Sinne von Definition 3.4 zu zeigen, der dem Ergebnis von Thangavelu iiber den
Hermite-Operator, siehe die Beispiele in Abschnitt 3.1, nahekommt; man erhélt
hier Rior(p — 2), fiir 24 < p < 2441

Als erstes miissen wir jedoch untersuchen, wie der Funktionalkalkiil der Opera-
toren Lg allgemein aussieht. Dazu werden die Formeln fiir die von Lg erzeugte

unitdre Gruppe aus Kapitel 2 benutzt. Zunéchst gilt jedoch ganz allgemein:

Lemma 3.28. Seien A ein selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum
A und f € L'(R). Dann ist f insbesondere eine beschrinkte Borelfunktion,

und wir kénnen den auf L? beschrinkten Operator f(A) betrachten. Fiir x €
gilt die folgende Identitat:

FlA)z = [ f(t)e *adt. (3.23)
/

Beweis. Zunichst sei angemerkt, daf das Integral aufgrund der Tatsache exi-
stiert, daR ¢ — e™4z stetig und damit insbesondere auch meRbar ist. Auferdem
gilt natiirlich ||e”*4z|| < ||z||, da die Operatoren e**4 unitér sind.

Bezeichne nun dFE das zu A gehorige projektionswertige Mafs. Dann folgt fiir
z,y € H# aus dem Spektralsatz und dem Satz von Fubini:

( / F(t)eAadt, y) = / £(8) / e~ A, ydt
R R
| )

R
= / F(8)dEy 4ds = (f(A)z,y).
R

O

Lemma 3.29. Seien S € sp(n,R) und f € £ (R) so, daf suppf in einer Nul-
lumgebung liegt, auf der die Formel (2.34) fir die symplektischen Fouriertrans-
formierten der getwisteten Faltungskerne ;s der Operatoren etl's gilt. Dann

~

ist der getwistete Faltungskern K von f(Lg) als Distribution durch
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K(p) = / fOr-es(@)dt € SR (3.24)
R
gegeben.
Beweis. Durch
Vv
K(p) = / F®F os(® )dt
R

wird nach Formel (2.34) und dem Satz von Fubini eine Distribution K € .#/(R%)
definiert. Da die symplektische Fouriertransformation selbstinvers ist, folgt be-
reits K (¢ f]R t)v7—t,5(p)dt, und es gilt nach obigem Lemma, in Verbindung
mit (1. 28) fir p,7 € Y(]Rd):

(o x K) () = K x ¢") = / FE) s x oV)dt

R
- / FO)@ X 7-0.5) ()t = / F) e 5, ) dt
R R

~

= <f(LS)(paI¢}>a

sodak o x K = f(Lg)go gilt. Damit ist K der getwistete Faltungskern von f(Ls)
gemif Definition 1.22. O

Fiir den weiteren Verlauf sei U stets eine Nullumgebung in R und 0#gc¢€
C§°(R) so, dak suppg C U. Den getwisteten Faltungskern von g s )()\ Lg)
bezeichnen wir mit K. Dann definiert

§(t) = (4m) " _g(t) " |det(sinh( )|

ein g € C§°(R), zumindest falls U klein genug ist. Mit obigem Lemma, sowie
der Formel (3.16) fiir die Fouriertransformierten der Distributionen x% und
Gleichung (2.35) erhalten wir:

— /}"—1(g(g))(t)e_i)‘t%,s(ﬂo)dt

_ /g(t) |t|—% e—iZ(d—l—sgn(JS))sgnt/e—i()\t-f—iw(z,coth(éS)z))(p(z)dzdt.

R R4
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Nach dem Satz von Fubini folgt nun, daf die Distribution K in diesem Falle
sogar durch eine Funktion gegeben ist; es gilt:

Ky(2) = /g(t) 11|73 ¢=i% (d—1-sen(/5)) sgnte—i(A+ fu(acoth(§9)2) gy (3.95)
R

Diese Funktion werden wir geeignet abschétzen, um einen Restriktionssatz fiir
Lg zu erhalten. Wenden wir uns zunéchst dem Fall zu, in dem die symmetrische
Matrix SJ positiv definit ist.

3.6.1 Der Fall definiten SJ

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun zum Beweis des Hauptsatzes 3.5
schreiten. Dieser sei an dieser Stelle nochmals formuliert.

Satz 3.30 (Restriktionssatz). Sein € IN und setze d := 2n. Ist S € sp(n,R)

.. . ., d+1
dergestalt, daff SJ entweder positiv oder negativ definit ist und 1 < p < 275,
dann existiert ein C > 0 so, daf fir alle A € R gilt

Ixgo,u (A = Ls)ll_,, < CA+ AP, (3.26)

wobei B(p) = %(% —2)— 5 wie in (3.2) definiert ist (bedenke, daf die Dimension

hier 2n ist). Lg besitzt also die Eigenschaft R(p — 2).

Aufgrund von L_g = —Lg koénnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf JS positiv
definit ist. Auferdem geniigt es nach Lemma 1.8 und Korollar 1.26 davon aus-
zugehen, daf S = (0 —-b ) mit einer positiv definiten Diagonalmatrix D =

: D 0
diag(p1,- - -, fin).
Nach Satz 3.26 geniigt es, die Existenz eines 0 # g € #(R) zu zeigen, fiir

welches es zu jedem N € IN ein Cy > 0 so gibt, daf fiir jedes A € R

(1+X)72 fallsA>0

3TN L <C
g ( S)Hl—)oo = VN (1+ |)\|)_N falls A <0

gilt. Wahlen wir g € C§°(R) so, dak (3.25) erfiillt ist, so ist dies wegen

d—1
15 = L)l = 1Kl

dquivalent zu folgender Aussage:

(1+XN)72  falls A >0,

3.27
1+ M)~V falls A <0. (3.27)

[ K)o < O {

An (3.25) sieht man, daf ||K,|,, < C mit einem von |A| < 1 unabhéngigen
C > 0 gilt. Wir konnen uns also beim Beweis von (3.27) auf den Fall || > 1
beschranken.
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Benutzt man fiir z € R?" mit z = (¢,p) € R” x R" wiederum die Schreibweise
z(;) := (¢;,pj) € R?, so gilt mit der Konvention 2’ = (\/A12(1),- - - , \/linZ(n)) fiir
den getwisteten Faltungskern K nach (2.36) die Identitét:

1 x ETSVARLI 3l il cot(44 1))
Ki(2') = /ﬁ(t) |t| "2 e"a 8" le 2=t e >dt, 2z e R™.
R
Definiere die kompakte Teilmenge M C R™ durch
n
M={se R;O‘Z sj=1} (3.28)
=1
und fiir s € M die Funktion K ;: R — C durch
N L i sgnt i )
Kos(r) = / G0 [F] 3 el e te IO ahw) gy (3.292)
R
mit
1
s(t) : (3.29b)

Tt > -1 sit cot(&t)

Um (3.27) und damit Satz 3.30 zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daf zu jedem
N € N ein Cn > 0 so existiert, daf fiir alle s € M und |A| > 1 die Abschitzung

A2 falls A >0,

3.30
AN falls A< 0 (3.30)

[Exslloe < Cn {

gilt.
Bei geeigneter Wahl von U ist fs € C°(U). Wir stellen auferdem fest, daf die
Funktionen f eine beschrinkte Familie in C*°(U) bildet:

Lemma 3.31. Zu jedem € > 0 ezistiert eine kompakte Nullumgebung U in R
so, daf8 die Familie {fs}serm beschrainkt in C*°(U) ist und auflerdem firt € U
und s € M gilt:

fs(t) >1—¢. (3.31)

Beweis. Da cot in 0 einen Pol erster Ordnung besitzt und fiir das Residuum
Resp cot = 1 gilt, ist der Nenner von (3.29b) fiir geniigend kleines U eine un-
endlich oft differenzierbare Funktion beider Variablen ¢ und s. Auferdem gilt
fiir jedes s € M: f4(0) = 1. Da M kompakt ist, folgt daraus (3.31), und ferner
sieht man, daf auch (¢,s) — fs(t) eine C*°—Funktion auf U x M ist, deren
Ableitungen natiirlich auf Kompakta beschrinkt sind. O
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Wenden wir uns nun dem Beweis von (3.30) zu. Betrachte dazu K ; als Funk-

tional auf L'(R). Da 9 |/\|_% ¢(|/\|_% -) ein isometrischer Isomorphismus von
L'(R) ist, geniigt es also fiir den Beweis von (3.30) zu zeigen, daf

A1 A>0

3.32
ATV A <o. (3.32)

K s((A12 )] < Cwlllly {

Die Formel (2.11) fiir die Fouriertransformierten von Gaufschen Funktionen mit

2
rein imagindrem Exponent liefert, daf fiir 7 — e '26/+® wegen f; > 0 gilt:

‘7""2 / s ; 7
FT—]. (esztfs(t) ) (u) — f;—(t) |t|% e_zz Sgl’lteltfs (t)T. (3.33)
™

Fixiere jetzt ein ¢ € .#(R). Dann erhélt man nach Definition (3.29) der Funk-
tionen K ,, einer Fouriertransformation in r unter Zuhilfenahme obiger Formel

N

(3.33) und einer anschliefenden Variablentransformation u +— AT

. . 2
meﬂﬂinzfe“%wnrhﬁ%“/e%mwwuﬁmwﬁ

R R

_1 —q > -1 zﬁ
:u|2/? MG )Y TZ w)e' s o Od(t, u) (3.34)

R2
— [ GOBwe N RO, w),
]R2

mit G(t) == 1/ LYG(t). Da f, ~ 1, ist G € C°(R).

Wir betrachten nun zuerst den Fall A < 0. Dieser stellt sich als sehr einfach
heraus, da die Phasenfunktion dann keine kritischen Punkte besitzt. Dies ist
auch durchaus plausibel, daf Lg fiir S € sp(n,R)" ein positiver Operator ist.

Satz 3.32. Es existiert eine kompakte Nullumgebung U in R derart, daff zu
jedem a € C§°(U) und jedem N € N ein Cy > 0 mit folgender Eigenschaft
existiert: Fir alle s € M, ¢ € Z(R) und X € R gilt:

o~ . u2
‘/ a(t)p(w)e” M 5L a(t, u)| < Ol ATV
UxR

u2
Beweis. Definiere fiir jedes s € M, u € R die Funktion g, (t) := “ 22,

Es gilt

1+ 9 (fs(t) + t£1(2))
14+ u?

(10{9 u(t) =

)
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Sei U gem#f Lemma 3.31 so gewihlt, da fs(t) + tfi(t) > 3 fiir t € U gilt, also

2

e
14+ u?

—_

Pu(t) > >

| -

Auferdem ist die Familie {¢; 4 }sem,uer ebenfalls nach Lemma 3.31 beschrankt
in C*°(U). Damit sind also die Voraussetzungen von Lemma A.6 erfiillt, und
dieses liefert uns zu jedem N € IN die Existenz eines Cy > 0 derart, daf fiir
alle \,u € R und s € M die Abschétzung

‘/ —z/\l—l—u )s,ul(t dt‘<CN|)\|7 (1+u) -N
gilt. Mit der Definition Cn = Cn [(14+u2)Ndu ergibt sich dann:
R

~ . 2 —~
| / at)p(u)e MO (8 w)| < O AT / (1+ )V 4 () du
UxR R
< On[l#lloo AN < Owllplly [N

womit die Behauptung bewiesen ist. O

Widmen wir uns nun der Abschétzung von (3.34) fiir den Fall A > 0. Hier tre-
ten die eigentlichen Probleme auf, da die Phasenfunktion nun kritische Punkte
besitzt. Diese sind allerdings alle nicht—ausgeartet, so daff man nach dem Prin-
zip der stationdren Phase gerade das gewiinschte Verhalten erwartet, vergleiche
Satz A.9 im Anhang. Da solche Ergebnisse immer per partieller Integration
bewiesen werden, wird man im allgemeinen allerdings Ableitungen von {ﬁ\ erhal-
ten, welche sich nur dann gegen ||4||; abschétzen lassen, wenn 4 in einem festen
Kompaktum getragen ist. Wir werden allerdings einsehen, daf man sich auf die-
se Situation beschranken kann. Insbesondere erfiillt (3.34) die Voraussetzungen
des folgenden Satzes.

Satz 3.33. Seien V C R eine offene Nullumgebung, W C R} ebenfalls offen und
K CW kompakt. Sei ferner b € C°(V x W, R) so, daf§ ein D > 0 existiert, mit
b(t,s) > D, fir allet € V, s € W. Dann ezistiert eine kompakte Nullumgebung
U CV in R derart, daff ein C > 0 so existiert, daff fir alle X € R, s € K,
a € C§(U) und ¢ € L (R) die Abschitzung

3
| [ atbtue i seDate, )| < Ol 1+ ]A)H 3201+ A) 210
7=0

UxR

gilt.
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Beweis. Durch eine Variablentransformation u ~ LD kann man o.B.d.A.

D =1 annehmen. Wir zerlegen das Integral als erstes in zwei Teile. Sei dazu
h € C§°(R) eine ,Abschneidefunktion®, d.h. es gelte

M 0<h<l,
(ii) A(u) =1 falls |u] <2 und
(iii) supph C [—4,4].

Definiere fiir s € K und u € supp(l — h) die Funktion ¢, durch

Psult) = t(i - b(t,s)).

u2

und setze

L= / a(t)(1 — h)(w) P (w)e— Mo (it ).

]RZ

Da fiir jedes u € supp(1—h) stets # < % gilt, kann man nach den Voraussetzun-
gen iiber b ein U C V so wihlen, daf fiir alle t € U, s € K und u € supp(l — h):

B~ =

2] = |25 — Bs(0) + 8,0)| >

Die Familie {¢su}sek,uesupp(1—h) 1St nun aber in C*°(U) beschrénkt, so daf
die Voraussetzungen von Lemma A.6 erfiillt sind. Somit existiert also zu jedem
N € N ein Cy > 0 derart, daf fiir alle A € R, s € K, a € C§°(U) und
u € supp(l — h) die Abschéitzung

| [ atte o] < (14 1)l
R

gilt. Daraus folgt nun wie im Beweis von Satz 3.32

11| = ‘/(1 — h)(u){ﬂ\(u) /a(t)e_i)“ps’“(t)dtdu‘
R R
< Ow(1+ A Mlalen 1Pl [ w*au (3.35)
u|>2
< Cnlgllllallenr (14 AN,
wenn éN =Cn f uw 2N duy, gesetzt wird.

Ju|>2
Es mufs nun noch der in u ,Jokale” Teil
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I = /a(t)h(u)zﬁ(u)e_m(l_“%(t’s))d(t,U)

]R2

behandelt werden. Hier treten kritische Punkte der Phasenfunktion auf, die sich
allerdings als nicht—ausgeartet herausstellen, so dafs man nach dem ,Prinzip der
stationsren Phase* erwartet, daR sich |Iy| fiir |A| — oo wie |A|™" verhilt, da es
sich dabei um ein zweidimensionales Integral handelt.

Ist 1 € L*(R), so existieren Folgen (r;)jen in R und (¢;)jen in L'(R) so, daf
suppp; C [rj — 2,75 + 2, 3,4 = ¢ in L'(R) und |||, = >, 195, gelten.
Da dann auch )] y 1@ = 121\ gleichméfig gilt, konnen wir uns 0.B.d.A. auf solche
1) beschrénken, fiir die ein ry € R existiert mit suppy C [ro — 2,79 + 2].

Setze dann (1) := ¥(r + rg), so daR suppyy C [—2,2] und auferdem gilt:
loll; = ll%|l,- Wegen J(u) = e_i“’"o%(u) ist also folgendes zu zeigen:

Es existiert ein C' > 0 so, daf fiir alle A € R, s € K, 7 € R, a € C§°(U) und
P € #(R) mit supp®y C [—2,2] die Abschitzung

3

\/a(t)«Z(u)h(u)e"’**"“‘t’“)d(t,u) < C+ M)l Y+ IADF a9l
R2

§=0
(3.36)

gilt, wobei die Phasenfunktion ¢, , fiir dieses Integral definiert ist durch
@sr(t,u) == t(1 — u®b(t, s)) — ur.

Dazu untersuchen wir als erstes, welche kritischen Punkte die Phasenfunktion
s, besitzt. Fiir die ersten partiellen Ableitungen erhdlt man

0
£01 (1,0 = 1 (b (1) + 1)
0
gjf (t,u) = —2uths(t) — r.
Betrachte den Fall 7 = 0. Ist dann (¢,u) ein kritischer Punkt von ¢, 0, so muf
insbesondere 0 = a‘g;’o (t,u) = —2utbs(t), wegen by(t) # 0 also entweder u = 0
oder ¢t = 0 gelten. Da aber a‘gst’o (t,0) = 1, ist letzteres der Fall. Zieht man nun

noch die Gleichung 6‘2;’0 (0,u) = 1—u2b(0, s) hinzu, so ergibt sich insgesamt, daf

. - . . . 1 1
5,0 genau zwei kritische Punkte besitzt, namlich (0, —\/—) und (O, —\/m).

b(0,s)
Diese sind nicht—ausgeartet, denn fiir die zweite Ableitung gilt:
2 _ 0 —2ub(0, s)
D0s0(0,u) = (—2ub(0, 5) o )

also det (DZ%,O (0, ﬁ)) — det (DZ%,O (0, - béo,s))> — —4b(0, ) # 0.
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Da K kompakt ist, existiert nach Lemma A.8 ein € > 0 so, dafl die Familie
{#s,r}sek |rj<e die Voraussetzungen von Lemma A.7 erfiillt. Dann liefert Satz
A9 die Existenz eines C' > 0 derart, daf fiir alle A € R, s € K, |r| < ¢,
a € CPU) und ¢ € L (R) gilt:

3
‘/a(t)h(u)zﬁ(u)eWw“’“)d(t,u) < CllPllea (@ + AN (1 + ) 1D
2 7=0

Da suppe) C [2,2] gilt aber fiir 1 € N: [ 0]|, = [[r'4ll,, < [Ir'p]l, < 2[4,
Damit ist die Behauptung (3.36) im Falle |r| < & bewiesen.

Ist nun |r| > ¢, und wéhlt man U so, daf fiir ¢ € U und u € supph stets
|2utby(t)| < £ erfiillt ist, so gilt

0ps r €

8¢, ‘ > 2.
Ju (tu)] = 2

Die Familie {5, }sef |r/>¢ erfiillt also wiederum die Voraussetzungen von Lem-

ma A.6, und wir erhalten fiir jedes N € IN

| / a(B)h(w)P (u)e=Peor B0 (2, y)
J,

< On(L+ ) llenllaller < Oy @+ ANl llall o
mit von A, 9, a und r unabhéngigen Konstanten C, O

Die Sétze 3.32 und 3.33 liefern also zusammen (3.32) und damit den Beweis des
Restriktionssatzes 3.30.

3.6.2 Der Fall indefiniten SJ

Wir werden nun den Fall betrachten, in dem die symmetrische Matrix S.J fiir
S € sp(n,R) zwar immer noch invertierbar ist, allerdings sowohl positive als
auch negative Eigenwerte besitzt. Es ist im Rahmen dieser Arbeit leider nicht
gelungen, unter diesen Voraussetzungen das Analogon des Restriktionssatzes
3.30 zu beweisen. Dennoch kénnen wir aber zumindest eine ,lokale Version* des
Restriktionssatzes zeigen. Genauer gilt:

Satz 3.34. Seien n € N und S € sp(n,R) invertierbar. Setze d := 2n. Sei

ferner % <p< 2%. Dann existiert zu jedem Kompaktum K C R?" ein

Ck > 0 so, daf fir alle A € R gilt:

1Tj0,1(X = L) fll o any < Cxc L+ PP fll iy f € LA(K),

Lg besitzt also die lokale Restriktionseigenschaft R(p — 2)i0k-
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Derartige Sétze wurden bereits von S. Thangavelu in [52] betrachtet. Dort wurde
diese Aussage fiir den getwisteten Sublaplace—Operator L = L_; und fiir den
Hermite Operator —A + |z|? gezeigt.

Wir konnen uns nach Satz 3.26 darauf beschrénken, fiir jedes kompakte K die
Existenz eines 0 # g € . (R) zu zeigen, fiir welches die Abschétzung

_1
IG5 (- L) f] s i) = Cx(T+ D)2 fllpky AeR
mit einem von A unabhingigen Cg > 0 erfiillt ist. Analog zum Fall definiten SJ
gehen wir wiederum von der Formel (3.25) fiir den getwisteten Faltungskern K
von ﬁ( )(/\ Lg) aus. Es ist dann zu zeigen, daf zu jedem R > 0 ein Cp > 0
so existiert, dak fiir alle A € R

||K>\|§O(R)||LOO(FO(R)) < Cr(I+ A2 (3.37)

gilt. Seien also S € sp(n, R) invertierbar und R > 0 fixiert. Setze K := By(R).
Die Laurententwicklung des coth in einer hinreichend kleinen Nullumgebung sei
durch

1
— 7
cotht = ; + Elcjt,
‘7:

mit gewissen Koeffizienten c; gegeben. Dies gilt auch weiterhin, falls man lineare
Abbildungen bzw. Matrizen in coth einsetzt, deren Spektrum noch ganz im
Konvergenzgebiet obiger Laurentreihe liegt. Sei also |¢| so klein, daf dies auf ¢S
zutrifft. Dann gilt:

1 oo
coth(tS) = 287"+ ¢;(tS)
7j=1

o~

Durch Einsetzen dieser Gleichung in die Formel (3.25) fiir K ergibt sich weiter:

K)\(2)
— /ﬁ(t) |t|—% e—i%(d—l—sgnJS)sgnte—i()\t—l—%tw(z,S lz))efz Ei 1 Cw(z,87 z)(%) dt.
R

Definiert man fiir jedes z € K die Funktion K} , +: R — C durch

Knegs() = [§0) |73 e H0msm ISt 05D e K ST g

R
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so geniigt es zum Beweis von 3.37, die Abschitzung

_1
[ Bzl < C N2 (3.38)

gleichméfig in den Parametern z € K zu zeigen. Dabei gehen wir analog zum
Beweis von 3.30 vor und fassen K} , als Funktional auf L'(R) auf. Definiert
man

Go(t) 1= —g(p)et DoAY,

NG

so gilt fiir ¥ € #(R), wiederum mit einer Fouriertransformation,
Kt () = |A]? / G ()t te MILDG(N u)d(t u), (3:39)
RZ

mit a:=—%(d—-1—-sgnJS+1).

Im Prinzip hat dieses oszillierende Integral die gleiche Gestalt wie (3.34) im
Beweis von 3.30, insbesondere besitzt die Phasenfunktion ausschlieflich nicht—
ausgeartete kritische Punkte. Auch sind alle Ableitungen der Funktionen G,
gleichméfig in z beschrinkt, da z aus dem Kompaktum K stammt. Allerdings
verschwindet a im allgemeinen nicht und deshalb besitzt die Amplitude in ei-
nigen Fillen eine Unstetigkeitsstelle in ¢ = 0. Diese Singularitét ist aber noch
hinreichend harmlos, um das erwiinschte Verhalten (3.38) zu erhalten.

Wir zerlegen (3.39) zunéchst in zwei Teile. Sei dazu a € C§°(R) eine Abschnei-
defunktion in der Nahe des Ursprungs, es gelte also

(i) a(t) =1 falls |¢t| <1,
(i) 0 <a<1und

(iii) suppa C [-2,2].

Jetzt definieren wir mit a)(t) := a(|)\|é t)

L= / ax(8)G ()" L= MAT (N2 w)d(t, w), (3.40a)
R2

Iy = / (1 —ax) (1) G, ()™ e NMOFO (N u)d(t,u).  (3.40D)
R2

Der zweite Summand besitzt nun wieder eine glatte Amplitude, und es stellt
sich heraus, daft wie im Beweis von 3.30 die Voraussetzungen der ,Methode der
stationdren Phase” erfiillt sind. Fiir den ersten Summanden bemiihen wir hier
eine spezielle Methode:
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Satz 3.35. Seien U C R eine offene Nullumgebung, ¢ € C*®(U,R) und a € R.
Es gelte (0) = 0 und ¢' besitze auf U keine Nullstellen. Dann existiert ein
C > 0 dergestalt, daf fir alle |X\| > 1, ¢ € S(R) und b € C§°(U) gilt:

[ ar@uoes G =M 0d )| < 0N el (341
R2

Beweis. Es gelte 0.B.d.A. A > 0. Sei h € C§°(R) eine Funktion, die wiedeum
die schon bekannten Eigenschaften 0 < h < 1, supph C [—1,1] und h(u) =1
fiir |u| < § erfiill.

Definiere hy fiir A > 1 durch hy(u) := h(/\%u), und setze auferdem noch
Hy(u) := h)(u+ 1) + hy(u — 1). Dann gilt offenbar

| [ @b @ =90t )] < €N o sy
R2

Damit konnen wir uns also auf den in u ,globalen“ Teil

/ ax(B)b(t)e € (1 — Hy) (u)ph (u)eX =9 d(t, u)
R2

beschrénken. Betrachtet man nun zundchst nur das t-Integral und definiert
®y\(t) = 4 ( L d (m))(t), so ergibt sich durch zweimalige partielle Integra-

al g @y
tion:
iN(1£u)p(t) 70 _ ib(0)
/ ax(Db(b)e o = ST
0

1 b'(0 b(0)" (0 oo . o
~ sem (e — e+ [ @)
0

und genauso fiir das Integral {iber | — oo, 0]:

0
/ ax (D)b(t)eM1Ee0 gy — _

0

1 v(0)  b(0)¢"(0) iA(1£u?)p(t)

+saaer (o~ g | HOEO),
—00

so dafl sich mit den Definitionen
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Restriktionssatze

b0) , Py
T := e —e
L= 000 )

v'(0)  b(0)¢"(0) i
T -— _ i —ia
2= (e~ oy )
T5()) ::/eiasgnt(I,/\(t)ei)\(l:l:uzyp(t)dt
R

insgesamt folgendes ergibt:

L= / ar(Ob(t)ei A= gy - T T T Th)

M1 £u2)  A2(1+u?)? (342)
R

Der Fall I bereitet nun keine Probleme, man kann einfach iiber u integrieren
und erhélt dann wegen [ [®(t)|dt < C||b||c2)\% die Abschitzung

[ ax b0~ BP0 e, )
]RZ

_ _3

< O bl 191l + C"AT2 bl o2 [l
und somit (3.41) fiir diesen Fall.
Betrachten wir I_, so ist festzustellen, daR der zweite Summand von (3.42) sich

1
aufgrund von [ |®5(t)| dt < C||b||cz/\% und supp(1 — Hy) C {|ju| — 1| > 25>}
ebenfalls iber u integrieren 1dft, und zwar mit dem folgenden Ergebnis:

(1 — Hy)(w)p(u) ! L
!'TﬁTM i< cxbplalil, [

_1
Ju]=1]>25

2
< C"Abl| 219

Der erste Term aus (3.42) fiithrt hingegen auf ein Cauchy—Hauptwert—Integral:

/(1—1;11)(:2)1;(?1)%:%/(1—HA)(U)$(U)( — )du

I-u 1+4u
R ~ R A

:1/[(1_H,\)¢](U—1)—[(1—HA) 1w+ 1)
2
R

u

du

T 1 ~ PN

= 2 (P10~ H)FIC— 1)~ pov [(1 = G + 1))
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Dieses 1dft sich aber abschétzen, da fiir die Fouriertransformierte des Cauchy—

Hauptwert p.v.1 € #'(R) gilt: p.v.2 = —isgn. Daraus folgt nimlich fiir eine
beliebige Schwartzfunktion & e Z(R):

1 1 < Il
= (k)| = —|sgn(®)| < 51
pv.2(0)] = - [sgn(®)| < L2
Ferner folgt aus der Identitét ||h/\,\||1 = ||/i2||1 aufgrund der Definition von H)

auch ||I/1T\>\||1 < 2”;7,\”1 und somit die folgende Gleichungskette:

I(1 = H)GIM = 2l — B plly < 2w (llly + 1A 111
<Ar([[nll; + DIl

Damit erhalten wir nun endgiiltig auch die Abschétzung

‘/ 1_HA )it % i < dr(|IR]y + DIl

und damit ist die Behauptung gezeigt. U

Es verbleibt also noch die Abschitzung des zweiten Integrals

I = /(1 — a)(]\2 )G ()’ *m e MAF) (1) 2 w)d(t, u)
R2
aus (3.40). Fiir I _ ist dies sehr leicht: Da G, unabhéngig von z € K gleichméRig

beschréinkt ist, existiert nach Lemma A.6 zu jedem N € IN ein Cy > 0 derart,
dap fiir alle z € K und A € R gilt:

‘/(1 —a)(|A2 t)Gz(t)eiasgnte_it(1+“2)dt‘ <Ov T 14?7
Falls % > d, ergibt sich somit:

_N —
N I A ™ (3.43)
R

Wendet man sich I 1 zu, so ist festzustellen, daf die Phasenfunktion kritische
Punkte besitzt. Die ,Methode der stationdren Phase“ liefert aber das Gewiinsch-
te. Insbesondere erfiillt ndmlich das Integral I  die Voraussetzungen von Satz
3.33, der bereits fiir den Beweis des Restriktionssatzes bei definitem SJ Ver-
wendung gefunden hat und dort etwas allgemeiner als nétig formuliert wurde,
um ihn in dieser Situation ebenfalls anwenden zu koénnen.

Zusammen mit (3.43) und (3.41) liefert dies also (3.38), und damit ist der lokale
Restriktionssatz 3.34 bewiesen.






Kapitel 4

Anwendungen auf Rieszmittel

Das vorliegende Kapitel ist der Anwendung des im vorangegangenen gezeig-
ten Restriktionssatzes 3.30 fiir die Operatoren Lg mit S € sp(n,R)T auf die
Konvergenz der zugehorigen Rieszmittel gewidmet. Dabei versteht man unter
den Rieszmitteln mit Exponent § > 0 eines auf einem Hilbertraum # selbst-
adjungierten Operators A die Familie {m$(4)}x>0, wobei der Bochner—Riesz—
Multiplikator m‘; fir A > 0 und 6 > 0 die durch

ms(s) := (1 - %)i

definierte Funktion auf R ist. Da m‘; eine beschriankte Borelfunktion ist, handelt
es sich bei m$ (A) stets um einen beschréinkten Operator. Aus dem Spektralsatz
folgt sofort, daf fiir jedes z € H# gilt:

lim m$(A)z = z.
A—00

Im weiteren sei ## = L?(M) ein Raum quadratintegrierbarer Funktionen. Falls
sich die m$ (A) | L2 (ar)nLw(ar) 20 Stetigen Operatoren auf LP(M) fortsetzen lassen,
so stellt sich die Frage, ob auch

Jim. m{(A)f =f in LP(M) (4.1)

fiir alle f € LP(M) gilt. Ist dies der Fall, so beobachtet man mit Hilfe des
Prinzips der gleichméfigen Beschrénktheit:

Lemma 4.1. Sei 1 < p < 0. Konvergieren die Rieszmittel von A fir jedes

f € LP(M), d.h. gilt /\lim m‘j\(A)f = f, so existieren \g,C > 0 derart, daf§ fir
— 00

alle A > X\

Im3 ()], < C.

||p%p

Wir sagen dann, die Rieszmittel seien gleichmdfig beschrankt auf LP (M), obwohl
dies aufgrund des oben auftetenden Ay eigentlich nicht ganz korrekt ist.

87
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Beweis. Angenommen die Behauptung sei falsch. Dann findet man eine Folge
(An)nen in Ry mit lim A\, = oo so, dak ||m‘f\ I > n. Da aber fiir jedes
n—00 np—=p

f € LP(M) stets limy, 00 m‘;n (A)f = f gilt, ist dies ein Widerspruch zum Satz
von Banach-Steinhaus [39], Theorem 2.5. O

Die gleichméfige Beschrinktheit der Rieszmittel (ab einem gewissen \g) ist also
eine notwendige Voraussetzung fiir deren Konvergenz.

Ob auch die Umkehrung gilt, ist allerdings nicht klar. Unter der zusétzlichen
Voraussetzung, daf m$(A) aber schon von vornherein auf einer dichten Teil-
menge von LP(M) konvergiert, was in vielen Anwendungen ohnehin bekannt ist,
kann man tatséchlich von der gleichméfigen Beschrénktheit auf die Konvergenz
der Rieszmittel schliefen. Dies ergibt sich als Spezialfall eines ganz allgemei-
nen und wohlbekannten Prinzips, welches hier der Vollstandigkeit halber noch
einmal formuliert werden soll:

Lemma 4.2. Seien (X, d) und (Y,d') metrische Riume und {f)} >0 eine gleich-

mapig gleichgradig stetige Familie von Funktionen fy: X — Y. Ist dann D :=

{z € X|f(z) = /\lim falz) ezistiert} dicht in X, so gilt in Wahrheit schon:
%

o
D = X. Auflerdem ist f automatisch gleichmafig stetig.

Beweis. Zunéchst ist f: D — Y als punktweiser Grenzwert einer gleichméfig
gleichgradig stetigen Funktionenfamilie selbst gleichméfig stetig und 1aft sich
somit zu einer ebenfalls gleichméfig stetigen Funktion auf X fortsetzen, welche
wir in {iblicher Weise wiederum mit f bezeichnen.

Seien nun x € X und € > 0. Wéhle § > 0 gemif der gleichméfig gleichgradigen
Stetigkeit von {fy\} U {f}. Fiir y € D mit d(z,y) < ¢ und X so groR, daf
d'(f(y), fa(y)) < e erhalten wir dann nach der Dreicksungleichung

d'(f(z), fa(@) < d'(f(2), f(y)) + d(F(y), AW)) + d (£A(y), FA(2)) < 3e.

Somit gilt z € D. O

Als Korollar daraus erhalten wir die oben angekiindigte ,,Umkehrung® von Lem-
ma 4.1:

Korollar 4.3. Es ezistiere ein C > 0 so, daf fir alle A > 0 die Bedingung
||m‘5)\(A)||Lp(M)_>L,,(M) < C gilt und eine dichte Teilmenge D von LP(M) derart,

dapf fir alle f € D gilt: limy_y m‘f\(A)f = f in LP(M). Dann konvergieren die
Rieszmittel fir alle f € LP(M).

Die Frage nach Konvergenz der Rieszmittel 188t sich somit stets folgendermafien
organisieren:

(i) Gibt es eine dichte Teilmenge in LP(M), auf der die Konvergenz klar ist?

(ii) Sind die Rieszmittel gleichméRig beschrankt?
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Die erste Frage 146t sich in vielen klassischen Féllen positiv beantworten. Man
sieht z.B. leicht ein, daf dies beim Laplace—Operator zutrifft, wenn man als
dichten Teilraum von LP(R"™) die Funktionen wihlt, deren Fouriertransformierte
in Cg°(R™) liegt. Im Falle der in 1.23 definierten getwisteten Sub-Laplace-
Operatoren Lg mit S € sp(n, R)™ erhalten wir:

Satz 4.4. Fiir S € sp(n,R)" konvergieren die Rieszmittel von Ls und Hs auf
F(R*™) bzw. S (R").

Beweis. Wir konnen davon ausgehen, daf S von der Form S = (g *OD)
mit einer positiv definiten Diagonalmatrix D = diag(u1,...,u4n) ist. Bezeich-

ne {hq}aeeny die in Gleichung (1.23) definierten Hermitefunktionen auf R™.
Nach Theorem V.13 im Buch von M. Reed und B. Simon [38] ist die durch
Ty = (p, ha)acny gegebene Abbildung 7' ein topologischer Isomorphismus von
< (R™) auf den Raum s(INJ) der schnell fallenden Funktionen auf IN§. AuRerdem
bildet 7' den Raum L?(R™) unitér auf £2(INZ) ab.

Sei nun ¢ € #(R"™), und setze a := Tp. Fiir den Funktionalkalkiil von Hg gilt
nach (1.24)

T(m} (Hs)p) = ax,

wobel ay(a) = mi(Z?zl 11j(2cj + 1))aq. Da die Funktionen m¢ gleichmiRig
beschrinkt sind und auferdem punktweise gegen die Einsfunktion streben, sieht
man leicht ein, daf limy_,o, ax = a in der Topologie von s(N§) gilt. Damit kon-
vergiert aber T lay = m$(Hs)p in .#(R") und damit insbesondere in LP(R")
gegen .

Die entsprechende Aussage fiir Lg erhdlt man mit Hilfe des Diagramms 1.38,
angewendet auf die abgeleiteten Darstellungen. Danach gilt némlich m(Lg) =
V o (m§(Hs) ® 1d) o V_l, mit der in 1.37 definieren modifizierten Fourier—

Wigner-Transformation V. Da diese ebenfalls ein topologischer Isomorphismus
von . (R?") ist, folgt die Behauptung. O

Als Hauptergebnis dieses Kapitels werden wir den folgenden Satz beweisen:

Satz 4.5 (Hauptsatz). Sei S € sp(n,R)", und setze d := 2n. Falls dann
1<p< 2% und § > d(% — %) — %, so existieren Ao, C > 0 derart, daf fir alle
A> X gilt:

1m3 (L)l < C-

Mit Korollar 4.3 und Satz 4.4 folgt dann, dafi die Rieszmittel auf LP(R?) kon-
vergieren.

Bemerkung 4.6. Man muf bei der Beschrénktheit von Rieszmitteln offenbar
nur den Fall 1 < p < 2 betrachten, da die Beschranktheit auf ¥ dann per
Dualitét folgt.

Im néchsten Abschnitt folgen Beispiele, welche dieses Ergebnis zu einigen be-
kannten Resultaten in Beziehung setzen. In den darauffolgenden Abschnitten
werden dann die nétigen Hilfsmittel zum Beweis von Satz 4.5 erarbeitet. Der
eigentliche Beweis befindet sich am Beginn von Abschnitt 4.3.
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)
n—1 |
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T T 1
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. T . o +1
Abbildung 4.1: Die Bochner—Riesz—Vermutung p, = 2775

4.1 Beispiele

Das wichtigste und urspriingliche Beispiel ist die Betrachtung der Rieszmittel
des Laplace—Operators A auf R". In diesem Fall spricht man auch von Bochner—
Riesz—Mitteln. Mit Hilfe des Restiktionssatzes von Tomas—Stein (siehe 3.1) ge-
lingt es zu beweisen, daf die Rieszmittel m$(A) auf LP(R"™) konvergieren, falls
1<p< 22—1‘_;} und & > d(p), wobei

d(p) = max{n(% - %) - %,0} (4.2)

der sogenannte kritische Exponent ist.

Dies beruht auf einem Theorem von C. Fefferman [11], welches besagt, daf ein
LP(R™) — L?(S™ !')-Restriktionssatz fiir die Fouriertransformation (siehe 3.1)
stets die Konvergenz der Rieszmittel des Laplace-Operators fiir alle § > 6(p)
impliziert.

In der eindimensionalen Situation ist aufgrund der Beschréanktheit der Hilbert-
transformation ferner bekannt, daf die Rieszmittel fiiralle 1 < p < ocound § > 0
konvergieren.

Im Falle n > 2 konvergieren die Rieszmittel fiir 6 = 0 allerdings nur dann,
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wenn schon p = 2 gilt. Dies ist auch als Unbeschrénktheit des ,disc multiplier”
bekannt und wurde wiederum von C. Fefferman in [12] gezeigt.

Es ist sogar so, daf die Bedingung § > d(p) fiir alle p # 2 notwendig ist.

Die zweidimensionale Situation ist, wie auch beim Restriktionssatz, vollstandig
gekldrt. Nach einem Satz von L. Carleson und P. Sjolin [7] konvergieren die
Rieszmittel fiir 1 < p < oo und § > d(p) auf LP(R?).

Die Bochner-Riesz—Vermutung besagt nun analog zur Restriktionsvermutung,
daf dies auch in den hoheren Dimensionen n > 3 der Fall ist. In Abbildung
4.1 ist dies graphisch dargestellt. Der hellgraue Bereich bezeichnet dabei die
Werte von p und ¢ fiir den die Beschranktheit der Bochner—Riesz—Mittel bekannt
ist, wihrend das dunklere Grau die Zone beschreibt, in der die Beschrénktheit
gem#f der Bochner-Riesz—Vermutung zu erwarten (und im zweidimensionalen
Fall bewiesen) ist. Fiir Punkte des weien Gebietes ist die Unbeschranktheit
bekannt. Weitere Informationen finden sich im Buch von E. Stein [45], Kapitel
IX.

Nun fithren auch die Beispiele von Restriktionssdtzen aus Abschnitt 3.2 zu Er-
gebnissen {iber die entsprechenden Rieszmittel. So folgt aus dem dort erwéhnten
Restriktionssatz von C. Sogge fiir Operatoren auf kompakten Mannigfaltigkeiten
der Dimension n zu einem analogen Resultat iiber die Konvergenz von Riesz-
mitteln. Diese konvergieren fiir 1 < p < 22—1:1,’ und § > d(p) auf LP, siehe dazu
[50].

Beim Hermite—Operator kann man im Falle n > 3 mit dem von G. Karadzhov
bewiesenen Restriktionssatz zeigen, daf die Rieszmittel fiir § > §(p) konvergie-
ren, allerdings nur auf dem kleineren Bereich 1 < p < RZ—J:’Q, da die Giiltigkeit
des Restriktionssatzes nur fiir solche p bekannt ist, vergleiche [28].

Letztlich soll noch erwahnt sein, daf S. Thangavelu fiir die Rieszmittel des getwi-
steten Sub—Laplace-Operators bereits in [51] ein Ergebnis zeigte, welches dem
von G. Karadzhov beim Hermite-Operator entspricht. Dieses werden wir mit
Hilfe von Satz 4.5 verbessern konnen und auf eine gréfere Klasse von Operato-
ren verallgemeinern.

4.2 Rieszmittel. Der allgemeine Teil

In diesem Abschnitt wird der Teil des Beweises von Satz 4.5 erarbeitet, der sich
auf die Untersuchung der Rieszmittel einer grofen Klasse von Operatoren verall-
gemeinern 145t. Sei dazu M ein Mafraum und A ein positiver selbstadjungierter
Operator auf L?(M). Dann kénnen wir den Multiplikator m$ durch

M) = (1- ;)i

ersetzen, mit anderen Worten gilt

M3(A) = m3(A).

Der Vorteil besteht darin, daf sich die Fouriertransformierte von M 5\5 nach Lem-
ma 3.19 und einer Variablentransformation explizit zu
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MJ(s) = ATOT(§ + 1) 5" sEn o || =0-1 (4.3)

berechnet.

Die weitere Vorgehensweise wird nun sein, den Multiplikator M j\5 , besser gesagt
seine Fouriertransformierte, dyadisch zu zerlegen und dann zu versuchen, LP—
Abschétzungen fiir die einzelnen Teile herzuleiten, die sich am Ende wieder
aufsummieren lassen.

Definition 4.7 (Zerlegung des Multiplikators). Wir fixieren im folgenden
eine Schwartzfunktion g € .#(R), deren Fouriertransformierte die ,dyadische
Eigenschaft” besitzt, also die Bedingungen

(i)
(11) Supp§ - [_2a _%] U [%72];

(iii) 3 g(27s) = 1 fiir alle s # 0
JEZ

jen

<g<l,

erfiillt. Setze go(s) := 1 — Y (2 *s). Fixiere ferner ein ¢ > 0. Wir werden
£>2

spater einsehen, wie dieses zu wéhlen ist. Sei dann n € #(R) so, dak 7 die

= 1 besitzt, und definiere

Eigenschaften 0 <7 < 1, supp?) C [—¢, €] und 7)][_< ¢)
M) o(s) = 7(5)go(As) M (s), (4.4a)
My r(s) = (1 —0)(s) M}(s), (4.4b)
sowie fiir £ € IN>o:
M) (s) == ﬁ(s)ﬁ(Zik)\s)M/‘\s(s). (4.4c)

Wie man sich leicht iiberzeugt, verschwindet M)  fiir 2k=1 > Xe identisch, und
M ;\5 &8t sich auf folgende Weise in eine endliche Summe zerlegen:

M3 = My, + > My + My g- (4.5)
{kEN> 2|2k A~1 <26}

Sowohl § > 0 als auch ¢ > 0 sind im folgenden fixiert. Wir werden spéter sehen,
wie beide zu wihlen sind, um die gleichméfige Beschranktheit der Rieszmittel
zu erreichen.

Fiir den Beweis von Satz 4.5 geniigt es also zu zeigen, dak v, Ao,C > 0 so
existieren, dak fiir alle A > Ay und k& > 2 die Abschétzungen

[ Mxo(Ls)l,-, < C, | Mk (L)l < C27,

IMx,z(Ls)ll,_,, < C
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gelten.

Zunéchst wenden wir uns M) o(Lg) zu. Dabei kann man ein recht allgemeines
Prinzip nutzen, da Lg das Bild eines Sub-Laplace—Operators einer sogenannten
stratifizierten Liegruppe unter einer unitdren Darstellung (namlich o) ist, wel-
che zusétzlich noch die schone Eigenschaft besitzt, auch aus LP-Isometrien zu
bestehen. Zunéchst bendtigen wir aber das folgende Resultat, welches besagt,
daf M) eine Schwartzfunktion auf der positiven Halbachse und auferdem in
A homogen ist (zumindest fiir genligend grofes ).

Lemma 4.8. Zu N € IN und | € Ny existiert Cny,; > 0 dergestalt, daf fir alle
A> 2 und t >0 mit dem in (4.4) definierten M)
(1) 1 N
|My ()] < CngA (1 + —) (4.6a)

gilt. Auflerdem besitzt M)y o fiir solche \ die Form:

My = (g0 * M7) (X) (4.6b)

Beweis. Man rechnet mit der Definition von gy in 4.7 sofort ge\ Inklusion
supp go C [—2, 2] nach. Daraus folgt, daf fiir A > % und s € supp M) o offenbar
7(s) = 1 gilt, man erhélt also

Mg = )\_190<i> « MY,

Durch explizite Umformung des Faltungsintegrals ergibt sich:

) =3 [on(5) (1= 5)20 = [an( - et

R R

= (g M) (5).

Also gilt der zweite Teil der Behauptung (4.6b). Sei nun h € #(R). Eine ele-
mentare Rechnung zeigt fiir N € IN die Existenz eines Cy > 0 so, daf fiir
t>0

I« MP(t)] < On(1+1) V.

gilt. Wendet man dies auf h = g(()l) an, erhalt man auch (4.6a). O

Fiir das weitere Vorgehen bendtigen wir ferner noch den Begriff der stratifizier-
ten Liegruppe.

Definition 4.9. Wir nennen eine Liealgebra g stratifiziert, falls es Unterrdume
g1,--.,08, von g so gibt, daf
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k
(i) 9= g,

7j=1
(ii) g von g; als Algebra erzeugt wird und
(i) [gi,95] C gi+j-

Dabei gilt fiir j > k die Konvention g; = 0. Eine stratifizierte Liealgebra ist also
automatisch nilpotent. Eine zusammenhéngende, einfach zusammenhingende
Liegruppe heifit stratifiziert, falls ihre Liealgebra diese Eigenschaft besitzt.

Anmerkung. Die Heisenberggruppe H,, ist offenbar stratifiziert, man wéihle dazu
einfach g1 := <P1, oy Py Q1 - - Qn> und gg := RU.

Lemma 4.10. Sei S € sp(n,R)". Dann existieren C, g > 0 so, daf fiir alle
A > N gilt:

My o(Zs)l,,_,, < C.

p—p =
Auperdem besitzt M) o(%s) einen Faltungskern k € L'(H,,).

Beweis. Mit Hilfe von Satz 1.14 (iii) konnen wir annehmen, daf S von der
Normalform aus Lemma 1.8 ist. Eine direkte Anwendung des Theorems 1.12 von
A. Hulanicki und J. Jenkins aus [26] liefert nun, daf M) ¢(-Zs) einen Faltungs-
kern k € L'(H,) besitzt und damit einen auf LP(H,) beschrinkten Operator
definiert. Da s homogen ist, folgt nun mit Satz 1.12 (ii) und der Gleichung
(4.6b) die Behauptung. O

Um daraus ein entsprechendes Ergebnis fiir die Operatoren M) o(Lg) zu erhal-
ten, kann man von dem sogenannten ,transference theorem“ Gebrauch machen.
Dieses ermoglicht es, die Normen von Operatoren, welche als Bilder gewisser
Darstellungen auftreten, gegen die Normen der entsprechenden Operatoren auf
der Gruppe selbst abzuschétzen. In unserer Situation sind wir damit in der La-
ge, [Mxo(Ls)l,_,, gegen [ Mxo(Ls)ll,_,, zu beschrénken. Dies soll nun néher
erldutert werden:

Definition 4.11 (Mittelbare (engl. amenable) Gruppen). Sei G eine lo-
kalkompakte Gruppe, ausgestattet mit einem Haarschen Maf p. G heifit mit-
telbar (engl.: amenable), falls fiir alle Kompakta K C G und € > 0 eine offene
Umgebung U des neutralen Elements e von G so existiert, daf u(U) < oo und

wUK) < (1+€)u(0).

Beispiel 4.12. Offenbar ist jede kompakte Gruppe mittelbar, da man aufgrund
von p(G) < oo einfach U := G wihlen kann.

Dariiber hinaus ist auch jede auflosbare Liegruppe mittelbar, und damit besitzt
insbesondere auch die Heisenberg—Gruppe H,, diese Eigenschaft. Dies folgt aus
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Satz 4.13.
(i) Jede abelsche Liegruppe ist mittelbar.

(i) Ist N ein abgeschlossener Normalteiler einer Liegruppe und sind sowohl
N als auch die Faktorgruppe G /N mittelbar, so ist auch G selbst schon
mittelbar.

Beweis. Der erste Teil folgt aus F. Greenleaf [16], Theorem 3.2.1, zusammen
mit der dem dortigen Theorem vorausgehenden Bemerkung.

Der zweite Teil ist genau die Aussage von Theorem 2.3.3, ebenfalls im Buch von
Greenleaf [16]. O

Es sei angemerkt, daf Greenleaf den Begriff der Mittelbarkeit (amenability)
anders (und besser motiviert) definiert, die Aquivalenz zu unserer Definition
ergibt sich jedoch aus den Ausfiihrungen in [16], §3.6. Mit Hilfe des Satzes 4.13
beweist man nun

Satz 4.14. Sei G eine auflosbare Liegruppe. Dann ist G mittelbar.

Beweis. Der Beweis beruht auf einem Standardargument aus der Theorie
auflssbarer Gruppen. Definiere G := [G,G] und fiir alle 5 > 2 induktiv:
Gl = [G71,GiY.

Ist nun fiir ein j € IN die Gruppe G7 mittelbar, so trifft die nach obigem Satz
auch schon auf G7~! zu, da G7 ein Normalteiler in G/~ ist und die Faktorgruppe
G'1)GI = GI71/[GI~1,GI~1] abelsch und somit ebenfalls mittelbar ist.
Wegen der Auflosbarkeit von G existiert nun ein 5 € IN so, dak G7 abelsch und
damit mittelbar ist. Per Induktion erhilt man, daff G selbst schon mittelbar
sein muf. O

Betrachte eine lokalkompakte Gruppe G zusammen mit einer stark stetigen Dar-
stellung p von G auf LP(M), wobei M ein o—endlicher Mafkraum ist. Sind die
Operatornormen von p(g) gleichméafig beschriankt, so kann man die integrierte
Darstellung von p auf L'(G) definieren, und fiir jedes k¥ € L*(G) ist p(k) ein
beschrénkter Operator auf LP(M). Es stellt sich die Frage, ob ein Zusammen-
hang zwischen der Operatornorm von p(k) auf LP(M) und der von k, aufgefafst
als Faltungsoperator auf LP(G), besteht. Fiir mittelbare Gruppen ist dies in der
Tat der Fall und Inhalt des sogenannten ,transference theorem“ von Coifman
und Weiss [10]:

Satz 4.15 (Transference). Sei G eine mittelbare Liegruppe, und sei ferner
p: G — B(LP(M)) eine stark stetige Dartellung mit der Eigenschaft

30> 0 Vg € G (9)Laquoany < C-

Ist dann k € L'(G), so gilt 0B | o (aryy < 02||k||conv,p, wobei ||kl cony , die

Norm des durch Faltung mit k gegebenen Operators auf LP(G) bezeichnet.

Beweis. Siehe [10], Theorem 2.4. O
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Bemerkung 4.16. Vergleiche dazu auch Hulanicki [24]. Dort wird die Mittel-
barkeit einer Gruppe gerade durch die ,tranference Eigenschaft“ definiert.

Nach Lemma 4.10 besitzt M)y (-Zs) einen Faltungskern k € L'(H,). Da die
Darstellung o aus Abschnitt 1.4 die Voraussetzungen von Satz 4.15 erfiillt, gilt
also [[o(k)l,—, < IMro(Zs)ll,_,,- Nun liegt es allerdings nahe zu vermuten,
daff in Wahrheit schon o(k) = M) ¢(do(Ls)) = My o(Ls) gilt. Dies ist in der
Tat der Fall, wie Proposition 1.1 im Artikel von D. Miiller [34] zeigt. Vergleiche
dazu auch die Diskussion in den Arbeiten von A. Hulanicki und J. Jenkins [26],
sowie A. Hulanicki [25]. Damit haben wir insgesamt gezeigt:

Lemma 4.17. Sei S € sp(n,R)". Dann ezistieren C, g > 0 so, daf fiir alle
A>Xo

[Mx0(Ls)ll,p_yp < C-

Als néchstes wenden wir uns den Abschétzungen der LP-Operatornormen von
M) x(Ls) und My r(Ls) zu. Dazu werden wiederum punktweise Abschétzun-
gen der Multiplikatoren M) ; und M) r bendétigt. Diese sind Inhalt folgender
Lemmata.

Lemma 4.18. Zu jedem N € N exzistiert ein Cy > 0 derart, dafi M)y y, fiir alle
A>0,k>2undt €R der Abschdtzung

2k -N
Mak(B)] < On2 7 (14 - 1A= 1)) (4.7)

genigt.

Beweis. Aus der Formel (4.3) fiir die Fouriertransformierte von M{ und der
Fourierinversionsformel berechnet man

ATOT(8 + 1)

My, (t) = o

[N 6 g s ds
R

—ké
_ 2 PZ(;S +1) /eis%fc(t—)\)eig(tﬂ-l)sgns |S|—(5—1 /g\(s)ﬁ(Qk)\_ls)dS
R
~ ok
= 2B+ 1)F 7] (5 - )
k

=27MT(5 + )27 X (hx n(27F)\)) (%(t =),

mit der durch /ﬁ(s) = i3 (0+1)sens | 5 =9-1 5(5) definierten Schwartzfunktion h €
Z(R).

Nun ist die Familie 27¥A{h * n(27%X-)}or \o1<o. in .#(R) beschrinkt, woraus
insbesondere die Behauptung folgt. - O
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Fiir den Multiplikator M) g des ,Restterms existiert ein analoges Resultat,
welches sich formal aus (4.7) ergibt, wenn man 2F = X setzt:

Lemma 4.19. Es existiert zu jedem N € N ein Cnx > 0 derart, daff fir A >0
undt € R

| My r(t)] < A 00N+ |t = A7V, (4.8)
gilt.

Beweis. Wie im Beweis des vorangegangenen Lemmas liefert die Fourierinver-

sionsformel in Verbindung mit der Formel (4.3) fiir X/_f\;\s:

1 ; N
My r(t) = o- / €5 (1 — 7)(s) M (3)ds
R
TG +1 ; ;
_ A 2(7(3-4‘ ) /ezs(t—)\)(l _ 7/7\)(8) |8|7671 em‘s# sgns Jo
R

Da die Funktion s — (1 — 7)(s) |s| " selbst und auch alle ihre Ableitungen
sowohl integrierbar sind als auch im Unendlichen verschwinden, erh&lt man die
Behauptung durch geniligend haufiges partielles Integrieren. O

Die punktweisen Abschéitzungen der Multiplikatoren kénnen nun in Verbin-
dung mit einem Restriktionssatz dazu benutzt werden, die folgende LP — L2
Abschitzung fiir die Operatoren M) x(Lg) zu zeigen.

Lemma 4.20. Sei 1 < p < 2. Der positive selbstadjungierte Operator A auf
L2(R™) besitze die Restriktionseigenschaft R(p — 2) aus 8.3. Dann ezistiert ein
C > 0 derart, daf fir alle k > 2 und A > 1 mit dem in (4.2) definierten d(p)
gilt:

IMyk(A)fl, < 27O @EX=5) 6Dy g, fe LN LP,

Beweis. Definiere zu [l € Z das Intervall

l [+1
Il = [A+2_kA’A+2—k

Al
Fir I € Z und t € I; gilt offenbar %(t — A) € [l,1 + 1], woraus sich sofort
|2 (¢—A)| > |I fiir I > 0 und |2 (¢ — A)| > |1 + 1| im Falle I < 0 ergibt. Nach der
Abschitzung (4.7) der Multiplikatoren M) existiert damit zu jedem N € N
ein Cny > 0 derart, dafs fiir alle [ € Z, k > 2 und A > 0 gilt:

sup | My (t)] < On27%0(1 + J1))~N. (4.9)
tel,
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Wir betrachten jetzt zunéchst Iy oo[M)\;k(A)' Da I; N [%, oo[# 0 die Bedingung
2
I +1 > —2k=1 impliziert, folgt mit dem Spektralsatz und (4.9)

(M o MAR)ADSfIZ< > 1y, sollLn (A1

[>-—2k-1_1

<SOR3 (DTN (A FIl5-

I>—2k=1_1

Auf die Terme |17,(A)f ||§ wird nun der Restriktionssatz angewendet. Dazu
beobachtet man, dak wegen | +1 > —2%~1 und k > 2 die Ungleichung

A4127FA > = (/\+(l+1) —*))

gilt. Deshalb 148t sich das Intervall I; der Linge |I;| = 2%\ in hochstens | |[;|+1]
Intervalle der Lange Eins zerlegen, die allesamt in dem Intervall

[%(A + (1275, A+ 1+ 1270

enthalten sind. Der Restriktionssatz liefert dann in Verbindung mit dem Spek-
tralsatz die Existenz eines C' > 0 so, daf fiir alle [ + 1 > —2k~1

115,(A)Fl3 < CUL+ 1A+ @+ 1)27FX) 2@ 712
2+ 1))%®)  falls B(p) > 0

<o)+ 12
< C'Un|+ 1O 24 ok 5 < 0
Der zweite Schritt folgt dabei fiir positives B(p) einfach aus 27% < 1 und im
Falle B(p) <0 aus 1+ (I +1)27%F > 1 —2k-l2=k = L
Bedenkt man nun noch, daf aufgrund von 27%\ > % fiir die Intervallinge
L] +1=2"FX+1 < (14 2¢)27%\ gilt, so folgt durch Summation iiber I:

13 o Mag) (A2 < G2 240\28002 kx| 12 (4.10)

Um nun ||(]1[0’%]M>\,k)(A)f||2 abzuschétzen, benutzen wir fiir M) , die Abschét-
zung

sup |M)\’k(t)| < CN27kN,
t€[0,3]

die sofort aus (4.7) folgt. Der Spektralsatz zusammen mit der Restriktionsei-
genschaft R(p — 2) liefert dann
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2 2 9—2kN 2
10,3 Mak (A2 < CR2 4V 1, 3 (A) I

[53+1] |5+1]
< CR27HN N (A FI2 < CR27N YT (14 5)% @) 12,
j=0 j=0

Durch das Integralvergleichskriterium kann die Summe durch

13+1) 243 (4X)26(p)+1
N28(p) < 20)gp <« X2 ]
jz::()(lJrj) _O/t dt < BT (4.11)

abgeschitzt werden, da stets S(p) > —% gilt und A > 1 vorausgesetzt ist. Also
erhalten wir

10,3 Mask(A)F |12 < Cly2 FNNP®H | 7 (4.12)

so dak (4.10) und (4.12) zusammen insbesondere

IMAk(A) S|, < C'27RNP @7k N3 5],

ergeben. Mit den Definitionen 8(p) = %(% — %) — 3 und d(p) = ma.x{n(% —3) -

%, 0} erhalten wir daraus die Behauptung. O

Véllig analog zeigen wir nun eine entsprechende Aussage fiir My r(A), die wie
schon im Falle der punktweisen Abschéitzungen der Multiplikatoren formal aus
der Setzung 2¥ = X\ in der Behauptung des vorangegangenen Lemmas folgt.

Lemma 4.21. Sei A wie in Lemma 4.20. Dann existiert ein C' > 0 so, daf fiir
alle A >1

n

1My g(A)fll, < CA @ O@N"ZG2) ) e 12N L2,

Beweis. Definiere diesmal fiir [ € Z das Intervall

Ii=+0LA+1+1]
der Linge Eins. Wie im Beweis von Lemma 4.20 ergibt sich fiir ¢ € I;, da®

|t —A| > |I| falls I > 0 und |t — A| > |l + 1] fiir { < O gilt, und damit folgt aus
(4.8)

127, Myl < OnA°(L+ 1) Y.
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Wir erhalten also

1M r(A)Vfll; < D 1105 Ma k|21 (A)f
leZ

S CRANTE A+ 1)V, (A) £,
leZ

und mit Hilfe der Restriktionseigenschaft R(p — 2) folgt weiter:

1L7,(A)£1I5 < CA+ A+ )PP f|15

(1L+ID?®  falls B(p) > 0

28(p) || £1|2
< C(l + >\) ||f||p {(2 + |l|)2|ﬁ(p)| falls ,B(p) <0.

Damit ergibt sich also durch Summation {iber I:

1My R(A)fI5 < CA2O=PED| £)12,
Die Behauptung folgt dann aus den Definitionen von S(p) und §(p). O

Als niichstes folgt ein Uberdeckungsargument, welches der Theorie der Riume
vom homogenen Typ im Sinne von Coifman und Weiss entlehnt ist.

Lemma 4.22. Sei (Q;)ien eine Uberdeckung des R"™ mit Quadern der Seiten-
lange a > 0 so, daf

> 1Qu N Q| =0.

l1,la€N

Fir jedes | € N bezeichne Q) den Quader, der denselben Mittelpunkt aber die
doppelte Seitenlinge wie Q; besitzt.
Dann existiert eine Konstante C > 0, die nicht von a, sondern ausschliefs-

lich von der Raumdimension abhdngt, mit der Figenschaft, daf fiir alle Folgen
(fi)iew in ZLP(R™), welche die Bedingung supp f; C Q) erfillen, gilt:

IS4l <e? (S ialk)*-

lEN leN

Beweis. Die Quader @] besitzen die sogenannte endliche Uberdeckungseigen-
schaft, das heifit es existiert ein festes C' € IN so, dak jedes x € R™ in hdchstens
C der Quader @ liegt. Aufgrund der Holderschen Ungleichung erhalten wir
somit
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IS 41 = [1X f@lde = [13 g @)i(0) s

leEN R~ [EIN R™ lEN
p
> P
< [(Z1g@)” (T ln@r)ds <c? Sl
hn _ lEN IEN IEN

—
P
<cv

O

Wir benutzen nun die Lemmata 4.20 und 4.21, um mit Hilfe gewisser punkt-
weiser Abschitzungen der Integralkerne von M) ;(A) und M) g(A) auf die ge-
wiinschte LP—Beschrénktheit dieser Operatoren zu schliefen.

Satz 4.23. Sei A ein positiver selbstadjungierter Operator auf L?(R™), welcher
die Restriktionseigenschaft R(p — 2) fir ein 1 < p < 2 besitze. Auferdem
sei vorausgesetzt, daf8 die M) y(A) und My r(A) Integralkerne Ky bzw. Ky g
besitzen, fir die gilt:

Es ezistiert D > 0 so, daff es zu jedem N € N ein Cn > 0 gibt, daf$ fiir alle
k>2und A >1

|Kak(@,y)] < On2 M@ )N5 |z —y| 2 |z —y|>D2FA2  (4.13)
|y r(z,y)| < CnA 0|z —y| 2N |z —y| > DAs.  (4.14)

Dann existiert C > 0 so, daf fiir alle A > 1 und k > 2

1My (A)]],,, < C27+C-0®) 1M, r(A)l,, <C

p— p—p —

gilt.

Beweis. Bezeichne mit T) ;1 den Integraloperator, welcher durch den Kern
Ky := K)"kll{\;c—ngQk/\‘%} gegeben ist, und setze Ky y 9 := Ky — Ky j,1-

Zunichst folgt aus (4.13) die Existenz eines B > 0 so, daf fiir alle y € R™ gilt:

[1Kssaeplds= [ Koutey)lds < B2H.
R {lo—y>D2k)" 7}
Da dies auch wahr bleibt, wenn man z und y vertauscht, folgt mit der Youngs-

chen Ungleichung, siehe C. Sogge [43], Theorem 0.3.1, fiir den durch den Kern
K k2 gegebenen Integraloperator T) j o:

1Ty p2ll,,, < B27%. (4.15)
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Sei (Q))iew eine Uberdeckung von R™ wie in Lemma 4.22 mit Quadern der
~ P
Seitenldnge 2D2%\" 2 und setze C := C¥. Dann gilt:

1Tkt (DI = 1Ta 1 (- FL)IE = 11D Tagea (fLq,)p

leN leN
<O I Taka(flg)lE=C>" 1Tk (FLQ) Tgyll?
leEN lelN
<O (M) (FLe)igll, + ITaka(FLa),)

lEN

Fiir den ersten Summanden erhélt man nun wegen p < 2 und mit Lemma 4.20
die Existenz eines C' > 0 so, dafs fiir alle A > 1,k >2und [ € N

1M1 (A)(Fl@)Lgill, < [Mqfll 2 [1Mar(A)(Fl@))ll; < C27FO=0ED | f1g, |

Bedenke dabei ||11Q,|| 2 (4D2k)\—7) —_%
Zusammen mit (4. 15) folgt

[Ty (FI7 < C(C2HE0W) 4 By k) S| p1, |2
leEN

< C(C+ B2 KO- 0®r pp,

da é(p) > 0. Nochmaliges Ausnutzen von (4.15) und My x(A) = Th k1 + Tk a2
liefert die Behauptung fiir M) 1 (A).

Der Beweis der Abschitzung fiir M) p(A) verlduft vollig analog, deshalb wird
auf ihn verzichtet. O

4.3 Rieszmittel von Lg

Dieser Abschnitt ist dem Beweis zweier Sétze gewidmet, in denen die Abschét-
zungen (4.13) iber die Grokenordnung der Integralkerne von M) y(Lg) bzw.
M) r(Ls) in ,gewisser Entfernung“ von der Diagonale gezeigt werden. Nehmen
wir diese einmal als bereits bewiesen an, so kann nun endlich der Beweis des
Hauptsatzes 4.5 gefiihrt werden:

Beweis von Satz 4.5. Wir konnen wiederum nach Korollar 1.26 0.B.d.A. an-
nehmen, daf S von der Normalform aus 1.8 ist. Definiere M} o, M) ; und M) g
wie in Definition 4.7. Wahle dabei € > 0 so klein, daf die Voraussetzungen des
Satzes 4.24 erfiillt sind. Nach Lemma 4.17 existieren C' > 0 und Ag > 1 so, daf
fiir alle A > Ao die Abschétzung || My o(Ls)||,_,, < C sgilt.

Nach Satz 4.24 und Korollar 4.28, sowie dem Restriktionssatz 3.5 sind nun die
Voraussetzungen von Satz 4.23 erfiillt. Damit erhdlt man die Existenz eines
C' > 0o, dak fiir alle k > 2und A > g



Rieszmittel von Lg 103

| Mk (Ls)ll,, < C'2-k(0-4(P)) ynd 1 Mx,r(Ls)l,_,, < C” gilt. Wegen

M = My + > My + My r
{kEN55[28A~1<c}

folgt also die gleichméfige Beschranktheit der Rieszmittel. O

4.3.1 Abschitzungen der Integralkerne

Als erstes wenden wir uns den Kernen der M) ;(Lg) zu. Diese werden durch
oszillierende Integrale ausgedriickt, und die gewiinschte Abschitzung folgt dann
aus Lemma A.6 im Anhang. Der Beweis zeigt ferner, wie man ¢ in der Definition
4.7 der Multiplikatoren M) ; in Abhéngigkeit von der Matrix S zu wiahlen hat.
Es stellt sich im wesentlichen als das Inverse des grofiten Eigenwertes von S
heraus.

Satz 4.24. Sei S € sp(n,R)". Bezeichne mit Ky den getwisteten Faltungs-
kern des Operators My i (Ls). Ist € in der Definition 4.7 hinreichend klein, exi-
stiert ein D > 0 so, daf es zu jedem N € N ein Cny > 0 derart gibt, daf fiir
alle \ >0, k > 2 und z € R*™ mit |z| > D2kA "2 gilt:

K k(2)] < Cn27R0 (2 kX)) 72V

Beweis. Sei ¢ in der Definition der M) ; so klein, daf nach Lemma 3.29 die
Formel

1 —
Ky i(p) = 7 /M)\,k(t)’Yt,S(‘P)dt p € S (R™)
R
gilt. Da nach (4.3) und der Definition von M} ; auferdem

Myj(t) = AOT(6 + 1) 5 OFD e 37071 fig)5(2F M)

gilt, also J\//_f,;C auf einer Nullumgebung identisch verschwindet, folgt aus der
Formel (2.35) mit dem Satz von Fubini, da K) j punktweise durch

AT +1) [ - 1
Kak(2) = # / A()G(2 Fxt)el s OT1sent 17071 emidyy, o () dt
R

gegeben ist. Durch Einsetzen der Formel (2.35) fiir ;s und eine Variablentrans-
formation, ergibt sich daraus

RL(0+1)(4m)™™

Kyr(z) =27%(275)) 5
™

/a)\k(t)ei2_k)‘|z2‘p)\,k,z(t)dt,
R
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mit den Bezeichnungen

2\ nf(E)G(E) [f 0" ' TS sent
a)k(t) = (7) : T
| det(smh(Qk)\*ltS)) |2
22k 2k 2
= h
eakalt) = gt t (\z| cot (Ats) |z|)

Um dieses oszillierende Integral geeignet abzuschétzen, stellt man fest, daf die
Amplitudenfunktion ay x, ebenso wie alle ihre Ableitungen, aufgrund der Be-
dingung 2¥A~! < 2¢ unabhingig von den Parametern A und k beschrinkt ist.
Fiir die Phasenfunktion gilt auflerdem

22k 22k

, B 2 iz oo 1 2 Nz
|k, (8)] = ‘j\ Pl 4/\2w(|z|’ssinh2 (55) IZI) ‘ '

Um eine geeignete Abschitzung dieses Ausdrucks nach unten zu erhalten, stellt
man fest, dafs die Identitét

S%(tS) = 172871 (tS)

sinh

gilt, wobei f die durch f(s) := smh2 gegebene Funktion ist. Wegen f(0-S) = Id
und da nach Bemerkung 1.6 auch JS~ 1 < 0 gilt, existiert ein C' > 0 so, da fiir

alle |z| = 1:
|w(z, S71F(0- 8)2)| = [(z, JS™'2)| > C.

Wiéhle nun e zusitzlich klein genug, daf fiir alle s € R mit |s| < e und |z| =1
immer noch die Bedingung

|w(z, Silf(sS)z)‘ >C

erfiillt ist. Dann erhalten wir fiir alle ¢ € suppay, wegen 28271t € supp# C
[—¢, €] und fiir alle |z| = 1:

il (2,8 sinh~2 2ktS )| = i\ (2,87 f(2°A71t8)2)| > > <

4—)\2‘w z, S sin ~t5)# | = 21w z TR
da aust € supp ay  insbesondere auch [t| < 2 folgt. Falls nun |z| > %22’“/\*1
und damit )\| |2 < 3%, erhalten wir

O3,z (B)] > — > 0.
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Fiir die héheren Ableitungen von ¢y , gilt ferner

so(f,)k,z(t) — (%) e (i, S coth® (?tS) i) _

2] 2|

Diese sind gleichméafig in allen Parametern beschrénkt, da der Ausdruck %
beschriinkt ist und fiir ¢ € suppay  auch 2 > [t| > 3 gilt.
Nach Lemma A.6 im Anhang existiert somit zu jedem N € IN ein Cy > 0 derart,

da fiir 2] > 4/322¥A~7 die Abschiitzung

\ / ayp(t)e® Nl enn:O gt < Oy 27k A) N 272V
R

gilt, woraus die Behauptung folgt. O

Die Abschidtzung fiir den Kern des Operators My r(Lg) ist ein wenig aufwen-
diger und von recht technischer Natur. Dazu werden nun auch die globalen
Formeln (2.37) fiir die Kerne ;s von e"Ls benutzt.

Voraussetzung 4.25. Fiir den restlichen Verlauf des Kapitels sei S € sp(n,R)*

von der Form
0 -D
5=(b o)

aus Lemma 1.8 mit einer positiv definiten Diagonalmatrix D = diag(u1,- - -, tn)-
Setze p := min(py, ..., ln)-

Lemma 4.26. Seien a € L'(R) und 7 C {1,...,n} so, daf} die Funktionen
cos 1(4+) fir j € v und sin™' (%) fir j ¢ T auf suppa beschrinkt sind. Dann
gelten:

(i) Die in 2.45 definierte partielle symplektische Fouriertransformation des
getwisteten Faltungskerns K von a(Lg) beziiglich T ist eine Funktion und
punktweise durch die Gleichung

() = / Aty L s (2)dt (4.16)
R

gegeben.

(i) Sei zusdtzlich a € C*®(R) dergestalt, daf fir jedes | € Ny die Bedingung
a) e L'(R) erfiillt ist. Bezeichnet dann Ky den getwisteten Faltungskern
von a(Ls — X), so existiert zu jedem N € N und k > 0 ein Cn , mit der
Eigenschaft, daf fir alle A > 0 die Abschdtzung
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8(1+ k)

Ar
[KA(2)] < Cnu(1+ 2N 2> > .

A (4.17)
gilt.

Ar . .
Beweis. Aufgrund der Voraussetzung iiber a ist y_; g fiir ¢ € supp a punktweise
durch Gleichung (2.37) gegeben. Definieren wir

A,
so gilt offenbar h € .#'(R?") N C*®°(R?*"). Wir zeigen, daf h der getwistete Fal-
tungskern des Operators @(Lg) ist. Seien dazu ¢, € . (R?"). Definiert man

VT . . . . . . .. . .
@'" als die Spiegelung von ¢ in den Variablen (z(;))jer, so erhilt man mit ei-
nem Analogon von (2.15) fiir partielle symplektische Fouriertransformationen,
Formel (1.28) und Lemma 3.28, sowie der Tatsache, daf h invariant unter Spie-
gelungen ist, da dies fiir die ;g gilt:

o) (% x+1s) F)dt = / a(t) (o X Y1.5) (P)dt

R

Z
[ attxe o, ) ait = @(Ls ), )z
R

Dies zeigt (i).
Um Teil (ii) zu zeigen, definiert man zunéchst

p1(t) == |2 P | (Z|Z(] cot( ) Z|Z(]| tan( )) (4.18)

|z j¢T jET

A,
und stellt fest, daff aus (i) und der expliziten Gestalt (2.37b) fiir die y_¢ s

Ny .
K(2) = / a(t)el e gy

R

folgt. Um das Verhalten (4.17) zu beweisen, betrachten wir wie iiblich die Ab-
leitung der Phasenfunktion ;. Diese besitzt die Gestalt
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pi(t) = —5 — L (Z,u]lz |? sin~ (%t)-I—Zuj|z(j)|200s*2(%t)).

‘z| j¢T jJET

Da nun aber |z|* > SHT")\ gilt, erhdlt man zusammen mit

. 7 7
> sl Pin (1) + M Peos 2 (2) > o

j¢r JET

daf die Phasenfunktion ¢; keine kritischen Punkte auf suppa besitzt:

1 UK
r > Bl - — .
1) = 8( 1+,«u) TR

Die hoheren Ableitungen von ¢ sind auflerdem auf suppa gleichmifig in z
beschrénkt. Also gilt nach Lemma A.6 die Behauptung (4.17). O

Satz 4.27. Seia € C*(R) so, daff sowohl a selbst als auch alle Ableitungen von
a absolut integrierbar sind. Bezeichne dann mit K den getwisteten Faltungskern
des Operators a(Lgs — A).

Dann existiert zu jedem N € N und & > 0 ein Cn, > 0 derart, daf fiir alle
A >0 und |z > 1+'§))\ gilt:

[KA(2)] < Onw(1+12) 7. (4.19)

Beweis. Definiere zundchst die Mengen A := {t € R| Vj: ‘tan %Lt)‘ > 7=
sowie A := {t € R| Vj: |[tan(5¢)| > &}, und wihle zu 1 < n
periodisches f; € C*°(R) so, dai& 0<f; <1, f;(t) =1 falls |tan 51)
£i(t) =0 falls [tan(4t)| < 35 gelten. Dann besrczt

= .
V|/\

x:=][fieCc™®)

j=1
die Eigenschaften
(i) 0<x <1,
(i) xla=1,
(iii) suppx C A und

(iv) alle Ableitungen von x sind beschrénkt.
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Der letzte Punkt folgt daraus, daf x das Produkt von endlich vielen periodischen
Funktionen ist. Bezeichne ferner mit K ; den getwisteten Faltungskern des
Operators ax(Ls — A). Aus Lemma 4.26, angewendet auf 7 = () folgt nun, daf

8(1+ k)
7

Um ein entsprechendes Ergebnis auch fiir den Kern von [a(1 — x)]*(Ls — ) zu
zeigen, werden wir den Multiplikator weiter zerlegen: Definiere dazu fiir jedes
nichtleere 7 C {1,...,n}

1Kx1(2)| < Oyl |22 >

A (4.20)

B, = ((N{¢: |tan(50)] < }) (ﬂ{t |tan( M”D%)

jeT
= (]g{t ‘tan(% ) (Q{t |tan( th )| > 312 >

Dann ist {B;}, eine Uberdeckung von R\ A durch offene Mengen. AuRerdem
gilt die Inklusion B, C B,. Bekanntermafen existiert dann eine Familie {Xr}+
in C§°(R) so, dak

supp X» C B- Z)azl auf R\ A
JET
gelten. Durch &hnliche Argumente wie bei dem oben definierten x kénnen wir
auch hier garantieren, daf alle Ableitungen der Funktionen ¥, beschrinkt sind.

Setze xr := (1 — x)X-. Dann gilt aufgrund von supp(1 — x) € R\ A offenbar
>, Xr = (1 — x). Wir erhalten also die Zerlegung

a(l —x)(Ls) = > @i (Ls)-

T£0
Im folgenden werden nun die getwisteten Faltungskerne jedes einzelnen Sum-
manden auf der rechten Seite abgeschétzt. Fixiere also ein () # 7 C {1,...,n}

und setze k := |7|. Definiere

2y e (SR a0
[T cos(&:t) T sin(4t)

jET j¢T

Fiir die partielle symplektische Fouriertransformation des getwisteten Faltungs-
kern K o von ax;(Ls) gilt mit der Definition der B, nach (4.16) und der Formel
(2.37b):

K/\yg(z) =
R

Ar iM+1 3 cot(Ht) 2 2 - X tan(5E 1)z [?)
/ e e e dt, (4.21)



Rieszmittel von Lg 109

wobei fiir z = (¢,p) € R" x R" wiederum die Konvention z(;) := (g;,p;j) ver-
wendet wird.

Um nun K)o wie gewiinscht abzuschétzen, bemerken wir zunéchst unter Be-
nutzung der Tatsache, daf die partielle symplektische Fouriertransformation
selbstinvers ist:

A, ;
Ky o(u,v) = (4m)7* / K)\’Q(H,'u)e_i“’(“’a)dﬁ, u e R*, v e R2F) (4.22)
R2k

wobei das Einsetzen in die Funktionen so zu verstehen ist, daf man die Kompo-
nenten richtig ,einsortiert”. Wir benétigen nun noch eine ,,Abschneidefunktion®,
also ein h € C§°(R?*), welches die Eigenschaften

(i) 0<h <1,
(ii) supph C B2(0) und

iii) h =1

(i) hj o
besitzt. Das Integral aus (4.22) wird dann in einen beziiglich ¢ lokalen und einen
globalen Teil zerlegt, wir definieren also

A ;
L(u,v) := /h(%)K,\,g(O,v)e_f‘“(“’e)dO
]Rzk
A

B(w,)i= [ (1= () Kra(@.0)e i 0as,

|ul
R2k

so daf sich Ky o = (47) *(I} + 1) ergibt.
Als erstes wird nun I, abgeschitzt. Da |ul?> + |v|> > SH'T'“)\, erhalten wir fiir

6 € supp(1 — h) aufgrund der Definition von &, daf |8] > |ul, also |v|* + 6] >
8“’7’“)\. Durch Ausnutzen von (4.17) ergibt sich somit

ITa(u,v)| < Oy / (L+ |ol? + |60?) Vao
161> u]

<COn(+[)"7 [ (1+6%) >db
161> |u]

< O (U [of*) 72 (14 uf?)™ 2,
falls N geniigend grof ist. Damit verbleibt die Aufgabe, ein entsprechendes
Ergebnis fiir I; zu zeigen.
Setze dazu k' := 1+ 2. Als erstes soll nun der Fall [v]2 > &' |u® betrachtet
werden soll. Eine elementare Rechnung zeigt, daf aufgrund der Voraussetzung
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u2 4 Jv|? > 8025 ) die Bedingung |v]? > W)\ erfiillt ist. Dann konnen wir

L wiederum mit (4.17) durch

I3 (u,v)| < Cns / (1 -+ of? +|62) Vo

R2k

< (1+[o])% Cng /(1 +16]°)7Fd0 < Cly (14 [v]*)”
R2k

~ S
-~

CNI,N

(1+ |uf*)"7,

abschiitzen, wobei im letzten Schritt die Voraussetzung |v|> > &' |u|* ausgenutzt
wird.
Im Fall |v]? < &' |u|® zeigt man als erstes

] )
‘/ h(m>e—zlwz(0)d9‘ <COnv(l+ )™, NeN (4.23)
R2k

wobei die Phasenfunktion @9 diesmal durch die Definition

_ w(u,0) 1 2 M
wa(0) := 214l + m ]ze; |9(j)| tan(Et)

gegeben ist. Da nun fiir ¢ € suppa und j € 7 die Bedingung |tan(%it)| < 1 gilt,
erhalten wir unter Ausnutzung von |0| < 2 |u|, daf die Phasenfunktion @9 keine
kritischen Punkte besitzt:

1
|V (0)| > 1

Die hoheren Ableitungen von o sind wiederum gleichméfig in ¢ und u be-
schriankt, da wir |u| > 1 annehmen koénnen. Aus Lemma A.6 folgt somit (4.23).
Um daraus die gewiinsche Abschétzung von I; zu erhalten, integrieren wir dies
nun iber ¢:

[T (u, )| = ‘/ i g, cot (D)o ) / —iIUIw(b’)dgdt‘

() _
/|a \‘/ 7 ¢iltlo2(0) de‘dtg (1+|u|)NC’N/|a(t)|dt
R

R2k
< O+ [ul)”

wobei im letzten Schritt von der Ungleichung |v|* < &' |u|? Gebrauch gemacht
wird.
Damit ist die Behauptung endgiiltig bewiesen. O
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Die gewiinschte Abschétzung des getwisteten Faltungskerns von My r(Lg) er-
gibt sich nun aus gerade bewiesenem Satz als Korollar:

Korollar 4.28. Bezeichne Ky r den getwisteten Faltungskern von My r(Lg).
Dann gibt es zu N € N und & > 0 ein Cny, > 0 so, daff fiir X > 0 und

2 8(1+k)
|27 > =5=5A
[Kar(2)] < OnA |27

gilt.

Beweis. Definiere a(s) := (1 —7)(—s)|s| ° 'e 20+tDsems Dann erfiillt a die
Voraussetzungen von Satz 4.27. Aufgrund der Formel

My i(s) = XOT(6 + 1)e~Sa(—s)

erhalten wir also M) g(t) = %ﬁfﬂ)@- (t), und die Behauptung folgt zusam-
men mit ae** (Lg) =a(Lg — A) aus Satz 4.27. O






Anhang A

Oszillierende Integrale

A.1 Die Kettenregel fiir hOhere Ableitungen

Im folgenden bezeichnen X,Y, Z stets Banachrdume. Fiir j,k € IN bezeichne ]Ni
die Menge aller Multiindizes [ der Lange j, fiir deren Ordnung |I| = k gilt, also

N/ :={l € N : |I| = k}.

Weiterhin bezeichne S die Gruppe der Permutationen auf k& Elementen. Das
folgende Lemma liefert die Gestalt hoherer Ableitungen der Hintereinander-
ausfithrung zweier Abbildungen. Der Beweis ist eine einfache, allerdings recht
technische Induktion.

Lemma A.1 (Die Kettenregel). Seien U C X, V CY offen, f € C¥(U,Y)
und g € C¥(V,Z), u € Dom(g o f). Dann besitzt D*(go f)(u) die Form

D¥(go f)(u )(mla"'aa"k)

k

Z Z > [Dig(f(w)) o (D" f(u), ..., DY Fu)[(Tr(rys - - - Trr)-

=17 leNy

' TESE
(1.1)

Im Spezialfall Y = R und ¢(y) = % ergibt sich damit die folgende Formel fiir

die hoheren Ableitungen von %:

Beispiel A.2. Sei der Einfachheit halber U C R offen, und besitze f € C*(U)
in U keine Nullstelle. Dann gilt nach (1.1) wegen |Sk| = k! und ( )(J) =
(1) 51y~ G+
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Wir wenden uns nun einer weiteren speziellen Situation zu, die beim Beweis
von Sétzen iiber das Verhalten oszillierender Integrale von Nutzen ist. Bezeichne
g: R™\ {0} — R" die durch

definierte Abbildung. Dann erhalten wir als Korollar aus Lemma A.1:

Korollar A.3. Besitze f € C*(U,R") auf U keine Nullstellen. Dann gilt fiir
ueU:

EAGRTIE kZV 3 DS 1Y f

lelNy,
mit von f unabhdngigen Konstanten Cy.

Beweis. Da es sich bei g um eine homogene Funktion vom Grade —1 handelt,
ist D7g homogen vom Grade —1 — j. Es gilt also

Dig(s ) = Dig(10)] i) = el Dlg ().

und damit ||Dig(f(u))|| < sup ||[DIg(h)| |f(u)| ' ~?. Wendet man nun Lemma
h|=1

Ej
A1 auf go f an, so ergibt sich daraus durch triviales Abschitzen der Fakultéten
im Nenner und mit |[Sk| = k!

D177l < 'Z +1211||D“w

lE]NJ m=1

also die Behauptung. O

Es folgen nun noch zwei weitere Lemmata, die wir zum Beweis der Aussagen
iiber oszillierende Integrale im n#chsten Abschnitt bendtigen

Lemma A.4. Seien U C R" offen und g € C*°(U,R"™). Definiere den Operator
Ly durch

Lyf(x) =div(gf)(z), [feC®(). (1.2)
Dann gilt k € IN die Abschitzung

LEf@) < Cen ). |ID"Hf(2) ||H||leg (1.3)

{leNETL: 1=k}

mat universellen, d.h. von f und g unabhdngigen Konstanten Cy 1 > 0.
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Beweis. Per vollstindiger Induktion: Fiir [ € Ny gilt aufgrund der Definition
(1.2) von Ly und der Leibniz—Formel

DLy f ()]
l
<n Y (3) 107 9@l D 1@ + D@D @)l 1
j=0

und damit insbesondere die Behauptung im Falle k£ = 1. Sei die Aussage also nun
fiir ein k € IN bewiesen. Dann erhalten wir mit der Induktionsvoraussetzung:

|Lg T ()] = |L§(LeH(W)] < Cry Y (H||Dl )| ID"+ Lo f ().

{lewb+t =k} =1
Wendet man (1.4) auf den Term || D%+1L, f(u)| an, so ergibt sich:

ID*+1 Lo f (u)|

lk+1

<03 (") il i Dms D s,

die Behauptung gilt also auch fiir & + 1. U

|ch:ﬁ2 von Interesse. In dieser Situa-

tion kann man die Ableitungen von g mit Hilfe von Korollar A.3 in Termen von
o ausdriicken und erhalt:

Insbesondere ist fiir uns der Spezialfall g =

Lemma A.5. Seien a € C*¥(U), ¢ € C*1(U) dergestalt, daf Dy keine Null-

stellen in U besitzt. Setzt man @ := ‘7%, so ergibt sich

| Lal <CkzZ||Dp IIZHD T > HIID“”+1 w)l[- (1.5)

p=0 lewi_ m=1
-p

Beweis. Aus Lemma A .4 folgt zunéchst

k k
La(u)|< Cra ) IIDPa)| > [] ID"™®(w)

p=0 {leNg||i|=k—p} m=1

Die Ausdriicke || D' ®(u)]|| lassen sich nun nach Korollar A.3 durch



116 Osrzillierende Integrale

l

ud 1 m m
D@l < i Y- Jomr 3 IDT g DT gtu)]

Im=

gmEN™

abschitzen. Fiir jede Wahl der Indizes gilt aber stets: j :=j1 + -+ 4+ jm < |I| =
k — p. Die Anzahl der Faktoren im Z&hler betrigt ebenfalls j; + -+ + jx = 7.
Da auferdem anzl |¢g™| = |l| = k — p, erhdlt man die Behauptung. O

A.2 Das Prinzip der stationidren Phase

Die hier zusammengestellten Ergebnisse iiber oszillierende Integrale finden sich
im Prinzip auch in den Biichern von C. Sogge [43] und E. Stein [45]. Die bei
den Abschéitzungen entstehenden Konstanten sollen an dieser Stelle aber etwas
genauer auf ihre Abhéngigkeit von Amplitude und Phasenfunktion untersucht
werden. Dies ist oftmals bei Situationen in denen die Amplitude oder auch die
Phasenfunktion von Parametern abhdngen dufierst niitzlich.

Es sollen im folgenden zwei Aussagen iiber sogenannte oszillierende Integrale
erldutert werden, die beim Beweis der Restriktionssétze in Kapitel 3 eine Rolle
spielen. Dabei handelt es sich um Integrale der Form

/ a(z)e? @ dg, (1.6)

U

mit iiblicherweise glatten Funktionen a € C§°(U) und ¢ € C*°(U,R). Man
interessiert sich fiir das Verhalten dieses Integrals, falls |A\| — oo. Ein erstes Er-
gebnis ist, daR sich (1.6) mindestens wie O(|A| ™) fiir jedes N € IN verhilt, falls
die Ableitung von ¢ auf dem Triger von a keine Nullstellen besitzt. Vergleiche
dazu auch Lemma 0.4.7 im Buch von C. Sogge [43].

Der Beweis beruht im wesentlichen auf genligend héufiger partieller Integration.
Dazu machen wir folgende Uberlegung: Fiir den Exponentialterm gilt

ei/\cp(x) _ <V€i)‘(p(w),V(p(:1:)> _ lT ez’)«p o
Ave@p e

mit dem Operator Tf(z) = W. Der zu T transponierte Operator
besitzt nun die Gestalt

n

Tf(2) = —;aj(‘gfﬁ )= (5 1) ) = T,

wobei & = |VV(Z’|2 und Lg wie in 1.2 definiert ist. Da supp a kompakt ist, ergibt

sich durch partielle Integration
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| / a(e)e | = [V | / ()T (¢29) (@)da]

K (1.7)

K
<Y / (Le)Va(x)| da.
K

Fiir den Ausdruck (Lg )" a liefert aber das Lemma A.5 eine fiir unsere Ergebnisse
ausreichende Abschitzung.

Das erste Resultat ist eine Aussage iiber das Verhalten oszillierender Integrale
deren Phasenfunktion keine kritischen Punkte besitzt.

Lemma A.6. Seien U C R" offen und a € C§°(U). Setze K := suppa. Sei
ferner B eine Teilmenge von C*°(K,R) mit der Eigenschaft, dafi {D?¢},ep in
C*®(K,R) beschrinkt ist und auferdem ein D > 0 so existiert, daf§ fir ¢ € B
gilt:

Vo) > D, zekK.

Dann ezistiert zu jedem N € IN eine nur von B und D abhdngige Konstante
Cn > 0 so, daf fiir alle o € B und A € R gilt:

‘/a(w)e”“p(z)dw < O IK] lall g ey (1 + [A) ™Y (1.8)
K

Beweis. Fiir |A\| < 1ist dies trivial. Es gelte also |A| > 1. Die Behauptung folgt
nun unmittelbar aus der diesem Lemma vorangegangenen Diskussion, also For-
mel (1.7), und natiirlich aus Lemma A.5 unter Beriicksichtigung der Tatsache,
daf in (1.5) im Zahler nur zweite und héhere Ableitungen von ¢ auftauchen. [

Als néchstes wenden wir uns dem Fall zu, in dem die Phasenfunktion ¢ so-
genannte kritische Punkte besitzt. Dabei heifit z( ein kritischer Punkt von ¢,
falls die erste Ableitung von ¢ in x( verschwindet, also Dp(zg) = 0 gilt. Der
Punkt z( heifst ein nicht—ausgearteter kritischer Punkt von ¢, falls zusétzlich
D?p(zg) € L(R™,R™) ein Isomorphismus ist. Besitzt ¢ kritische Punkte in
suppa, so ist das Verhalten des Integrals (1.6) fiir |[A\| — oo im allgemeinen
sehr viel schlechter als (1.8), siehe dazu auch E. Stein [45] Kapitel 8. Falls diese
allerdings nicht—ausgeartet sind, gilt immerhin noch

/ a(z)e??@dg| <A77, (1.9)
supp a

Man sagt auch, die Phase sei stationdr und nennt die dabei {ibliche Beweisme-
thode auch das Prinzip oder die Methode der ,stationdren Phase“. Wir werden
nun (1.9) zeigen. Dabei soll aukerdem untersucht werden, wie die in < ,ent-

haltenen Konstanten von ¢ und ¢ abhéngen. Als Vorbereitung dient folgendes
Lemma.
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Lemma A.7. Seien U C R" offen und K C U kompakt. Ferner seien M ein
kompakter metrischer Raum und {@y}yenm eine Familie in C*(U) so, daf fol-
gende Bedingungen erfillt sind:

(a) Die Abbildungen (z,y) — Doy (z) und (z,y) — D?p,(z) sind stetig auf
UxM.

(b) Es existiert ein D > 0 so, dafs fiir jedes (x,y) € K x M mit Dpy(z) =0
gilt: |I}f‘lin |D%py(z)h| > D.
=1

Dann existieren N € IN und 6,e > 0 so, daf fiir alle y € M gilt:

(i) Die Funktion @y besitzt hochstens N kritische Punkte in K, welche alle
nicht—ausgeartet sind.

(it) Ist g ein kritischer Punkt von @y, so gilt fir |x — zo| < 6:

D
1Dy ()] 2 5 |2 — ol -

(iii) Seiy € M. Bezeichne x1,...,zy, die kritischen Punkte von ¢y, so gilt fir

m
jedes x € Ky := K\ |J Bs(z;):
=1 2

Beweis. Aus Bedingung (b) folgt sofort, daf D%y, (z) injektiv, also ein Isomor-
phismus ist. Also sind sdmtliche auftretende kritischen Punkte nicht—ausgeartet.
Wiéhle § > 0 so, dal einerseits fiir alle z € K die Inklusion Bs(z) C U gilt
und auferdem fiir alle z € K, 2’ € U und y € L mit |z —2'| < § gilt:
ID%p,(z) — D2, (") < 2.

Sei dann y € M und zy € K ein kritischer Punkt von ¢,. Dann erhélt man fiir
|z — xo| < 6

1
1D = | / D?(wq + t(z — 20))(z — 20)dt]| > ||D%p(z0)(x — o)
0 ZD|;*$0|
1
- / (D%p(z0 + 1z — 7o) — D2p(0)) (& — o)t
0

~ J
~~

<2 |z—mz0|

> |$—£E0|,

e
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es gilt also (ii). Aukerdem vervollstandigt dies auch den Beweis von (i), da der
Abstand zweier kritischer Punkte von ¢, unabhéngig von y nach unten durch
0 beschrénkt ist.

Da M kompakt ist, konnen wir uns beim Beweis von (iii) darauf beschrénken,
zu y € M eine Umgebung von y so zu finden, daf (iii) gilt.

Sei also y € M fest. Bezeichne mit x1,...,z,, die kritischen Punkte von ¢, in
~ m
K. Es existiert ein Cy > 0 so, daf fir z € K := K\ |J Bs(z;):
j=1 14
1Dy ()|l = Cy.

Aufgrund der Stetigkeit von D¢ existiert dann eine Umgebung U, von y derart,
daf fiir y' € Uy und = € K gilt: || Dy (z)|| > % Damit ist insbesondere auch

~ m ~
Ky CK =K\ 'U1 B% (z;), da die kritischen Punkte von ¢, alle in K enthalten
‘7:
sind. Damit gilt also (iii), was den Beweis vervollstandigt. O

Lemma A.8. Seien U C R™, V C R! offen, K C U kompakt und ¢: UxV — C
eine Funktion, die folgende Eigenschaften erfillt:

(a) Fiir festes y €V sei @(-,y) eine C2~Funktion.

(b) Die Abbildungen (z,y) — Do(-,y)(z) und (z,y) — D?*¢(-,y)(z) seien
stetig auf U x V.

Ist dann yo € V derart, dafy o(-,yo) hochstens nicht—ausgeartete kritische Punkte
in K besitzt, so existiert eine kompakte Umgebung M von yg in V so, daf§ die
Familie {¢(-,y)}yem die Voraussetzungen von Lemma A.7 erfiillt.

Beweis. Bezeichne mit z1,...,z,, die kritischen Punkte von ¢(-,49). Es exi-
stiert also ein D > 0 so, daf fiir alle 1 < j < m gilt: |1g1|i1} 1D2¢(-, y0)(z;)h|| > D.

Aufgrund von Voraussetzung (b) existieren also Umgebungen V' von yo und U’
von {z1,..., Ty} so, dak fir (z,y) € U' x V' gilt:

min || D*¢(-, y)()h|| >

g. (1.10)

Da K \ U’ kompakt ist, muf ferner 112(1{1[] |1 De(-,y0)(z)|| > 0 gelten. Wir kdn-
zE€ !

nen also wegen der Stetigkeit von (z,y) — De(-,y)(z) die Umgebung V' so
verkleinern, dafs zusétzlich

min Dy(- z)|| >0 1.11

i De( @) (1.11)

gilt. Wihlt man V' auferdem kompakt, so ist die Behauptung bewiesen. Ist
némlich z € K ein kritischer Punkt von ¢(-,y) mit einem y € V', so muf wegen
(1.11) schon z € U’ gelten. Also ist aufgrund von (1.10) die Bedingung (b) aus
Lemma A.7 erfiillt. O
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Damit sind wir nun in der Lage den Satz iiber das Verhalten oszillierender In-
tegrale mit stationédrer Phase in einer Version zu zeigen, die besonders niitzlich
fiir die Anwendung auf die Beweise der Restriktionssétze in Kapitel 3 ist. Ins-
besondere zeigt sich, dak bei von A abhéngigen Amplitudenfunktionen ay, wie
sie in Satz 3.34 auftreten, zugelassen werden kann, daft die Ableitungen von ay
in A\ ein gewisses Wachstum aufweisen. Wie bereits in Lemma A.6 werden wir
die Aussage auch hier so formulieren, daf man eine gleichméafige Abschétzung
fiir ganze Familien von Phasenfunktionen erhilt, die natiirlich gewisse Voraus-
setzungen erfiillen miissen.

Satz A.9 (Stationire Phase). Seien a € C§°(U) und K C U kompakt mit
suppa C K. Sei M ein kompakter metrischer Raum und {¢y}yem eine Familie
in C®(U,R), welche die Voraussetzungen von Lemma A.7 erfillt und fir die
{D?py}yem in C°(K) beschrint ist. Dann existiert ein C > 0 mit der Eigen-
schaft, daf fiir alle y € M und A € R die Abschdtzung

n+1

‘/ a(w)ei’\‘py(w)dav‘ <c(Y -+ Dl ) (1 +A)~E (1.12)
o

=0
gilt.

Beweis. Wir konnen uns abermals auf den Fall |A\| > 1 beschrinken und
auferdem 0.B.d.A. XA > 0 voraussetzen, da man andererseits die Familie {¢y }yer
durch {—¢y}yer ersetzt.

Als erstes stellt man fest, daft aus Lemma A.7 folgt, dak ein § > 0 so existiert,
daf fiir y € M und einen kritischen Punkt zo € K von ¢, gilt:

D
[Dey(z)|| > 5 |z — xo|, falls [z — zo| <.

Insbesondere exitiert also ein mg € IN so, daf die Anzahl der kritischen Punkte
von ¢ € B nicht grofer als my ist. Sei nun ¥ € C§°(R"™) so, dak

() 0<T <1
(ii) supp ¥ C B1(0) und
(ili) ¥(z) =1 falls |z| < 3.

Setze fiir n € R: U, (u) := ¥(nu).
Bezeichnen 1, ...,y die kritischen Punkte von ¢, so gilt:

/a(m)e”“py @) dg = Z / a(m)\I/(L _(ij)eiwy(m)dm

K =1k
-I-/a(x)(l -

m
K j=1

1 (L —6%' )) Ay () gy
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Der letzte Summand laft sich mit Lemma A.6 wie gewlinscht abschéatzen und

zwar gleichméfig in y € M. Es gilt ndmlich fiir jedes x € K, welches die
m

Bedingung 1 — Y ¥(%5%) # 0 erfiillt, schon & € K, (siche Lemma A.7 (iii)),
i=1

also || Dy (2)]| > e.

Fiir die erste Summe bemerkt man, daf man nur einen einzigen Summanden

betrachten mufs da m unabhingig von y durch mg, die maximale Anzahl kri-

tischer Punkte, beschréinkt ist. Ersetzt man a durch a(z)¥(%52), so kann also

0.B.d.A. davon ausgegangen werden, dafs

(1) @ nur einen einzigen kritischen Punkt zy besitzt und

(ii) fiir alle z € K die Abschétzung

D
1Dey ()]l > 5 |2 = 2o (1.13)
gilt.

Wir benutzen jetzt wieder unsere ,universelle Abschneidefunktion® ¥ um die
linke Seite von (1.12) in zwei Summanden aufzuspalten, ndmlich

/a(m)ei)“p(z)dac = /a(w)\If()\%(x — 10)) @ dz +

K K
/a(a:) [1— U\ (@ — 20)] @z, (1.14)
K

~ S

I

Bezeichne ¢, das Volumen der Einheitskugel in R™. Dann 188t sich der ersten
Summand trivial abschétzen:

| [ a@ (i@ - ) da] < callall X2,
K

da supp \Il/\% C B,\*% (0).
Nun miissen wir noch den zweiten Summanden I von (1.14) geeignet abschét-
zen. Dies geschieht wiederum mittels partieller Integration. Bezeichne dazu Lg

wiederum den Operator aus (1.2) mit @ := |VV;‘2. Dann gilt genau wie in (1.7)

mit N—facher partieller Integration

1< [|E¥ (e - v, )(a)|da.
K

Nach Lemma A.5 folgt nun aber insbesondere, da {D?@y,} e eine beschrinkte
Familie in C*°(K) ist:
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‘LN(a(l

A \—Z

._‘

_IDag@)|
1Dy @)V

Bezeichnet s, die Oberfliche der Sphire S"! in R”, und benutzt man die

Abschétzung (1.13), so ergibt sich fiir N > n + 1:

N
NN GIDa@)] [ e s

J=0

o0

1
lz—zo[2A" 2

e NZCHDJ N

N
=\ Cjl|DYa(x)|
j=0
N

A Z CiA 3| Da(a)|.

2N —n—3j

Wahlt man insbesondere N :=n + 1 minimal, so ergibt sich genau die Behaup-

tung.

O
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