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Einleitung

Mathematischer Hintergrund

Sind (X, .#,p) ein Mairaum und 7 ein selbstadjungierter Operator in
L?(X, pu) mit Spektraldarstellung T = [, AdE(\), so liegt fiir jede beschréinkte
Borel-meBbare Funktion f auf R mit f(T) = [, f(A) dE()) ein stetiger linearer
Endomorphismus auf L?(X, p) vor.

Eine derartige Abbildung f heifit LP-Multiplikator bzgl. T, wenn sich die Ein-
schriinkung von f(T) auf L?(X, ) N LP(X, i) zu einem stetigen Operator auf
LP(X, p) fortsetzen 1a8t.

Ist nun p # 2, so wird i. allg. nicht jede beschrinkte Borel-mefibare Funk-
tion f bereits ein LP-Multiplikator sein. Daher stellt sich die Frage, welchen
hinreichenden Bedingungen f dazu geniigen mufl. Von besonderem Interesse
sind dabei aus analytischer Sicht Bedingungen, die sich durch Glattheitseigen-
schaften und das Abklingverhalten von f ausdriicken lassen. So mochte man
z. B. von einem gegebenem Operator 7' wissen, ob er differenzierbaren LP-
Funktionalkalkiil besitzt, d. h. ob ein k € N derart existiert, daf alle f € C*(R)
schon LP-Multiplikatoren bzgl. 7" sind. Daf} dies nicht notwendigerweise der Fall
zu sein braucht, belegen Beispiele, in denen sich jeder stetige, im Unendlichen
verschwindende LP-Multiplikator zwangsldufig holomorph auf eine komplexe
Umgebung eines nicht isolierten Punktes )¢ des L2-Spektrums von T fort-
setzen 148t. Solche Operatoren 7" nennt man Operatoren vom holomorphen
LP-Typ.

Eine wichtige Beispielklasse, an der sich die Schwierigkeit und Komplexitit der
Fragestellung veranschaulichen 148t, besteht aus den Sub-Laplace-Operatoren
auf Lie-Gruppen. Auf diese soll nun ein wenig genauer eingegangen werden:
Sei also G eine zusammenhéingende Lie-Gruppe. Ihre Lie-Algebra g kann man
mit der Menge aller reellen, linksinvarianten Vektorfelder auf GG identifizie-
ren, d. h. mit der Menge aller Derivationen X der Algebra C*(G,R), die die
zusidtzliche Eigenschaft

X(f(g-) = (Xf)(g-) firallegeG, feC®G,R)

besitzen. Die Lie-Klammer ist dann durch den Kommutator [X, Y] = XY -YX
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gegeben. Das Symbol d” g soll ein rechtsinvariantes Haar-Maf auf G' bezeichnen.
Ist (-, - ) das Skalarprodukt des Hilbert-Raumes L*(G) := L*(G, d"g), so erhilt
man (X, 1) = —(p, X) fiir alle ¢, ¥ € D(G), i. e., X* = —X ist der zu X
formal adjungierte Operator.

Sei nun {7}, ..., X} ein System von Vektorfeldern, welches g als Lie-Algebra
erzeugt. Dann ist ein Sub-Laplace-Operator A auf Z(G) gegeben durch

A::—ZXJ-Q.

j=1

Die Bedingung, da§ { A}, ..., Xy} die Lie-Algebra g erzeugt, ist auf Lie-Gruppen
dquivalent zur sogenannten ,Hdirmander-Bedingung“ (die sich allgemeiner auf
Mannigfaltigkeiten formulieren 148t). Sie stellt die Hypoelliptizitit von A si-
cher (vgl. [H6r67]).

Des weiteren ist A positiv und wesentlich selbstadjungiert auf 2(G) C L*(G).
(Dies folgt aus [NeS59]; in dem dort angefiihrten Theorem 2.2 148t sich of-
fenkundig die Voraussetzung ,elliptisch“ durch ,hypoelliptisch“ ersetzen. Ein
Beweis, der die Hypoelliptizitdt nicht benétigt, wird in dieser Arbeit unter
Satz 3.2 angegeben.) Der Abschlufi von A sei wieder mit A bezeichnet.

Im klassischen euklidischen Fall, i. e., G = R* und A = —Z?Zl 82]. der
Laplace-Operator, erhdlt man aus den Sdtzen vom Marcinkiewicz-Mikhlin-
Hérmander-Typ hinreichende Bedingungen an beschriankte Borel-Funktionen,
die sicherstellen, dafl diese LP-Multiplikatoren sind.

Wihlt man z. B. eine nicht triviale Abbildung x € C®(R, [0, co[) mit Tréger
im Intervall [1,2] und definiert fiir o > 0

||f||sloc,a = SEIO) ||Xf(r)||H°‘(R) )

wobei H*(R) der Sobolev-Raum der Ordnung « ist (vgl. Def. 1.3), so lautet eine
Formulierung, die im wesentlichen auf Hérmander zuriickgeht (vgl. [H6r60],
Thm. 2.5):

Satz. Gilt ||f||siec,a < 00 fiir ein o > n/2, so ist f fir jedes p €]|1,00] ein
LP-Multiplikator bzgl. A.

Mo6chte man nun die allgemeine Situation auf zusammenhéngenden Lie-
Gruppen G studieren, so bietet es sich an, eine Fallunterscheidung vorzuneh-
men:

Ist d eine linksinvariante Riemann-Metrik auf G und bezeichnen B, die Kugel
um das Einselement 15 in G mit Radius 7 und |B,| ihr Volumen bzgl. des
rechtsinvarianten Haar-Mafles d"g, so gibt es zwei Moglichkeiten (vgl. [Gui73],
[Jen73]):



(i) G besitzt polynomiales Volumenwachstum, d.h., es existieren ein ¢ > 0
und ein C' > 1 mit

C 9 <|B,| <COr? fiiraller > 1.

(ii) G besitzt exponentielles Volumenwachstum, d.h. es gilt
Ce™ < |B,|
fiir geeignete k > 0, C' > 0 und alle r > 1.

Im ersten Fall sind Sédtze vom Marcinkiewicz-Mikhlin-Hérmander-Typ bewie-
sen worden (s. z. B. [Ale94], [Chr91], [Heb93b], [MaM90], [MiiS94]). Mit (G, d)
liegt ein Raum vom homogenen Typ im Sinne von Coifman und Weiss vor (s.
[CoWT1]), denn nach (i) besitzt G die sogenannte ,, Verdopplungseigenschaft“

Jy>0Vg e GVR > 0: 0< |Br(g)| < v|Br2(g)|-

Daher ist es moglich, die Calderon-Zygmund-Theorie der singulidren Integrale
einzusetzen, ein Hilfsmittel, das im Fall (ii) leider nicht mehr zur Verfiigung
steht.

Man kann i. allg. auch nicht erwarten, daf} fiir einen Sub-Laplace-Operator
auf einer Lie-Gruppe mit exponentiellem Volumenwachstum Sitze vom
Marcinkiewicz-Mikhlin-H6rmander-Typ gelten; ein erstes Gegenbeispiel wur-
de in der Arbeit [ChM96] geliefert. Dort wird ein semidirektes Produkt der
(2n + 1)-dimensionalen Heisenberg-Gruppe H, mit der reellen Achse unter-
sucht; die Wirkung 6 ist dabei gegeben durch 6(¢)(z,y,u) = (e'z,e 'y, u) fiir
allet, u € R, z, y € R". Fiir einen Sub-Laplace- bzw. Laplace-Operator auf
diesem semidirekten Produkt wird gezeigt, dal er vom holomorphen LP-Typ
fiir alle p # 2 ist. (Weiterfiihrende Arbeiten in diese Richtung sind [LuMO00]
und [HLMO1].)

Fiir einige Klassen von Sub-Laplace-Operatoren auf Lie-Gruppen exponenti-
ellen Volumenwachstums wurde aber auch differenzierbarer Funktionalkalkiil
nachgewiesen, so z. B. in den Arbeiten [Ast95], [CGHMO94|, [Heb93a], [Heb97],
[Heb98], [Mus97], [Mus98a] und [Mus98b].

Zusammenfassend 148t sich sagen, daf im Fall (ii) noch kein allgemeingiiltiges
Resultat bekannt ist. Vielmehr existieren einige Beispiele, die derzeit noch
keine Klassifikation der Sub-Laplace-Operatoren vom differenzierbaren LP-Typ
zulassen.

Vor diesem Hintergrund erscheint es angebracht, weitere relevante Lie-Gruppen
zu untersuchen. Dies wiirde zum einen ein breiteres Fundament fiir die noch
ausstehende Charakterisierung der Gruppen und Operatoren mit differenzier-
barem LP-Funktionalkalkiil legen, zum anderen wéren die Ergebnisse natiirlich
auch von eigenstédndigem Interesse.



Die vorliegende Doktorarbeit verfolgt das Ziel, neue Beispielklassen von Opera-
toren auf Lie-Gruppen exponentiellen Volumenwachstums mit differenzierba-
rem LP-Funktionalkalkiil anzugeben. Dabei werden nicht nur fiir Sub-Laplace-
Operatoren neue Multiplikatorsétze hergeleitet (s. Theorem 5.20 und Theorem
6.22), sondern auch fiir bestimmte Schrédinger-Operatoren und gewisse Sum-
men gerader Potenzen von Vektorfeldern (s. Abschnitt 4.3). Die Zielsetzung,
moglichst grofie Klassen von Operatoren zu behandeln, wird auch dadurch
deutlich, dafl in Kapiteln, in denen die Argumentation keiner zugrundeliegen-
den Lie-Struktur bedarf, noch allgemeiner halbbeschrinkte Operatoren auf
o-endlichen Mafiriumen betrachtet werden (s. die Kapitel 1 und 4). Die dort
angefiihrten Theoreme 4.20 und 4.21 sind in dieser Allgemeinheit sicherlich
noch nicht bekannt.

Einzelheiten der erzielten Ergebnisse und ihre Beziehung zu bekannten Resul-
taten werden im néchsten Abschnitt erldutert.

Ausblick auf die weiteren Kapitel

Den Artikeln [Heb97], [Heb98], [Mus98a] und [Mus98b] ist gemeinsam, daf} sie
das nachstehende Kriterium fiir differenzierbaren LP-Funktionalkalkiil eines
Sub-Laplace-Operators A heranziehen:

Existieren Konstanten C, k > 0 derart, daf} fiir alle £ € R die Ungleichung

[brriellLrey < C(A+ [€])" (1)

fiir den Wérmeleitungskern ¢, von A gilt, so ist A vom differenzierbaren LP-
Typ fiir alle p € [1, o0].

In Kapitel 1 wird eine verallgemeinerte Version dieser hinreichenden Bedin-
gung fiir nach unten halbbeschrénkte Operatoren auf o-endlichen Mafirdumen
angegeben. Dabei iibersetzt der Satz 1.8 das Kriterium in eine Bedingung an
die vom Operator T erzeugte Halbgruppe e=*7, z aus der rechten offenen kom-
plexen Halbebene H,.. Besitzt die Halbgruppe einen Integrationskern (k,),e#, ,
so findet sich in Satz 1.14 eine Bedingung an k,, die die Voraussetzung des
Satzes 1.8 impliziert.

Die Sétze 1.8 und 1.14 bilden den Ausgangspunkt fiir alle in dieser Arbeit
hergeleiteten Resultate iiber differenzierbaren Funktionalkalkiil.

In Kapitel 2 finden sich einige Resultate iiber Lie-Gruppen und die Analysis
auf Lie-Gruppen, die dann in den darauffolgenden Kapiteln benutzt werden.
Besonders erwiahnenswert sind davon vielleicht zwei Ergebnisse:

In Lemma 2.17 werden niitzliche Kriterien angegeben, um festzustellen, ob
eine gegebene auflosbare Lie-Algebra bereits nilpotent ist. So setzt z. B. die
Aussage (iii) des Lemmas einer Verallgemeinerung der Resultate des Kapitels
5 gewisse Grenzen (s. Bemerkung 5.21).
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Im Abschnitt 2.5 werden die reellen Endomorphismen D charakterisiert, zu
denen homogene Normen || - ||p auf dem R™ existieren, i. e. Funktionen || - || p,
die (abgesehen von der Giiltigkeit der Dreiecksungleichung) die analogen Ei-
genschaften wie Normen besitzen, nur dafl sie anstelle der bei Normen iiblichen
Homogenitét die Eigenschaft ||e!Px||p = ef||z||p fiir allet € R, x € R™ erfiillen.
Es wird gezeigt, daf§ es genau dann eine homogene Norm || - || p gibt, wenn alle
Nullstellen des charakteristischen Polynoms von D strikt positive Realteile be-
sitzen. Fiir den Beweis werden lediglich elementare Argumente aus der Theorie
der linearen Differentialgleichungen und der Theorie der Untermannigfaltig-
keiten des R™ verwendet.

Bei manchen der Aussagen des Kapitels ist aufgrund einer mangelnden Vor-
lage keine Referenz angegeben, was aber nicht heiflen soll, da das angefiihrte
Material nicht in der einen oder anderen Form in der Literatur zu finden ist.
Das Kapitel 3 behandelt Schrédinger-Operatoren auf Lie-Gruppen, deren dif-
ferenzierbare Koeffizientenfunktionen keinerlei Wachstumsbeschréinkungen zu
geniigen brauchen. Da keine C'*°-Koeffizientenfunktionen vorausgesetzt wer-
den, sind die betrachteten Differentialoperatoren i. allg. nicht hypoelliptisch.
Die Klasse der Schrodinger-Operatoren umfafit insbesondere die Sub-Laplace-
Operatoren.

Zu Beginn des Kapitels wird in Satz 3.2 sichergestellt, daf} die auf dem Raum
der Testfunktionen Z(G) definierten Operatoren wesentlich selbstadjungiert in
L?(G) sind. Der Beweis nutzt, daf ein Schrédinger-Operator H immer schon
eine selbstadjungierte Erweiterung (die sogenannte , Friedrichs-Erweiterung*)
besitzt und zeigt, dal diese in der gegebenen Situation mit dem Abschluf}
des Operators iibereinstimmt. Dieses Vorgehen besitzt praktische Vorteile ge-
geniiber dem Versuch, direkt nachzuweisen, dal der adjungierte Operator H*
mit dem Abschlufl von H identisch ist.

Des weiteren werden vier Lemmata aus der Arbeit [Heb97] mit detaillier-
ten Beweisen angegeben. Die ersten beiden zeigen, dafl sich die Halbgruppe
(e #H),c9, eines Schrodinger-Operators H zu einer holomorphen Halbgruppe
auf exponentiell-gewichteten L2-Riumen einschriinken (bzw., bei abfallenden
Gewichtsfunktionen, fortsetzen) 1a8t (s. die Lemmata 3.7, 3.8). Das Resul-
tat kann man z. B. verwenden, um zu zeigen, dal der Wirmeleitungskern
(¢.).en, eines Sub-Laplace-Operators holomorph vom komplexen Zeitparame-
ter z abhiingt (aufgefaBt als Funktion mit Werten in L?(G)) und, daf das
auch noch der Fall ist, wenn ¢, mit einer Funktion f multipliziert wird, die
maximal exponentiell in Abhéngigkeit vom Riemannschen Abstand wichst
(vgl. Lemma 3.14). Dies wird fiir die L?-Abschitzungen von gewichteten
Wiérmeleitungskernen in den Kapiteln 5 und 6 von Nutzen sein.

Ein weiteres der Lemmata aus [Heb97] zeigt, dal die Halbgruppe eines
Schrédinger-Operators H zu positiven reellen Zeiten in gewissem Sinne durch
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die Halbgruppe des zugehorigen Sub-Laplace-Operators (d. h. des Hauptteils
von H) majorisiert wird (s. Lemma 3.21). Dieser Umstand wird genutzt, um
mit dem Darstellungssatz von Riesz und dem Satz von Radon-Nikodym zu
beweisen, dafl die Schrédinger-Operatoren einen Evolutionskern besitzen (s.
Lemma 3.22). Ferner kann das Resultat auch in Abschnitt 4.3.3 gewinnbrin-
gend angewendet werden.

Der Rest des Kapitels 3 stellt im wesentlichen bekannte Tatsachen iiber den
Wirmeleitungskern zusammen, auf die spéter zuriickgegriffen wird.

Das Kapitel 4 ist motiviert durch eine Beobachtung aus [Mus98al: Dort
wurde unter Ausnutzung stochastischer Methoden eine Formel fiir die
Wirmeleitungskerne ®, von Sub-Laplace-Operatoren A auf bestimmten se-
midirekten Produkten von nilpotenten Gruppen N mit der reellen Achse her-
geleitet. Dabei 1i8t sich A in der Form A = —9? + €*"S, 9, die gewdhnliche
Ableitung auf der reellen Achse, S ein Sub-Laplace-Operator auf NV, darstellen.
In der Integralformel fiir ®, tritt dann neben elementaren Funktionen lediglich
der Wirmeleitungskern (¢;)s~o von S mit positivem reellem Zeitparameter auf
(s. Gleichung (4.33)).

Diese Integraldarstellung ist von groflem Interesse, da sich aus ihr u. a. relativ
leicht Ergebnisse iiber differenzierbaren LP-Funktionalkalkiil folgern lassen.
In Kapitel 4 wird solch eine Formel fiir Operatoren T der Gestalt —9? + e L,
L ein positiver selbstadjungierter Operator auf L?(X), X ein o-endlicher Maf-
raum, bewiesen; zunéchst fiir deren Operatorhalbgruppe (s. Satz 4.18 und Glei-
chung (4.25)) und dann unter bestimmten Zusatzbedingungen auch fiir den zu
T gehorigen Evolutionskern (s. Theorem 4.21). Die Methoden zur Herleitung
der Integralformeln unterscheiden sich génzlich vom Vorgehen in [Mus98al;
anstelle stochastischer Prozesse werden Spektraltheorie und konkrete Darstel-
lungen gewisser Resolventen durch Bessel-Funktionen genutzt.

Die durch diese Integraldarstellungen gewonnenen Multiplikatorséitze verall-
gemeinern die Resultate fiir Sub-Laplace-Operatoren aus [Mus98a]. So lassen
sie sich nicht nur auf Sub-Laplace-Operatoren, sondern z. B. auch auf gewisse
Klassen von Schrédinger-Operatoren und Summen gerader Potenzen von Vek-
torfeldern anwenden. Dadurch kénnen in [Heb98] aufgeworfene Fragen teilweise
beantwortet werden (vgl. Abschnitt 4.3).

Die ebenfalls in jenem Kapitel bewiesene Selbstadjungiertheit von T = —9? +
e?" L und die damit verbundene Berechnung der Spektralschar von T ist von
eigenstindigem Interesse. Eine Verallgemeinerung dieses Resultats fiir Opera-
toren T =T, QI +T,® Ii, wobei T7, Ty (i. allg. nicht kommutierende) Opera-
toren auf einem Hilbert-Raum .74 und L ein selbstadjungierter Operator auf
einem Hilbert-Raum .74 sind, findet sich neben einigen weiteren Anmerkungen
im Abschnitt 4.4.

In Kapitel 5 werden Sub-Laplace-Operatoren auf einer Klasse von semidirek-
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ten Produkten betrachtet, in denen kompakte Gruppen K auf auflésbaren
Lie-Gruppen H wirken. Aufbauend auf Methoden aus [Heb98] gelingt es hier
ebenfalls, differenzierbaren Funktionalkalkiil nachzuweisen (s. Theorem 5.20).
Implizit wird das gleiche Endresultat auch fiir Sub-Laplace-Operatoren auf
dem auflésbaren Gruppenanteil H gezeigt (indem man z. B. K = {1x} setzt
oder konsequent in den Rechnungen alle Terme, die von K herriihren, igno-
riert); ein Ergebnis, auf das bereits W. Hebisch im Abschnitt “Improvements
and open problems” in [Heb98] hingewiesen hat. Fiir nicht triviales K diirfte
das erzielte Ergebnis aber vollkommen neu sein.

Die grundlegende Idee jenes Kapitels ist es, die L'-Abschéitzung (1) auf eine
gewichtete L?-Abschitzung des Wiarmeleitungskerns zu reduzieren. Wie man
auch im darauffolgenden Kapitel sehen wird, ist die Wahl einer geeigneten
Gewichtsfunktion der zentrale Punkt dieser Methode.
Sub-Laplace-Operatoren auf bestimmten semidirekten Produkten der
Heisenberg-Gruppe H; mit der reellen Achse sind Gegenstand des Kapitels
6. Die Wirkungen werden dabei von Derivationen auf der Heisenberg-Algebra
induziert, die durch Diagonalmatrizen mit nicht negativen Eintréigen gege-
ben sind. Das praktizierte Vorgehen zum Beweis von differenzierbarem LP-
Funktionalkalkiil baut auf den Artikeln [Heb97] und [Mus98b] auf.

Wieder wird zu vorgegebenem Sub-Laplace-Operator A eine Ungleichung der
Form (1) iiber eine gewichtete L2-Abschiitzung des Wirmeleitungskerns be-
wiesen.

Am Ende des Kapitels stehen eine L!-Abschitzung fiir den Wirmeleitungskern
und ein Multiplikatorsatz, in denen die jeweils besten Resultate aus den Kapi-
teln 4, 5 und 6 fiir die verschiedenen semidirekten Produkte H; xR angegeben
werden (s. Korollar 6.21 und Theorem 6.22).

Der qualitative Nachweis von differenzierbarem LP-Funktionalkalkiil ist ledig-
lich fiir die semidirekten Produkte dieses Kapitels neu, deren wirkungsinduzie-
rende Derivationen nicht invertierbar sind; die anderen Gruppen der Gestalt
H; xR sind als Spezialfille der Situation K = {1k} in Kapitel 5 bereits mitbe-
handelt worden. Allerdings liefert das Kapitel 6 eine quantitative Verbesserung
gegeniiber den Resultaten des Kapitels 5: Der Exponent x in der hier hergelei-
teten Abschétzung der Form (1) ist fiir alle betrachteten Gruppen gleichméfig
beschréinkt - ein Ergebnis, dafl mit den Methoden aus Kapitel 5 nicht erzielt
werden kann (s. auch die Ausfithrungen zu Beginn des Kapitels 6).

Einige in der vorliegenden Arbeit verwendete Aussagen, die eher den Berei-
chen lineare Algebra und Funktionalanalysis als der Analysis auf Lie-Gruppen
zuzuordnen sind, finden sich im Anhang wieder.



Kapitel 1

LP-Multiplikatoren auf
o-endlichen Mafirdumen

Um fiir einen Sub-Laplace-Operator L auf einer auflosbaren Lie-Gruppe mit
exponentiellem Volumenwachstum differenzierbaren Funktionalkalkiil nach-
zuweisen, wurden von W. Hebisch L!'-Abschitzungen des zu L gehorigen
Wirmeleitungskerns in Abhéngigkeit von komplexen Zeitparametern genutzt
(s. [Heb97], Thm. 1.5, 1.6). Dieses Vorgehen wurde im Laufe der Zeit wieder-
holt aufgegriffen (vgl. [Heb98], [Mus98a], [Mus98b]).

Da der Zugang unabhéngig von der Tatsache ist, da} mit L ein Sub-Laplace-
Operator vorliegt, und da eine zugrundeliegende Gruppenstruktur ebenfalls
nicht von Néten ist, soll er hier noch einmal in einem allgemeineren Rahmen
vorgestellt werden (s. Satz 1.14).

Anstatt Bedingungen an den ,Wéarmeleitungskern“ von L zu stellen, lassen
sich solche auch fiir die von L erzeugte Halbgruppe formulieren (s. Satz 1.8).

Voraussetzung 1.1. Es seien X eine Menge, .# eine o-Algebra auf X und
w: M — [0,+00] ein o-endliches positives MaB. T sei ein selbstadjungierter,
nach unten halbbeschriinkter Operator in L?(X) := L?(X, ). Ferner soll H,
die rechte offene komplexe Halbebene {z € C : R(z) > 0} bezeichnen. Setze
I, , == [min{p, ¢}, max{p, ¢}] fiir p, ¢ € [1,00]. Zudem sei (-,-) das Skalarpro-
dukt auf L?(X).

1.1 Ein hinreichendes Multiplikatorkriterium

Definition 1.2. Sei p € [1,00]. Eine beschrinkte Borel-mefibare Funktion f
heifit LP-Multiplikator bzgl. T, wenn ein C' > 0 existiert mit

1f(D)ellex) < Cllellsxy  fiir alle € L*(X) N LP(X).  (1.1)
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Die néchste Definition soll es moglich machen, Voraussetzungen an die Glatt-
heit einer Funktion f durch die Forderung des Enthaltenseins von f in geeig-
neten Sobolev-Rdumen auszudriicken.

Definition 1.3. Die Funktion v auf R sei durch v(£) = 1+ |£] erklirt. Der zu
k > 0 gehorige Sobolev-Raum H"*(R) ist dann gegeben durch

H"(R) == {f € L*(R) : v"f € L*(R)};

dabei soll f die L2-Fourier-Transformierte von f bezeichnen, d. h.,

R—o0

f(f - hm/ f(z)e ™ dx

Bemerkung 1.4. (a) Sind « > 1/2 und f € H*, so folgt f € L'(R), denn
es gilt ||f||L1(R) < ||v"f||Lz(R)||v*"||Lz(R) < 00. Daraus 148t sich dann auch
die wohlbekannte Tatsache folgern, daf§ ein ¢ € C(R) existiert mit f = ¢
fast iiberall. Ist nimlich .#Z ! die L2-Fourier-Inversion, so gilt f = Zf
fast iiberall. Auf L?(R)NL' (R) ist # ~! aber gerade die ,iibliche® Fourier-
Inversion, d. h.,

FTf(€) = Dy / f(x)e™ dz fiir fast alle € € R,
7r

und die rechte Seite der Gleichung liefert eine stetige Funktion.
(b) Ist k € N*, so ist bekanntlich

H*R) ={f € L*R): V1<j<r:f9DeL*R)},

wobei fU) im Distributionensinne (oder auch ,,schwachen Sinne“) aufzu-
fassen ist (s. [Wer], Satz V.2.14).

Um eine hilfreiche Beziehung zwischen den Eigenschaften einer Funktion f und
dem Verhalten des Operators f(7') zu erlangen, nutzen wir die Fourier-Laplace-
Transformierte von f und wenden darauf den beschrinkten Funktionalkalkiil
von 1" an:

Lemma 1.5. Sei k €]1/2,400[, und sei f € H"(R) stetig mit kompaktem
Trager. Ferner setze F := f - exp. Dann gilt

f(T) =+ / F(e)e 0107 g (1.2)

27TR

dabei ist der auf der rechten Seite der Gleichung auftretende Integrand aus

LR, B(L*(X))).
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Wie man im Beweis sehen wird, hat die Aussage des Lemmas nichts mit dem
Umstand zu tun, daf der Hilbert-Raum, in dem T definiert ist, L?(X) ist.
Die Behauptung wire auch giiltig, wenn man L?(X) durch einen beliebigen
Hilbert-Raum J# ersetzen wiirde.

Bevor wir aber dieses Lemma verifizieren, werden wir noch kurz ein Hilfslem-
ma anfiihren, dessen Aussage suggestiv klar ist, die aber nichts desto trotz
bewiesen werden soll.

Hilfslemma 1.6. Sei k > 1/2 und f € H*(R) kompakt getragen. Dann folgt
F := f.exp € H*(R).

Beweis. Es seien f € H®(R) kompakt getragen und ¥ € Z(R) mit ran(y) C
[0,1] und ¥ = 1 auf supp(f). Dann gilt
A 1 -
= (fvexp) = o f x (bexp)",

und 1 exp sowie (¢ exp)” sind Schwartz-Funktionen. Die Abbildung v : R — R
sei gegeben durch v(§) := 1+ |¢|. Mit C := [ v dz und der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung folgt:

- 1 A 2
KL 22 — o X A d 2K
vl = 325 [ | [ Fl6 =~ D)0 o) @) da o= (6) e

< im / ([ 17(6 = )0 exp) (a) P (a) da) o (€)
<o [ ([ 15@F(e-+) de) [ exp) @) o7(w)

~Ar
Da v(€ 4+ z) < v(&)v(x), konnen wir wie folgt abschétzen:

R C X
[V F 72y < rﬂA|f(€)l2v2“(€) dS/RI(weXP)A(x)\QUQ(““)(x) dz < 0.

O

Beweis des Lemmas 1.5. Da f € C.(R) N H*(R), ist nach Hilfslemma 1.6 F' €
C.(R) N H*(R) und nach Bemerkung 1.4 F' € L'(R). Daher kénnen wir die
Fourier-Umkehrformel auf F' anwenden:

A

f) = % /R F(€)e0=%A g¢  fiir alle A € R. (1.3)

Seien nun ¢, a € R und das Spektrum o(7) von T in [a,+o00| enthalten.
Nach dem Spektralsatz (vgl. [Wer], §VIL.3) sind f(T) und e~(~%T normale,
beschrinkte Operatoren auf L?(X), und es gilt

e |, < sup{le 9| st € o (D)} < e,

12



d. h. das Bochner-Integral in (1.2) ist wohldefiniert.

Sei z € L*(X). Wenn E das SpektralmaB von T' bezeichnet, so ist (E(-)z,z)
ein endliches positives Borel-Maf auf R. Ferner ist die Abbildung R x [a, +00[>
(&, N) — F(&)e 17 Borel-meBbar und es gilt

| [ e N amme de= [ [T 1F©eM 0. de

— [1F@I( [ e atpyn ) de < e ol [ 1P(e)]de < oc.

Deshalb folgt mit dem Spektralsatz, (1.3) und dem Satz von Fubini-Tonelli

T)x, ) /f Az, ) /001/ —HA d§ d{E(\)z, z)
1

-2 RF“)( [ e aEn) de = o / (), ) de

(o For ).

Mit der Polarisationsformel (vgl. [Wei], Thm. 1.1 oder S. 9) erhélt man

(f(T)z,y) = <(%/F(§) ~(1-i6)T dg)x y> fiir alle z, y € L*(X)

und daraus dann letztlich die Behauptung. 0J

Bevor wir uns dem ersten Multiplikatorkriterium zuwenden, soll noch ein Hilfs-
satz bewiesen werden:

Hilfssatz 1.7. Sei p € [1,00] und £ € LP(X). Dann ist
€]l r(x) = sup{[{€, 7)| : 7 € L2(X) N L¥(X), 7]l (x) = 1} - (1.4)

Beweis. Fiir p €]1,00] folgt (1.4) aus der Isomorphie von L (X) und dem
Dualraum (LP(X))" von LP(X) (s. [Wer], Satz 11.2.4), dem Satz von Hahn-
Banach (vgl. [Wer], Kor. II1.1.7) und der Dichtheit von L?(X) N L?(X) in
¥ (X).

In den Fillen p = 1, oo erhélt man mit der Hélderschen Ungleichung unmit-
telbar, daf§ die rechte Seite in (1.4) durch die linke majorisiert wird.

Der Fall p = 1: Sei 0 # £ € L}(X). Da X o-endlich ist, existiert eine auf-
steigende Folge (V;,)nen von Mengen endlichen Mafles, deren Vereinigung ganz
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X ist. Setze fir n € N dann U,, :== V, N {z € X : [£(z)| > 1/n} und, so-
fern z € Uy, na(z) := &(z)|€(z)|™", andernfalls 7, (z) := 0. Dann ist 7, aus
L>®(X) N L*(X) und fiir geniigend grofies n gilt ||7,||cc = 1. Es folgt zudem

(& mn)| = fy, 1§(@)] dpu(z) — [I€]]1 fiir n — oo.

Der Fall p = oot Sei 0 # £ € L*(X). Setze ¢ := ||{||oc. Zu vorgegebenem
¢ > ¢ > 0 definieren wir M, := {z € X : ¢ — e < [£(z)] < ¢}. M, besitzt von
null verschiedenes Maf}. Da X o-endlich ist, finden wir eine Teilmenge N, von
M, mit endlichem Maf gréBer null. Die durch n.(z) = &(z)(u(N,)|E(x)|)~? fiir
r € N,, n.(z) = 0 sonst, definierte Abbildung 7. liegt in L!(X) N L?(X), und
es ist ||ne||s = 1. Ferner gilt

(€, me)| = M(Ns)l/ [§(@)] du(z) € [c — ¢, ].
Ne
Es folgt also [{(£,7:)| — ¢ = ||¢]|co fiir € — 0. O

Durch Ausnutzung der Identitét (1.2) 148t sich nun leicht eine hinreichende
Bedingung an eine beschriinkte Borel-Funktion f nennen, die sicherstellt, daf§
f ein LP-Multiplikator bzgl. T' ist:

Satz 1.8. Seienp € [1,00], g € I,y und € > 0 beliebig. Existieren Konstanten
C, k>0 mit

e gl gy < O+ D Nelzser

fiir alle £ € R, p € L*(X) N LP(X), so ist jedes stetige [ € H"””J’%“(R) mit
kompaktem Triger ein L?-Multiplikator bzgl. T, und fir alle v € L*(X)NLI(X)
gilt die Abschdtzung

£l < 5 ([ 1+ exp) @1+ [a1)" do) [y

Beweis. Sei f wie im Satz. Mit den Bezeichnungen F' := f - exp und v(§) :=
1+ |€] gilt nach Lemma 1.5 fiir ¢ € L*(X) N LP(X):

1 - . C A
£l < 5 [ 1@ el de < - ( [ 1F@oer de) el

C ., _1i_ 1.2
< g“v 27E o[0T 2R oll ], < o0
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(vgl. Hilfslemma 1.6). Ferner gilt nach (1.4)

sup{[[f(T)¥lly : ¥ € LV N L2, [[llyy = 1}
=sup{[(f(T)v,7)| : ¢ € IV N L*, 7 € IP N L2, [[9]|yy = 1 = |I7]l,}
=sup{[(y, f*(T)n)| : p € " N L2 7 € PN L2, [[¢lly = 1 = ||7]l,}

C X
=sup{[|f*(T)7ll, : 7€ PN L2, ||7]|, = 1} < o /]R |F(&)v(£)" dE,

denn (f*-exp)*(€) = F(—&)*. Die vollstéindige Aussage des Satzes folgt nun aus
dem Interpolationssatz von Riesz-Thorin (siehe z. B. [Wer|, Thm. 11.4.2). O

1.2 Integral- und Evolutionskerne

Besitzt T einen Evolutionskern (vgl. Def. 1.9), so kann es durchaus von Inter-
esse sein, die Anforderungen an die Halbgruppe (e *T),cy, aus Satz 1.8 durch
Forderungen an den dazugehorigen Evolutionskern zu ersetzen. Dies soll in
diesem Abschnitt geschehen.

Definition 1.9. (a) Wir sagen, T besitzt einen Evolutionskern p, falls eine
Menge ]0, +oo[C Z C H, und ein mefibares p : Z x X x X — C existieren
mit

T [ () = /X P (2, 9) F () dps(y)

fiir alle f € L*(X), 2 € Z und p-fast alle z € X.

(b) Ein beschrinkter Operator S auf L?(X) besitzt einen Integrationskern,
falls eine mefibare Funktion k£ : X x X — C existiert mit

Sf(z) = /X ko, y) () du(y)

fiir alle f € L*(X) und p-fast alle z € X.

Das folgende Lemma wird sich in mehreren Beweisen als niitzlich erweisen, so
z. B. im Beweis von Lemma 1.12. Ist X' ein weiterer Maflraum, so sagt es,
vereinfacht formuliert, aus, dal man (unter geeigneten Voraussetzungen) bei
ZP(X')-wertigen Funktionen auf X die Integration iiber X und das Einsetzen
von Elementen aus X’ vertauschen kann.
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Lemma 1.10. Sei (X', . #', 1) ein weiterer o-endlicher Mafiraum, und seien
p € [l,00] und F € L' (X, £LP(X")). Die Funktion f : X x X' - C, (z,2') —
(F(x))(z") sei p @ p'-mefbar. Dann ist fir fast alle ' € X' die Abbildung
> f(z,2') aus L1 (R) und es gilt

[ tasydo= ([ P)is)@),

Beweis. Sei p' der zu p konjungierte Exponent, und sei h € Z? (X'). Dann
ist h insbesondere p'-mefibar, und da f p ® p/-mefibar ist, folgt die p ® u'-
Mefbarkeit von (z,z') — f(z,2')h(2"). Ferner ist fiir alle z € X das Produkt
F(z)h in £'(X"), und es folgt mit der Holderschen Ungleichung

| [ el detds < [ 1F@ el da
X JX! X
= ||F||L1(XaLp(X'))”h”LP'(X’)'

Somit ist (z,2') — f(x,z")h*(z'") nach dem Satz von Fubini-Tonelli auf X x X'
integrierbar, und fiir fast alle ' € X' ist die Abbildung = — f(z,2")h*(2)
in Z'(X). Besitzt nun A C X' endliches Maf§ und betrachtet man anstelle
von h die charakteristische Funktion xa, so folgt fiir fast alle 2’ € A, daf
Tz f(z,2)xa(z") = f(z,2') in Z(X) liegt. Dies impliziert aufgrund der
o-Endlichkeit von X', da8 fiir fast alle 2’ € X' die Abbildung z — f(z,2') in
£ (X) liegt. Fassen wir h als Element aus dem Dualraum von LP(X') vermoge
(. h) = [y, o(a")h(2)* dz’ auf, so gilt nach [Lan], Thm. VI.4.1, und dem Satz
von Fubini

</XF($)dx’h> /( (), h dx—/ X,fﬂcw)h*( 7') da’ dx
/X’/fxxda:h* da:—/f dxh

Daraus folgt aber [ F'(z)dz = (¢' — [, f(z,2")dz) in LP(X") (im Fall p = oo
sieht man dies z. B. mit Hilfssatz 1.7 ein), d. h., die Gleichung gilt insbesondere
fast iiberall. O

Definition 1.11. Es seien p, g € [1, 00]. Fiir mefibares £ : X x X — C setzen
wir formal

1£llpg == [lll5(@, y)||2ox, dutoy) |20 (X, dutyy) - (1.5)

Liegt fiir fast alle y € X die Funktion z — k(z,y) in £?(X) und ist dann
die fast iiberall definierte Abbildung y — ||k(-,y)||, eine £?-Funktion, so
schreiben wir kurz ||k||,, < oo.
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Fiir p € [1, 00|, z € H, wollen wir nun die folgenden drei Aussagen betrachten:

2T

2 (p, z): Es existiert eine Konstante ¢, , > 0 mit |le” lollLe(x

fiir alle ¢ € L(X) N LP(X).

P(p, z): Der beschrinkte Operator e~ auf L?(X) besitzt einen Integrations-
kern p, : X x X — C, und es existiert ein C, , mit

| [ nwlew ], < Coulidlrs

fiir alle p € L*(X) N LP(X).

% (p, z): Der beschrankte Operator e “1" auf L?(X) besitzt einen Integrations-
kern p, : X x X — C, und es ist ||p,|[,, < oo.

‘P”LP < e

Das folgende Lemma soll einige einfache Zusammenhénge zwischen diesen Ei-
genschaften des Operators T' aufzeigen.

Lemma 1.12. Es seien p € [1,00] und z € H,. Dann bestehen zwischen den
oben genannten Aussagen folgende Implikationen:
(i) Die Aussage B(p, z) impliziert < (p, z) mit ¢, , == Cp ,.

(ii) Die Aussage € (p, z) impliziert B(p, z) mit Cp, = ||ps|lpp-

Beweis. (i) Diese Implikation ist trivial.

(ii) Es gelte € (p, z). Es bezeichne P, die Abbildung P,(y) = |p.(-,y)|- Indem
wir P, gegebenenfalls auf einer Menge vom Mafl null abédndern, gilt P, €
LY (X, £P?(X)). Mit der Holder-Ungleichung folgt fiir ¢ € L2(X) N LP(X):

/ 1P )o@l duly) / 1) o) din() < 1o o€l

also P,y € LY(X, £?(X)). Mit Lemma 1.10 erhiilt man dann

| [ in-cmowant] < [ IR0 du0) < lp.lsliel
[

Es soll noch kurz ein einfaches Beispiel zur Aussage €(p, z) angegeben werden:

Beispiel 1.13. Es seien X = R, ausgestattet mit dem Lebesgue-Maf}, und
T = —8? der eindimensionale Laplace-Operator mit Definitionsbereich H?(R)
(siehe Satz 3.2 oder [Wer|, Bsp. VIL.2(d)). Der Evolutionskern (p;)tso von T
ist dann gegeben durch

1 (z —y)?

pt(xay) = \/mexp ( - At

Fiir alle ¢t > 0 gilt dann ||pt||1,00 = 1 und ||p;

) fiir alle z, y € R

2 = +00.
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Aus dem Satz 1.8 und Lemma 1.12 erhalten wir unmittelbar:

Satz 1.14. T besitze einen Evolutionskern k : H, x X x X — C. Ferner seien
p € [l,00] und C, k> 0 mit

k1tiellppy < C(L+[E])"  fiir alle £ € R

Dann ist fir alle ¢ > 0 und alle ¢ € I,, jedes stetige f € H"3%(R) mit
kompaktem Trdger bereits ein Li-Multiplikator bzgl. T.
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Kapitel 2

Hilfsmittel der Analysis auf
Lie-Gruppen

In diesem Kapitel sollen einige Aussagen iiber Lie-Gruppen und einige Metho-
den der Analysis auf Lie-Gruppen angegeben werden, die im weiteren Verlauf
von Nutzen sind.

Voraussetzung 2.1. Es sei G eine n-dimensionale reelle Lie-Gruppe, i.e. ei-
ne analytische Mannigfaltigkeit {iber dem R™ mit der Hausdorff-Eigenschaft,
die zugleich eine Gruppe mit analytischer Gruppenmultiplikation ist. Wir wol-
len annehmen, da§ G héchstens abzéhlbar viele Zusammenhangskomponenten
besitzt.

Als Modell fiir die Lie-Algebra g von G soll dann, solange im Text nicht explizit
anderes behauptet wird, der R" mit einer geeigneten Lie-Klammer [ -, - | dienen.
Ferner sei exp,; : g — G die zu g und G gehorige Exponentialabbildung.

Bemerkung 2.2. Aus der Analytizitit der Multiplikation auf G folgt mit dem
Satz iiber implizite Funktionen, da} auch die Gruppeninversion analytisch ist.
Aus der Forderung, da3 G hichstens abzahlbar viele Zusammenhangskompo-
nenten besitzt, folgt die o-Kompaktheit (oder auch ,, Abzdhlbarkeit im Unend-
lichen“) von G, i. e., G ist als Vereinigung abzihlbar vieler kompakter Mengen
darstellbar. Dies 148t sich wie folgt einsehen:

Sei GGy die Zusammenhangskomponente des Einselements 14 von G; offenbar
ist G'; eine Untergruppe in G. Dann findet man eine offene Umgebung U von
lg in Gy so, dal U~! = U gilt und der Abschlufl von U kompakt ist. Das
Gruppenerzeugnis U,cnx U™ von U ist dann offen und abgeschlossen und in
(G, enthalten, also schon gleich G;. Somit ist G; o-kompakt. Da alle Zusam-
menhangskomponenten von G die Gestalt gG1, g € G, haben, besitzt G die
Eigenschaft der Abzdhlbarkeit im Unendlichen.

Die o-Kompaktheit von G stellt insbesondere sicher, dafy das im n#ichsten Ab-
schnitt definierte Haar-Maf regulér (und nicht blof o-regulér) und G, versehen

19



mit dem Haar-Ma$, ein o-endlicher Mafiraum ist (s. [Lan], Kap. IX, §2, Remark
3 und Kap. XII, §§2, 3).

2.1 Haar-Maf}, Faltung und Dirac-Folgen

Definition 2.3. (a) Ist X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum und X x die
o-Algebra der Borel-Mengen auf X, so heifit ein positives Mafl yy: ¥ x —
[0, +00] regulir, wenn pu(K) fiir alle kompakten Mengen K C X endlich
ist und fiir alle A € ¥ x die Gleichungen

w(A) =inf{u(V): ACV C X,V offen}
und
u(A) = sup{u(K) : K C A kompakt}

erfiillt sind.

(b) Ein positives MaB} u : Xg — [0, +oc| auf der Lie-Gruppe G heifit links-
invariantes (bzw. rechtsinvariantes) Haar-Map, falls p regulér ist, nicht
auf offenen Mengen U # () verschwindet und fiir alle A € Y und alle
z € G die Gleichung p(zA) = p(A) (bzw. u(Az) = p(A)) erfiillt. Ein
Haar-Maf} p auf G heiflt biinvariant, wenn es sowohl linksinvariant als
auch rechtsinvariant ist.

Bemerkung 2.4. Auf jeder Lie-Gruppe existiert ein linksinvariantes und ein
rechtsinvariantes Haar-Mafl. Sind p und v zwei linksinvariante (bzw. rechtsin-
variante) Haar-Mafle auf G, so gibt es eine Konstante ¢ > 0 mit v = cu (vgl.
[HiN], Satz I11.4.4 und Satz I11.4.8, oder [Lan], Cor. XII.2.4 und §XIIL.3).

Definition 2.5. Sei d"g ein rechtsinvariantes Haar-Maf§ auf der Lie-Gruppe
G. Wir definieren den modularen Faktor m auf G durch

/G F(g)dg = m(h) /G f(hg)dg fiir alle f € C,(G).

Bemerkung 2.6. Aus der Eindeutigkeitseigenschaft des rechtsinvarianten
Haar-Mafles folgt, dafl wir durch die obige Definition eine wohldefinierte stetige
Funktion m : G —|0, +o0o[ erhalten, die iiberdies ein Gruppenhomomorphis-
mus ist, d. h. es gilt m(gh) = m(g)m(h) fiir alle g, h € G.

Ferner ist durch d'g := m~1d"¢ ein linksinvariantes Haar-Maf} auf G' gegeben.
Es gilt fiir alle f € L'(G) := L*(G, d"g)

[ r@aa= [ fahds (2.1)
G G
(siehe auch [HiN], Satz I11.4.10).
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Definition 2.7. (a) Fiir g € G sei p, : G — G, h — hg die Rechtstranslati-
onund )\, : G — G, h— g~'h die Linkstranslation um g auf G.

(b) Es seien p € [1,00], n € LP(G) und v € L'(G). Die Faltung n* 1 von n
und 1 wird dann erklart durch das LP-wertige Bochner-Integral

nxt = /G (10 pp-1)(g) g (2.2)

(c) Es seien ¢ € C.(G), p € [1,00] und f € LP(G). Dann definieren wir die
Faltung ¢ * f von ¢ und f iiber das LP-wertige Bochner-Integral

ox* f = /Gw(g)(f o)) d'y. (2.3)

Bemerkung 2.8. Es sei p € [1, 00].
(i) Betrachte n € LP(G) und ¢ € L'(G). Da ||n o py-1llr(cy = |Inllze(c) ilt,
liegt der Integrand aus (2.2) in L'(G, L?(G)), und es ist

|1n * Y| Loy S/G||77°Pg—1||LP(G)|1/J(9)|dT9= Inllze@ll¥llzr @ - (2.4)

Ferner ist die Funktion G x G 3 (g,h) — n(hg )¢ (g) meBbar bzgl.
d"g®d"h. Somit liegt nach Lemma 1.10 fiir fast alle h € G die Abbildung
g+ n(hg™H(g) in L'(G), und es gilt

nx (k) = / n(hg™Y(g) &g = /G n(g™)(gh) d'g

(2.5)
= [ ntayitan .

(ii) Fiir p € Cc(G), p # co und f € LP(G) gilt (mit der Konvention — = 0):
N “1\|p L\ P
o+ fle < [ te@l( [ 17 mpmdn) ™ dy
1/p
= h)? h)d'h d'
[ 1en( [ 1rayemanm ) dy
1/p
= 1/p gt P T
[ etaim@ i ( [ 1rmpan)

=/G 10(9)[m(9) ™" d"g || flltoie) = lIm ™" ¢l )| 1l 1o -
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Im Fall p = oo folgt

o Flloe < / 0 (@)I1f © Aollzccy dg

=/G|90(9)|||f||Loo(G)m(g)‘1dTg= Im~ellye I f =) ,

also insgesamt fiir alle 1 < p < oc:

lo * Fllzre) < Ilm™ " ol fllee - (2.6)
Wie in Teil (i) erhélt man mit Lemma 1.10 fiir fast alle h € G:

o f0) = [ ¢o)tla ) dg = [ (hg (o) .
a G
i.e., fiir p € C.(Q), f € L'(G) N LP(G) liefern die formal verschiedenen
Definitionsgleichungen (2.2) und (2.3) die gleiche LP-Funktion ¢ * f.

Ferner existiert die rechte Seite der letzten Gleichungskette punktweise
und macht z. B. auch fiir f € C(G), f nicht notwendigerweise beschrinkt,
als Definition von ¢ * f(h) durchaus Sinn.

Eine zentrale Eigenschaft der Faltung ist ihre gléttende Wirkung:

Lemma 2.9. Es seien k € N und p € [1,00]. Sind ¢ € C¥QG) und f €
LP(G), soist ¢ x f € C*(G) N LP(G).
Genauer: Die Abbildung G 3 h— [, ¢(hg™")f(g) d’g ist eine C*-Funktion.

Beweis. Nach Bemerkung 2.8 gilt ¢  f(h) = [, ¢(hg™")f(g) d"g. Es sei nun
h € G, U eine offene Umgebung von A in G und ¢ : U — V C R" eine Karte.
Ferner sei U, eine offene Umgebung von h, deren Abschlu8 U, kompakt und
in U enthalten ist, und es sei V5 = ¢(Uyp).

Definiert man die Abbildung ® : G x V' — C durch ®(g,v) := ¢(¢ '(v)g 1),
so liegt die Funktion g — ®(g,v)f(g) fiir alle v € V in L}(G), und ® ist bzgl.
der v-Variablen k-mal stetig differenzierbar. Fiir alle Multiindizes o € N" mit
la| < k ist also insbesondere 9%® stetig und auf G x V beschrinkt, denn
supp (99 ®| ;7 ) ist als Teilmenge von (supp(yp) 'U,) x Vo kompakt.

Somit folgt aus dem Standardsatz iiber Differentiation parameterabhéngiger
Integrale (siehe z. B. [Lan|, Lemma VIII.2.2), daf

Vs v [ 8g.0f(0) g = (o £ o))
G
eine C*-Funktion ist. Da sowohl h als auch die lokale Karte um h beliebig

vorgegeben waren, folgt, da8 ¢ * f eine C*-Funktion (im Sinne der Differen-
zierbarkeit auf Mannigfaltigkeiten) ist. O
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Definition 2.10. Eine Folge reellwertiger Funktionen (p,,)nen aus Z(G) heifit
Dirac-Folge auf G, falls die folgenden drei Bedingungen gelten:
(i) Fiir alle n € N gilt ¢,, > 0.

(ii) Fiir alle n € N gilt [, on(z) d'z = 1.

(iii) Fiir jede Umgebung U von 1 existiert ein ny € N mit supp(¢,) C U fiir
alle n > ny.

Daf} solche Dirac-Folgen auf jeder Lie-Gruppe G existieren, 148t sich z. B. mit
[HiN], Lemma III.1.4, folgern.

Lemma 2.11. Sei (¢,)nen e€ine Dirac-Folge auf G und s € R. Dann gilt
limy, o0 ||M°@n|lriq) = 1. Sind ferner 1 < p < oo und f € LP(G), so folgt
imy, o0 || f = @n * fllecxy) = 0. Ist f € C(G), so gilt limy, o0 | f — @ * f|(g) =0
fiir alle g € G, und der Limes ist gleichmdfsig auf Kompakta.

Beweis. Es ist |m*enlli = [, ¢n(g9)m(g)'™*d'g. Daher strebt |m*py,l|; auf-
grund der Definition der Dirac-Folge und der Stetigkeit des modularen Faktors
m im Einselement fiir n — oo gegen 1 € R.

Ist f € C.(G), so ist nach (2.3)

1= o fl = [ entas = £or)da] < [ cat@llf = roxldy
< sup{|[f — f o Aglly : g € supp(pn)} —> 0 fiir n — oo.

Ist nun f ein beliebiges Element aus LP(G), so findet man zu vorgegebenem
e > 0ein h € C,(G) mit ||f — hll, < /2 (vgl. [Lan], Thm. IX.3.1). Das
impliziert unter Ausnutzung von (2.6) nach dem bereits Bewiesenen

1f = onx fllp <IIf = Bllp + 1k = @n * hllp + [ln * (b = fll,

<e/2+ [lh = @n * llp + M~ oullil|h = fll, — ¢

fiir n — oco. Da € > 0 beliebig vorgegeben war, ist lim,,_,« || f — ¢, * f|, = 0.
Sei jetzt f € C(G) und K C G kompakt. Dann gilt nach Bemerkung 2.8 fiir
alle h € K

F— o fl(R) < /G en(9)|F(B) — f(g™ h)| d'g
<sup{|f(n) — f(y"'n)| : 7 € supp(p,),n € K} — 0

fiir n — oo. O
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2.2 Semidirekte Summen und Produkte

Die Wichtigkeit von semidirekten Produkten kann man schon daran ablesen,
daf sich zusammenhéngende und einfach zusammenhéingende auflésbare Lie-
Gruppen als iterierte semidirekte Produkte von eindimensionalen reellen Vek-
torrdumen darstellen lassen.

In den Untersuchungen des Abschnitts 4.3 und der Kapitel 5 und 6 iiber dif-
ferenzierbaren LP-Funktionalkalkiil selbstadjungierter Operatoren werden die
zugrundeliegenden Lie-Gruppen eine semidirekte Produktstruktur aufweisen.
In diesem Abschnitt sollen ein paar grundlegende Aussagen iiber semidirekte
Summen und Produkte angegeben und Notation eingefiihrt werden.

Definition 2.12. (a) Sind h und v zwei Lie-Algebren und a : v — der(h)
ein Lie-Algebrenhomomorphismus, so bezeichne die semidirekte Summe
h X, ¢ die duBere direkte Summe der Vektorrdume b und v, ausgestattet
mit der Klammer

[(H,R),(H,R)]:= («(R)H' — o(R)H + [H, H'|,[R, R'])

firalle H, H € h, R, R' € v. Ist t = R, so ist aw durch «(1) =: D € der(h)
festgelegt. Wir schreiben dann auch h xp R anstelle von § x, R.

(b) Es seien H und R Lie-Gruppen und 6 : R — Aut(H) ein Gruppenho-
momorphismus derart, da§ die Abbildung H x R — H, (h,r) — 0(r)h
analytisch ist. Dann heifit H x R, ausgestattet mit der Verkniipfung

(h,r)(B',7r") .= (h(8(r)h'),rr") fiiralle h, ¥ € H, r, r' € R,
das semidirekte Produkt H x¢ R der Lie-Gruppen H und R.

Bemerkung 2.13. (a) Die oben definierte semidirekte Summe (f x,t, [+, -])
der Lie-Algebren h und t ist selbst wieder eine Lie-Algebra. Der Unter-
raum {(H,0) € hx,t} ist ein Ideal in hx, v und als Lie-Algebra isomorph
zu b und wird deshalb von uns auch wieder mit b bezeichnet (s. [HiN],
Prop. I1.1.13). Der Teilraum {(0, R) € h %, t} ist eine zu t isomorphe
Unteralgebra von h X, vt und wird deshalb auch mit v identifiziert.

(b) Das semidirekte Produkt H x4 R der Lie-Gruppen H und R ist ebenfalls
eine Lie-Gruppe, und H ist ein Normalteiler in H xR (vgl. [HiN], §I11.3).

Wir betrachten nun ein semidirektes Produkt H x, R. Ferner seien h und
v die Lie-Algebren von H bzw. R. Fiir alle r € R bezeichne df(r) den ein-
deutig bestimmten Lie-Algebrenautomorphismus, der das folgende Diagramm
kommutativ macht:
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do(r)

Des weiteren sei § : R — Aut(h) der durch S(r) = df(r) erklirte Lie-
Gruppenhomomorphismus. Ferner seien Exp die Exponentialreihe auf der(h) C
End(h) und df der eindeutig bestimmte Lie-Algebrenhomomorphismus, fiir
den die Kommutativitdt des untenstehenden Diagramms gegeben ist.

R —2 Aut(h)

€XPr T T Exp

T d—ﬂ) der(h)

Dann gilt die folgende Aussage:
Satz 2.14. Die Lie-Algebra von H x4 R ist isomorph zu b X4 t.

Einen Beweis findet man in [HiN] unter Satz II1.3.15. In gewisser Weise gilt
auch die Umkehrung dieses Satzes:

Satz 2.15. Sind b und v Lie-Algebren und ist G eine zusammenhdngende und
einfach zusammenhdngende Lie-Gruppe mit Lie-Algebra h X, ¢, so ist G iso-
morph zu einem semidirekten Produkt H g R, wobei H, R zusammenhdngende
und einfach zusammenhdngende Lie-Gruppen iber b bzw. v sind.

Die Beziehung zwischen 6 und df := « ist dabei wie in Satz 2.14 (vgl. [HiN],
Kor. I11.3.16).

Konvention 2.16. Sei G := H Xy R ein semidirektes Produkt von Lie-
Gruppen. In Hinblick auf Satz 2.14 betrachten wir von nun an als Lie-Algebra
von G immer b x45 v mit der Exponentialabbildung expg, die fiir alle h € §
und r € v die Gleichungen

expg(h,0) = (expy(h),1z) und exp;(0,7) = (1u, expg(r))
erfiillt (dabei bezeichnen 1y bzw. 1 die neutralen Elemente in H bzw. R).

In der zweiten Aussage des nachstehenden Lemmas kommt — im Gegensatz zu
den Behauptungen (i) und (iv) — keine semidirekte Summe vor, sie 148t sich
aber durch einen Umweg iiber eine semidirekte Summe beweisen. Beim Beweis
der Aussage (iii) wird dann auf (ii) zuriickgegriffen.
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Lemma 2.17. (i) Sind a eine abelsche Lie-Algebra, b eine auflosbare Lie-
Algebra und o : a — der(h) ein Lie-Algebrenhomomorphismus, so ist die
semidirekte Summe g := b X, a auflosbar. Zudem ist die Kommutatoral-
gebra g' in b enthalten.

(ii) Ist b eine auflosbare Lie-Algebra und existiert eine Derivation D auf b
mit Db+ bt = b, so ist b bereits nilpotent.

(@ii) Sei b eine beliebige reelle Lie-Algebra. Existiert ein invertierbares D €
der(h), so ist b schon nilpotent.

(iv) Sei by eine nilpotente Lie-Algebra. Ist D € der(h) und besitzt das charak-
teristische Polynom von D eine von Null verschiedene Nullstelle in C, so
ist die semidirekte Summe g : = X p R aufidsbar, aber nicht nilpotent.

Bemerkung 2.18. (a) Definiere gy = R und induktiv mit D; € der(g;)
fir j = 1,..., m — 1 die semidirekten Summen g;,; = g; Xp, R. Jede
reelle auflésbare m-dimensionale Lie-Algebra ist von der Gestalt g, mit
geeigneten D;, j = 1,..., m — 1 (siehe [HiN], Bem. I1.4.10). Nach Lemma
2.17 hat nun hochstens ein D; Rang j. Existiert ein solches D, so ist g;
nilpotent fiir + < 5 und auflésbar, aber nicht mehr nilpotent, fiir 7 > j.

(b) Im Gegensatz zu (iii) ist das Kriterium (ii) des Lemmas 2.17 i. allg. fiir
nicht auflésbare Lie-Algebren nicht mehr wahr: Ist b eine nicht triviale
halbeinfache Lie-Algebra, so gilt h = h* (vgl. [HiN], Korollar I1.3.8), und
die in (ii) angefiihrte Bedingung wird trivialerweise von allen Derivatio-
nen auf § erfiillt, aber § ist nicht nilpotent.

Beweis des Lemmas 2.17. (i) Fiir alle (H, A), (H', A") € g gilt
[(H, A), (H', A)] = (a(A)H' — a(A)H + [H, H'],0) € b,

d. h., die Kommutatoralgebra g' ist in der auflésbaren Unteralgebra b von g
enthalten. Somit ist auch g auflsbar.
(ii) Es gilt fiir die semidirekte Summe g := h xp R:

b=Dh+bh' C{({H,R|:HehReR} +h' Cg',

somit folgt aus (i): h = g'. Nun sind auflésbare Lie-Algebren aber dadurch cha-
rakterisiert, daf ihre Kommutatoralgebra nilpotent ist (siche [HiN], Korollar
11.2.12).

(iii) Sei v das auflésbare Radikal von § (vgl. [HiN], S. 115). Fiir t € Rist §(¢) =
e'P ein Lie-Algebrenautomorphismus und bildet somit Ideale auf Ideale und
auflosbare Unteralgebren auf ebensolche ab, woraus 6(t)r = t folgt. Deshalb
gilt fiir R e v

9(t)R —6(0)R

DR = (9t0(t)R|t:0 = lim cr.
t—0 t
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Somit liegt D/, in der(r) und ist invertierbar; nach (ii) ist v daher nilpotent.
Angenommen, h # t. Dann wird auf b/t durch D(L 4 t) = DL + ¢ offenbar
ein linearer Automorphismus D erklirt. Zudem verifiziert man leicht, daf D
eine Derivation auf h/v ist. Nun ist h/v halbeinfach (siehe [HiN], Bemerkung
I1.4.1), und daher gilt ad(h/t) = der(h/t) (siehe [HiN], Satz I1.3.9). Aber da
X € ker(ad X) # {0} fiir alle X € h/r, haben wir einen Widerspruch zur
Injektivitét von D.

(vi) Wir wihlen eine Basis {X1,..., X} von b, bzgl. der D reelle Jordan-
Normalform (siehe Abschnitt A.1) besitzt. Mit der Notation aus Abschnitt
A.1 sei 0. B. d. A. J; ein Jordan-Block mit A; # 0. Ist A; € R, so definieren
wir V := RAY; ist Ay € C\ R, so setzen wir V = span{A}, X>}. Dann gilt
V=DV C{[X,R]: X € VR € R} C g' und mit dem Induktionsschlufl

{0} #V =DV C{[X,R]: X € V,RER} C [g",g] = g"""
folgt, dal g nicht nilpotent ist. 0J

Lemma 2.19. Sei H eine Lie-Gruppe mit modularem Faktor § und K eine
kompakte Lie-Gruppe, und sei ferner v : K — Aut(H) ein Gruppenhomomor-
phismus derart, daf die Abbildung H x K — H, (h, k) — v(k)h analytisch ist.
Jedes Produktmaf von einem rechtsinvarianten Haar-Mafl auf H und einem
biinvarianten Haar-Maf auf K ist dann ein rechtsinvariantes Haar-Mafl auf
G := H x, K, und fiir den modularen Faktor m auf G gilt die Gleichung

m(h,k) =6(h) fir alle (h,k) € H 1, K . (2.7)

Beweis. Nach [Lan], Thm. IX.6.3 (bzw. Ex. IX.7.4), ist d"h ® dk ein regulires
Maf} auf G, und die Rechtsinvarianz ist schnell verifiziert.

Sei nun ¢ € Co(H) mit [ ¢ d"h = 1. Ferner sei 0. B. d. A. dk(K) = 1. Dann
gilt fiir alle A’ € H nach Definition der Modularfunktion

%:%/ngdrhz/ng(h’h)d’"hz/K/Hgo(h’h)d’hdk
:%/K/ng(h)drhdk:ﬁ.

Da m ein stetiger Homomorphismus ist, gilt m|x = 1 und m(h,k) =
m(h)m(k) = m(h) fiir alle h € H, k € K. Somit folgt die Formel (2.7). O

2.3 Linksinvariante Vektorfelder

Voraussetzung 2.20. Sei d"g ein rechtsinvariantes Haar-Maf} auf der reellen
Lie-Gruppe G. Es bezeichne (-,-) das Skalarprodukt in L*(G) := L?(G, d"g).
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Definition 2.21. (i) Ein (reelles) Vektorfeld J auf G ist eine Derivation
der Algebra C*(G,R), i. e., ) ist ein linearer Endomorphismus auf
C*(G,R), und fiir alle ¢, ¥ € C*°(G,R) gilt:

V(eY) = (Vo) + oY)

(ii) Ein Vektorfeld Y auf G heifit linksinvariant, wenn fiir alle p € C*(G,R)
und alle g, h € G gilt:

V(pon)(g) = (Vo) (Anlg))-

(iii) Fiir X € g sei die Liesche Ableitung X¢ auf G entlang X definiert durch

X0(g) = S ol - expa (1)) i

fiir alle ¢ € C'(Q), g € G.

Bemerkung 2.22. Offenbar ist fiir X € g die Liesche Ableitung X¢ ein links-
invariantes Vektorfeld auf G.

Andererseits existiert zu jedem linksinvarianten Vektorfeld Y auf G genau ein
X aus g mit Y = X¢ (vgl. [HiN], Kap. 111, §2).

Konvention 2.23. Ist X’ € g, so identifizieren wir X mit dem linksinvarianten
Vektorfeld X,

Ist umgekehrt Y ein linksinvariantes Vektorfeld auf GG, so bezeichnen wir das
eindeutig bestimmte Element X in g mit J) = X“ ebenfalls mit ).

Sei H eine abgeschlossene Untergruppe von G (und somit selbst eine Lie-
Gruppe bzgl. der von G induzierten Topologie, sieche [HiN], Satz 111.2.33) und
h C g die dazugehorige Lie-Unteralgebra von g. Wollen wir nun die Liesche
Ableitung bzgl. eines Elementes X € § auf H betrachten, so bezeichnen wir
diese, nach der Konvention aus Definition 2.21, mit X, um Konfusionen zu
vermeiden (i. allg. ist X7 # XY siehe Lemma 2.24).

Lemma 2.24. Sei G = H xg R. Sind X € h und Y € ¢, so gilt
XEf(hyr) = ((dO(r)X) 7 f(-,r))(h) und YOf(h,r) = (PEf(h, -))(r)
fiir alle f € C'(G) und alle h € H, r € R.

Beweis. Es seien f € C1(G), X € h,Y € vund h € H, r € R. Dann verifiziert
man mit Blick auf Definition 2.21, Konvention 2.16 und den davor plazierten
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kommutativen Diagrammen die Umformungen

%f((h, r)(expy (tX), 1r))|i=0

Z%f(h(Q(r) expy (tX)),7)|i=0 = %f(h expy (tdO(r)X),r)|i=0
=((do(r)X)" f(-,r))(h)

X[ (h,r) =27 (h,7) exp ()10 =

und

VRS (1) =5 (0, r) exp (9o = 3 () (L, expltD)hecg

:%f(h,repr(ty))h:o = (YVEf(h, -))(r).
]

Lemma 2.25. Es seien X € g und ¢ € £ .(G) derart, dap fiir alle g € G
die Abbildung R > t — p(gexp(tX)) stetig differenzierbar und X ¢ eine lokal

beschrdinkte Borel-Funktion ist.
(1) Isty € CHQ), so gilt

/G (Xe)(g)(g)d'g = — /G o)X (g) d'g. (2.8)

(i) Besitzt ¢ kompakten Trdger, so ist [, Xp(g)d'g = 0.

Beweis. Zu (i): Sei € > 0 so klein, da} [—¢, €] X in einer Exponentialumgebung
der Null in g enthalten ist. Die Abbildung

®:Gx]—¢,e[—= C,(g,t) = p(gexpg(tX))

ist bei festgehaltenem g bzgl. der ¢{-Variablen stetig differenzierbar, und aus
0, (g,t) = Xp(gexp(tX)) folgt

[(0:@)9| < sup{|Xp(g)] - g € supp(y) exp([—e,e]X)} [4].

Ferner liegt g — ®(g,t)1(g) fiir jedes ¢t €] — €,¢[ in L'(G). Daher gilt nach
dem Standardsatz iiber Differentiation parameterabhéngiger Integrale:

[ 2ot e = [ ool s =5 [ o60v0 as
d

tZO/Gw(gexpa(tX))w(g) d'g= %‘tzo/a(p(g)qﬁ(gexpc;(_tx))drg.

T dt
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Unter erneuter Ausnutzung des Satzes iiber Differentiation parameter-
abhingiger Integrale ergibt sich dann

| 2o s = [ e giexpa—ta)ads =~ [ cloxuio) dy.

Zu (ii): Sei v € Z(G) mit Ysupp(p) = 1. Dann folgt (ii) aus den Gleichungen
o =Y, Xo = (X)) und (X)) = 0 sowie Aussage (i). O

Das Lemma 2.25 nehmen wir zum Anlaf fiir die folgende Definition:

Definition 2.26. Es seien Xj,..., &}, linksinvariante Vektorfelder. Fiir jeden
Multiindex a = (o, ..., ) € N™ sei die Funktion f, aus Cl*/(G), |a| =
o1+ ... + o Ist dann

N
T=> " faX. - Xam, (2.9)

|a|=0

so bezeichnen wir den durch

N

Tp =Y (-1)xam - X (frp) (2.10)

|a|=0

auf CN(G) definierten Differentialoperator 7 als den zu T formal adjungierten
Operator.

Gibt es zu f € L2(Q) ein f € L*(G) mit (f, T*p) = (f, o) fiir alle ¢ € 2(Q),
so sagen wir, daB§ T'f im schwachen Sinne existiert und setzen Tf := f.
Existiert T'f im schwachen Sinne, so driicken wir diesen Sachverhalt kurz durch
die Schreibweise T'f € L*(G) aus.

Besitzt der Differentialoperator T die Form (2.9) mit konstanten Funktionen
fa fiir alle Multiindizes a mit || < N, so nennen wir 7 einen linksinvarianten
Differentialoperator.

Ist T wie in (2.9) und f € CY¥(G), so erkennt man mit Lemma 2.25, dal T'f
im klassischen Sinne gerade gleich T'f im schwachen Sinne ist.

Lemma 2.27. Es sei f € L*(Q), T ein linksinvarianter Differentialoperator
und Tf € L*(G).
(1) Fiir allex € G ist T(f o \z) € L*(G), und es gilt T(f o \y) = (T'f) 0 Ay

(i5) Ist p € D(Q), so qilt T(p* f) =@ =*TFf.

30



Beweis. (i) Ist € G, so hat man

1f 0 Xallz = /G [f(@™"g)[’m(g) d'g = m(z) /G [f(9)[Pm(g) d'g = m(2)|If]I3,

also f o \, € L%(G). Fiir alle ¢ € 2(G) gilt zudem
(ForaT) = [ fa 9T o) mla) g
= /G F(9)(T*p(xg)) m(zg) d'g = m(z) /G F(@) (T (poA-1)(9))"d"g
=m(a) [ THa)(or )0y To = mla) [ T g)ple)m(a""g) dy

- /G T 'g)olg) g = (Tf o X, ¢).

(ii) Sei ¢ € Z(G). Unter Ausnutzung des Satzes von Fubini folgt aus (i):

(o x [, T™) =/G(/G<p(g)f(g—1h) d’g) (T*4p(h))*d"h

= [ e [ rorpm@ v an) dy
= [ e ([ TG oxmyuy an) ds
- /G ( / Q)T F(g™ 1)) (k) d'h = (¢ + T, ).

Lemma 2.28. Fs ezistiert eine Folge (¢ )nen in Z(G) mit den Eigenschaften
(1) Fir allen € Nist 0 <1, <1.

(79) Fir jeden linksinvarianten Differentialoperator T gibt es ein von n € N

unabhingiges Cr > 0 mit |T,| < Cr.

(111) Die Familie (¢ ({1}))nen bildet eine aufsteigende Folge von Mengen
mit G = Unentpy,*({1}).

Beweis. Es sei ¢ € 2(G) positiv und so normiert, daB [, (g)d"g = 1 gilt.
Da unsere Lie-Gruppe G nach Bemerkung 2.2 o-kompakt ist, findet sich eine
aufsteigende Folge (K, )nen von Kompakta in G mit G = UpenK,. O. B. d. A.
kénnen wir annehmen, daf8 K, (supp(z)~!) fiir alle n € N in K,,; enthalten
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ist. Wir wihlen nun Funktionen ¢, € 2(G), n € N, mit 0 < ¢, < 1 und
¢nlk, =1 (vgl. [HiN], Lemma III.1.4). Indem man notfalls die K,, n € N,
rekursiv vergréfiert, kann man davon ausgehen, dafl supp(p,) C K, gilt.
Setzt man jetzt 1, 1= @11 *x 1, n € N, so erfiillt diese Folge die gewiinschten
Bedingungen:

Fiir x € G erhilt man aufgrund der Positivitdt von ¢ und ¢,

0 < vu(x) = /G (2~ ) g) d'g < /G o) drg=1.

Ist dabei z € K, so gilt offenbar 4, (z) = 1, da K,(supp(v)) ') C K1
Zudem ist supp(1,) C supp(¢n+1)supp(¥), und somit folgt ¢, € Z(G) aus
Lemma 2.9. Mit Hilfe von Lemma 2.27(ii) ergibt sich fiir einen linksinvarianten
Differentialoperator 7' die Abschitzung

()] = lpnss * To(@)] < /G onir (20 ) TH(9)| &g

< [ [Tutg)|drg = Cr <
G
fiir alle z € G und alle n € N. I

Durch Verwendung von Dirac-Folgen und Lemma 2.28 1a8t sich die Aussage
des Lemmas 2.25 verbessern:

Lemma 2.29. Es seien X € g und &, n € L*(G) mit X¢, Xn € L*(G). Dann
folgt
(X&) = —(& Xn). (2.11)

Beweis. Ist € € P(G), so gilt (2.11) nach Definition 2.26 und Lemma 2.25.
Sei nun ¢ € L?(G) mit kompaktem Triger und X¢ € L?(G). Ist dann (¢, )nen
eine Dirac-Folge, so hat man ¢, x £ € 2(G) und

(€ &m) = Tim (o + &, Xn) = — lim (X (pn + €), 1)
= — lim (g * X&) = —(XE,m)

(vgl. die Lemmata 2.9, 2.11 und 2.27).
Sei nun allgemein £ € L*(G) mit X¢ € L*(G) und (¢,)nen eine Folge wie
in Lemma 2.28. Dann ist X (¢,€) = (X¢,)€ + ¥n(XE) € L?(G) und aus den
obigen Ausfiihrungen und Lemma 2.28 folgt:

lim (X (4,6), )

(€, &m) = lim (P&, Xn) = — |
=— lim (4, X&) — lim ((X,)€,m) = —(XEm) .
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2.4 Linksinvariante Riemannsche Abstinde

In diesem Abschnitt sollen einige Eigenschaften von linksinvarianten Riemann-
Abstinden aufgefiihrt werden. Der hier gewéhlte Weg zur Definition der Rie-
mannschen Abstandsfunktion kommt ohne abstrakte Differentialgeometrie aus
und ist eher konkret.

Voraussetzung 2.30. Die Lie-Gruppe G sei von nun an zusammenhéngend.
Es sei (-|-) ein Skalarprodukt auf g und || - || die von (- |-) induzierte Norm.

Definition 2.31. Sei 7 : [a,b] — G eine C'-Kurve. Wir definieren fiir alle
t € [a,b]:
expg oAy © 7)(8)]s=t (2.12)

1(t) 1=

Es sei dann durch

Liy) = / ()] dt (2.13)

die Lédnge von y erklart.

Bemerkung 2.32. (i) Sei N eine Exponentialumgebung in g. Zu vorge-
gebenem t € [a,b] existiert eine Umgebung U von t in [a,b] mit
v(0) (7)) € expg(N) fiir alle o, 7 € U. Somit ist insbesondere die
auf U x U definierte Funktion (0,7) — (expg' oAy (s) © 7)(7) bzgl. der
zweiten Variablen stetig differenzierbar, also ¥ stetig auf [a, b] und L(v)
somit wohldefiniert.

(i) Ist v : [a,b] — G eine stiickweise C'-Kurve (i. e., v ist stetig und es
existieren ¢ = ag < ... < ay = b derart, daf ’Y|[aj_1,aj] eine C*'-Kurve
fiir jedes j € {1,..., N} ist), so wird naheliegenderweise die Lénge von =y

N .
durch L(v) := 37,21 L(7[{a;_1,05) definiert.

(iii) Ist ¢ : [, B] = [a, b] ein C'-Diffeomorphismus, so verifiziert man mit der
Ketten- und der Substitutionsregel die Gleichung L(7y) = L(y o ¢).

(iv) Die Definitionsgleichung (2.12) ist in folgendem Sinne linksinvariant: Ist
¢ = Ay o fiir ein g € G, so zieht dies ((t) = 4(¢) fiir alle ¢ € [a, b] nach
sich.

(v) Fafit man fiir ¢ € [a,b] das Lie-Algebrenelement +(¢) als linksinvariantes
Vektorfeld auf, so gilt fiir alle f € C*°(G)

GOH D) = = F (1) expa(7(0)) o = DIF 0 A 0 expe) 0)3(0)

d
=D(f 0 A5y 0 ex06) (0) 3 (ex" oA 0 7)(5) o= = (£ 07) (1)
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Bezeichnet also [y;] den von v induzierten Tangentialvektor aus Ty G,
so ist ¥(t) = ¥(t)¢ das eindeutig bestimmte linksinvariante Vektorfeld
mit (Y(8)f)(v(t)) = (f o 7)'(t) = [y f fiir alle f € C°°(G). (Daraus liest
man direkt ab, daf} unsere Definition der Liinge einer C'-Kurve mit der
entsprechenden Definition in [Hul74] {iberstimmt.)

(vi) Die Eigenschaft, dafl sich zwei beliebige Punkte aus G durch eine
stiickweise C'-Kurve verbinden lassen, ist #quivalent dazu, daB G zu-
sammenhingend ist:

Um jedes g € (G existiert eine Umgebung U, die durch eine Karte diffeo-
morph auf eine offene Kugel des R* abgebildet wird. Geradenstiicke in
der Kugel lassen sich vermoge der Karte in glatte Kurvenstiicke auf U
iiberfiihren. Daher ist fiir vorgegebenes h € G die Menge V' (h) der g € G,
die durch eine stiickweise C*-Kurve mit h verbunden werden konnen,
nicht leer, offen und abgeschlossen. Ist also G zusammenh#ngend, so ist
V(h) = G. Ist hingegen V(h) = G, so ist G schon gleich der zusam-
menhiingenden Menge U{ran(y) : v stiickweise C'-Kurve, h € ran(vy)}.

Definition 2.33. Fiir g, h € G sei #,, die Menge der stiickweisen C''-Kurven
v : [a,b] = G mit y(a) = g und ~(b) = h.

Der zum Skalarprodukt (-|-) gehorige Riemann-Abstand d : G x G — [0, o0
auf G sei erklirt durch

d(g,h) :=1inf{L(y): v € #4n}.

Ist ¢ € G, so schreiben wir kiirzer d(g) anstelle von d(1g,g). Ist r > 0, so
bezeichne B, = BY die Menge {g € G : d(g) < r}.

Lemma 2.34. Der oben definierte Riemann-Abstand ist eine Metrik auf G.
Die durch d auf G induzierte Topologie ist gerade die auf G gegebene Lie-
Gruppentopologie.

Ferner ist d linksinvariant, i. e., fir alle x, y, g € G gilt d(gz, gy) = d(z,y).

Beweis. Die Aussage, dafl d eine Metrik ist, die die auf GG etablierte Topologie
erzeugt, wird in [Hel] unter Cor. 1.9.5 bewiesen. Die Linksinvarianz von d folgt
aus Bemerkung 2.32(iv). O

Lemma 2.35. Esseir >0 undn € N*. Ist g € B,,,, so finden sich Elemente
91, -y Gn € B mit g=g¢1- ... - gn.

Beweis. Die Aussage wird mit vollstdndiger Induktion iiber n verifiziert:

Der Induktionsanfang n =1 ist offenbar trivial.

Die Aussage gelte nun fiir n € N*. Ist ¢ € By 11y, \ Bnr, 50 existiert zu kleinem
e > 0 eine stiickweise C1-Kurve 7 : [0,1] — G, die 1¢ und g verbindet und
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zudem L(7y) < (n+ 1)r — ¢ erfiillt. Aus Zusammenhangsgriinden schneidet ~y
dann die Sphére {h € G : d(h) = nr — ¢} in einem Punkt §. Es gilt d(g) < nr
und, mit der Bezeichnung 4 = |,-1(5),1»

d(§'g) = d(g,9) < L(7) < L(v) — (nr —¢) < 7.

Somit ist g,+1 := §~'¢g € B, und nach Induktionsvoraussetzung gibt es g, ...,
gn € B, mit g =g, - ... - g, also insgesamt g = g1 - ... - gnGn+1- O

Korollar 2.36. Alle bzgl. d beschrdinkten und abgeschlossenen Mengen in G
sind kompakt. Somit ist (G,d) ein vollstindiger metrischer Raum.

Beweis. Aus Lemma 2.35 folgt B,, = (BL)” fiir alle r > 0 und n € N*.
Fiir geniigend kleines r wird die Menge B, vermdge der Exponentialkarte
homéomorph auf eine kompakte Menge im R" abgebildet. Dann ist By, fir alle

n € N als abgeschlossene Teilmenge des Kompaktums (B,)" selbst kompakt.
Daraus folgt sogleich die Behauptung. O

Definition 2.37. Wir sagen, dafl G' exponentielles Volumenwachstum besitzt,
wenn ein C' > 0 so existiert, daf fiir alle r > 1 die Abschétzung |B,| :=
f B, d'g > Ce™® erfiillt ist.

Bemerkung 2.38. (a) Da alle Normen auf g ~ R" dquivalent sind, ist die
obige Definition unabhingig von der speziellen Wahl des Skalarproduk-
tes auf g. Besitzt G also exponentielles Volumenwachstum bzgl. einer
festen linksinvarianten Riemannschen Abstandsfunktion, so auch bzgl.
jeder weiteren.

(b) Fiir alle r > 0 gilt offenbar B, = (B,)~'. Somit ist es in der obigen
Definition auch nicht von Belang, ob man das Volumen von B, bzgl. des
rechtsinvarianten oder des linksinvarianten Haar-Mafles betrachtet, denn
fiir alle g € G ist x5,(9) = x5,(¢7"), und fiir symmetrische Funktionen

f (ie., f(g) = f(g7}) fiir alle g € G) gilt

/G flg)d'g = /G flg ) dg = /G f(9) dg.

(c) Man findet immer ein K > 0 mit |B,| < Ke™ fiir alle r > 0, i. e.,
das Volumen der Kugeln B, wichst in Abhéngigkeit von r hochstens
exponentiell (vgl. z. B. [Hul74], Prop. 1.4).

Satz 2.39. Ist G eine nicht unimodulare Lie-Gruppe (d.h. ist der modulare
Faktor m nicht trivial), so besitzt G exponentielles Volumenwachstum.

Beweis. Siehe [VSC], §IX.1. O
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Die folgende Aussage wird im néchsten Kapitel beim Beweis des Lemmas 3.7
benétigt.

Lemma 2.40. Es sei {X, ..., X,} eine Orthonormalbasis von g bzgl. des
Skalarproduktes (-|-). Ferner sei ¢ € 9(G,R) mit [, |¢|d'g = 1. Dann gilt
fir alle g € G

Z|X exd)(g)P<1.

Beweis. In [Hul74], §1, wird gezeigt, daf} fiir alle ¢ € G und alle X € g die
Ungleichung

hmsup‘ |\d(gexpe(t?f)) d(g)| < [1X|

t—0

gilt. (Zunichst wird die Ungleichung im einfachen Fall g = 15 gezeigt; dann
wird allgemein fiir sogenannte subadditive Funktionen p auf G mit p(1g) =0
bewiesen, dafl der Limes Superior in 15 sein Maximum annimmt.) Deshalb
ergibt sich

[X(pxd)(h)| =

lim 1 /C;gp(g) (d(g_lh expg(tX)) — d(g_lh)) dlg‘

t—0 t
< / o9l X d'g = |1 X]-

Fiir alle a4, ..., a, € R ist also

‘Za] (pxd)(g ‘ (iai)lﬂ.

j=1

Wahlt man a; = X;(¢*d)(g) fiir j =1, ..., n, so folgt daraus die Behauptung.
]

2.5 Homogene Normen

Die hier vorgestellten mathematischen Objekte finden ihre Anwendung in Ka-
pitel 5.

Definition 2.41. Sei D € End(R™). Eine stetige Abbildung |- |p : R —
[0, oo[ heiBt homogene Norm bzgl. D auf R™, falls | - |p auf (R™)* eine C°°-
Funktion ist und fiir alle x € R™, s € R die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:
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(i) |z|p = 0 genau dann, wenn z = 0,
(ii) | —z|p = |z|p und
(iii) |e*Pz|p = e*|z|p.

Der folgende Satz gibt Aufschlufl dariiber, wann homogene Normen bzgl. einer
linearen Abbildung D auf R™ existieren, und er zeigt, daf} es sich bei den Ni-
veaumengen dieser Abbildungen um glatte kompakte Untermannigfaltigkeiten
des R™ handelt.

Satz 2.42. Sei D € End(R™). Dann gilt:
(i) Es existieren genau dann homogene Normen bzgl. D auf R™, wenn die
Realteile simtlicher Eigenwerte von D strikt positiv sind.

(i) Gibt es eine homogene Norm | - |p bzgl. D auf R™, so ist fir jedes
s € R die Niveaufliche Fy; := {x € R™ : |z|p = e} eine kompakte
C*-Hyperfliche.

(#3) Sind |-|p und |- |5, zwei homogene Normen bzgl. D auf R™, so existieren
e, C>0mite|l-|p<|-5<C||p-

Bevor wir uns dem Beweis des Satzes zuwenden, sollen noch ein Hilfssatz und
zwei Lemmata bewiesen und einige Notationen eingefiihrt werden.

Definition 2.43. Sei S; die euklidische Einheitssphéire im R™. Eine Menge
F C R™ heifit Ellipsoid, wenn ein T € GI(R™) existiert mit F' = T5;.

Voraussetzung 2.44. Fiir den Rest des Abschnitts bezeichne (-, -) das eukli-
dische Skalarprodukt im R™. Zu gegebenem D € End(R™) sei Vi @ ...®V, eine
Zerlegung des R™ wie in Abschnitt A.1 und P; : R™ — Vj, v + ... + vy — v;
die dazugehorige j-te Projektionsabbildung. Ferner sei v, : R — R™ die

Losungskurve des Anfangswertproblems (9, — D)y = 0, v(0) = =z, i. e.,

Y2(t) = etPux.

Hilfssatz 2.45. Sei D € Gl(m, R) mit Eigenwerten, die simtlich strikt positi-
ven Realteil besitzen. Dann existiert ein Ellipsoid F' mit &uflerem Normalenfeld
n derart, daf fiir alle x € F gilt: (n(z), Dz) > 0.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall, dal D bzgl. der Standardorthonor-
malbasis des R™ in der reellen Jordan-Normalform aus Abschnitt A.1 vorliegt.
Wir setzen F := {x € R™ : > a;a? = 1} und zeigen, daBl F' bei geeigneter
Wabhl der positiven Koeffizienten a; der Bedingung aus Hilfssatz 2.45 geniigt.
Mit der Bezeichnung a(z) = (a1z1, ..., @y Zm) " gilt n(z) = a(z)/||a(z)]|]. Ferner
ist fir z € F

), Dx) = ZP ) J,(P,x). (2.14)
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Wir betrachten nun das Jordan-Késtchen J; und ein beliebiges z € R™. Der
Einfachheit halber lassen wir in den folgenden Rechnungen bei den Groflen Ji,
A1, di und P; den Index 1 fort.

Fall (a): X €]0,00[ und J € R™*¢. Wihlt man z. B. a; = (d/\)¥ fiir j = 1,...,d

und setzt ¢ = ¢;(z) = Zle a;z2, so ist

P(a(x))" J(Px)

d d—1 d-1 a

2 : 2 } : § : [ %
=) a;T; =+ A;T;Tj41 = Ac + a_—l,/ajajﬂxjxjﬂ

i—1 = =1 +

[ a [ a;
7
>)\C — E a—_H— U,J.'L' + CLJ+1$]+1 A - — E a,]_|_1

dabei gilt P(a(x))" J(Pr) = 0 genau im Fall Pz = 0.
Fall (b): A € C\ R und J € R*>*2¢_ Wihlt man hier ag; = (d/R(N))% = agj—1
fiir j = 1,...,d und definiert ¢ = ¢;(z) := Zfdl a;z2, so erhilt man

d—1
P(Oz(x))TJ(P:r) Za% 332@ 1 +x21 +Za2] T2j-1T25+1 +372]$23+2)
j=1
d—1
Ae+ Z \/ 2 )\/6123&2 i11) (T2j 19511 + T2jTajy2)
j= 2(5+1
d—1
1
>R \/ a2] 552] 1T 3729) + a2(y+1)(372g+1 + x2]+2))
d—1
1
> - = >0,
Z 9 C

j=1

und wieder gilt P(a(x))TJ(Pz) = 0 nur, falls Pz = 0.

Wihlt man zu jedem weiteren Jordan-Késtchen J, den Anteil P,(a) des Koef-
fizientenvektors a = (ay, ..., a;,)" analog, so folgt (n(x), Dz) > 0 fiir allex € F
(denn fiir mindestens ein v € {1, ..., ¢} gilt P,z # 0).

Im allgemeinen Fall existiert nach Abschnitt A.1 ein S € GI(R™) so, daB
D := SDS~" die oben bereits behandelte reelle Jordan-Normalform bzgl. der
kanonischen Basis des R™ besitzt. Zu dieser Normalform konstruieren wir wie
oben ein Ellipsoid F mit #uBerem Normalenfeld 7 und (7(£), D€) > 0 fiir alle
EeF.

Setzt man nun F := S~'F, soist STof0S ein (i. allg. nicht normiertes) duferes
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Normalenfeld von F, und es gilt fiir x € F mit & := |[(ST o710 S)(z)|| *:
(n(z), Dx) = k(ST (7(Sz)), S~HD(Sx))) = k(A(Sz), D(Sz)) > 0

nach dem bereits Bewiesenen, da Sz € F. O

Die geometrische Interpretation von Hilfssatz 2.45 wird im néichsten Lemma
geliefert:

Lemma 2.46. Sei D € End(R™) mit Eigenwerten, die allesamt strikt positi-
ven Realteil besitzen. Dann existiert ein Ellipsoid F in R™ derart, daf8 fir alle
x € (R™)* die Kurve vy, die Hyperfliche F zu genau einem Zeitpunkt to € R
schneidet. Es gilt

lim 7v,(t) =0 und ||v(t)|] = 00, fallst— occ. (2.15)

t——0o0

Somit verlduft v, firt <ty in der konvexen Hiille E von F und firt > ty in
R™\ E.

Fiihrt man auf (R™)* die Relation x ~ y <=y € v;(R) ein, so ist diese eine
Aquivalenzrelation und die Aquivalenzklassen haben die Gestalt (] = 7,(R).
Zudem ist F' ein Vertretersystem, i. e., fir alle £ € (R™)* existiert genau ein
reF mit &~ x.

Beweis. Seien F wie in Hilfssatz 2.45 und z € (R™)*. Wir wihlen eine Basis so,
dafl D als Matrix in reeller Jordan-Normalform wie in Abschnitt A.1 vorliegt.
Man liest aus (A.1) ab, da8 fiir alle ¢ = 1,..., ¢ dann €'/i(P;(z)) — 0 folgt, falls
t — —oo, und ||e!’i(P;(z))|| — oo, wenn ¢t — oo und P;(z) # 0. Somit ergibt
sich (2.15).

Sei nun S, := {t € R: v,(t) € F}. Da die zusammenhingende Kurve 7, nach
(2.15) fiir kleine ¢ in Int(E) und fiir grofie ¢ in R™ \ F verlduft, ist S, # (). Fiir
T € S, gilt nach Hilfssatz 2.45

(n(¥2(7)), 02 (t) [1=r) = (n(72(7)), DYa(7)) > 0.

Somit existiert ein (1) > 0 mit

va(t) € {Int(E) fir m—e(r)<t<r (2.16)

R*"\E fir7<t<7t4+e(r).

Aus (2.16) folgt, daBl S, einelementig sein mufi: Da S, nach (2.15) kompakt
ist, existiert {;, = minS,. Angenommen, die kompakte Menge S, \ {to} =
S \Jto — e(to), to + e(to)[ wire nicht leer, dann existiert ¢, = min S, \ {0}
Aufgrund des Zusammenhangs von 7, (R) und (2.16), angewandt auf ¢y, folgt
vz (Jto, t1[) € R™ \ E. Das widerspricht allerdings (2.16) mit 7 = ¢;.
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Die Behauptungen zur angegebenen Relation auf R™ folgen nun aus der Theo-
rie der linearen gewohnlichen Differentialgleichungen und dem bereits Bewie-
senen. U

Lemma 2.47. Sei D € End(R™). Ezistiert ein Eigenwert A von D mit
R(N) < 0, so gibt es einen D-invarianten Unterraum V # {0} derart, dafs
fur alle x € V> gqilt:

|7z (t)|| = o0 fiirt - —oo und 7y, — 0 fiirt — +oc.

Besitzt D einen Eigenwert A € iR, so existiert ein D-invarianter Unterraum
V' # {0} mit: v, ist fir alle x € V* eine geschlossene (und somit insbesondere
beschrinkte) Kurve, die nicht durch 0 verlduft.

Beweis. Wenn man eine Basis des R™ wihlt, bzgl. der die D darstellende
Matrix reelle Jordan-Normalform im Sinne des Abschnitts A.1 hat, so lassen
sich die Aussagen, dhnlich wie im Beweis von (2.15), aus (A.1) ablesen. [

Beweis von Satz 2.42. (i) Wir betrachten zunédchst den Fall, dal D einen Ei-
genwert A besitzt mit R(A\) < 0. Angenommen, es gibt eine homogene Norm
| - |p bzgl. D auf R™. Sei dann V' wie in Lemma 2.47 und z € V*. Aus der
Stetigkeit von | - |p folgt nach Lemma 2.47 die Existenz eines M > 0 mit
|7(t)|p < M fiir alle ¢ > 0. Andererseits gilt nach Definition der homogenen
Norm |v,(¢)|p = €|z|p — oo fiir ¢ — oo, und wir haben einen Widerspruch.
Seien nun die Realteile aller Eigenwerte von D strikt positiv und F' und E wie
in Lemma 2.46.

Konstruktion einer homogenen Norm: Wir definieren | - | : R™ — [0, oo[ durch
0 fii =0
| = S, - . B (2.17)
e’ wenn s € R, £ € F existieren mit x = e*“&.
Nach Lemma 2.46 ist | - | rechtseindeutig und auf ganz R™ erklért.

Die Funktion |- | ist C* auferhalb der Null: Sei x € (R™)* vorgegeben und &
das eindeutig bestimmte Element in F, fiir das ein s € R mit z = e*P¢ existiert.
Sei U C R™~! eine offene Nullumgebung und v : U — F eine C*-Immersion
mit 1 (0) = £. Es gilt fiir die Abbildung ¥ : U x R — R™, (u,t) — ePy(u):

811\11(,0) ‘v:(O,s) = (8ulII(u, 8) ‘u:Ov at‘ll(oa t) ‘t:s) = €5D © (au'(/J(u) ‘u:Ov Dg) .
Nun ist 9,9 (u)|u=oR™ ' = T¢F und nach Hilfssatz 2.45 D¢ ¢ T;F. Also hat
0,V (v)|y=(0,5) vollen Rang und ist somit nach dem Umkehrsatz ein lokaler C*-

Diffeomorphismus, d. h., es gibt Umgebungen 0 € V C R™ !, |]s—¢,s+¢[C R
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und W von z in R™ mit: U|yyjs_c s ist ein C*-Diffeomorphismus auf W.
Also ist auch =1 : W — Vx]s — ¢, s + £ eine C*°-Abbildung und damit auch
|- |lw = exp(¥;;!), wobei ! die m-te Komponentenabbildung der Funktion
U1 ist.

Die Funktion | - | ist stetig in Null: Sei ¢ > 0 vorgegeben. Dann ist e™)PE
eine Nullumgebung in R™ und [P E| C [0, €].

Ferner gilt offenbar |z| = 0 genau dann, wenn x = 0, und F = —F impliziert
| — x| = |z| fiir alle z € R™. Die Eigenschaft |e*Px| = e*|x| folgt aus (2.17) und
Lemma 2.46.

(ii) Sei jetzt | - |p eine vorgegebene homogene Norm bzgl. D auf R™.

F; ist eine glatte Hyperfliche: Die Funktion f := |- |p—e® ist eine C*°-Funktion
auf der Umgebung (R™)* von Fy, und es gilt f1({0}) = F. Ist z € Fj, so
finden wir ein £ € Fy mit x = e*P£. Man kann dann aus 9,f(e!P€)|—, = €°
folgern, dafi der Gradient von f in x nicht verschwindet. Somit ist F§ eine
C*-Hyperfliche des R™ (vgl. z. B. [For], §14).

F; ist kompakt: Sei | -| die von uns unter (i) konstruierte homogene Norm und
C :=max{[{|p : |§| = 1}. Dann ist C > 0. Zu z € (R™)* findet man ein s € R
und ein & mit |£| = 1 derart, dafl z = e*P£. Daraus ergibt sich

\z|p = €*|€|p < Ce® = Ce’|¢] = Cle*PE| = Cla] . (2.18)

Somit folgt aus der Beschrénktheit der Mengen {z € R™ : x| < R}, R > 0,
die Beschrianktheit der abgeschlossenen Fliachen F;, s € R, also letztlich deren
Kompaktheit.

(iii) Seien |- |p und |- | wie unter (ii). Dort wurde bereits die Existenz eines
C >0mit|-|p <C|-| gezeigt. Setzt man ¢ := min{|{|p : [£| = 1}, so folgt,
dhnlich wie in (2.18), |-|p > ¢|-|. Das zeigt, daf alle homogenen Normen bzgl.
D auf R™ Aquivalent sind. O
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Kapitel 3

Differentialoperatoren auf
Lie-Gruppen

Schrédinger-Operatoren, bzw. deren ,, Vorstufen“, stehen im Mittelpunkt des
vorliegenden Kapitels. Diese Klasse linearer Differentialoperatoren auf Lie-
Gruppen umfaflt insbesondere die Sub-Laplace-Operatoren.

Viele Eigenschaften von Sub-Laplace-Operatoren werden jedoch nicht von al-
len Schrodinger-Operatoren geteilt. Aussagen dieser Art sind in Abschnitt 3.3
aufgefiihrt, der ausschliellich Sub-Laplace-Operatoren und den dazugehorigen
Wirmeleitungskernen gewidmet ist.

Der LP-Funktionalkalkiil von Sub-Laplace-Operatoren wird nachher in Ab-
schnitt 4.3.2 und den Kapiteln 5 und 6 behandelt; auf Schrodinger-Operatoren,
die i. allg. keine Sub-Laplace-Operatoren sind, trifft man in den Abschnitten
4.1 und 4.3.3.

Voraussetzung 3.1. Im gesamten Kapitel seien G' eine zusammenhéngende
reelle Lie-Gruppe, d"g ein rechtsinvariantes Haar-Maf auf G und L*(G) =
L*(G, d"g) der Raum der bzgl. d"g quadratintegrierbaren Funktionen auf G.

3.1 Selbstadjungiertheit

In diesem Abschnitt zeigen wir die Selbstadjungiertheit von Differentialope-
ratoren, die man als ,Pri-Schriodinger-Operatoren® bezeichnen koénnte. Den
Operator T aus Satz 3.2 wiirde man nimlich erst dann einen Schrédinger-
Operator nennen, wenn zusétzlich die Vektorfelder X, j € J, schon die ganze
Lie-Algebra g von G erzeugen, d. h. die Hormander-Bedingung erfiillen. Diese
Voraussetzung wird im Beweis von Satz 3.2 aber nicht benétigt, und in der
Tat wird der Satz 3.2 in der hier angegebenen allgemeinen Form spiter z. B.
im Beweis des Lemmas 3.21 genutzt.
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Bzgl. der in Satz 3.2 und im dazugehdrigen Beweis verwendeten Notationen
und Sprechweisen sei auf die Definition 2.26 und den Abschnitt A.6 verwiesen.

Satz 3.2. Es seien J eine nicht leere, endliche Indexmenge, X;, j € J, links-
invariante Vektorfelder und V;, j € J, reellwertige C'-Funktionen auf G. Dann
ist der auf P(G) C L*(G) definierte positive Operator T = — 3. ;(X; +iV;)?
wesentlich selbstadjungiert. Sein Abschlufi T ist gegeben durch

dom(T) ={f € L*(G) : Tf € L*(G)} und T =T*.
Der Definitionsbereich der zu T gehdrigen quadratischen Form ist

quad(T) = {f € LX(G) : Vj € J : (X +iV;)f € LA(G)}
und es gilt die Inklusion dom(T) C quad(T).

Beweis. Der oben im Satz beschriebene Operator hat auf dem dichten Unter-
raum 2(G) von L?(G) die konkrete Gestalt

To =Y (= Xe—2V;(Xjp) + (V] —i(X;V)))e) -

jeJ

Offenbar ist T positiv und symmetrisch auf 2(G) (vgl. Lemma 2.25). Nach
Definition von 7™ ist

dom(T*) = {f € L*(G) : 3f € L*(G) Yy € Z(G) : (£, T) = (f. ¥)} -

Das bedeutet dom(7T*) = {f € L*(G) : Tf € L*(G)}.

Sei nun @ die Menge aller f € L?(G), gegen die eine Folge (f,)nen aus 2(G) in
L*(G) konvergiert, welche zudem die Eigenschaft erfiillt, daB ((X; +:V}) fn)nen
fiir alle j € J eine L?-Cauchyfolge ist (Q ist der Definitionsbereich des Ab-
schlufies der zu T gehorigen quadratischen Form, s. Abschnitt A.6). Offenbar
gilt Q C {f € L*Q):VjeJ:(X;+iV;)f € L*(G)} = A.

Behauptung (a): Es gilt auch die Inklusion A C Q.

Fiir den Beweis dieser Behauptung betrachten wir zuerst ein f € A mit kom-
paktem Triger und eine Dirac-Folge (¢, )nen. Dann ist (¢, * f)nen eine Folge
in Z(G) und nach Lemma 2.11 gilt || f — ¢, * f|| — 0 fiir n — oo.

Sei jetzt j € J. Da V;f in L*(G) liegt, folgt aus f € A schon X;f € L*(G).
Somit gilt nach Lemma 2.27 (ii)

(X]'_*_Z.V})(Qan*f):(Pn*Xjf'i_iVj((Pn*f)
:Qpn*(XJ+’L‘/;)f_z(90n*v;f_vj(§0n*f))
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Daraus erhilt man die Abschitzung

10 + Vi) (f — n x )
<X + Vi) f = onx (X + Vi) I+ llpn + Vif = Vilen x )]

Der erste Term der rechten Seite strebt, wieder nach Lemma 2.11, gegen null
fiir n — oco. Zudem gilt allgemein fiir ¥ € C(G) und kompakt getragenes
f € L*Q):

ll¢n * 79]?_ V(pn * f)”

<sup{|¥(z"g) — (g)| : = € supp(¢n), g € supp(¢n) supp(f) Hien * | £II|;
(3.1)

dabei geht der letzte Ausdruck gegen null fiir n gegen unendlich. Somit ist f
ein Element aus Q).

Sei nun f € A ohne weitere Einschrinkungen und (i,),en eine Folge wie in
Lemma 2.28. Dann gilt im schwachen Sinne (wie man leicht durch Austesten
an einem beliebigen n € Z(G) verifiziert)

(X + Vi) (Wnf) = (X)) f + Uu( X +iV5) f

fiir alle 7 € J. Also liegt fiir alle n € N die kompakt getragene Funktion t, f
in A und somit nach dem bereits Gezeigten in Q). Ferner gilt offenbar ¢, f — f
in L?(G) und es folgt

10 + V) (f = bn Nl S WA = 9u) (A +V3) I + [1(Xon) £ -

Die Wahl der Folge (vn,)nen impliziert ||(X; +3V;)(f — ¥ f)|| — 0 fiir n — oo.
Daraus folgt, dafi f in @ enthalten ist, d. h., die Behauptung (a) ist gezeigt.
Als n#chstes betrachten wir die Friedrichs-Erweiterung S von 7' (s. Theorem
A.26); es ist dom(S) = dom(7T*) N Q und es gilt T C S = S* C T*.
Behauptung (b): dom(S) C dom(T).

Wir orientieren uns am Vorgehen des Beweises der Behauptung (a): Sei also
f eine Funktion aus dom(S) mit kompaktem Triiger. Dann ist V;f € L?*(G)
fiir alle j € J und X;f € L?*(G), da f insbesondere in @ liegt. Da ferner T'f,
Vi(X;f), Vi f und (X;V))f, j € J, in L*(G) liegen, folgt auch (3., X7)f €
L*(G).

Wir betrachten wieder eine Dirac-Folge (¢, )nen und setzen f, := ¢, x f fiir
alle n € N. Dann ist (f,)nen eine Folge in 2(G), die nach Lemma 2.11 in
L*(G) gegen f konvergiert. Die Gleichungen

Tfo = o * (— ZXf)f — 20 Y Vilpa * Xif) + Y (V2= i(XV5) o %

jeJ JjeJ j€J
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und

©On * Tf
=gut (= DA F =203 0uk V(X S) + Y oux (V= i(XV) S
JjEeJ JjeJ JjEJ
implizieren
IT(f = F)l SUTF = 0nxTEHI+ Y (2llon * Vi (Xif) = Vilon * Xi )
JjeJ

+ llon * (V7 = i(X V) f — (V= i(XV;))en + f1) -

Insgesamt erhalten wir also T'f,, — Tf in L*(G) (vgl. (3.1)), d. h. f € dom(T).
Sei nun f € dom(S) beliebig und die Folge (1, )nen wie im Beweis der Behaup-
tung (a). Dann gilt

T(Wnf) = (= D XHn)F = 2 (K1) (X + V) f +vn(TS) € L3(G).

jeJ jeJ

Somit ist ¢, f € dom(T™) fiir alle n € N. Da zudem ¥, f € A = Q gilt, folgt

Ynf € dom(S), also nach dem bereits Gezeigten auch v, f € dom(T'). Ferner
gilt ¥, f — f in L?(G) und

IT(f =l < N = w)TAl+ D (17 D) 1+ 201 (Xja) (X + Vi) F) -

jeJ

Da f, Tf und (X;+1V;)f € L*(G), folgt aus der Definition der Folge (v )nen:
T (f —nf)l| — 0 fiir n — co. Da dom(T) bzgl. der Graphennorm abgeschlos-
sen ist, haben wir also f € dom(T).

Insbesondere gilt somit 7 = S und Q = quad(T). O

3.2 Holomorphe Operatorhalbgruppen auf
exponentiell-gewichteten L>-Riumen

Voraussetzung 3.3. Sei {A],..., X;,} ein System linear unabhingiger links-
invarianter Vektorfelder. Eine Riemannsche Abstandsfunktion d auf G sei
so gewiahlt, daf sich {X},..., X} zu einer Orthonormalbasis bzgl. des d in-
duzierenden Skalarproduktes auf g erginzen li8t. Ferner betrachten wir fiir
j = 1,..,m + 1 reellwertige Funktionen V; € C!(G) und setzen formal
Xpt1 == 0 und U; := &; +4Vj fiir alle j. Es sei dann H der Abschluf} des
auf 2(G) definierten Operators — Z;.":J’ll Uz
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Bemerkung 3.4. Nach Satz 3.2 ist H ein positiver selbstadjungierter Opera-
tor mit Core Z(G). (Der Begriff ,Core“ wird in Definition A.21 erklirt.) Dabei
gilt dom(H) ={f € L*(G) : Hf € L*(G)} und quad(H) = {f € L*(G) : Vj €
{1,...,m+1}:U;f € L*(G)}.

Die Verwendung der néchsten Definition bleibt auf dieses Kapitel beschrinkt.

Definition 3.5. Fiir s € R bezeichnen wir mit L?(e*?) den Hilbert-Raum
L*(G,e*¥9) drg). Das dazugehorige Skalarprodukt (-,-), ist fiir alle ¢, 9 €
L*(e*?) gegeben durch

(0, ) = / ()0 (g)e @ g

Die durch (-,-); induzierte Norm sei || - ||s. Ist s = 0, so wollen wir den Index
0 bei Skalarprodukt und Norm auf L?(G) weglassen.

Lemma 3.6. Der durch die Gleichung J,(p) = [,¥(9)p*(g) d"g definierte
Operator J, : L?(e’?) — (L%(e™*%))" ist fiir jedes s € R ein isometrischer
Antiisomorphismus.

Beweis. Sind f € L?(e*®) und h € L?(e~%?), so folgt aus der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung

008 = [ hghem 349 gy eie® arg| < LI

und fiir A := fe*? gilt Gleichheit. Somit ist J; eine antilineare Isometrie.
Andererseits gibt es zu jedem ¢ € (L?(e™*?)) ein h € L?*(e™*?) mit ¢ =
(-,h)_s = (-, he %), und he *? € L?(e*?), d. h., J, ist surjektiv. O

Die Lemmata 3.7 und 3.8 stammen aus der Arbeit [Heb97] und sollen hier noch
einmal im Detail bewiesen werden. Das Lemma 3.7 dient dabei im wesentlichen
nur zur Vorbereitung des Beweises von Lemma 3.8.

Lemma 3.7. Fir f € 2(G), s€ R und vy > 0 gilt

ASCHS, )l < RS, £+ 3570+ 2712

Beweis. Es sei (¢, )nen eine Dirac-Folge. Setzt man fiir n € N dann 1, := @p,*d,
so konvergiert nach Lemma 2.11 die Folge (e°%" f),en gleichmiBig gegen e®ef.
Dabher ist fiir j € {1,...,m + 1}:
(U;Uif, f)s = lim (U;U; f, e f) = lim (U;f, Uj(e* f))
= lim ((U;f, ™" (Usf)) + (U; f, s(Xibn)e™" f))

U312+ lim (U3, (Xjthn)e™ f)
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Somit folgt nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

£y = WO = U035, .1 < T sup s[5 U, 3% () )
1+ 82 s
< o 01+ tmsup U eon g 1
n—o0

Nun gilt nach Lemma 2.40

m+1

S et () fIP = /(men ) ()P @ g < e fI?,

7j=1

und der letzte Term konvergiert gegen ||f||? fiir n — oo. Daher folgt aus
Ly > |U; flI2 — R(U; U, f, f)s und Summation iiber j

m—+1

1
s, o+ DSz > >0

Aus dieser Ungleichung und L; > [S(USU;f, f)| fiir j = 1, ..., m + 1 erhilt
man dann schliellich

+
SES P < Z]WfW + DS e
=1

(1+7)

<RHS, f)s + I£11% -

O

Lemma 3.8. Fiir s <0 (bzw. s > 0) lipt sich die auf L?>(G) definierte Halb-
gruppe e *"  R(2) > 0, zu einer holomorphen Halbgruppe auf L?(e*¢) fortsetzen
(bzw. einschrinken). Ferner gilt fir z € H,:

2

MZWu%Seu(%umr+§gyf§). (3.2)

Beweis. Der Fall s < 0: Hier ist L?(Q) eine dichte, stetig eingebettete Teil-
menge von L?(e*?), und daher liegt auch 2(G) dicht in L2(e*).

Seien nun z € H, mit v := |3(2)|/R(z) und ¢ > s?(1 + 7)?/4.

Ist A die Einschrinkung von —z(H + ¢I) auf 2(G), so folgt nach Lemma 3.7
fir p € Z2(G)

R(—AS, f)s = R(2)(R(H S, f)s + cllFIl; — vsgn(3(2))S(HS, £)s) 2 0. (3.3)
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Somit ist A nach Bemerkung A.9 abschlieBbar in L?(e*?) und der Abschluf§ A,
ist dissipativ. Bezeichnet Ay den Abschluff von A als Operator in L*(G) (i. e.,
Ay = —z(H + cl)), so impliziert || - ||s <|| - || die Inklusion Ay C Aj.

Um den Satz von Lumer-Phillips (s. Theorem A.11) auf A; anwenden zu
konnen, soll nun gezeigt werden, daf§ fiir alle A > 0 schon ran(AI — A,) =
L%(e%?) gilt:

Aus der Dissipativitédt und der Abgeschlossenheit von A folgt, daf ran(A— A,)
abgeschlossen in L?(e*?) ist, denn fiir jede Folge (y,)nen aus ran(A — A,), die
in L?(e*?) gegen ein y konvergiert, gibt es eine Folge (2, )nen aus dom(A,) mit
Yn = (M — Ay)z,, die nach (A.3) gegen ein x € L%(e*?) konvergiert. Folglich
ist x € dom(A;) und y = (Al — Ay)z, d. h., y € ran(A] — Ay).

Andererseits ist H + cI positiv und selbstadjungiert in L?(G), also ist ins-
besondere o(H + ¢I) C [0,00[. Somit ist A\ ¢ o(Ap) und deshalb gilt
ran(Al — Ay) = L*(G). Aus Ay C A, und der Dichtheit von L?(G) in L?(e*?)
folgt ran(A\I — A,) = L?(e%?).

Nach dem Satz von Lumer-Phillips ist A; der infinitesimale Erzeuger einer
Kontraktionshalbgruppe T;(t), ¢ > 0, auf L?(e®?). Ferner induziert A, eine
Co-Halbgruppe Ty(t) = et = e ®#(H+e) 4 > (0, im Sinne des beschriinkten
Funktionalkalkiils von H + ¢l auf L?(G). Ist nun ¢ die Einbettungsabbildung
von L?(G) nach L?(e*?), z € dom(Ag) und uy : [0,00[— L%*(G) die durch
ug(t) = To(t)x definierte Funktion, so 16st us := touy das Anfangswertproblem
(0; — As)u(t) = 0, u(0) = x. Somit ist us(t) = Ts(t)z. Aus der Stetigkeit der
Abbildungen ¢ o Ty(t), T5(t) o ¢ und der Dichtheit von dom(A4) in L?*(G) folgt
dann Ty(t) = Ti(t)|2(e) fiir alle ¢ > 0.

Man erhilt fiir ¢ € L?(G)

le™*plls = lle™*™* D e*p)|ls < @ Ty(1)ells < YT lsssllolls

d. h., e7*# 148t sich zu einem beschriinkten Operator auf L?(e*?) fortsetzen,
und die dazugehérige Operatornorm ||e ||, erfiillt die Abschitzung (3.2)
(man betrachte ¢ = s2(1 + v)%/4).

Zur Holomorphie: Seien v > 0, ¢ wie oben, M := (1 + )% und § := arctan .
Es sei B der Abschlufl von —(H + cI) in L?(e*?); da ¢ > s?/4, ist B der infi-
nitesimale Erzeuger einer Kontraktionshalbgruppe auf L?(e*?) und 0 € p(B).
Um Theorem A.16 anwenden zu konnen, zeigen wir zunichst {A € C :
larg(A)| < 20} C p(B) und [|R(\; B)||s—s < M/|A| fiir A mit |arg(\)| < 26:
Sei also A € C* mit |arg(A\)| < 20. Dann existiert ein g mit |arg(u)| < § und
p? = X Es gilt |arg(p!)| = |arg(p)| < d. Somit ist |I(u)|/R(1) < v und
p~!B infinitesimaler Erzeuger einer Kontraktionshalbgruppe auf L?(e*?) (vgl.
(3.3)). Aus Satz A.13 folgt 4 € p(u~'B). Daher ist u='(A\[—B) = pl — (u™'B)
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invertierbar und folglich A € p(B). Ferner hat man nach Satz A.13
1 < 1 < 1
| T R(Wlul T R

Die Ungleichung v > |3(p)|/R(u) impliziert (1 + v)?R(x)? > |A| und somit
[ R(X; B)lss < (1+7)/|Al.

Nach Theorem A.16 ist dann z +— e*B € %(L?(e*?)) holomorph auf dem Sektor
{\ € C:|arg()\)| < 26 — 7/2}, also auch die Abbildung z +— e = B,
Durch den Ubergang v — oo (und somit § — 7/2) erhéilt man die Holomorphie
von z — e~ *H auf ganz H,.

Der Fall s > 0: Da L?(e*%) insbesondere reflexiv ist, ist nach Satz A.19 die
adjungierte Halbgruppe (e™*#) : (L?(e=*%))" — (L*(e=*%))", t > 0, eine C,-
Halbgruppe mit infinitesimalem Erzeuger H' in (L%(e *%))". Es gilt p(H) C
p(H') und R(\; H') = R(\; H)' fiir alle A € p(H) (vgl. Lemma A.18). Da die
Norm eines Operators gleich der seines adjungierten Operators ist, kénnen wir
wie oben im Fall s < 0 mit Theorem A.16 schlieBen, daf§ (e7*%)’, 2 € H,, eine
holomorphe Halbgruppe auf (L?(e™*?))’ ist.

Seien nun J; wie in Lemma 3.6 und ¢ € L?(e*?). Dann gilt fiir alle v € L*(G)
die Gleichung

(W, (J7 o (e7) o To)p) = (((e7*") 0 Jy)(9))¥ = (Js(p) 0 e™*)¢p
= (e My, 0) = (e o).
Somit ergibt sich fiir fast alle g € G
(J7 o (™) 0 Jo)e)(9) = (e " ¢)(9),

also ist e " Hp € L?(e*?) und das untenstehende Diagramm kommutativ:

IR B)llsss = 1 R(1ss 17" B)lls5s

(e—zH)/

(L2(efsd))l X (LQ(efsd))l

n] [

L2(6sd) s L2 (6sd)

e—2*H

Da J; ! antilinear ist, folgt aus der Holomorphie der Halbgruppe (e *7), z €
‘H,, die Holomorphie der Abbildung

He Dz e =T o(e” Y oJ, € B(LAe).
Die Ungleichung (3.2) erhilt man nun aus
lle™ lsms = 1™ ) llza(e-sayy s (a(e-sayy = lle™* s

und dem Umstand, dafl wir die Ungleichung im Fall s < 0 bereits bewiesen
haben. O
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Zum Schluf} des Abschnitts soll noch ein Ergebnis iiber Positivitit von Opera-
torhalbgruppen angegeben werden, deren infinitesimale Erzeuger Summen von
Quadraten von Vektorfeldern sind.

Satz 3.9. Es seien Vi, ..., Vpy1 = 0, d. h., H = =" X2. Dann ezistiert
eine Faltungsgruppe von Wahrscheinlichkeitsmaflen (p;)i>o mit

et f = /G 1 0 po dpi(o) (3.4)

fiir alle t > 0, f € L*(G). Insbesondere erhdilt man dann fiir fast alle v € G
die Abschiitzung |e™™ f(z)| < e7"™|f|(z).

Dieses Ergebnis 148t sich aus den in [Hun56] bewiesenen Ergebnissen her-
leiten. Dort werden die infinitesimalen Erzeuger positiver Halbgruppen auf
dem Raum C,;(G) der (bzgl. einer linksinvarianten Riemannschen Metrik)
gleichméBig stetigen und beschrinkten Funktionen auf G charakterisiert. Bei
dem Operator —H aus den Voraussetzungen des Satzes 3.9, eingeschrinkt auf
einen geeigneten Teilraum von C, ;(G), handelt es sich um einen solchen. Die
von —H auf C,;(G) induzierte positive Operatorhalbgruppe (S;)>o ist dann
durch die rechte Seite von (3.4) gegeben, welche aber andererseits auch eine
Co-Halbgruppe (S;);>0 auf L?(G) definiert. Aus der Beziehung zwischen H und
(St)i>0 leitet man ab, dafl der infinitesimale Erzeuger von (gt)tzo auf dem Core
2(G) von H mit —H iibereinstimmt, woraus dann mit Satz A.7 S; = e~* fiir
alle ¢ > 0 folgt (vgl. [Hun56], Thm. 5.1, Thm. 6.1 und §7).

3.3 Sub-Laplace-Operatoren und Wéirmelei-
tungskerne

Hier werden Aussagen iiber Sub-Laplace-Operatoren und die dazugehorigen
Wirmeleitungskerne zusammengetragen, die spéter z. B. in den Kapiteln 5 und
6, in denen differenzierbarer I”-Funktionalkalkiil von Sub-Laplace-Operatoren
nachgewiesen wird, Verwendung finden.

Sub-Laplace-Operatoren sind aber nicht nur als eigensténdige Objekte von In-
teresse. Viele Eigenschaften eines Schrodinger-Operators lassen sich durch Un-
tersuchung seines Hauptteils — eines Sub-Laplace-Operators — herleiten; siehe
dazu den Abschnitt 3.4.

Voraussetzung 3.10. Das System {X},...,A;,} linear unabhingiger links-
invarianter Vektorfelder aus Voraussetzung 3.3 erfiille nun zusétzlich die
Hoérmander-Bedingung, d. h. erzeuge g als Lie-Algbra. Der Sub-Laplace-
Operator A sei der Abschluf§ des auf 2(G) definierten Operators — 37", x?.
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Satz 3.11. Der Sub-Laplace-Operator A ist ein hypoelliptischer, positiver
selbstadjungierter Operator mit

dom(A) = {f € L*(G) : Af € L*(G)}.

Die durch —A erzeugte Halbgruppe (e=*»

)0 ist gegeben durch
e f=fx¢, firalet>0, feL*G);

dabei ist (¢y)i>0 der sogenannte Wirmeleitungskern des Operators A. Die Ab-
bildung 10, 00[xG > (t,z) — ¢¢(x) ist eine positive C*®-Funktion, und fir alle

t > 0 gilt |¢e|lcie) = 1. Ferner ewistieren fiir jedes t > 0 Konstanten c,
C; > 0 derart, daf$ die Abschitzung
¢i(z) < Crexp (— ¢ d(z)?) (3.5)

fiir alle x € G gilt.

Zum Beweis des Satzes 3.11. Dafl A ein positiver selbstadjungierter Operator
in L2(QG) ist, folgt aus Satz 3.2. Die Hypoelliptizitéit erhilt man aus [Hor67],
Thm. 1.1.

Daf die Halbgruppe e **, ¢t > 0, durch Rechtsfaltung mit dem
Wirmeleitungskern gegeben ist und daf§ dieser die Abschiitzung (3.5) erfiillt,
kann man in [VSC]| nachlesen; die Abschitzung ld8t sich dabei aus den Theo-
remen VII[.2.4, 4.3 und IX.1.2 herleiten.

DaB (t,z) — ¢:(x) notwendigerweise eine glatte Funktion ist, ergibt sich aus
dem Umstand, da8 e *2f fiir alle f € L?(G) die Wirmeleitungsgleichung
(0 + A)u(t,z) = 0 16st: daraus folgt (0; + A)py(x) = 0 auf ]0, 00[XG und
somit die Glattheit aus der Hypoelliptizitit des Operators 9; + A (s. wieder
[Hor67]).

Die Aussagen iiber die Positivitit und die L'-Norm des Wirmeleitungskerns
lassen sich sofort aus Satz 3.9 ableiten: Fiir ¢ > 0, f € L?(G) und fast alle
h € G gilt

/G F(hg)du(a™) dig = / F(hg™)oulg) g = 2 f / £(hg) dplg

wobei p; ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist. Somit ist ¢;(¢g~1) d'g = dp:(g), also
¢; positiv und

/dpt /¢t ) g—/¢t d'g = ||¢ellLre)
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Korollar 3.12. Definiert man fir z € H, mit p := R(z)/2, £ = I(z) die
Funktion ¢, € L*(G) durch

Qﬁz = 6_(p+i£)A¢p,

so liegt die Funktion ¢, schon in NyerL?(e®?) C LY (G), und es folgt fiir alle
v € L*(G) und fast alle z € G

e 2(x) = Y * ¢, (z). (3.6)
Ferner gilt die Gleichung ¢¢y, = ¢¢ * ¢, fiir alle (, z € H,.

Beweis. Zunichst ist e (°*%)2 fiir alle s € R nach Lemma 3.8 ein beschréinkter
Operator auf L%(e*¢), und die Funktion ¢, liegt nach (3.5) in NserL?(e%?) (vgl.
Bemerkung 2.38(c)). Somit liegt auch ¢, in NyrL?(e*?). Nach Bemerkung
2.38(c) existiert ein s > 0 mit & := |, e*%9) dg < oo; daraus folgt mit der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung

192121y < lle 2 llldze2?)l = llgals < oo

Somit ist ¢, € L'(G) und die rechte Seite in (3.6) wohldefiniert.
Sei nun ¢ € C.(G). Da mit A auch der gesamte beschréinkte Funktionalkalkiil,
also insbesondere e (?t%)2 linksinvariant ist, folgt aus Satz 3.11

—zAw —(p+ZE) oe pA)w e~ (PHi&)A (w ¢)
= o (02 / e 0) = [ 0 (€ 928, 00) g = 5.

Da C.(G) dicht in L?(G) liegt, folgt (3.6) (denn sowohl durch die linke als auch
die rechte Seite von (3.6) werden beschriinkte Operatoren auf L?(G) definiert).
Mit der Halbgruppeneigenschaft von (e ?4),c, erhilt man aus (3.6) die Glei-

chung ¢C+z = ¢C * ¢y 0

Lemma 3.13. Es existiert eine Konstante C > 0 derart, dafs fiir allel, s € R
die Abschdtzung

[pr4alls < Cexp(C(1+1%)s?) (3.7)
durch den Wirmeleitungskern ¢4 erfillt wird.

Das Lemma ist ein Spezialfall des Lemmas (1.4) aus [Heb97]; eine allgemeinere
Version wird spéter in Form des Lemmas 3.24 angegeben.
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Beweis. Es ist nach Korollar 3.12 und Lemma 3.8:

_(1 i (1 i
||¢1+il||s = ||6 (2+Z)A¢%Hs < ||€ G+ l)A||s—>s||¢%”s
25
< exp (14215 ) 4.

Nach (3.5) existieren ¢, C' > 0 mit

o1 |? < C/ e—cd(9)’+sd(9) gr g < C(/ LOP +/ Ok drg> _
’ @ d(g)< % d(g)>2

c

Nach Bemerkung 2.38(c) gibt es ein von s unabhéngiges K > 0 so, daf} weiter
gilt:

2 _c 2
6,1 < O(Ke20r + [ 510 rg).
Somit erhélt man mit einer geeigneten, von s unabhéngigen, Konstanten k£ > 0:
||¢% |2 < keks* und daraus letztlich die Behauptung. O

Lemma 3.14. Fiir Borel-meflbare Funktionen f : G — C, die fir ein C > 0
die Ungleichung |f(g)| < CeC¥9) fiir fast alle g € G erfillen, und fiir jedes
s € R ist die Abbildung

H, 2z fo, € L*(e*?)

holomorph. Es gilt die Formel 0,(f¢,) = f(0,¢,) fir die Ableitung auf H,,
und fir alle § > R > 0 und alle z € C mit R(z) > ¢ ist

1£0:0:1ls < R " sup{lfocls - |2 — ¢| < R}. (3-8)

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall f = 1. Nach Lemma 3.8 ist fiir jedes
s € R die Abbildung H, 3> z — e *2 € %(L?*(e*?)) holomorph. Insbesondere
ist dann fiir ¢ € L?(e*?) die Abbildung H, > z — e *2¢ € L%(e*?) holomorph.
Da nach Korollar 3.12 fiir alle z € H, die Funktion ¢, in L?(e%?) liegt, ist fiir
alle t > 0 die Abbildung

2 b, =G kb, = FURG,

holomorph in {z € C: R(z) > t}, und es gilt Uino{z € C: R(2) > t} = H,.
Wir wenden uns jetzt dem allgemeinen Fall zu. Seien also f wie in der Vor-
aussetzung des Lemmas und s € R. Da, wie bereits gezeigt, die Funktion
H, 3 2+ ¢, € L?(e?+9)9) holomorph ist, gilt

¢z+((g) - ¢z (g) -9 (b (g) 26(26‘+5)d(g) drg =0
¢ 2Pz )

lim
¢—0 Jq
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und ferner liegt insbesondere f -, in L?(e*¢). Daraus folgt sofort die Holomor-

phie der Funktion H, > z — f¢, € L?(e*?) und die Formel 8,(f¢,) = f0,4,
fiir deren Ableitung:

qubz+< - /9.
¢

2

- faz¢z

| (7“”*{ % 0.6.0))1

<C? /
G

Es braucht also nur noch die Ungleichung (3.8) gezeigt zu werden. Diese folgt
jedoch fiir R > 0 und z € H, mit £(z) > R unter Ausnutzung der Cauchy-
Integralformel:

S

¢z+€(g) — ¢z(g) -9 ¢ (g)‘2€(20+8)d(g) drg
¢ 2Pz .

— L fo¢ -1 A
0.0l = gz | gl < B st i< —ol < Ry

O

Lemma 3.15. Fiir jedes z € H, liegt ¢, in Nyeny dom(A™). Ferner gelten auf
H, die Differentialgleichungen (8, + A)e *2f = 0 fiir alle f € L*(G) und
(0, + A)op, = 0.

Beweis. Sei f € L*(G). Da t — e *Af auf |0, 00| differenzierbar ist, liegt
e *Af fiir alle ¢t > 0 und alle n € N in dom(A") (vgl. [Paz], Lemma 2.4.2). Ist
z € H, und p = R(2)/2, £ = I(2), so folgt e™?Af = e PA(e~PH0OAf) ¢
MNnen dom(A™). Insbesondere erhilt man daraus dann ¢, = e~ (P+92¢ €
mneN dom(A”)

Ist E' das Spektralmafl von A, so folgt mit Differentiation unter dem Integral-
zeichen fiir alle f € L2(G)

(B B, 1) = 0, /0 T e M AEON, ) = /0 T e MAEWL )
— (“Ae B ).

Vermége der Polarisationsformel impliziert dies (9,e %2 f, o) = (—Ae *2 f, )
fiir alle f, p € L%(G), also (0, + A)e *2f = 0. Ist 0 < t < R(2), so erhilt man
dann

(0, + A)p, = (8, + A)e D2, =0.
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Als néichstes wollen wir ein ,, Analogon“ des Schwarzschen Spiegelungsprinzips
fiir holomorphe Funktionen mit Werten in Funktionenrdumen angeben:

Lemma 3.16. Sei Q C C ein Gebiet mit Q* = Q. Ist Q> z — f, € L?(e*?)
eine holomorphe Abbildung und fir alle r € R die Funktion f, reellwertig, so
gilt fiir jedes z € Q schon f,« = f; und somit insbesondere || f.«||s = || f2||s fiir
alle s € R.

Beweis. Es sei ¢ € Cy(G) reellwertig. Dann ist die Abbildung © 3 z — (f,, ¢)s
holomorph und reellwertig auf (2NR. Nach dem Schwarzschen Spiegelungsprin-
zip ist also

(fos0)s = ((fos0)s)" = (f7, 9)s -

Da diese Gleichung fiir alle reellwertigen stetigen Funktionen ¢ mit kompaktem
Triiger gilt, folgt f,«(g) = f(g) fiir fast alle g € G. O

z

Aus Lemma 3.16, Satz 3.11 und Lemma 3.14 ergibt sich sogleich:
Korollar 3.17. Fir alle a > 0 und 8 € R gilt ¢o—ip = ¢p1ip-
Lemma 3.18. Es gelten die folgenden Aussagen:
(a) Fir alle oo > B> 0 gilt ||¢a]| < ||o5]l-
(b) Firaller >0, s € R ist ||pryis|| = ||or]]-
(¢c) Fiir alle z € H, und alle g € G folgt ¢.(g7") = m(9)p.(g).
(d) Fiir jedes z in H, gilt die Gleichung ||\/mao.|| = ||¢.]|-
(e) Fiir alle 6 > 0 ezistiert ein C > 0 so, daf fir alle j € {1,...,m} und alle
z € H, mit R(z) > 6 gilt: || X;0,|| < C.

Beweis. (a) Die Behauptung folgt aus ¢, = ¢p * pa_p = e @ P2¢; und
Lemma 3.8.
(b) Durch Ausnutzung des Lemmas 3.15 ergibt sich

as||¢r+is||2 = 2§R<8s¢r+isa ¢r—|—is> = 2§R(Z<az¢za (bz)‘z:r—kis)

= 23(A¢s, G lamrris = 23 ) | Xjrsis® = 0.

i=1

(c) Seien ¢, 1 € L?(G). Dann gilt fiir z € H,.:

(€)= (9 % s, ) = /

G

(/C;w(hg‘l)cbz(g) drg)q/;*(h) Ih
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Nach Korollar 3.17 und dem Satz von Fubini erhilt man
(.20 = (o) = [ ola)( [ w)ozha) ) g
= [ [ e@etn gy agdn

Q

0(9)6.(h~"g)m ()dlg)w*(h)dlh

¢(hg).(g)m(hg) d )¢ (h)

/Geo(hg‘l)@(g‘l)m(g‘l) d’"g) W (h)d"h.

Q\Q\Q

(
(
(

I
ST

Da (e *2p, 1) = {p, e ¥ 2) gilt, folgt die Behauptung (c).
(d) Unter Ausnutzung von (c) erhalten wir

IV, |I? = / 16:(9) Pm(g) g = /G 16.(g)Pm
- / 6.(g~Y)P dlg = / 6.(9)P g = 1611

(e) Fiir z € M, ist (0,02, ¢.) = —(A¢, ¢.) = — D7, [|Xj¢.[|. Das liefert dann
> i1 12z * < l|¢:|[10:6.|. Nach (a) und (b) gilt [|¢.[| < ||¢s||, nach Lemma
3.14 folgt schlieBlich (mit f =1 und R = 6/2) ||0.¢.|| < (2/9)||ds/2]|- O

Es lohnt sich, den Satz 1.14 im Fall 7" = A noch einmal neu zu formulieren.
Aufgrund der Linksinvarianz von A ist unter gewissen Voraussetzungen jeder
Operator f(A), f € C.(R) geniigend glatt, durch Rechtsfaltung mit einer
Funktion k; gegeben, die sich konkret durch f und den Wirmeleitungskern
ausdriicken la83t:

Satz 3.19. FEuxistieren Konstanten C, k > 0 mit
[¢1+ieller@ < C(L+ (€)™ fiir alle £ € R,

so folgt fiir jedes € > 0 und alle stetigen f € H'°+%+5(]R) mit kompaktem Trdager
in R, daf sich f(A) fiir alle p € [1,00] durch Rechtsfaltung mit einer Funktion
k; € LY (G) stetig auf LP(G) fortsetzen lifst. Die Funktion kf ist dabei durch
das Integral

1
b= 4 (f - exp)"(€) $1se de

gegeben; der Integrand liegt in L1 (R, L} (G)). Ist p € [1, 00|, s0 ist diese stetige
Fortsetzung eindeutig.
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Beweis. Setze wieder v(£) = 14 [£]. Sei € > 0 vorgegeben. Es seien C, k und f
wie in den Voraussetzungen des Satzes. Dann ist mit F' := f-exp (vgl. Hilfssatz
1.6)

[ 1F© vl de < € [ |F©lu(er e
R R

< Ol 2 oy 0" 2 F || 2y < 0.
Somit ist das Integral

1

ky: F(€)1_se dE

eine L'-Funktion auf G. Nach Satz 1.5 erhilt man dann fiir p € L*(G)

1

A

Qe 098 de = - [ Fe)(os b de = vk,

R

f(A)p

wobei das letzte Gleichheitszeichen aufgrund der Beschrinktheit der linearen
Abbildung ¢ * - : L'(G) — L?(G) gerechtfertigt ist.

Somit 148t sich fiir alle p € [1, 400] der Operator f(A) durch die Abbildungs-
vorschrift f(A)y = ¢ x ky stetig von L?(G) N LP(G) auf L?(G) fortsetzen. Fiir
p € [1, +oo[ ist diese stetige Fortsetzung eindeutig, da L?(G) N LP(G) dicht in
LP(Q) liegt. O

3.4 Schroédinger-Operatoren und deren Evolu-
tionskerne

Voraussetzung 3.20. Wie schon in den vorhergehenden Abschnitten die-
ses Kapitels sei G eine reelle zusammenhéngende Lie-Gruppe. Es gelte fer-
ner die Voraussetzung 3.3, wobei das System linear unabhéngiger Vektorfelder
{&4, ..., X} zudem die Hormander-Bedingung erfiillen soll. Es sei A der zu H
gehorige Sub-Laplace-Operator, i. e., A = — Z;n:1 XJ-Q auf 2(G).

Der Operator H aus Voraussetzung 3.3 soll bei Giiltigkeit der zusitzlichen
Bedingung aus Voraussetzung 3.20, ndmlich da§ {X}, ..., A;,,} die Lie-Algebra
g erzeuge, als Schrodinger-Operator bezeichnet werden.

Lemma 3.21. Istt > 0 und f € L%(Q), so gilt |e ™ f| < e7*2|f| punktweise
fast diberall.
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Das Lemma 3.21 findet sich ebenfalls in [Heb97]. Dort wird jedoch nur ein
Beweis fiir Lie-Gruppen G mit injektiver Exponentialabbildung angegeben.
Hier soll die Aussage in voller Allgemeinheit gezeigt werden. Die zugrunde-
liegende Idee, von der Lie-Gruppe G zum direkten Produkt G x R und von
Vektorfeldern X zu Vektorfeldern X +¢0, iiberzugehen, stammt wiederum von
W. Hebisch (miindliche Mitteilung).

Beweis des Lemmas 3.21. Sei X € g*, V € C'(G) reellwertig und U := X +
iV. Wir betrachten nun die Gruppe G := G x R und zu vorgegebenem & > 0
ein Vektorfeld X, := X + €0, auf G x R. Setze ferner U, := X, + V.

Nun 148t sich eine Abbildung W konstruieren, die im folgenden Sinne eine
Stammfunktion von V' bzgl. X, darstellt: W ist mefbar und im Distributio-
nensinne gilt X, W =V.

Die Lie-Algebra § von G ist gerade g x R. Daher konnen wir expg(t9,) =
(1g,expr(t0;)) = (1g,t) fiir alle t € R setzen (s. auch Konvention 2.16). Sei
Ny eine offene Nullumgebung in g und N eine offene Obermenge von N so, daf}
die Einschrinkung exp; |y ein Diffeomorphismus auf ihr Bild ist. Identifiziert
man g mit g ® RX, ~ g, dann ist das ,Koordinatensystem zweiter Art“

Z:N+RX. = G u+rX, — expgs(u) exps(rX.) = (expg(u) expg(rX), er)

augenscheinlich eine injektive Abbildung, und Z(N +RAX;), Z(Ny + RX.) sind
offene Einsumgebungen in G (vgl. [HiN], Lemma II1.2.12). Da G als zusam-
menhéngende Lie-Gruppe o-kompakt ist (s. Bemerkung 2.2), existieren Ele-
mente g, € G, k € N, mit G = Ugen 9xZ (Ny+RX,). Definiere nun rekursiv die
Borel-Mengen Ag := goZ(No+RX.) und Agyy := gr 1 Z(No +RX.) \ (UF_,4)).
Mit trivialer Induktion erkennt man, dafl fiir alle £ € N aus g € A; schon
gexpa(RX:) C Ay folgt.

Ist nun g € G beliebig vorgegeben, so findet sich ein eindeutig bestimmtes
k € N mit g € Ag, und somit existieren aufgrund der Injektivitit von Z
eindeutig bestimmte u € Ny, t € Rmit g = gy expg(u) expg(tX:). Wir erkléren
die Abbildung W in diesem Fall durch

I/V(g)z/0 V (gr expg(u) expa (X)) dr .

Fiir alle s € R folgt dann
t+s
W(gexpa(sik:)) = / V(grexpa(u) expa(TXz)) dr;
0
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die Abbildung s — W (gexpg(s&.)) ist also fiir alle g € G stetig differenzierbar
und es folgt

XV (g) = W (gexpa(s2))]sco = V(o).

Ferner ist fiir alle £ € N die Einschrinkung Wy, eine stetige Funktion, daher
ist W mefBbar auf G.

Daf} die Funktion W lokal integrierbar auf G ist, liBt sich z. B. folgendermaflen
einsehen:

Zu vorgegebenem g € Aj findet man eine relativ kompakte Umgebung U
mit U C g, Z(Np + RX.) C UF_,A;. Fiir jedes [ 148t sich die Funktion W g4,
aber (auf offenkundige Weise) stetig auf ¢,Z(N + RAX.) fortsetzen. Ist nun
g ein Beriihrpunkt von ¢,Z(Ny + RAX,), so verkleinere U derart, dal U C
91 Z(N+RX,) gilt. Ist g kein Berithrpunkt von ¢;Z(Ny+RX. ), dann verkleinere
U in einer Weise, die U N ¢,Z(Ny + RX,) = () gewihrleistet. Fiir eine solche
Umgebung U von g gilt dann sup{|W(h)|: h € U} < oc.

Nach Lemma 2.25 gilt nun insbesondere AW = V im Distributionensinne.

Wir wollen nun den durch M1 = eW1) definierten Operator M auf LQ(G)
betrachten. Er ist offenbar unitéir und somit ist der Operator M* o (—X2) o M

selbstadjungiert mit Definitionsbereich {y) € L*(G) : X2(M1)) € L*(G)} (vgl.

Satz 3.2). Nach Lemma 2.25 ist 2(G) C dom(M*o (—X2)o M), und auf 2(G)
gilt M* o (—X2) o M = —U?. Da die beiden Operatoren der letzten Gleichung

selbstadjungiert sind und nach Satz 3.2 2(G) ein Core von —U? ist, folgt
schon die Gleichheit —U? = M* o (—X2) o M. Somit gilt fiir die von beiden
Operatoren erzeugten Cy-Halbgruppen

Vi = M*o0e® o M,
Man erhilt dann fiir alle ¢» € L?(G) mit Hilfe von Satz 3.9
V20| = | (e ap)| < e¥2|ep|  fast iiberall.
Auf dem Core 2(G) von X? (aufgefaBt als Operator in L*(G)) gilt
X2 — X% =2eX0,p + %070 — 0 fiir e \, 0.

Das zieht fiir alle 1) € L?(G) dann e* )| — e'¥’|4)| fiir € \ 0 nach sich (s.
[Wei], Thm. 9.16, 9.18). Analog folgt aus

U2p — U0 = 2eX0,p + %02 + 2icV O, p — 0 fiir e \, 0

fiir alle ¢ € 2(QG) die starke Konvergenz von e gegen eV’ fiir & \, 0. Das
impliziert e’V 1](g,7) < €** || (g, r) fiir ¥ € L2(G) und fast alle (g,7) € G.
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Ist nun f € L(Q), so liegt f == f ® X[0,1] in L*(G) und wir finden daher ein
r € [0,1] derart, daB fiir fast alle g € G gilt (vgl. [Lan]|, Lemma VI.8.3):

IetU‘Zf [(9) = 1" f1(9)xi0,(r) = | fl(g.7)
< |fl(g,r) = ¢ F1(9)xto(r) = ¢ |f1(9) -

Somit haben wir insbesondere fiir alle j € {1,...,m} und alle f € L*(G) die
Ungleichung

V7 f| < P |f| fast iiberall

bewiesen. Im Fall 7 = m+1 ist &,,,.1 = 0, die Ungleichung also ebenfalls wahr.
Die Aussage von Lemma 3.21 folgt nun durch Induktion unter Ausnutzung der
Trotter-Formel fiir positive selbstadjungierte Operatoren ([Dav], §4.5):

Ist k € N*, so erhidlt man unter Beriicksichtigung von Satz 3.9

[(eRUTekUn)rf| < €™ |ekVE (exViei )kl f| < . < (ek™ ek ™)k
fast iiberall, was dann

|HUTHUD) f| = hm |(ek feil HFf| < hm(ek Tex? L = e
oot k—o0

auf dem Komplement einer Nullmenge impliziert.
Der Induktionsschritt fiir (3-7_, U?) + U7, 1aBt sich nach demselben Schema
durchfiihren. Das liefert letztlich dann |e=*# f| < e7*2|f] fast iiberall. O

Mit Hilfe des letzten Lemmas 148t sich beweisen, dafl H einen Evolutionskern
besitzt:

Lemma 3.22. Fiir t > 0 besitzt e einen Integralkern p, € Z4..(G x G),
der die Gleichung py(z,vy)* = pi(y, x) und die Abschdtzung

(2, )| < Gely "w)mly ) (3.9)

fiir alle x, y € G erfiillt; hierbei sind ¢; der zu A gehdrige Wirmeleitungskern
und m der modulare Faktor der Gruppe G.

Beweis. Seit > 0, und sei B C G offen und relativ kompakt. Wir betrachten
nun die lineare Abbildung Ap : C;(B)®C,(B) — C, die durch die Abbildungs-
vorschrift

Aalp ® 1) = / o(g)(g) d'g
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festgelegt wird. Die Definition von Ag hingt dabei nicht von der speziellen
Darstellung der Elemente aus C.(B) ® C.(B) ab (s. Abschnitt A.2). Es soll
zunichst gezeigt werden, dafl sich diese Abbildung zu einem stetigen Funktio-
nal auf C.(B x B) C C.(B)®C,(B) fortsetzen 148t.

Dazu seien N € N* und ¢, ¢; € Ce(B), j = 1,..., N, vorgegeben. Dann
findet man fiir alle j Folgen von Treppenfunktionen (7, ;)nen, die gleichméBig
gegen die 1); konvergieren. Wir konnen annehmen, dafl sie eine Darstellung

Tnj = ng{) n,ji X4, haben mit a,;; € C und mebaren Mengen A,; C B,
welche A, ; N Apy = 0 fiir i # k erfiillen. Es gilt nun

N N
/\B(Z@jéwj) = Z/Be‘m%(g)wj(g) d'g
S P s A

Es folgt mit Lemma 3.21:

k(n)

k() N
Z/ —tH Zan,j,z 90]) gl < Z/A N Zan,j,i vil() o
i i=1 Y An,i e
N
- Z/ / ¢t(h_lg)‘ Zan,j,z’ %(h)‘ d'hdg
i=1 Y An,i v B =
N k(n)
= [ [ o0 D #i(M 3 aniexan, (0)] dharg

N

= ¢t(h g Z Tn]

BxB _

)| d"h®d'g

< $(h~ g)m(h™)d'h@d'g H Z ©j © Tn,j
=1 *

BxB

Da [| 32 ¢ ® Tnjlleo fiir m — 00 gegen || 32, ¢; ® )]l strebt, folgt insgesamt

a(Ss 95| <
j=1

I

N
b gm(h Y hdg | Y e,
BxB j=1
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also ist das Funktional Ap beschrinkt auf (C.(B) ® C.(B), | - ||cc) und 148t
sich eindeutig zu einem stetigen Funktional A\p auf C.(B x B) fortsetzen. Nach
dem Darstellungssatz von Riesz (s. [Lan|, Thm. IX.4.2) existiert ein eindeutig
bestimmtes regulires komplexes Borel-Mafl d\g auf B x B mit

M(f)= [ F(Qdrs() fir alle f € C(B x B).

BxB

Aus den obigen Rechnungen 148t sich auch ersehen, daf

As(f)] < $i(h g)ym(h)|f(h, g)| T h @ d'g

BxB

gilt; daher ist d\p absolutstetig bzgl. des positiven Mafles d"h ® d"g|pxp. Des-
halb findet sich nach dem Satz von Radon-Nikodym (s. [Lan], Cor. VII.4.2)
eine Funktion pp; € £ (B X B,d"h®d"g|pxp) mit d\p = pps d"h @ d"g|px 5.
Fir n € N* soll nun B,, die Kugel um 1g mit Radius n bzgl. einer (fest
gewihlten) linksinvarianten Riemann-Metrik auf G sein. Fiir m < n gilt dann
offenbar pp_ ; C pp,: (indem man die Funktionen notfalls rekursiv auf einer
Nullmenge abéndert). Wir setzen p; := Upenx DB, -

Fiir alle f € C.(G x G) gilt dann nach dem bisher Gezeigten

< o(h ' gym(h )| f(h,g)|dh & d'g.

[ nlamitg ane g
GxG GxG

Angenommen, die Gleichung (3.9) gilt nicht fiir fast alle (z,y) € G x G. Dann
gibt es ein § > 0 und eine beschrinkte mefibare Menge A C G x G mit Maf
¢ > 0 derart, daB ¢;(y 'z)m(y ') + & < |pi(z,y)| fiir alle (z,y) € A gilt.
Nach dem Satz von Lusin (s. [Lan|, Thm. IX.3.3) existiert zu vorgegebenem
e > 0ein f. € C.(G x G) und eine mefibare Menge Z. vom Maf} kleiner £ mit
fe = xap;/Ip:| auf G x G\ Z,; zudem L8t es sich so einrichten, daf || f;|| < 1
ist. Ist nun n € N* so grof}, dafl A in B,, x B, liegt, so konnen wir o. B. d. A.
supp(fe) C B, X By, und folglich auch Z. C By, X By,, unabhingig von ¢,
annehmen. Dann folgt:

[ mteniaheds- [ nnidheds
A\Z, Z.

< QSt(h’lg)m(h’l) dh®dyg,

AUZ,

<| [ wantpgansd
GxG

was im Ubergang ¢ — 0 letztlich zum Widerspruch fiihrt.
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Somit haben wir jetzt eine Funktion p, € Z..(G x G), die (nach even-

tueller Abénderung auf einer Nullmenge) punktweise die Ungleichung (3.9)
erfiillt. Ferner gilt fir alle ¢, ¥ € C.(G) die Gleichung (e *Hp, ) =

Jo (fgpt g,h dTh) Y(g)*drg, i e, e o= [,p(, h)p(h)dhin L*(G).
Aus (3.9) und (3.5) folgt, daB die letzte Gleichung auch fiir beliebige ¢ € L?(G)

gilt. Die Beziehung p;(z,y)* = pi(y, x) folgt nun sofort aus der Selbstadjun-
giertheit des Operators e auf L?(G). O

Das néchste Lemma wird der Vollstdndigkeit halber angegeben, aber im wei-
teren Verlauf dieser Arbeit wird nicht mehr darauf zuriickgegriffen. Es handelt
sich um die volle Aussage des Lemmas (1.4) aus [Heb97|, die insbesondere
das Lemma 3.13 verallgemeinert. Anstelle des Warmeleitungskerns ¢4 wird
»P11i(+, 1g)“ betrachtet; dieser Term wird in der folgenden Bemerkung auf
einfache Art erklért.

Bemerkung 3.23. Fiir ¢ > 0 sei p; wie in Lemma 3.22. Aus (3.9) folgt dann,
daB p,(-,y) fiir y € G in £?(Q) ist, denn

Ipi(- 9 < / buly 2 mly V) ' = / by 2)m(y )m(z) da
/ e m(yz) dz = m(y™) / e =y~ 6.

Somit 148t sich fiir alle z := 2p + i€ € H, und alle y € G die Funktion p,(-, )
definieren durch

—(p+i€)H

p:(y) ==e po(5Y) -

Fiir alle ¢ € L?(G) mit kompaktem Tréger gilt dann unter Beriicksichtigung
von Lemma 3.22

o i e i (e o) — e 00 ([ (L yet) )
G

=/G(e‘”+"’5)pr(-,y))so(y) d’y=/sz(-,y)90(y) dy.

Nun l48¢ sich die Verallgemeinerung von Lemma 3.13 formulieren:

Lemma 3.24. Es existiert eine von den Vj, j = 1,...,m + 1, unabhdngige
Konstante C > 0 derart, daf$ fir allel, s € R gult:

Ip11a( 5 16)lls < Cexp(C(1+1%)s%); (3.10)

dabei ist p1yy wie in Bemerkung 3.23.
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Beweis. Es ist nach Definition von p; 4, Abschitzung (3.9) und Lemma 3.8:

(1, (1.,
Iprsal- 16l = lle G+ DFpy (-, 16) s < [le” BTVl
82
< exp ((1+ 2015 ) oy s

Analog wie im Beweis von Lemma 3.13 folgt nun die Abschétzung (3.10). O
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Kapitel 4

Summen zweier nicht
kommutierender Operatoren

Voraussetzung 4.1. Es seien (X, dz) ein o-endlicher Mafiraum und L ein
positiver selbstadjungierter Operator in L?*(X) mit Spektralmal E. Ferner
seien dr das Lebesgue-Maf} auf R und dr ® dz das Produktmafl auf Rx X. Die
Funktion r — e? auf R werde kurz mit e*" bezeichnet. Fiir a > 0 betrachten
wir den Schrédinger-Operator A = A(a) := —0? + ae®” in L*(R). Sei F, das
Spektralmafl von A(a). Ferner sei

o = H*R) N {f € L)(R) : ¥ f € L*(R)}

und es sei T der Abschluf} des auf & @ dom (L) definierten positiven Operators
— +¢*Lin L*(R x X).
Fiir n € N erkliiren wir Kurven v, in C durch v, : R — C, 6 — (0 4 i27")2

In diesem Kapitel sollen Multiplikatorsétze fiir Operatoren des oben definier-
ten Typs T = —0? + €*' L gezeigt werden. (Daf§ T ein selbstadjungierter Ope-
rator ist, wird iibrigens in Satz 4.16 bewiesen.) Solche Operatoren treten in
natiirlicher Weise als Sub-Laplace- und Schrédinger-Operatoren oder Summen
gerader Potenzen von Vektorfeldern auf bestimmten auflésbaren Lie-Gruppen
mit exponentiellem Volumenwachstum auf; sie werden im Abschnitt 4.3 vor-
gestellt.

Die Idee, die dem Vorgehen in den néchsten beiden Abschnitten zugrunde liegt,
ist die folgende:

Um einen der Sétze 1.8 oder 1.14 anwenden zu konnen, ist es von Néten,
etwas iiber die Halbgruppe (e™*"),cs, oder iiber deren Integrationskern in
Erfahrung zu bringen. Mit der folgenden Symbolmanipulation 148t sich das
formal erreichen:

Man ,ersetze“ zundchst den Operator L durch sein Spektrum, das soll heiflen,
man betrachte anstelle von e 2T = e~ +¢""L) {ie Familie von Operatoren
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e A0 +ae™) — =2Ale) g € [0, 00[. Diese Operatoren besitzen einen berechen-

baren Integrationskern g¢,(a,-,-) auf R x R/ der per definitionem dann die
Gleichung

@, — / ¢:(a,- 8)p(s)ds  fiir alle ¢ € L*(R)
R

erfiillt. Aus dieser Beziehung ergibt sich formal, indem man in Anlehnung an
den Funktionalkalkiil von L das a wieder durch L ,ersetzt“:

e Ty = / (a:(L,-, s)¥)p(s)ds fiir alle p € L*(R), ¢ € L*(X).
R

Es 148t sich erahnen, dafl man fiir diesen Schritt eine Darstellung der Funktion
q.(a, -, -) bendtigt, die in geeigneter Form von der Variablen a abhingt.

Das oben beschriebene Vorgehen ist in einer mathematisch korrekten Form rea-
lisierbar und liefert eine Formel fiir (e *7),c4, in Abhiingigkeit von (e )0
(s. Satz 4.18 und Lemma 4.17); der Umstand, da8 in dieser Formel die von
L erzeugte Halbgruppe nur mit reellem Zeitparameter auftritt, fiihrt zu den
Multiplikatorséitzen Theorem 4.20 und 4.21 mit einfach zu formulierenden Vor-
aussetzungen an L.

Wie im Abschnitt 4.3.2 ndher erliutert wird, sind die Hauptresultate dieses
Kapitels, die Theoreme 4.20 und 4.21, Verallgemeinerungen eines Resultats
von S. Mustapha (vgl. [Mus98a]). Jenes Ergebnis wurde mit stochastischen
Methoden erzielt; in diesem Kapitel hingegen werden rein analytische Metho-
den verwendet.

4.1 Der Schrédinger-Operator A = —9? + ae”

Geméifl der Idee aus der Einleitung des Kapitels betrachten wir zunichst
den Operator —9? + ae* und versuchen, den dazugehdrigen Evolutionskern
q¢.(a,-,-) zu berechnen.

4.1.1 Selbstadjungiertheit

Das nichste Lemma beschéftigt sich erst einmal mit der Frage der Selbstad-
jungiertheit der Operatoren A(a), a > 0, in L?(R). Die dort angefiihrte Unglei-
chung (4.1) wird spéter beim Nachweis der Selbstadjungiertheit des Operators
T in L*(R x X) niitzlich sein.

Lemma 4.2. Sei a € [0,400[. Dann ist Z(R) ein Core des positiven selbst-
adjungierten Operators A(a). Es gilt dom(A(0)) = H*(R); m Fall a > 0 hat
man dom(A(a)) = <. Fir alle ¢ € o gilt die Abschitzung:

le" 122 < IA(@)ellZo@) + ol - (4.1)
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Beweis. Nach Satz 3.2 ist Z(R) ein Core des selbstadjungierten Operators
A(a) und dom(A(a)) = {f € L*(R) : A(a)f € L*(R)}; insbesondere sind
damit die Aussagen des Lemmas 4.2 im Fall a = 0 gezeigt (vgl. Bemerkung
1.4(b)). Sei also ab jetzt a > 0.

Wir zeigen zunéchst, daff die Ungleichung 4.1 gilt: Fiir ¢ € Z(R) ist

aR(¢", e ) = —a(lle"¢|I” + 2R(e" ¢, ")) < —alle” |1 + a(lle¥'||* +

1
+le"¢ll?) = alle"ell” < alle ¢llllell < 5 (*llell” + llel)

Daraus folgt

[A(@)ell* = ll¢"[I* + a*[le” o|l* — 2aR(p", ™) > [l"|I* — lleoll* -

Sei nun f € dom(A(a)). Da Z(R) ein Core von A(a) ist, existiert eine Folge
(fn)nen in 2(R) mit f,, — f und A(a)f, — A(a)f in L?(R). Da wir (4.1) schon
auf 2(R) gezeigt haben, folgt, daB (f”),en eine Cauchy-Folge in L*(R) ist, die
offenbar dann gegen f” im schwachen Sinne konvergiert. Somit ist f € H*(R)
und (4.1) gilt auch fiir f. Fiir alle ¢ € Z(R) haben wir ferner

[ 1)ty dar= [ s0) @) + ") dr

/R A(@)f(r) + ["(r))g(r) dr,

also ae* f = A(a)f+ f" € L*(R), i.e., f € {h € L*(R) : ¢*"h € L*(R)}. Somit
haben wir gezeigt, da8 f in &/ liegt. Da ohnehin &/ C dom(A(a)) gilt, ist die
Behauptung bewiesen. 0

4.1.2 Die Halbgruppe e *4, ausgedriickt durch die Re-

solvente von A
Es soll nun darangegangen werden, den Evolutionskern von A(a) zu berechnen.
Die Lemmata 4.3, 4.4 und die Gleichung (4.13) bringen dieses Unterfangen
voran.

Liegt A € C in der Resolventenmenge p(A) von A, so bezeichne R(\; A) im
weiteren die lineare Abbildung (A — A)™!

Lemma 4.3. Es seia € [0,00[. Fiir alle z € H, und alle n € N gilt

1
—2A — —zA A : 4.2
e omi /. e **R(\; A)d); (4.2)
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daber ist der Integrand der rechten Seite der Gleichung nach Parametrisierung,
i. e. die Funktion s v+~ (s)e *"") R(y,(s); A), aus L*(R, Z(L*(R))), und das
Integral ist insbesondere unabhdngig vom gewdhlten n € N.

Gleichungen der Form (4.2) fiir Operatorhalbgruppen sind in der Literatur
bekannt; eine Formel, die relativ allgemeine Integrationswege zuldfit, findet
sich z. B. in [Paz], unter Theorem 1.7.7. Da aber die Voraussetzungen des
Theorems in unserem Fall so nicht gegeben sind (unsere ,Parabeln“ ~,, erfiillen
z. B. die ,Winkelbedingung® nicht), fiihren wir (4.2) auf eine andere Aussage
aus [Paz] zuriick.

Beweis des Lemmas 4.3. Sei n € N fest. Aus dem Funktionalkalkiil folgt fiir
alle A\ € C\ [0,4o00[ die Ungleichung ||R(\; A)|lop < dist(A;0(A))™; somit
erhilt man fiir alle § € R die Abschitzung [|R(7,(6); A)|lo, < 22" Fiir alle
f € R gilt dann

175, (8)e™ O R (7 (6); A)l|op
=20+ 27" exp ( — R(2)(0° — 27") + S(2)27""'0) || R(7(0); A) |l op
<221+ 16)) exp ( — R(2) (07 — 272") + S(2)27"119) .

Somit ist fiir festes z € H, die Funktion
R 3 0 — [|17,,(0)e™* @ R(7,(0); A)llp

auf R integrierbar und folglich die rechte Seite von Gleichung (4.2) ein be-
schrinkter linearer Operator auf L?(R). Man sieht ebenfalls schnell ein, daf
sich die rechte Seite von Gleichung (4.2) unter dem Integralzeichen komplex
differenzieren 148t, also holomorph in z ist.

Fiir R > 0 definieren wir die Parametrisierung ' : [-R, R] — C durch
Lr(A) = —272" + 6. Ist dann ¢ > 0 und ¢ € dom(A4?), so gilt nach Lemma
A4

1
ey = — lim —/ e MR\ A)pd). (4.3)
Tr

R—00 271
Fiir R > 0 betrachten wir ferner die Wege

Yn,R = Ynl[-2n-1R,2n-1g] Und Ff; :10,22" 2R* - C, 0—0—2*"+iR.

Dann erhilt man

tR

2—2n¢ 22n—2 R2 9—2ny
(& 10 e
< e "db < )
op R 0

H / e MR(); A) dA
T'%
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Abbildung 4.1: Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes

Somit folgt aus dem Cauchy-Integralsatz und (4.3)

1 1
e_tASD = — lim —/ B_MR()G A)pd\ = T o e‘”R()\; A)pdA
Tn,R

R—oo 2771 T
Tn

fiir ¢ € dom(A%). Da aber sowohl e * als auch —5; [ e *R(); A) d\ be-
schrinkte Operatoren auf L?*(R) sind und dom(A?) als Obermenge von Z(R)
dicht in L?(R) liegt, gilt (4.2) fiir z = ¢ > 0. Da beide Seiten von (4.2) holo-
morph auf #, sind (s. Lemma 3.8), folgt Gleichung (4.2) fiir alle z € H, aus

dem Identititssatz der Funktionentheorie. O

Lemma 4.4. Fir alle A € C\ [0,00[ und alle f € ZL*(R) N C*®(R) sind
R(\; A)f und Rx]0,00[3 (r,t) = e ™ f(r) C®-Funktionen. Fiir = € H, und
n € N gilt dann

1

271 T

e f(r) = e MR A)f)(r)d\  fir fast aller € R, (4.4)

Beweis. Da die Operatoren A — A und 0; + A hypoelliptisch sind (siehe z. B.
[Rud], Thm. 8.12, und [H6r67]) und die Gleichungen (A — A)(R(X\; A)f) = f
sowie (0; + A)(e7* f) = 0 gelten, folgt, daBl R(\; A)f in C*(R) und (r,t) —
(e7*Af)(r) in C*(Rx]0, ocl) liegen.
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Mit Blick auf die Lemmata 4.3 und 1.10 wenden wir uns der MeB3barkeit der
Funktion

TR = C, (s5,1) = m(s)e O (R(ya(s): A)f)(r),

zu: Sei A € C\ [0,00[ und p := L||R(X; A)|,,

|, Betrachtet man die C°-
Funktionen

Sy :B,(A) xR—=C, (v,7)— f:()\ — MR A ) (r), N €N,

so konvergiert fiir festes v € B,()) die Folge (Sn(v,-))nen in L*(R) gegen
R(v; A)f (s. [Wei], Thm. 5.14). Die Integrationstheorie liefert nun die Existenz
einer Nullmenge .4, C R und einer (ebenfalls von v abhingenden) Teilfolge
(Sm, (v) (v, ) nen, die punktweise auf R\ .4}, gegen R(v; A)f konvergiert.

Um die Lebesgue-MeBbarkeit von (v,r) — (R(v;A))(r) auf B,(A) x R zu
beweisen, zeigen wir nun, daf fiir alle v € B,(A) die Mengen .4#; schon so
gewéhlt werden konnen, dafl sie in einer festen Nullmenge .#° C R liegen und
daf} die ganze Folge (Sy,)nen auf B,(A) x (R\ .4#") punktweise gegen R(-;A)f
konvergiert (das umgeht die Diskussion der Frage, ob U,cp,n{v} x N, fiir
beliebige Nullmengen N, schon eine mebare Menge in R? mit Maf} null ist):
Die Konvergenz der Reihe Y 2 pF||R()\; A)F*!f||r2) impliziert die Kon-
vergenz von Y, p"|R(A; A)¥ f| in L*(R). Somit existiert eine Nullmenge
A C R derart, daB eine Teilfolge von (320, p*|R(\; A)**f|) yen (und auf-
grund des monotonen Wachstums schon die ganze Folge) punktweise auf R\ .4
konvergiert; zudem existiert zu vorgegebenem m € N eine melbare Menge
A € R mit Maf§ kleiner 1/m derart, dafl die Konvergenz auf R \ A,, sogar
gleichméBig ist (s. [Lan], Thm. VII.1.4). Setze nun

NA,, ={x e R\ Ay :3Ir >0: B, (z)N(R\ A,) ist Nullmenge} .

Da R separabel ist, ist N A,, eine Nullmenge. Wir konnen daher die A4,,, m € N,
so wiihlen, daf} sie eine absteigende Folge von Mengen bilden und NA4,, =
gilt. Zudem sei o. B. d. A. A = NyenApm. Dann konvergiert fiir alle (v,r) €
B,(\) x R\ 4 die durch (3, p*|R(\; A)*1£|(r)) wen majorisierte Folge
(Sn(v,7))Nen gegen einen Wert F(v,7), und die Konvergenz ist gleichméfig
auf R\ A,,. Da die Funktionen Sy insbesondere stetig sind, ist F(v,-) stetig
auf R\ A,,. Ferner gilt F(v,r) = (R(v; A)f)(r) fiir alle r € R\ (A U A,).
Sei nun z € R\ A4,,. Da NA,, = 0, existiert eine Folge (2, )nen in R\ (AmU.A;)
mit lim,, , x, = x. Somit folgt

F(v,z) = lim F(v,z,) = lim (R(v; A) f)(z,) = (R(v; A)f)(z) .

n—oo n—0o0
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Da m ein beliebiges Element aus N war, gilt F'(v,r) = (R(v; A) f)(r) auf R\.A4".
Somit konvergiert die Folge von C'*°-Funktionen Sy, N € N, punktweise auf
B,(A\) x R\ A gegen (v,r) — (R(v; A)f)(r).

Da sich das Bild von 7, durch abzéhlbar viele solcher Kugeln B,()) iiberdecken
148t, folgt die MeBbarkeit der Abbildung J bzgl. des Lebesgue-Mafes auf R2.
Lemma 4.3 und Lemma 1.10 liefern die Giiltigkeit von Gleichung (4.4) fast
iiberall. O

4.1.3 Berechnung der Resolvente von A

Die Beziehung (4.4) legt nahe, daf§ zur Berechnung des Evolutionskerns von A
konkrete Formeln fiir die Resolvente R(\; A) das addquate Hilfsmittel wiren.
Solche Formeln lassen sich iiber Losungen der gewohnlichen linearen Differen-
tialgleichung (A — A)y = 0 gewinnen (s. [Tit]; vgl. auch [Hul76]). Da es sich bei
den Losungen um sogenannte , Bessel-Funktionen mit imaginédrem Argument
handelt, soll nun niher auf diese eingegangen werden.

Definition 4.5 (Bessel-Funktionen mit imaginirem Argument). Fiir
v € Cund z € C\| — 00, 0] definieren wir die modifizierte Bessel-Funktion der
ersten Art durch

o 2/9 v+2k
L) = g Kl IE(li—i v+1) (4:5)

und die Macdonald-Funktion iiber

K,(2) = gl—g - VI)“(Z) fiir v ¢ 7 (4.6)

und

K,(z) = 31_1)1;11 K,(z) firneZ. (4.7)
Die Reihe (4.5) ist fiir festes » und z absolut konvergent: Fiir v € —N* ist
die Reihe so zu verstehen, daf} sie erst bei £ = —v beginnt, denn —N ist die
Polstellenmenge der Gammafunktion. Dann ist I'(k + v + 1) = (k + v)! fiir
k > —v. Ferner gilt die Gleichung I'(k + 1 +v) = (k +v)(k — 1 + v)..vT'(v)
fir v ¢ —N*, zudem besitzt die Gammafunktion keine Nullstellen in C (vgl.
[Leb], §1.2). Somit findet man eine Konstante C,, > 0 derart, daf}

o0 |z/2‘§}?(u)+2k
= RN T(k +v +1)]

< Cyl2/2/*) exp(|z/2]%)
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gilt. Ist £(v) > 0, so haben wir nach (4.5) fiir z — 0 die Asymptotik
I,(2) = C(v)2" + O(|z|X)+?) . (4.8)

Fiir festen Index v sind die Funktionen [, und K, holomorph auf C\] — oo, 0],
und fiir festes z € C\] — 00,0] sind v — I,(z), K,(z) ganze Funktionen (s.
[Leb], §5.7). Aus (4.6) und (4.7) liest man die Formel

K.,=K, (4.9)

ab. Ferner soll bei festem v € C die Asymptotik fiir R 3 z — 400, nimlich
_ Jre
S V2yr
(s. [Leb], (5.11.9)), angegeben werden.
Fiir @ > 0 und 0 € C erkliren wir die Abbildung k§ : R? — C durch

Ka(r.s) = —1I _i9(y/ae")Kig(\/ae®) fiir s>,
T —Lie(Vaed) Kig(Vae)  fiir s <.

K, (z) (14+0(jz|™h) (4.10)

(4.11)

Offenbar ist kg eine stetige Abbildung auf R? und symmetrisch in den Variablen
rund s, i. e., k§(r,s) = kj(s,r).

Lemma 4.6. Es seien a > 0, A € C und 9 := 9()\) die eindeutig bestimmte
komplexe Zahl mit 92 = X und arg(d) € [0, 7[.
(a) Die FunktionenR 3> z — I _9(\/ae®), Kip(v/ae®) sind linear unabhingige
Lésungen der gewdéhnlichen Differentialgleichung

y"(x) + (A — ae*®)y(z) = 0. (4.12)

(b) Seien X(9¥) > 0 und b € R. Dann liegt die Funktion R > x — I_;5(\/ae®)
in L*(] — 00, b)) und die Abbildung R > = — K;y(v/ae®) in L*([b, o0[).

(c) Sei X ¢ [0,00[. Fiir f € C.(R) ist die durch v — [5k§(r,s)f(s)ds
definierte Funktion zweimal stetig differenzierbar, und fir alle r € R gilt

ROGAW@)F(r) = [ Ky (r5)f(5)ds. (4.13)

R

Beweis. (a) Die Aussage folgt direkt aus den elementaren Eigenschaften der
Bessel-Funktionen mit imagindrem Argument (siehe z. B. [Leb]|, §§5.7, 5.9).
(b) Nach [Tit], S. 95, ist die Funktion x — I ;y(e®) aus L?(] — 0o,0]) und
die Abbildung z — K;y(e®) aus L%([0, o0[). (Dies kann man natiirlich auch an
(4.8) und (4.10) ablesen.)
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(c) Es seien A € C\ [0,00[, b > 0 und f € C.(R) mit supp(f) C [-b,b].
Definiere T f durch T'f(r) := [, k§(r, s) f(s) ds. Dann gilt fiir r > b

TF(r) = —Ku(Vae') / LalVae') [(s)ds,

und fiir » < —b ist
b
THr) = —1 i(vae") / Ka(vae')(s)ds.

Somit folgt aus (4.10) und (4.8) Tf € Z?(R). Man liest aus den obigen
Ausfiihrungen ebenfalls ab, da auch die Abbildung r — e* T f(r) in .Z?*(R)
liegt. Des weiteren ist T'f differenzierbar mit

“+00o

8,Tf(r) = —z (azf,m(z) Kig(v/ae®) f(s) ds +

r
r

+ 0. Ko (2) / I_ig(v/ae)f(s) ds)

—0oQ

z=+/ae"

Nun verifiziert man unter Beriicksichtigung von (4.12) und der Gleichung
(5.9.5) aus [Leb]

OFTf(r) = (ae™ = NTf(r) + f(r).

Daher ist insbesondere 9*Tf € £*(R) N C(R). Somit folgt insgesamt T'f €
dom(A(a)), und es gilt (A — A(a))Tf = f, und dies impliziert Tf =
R(X\;A(a))f. O

4.1.4 Der Evolutionskern g¢,(a, ")

Um den Evolutionskern von A zu berechnen, braucht man nun prinzipiell in
der Identitdt (4.4) nur die linke Seite aus Gleichung (4.13) durch die rechte
Seite zu ersetzen.

Der Ausdruck, den man dann fiir den Evolutionskern g, (a, -, -) erhilt, ist aber in
dieser Form fiir unsere Zwecke (némlich das Ersetzen von a durch den Operator
L im Sinne des Funktionalkalkiils) noch nicht recht geeignet.

Die Transformation in eine vorteilhaftere Darstellung findet in Satz 4.10 statt.
Auch wenn die im Beweis aufgefiihrten Integraltransformationen zumindest
nicht abwegig erscheinen, dringt sich doch der Eindruck auf, dafl das Vorgehen
nicht unbedingt auf der Hand liegt. Méchte man die Resultate dieses Kapitels
auf ahnliche Summen nicht kommutierender Operatoren ausdehnen, so wird
der zu Satz 4.10 analoge Schritt eine der wesentlichen Schwierigkeiten bilden.
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Dieser Abschnitt ist ein wenig anders organisiert, als es der ,rote Faden“ aus
der Kapiteleinleitung und den vorhergehenden Abséitzen nahelegt:

Die Gleichungen (4.4) und (4.13) werden erst im Beweis von Satz 4.12 zu-
sammengefiigt; die oben angesprochene Transformation der Funktion ¢,(a, -, -)
wird (wie bereits erwéhnt) in Satz 4.10 in die Wege geleitet und in Lemma 4.8
definieren wir ¢,(a,-,-) als das Resultat dieser Transformation, nicht aber als
Evolutionskern von A(a).

Dieses Vorgehen hat den Vorteil, daf} es unter dem Gesichtspunkt des Notati-
onsaufwands 6konomischer ist.

Hilfslemma 4.7. Fiir alle z € C* und alle z € R gilt |sin(7)| < exp(| =),

22

Beweis. Es gilt die Gleichungskette

sin { — ] = sin
z |22

=sin (M> cos (z&(z)) — oS (M) sin (Z$%(2)>

|2 |22 |2 2>
=sin (xtg» ch <x|\;|(22)> — 1 COoS (mifj)) sh (x;ff)) )

da cos(i¢) = ch({) und sin(i¢) = ish(() fiir alle { € C. Das impliziert

in (5] <0 (P22) < o (7562

z |z|? P2

O

Lemma 4.8. Sei z € H,. Definiert man die Funktion ¥, :]0, 00— C durch

v,(&) = éhi_Zexp <W2> /000 sh(9) sin (g) exp < — % — M) dv

Virdz 4z 3
(4.14)
und die Abbildung q, : [0, 00[xR? — C fdiber
[ ch(r — s) Ee'ts
q.(a,r,s) = /0 U, (&) exp ( — ?> exp ( -7 a) dg, (4.15)

so existiert eine Konstante C, > 0 mit | U, ()| < C,£72 fiir alle £ €]0, oo und
\q.(a,7,8)| < C,ch(r—s)! (4.16)

fiir alle a € [0,00[, 7, s € R. Ferner ist die Funktion g, stetig auf [0, oo[xR?.
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Beweis. Sei z = p+i0 mit p > 0, 0 € R. Mit Hilfslemma 4.7 erhalten wir

2 1 preN [ 0 o] p® _.
&1 (9)] < \/Mexp (4\z|2) /0 e’ exp ( 222 ) exp ( - 4|z|2) dd =:C,.

Da p strikt positiv ist, ist das Integral in der letzten Abschétzung endlich.
Daraus folgt nun

g:(a,r, s)| < CZ/O é__—IZeXp(— w

= C’z/ exp < —ch(r — s)u) du = C,ch(r —s)™".
0

)a

Ferner wird der Betrag des Integranden in (4.15) fiir alle a, » und s durch
die L'-Funktion & — C,£ 2 exp(—1/&) majorisiert. Die Stetigkeit von g, folgt
jetzt aus Standardsétzen iiber parameterabhéngige Integrale, siehe z. B. [Lan],
Lemma VIII.2.1. 0

Lemma 4.9. FEs existiert ein C > 0 derart, daf fir allea >0, r, s € R und
alle z € C mit S(z) > 0 gilt:

|k2(r, s)| < Ca Yte (r+)/t, (4.17)

Beweis. Da beide Seiten der Gleichung (4.17) symmetrisch in der r- und s-
Variablen sind, kénnen wir uns auf den Fall » > s beschrinken. Es gilt mit
(4.9) und [Leb], S.140:

Kiz(\/geT)I—iz(\/aes)

= 1 /+°° Jo(V2aer+s \/ch(o) — ch(r — s))e”*" do; (4.18)

2 —S8

dabei ist Jy die Bessel-Funktion erster Art der Ordnung 0. Jy ist eine auf
[0, 0o beschrinkte Funktion und nach [Leb], §5.16, findet man ein C' > 0
mit |Jo(x)| < C//x fiir € [0, co[. Die nun folgenden Abschiitzungen werden
nebenbei beweisen, daf der Integrand auf der rechten Seite von (4.18) in .Z" (R)
liegt:

| Kiz(Vae") i, (Vae®)|

g%(2a)1/4e(r+s)/4/ (ch(o) — ch(r — 5)) Y do.

T—S8
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Mit der Transformation 7 := ch(o), do = (72 — 1)7%/2 dr, erhiilt man dann

/Too(ch(o)—ch(r ))—1/4da—/°° (r —ch(r — )4 4

-s h(r—s) 72 -1
dr

:/0 7—1/4\/(7'~|—ch(7"—$ / \/TT

Satz 4.10. Fir alle a > 0, z € H, und alle r, s € R ergibt sich
1 — 262
q.(a,r,8) = Oe " kg (r, s) db; (4.19)
e R

dabei ist kj wie in (4.11).

Bemerkung 4.11. Nach Lemma 4.9 liegt fiir festea > 0,2 € H,undr,s € R
die Abbildung 6 +— 8e=*k3(r, s) in L'(R); das Integral auf der rechten Seite
der Gleichung (4.19) ist somit existent.

Die Beziehung (4.19) hétte man im Fall ¢ > 0 auch als Definitionsgleichung
von ¢,(a,-,-) verwenden kénnen. Dies hétte die Tatsache unterstrichen, daf
wir, wie man bei genauer Betrachtung des nachfolgenden Beweises sieht, von
der rechten Seite der Gleichung (4.19) ausgehend, die Formel (4.15) direkt
ausrechnen.

Das hier gewihlte Vorgehen hat hingegen den Vorteil, in Hinblick auf die sonst
notwendige Fallunterscheidung a = 0, a > 0, mit weniger Notationsaufwand
verbunden und somit ein wenig iibersichtlicher zu sein.

Beweis des Satzes 4.10. Es sei a > 0 und z € H,. Wir setzen

1
QZ(aa T, 8) = fe™ 26? ka (7' S) do .

WZR

Aus den Gleichungen (4.6) und (4.9) erhélt man fiir r > s

q.(a,,s) - / ek Kig(VaeT) (I (vae®) — Lip(v/ae®)) db
”2’ 0 (4.20)
=5 Osh(0m)e """ Kig(v/ae") Kig(+/ae®) df
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Das Resultat (4.20) gilt offenbar auch im Fall r < s. Mit der Identitét (4.9)
und der Integraldarstellung (5.10.25) aus [Leb] fiir Ky folgt weiter fiir r, s € R

2r

G.(a,r,s) =2L7T2 /000 Hsh(07r)e_292+i9(7“—8)(/000 exp ( oy — a4€1) )v—iﬁ—l dv)
-(/Ooexp( w—‘f—%) 9 ) db

27T2/ / / 0 sh(07) exp(—20% +i0(r — s) + i0In(w/v))

eXP(‘;(?*U)—w—”)%%wd‘)

Man nutzt die Gleichheit §,(a,r,s) = %(qz (a,7,8)+ G.(a, s,r)) und erhilt, daf
man den Term exp(i0(r — s + In(w/v))) im Integranden des letzten Drelfach-
integrals durch

%(exp(i@(r — s+ In(w/v)) + exp(if(s — r + In(v/w)))
=cos(0(r — s + In(w/v)))

ersetzen kann. Mittels der Substitutionen v := 2ve™""% y := 2we"~* gilt dann

i) =5 [ [T [ 0shm costo(s =1+ G/

- exp ( — 56’”“5(% + i) %(yeTs + ,ues’r)) dv dp do.

Wir betrachten nun den Diffeomorphismus

®:{(Em): € > 0,-6 <n <& =0, (€)= 2 ) = ().

E+n -1
Es ist
8 urv?
det D®(&,n) = — = - ,
N G A

also gilt

du d déd 1 1

W _ Edn . Zudem ist — + — =¢.

povo o &—1 "
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Daraus ergibt sich

G.(a,r,s) :%/Ooo/ow/_iﬁsh(ﬁﬂ)cos (‘9(8—7‘+ln (§+Z>) — 262

ae"tSE e e\ dnd§
B e L

/ / /+103h o) cos( (S_T+ln(1+w)) e

T

r+s e
eXp( ae2§ ;(1e—w+1+w>)g(c1iuidi2)d0’

wobei im letzten Schritt die Variablentransformation w = 7/, dnp = £dw
durchgefiihrt wurde. Mit der Substitution v := arth(w), du = dw/(1 — w?), ist

do

1—
In (_w) = —2arth(w) = —2u
1+w

(s. [Bro], 2.5.2.3) und zudem 1 —w? = 1 —th(u)? = ch(u) 2. Ferner erhélt man

67'—5 68—7' 2
= h(r — h h(r —
1—w+1+w 1—th(u)2(c (r — s) + th(u) sh(r — s))

=2 ch(u)(ch(u) ch(r — s) + sh(u) sh(r — s)) = 2ch(u) ch(r — s + u),

wobei im letzten Schritt das Additionstheorem fiir den hyperbolischen Cosinus
genutzt wurde. Dies fiihrt schliefllich zu

+0o0
(a,r,s) 7r2/ / / 0 sh(07) cos(0(s — r — 2u))e "’

r+s
( “62 f—gch( )ch(r—s+u)) du d€ df .

- exp
i
Setzt man ¥ := 2u + r — s, so ist die Gleichheit

2ch(u) ch(r — s +u) =2¢ch((9 —r+ 5)/2) ch((I +r — s5)/2)
=ch(r — s) + ch(?)

gegeben (s. z. B. [Bro], 2.5.2.3). Das impliziert die Gleichung

(a7, 5) 7r2// /0sh o) cos(69)e™ d0)

Eexp ( “6255 . %(ch(r —5) + ch(ﬁ))) 9 de .
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Nun sieht man fiir z €]0,00[ ein (z. B. mit partieller Integration und den
Formeln unter 4.133 in [GRJ]), daf§

/ 0 sh(67) cos(89)e " df
0
VLS 72— 9%\ ) 9 .
—2\/Eexp( 4z )(2zcos(2z> 2zsm(22))
T 72 92 v,
PNz exp (E)(%(exp ( 42) sin (2,2))
gilt. Da aber alle Terme der obigen Gleichungskette holomorph in z sind, gilt

die Gleichheit fiir alle z € H,. Nach partieller Integration bzgl. der ¥-Variablen
erhélt man dann letztlich die Formel (4.19). O

Satz 4.12. Fira >0, z € H, und f € L*(R) st
e AW f(r) = / q.(a,r,s)f(s)ds  fast iberall, (4.21)
R

i. e., q,(a,-,-) ist der zum Operator e=*4® ¢ %(L*(R)) gehorige Integralkern
auf R x R.

Beweis. Der Fall a > 0: Es sei f € 2(R). Nach Lemma 4.4 und Lemma 4.6(c)
gilt fiir alle n € N und fast alle r € R

e M) =—5 / / k§n (r, 5) f (s) ds dX
_t / / (04127 exp(—2(6 + 127" )keyn (1, 5) f (5) ds d .
Vi) RJR

Fiir festes r € R und n — oo konvergiert der Integrand des letzten Terms
punktweise gegen die Funktion

(0, 5) — 0> ka(r, s) f(s) .
Zudem erhélt man mit der Abschdtzung (4.17) fiir alle n € N*
(0 +327™) exp(—2(0 +i27")*) kg j0-n (1, 5) f(5)]

<z (L+10) exp(=R(2) (6" = 1) + 23 (2)|0) e+ £(s)]

d. h., aus dem Satz iiber majorisierte Konvergenz folgt

e f(r) = —% /R/Rﬁe_za2k3(r, s)f(s)dsdef.
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Man darf nach dem Satz von Fubini die Integrationsreihenfolge vertauschen
und erhélt aus Satz 4.10 fiir das vorgegebene f € Z(R) die Gleichung (4.21).
Nach Abschitzung (4.16) gilt |q.(a,r,s)| < C,ch(r — s)~!. Somit steht aber
auf der rechten Seite von Gleichung (4.21) ein beschrinkter Integraloperator
auf ganz L*(R), der dann natiirlich auf 2(R) = L?(R) mit dem beschrinkten
Operator e ?4 iibereinstimmen mus3.

Der Fall a = 0: Es seien @, ¥ € L*(R). Aus dem bereits bewiesenen Fall und
(4.16) folgt sofort mit dem Satz iiber majorisierte Konvergenz fiir o’ > 0

(D0, 9) = //q( r, 8)p(s)(r)" ds dr
—)//qz(O,r, s)p(s)y(r)*dsdr  fiir ' 0.
RJR

—zA(a") zA(0

Es reicht nun aus, die Konvergenz e o — e 4O fiir o' \, 0 zu zei-
gen. Das 148t sich aber allgemein mit funktionalanalytischen Methoden (un-
abhéingig von unseren explizit durchgefiihrten Rechnungen) zeigen und wird
in Lemma 4.13 diskutiert. U

4.1.5 Das Spektralmafl von A

Die hier aufgefiihrten Aussagen iiber das Spektralmaf sind fiir die Berechnung
der Spektralschar des Operators 7" von Belang, die im néchsten Abschnitt
vorgenommen wird.

Lemma 4.13. (i) Es sei a € [0,00[. Dann besitzt der Operator A keine
Figenwerte, und fir alle t € R gilt folglich F,({t}) = 0.

(i) Es seien A € C\R, z € H, UiR und t € R. Dann sind die Abbildungen
a — R\ A(a), a = e und a — F,(] — 0o,t]) stark stetig auf
[0, ool

(#1) FEs sei ¢ € L*(R). Fiir ein beliebiges S € Yg ist die Abbildung
[0, +00[= L*(R), a Fu(S)y,
Borel-mefibar.

Beweis. (i) Fiir alle t € [0, oo ist der Operator t— A hypoelliptisch (s. [H6r67]).
Das bedeutet, daf jede Distributionenlésung der Gleichung (¢t —A)y = 0 durch
eine C'°-Funktion gegeben ist.

Wir betrachten zunéchst den Fall a = 0: Dann ist der (klassische) Losungsraum
der gewohnlichen Differentialgleichung der lineare Aufspann der Funktionen
s eVt emisVE falls ¢ # 0, und der Aufspann der Funktionen s — 1, s,
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falls ¢ = 0. Da all diese Funktionen nicht in L?(R) liegen, besitzt A(0) keine
Eigenwerte (denn jede L2-Losung der Gleichung (¢t — A)g = 0 besiifie einen
C*>°-Reprisentanten, der eine klassische Losung der gewohnlichen Differential-
gleichung wére und somit im Losungsraum liegen miifite).

Ist @ > 0, so sind die Funktionen s — K; ;(v/ae®), I_; ;(/ae’) nicht auf ganz
R quadratintegrierbar. Nach Lemma 4.6(a) besitzt also auch in diesem Fall
A(a) keine Eigenfunktionen in L?(R).

Daraus folgt nun, daf fiir alle a das Spektralmaf} F;, auf einpunktigen Mengen
verschwindet.

(ii) Seien a,, n € N, und @ aus [0, co[ mit a, — a fiir n — co. Da Z(R) nach
Lemma 4.2 ein Core von A(a) ist und fiir alle ¢ € Z(R) offenbar A(a,)p —
A(a)p in L*(R) gilt, folgt mit [Wei], Thm. 9.16(i) und Thm. 9.15, da8 fiir alle
A € C\ R und jedes f € L?(R) schon R(X; A(a,))f — R(\; A(a))f gilt. Aus
[Wei], Thm. 9.17, ergibt sich dann e=?4(@) f — =240 f fiir alle 2 € H, U iR.
Sei t € R Aus Teil (i) folgt F,({t}) =0, also F,, (] —o0o,t])f = Fo(] — 00,t]) f
nach [Wei], Thm. 9.19.

(iii) Wir definieren die Menge

M ={Se€Xr: Vfge L*R):[0,00>ars (F,(S5)f,g) ist meBbar}.

Offenbar sind ), R € #. Ist S € 4, so folgt (F,(R\ S)f,9) = (f,9) —
(Fo(S)f,9),1. e, R\ S € #. Es sei (Sp)nen eine Folge paarweise disjunkter
Mengen aus .# und S := U,enSy- Aus der Definition ,,Spektralmafl“ folgt

(Fu(8)1,0) = { D FulS)f.9) = Tim ST(Fu(Sa)f.9)

neN

Da der punktweise Limes einer Folge von mefbaren Funktionen wieder eine
meBbare Funktion ist, liegt S in .Z.

Somit liegt mit .# ein Dynkin-System vor. Ferner ist .# schnittstabil: Seien S
und S’ in .# und (e, )nen eine Orthonormalbasis von L?(R) (z. B. die Hermite-
Funktionen). Dann folgt

(Fa(SNS)f,9) = (Fu(S)Fa(S) f, 9) = (Fu(S') f, Fu(S)g)

= Z(Fa(sl)f, €n><€n, Fa(S)g> ’

n=0

also SNS" € . Somit ist 4 eine o-Algebra, die nach Aussage (ii) alle
Intervalle der Form | — oo, t], t € R, enthilt. Da diese aber die o-Algebra g
der Borel-Mengen auf R erzeugen, folgt .# = 3.
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Sei nun ¢ € L*(R) und S € Y. Dann wissen wir um die Mefbarkeit der Ab-
bildung a — (F,(S)¢,en)en, n € N. Aus Fo(S)p =Y, cn(Fa(S) e, en)e, folgt
die Mefbarkeit von a — F,(S)y als punktweiser Limes einer Folge mefibarer
Funktionen. O

4.2 Der Operator —9? +¢” L in L*(R x X)

4.2.1 Spektralschar und Selbstadjungiertheit

In diesem Abschnitt wird der noch austehende Beweis fiir die Selbstadjun-
giertheit des Operators 7" nachgeliefert. Dieser Beweis ist mit der Berechnung
der Spektralschar von T verkniipft, die spiter die Beziehung zwischen den
Operatorhalbgruppen (e7*4),c4, und (e™*7),c, herstellen wird.

Bemerkung 4.14. Es bezeichne Jgr die Menge der endlichen Vereinigungen
von Intervallen (beschrinkten und unbeschrénkten) aus R. Jedes Element aus
Jr 148t sich dann offenbar als endliche disjunkte Vereinigung von Intervallen
darstellen. Nach Lemma 4.13 ist die Abbildung [0,00[3 a — F,(S), S € Xk,
stark stetig, falls S von der Form | — oo, t] oder | — oo, t[ fiir ein ¢ € R ist oder
S € {0, R} gilt.

Sind nun S, S’ € Y disjunkt, so gilt F,(SUS’) = F,(S) + F,(S"). Ist S C 9,
so erhilt man F,(S"\ S) = F,(S")— F,(5). Das zeigt, da8 F,,(S) fiir alle S € Jg
eine stark stetige Funktion in Abhéngigkeit vom Parameter a ist.

Lemma 4.15. Fir alle S € Jr existiert eine eindeutig bestimmte Orthogonal-
projektion M(S) auf L?(R x X) mit

(M(S)p®@1%,n® &) 2wxx) = /OOO<Fa(S)<Pa M) AE(a)Y, E)r2xy  (4.22)

fiir alle p, n € L*(R), ¥, £ € L*(X).
Die Familie My := M(] — 0o,t]), t € R, ist dann eine Spektralschar, und der
Definitionsbereich des eindeutig bestimmten zu (My)ier gehirigen selbstadjun-
gierten Operators umfaft &/ @ dom(L). Fir alle ¢ @ ¥ € o/ ® dom(L) und
allen® € € L?(R) ® L*(X) gilt dann

(Te@1Y,n®& 2 mxx) = /0 Ad(M(N) e ® 1,0 ® &) 2 ®xx) - (4.23)

Wie man beziiglich einer Spektralschar integriert, wird in [Wei|, §7.2 beschrie-
ben. Eine Version des Spektralsatzes, die die ein-eindeutige Beziehung zwi-
schen selbstadjungierten Operatoren und Spektralscharen aufzeigt, findet sich
in [Wei] unter Theorem 7.17 und 7.14.
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Beweis. (i) Sei S € Jg. Es sei (A,)nen eine aufsteigende Folge von be-
schrinkten Borel-Mengen mit U,enA4, = [0,00[. Fiir n € N seien I, eine
endliche Indexmenge und A, x, k € I, eine Partition von A,, bestehend aus
Borel-Mengen mit diam(A,, ;) < % Fiir k € I, sei ferner a,, j, € A, ;. Dann sind
die linearen Operatoren F,  (S)®E(A,) (zu Tensorprodukten von Operato-
ren siche Anhang, Unterabschnitt A.2.3) offenbar Orthogonalprojektionen auf
L*(R)®L*(X) mit ran(F,, , (S)®E(An)) = ran(F,, , (S))®ran(E(A,)). Fiir
Indizes ¢ # j sind ran(E(A,,)) und ran(E(A, ;)) zueinander senkrechte Un-
terriume in L?(X), deshalb stehen auch die Unterrdume ran(F,, ,(S)®E(A4,;))
und ran(F,, ;(S) ® E(A,;)) senkrecht aufeinander in L*(R) ® LZ( )- Somit
ist > per, Fa, . (S) ® E(Any) eine Orthogonalprojektion auf L*(R) ® L*(X),
die sich zu einer eindeutig bestimmten Orthogonalprojektion m,, = m,(S) auf
L*(R x X) = L>(R)® L%(X) (vgl. Satz A.3) fortsetzen liBt.

Firo =3, ¢i®¢; und 7 =37,y 1, ®¢; aus L*(R) ® L?(X) definieren wir
die Form

u(o,7) zz/ (Fu(S) ey} d(B (@), &)

) J(7)

Man iiberzeugt sich schnell davon, dafl x4 nicht von der speziellen Darstellung
der o, 7 durch Elementartensoren abhéngt; i ist daher eine sesquilineare Ab-
bildung auf L?(R) ® L?(X). Es gilt

(o, 7) = (Tno, 7))

<ZZ‘/ S)ei, nj) — Z(Fan,k(s)%,ﬂj)XAn,k(a)> d{E(a)Y;, &)| -

I(o) J(7) kel

Fiir alle 4, j strebt die Funktionenfolge >, .; (Fu,,(S)®i M) X4, 7 € N,
punktweise gegen a — (F,(S)pi,n;) (vgl. Bemerkung 4.14). Deshalb folgt aus
dem Satz iiber majorisierte Konvergenz, dafi die rechte Seite der letzten Un-
gleichung im Ubergang n — oo verschwindet (vgl. Anhang, Abschnitt A.4).
Da die Operatornormen aller 7,, n € N, durch Eins beschriankt sind, liegt mit
({(mnf, ) )nen fiir alle f, g € L?(R x X) eine Cauchy-Folge vor. Das impliziert
insbsondere die Konvergenz der Folge der Normen |7, f|| = /(7o f, f), n € N.
Da aus schwacher Konvergenz und Konvergenz der Normen schon Konvergenz
im Hilbert-Raum selbst folgt, erhiilt man also fiir jedes f € L?*(R x X) die
Konvergenz der Folge (7, f)nen gegen ein Element M (S)f. Offenbar ist die
dadurch erklirte Abbildung M(S) eine Orthogonalprojektion auf L?(R x X)
und es gilt

(M(S)o,7) = u(o,7) fiir alle 0, 7 € L*(R) ® L*(X).
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(ii) Die Familie (My)ier ist eine Spektralschar: Ist s < t, so folgt fiir o €
L*(R) ® L*(X) offenbar

(Mo, 0) — (M,0,0) = (M(]s, t])o,0) = | M(]s, t])o]|* > 0.

Daraus ergibt sich M; < M;. Die Monotoniebedingung einer Spektralschar
wird also von (M;)er erfiillt.
Seien ¢, n € L?(R) und t, € R. Fiir alle a gilt dann

(Fu(] = 00, t])p,m) — (Fu(] — 00, o)), m)  fiir ¢ N\ Lo

(denn Fu(] — oo,t]), t € R, ist eine Spektralschar). Somit folgt fiir alle o,
7 € L*(R) ® L*(X) aus dem Satz iiber majorisierte Konvergenz (M;o,7) —
(M 0,7) fiir t N\, to. Aus Dichtheitsgriinden und dem Umstand, da88 || M||,p
fiir alle ¢ € R durch Eins beschrinkt ist, hat man daher fiir beliebiges f €
L?*(R x X) schwache Konvergenz von M,f gegen M, f fiir t \ to und somit
insbesondere Konvergenz der Normen:

M fII? = (Mf, f) = (My f, f) = [| My, 1]

Das impliziert limy g My f = My, f.

Mit einer dhnlichen Argumentation verifiziert man auch M;f — f, fallst 7
+o00. Dafl M;f — 0 fiir £ \, —oo gilt, ist trivial, da offenbar M; fiir ¢ < 0 der
Nulloperator ist.

Somit ist (M;)ier eine Spektralschar.

(iii) Zur Formel (4.23): Es seien ¢ € & und ¢ € dom(L). Man erhilt dann

(Te@ v, o @) =(—¢" @Y + "o ® L), p @ ¢)
<_ ”a 90> <wa 1/)> + <627§0a 90> <L¢; ¢>

oo

- /0 °°<_¢", ©) d(E(a)p, ) + /0 a{e” ¢, p) d{E(a)v, ¥)
=/°°<A 0)¢, ) d{E(a)ip, )

/ / N{FLN) . 0)) d{E(a)ié, v

Es soll nun gezeigt werden, daf}

/000 (/000 Ad(Fa(N)e, w)) d(E(a)y,¥) = /000 AA(MN) @b, 0 @ )
(4.24)
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gilt. Wir betrachten dazu die monoton wachsende Folge von Treppenfunktio-
nen 7,, n € N, mit

() = g2 ™ firj=0,..,4"—1und j2 "< A< (j+1)2°",
" 0 fiir A ¢ [0,2"].

Punktweise gilt auf [0, +oo[ dann 7,(A) A fiir n — 0o und offenbar ferner

[ ([ m e o) de@s, o) = [ dpopeoveos).

Nun wird die linke Seite dieser Gleichung fiir alle n € N durch die linke Seite
von (4.24) majorisiert und strebt somit nach dem Satz iiber monotone Kon-
vergenz fiir n — oo gegen diese. Daher ist fiir jedes n € N auch die rechte Seite
der letzten Gleichung durch die linke Seite von (4.24) beschrénkt, und es folgt

o0

lim Tn()\)d<M()\)s0®¢,90®¢>=/Ooo/\d<M()\)90®¢,<P®¢>-

n—o0 0

Das verifiziert die Identitét (4.24). Die obige Argumentation hat insbesondere
gezeigt, daB [ Ad(M(\)¢ ® ¥, ¢ ® 1) < oo gilt. Durch ein &hnliches Vorge-
hen 148t sich offenbar auch [° A2 d(M(X)p ® ¥, ¢ ® ¥) < oo fiir alle ¢ € &,
¢ € dom(L) beweisen. Das bedeutet aber gerade, daff &/ @ dom(L) im Definiti-
onsbereich des eindeutig bestimmten zu (M;)cr gehorigen selbstadjungierten
Operators liegt (vgl. [Wei], Thm. 7.14, 7.17).

Die Gleichung (4.23) erhilt man nun fiir alle ¢, n € &, 9, £ € dom(L) mit-
tels Polarisierung: Man polarisiere bei festgehaltenem v € dom(L) zunéchst
bzgl. der «/-Variablen, und dann nutze man die Polarisationsformel bei fest-
gehaltenen ¢, n € &7 auf dom(L). Aufgrund der Dichtheit von &/ ® dom(L)
in L*(R) ® L*(X) hat dies die Gleichung (4.23) in voller Allgemeinheit zur
Folge. U

Satz 4.16. Ist € ein Core des Operators A(l) und £ ein Core von L, so
ist T|gwe wesentlich selbstadjungiert in L*(R x X). Insbesondere liegt mit
T ein positiver selbstadjungierter Operator vor und (My)ier ist die eindeutig
bestimmte zu T gehorige Spektralschar.

Das Punktspektrum von T ist leer, 1. e., T besitzt keine Eigenwerte.

Beweis. Es sei T der zur Spektralschar (M;)scr gehorige eindeutig bestimmte
selbstadjungierte Operator, i. e.,

domT = {f € L*(R x X) : [ Xd(M(\)f, f) < oo}
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und

(Tf,g) = /R Xd(M(\)f,g) fir alle f € dom(T), g € L*(R x X).

Da L*(R) ® L*(X) dicht in L*(R x X) liegt (s. Satz A.3), ist T nach Lemma
4.15 eine selbstadjungierte Erweiterung von T'|ygdom(z); also gilt T' C T.

Sei S € Yk ein beschrinktes Intervall. Wir zeigen nun, dafl die Menge
M(S)(« ®dom(L)) in dom(T’) enthalten ist; mit Satz A.22 folgt dann daraus
T=T.

Fir N € N* sei Ay := [%, N]. Die Intervalle Ay;,..., Ay vy seien dann eine
solche Partition von Ay, daf fiir jedes j € {1,...,n(N)} das Mafl von Ay ;
kleiner als 4 ist und fiir alle a, b € Ay,; die Ungleichung |1 — | < + gilt.
Setze ay ; := inf Ay fiir jedes j; 0. B. d. A. kénnen wir ay ; € Ay annehmen.
Da wir 0 als Eigenwert des Operators L nicht ausgeschlossen haben, ist es von
Nutzen, fiir j = 0 noch Ay := {0} und an, := 0 zu setzen.

Die eindeutig bestimmte Orthogonalprojektion, die ngg” Fay,(S)® E(An)
auf L2(R x X) fortsetzt, sei mit 7y bezeichnet.

Behauptung (i): mx(L*(R) ® L*(X)) C dom(T).

Seien n € L*(R), £ € L?(X). Es soll nun 7myn ® £ € dom(T) gezeigt werden.
Fiir alle j ist F(Ay ;)¢ € dom(L) und fiir j =1, ..., n(N) liegt Fy, ,(S)n in &/
(vgl. Lemma 4.2). Die Funktion Fy(S)n liegt in H*(R) = dom(d?); es findet
sich nach Lemma 4.2 daher eine Folge (7, )nen in Z(R) C &7 mit

1Fo(S)n = mall + [1(Fo(S)m)" = mull — 0 fiir n — o0.
Die Folge (7, ® E({0})&)nen liegt dann in &/ @ dom(L), und es folgt
1(Eo(S)n — 1) @ E{0})EI = [1Fo(S)n — nalllE({O})E]] — 0
fiir n — oo. Unter Ausnutzung von LE({0})¢ = 0 erhélt man fiir m, n € N

1T (nn ® E{O}E = 1t @ EQONE = llm, — mlIEKO}HEN — 0

fiir n, m — oo. Aus der Abgeschlossenheit von T ergibt sich deshalb Fy(S)n®
E({0})¢ € dom(T). Daher ist die Behauptung (i) bewiesen, und wir kommen
zur

Behauptung (ii): Es gilt fiir alle ¢ € & und alle ¢ € dom(L)

(M (S) = an)e @ ¢l +[[(M(S) = an)(Te @ P)|| — 0 fiir N — oo.

Diese folgt direkt aus der starken Konvergenz von (7my)yen gegen M(S), die
im Teil (i) des Beweises von Lemma 4.15 nachgewiesen wurde.
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Behauptung (iii): Es gilt fiir alle ¢ € &/ und alle ¢ € dom(L)
IT(M(S) —nn)e @] — 0 fiir N — oc.

Um dies zu zeigen, berechnen wir in Hinblick auf die Behauptung (ii) zunéchst
die Differenz zwischen T'(myp ® ) und mx(T9 ®1)), wobei die Vertauschungs-
eigenschaften eines selbstadjungierten Operators und seines Spektralmafles ge-

nutzt werden:
Unter Verwendung von LE({0})y = 0= E({0})Lt erhdlt man zunéchst

T(Fo(S)y ® E({0})¢) = —(Fo(S)9)" ® E({0})¢
=F(S) @ EQON(—¢" @ ¢) = Fo(S) ® E({0})(Te ® ).

Da T ygdom(z) = Alan;) ® aNJL 0?2 ® (I — a]’v,le) fir j = 1,...,n(N) gilt,
wird daraus

T(mvso ® ¥) = T(Fo(S)p ® E({0})¥)
+ Z (any) ® ayyL — 02 ® (I—ay,L)] Fay, (S) ® E(An,)¥

n(N)

=Fy(S) ® E{ON(Te ®¥) + Y [Fay,;(S) ® E(An,)(Alan,)e ® ay);Ly)

J=1

- (FaN,j (S)(p)” &® E(AN,]')(I —“z_v,leW]

n(N)

(T ® ) + Z ony (9)¢" = (Fuy; (S)9)") ® E(An )L —ay; L)y

Die Differenz kann nun wie folgt unter Ausnutzung der Ungleichung (4.1) ab-
geschitzt werden (man beachte ran(E(An,;)) L ran(E(Ay;)), falls i # j):

(T omy —mnoT)p @y
n(N)

= Z [Fan; (9)¢" = (Fay; (S)0)" PN E(Ang) (I — ay; L)W|I*

<2Z 1P (S + Por, ()P) [ (1= 25) (@, )

Anj anN,j
n(N) 1
<2 (9" + @) Fa ()l + lll?) 5 1B Ang )1
7j=1
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Da A(an,;)(Fuy,; (S)®) = Fay,;(S)(A(an,;)e) gilt, erhélt man weiter

(T ormy —anoT)p@ Y|’

n(N)
2
<~z 2 B¢+ 263 el + ell?) 1B (Ao
j=1
6
<5 ("2 + Il | B(Aw)$2 + lle* ol Z / @k d(E(a)0, 1))
6
<5 (112 + NI + e elPLw?)

i.e., |(Tony —myoT)p®)| verschwindet im Ubergang N — co. Mit Hilfe
der Beziehung M (S)oT =T o M(S)|dom(r) und der Behauptung (ii) folgt die
Behauptung (iii).

Aus den Behauptungen (i) bis (iii) folgt dann, daf§ M (S)(«/ ® dom(L)) im
Abschlu8 von dom(T") bzgl. der Graphennorm von 7, also in dom(T’) selbst,
liegt. Im speziellen ist dann nach Satz A.22 dom(T') ein Core von T} es folgt
daher T =T.

Fazit: T ist ein selbstadjungierter Operator und & ® dom(L) ist somit (nach
Definition von 7T') ein Core von T'.

€ @ L ist Core von T: Ist nun € ein Core von A(1) und .Z ein Core von
L, so liegt offenbar 4 ® dom(L) im Abschlufl der Menge € ® .Z bzgl. der
Graphennorm von 7.

Es seien nun ¢ € &/ und 1 € dom(L). Dann gibt es eine Folge (¢ )nen in €
mit [y — @[]+ [|A(1)(¢n — @)|| = 0 fiir n — co. Es folgt [[¢n @Y — @@ — 0
und mit Ungleichung (4.1)

1T (on @%b — 0 @)l
< (82 ® (I=L))(pn — @) © Y[l + [I(A(1) ® L) (¢n — ¢) @ Y|
<(pn = @) T =L)Y| + [|AL) (n — D)l
< (IA) (en = D + llgn = @ll) (1A =L)PI + [[26]]) — 0 fiir n — oo.

Diese Uberlegungen zeigen, daB mit ¥ ® .Z ein Core von T vorliegt.

T besitzt keine Eigenwerte: Als selbstadjungierter Operator kann 7" nur reelle
Eigenwerte besitzen. Sei also ¢t € R. Dann gilt nach Lemma 4.13(i) F,({t}) =0
fiir alle a € [0, 00[. Nach Gleichung (4.22) ist daher M ({t})|.2®)2r2(x) = 0,
woraus sich unmittelbar M ({t}) = 0 ergibt. Somit ist ¢ kein Eigenwert von T
(s. [Wei], Thm. 7.23). O
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4.2.2 Eine Formel fiir die holomorphe Halbgruppe

Das Ziel, die holomorphe Halbgruppe (e7*"),c4, durch die Operatorhalbgrup-
pe von L auszudriicken, wird in diesem Abschnitt erreicht. Die Identitdten
(4.25) und (4.26) liefern die gewiinschte Darstellung von e *7. Man beachte,
daB auf der rechten Seite der Gleichung (4.25) die ganze z-Abhéngigkeit in der
Funktion U, steckt; die von L erzeugte Halbgruppe tritt nur mit reellem, von
z unabhéngigem Zeitparameter auf.

Lemma 4.17. Es seien z € H, und r, s € R. Die Funktion a — q,(a,r,s)
ist dann eine beschrinkte Funktion auf [0, 00|, und im Sinne des beschrinkten
Funktionalkalkiils von L gult

ger—l—s

o 1
q.(L,r,s) = /0 U, (&) exp < — gch(r - s)) exp ( i L) d¢  (4.25)
mit ¥, wie in Gleichung (4.14). Der Integrand auf der rechten Seite von (4.25)
liegt dabei in £*(]0, 00, B(L*(X))).

Beweis. Da L positiv ist, gilt || exp(—%L)Hop < 1, und nach Lemma 4.8 hat
man £2|¥,(£)| < C,. Somit liegt die Funktion

£ W, (&) exp ( - %ch(r - s)) exp ( - 66;+5L)

in £*(]0, oo[, B(L*(X))). Da ¢,(-, 7, s) nach (4.16) eine beschrinkte Funktion
auf [0, oo| ist, gilt nach dem beschriinkten Funktionalkalkiil fiir alle n € L?(X):

(@ (L7, s),m) = / " gela,r, 5) d(E(a)n, n)

= [ [ w@e (- Lot - 9) e (- E570) dedtam .

Der Betrag des Integranden im letzten Term ist offenbar bzgl. des Produkt-
mafles von d¢ und des positiven endlichen MaBes d{F(a)n,n) auf [0, co[? inte-
grierbar; also gilt nach dem Satz von Fubini-Tonelli

<qz(L7 T? 8)777 77)
€r+s

= [T ©ew (- par-9)( [ ;

:/000 U, (&) exp ( - %ch(r — s)) < exp ( — fe;jLsL>77,77> d¢
:<(/Ooo U, (&) exp < - %ch(r - s)) exp ( - ge;JrsL) d§)n,n>.

o

exp ( - a) d{E(a)n, 77)) d¢
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Mittels Polarisierung sieht man die Giiltigkeit der Gleichung (4.25) ein. O

Satz 4.18. Es scien z € H, und f € L*>(R x X). Fiir s € R bezeichne f, die
Funktion X > z — f(s,x). Dann gilt

e L f(r,z) = (/qu (L,7,$)fs ds) (x) (4.26)

fiir dr ® dz-fast alle (r,z) € G.

Beweis. Seien zunichst z € H,, ¢ € L*(R) und ¢ € L*(X). Wir zeigen als
erstes die Giiltigkeit der Beziehung

Tooveov) = [ (o0 dE@u Y. 4
Nach Satz 4.16 folgt die Gleichung

L IXEL R A VPR LY
Ahnlich wie beim Beweis der Identitit (4.24) zeigt man nun mit Hilfe einer

geeigneten Folge von Treppenfunktionen 7,, n € N, welche punktweise auf
[0, co[ gegen e ** konvergiert, daf

[T ammpeveon= [ ( / Y a(w,@) B @)
= [Tt 1000 B @)

gilt. Dies impliziert Formel (4.27).
Aus dieser folgt mit Hilfe des Satzes 4.12 dann die Gleichung

Toovpe) = [ ([ [wnsppe) ) de@.

Man sieht nun mit (4.16) und dem Satz von Fubini-Tonelli ein, daf sich die
Integrationsreihenfolge vertauschen 14a8t. Somit ist

€ Teovpoony= [ [ ([ arnsdB@eo)eep dsd
= [ [ v o)eteretry dsdr

(| [@@r ooty dsdrv);
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dabei 1a8t sich das letzte Gleichheitszeichen durch den Umstand rechtfer-
tigen, da die Funktion A(r,s) := (q.(L,r, s)¥)p(s)e(r)* nach (4.16) in
L'(R?%, L*(X)) liegt.

Uber Polarisierung (vgl. dazu den Kommentar nach Formel (4.24)) erhilt man
dann fiir alle ¢ € L?(R) und alle ¢ € L*(X)

o0 v(0) = ([ (@ (L s))els) ds) @

fiir fast alle (r,z) € R x X.

Die Giiltigkeit von (4.26) ist also fiir den Fall, daf f in der dichten Teilmenge
L*(R) ® L*(X) von L?(R x X) liegt, verifiziert. Zudem wissen wir um die Ste-
tigkeit von e ?T auf L?(R x X). Wir beweisen nun die allgemeine Giiltigkeit
von (4.26), indem wir zeigen, daf8 die rechte Seite der Gleichung die Abbil-
dungsvorschrift eines beschriinkten Operators auf L?(R x X) darstellt:

Ist f € L*(R x X), so liegt f, nach dem Satz von Fubini fiir fast alle s € R in
L*(X), und die Abbildung s — || fs||12(x) ist quadratintegrierbar. Es folgt aus
der Abschétzung (4.16)

// ‘ /qz (L,7, s fst)(:r) ¢ (L,7,3)fs o)
</ (/ ey leeods) dr < [ ([ Sl ds)
(

<([ o ([ 1erlBear) “as)” < ds) 11
— Rch(s) R s+r L2(X) T S -~ S L2(RXX)'

ds) i dr

4.2.3 Multiplikatorsitze

Die Formeln (4.25) und (4.26) sollen nun genutzt werden, um fiir den Operator
T Aussagen iiber differenzierbaren Funktionalkalkiil herzuleiten. Eine wichtige
Ungleichung wird zunéchst als Hilfssatz vorweggenommen:

Hilfssatz 4.19. Es existiert ein C' > 0 fiir alle z € H, mit

/ / exp Chg(T)> dé dr
<c= VRG) e () (4 5)

Der Beweis des Hilfssatzes ist im wesentlichen eine etwas detailliertere
Ausfithrung von Abschiitzungen aus dem Beweis von Theorem 2 in [Mus98a).
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Beweis. Es sei z := p+i0 mit p > 0 und o € R. Setze ferner b := |z|?. Nach
Definition von ¥, (s. Lemma 4.8) und Hilfslemma 4.7 haben wir mit einer
geeigneten, von z unabhéngigen Konstante C' > 0

J—// W, (€ eXp Chg())dgd
p+\o // / Wﬁf‘)e"p(_%)

. exp ( - g(ch(r) + ch(ﬂ))) de d9 dr .

Da
Ooo é exp ( - %(ch(r) + ch(ﬁ))) ¢ = /0 N exp(—u(ch(r) + ch(9))) du
1 2

<
ch(r) + ch(9) ~ elrl 4 ¢?

gilt und mit der Substitution u :=e€", dr = %du
< 1 o 1
/ ———dr = / ———du=e""In(1+¢) <e?(1+9)
o € +e 1 u(u+e?)
folgt, erhalten wir insgesamt
2

JSLexp(w—p)/ooo(l—i-ﬁ)exp( Pp +7H9|U‘>d19=:1.

Fiihrt man nun die Translation 7 := ¥ — «|o|/p durch, so ergibt sich
AC o\ [ o] o’ 2o’
I= e () [, (e n D)oo (= ) exe (57
P exp m /7r " +n+m— ] exp 1 exp b n
p
4 2 [e's) 2
-2 (T) [ (1+n+ 2 exp (= 20) a
Ve +lol dp/ ) =l p 4b
7T2

g\/%exp(%) /000 (1+n+w%)exp( 'ig))dn

Mit der Substitution y := ,/pn/2v/b und den Formeln I eV dy = \/7/2 und
N ye ¥’ dy = 1/2 im Hinterkopf erhilt man letztlich

2 3/2

T 2 9w
J < 8Cexp (%) (p+m)(p+|0’|)3/2.
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Theorem 4.20. Es sei p € [1,00|. Existiert eine reelle positive Konstante c
mit |le Y| rex) < c|[¥llze(x) fiir allet > 0, ¥ € L*(X) N LP(X), so gibt es
ein C' > 0 fur alle p >0, 0 € R mit

3/2
e sy < Coxp (1) 1+ v 1+ ) lellmry (429

fiir jedes o € L*(R x X) N LP(R x X). Sind dann & > 0 und q € I,,, so ist

P’
jedes kompakt getragene stetige f € H?**(R) ein LI-Multiplikator bzgl. T.

Beweis. Sei ¢ € L*(R x X) N LP(R x X). Mit Satz 4.18 und Gleichung (4.25)
folgt fiir z := p +i0:

90||LP(R><X = [l[le=*" ¢ (r, $)||LP X, dz) || Lo(®, dr)

<H// \q; pexp (= P exp (- 57 1)
< [ [ [e@ew (- ) Mol deas],

<o [ [ oo (- S| asds) el

und mit Hilfssatz 4.19 erhélt man (4.28). Mit Blick auf Satz 1.8 ist dann die
Behauptung bewiesen. 0

de ds

L?(X)

Lp(R,dr)

Theorem 4.21. Der Operator L besitze einen Evolutionskern (p;)i>o. Werden
durch die Vorschrift L>(X) > o — [ [p(-,y)|[¢(y) dy stetige lineare Opera-
toren (Ay)iso auf L*(X) mit ||Adllr2x)—r2(x) < K, & unabhingig von t > 0,
definiert, so besitzt T den fiir z € H, durch

P,((r,x),(s,y)) := /000 U, (&) exp ( — %Ch(?‘ - S))p§%+s (z,y)d¢  (4.29)

fiir fast alle ((r,z), (s,y)) € (R x X)? erklirten Evolutionskern; dabei ist ¥,
wie in (4.14). Gibt es dberdies ein ¢ > 0 mit ||p(-, )|/ (x) < ¢ fiir allet >0
und alle © € X, so folgt die Existenz eines C' > 0 fir alle z € H, und alle
g€ RxX mit

2

s 1S(2)]\3/2
|1P:(-, @)l o mxcxy < C(1+ /R(2)) exp (4%(z)) (1 + R(2) ) . (4.30)

Insbesondere ist dann fir alle e > 0 und alle p € [1, 0] jedes kompakt getragene
stetige f € H*™(R) ein LP-Multiplikator bzgl. T.
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Beweis. Es gelte die erstgenannte Voraussetzung an (p;):>o, und es seien 7,
7 € L*(R x X). Um bei der Umformung des Terms (e™*'7, 7) Integrale nach
Belieben vertauschen zu diirfen, zeigen wir zunichst, dafl die Voraussetzung
des Satzes von Tonelli-Fubini erfiillt ist:

/// //‘\I’ eXp h(Tg_S))pé%“(x:y)ﬂ(S,y)T(r,x)‘dy

- dx d€ ds dr

/// - e ( h( )\\A;ﬂm im )| de ds dr

§/€/R(/O ‘\I’z(f) exp( Chf( ) df /||77s+r||L2 )7 22 x) dr)d

<K G|l 2@y 17| 2 x)

nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und Hilfssatz 4.19. Der Satz von
Tonelli-Fubini liefert nun zunéchst einmal, dafi das Integral in (4.29) fiir fast
alle ((r,z), (s,v)) € (R x X)? existiert und ferner, im Zusammenspiel mit den
Gleichungen (4.26) und (4.25), die Beziehung

SN (TN (TR e e

n(s,y)ds dy)r(r, z)* drdz.

Somit ist die in (4.29) definierte Funktion P, der Integrationskern von e *7.

Gilt tiberdies noch ||pt||1,00 < ¢, so folgt fiir (s,y) € R x X:

||P 3 y ||L1 (Rx X)

// ‘/ eXp %J)Pw(x,y)df‘dxdr
// 2= (¢ eXp h(g / [Peerss ( y)\dx) d¢ dr

<c// exp Chg(’"))dgd

Die Abschétzung (4.30) erhélt man nun aus Hilfssatz 4.19.
Da (4.30) die Ungleichung (4.28) fiir p = 1 induziert (siehe Lemma 1.12), ergibt
sich der Rest der Aussage des Theorems z. B. aus Theorem 4.20. O

94



4.2.4 Eine einfache Verallgemeinerung

In Hinblick auf die in den Abschnitten 4.3.2 und 4.3.1 folgenden Beispiele ist
es von Vorteil, die in der Kapitelvoraussetzung betrachtete Situation etwas zu
verallgemeinern.

Bemerkung 4.22. Bei einem Operator der Form
A(v,a) = =07 +ae™", veR",

—2A(8) 74 dem in (4.15) angegebe-

24(a) = ¢=24(La) in Beziehung

kann man den Integralkern ¢, (v, a, r, s) von e
nen Integralkern g,(a,r, s) = ¢,(1,a,r,s) von e~
setzen durch die Formel

0. (v,a,1,8) = |v|q,.(a/V?, vr, vs). (4.31)

Dies 148t sich einsehen, indem man p := vr setzt und fiir ¢ € Z%(R) dann
o(r) = ¢(p/v) =: ¢(p) definiert. Es folgt e=*A#®p(r) = e="24@/¥*) 3(p), und
mit Formel (4.21) und dem Ubergang von @ zu ¢ erhilt man die Gleichung
(4.31).

Bezeichnet nun 7), die selbstadjungierte Fortsetzung des Operators —92 +e?" L
in L*(R x X), so leitet man aus (4.31) (oder durch eine Koordinatentransfor-
mation wie oben) die dr ® dz-fast iiberall geltende Identitét

e f(r,)

~( /R /0 T () exp ( - M) exp ( - %L) /> dé ds ) (v)

fiir alle z € H,, f € L*(R x X) her.

Die Aussagen der Theoreme 4.20 und 4.21 gelten auch fiir 7, anstelle des
Operators T, nur hingen die auftretenden Konstanten natiirlich von v ab. So
ergibt sich z. B. unter den Voraussetzungen des Theorems 4.20

e ey < Coll + (02| sy, (432)

mit C, := C(1 + |v|) exp(n?/(4r?)), C > 0 unabhiingig von v, o und f. DaB
die Konstante C, im Ubergang lv| — 0 gegen unendlich strebt, spiegelt die
Tatsache wieder, daf fiir den Operator —92 + L i. allg. keine Abschiitzung der
Form (4.32) oder (4.30) mit von L unabhéngigem Exponenten gelten kann.
Nimmt man z. B. fiir L einfach den Laplace-Operator auf R", so gilt fiir den
(n + 1)-dimensionalen Wirmeleitungskern ®, des Laplace-Operators —92 + L
und alle £ € R

_n+l n+41 n+1
2

27T+ D < NPl pr ey < (L+1ED)
Ist n > 2, so gilt die Abschitzung (4.30) offenbar nicht fiir P,(-,0) := ®,.
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4.3 Beispieloperatoren auf auflésbaren Lie-
Gruppen

Sei n eine reelle stratifizierte nilpotente Lie-Algebra, i. e., es existieren Un-
terrdume Vi, ..., Vy von n mit n = V1 @ ... @ V, und [V;,V;] C Viy; (mit
der Konvention Vi, = {0} fiir £ > ¢) und der Eigenschaft, da V; die Lie-
Algebra n erzeugt. Die Derivation D auf n sei gegeben durch Dv; = jv; fiir
alle v; € V; und der Gruppenhomomorphismus 6 : R — Aut(n) sei definiert
durch 0(r) = €"P. Ferner sei N die Menge n, ausgestattet mit der Campbell-
Hausdorft-Multiplikation; somit ist N die bis auf Isomorphie eindeutig be-
stimmte zusammenhéngende und einfach zusammenhéingende Lie-Gruppe iiber
n. Die Exponentialabbildung exp, ist dann gerade die Identitét I, auf n. Das
Lebesgue-Maf} dn auf dem euklidischen Raum n ist ein biinvariantes Haar-Maf§
auf N (s. [FoS], Kap. 1A). Bezeichnet @) die homogene Dimension von N (i.
e. die Spur von D), so gilt die Beziehung

/ f(e™Pn)dn = e_TQ/ f(n)dn fiir alle f € L'(N).
N N

Wir setzen G := N Xy R. G ist dann eine auflosbare Lie-Gruppe. Stellt dr das
Lebesgue-Maf auf R dar, so liegt mit dn ® dr ein rechtsinvariantes Haar-Maf§
auf G vor. Der modulare Faktor m auf G ist dann gegeben durch m(n,r) = €"?;
Satz 2.39 zufolge besitzt G deshalb exponentielles Volumenwachstum.

In [Heb98] stellt W. Hebisch im Abschnitt “Improvements and open problems”
die Frage, ob fiir den Evolutionskern P, von Summen gerader Potenzen von
Vektorfeldern oder Schrédinger-Operatoren 7" auf G eine Abschitzung der
Form ||Pyyie(- 16) || < C(1 + |€]%") gilt. (In [Heb98] wurde solch eine
Abschétzung fiir den Wiarmeleitungskern eines Sub-Laplace-Operators auf G
bewiesen. Diese Abschitzung ist offenbar schlechter als die von der homoge-
nen Dimension von X := N unabhingige Abschiitzung (4.30), die im Fall des
Sub-Laplace-Operators auf G schon von S. Mustapha in [Mus98a] verifiziert
wurde (s. unten). Dafiir lassen sich die von W. Hebisch verwendeten Methoden
aber auf eine groflere Klasse von Lie-Gruppen ausdehnen, wie wir im néchsten
Kapitel sehen werden.)

Mit Hilfe des Theorems 4.21 kann man diese Frage in einigen Spezialfillen
positiv (und unabhéngig von der homogenen Dimension von N) beantworten:

4.3.1 Rockland-Operatoren

Ein linksinvarianter Differentialoperator L auf N heifit homogen vom Grad
d € N*| wenn fiir alle ¢ € Z(N) und alle r € R die Gleichung L(p 0 0(r)) =
e? (Ly) o 0(r) gilt. Ist dariiber hinaus fiir jede nicht triviale irreduzible unitére
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Darstellung 7 von N der Operator dr(L) injektiv auf dem Raum der C'*°-
Vektoren der Darstellung 7 (i. e. den Vektoren ¢ aus dem Darstellungsraum
Hy, fiir die N 5 z +— m(z)p eine C°°-Funktion ist), so nennt man L einen
Rockland-Operator (vgl. [FoS], Kap. 4B). Nach einem Satz von B. Helffer und
J. Nourrigat ist jeder Rockland-Operator schon hypoelliptisch (s. [HeN79]).
Es soll nun ein Rockland-Operator L betrachtet werden, der zudem auf Z(N)
positiv und formal selbstadjungiert ist; L|g(v) ist dann bereits wesentlich
selbstadjungiert (vgl. [FoS]). Der Abschlufl von L|g(y) sei wieder mit L be-
zeichnet.

Die von L erzeugte Operatorhalbgruppe ist durch e™** f = f x ¢, fiir alle t > 0
und alle f € L?(N) gegeben; dabei liegen die Funktionen ¢; in C*°(N)NL(N)
und besitzen die Eigenschaft

Peary(€Px) = e ™9, (x) fiiraller cR z €N

(s. [FoS], Lemma 4.22, Thm. 4.25).
Sei nun t > 0 vorgegeben und r € R mit t = e¥. Dann folgt

[ sl =e [ o Pldn= [ Join)lan = c.

In der Notation von Theorem 4.21 gilt offenbar p;(z,y) = ¢:(y~'x) und das
impliziert

||pt('am)||L1(N):/N\ﬁbt(m_lnﬂdn:/N\qﬁt(n)|dn:c.

Durch die Vorschrift

(Lf)(n,7) = e"(Lf(-,7))(n)

158t sich aus L ein linksinvarianter Differentialoperator L auf G gewinnen.
(Man kann L auch vermdége des Satzes von Poincaré-Birkhoff-Witt (vgl. [HiN],
Satz I1.6.8) durch linksinvariante Vektorfelder auf N darstellen; faft man dann
diese Vektorfelder als linksinvariante Vektorfelder auf G auf, so ist L gerade
das auf diese Weise ,,neu gedeutete“ L, vgl. Lemma 2.24.)

Definiert man den linksinvarianten Differentialoperator 1" auf G iiber 7' :=
—0? + L,soist T =—02+eL.

Nach Bemerkung 4.22 und Theorem 4.21 erhélt man fiir den Faltungskern
(®,) ¢, von e *T mit v := d/2 die Beziechung

(1) = Pl(m 7). 16) = [ W@ exp (= gehom))deey () de (433
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und die Abschitzung

|®11i¢l| 1) < Cu(1+ €))%/, (4.34)

C, unabhéngig von £. Nach Theorem 4.21 sind dann alle kompakt getragenen
stetigen Funktionen f aus H**¢(R), ¢ > 0, LP-Multiplikatoren bzgl. T fiir jedes
p € [1,00].

Das nachfolgende Beispiel wird sich als Spezialfall der soeben behandelten
Klasse von Differentialoperatoren entpuppen:

4.3.2 Summen gerader Potenzen von Vektorfeldern

Seien X, ..., X, Elemente aus n, deren Lie-Algebrenerzeugnis schon ganz n
ist, und k1, ..., kn, € N*. Der auf 2(N) definierte Differentialoperator

m
-3

7j=1
sei homogen vom Grad 2v, v = max{k; : 1 < j < m}. Wenn also z. B. &} in
V; liegt, so mufl zwangsléufig lk; = v gelten.
Wir zeigen jetzt, dafl L ein Rockland-Operator ist:
Seien also 7 eine nicht triviale irreduzible unitére Darstellung von N mit Dar-
stellungsraum (%, (-, -)) und z ein C*°-Vektor der Darstellung mit dn(L)z =
0. Dann ist

0= {dn(L)z,z), = Z(—l)kj<dﬂ'( kig, ), Z || dm ()% 2|2,

d. h., dr(X))kiz =0 fiir j =1, ...,

Fiir beliebiges £ € N* und j € {1 .,m} 1aBt sich aus dr(X;)*z = 0 nun
folgendes herleiten:

Ist k gerade, so gilt

= (dr (X)) z, 2)x = (=1)*/?||dm (X)) a7,

also dr(X;)k/%z = 0.
Ist £ hingegen ungerade, so erhilt man

k41

0 = {dr (X)) z, dr (X)), = (—1)%||d7r( X)) z|2,

was wiederum d']T(Xj)%x = 0 nach sich zieht.
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Durch rekursives Anwenden der beiden diskutierten Fille gelangt man zu
drn(X;)xz =0 fiir j =1, ..., m. Da das Lie-Algebrenerzeugnis der X;, j =1, ...,
m, ganz n ist, erhédlt man dn(X)z = 0 fiir alle X € n. Somit ist z = 0, denn
die unitdre Darstellung 7 wurde als nicht trivial und irreduzibel vorausgesetzt.
Die auf dem semidirekten Produkt G definierte Summe gerader Potenzen von
Vektorfeldern

Ti=—07+ ) (-1)%(xF)™
j=1

besitzt die Gestalt T = —02 + e*"L (vgl. Lemma 2.24).

Setzt man d = 2v, so gelten fiir 7" die im letzten Unterabschnitt hergeleiteten
Aussagen.

Im Fall v =1 ist L ein Sub-Laplace-Operator auf N, bzw. T ein Sub-Laplace-
Operator auf G. Fiir diese Situation wurden die Abschitzung (4.34) und die
Aussage iiber LP-Multiplikatoren bereits in [Mus98a| verifiziert. Der Beweis
nutzt die Darstellung (4.33) des Wirmeleitungskerns ®, von 7' durch den
Wiérmeleitungskern ¢, von L, die S. Mustapha mit stochastischen Methoden
und unter Verwendung einer Formel aus [Yor92] hergeleitet hat. In [Mus98a]
wird auch gezeigt, daf§ die Potenz 3 in (4.34) insofern optimal ist, als daff im
Fall N = R? und T der Laplace-Operator auf G = R? x4 R eine Konstante C

so existiert, dal der zu T gehorige Wiarmeleitungskern @, die Ungleichung
C 1+ €)Y < | @rsigllir < C(1L+ €))7

fiir alle ¢ € R erfiillt. Um das Wachstum der L!-Norm in diesem speziellen Fall
in Abhéngigkeit von £ zu berechnen, verwendet S. Mustapha nicht die von ihm
hergeleitete Form der Beziehung (4.33), sondern eine konkretere Formel fiir den
Wirmeleitungskern aus [Bou83].

4.3.3 Schrodinger-Operatoren

Es seien {7, ..., X, } eine Basis von Vi, X1 := 0 und f1, ..., fine1 reellwertige
C'-Funktionen auf N. Wir betrachten hier

m—+1

L:==) (XY +if;)*.

j=1
Setzt man nun X£ := 0, fo ;=0 und f] = f;®e firj=1, ..., m+1, so hat
der Schrodinger-Operator

m—+1

Ti=-) (X +if;)

J=0
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die Form T = —0? + €*"L. Ist (¢)¢>0 der zum Sub-Laplace-Operator A :=
- Z;n:l()(jN )? gehorige Wirmeleitungskern, so gilt nach (3.9) und nach Satz
3.11 fiir alle m € N

e (-, M) L1 vy =/N|pt(n,m)|dn < /N@(m_ln) dn=1.

Wir erhalten aus Theorem 4.21 fiir den Warmeleitungskern (P,) ¢, von T die
Abschétzung

sup{[|Prrie( 9)llre) = 9 € G} < C(1+[€])*?,

und alle kompakt getragenen stetigen Funktionen f aus H*>™(R), £ > 0, sind
fiir p € [1, 00] schon LP-Multiplikatoren bzgl. des Schréodinger-Operators 7.
Da wir die Ungleichung (3.9) nur fiir ¢ > 0 bewiesen haben, ist es fiir dieses
Beispiel essentiell, dafl der Evolutionskern p,, z € H,, von L nur mit reellem
Parameter z = ¢ in die Gleichung (4.29) hineinspielt.

4.4 Anmerkungen

Es sollen hier noch einige Bemerkungen zu den in diesem Kapitel angefiihrten
Resultaten gemacht werden, die nicht in unmittelbarem Zusammenhang mit
der Zielsetzung dieses Kapitels stehen (ndmlich dem Auffinden von LP-
Multiplikatorsétzen), aber die von gewissem eigenstindigen Interesse sind.

Zu Satz 4.10: Fiihrt man in (4.20) die Substitution A = 6% durch, so erhilt
man fiir ¢, die Darstellung

: /OO e sh(W\/X)Ki\f,\(\/C_wr)Kiﬁ(\/&es) dA. (4.35)

qz(a: T, 8) = ﬁ o

Hier 148t sich die Symmetrie von ¢, in r und s ebenfalls einfach ablesen.

. ,’,.2
Zu Satz 4.12: Sei 2 € H,. Da ¢;(0,-,-) und der durch ¢;(r) = — = exp(~F;)
gegebene eindimensionale Warmeleitungskern ¢X stetige Funktionen sind, folgt
aus Gleichung (4.21)

(0,7, 5) = \/i% exp ( _ (r ;ZS)2>

fir alle s, r € R. Dieses Resultat ist aus der Definitionsgleichung (4.15) von
(0, -, -) nicht sofort ersichtlich.
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iR A+ e

I_(g, ) Iy(g,N)

A —ie
Abbildung 4.2: ¥_ und 9, in Abhingigkeit von € und A

Aus der Abschitzung (3.9) erhélt man ferner fiir beliebige a € [0,00[, t > 0
und 7, s € R die Ungleichung

(o)l < e (- T3,

Zum Abschnitt 4.1.5: Sei a > 0. Das Spektralmafl F, des Operators A(a)
188t sich mit der Titchmarsh-Kodaira-Formel auch konkret ausrechnen:

Es sei I ein beschrinktes Intervall in R und ¢ € C.(R). Mit der Titchmarsh-
Kodaira-Formel (s. [Lan], Thm. XX.2.2) und der Beziehung (4.13) erhélt man

(Fu(D)g, o) =lim / (R(A; A — ie) — R(A; A + i), ) dA

—fim —— /I /R /R (K (1, 5) — kG, (r, 5))0(s)p(r)" ds dr dA,

e\0 271

wobei 9, := 9, (g,\) und ¥_ :=J_(g, \) die eindeutig bestimmten komplexen
Zahlen mit Imaginérteil grofer null sind, die 93 = X + 4 und 92 = X — ic
erfiillen (s. Abbildung 4.2).

Ist A < 0, so gilt offenbar ¥, (g,)), 9_(g,\) — iy/[A| fiir € \, 0. Setzt man
hingegen J := I'N[0,00[ und ist A € J, so gilt 9. (¢,\) = VA und J_(g,\) —
—V/ fiir ¢ \, 0. Somit konvergiert der Integrand des letzten Integrals im
Grenziibergang € \, 0 punktweise gegen

Xs(A) (K2 5 (r8) — KG5(r 8))p(s)e(r)” -
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Mit Lemma 4.9 und dem Satz iiber majorisierte Konvergenz folgt

Fu)eo) = 5= [ [ [ 02509 = sl Do) ) dsar an.

Daraus leitet man nun unter Ausnutzung der Beziehungen (4.11), (4.9), (4.6),
sin(iz) = ish(z) und anschliefender Verwendung der Polarisationsformel die
Gleichung

FuDe0) = 7 [ [ [ shlrvOE, 5(Vae K sl Vols)o(r)* dsdr

fiir alle ¢, ¥ € C.(R) her (vgl. auch mit der Identitéit (4.35).

Zum Abschnitt 4.2.1: Das Lemma 4.15 und der Satz 4.16 lassen sich unter
allgemeineren Voraussetzungen als denen zu Beginn des Kapitels 4 beweisen.

Voraussetzung 4.23. Es seien 74, 7% Hilbert-Rdume und L ein selbstad-
jungierter Operator in 4 mit Spektralmafl E. Ferner seien T, T, Operatoren
in 4 derart, dafl die Menge & := dom(7;) N dom(7T3) dicht in 4 liegt.
Fiir alle a € o(L) existiere eine selbstadjungierte Erweiterung A(a) des auf
&/ definierten Operators 77 + aT5. Bezeichnet F, das Spektralmafl von A(a),
so moge fiir alle Intervalle der Form S :=]s,t], s € RU {—o0}, t € R, ei-
ne abzdhlbare Menge I's mit der Eigenschaft existieren, dafl die Abbildung
o(L) 3 a — F,(S) linksseitig (bzw. rechtsseitig) stark stetig in o(L) \ I's ist.
Sei T' der auf & @ dom(L) definierte Operator 7y @ I + 75, ® L, I die Identitét
auf 4.

Unter diesen Voraussetzungen besitzt der Operator T  eine selbstadjungierte
Erweiterung 7.

Lemma 4.24. Fir alle Intervalle der Form S :=]s,t], s € RU{—oc}, t € R,
ezistiert eine eindeutig bestimmte Orthogonalprojektion M (S) auf S6& .7 mit

(M(S)g ® b, ® €) = /  (FlS)em) B @€

fir alle ¢, n € 4, ¥, £ € 5. Die Familie My == M(] — oo,t]), t € R,
ist dann eine Spekiralschar und der eindeutig bestimmie zu (My)ier gehirige
selbstadjungierte Operator T ist eine Fortsetzung von T'.

Insbesondere gilt fiir alle ¢ € o/, ¥ € dom(L), n € J4, £ € H#5:

(To® b, n®E) = / AMN) g ® 6,7 ®E). (4.36)
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Beweisskizze. (a) Die Existenz der Orthogonalprojektion M (S) und die Spek-
tralschareigenschaft der Familie (M;);cg lassen sich dhnlich wie im Beweis von
Lemma 4.15 verifizieren, wenn man nur die Folge von Orthogonalprojektion
(Tn)nen €in wenig modifiziert:

Zu vorgegebenem Intervall S sei (A,)nen eine aufsteigende Folge von be-
schrinkten Borel-Menge mit U,enA, = o(L), und fiir alle n € N sei A, NT'g
eine endliche Menge. Fiir n € N seien ferner [, eine endliche Indexmenge
und A, i, k € I, eine Partition von A,, bestehend aus Borel-Mengen mit
diam(A, k) < 1/n. Genauer soll fiir k£ € I, entweder A, ; NTs = 0 oder A,
eine einpunktige Menge sein. Ist die Abbildung o(L) > a — F,(S) linksseitig
(bzw. rechtsseitig) stark stetig in o(L) \ I's, so setze a,; := inf A, (bzw.
g 2= SUP Ap k)

Man definiert nun 7, = 7,(S) € B(H# ®.5%) als Fortsetzung der Orthonor-
malprojektion } 7, ., Fy, . (S) ® E(Ay ) auf 74 @ 5.

(b) Dafl der Definitionsbereich des zur Spektralschar (M;);cgr gehorigen ein-
deutig bestimmten selbstadjungierten Operators T die Menge dom(T) =
& ® dom(L) umfaft, 1i8t sich folgendermafien einsehen: Zunichst gilt fiir
p €, € dom(L)

/a(L) (/R)\Q d{Fa(N)e, QO)) d{E(a)y, ) = |Te @ ¢|* < co.

Setze U,; =]j27", (j + 1)27"] fiir j = —4", ...,0, ...,4" — 1 und

4n—1

T, 1= Z inf{z® : z € Un,j} XU, -

j=—tr

Dann ist (7,)nen €ine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen und
es gilt

/U(L) (/RTn()\) d(Fa()) e, <P>) d(E(a)y, V) = / Ta(N) d(M (N @ ¥, 0 @ 1),

R

sowie

/0_ ( /R Tn(A) d<Fa()\)<p,g0)) d(E(a)y, 1)

(L)
— [ ([ 2ar0e.0) dE@s.
(L) R
fiir n — oo. Das zieht aber dann trivialerweise die Konvergenz der Folge
Je (X)) d(M(N)¢ @ ¥, o ® 1), n € N, nach sich; insbesondere folgt aus dem
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Satz iiber monotone Konvergenz [, \* d{M (X))o @1, 9 @) < 00, 1. e., pQ1) C
dom(T).

Die Gleichung (4.36) 148t sich jetzt #hnlich wie die Gleichung (4.23) beweisen.
Man kann allerdings nicht mehr davon ausgehen, dafl man eine monoton wach-
sende Folge (7,,(\))nen von Treppenfunktionen und den Satz iiber monotone
Konvergenz wie im Beweis von Lemma 4.15 nutzen kann, da die Spektralma-
e F,, a € o(L), nicht notwendigerweise auf einer nach unten beschrinkten
Teilmenge von R getragen sind. Statt dessen konstruiert man eine punktwei-
se gegen Iy konvergierende Folge von Treppenfunktion (7,)nen und nutzt die
Ungleichung |A| < 1 + A2 fiir alle A € R und den Satz iiber majorisierte Kon-
vergenz. U

Unter den folgenden zusétzlichen Voraussetzungen kann man zeigen, dafl der
Operator T wesentlich selbstadjungiert ist, also der Abschluff von T’ mit dem
Operator T' aus Lemma 4.24 {ibereinstimmt.

Voraussetzung 4.25. Neben der Voraussetzung 4.23 gelten die Bedingungen
(1) Fiir alle a € (L) sei & ein Core von A(a).

(2) T sei abschlieibar.

(3) Es existiere eine stetige Funktion f: R — [0, co[ mit

[Tiells < fla)(llells + [|A(a)glly)  fir alle a € o(L), ¢ € <.

Bemerkung 4.26. (a) Ist 0 € o(L), so ist die obige Bedingung (2) nach
Voraussetzung 4.23 ohnehin schon erfiillt.

(b) Die Bedingungen (1), (2) und (3) implizieren dom(A(a)) C dom(T}) fiir
alle a € o(L).

Unter den Voraussetzungen 4.23 und 4.25 gilt der

Satz 4.27. Der Operator T ist wesentlich selbstadjungiert und die Spekiral-
schar (My)wer aus Lemma 4.24 ist die zu T gehorige Spektralschar.

Zum Beweis. Man kann grundsétzlich nach dem Schema des Beweises von Satz
4.16 verfahren.

Zu vorgegebenem beschriankten Intervall S =|s,t] seien dabei die Orthonor-
malprojektion 7, = m,(S5), n € N, wie im Beweis des Lemmas 4.24, unter den
Zusatzannahmen, da A,, C [—n, —]U[L, n] fiir n € N* gilt und fiir alle k € I,,
a, b € Apy die Ungleichung |1 — §| < m, o(n) :=sup{f(a) : a € A,},
erfiillt ist.

Ist Null eine Eigenwert von L, so sei 0 € I,, und A, o := {0}, sowie a, := 0.
Man verifiziert nun die
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Behauptung (i): 7, (74 ® %) C dom(T).

Im Gegensatz zum Beweis des Satzes 4.16 ist hier nicht sofort klar, daf} fiir
Vektoren 1 € 74, { € S und einen Index j # 0 das Element F,, . (S)n ®
E(A, ;)¢ aus dom(T) stammt. Da F,_ . (S)n € dom(A(ay;)) gilt, existiert nach
Bedingung (1) eine Folge (7 )ken in & mit

1Fa,; (S)n = mell + | Aan ) (Fa,, ; (S)n — me) || — 0 fiir & — oo.

Die Folge (m; ® E(Ay;)E)ren aus & ® dom(L) konvergiert dann in J4®.7%
gegen F,, . (S)n® E(An;)¢, und ferner erhilt man mit Hilfe der Bedingung (3)

1T — m) © E(An5)8)l
<||Alan;)(m —m) ® an,ﬁ-LE( n)El 173 (e —m) @ (I = ap ;L) E(An )€
<[ Aan;)(m — m)ll (lan ;LEN + f(an ) (I = a,5)€])
+ flang)llme —mlll(F — a ;L)EN — 0 fiir &, 1 — o0.

Der Restbeweis des Satzes 4.16 148t sich einfach an die Gegebenheiten des
Satzes 4.27 anpassen (wobei anstelle der Ungleichung (4.1) naheliegenderweise
die Voraussetzung 4.25 (3) zu verwenden ist). O

Aus Lemma 4.24 und Satz 4.27 148t sich nun ohne groflen Aufwand das nach-
stehende Korollar ziehen:

Korollar 4.28. Sei &, ein selbstadjungierter Operator auf 76 mit Spektral-
schar (F})ier, und sei Oy ein selbstadjungierter Operator auf 6 mit Spektral-
schar (Ey)ier. Dann ist ® := &1 ® L4 + 14 @ P2 ein wesentlich selbstadjungier-
ter Operator in 6.4, und die zum Abschlufl von ® gehdorige Spektralschar
(My)er ist gegeben durch

(M ® )0 ®E) = / (Fr—ap,m) d{E(a)i, €)

fiir alle ¢, n € 4, Y, & € H5.

Die Aussagen des Korollars finden sich auch in [Wei] unter Theorem 8.33 und
Theorem 8.34. Die Selbstadjungiertheit von ® wird dort mit Hilfe von Nelsons
Theorem iiber analytische Vektoren (s. [Wei], Thm. 8.31) bewiesen.

Beweis. Fiirallea € Rist A(a) := ®;+4al 4 selbstadjungiert mit dom(A(a)) =
dom(®,). Sind ¢, @ € R, so erhilt man iiber die Eindeutigkeit der zu A(a)
gehorigen Spektralschar (F,(] — 00, s]))ser die Beziehung F,(] — 0o, t]) = Fi_,.
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Da die Abbildung R 5 a — F;_, (nach Definition einer Spektralschar) linkssei-
tig stark stetig ist, erkennt man, dafl die Voraussetzung 4.23 fiir den Operator
T := ® gegeben ist. Ferner gilt mit f(a) := 1 + |a| die Ungleichung

[Pl < [[(@1 + alss )l + lalllell < Fa)(llell + [A(@)el)

fiir alle ¢ € dom(®;). Somit ist in der Situation des Korollars 4.28 auch die
Voraussetzung 4.25 erfiillt, und das Korollar folgt nun aus Lemma 4.24 und
Satz 4.27. 0
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Kapitel 5

Sub-Laplace-Operatoren auf
mittelbaren Lie-Gruppen

Eine strukturtheoretische Charakterisierung einer sogenannten mittelbaren
Gruppe G (engl.: “amenable group”) ist, da8 sich die Quotientengruppe,
die durch Faktorisierung von G nach dem auflésbaren Radikal entsteht, als
kompakt erweist. Zwar sind die in diesem Kapitel behandelten semidirekten
Produkte von auflésbaren und kompakten Lie-Gruppen i. allg. nicht mehr
auflésbar, sie fallen aber noch in die Kategorie der mittelbaren Gruppen.

Fiir diese semidirekten Produkte soll gezeigt werden, daf jeder beliebige Sub-
Laplace-Operator schon vom differenzierbaren LP-Typ fiir alle p € [1, 0] sein
muf.

Die Methoden dieses Kapitels orientieren sich an den Ideen aus der Ar-
beit [Heb98|, in der differenzierbarer L'-Funktionalkalkiil fiir Sub-Laplace-
Operatoren auf den in Abschnitt 4.3 vorgestellten Gruppen G nachgewiesen
wird.

Das Vorgehen ist dabei, eine L'-Abschitzung des Wirmeleitungskerns wie in
der Voraussetzung des Satzes 3.19 auf eine L2-Abschitzung des Produkts einer
geeigneten Gewichtsfunktion mit dem Warmeleitungskern zuriickzufiihren. Der
Schliissel zur L2-Abschitzung liegt dann in der Untersuchung der Ableitung der
Gewichtsfunktion in Richtung eines beliebigen linksinvarianten Vektorfeldes.

5.1 Semidirekte Produkte von auflésbaren
und kompakten Lie-Gruppen

Voraussetzung 5.1. Sei n eine reelle m-dimensionale nilpotente Lie-Algebra,
und sei N die Lie-Gruppe, die entsteht, wenn man n mit der Campbell-

Hausdorff-Multiplikation ausstattet. Das neutrale Element in N ist dann die
0en
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Sei D eine Derivation auf n mit paarweise verschiedenen Eigenwerten A;, i =
1,...,q, deren Realteile p; simtlich strikt positiv seien. Wir setzen p := min{p; :
j=1,..,4q}.

Durch #(s) = e*’ wird ein Gruppenhomomorphismus ¢ : R — Aut(n) =
Aut(N) definiert. Es bezeichne H das semidirekte Produkt N xy R und @ die
Spur von D.

Sei ferner K eine zusammenhéngende kompakte Lie-Gruppe und v : K —
Aut(H) ein Gruppenhomomorphismus derart, da§ die Abbildung

Hx K — H,(h, k) — ~(k)h,

analytisch ist. Setze G := H X, K.

Zudem seien dn und dr die Lebesgue-Mafle auf N und R, sowie dk das durch
dk(K) = 1 eindeutig bestimmte biinvariante Haar-Maf§ auf K (vgl. [HiN],
Korollar 111.4.13). Die zu K gehorige Lie-Algebra werde kurz mit € notiert.

Es sei noch darauf hingewiesen, dafl in diesem Kapitel insbesondere der Fall
G = H,i. e. K = {1k}, mitbehandelt wird.

Bemerkung 5.2. Das oben definierte N ist eine zusammenhéngende und ein-
fach zusammenhéngende nilpotente Lie-Gruppe, fiir die expy = I, gilt (siehe
[HiN], Satz I11.3.23).

Nach dem dritten Lieschen Fundamentalsatz ist N die (bis auf Isomorphie)
eindeutig bestimmte zusammenhéngende und einfach zusammenhéngende Lie-
Gruppe mit zugehoriger Lie-Algebra n (vergl. [HiN], III, §3).

Auch wenn es nach der letzten Bemerkung als ,unnétiger Notationsauf-
wand“ gedeutet werden konnte, wollen wir in Rechnungen héufig das Kiirzel
expy mitfiihren, um deutlicher zwischen der Lie-Gruppen- und der Lie-
Algebrenebene zu unterscheiden.

Lemma 5.3. Es gelten die folgenden Aussagen:
(a) Das Lebesque-Maf dn ist ein biinvariantes Haar-Maf$ auf N.

(b) Ein rechtsinvariantes Haar-Maf ist auf H durch d"h := dndr gegeben.
Mit d'h := e "9 dndr liegt ein linksinvariantes Mafi auf H vor. Somit
ist der modulare Faktor p gegeben durch pu(n,r) = €™@.

(¢) Auf G ist durch d"g := dndr dk ein rechtsinvariantes und durch d'g :=
e " dndr dk ein linksinvariantes Haar-Maf$ gegeben. Der modulare Fak-
tor auf G ist daher m(n,r, k) = €™,

Beweis. (a) Siehe [FoS], Prop. 1.2, oder [VSC], Kapitel IV, §1.

(b) Man verifiziert leicht, da§ die oben definierten Mafle die angegebenen In-
varianzeigenschaften haben.

Die Aussage (c) ergibt sich aus (b) und dem Lemma 2.19. O

108



Voraussetzung 5.4. Sei | - |p eine homogene Norm auf N (bzw. n) bzgl. D
(siehe Definition 2.41), und Fs bezeichne die Menge {n € N : |n|p = e*} (vgl.
Satz 2.42). Die Funktion w : G — [0, 00| sei definiert durch w(n,r, k) = |n|%.
Da w nicht von den Variablen r und k£ abhéngt, werden wir w auch gelegentlich
als Funktion auf H oder N auffassen.

Sei d eine linksinvariante Riemannsche Metrik auf G und Bg die von d indu-
zierte Kugel um 14 mit Radius R.

Hilfslemma 5.5. Zu R > 0 gibt es ein C' > 0 so, daf fiir alle j € N* die
folgende Inklusion gilt:

(BRﬂH)j C{(n,r) € H:|n|p < CeClU—1) Ir| < Cj}.

Beweis. Da Br N H kompakt in H = N x4 R ist (vgl. Korollar 2.36), existiert
ein C' > 0 derart, da BxNH C {(n,7) : |n|p < C, |r| < C} gilt.

Sei fir j € N* nun hy = (ng,79) € (Br N H)?. Dann existieren h; =
(nl, 7”1), . hj = (n]’, Tj) € Br N H mit

D wtrj_1)D
h() = hl et hj = (n1 e Nog ... €(T1+ +rj-1) n;, T + ...+ Tj) .

Somit ist |ro| = |r1 + ... + 7| < Cj. Ferner ist aufgrund der Kompaktheit der
Menge {n € N : |n|p < 1} die Gréle M := sup{|n-m|p : |n|p,|m|p < 1}
endlich, und fiir n, m € Fy, u < v gilt:

[(€*Pn)(ePm)|p = €|(e*Pn)m|p < €' M .

Deshalb folgt fiir alle n, n’ € N: |n-n'|p < M max{|n|p,|n’|p} und daraus
mit trivialer Induktion

nglp < MP Y max{|ni|p, ..., e i n | p} < CMI1eCUD < C'eC' 1

wobei C' = C + In(M) ist. O
Lemma 5.6. Es existiert ein C' > 0 so, daf fir alle R > 0 gilt:
Br C {(n,r,k) € G :|n|p < Ce“® | |r| < C(1+R)}.

Beweis. Da By kompakt ist, findet sich ein n € NX mit B; C (B, N H) x
K (denn Upenx (B, N H) x K ist eine offene Uberdeckung von G). Da die
Abbildung (h, k) — ~(k)h analytisch ist, findet sich insbesondere ein N € N*
mit v(K)(B, N H) C By N H. Nach Hilfslemma 5.5 gibt es ferner ein C' > 0
derart, dal (By N H)! C {(n,r) € H : |n|p < CeC=Y |r| < CI} fiir alle
[ € N* gilt.
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Sei nun j € N*. Zu go = (ho, ko) € Bj existieren nach Lemma 2.35 ¢g; =
(hz,kz) € By,i1=1, ..., j, mit

go=49G1 " ... gj = (hl . ’)’(kl)hQ La— ’)/(kl L kj—l)hjakl L— ]fj) .

Somit ist hg = (ng, 7o) aus (By N H)?, also folgt |ng|p < CeCU=1, |ry| < Cj.
Sei jetzt R > 0 vorgegeben. Dann existiert ein j € N mit j < R < 57+ 1. Fiir
g = (n,r, k) € Bg bedeutet dies

r|<C{+1)<C(R+1) und |n|p < Ce® < Ce%.

O
Lemma 5.7. Fs existiert ein C' > 0 derart, daff die beiden Ungleichungen
| ) tag <o Ry (5.1)
d(g)<R
und
/ d'g < CeF (5.2)
d(g)<R

fur alle R > 0 gelten.

In Bemerkung 2.38(c) wurde bereits festgestellt, dal eine Ungleichung der
Form (5.2) auf allen zusammenhéngenden Lie-Gruppen gilt. Es bietet sich aber
an dieser Stelle an, die Methoden und die Notation, die bei der Verifikation
der Abschitzung (5.1) Verwendung finden, anschliefend zu benutzen, um (5.2)
ohne groflen Mehraufwand mitzubeweisen.

Beweis. Sei R > 0 vorgegeben. Nach Lemma 5.6 existiert ein von R un-
abhéngiges C' > 0 mit

Br C {(n,r,k) € G :|n|p < Ce®%,2|r| < C(1+ R)}.

Somit folgt

/ e S// (/ _ ) dr
ag)<r 1 +w(g) K Japri<c(4r) \Jnp<cecr 1+ w(n)
=C(1+R) / dn

mlp<cecr 1+ |n|g

Um das letzte Integral abzuschitzen, betrachten wir zunéchst einmal den Fall,
daf§ sich Fp bis auf eine Nullmenge durch eine Immersion (oder auch Karte,
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vgl. [For], §14) ¢ : U — R™ = n, mit U C R™! offen, parametrisieren 1i8t.
(Konstruiert man z. B. die homogene Norm | - |p wie im Beweis des Satzes
2.42(i), so ist Fy gerade der Ellipsoid aus Hilfssatz 2.45. In diesem Fall findet
man eine Nullmenge M von Fy derart, dafi sich Fy \ M durch eine Immersion
parametrisieren 1i8t.) Sei R’ := (CR + In(C))/Q. Die Abbildung e*? o ¢ ist
eine Parametrisierung von Fs und

®:Ux] =00, R[—= {neN\{0}:|n|p <e®, (u,s)— eP(pu)),
ein Diffeomorphismus auf ran(®) mit totaler Ableitung (,,Jacobi-Matrix*)
Oz ®(T)|2=(u,5) = e’? o (Bup(u), D(p(u))) .

Mit einem geeigneten Cj > 0 folgt

dn | det(9,®(z))|
e e 4@
mip<e®’@ 1+ |n|p  Juxl—co,r[ 1+ |®(7)[5

[ [ 1ot Dl 1 o,

14 es@

—0o0
R’ B
s@1

—d
1+ 59 5

- / | det(dup(u), D((w)))] du- / e

= C’O(% In(1 + s9) zR ) = % In(1+ef9).

Der allgemeine Fall, in dem Fj durch endlich viele Karten iiberdeckt wird, ist
mit einem gréfleren Notationsaufwand verbunden (zur Definition des Ober-
flichenintegrals unter diesen Bedingungen siehe [For|, §14), 148t sich aber im
wesentlichen analog behandeln und liefert ebenfalls das Ergebnis

/ _ I (1 4 0eCR)
|

n|p<CeCR 1+ ‘n‘g

mit einer von R unabhingigen Konstante C'. Mit einer geeignet groflen, von
R unabhingigen Konstante ¢ erhalten wir also insgesamt

/d( o w(g)) L d'g < (1 + R)?.
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Wir zeigen nun die Abschétzung (5.2) wie oben in dem Fall, da8 sich Fjy durch
eine Karte parametrisieren 148t (modulo einer Nullmenge):

/ &g <C(1+ R)/ dn = C(1+ R)/ | det (0,8 ()| da
d(g)<R |n|p<eR'@ Ux]—o0,R'|
R 2
= CyC(1+ R) / e’?ds = %(1 + R)efQ = %(1 + R)e%E.
— Q Q
O

5.2 L!'-Abschitzung des Wirmeleitungskerns
mit komplexem Zeitparameter

Voraussetzung 5.8. Es seien ), ..., ), linksinvariante Vektorfelder auf G,
die die Hormander-Bedingung erfiillen. Wir betrachten den Sub-Laplace-
Operator

p
A==y (5.3)
j=1

Sei (¢4)s>0 der zu A gehorige Wirmeleitungskern.

Es soll jetzt gezeigt werden, dal der Wiarmeleitungskern die Voraussetzung
des Satzes 3.19 erfiillt. Da es vorteilhafter ist, auf dem Hilbert-Raum L?(G)
als auf dem Banach-Raum L!(G) zu rechnen, wird die L!-Abschitzung von ¢,
auf eine gewichtete L2-Abschiitzung zuriickgefiihrt.

5.2.1 Reduktion auf eine gewichtete L?-Abschiitzung

Mit der Gewichtsfunktion w aus Voraussetzung 5.4 kénnen wir die L'-Norm
des Wirmeleitungskerns fiir komplexe Zeiten folgendermaflen abschétzen:

Satz 5.9. Es existiert ein C' > 0 derart, daf$ fir alle s € R gilt
Irsallie < OO+ [0 + [0 br iz (5.4)

Der Beweis des Satzes 5.9 orientiert sich an einer &dhnlich gearteten
Abschiitzung aus der Arbeit [Heb97].
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Beweis. Setzen wir z := 1 + is, so gilt fiir beliebiges R > 0

621121 (c) S/ \¢z(g)\d’"g+/ 6.(9)|d"g = Ir + I".
d(g9)<R d(9)>R

Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung verifiziert man
reet [ jogleag <ot [ [6.00) d
d(g)=R G

1/2 1/2
< efR (/ efQCd(g) drg) (/ |¢z (g) |2€2(1+C)d(g) drg) )
G G

Fiir C' geniigend groB ist das Integral [, e 2¢49) d"g nach (5.2) beschréinkt.
Ferner gilt nach Lemma 3.13

1/2
([ I8:@pet0o arg) ™ < " explc'(1+ CP (1 4 52)
G

mit einer geeigneten Konstante C' > 0.

Setzt man nun R = R(s) := C'(1 + C)?s?, so folgt: I ist konstant in
Abhéngigkeit von s.

Dann ergibt sich unter Ausnutzung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung,
Lemma 3.18 und Lemma 5.7

-1 gr 1/2 2 gr 1/2
me ([ arwe)ag)”( [ a+w@)oor @)
d(g)<R el
< C(1+ ) (|[¢all + lw2g. 1) = C(1 + %) (|all + w2 1)
mit einem geeigneten, von s € R unabhéngigen C > 0. O

Die Sitze 3.19 und 5.9 zeigen, da die s-Abhiingigkeit der Funktion w'/2¢; s
von Interesse ist.

Lemma 5.10. Die Abbildung H, > z — w'/?¢, € L*(G) ist holomorph.

Beweis. Seien g = (h,k) € G = H x, K und R > 0. Ist d(g9) < R, so folgt
nach Lemma 5.6 schon w(g) < Ce“® fiir ein von R und g unabhiingiges C > 0.
Also gilt ganz allgemein w(g) < Ce®X9 fiir alle g € G. Die Behauptung folgt
nunmehr direkt aus Lemma 3.14. U

5.2.2 L?-Abschitzung des gewichteten Wirmeleitungs-
kerns

LaBt sich die Derivation D iiber C diagonalisieren, so wollen wir D im weiteren
als halbeinfach bezeichnen.
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Satz 5.11. Fiir jedes € > 0 existiert ein C. > 0 so, daf§ die Ungleichung
Q4.
lw' 21 isllp2ay < Ce(1+ [s])2* (5.5)

fir alle s € R gult.
Ist D halbeinfach, so findet man ein Cy > 0, mit welchem fiir alle s € R gult:

Q
lw!2p1isllz2e) < Co(1 + [s]) . (5.6)

Im Beweis dieses Satzes werden wir uns am Vorgehen von Hebisch im Artikel
[Heb98] orientieren. Um mit (5.11) ein Aquivalent zu der von Hebisch verwen-
deten Schliisselungleichung zu etablieren, ist aber in unserem Fall ein gréferer
technischer Aufwand nétig.

Fiir den Beweis ist es niitzlich, eine Vektorraumbasis der Lie-Algebra g zu
betrachten. Seien dazu {X7,..., X, } eine Basis von n, Xy = (0,1,0) € g und
{X_1,..., X_,} eine Vektorraumbasis von ¢.

Alle linearen Abbildungen auf n werden wir immer auch gleichzeitig als Matri-
zen bzgl. {X1, ..., X, } auffassen. Fiir k € K sei (k) die eindeutig bestimmte
lineare Abbildung, die das untenstehende Diagramm kommutativ macht.

H v(k) H
eXpH T Tepo
h — b

In der Notation des Abschnitts 2.2 ist also (k) = dvy(k) fiir alle £k € K. Wir
fassen 4(k) als Matrix bzgl. der Basis {Xj, ..., X} von b auf.

Fiir die durch diese Elemente der Lie-Algebra g induzierten linksinvarianten
Vektorfelder beweisen wir zunéchst einige Hilfssétze.

Hilfssatz 5.12. Fiir die linksinvarianten Vektorfelder XJ-H, j=0,..,m,auf H
gelten die Formeln

X'=0, und & = (ePA)N firi=1,..,m. (5.7)
Ferner ist fiir alle j € {0,....,m}und n e N*,r e R k€ K

(Xw)(n, T, k) Zq/ (e 2)Nw](n). (5.8)

Beweis. Seien n € N, r € R und ¢ € C'(H). Nach Konvention 2.16 gilt fiir
t € Rund i = 1,..,m: expy(tXy) = (0,t) und expg(t&;) = (expy(tX;),0).
Man erhélt

(X p)(n,r) = & o+ 1) o = O, )

Zol(1,7)0,0)io = &

dt
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und

(X6 (n,1) = S50, ) b (126),0)) o = ol € expy (1),

d
= Sl expy (1P X), 7)o = (€0 X) V(7).

Aus Lemma 2.24, Formel (5.7) und der Tatsache, dafl w unabhéngig von der
Variable r ist, folgt Formel (5.8). O

Voraussetzung 5.13. Sei nun D eine Jordansche Normalform von D, i. e.,
D habe die Gestalt

J 0 ... 0 Ai 6 ... 0
3 0 Jp ... 0 L
p=|. 7" 7| mit =N 0

oo T : .o

0 0 ... Jg 0 0 ... \

firi=1,..q, 5; € {0,1} fir j = 1,...,¢;, und es existiere ein U = (u;;) €
Gl(m,C) mit D = UDU™".

Hilfssatz 5.14. Es existieren Funktionen P;;, : R — C, ¢,/ =1,...,m, v =
1,...,q, die fiir ein von s € R unabhingiges C' > 0 die Abschéitzung

[Piap(s)] < C(A+[s]*), p=max{g:i=1,..,q},
erfiillen, derart, daf fiir alle 2 = 1,...,m und s € R gilt:

e DX, = Z(Z 0Py (s ))Xl. (5.9)

v=

Ist zudem D halbeinfach, so sind die Funktionen P;;, beschréankt.
Beweis. Setze (t;;) == U™'. Es gilt fiir a = 1,.

gi+1

ePx, = zwzwa
=

mit i3 = (q1 + 1) + ... + (¢i—1 + 1) + B und Funktionen p;, o : R — C mit

s Cx k
Pisals) € {0 Tk =0, g} U{0}
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Deshalb folgt

ePX; = (U e PU) X, = (U_leSb)(iua,an>

gi+1

m
RO YD WAEEY
a=1

=1
q gi+1

Z Ua Z e’ Z Diga(8) Z Uyig X
B=1 =1

a=1 i=1

Zm: (Zz:espz<zm:£:z:ua7]ul igDig o )))X .

=1 a=1 1

Offenbar erfiillen die Funktionen

m qz+1

]lZ = Zzua]ul z[;pz[;a (510)

a=1 g=1

die Bedingungen des Hilfssatzes 5.14. )

Im Fall, da8 D halbeinfach ist, liegt mit e*” eine Diagonalmatrix vor. Folglich
sind dann die Abbildungen p;, o durch p;, o(s) = eisg(’\i)diﬂ,a gegeben, also die
in (5.10) definierten Funktionen P;;; beschrinkt. O

Hilfssatz 5.15. Fiir alle ¢ € {—n, ..., —1} ist X;w = 0.
Fiir jedes ¢ > 0 existiert ein C. > 0 derart, daf§ fiir alle 7 € {0,1,...,m},
n€ N*, reRund k € K gilt:

—Pv

q
Xawl(n,r, k) < €30 {4 Iuwm) 8 4 e wm)TETL L (5.01)

v=1

Ist D halbeinfach, so kann man auf die einfachere Ungleichung

Q-—pv

q
| X;w|(n,r, k) < Cy Ze”’”w(n) Q (5.12)

v=1

mit einer geeigneten Konstante Cy > 0, zuriickgreifen.

Beweis. Aus Lemma 2.24 folgt, daf fiir # = —n, ..., —1 die Funktionen X;w
konstant null sind, da w nicht von der Variable £ abhéngt.
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Wir wenden uns nun dem Beweis von Ungleichung (5.11) zu: aus der Formel
(5.9) erhalten wir fiir n € Fj

(€2 Vu](Pn) = Su(e’n - expy (1€ X)) i

d

dtw(esD(n . €_5D eXpN(tCTD)(i))Nt:O
d —s
— eSQEw(n -expy (te” ™ X)) 1

— sQ(e(r—s)D/Y.)N ( )
_Z€SQ+7’ S)pVZP”” _ Xl ’LU)( )

Nach den Eigenschaften der Funktionen P;;, aus Hilfssatz 5.14 existieren also
fiir jedes € > 0 ein ¢, > 0 mit

c. q e5Q@+(r—s)(pv+e) Zlfil |X1N’w|(n) ’ r>s,
Ce 23:1 sQHr=s)(pv—e) Yot &N w|(n), r<s.
(5.13)

[(e"?26) M w|(e*Pn) < {

Setze nun C := c. max{>n, [(XNw)|(n) : n € Fy}. Dann folgt fiir n € F,
reR:

[(e"P X;) N w| (e*Pn)
q
SC@SQ Z{G(T—S)(pu'ﬂi)w(n)g;% + e(r—s)(py—é‘)w(n) 9_—Q2u+£} .

v=1

Durch Ausnutzung der Homogenitétseigenschaft von w erhalten wir

Q—py—¢ Q—pvte

[(e"? ) V] <CZ{6 (P49 (eP) “TH 4 ¢l Dp(e*Pm) “TEY.
(5.14)

Da N* = {e*PFy : s € R}, folgt aus den Formeln (5.8) und (5.14) die Unglei-
chung (5.11), denn die Funktionen 4; ; sind beschrankt auf K.

Im Fall, da8 D halbeinfach ist, vereinfacht sich nach Hilfssatz 5.14 die
Abschitzung (5.13) zu

(X Vl(ePn) < oo Zesw 3 2wl ()

=1
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mit einer geeigneten Konstante ¢y > 0. Man erhélt dann

q
|(e™PX)Nw|(e*Pn) < C Z e w(e*Pn) G
v=1
fiir alle n € Fy und s € R. Somit folgt die Ungleichung (5.12). O

Da alle };, j = 1, ..., p, sich linear aus den &, 1 = —n, ..., 0, ..., m, kombinieren
lassen, erhalten wir aus Hilfssatz 5.15 umgehend

Korollar 5.16. Fiir jedes ¢ > 0 existiert ein C. > 0 derart, daf$ fir alle
ie{l,...p},ne N, reRundk € K gilt:

q
Vaw|(n, 7, k) < C Z{ (bt (n) TG 4 &=y (n) @ ’é”“}. (5.15)

Ist D halbeinfach, so gilt sogar die Ungleichung

Q—pv

q
Vaw|(n, 7, k) < Co Y ePw(n) @ (5.16)

v=1

mit einer geeigneten, von i, n, r und k unabhdngigen Konstante Cy > 0.

Um den eigentlichen Beweis von Satz 5.11 ein wenig iibersichtlicher zu gestal-
ten, beweisen wir vorher noch ein Lemma und einen Hilfssatz.

Lemma 5.17. Fir alle 6 > 0 existiert ein C' > 0 derart, daf fir alle 7 €
{1,...,p} und alle z € C mit R(z) > ¢ die Ungleichung ||e’"%yj¢z|| < C erfillt

ist; dabei bezeichnet 'S die Funktion g=(n,rk)— ers

Beweis. Ist z € Cmit R(z) > § und 1aBt sich Y; aus den &}, i = —n, ..., 0, ..., m,

linear in der Form Y; = " a; ;X; kombinieren, so ist mit n; := Y " a; /70,

(Mg, 90, = S (Il Vi l? + (62, m,Qe70.)) -

=1
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Daraus folgt mit der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung und Lemma 3.15

P Q
DN CEnVTN

j=1
D
re r< rQ rQ
<2 AG, €72 0N |+ D Ml Ql€72 Vi, €77 62 ]))|
j=1
Q Q P Q Q
<€ 2 0.4, €260+ > lle" 2 Vil (|nj]oo@lle™ ¢2])
j=1

p
Q Q 1 Q Q
<|le"2 0. ¢.|llle"2 .|| + E :— (lle™> V@17 + In;12,Q°lle2 ¢:|I) -

[\9

Somit existiert eine Konstante C' > 0 mit

Q Q Q Q
le”2 Y :||* < 2[le"2 0.0 llle” 6. ]| + Clle™ 1"

fiir alle j € {1, ...,p}. Nach Lemma 3.18 gilt ||e"? ¢z|| <||¢s||. Fiir g = (n,r k)
gilt nach Lemma 5.6: |r| < C(1 +d(g)). Das impliziert f(g) := et < Cef

fiir ein geeignetes C' > 0.

Nach Lemma 3.14 st [|¢"%0.4.| < C, z. B. mit C = 2[4 |- 0

Hilfssatz 5.18. Seien j € {1,...,p}, § >0, n > 0 und C > 0 vorgegeben.
(i) Ist @ > 27, so existiert eine Konstante C' > 0 derart, daf fiir alle o > 0

und alle z mit R(z) > 0 gilt:

Q—n (6] C 2Q—4
(Vj6:], €0 @ [:]) < FllwVienl? + Clw'Pe | e (5.17)
(i) Gilt 2Q > 2n > @, so existiert ein C' > 0 mit
q%mwwﬁﬁmbégmww@W+c£% (5.18)

fiir alle @ > 0 und z mit R(z) > 0. Es gilt offenbar 0 > (n — Q)/n > —1.

Beweis. Es seien a, C, n, 6 > 0 vorgegeben. Ferner seien j € {1,...,p} und

z € H, mit R(z) > 6.

(i) Gilt @ > 27, so folgt

Q-n_1
Q

- , 1
(Y8:l, e™w @ |6.]) < [lw!2Yj8:llle™w @ 2,

= w0256l + e

Qz

< =

Qu |
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Unter Ausnutzung der Holderschen Ungleichung erhalten wir ferner:
Q-2 e 7 19, 1129z
e g2 < ( / wlg.d'g)  ( / g, 7)< Cllw'le,] T,
G G
(5.19)

da nach Lemma 3.18
/ €?g. [ d"g = ||v/ma.||* < |15
G

gilt. Insgesamt erhalten wir also die Ungleichung (5.17).

(ii) Gilt andererseits 20 > 27 > @, so kann man den Term
(1Y9., e"”w%qwz\} nicht wie im Fall (i) abschétzen, da % < 0 wire und
somit die Holdersche Ungleichung nicht mehr wie in (5.19) angewendet werden
kann.

Daher verfahren wir wie folgt: Unter Verwendung von Lemma 3.18 und der
Hoélder-Ungleichung mit Exponenten p = @Q/2(Q — 1) und p' = Q/(2n — Q)
erhalten wir

rp Qo1 rQ r(n—Q) Q-1 r(n—Q) Q=1
(Vjo=l, €Mw @ [6.]) < [l g: e w @ Yige|| < CllerHw @ Yy

2(Q-mn)

rQ 2n—Q
< CllwY;b.]|” @ |leZ Vil @ .

Da ein C > 0 existiert mit ||¢"%Y;¢,|| < C (siche Lemma 5.17) und ferner fiir
alle @, b > 0 und r > 1 die Ungleichung ab < a" + 0", ' = —, gilt, erhalten
wir mit r = Q/(Q — n) fiir geeignetes C' > 0 die Ungleichung (5.18). O

Beweis des Satzes 5.11. Nach Korollar 3.17 geniigt es, die Ungleichung (5.5)
fiir s > 0 zu beweisen. Fiir s € [0, 1] folgt nach Lemma 5.10 insbesondere die
Existenz eines von s unabhingigen C' > 0 mit ||w'/2¢, | < C.

Im weiteren betrachten wir also nur noch den Fall s > 1. Fiir 0 < o < 1 setzen
wir

Yals) 1= 0201,
Ferner setzen wir z := £ + (i + )s. Dann ist

Osta(s) = 2R(0,0., we,) = 2R((i + )0, ¢, wd.) = —2R((i + @) (Ad,, we,))

= —2§R<(i + )Y ([w'2Y;e:0° + (Vs (ij)¢z>))

‘7:

—

p
<23 (= ol[w2Y;.l* + 2 V., [Viwl|g.])) -
7j=1

(5.20)
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Fall (1): dimn = 1. In diesem Fall ist D die reelle 1 x 1-Matrix (Q).
Mit der Abschétzung (5.16) erhalten wir fiir j € {1,...,p} die Ungleichung
\Yjw|(n,r, k) < Coe™@, also gilt

(Ve | wlleal) < Colle3Vje.llllerd 6.l < €

mit C' > 0 unabhéingig von s, a (vgl. Lemma 5.17 und Lemma 3.18).
Mit einer von s und « unabhéngigen Konstante C' > 0 folgt 054, (s) < C, also

Ya(s) < C(1+ s) und somit (setze o := o)

|w 21 15]| < C/14+ 5| fiir s > 1.

Fall (2): dimn > 2. Fiir j =1, ..., p und € > 0 gilt nach Korollar 5.16

Q—(pv+e) Q—=(pv—-¢)
Q

q
(Vse:l, (Vywllgal) < Ce Y (|Vidal, (7w + eI )

v=1

(5.21)

(Im Fall, da8 D halbeinfach ist, kann man getrost in (5.21) und im Rest des
Beweises ¢ = 0 setzen.) Wihlt man € < p, so erfiillt fiir jedes v € {1,...,q}
die GroBe p, + ¢ die Ungleichung @ > p, + €. Nach (5.20), (5.21), (5.17) und
(5.18) (mit der Wahl von C' := 4¢C.) kénnen wir 9,1/, gegen eine Summe iiber
ne{p, £e:v=1,..,4q}, bestehend aus Termen der Form

C
- ”wl/Z(bz
(6%

O 2
196" = Z v fir Q22

und
n—Q C
Ca' < —  fir 2Q > 2n > Q,
«
abschitzen. Daher existiert ein C' > 0 mit
Q—2(p—¢)

Ostha(s) < g(l + Pa(s))” @ fiir alle s > 1, a €]0, 1]

(C ist dabei abhiingig von £ > 0, aber unabhéngig von « und s).

Fiir alle s > 1 wird 1, von der Losung u des Anfangswertproblems
Q—2g1—6)

u'(s) = g(l + u(s)) ,u(l) =¥.(1),

majorisiert. Es ist

2 —¢e)C (p—¢) %

u(s) = (P2 gy 1 1)) 1
Qo

und es existiert ein von « €]0, 1] unabhiingiges C mit 1, (1) = ||u)1/2g25%+a+i||2 <

C. Somit ergibt sich die Existenz eines ¢. > 0 fiir o = - mit

Q
[0 26 11isll = Veba(s) < (1 + [s]) 7070 .
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5.2.3 Ergebnisse des Kapitels
Aus Satz 5.9 und Satz 5.11 ergibt sich sofort das folgende Korollar:

Korollar 5.19. Fiir jedes € > 0 existiert ein C. > 0 so, daf$ fiir alle s € R

Q g
[B14isl| 1@ < Ce(1 + |s[)2e ™" (5.22)

gilt. Ist D halbeinfach, so existiert ein Cy > 0 derart, daf$ die Ungleichung

Q
[614isll (@) < Co(1 + [s])2 ™ (5.23)
fiir alle s € R erfillt ist.

Mit Satz 3.19 und Korollar 5.19 148t sich dann das Hauptresultat dieses Ka-
pitels formulieren:

Theorem 5.20. Sei f : R — C eine stetige Funktion mit kompaktem Trdger.
Liegt f in H*(R) fiir ein k > % + 3, s0 ldft sich f(A) fir alle p € [1,00] zu
einem stetigen Endomorphismus auf LP(QG), gegeben durch Rechtsfaltung mit
einer Funktion aus L'(Q), fortsetzen.

Ist p € [1,00[, so ist die stetige Fortsetzung eindeutig.

Bemerkung 5.21. In den Beweisschritten dieses Kapitels scheint die Nilpo-
tenz der Gruppe N an keiner Stelle direkt einzugehen. So lassen sich nahezu
alle Argumente auch auf zusammenhéngende und einfach zusammenhéngende
exponentielle Lie-Gruppen N anwenden, die ein biinvariantes Haar-Maf} besit-
zen. (Diese Klasse von Gruppen enthélt die zusammenhéngenden und einfach
zusammenhingenden nilpotenten Lie-Gruppen als echte Teilmenge.)
Trotzdem wére durch solch eine ,verallgemeinerte Beweisfiihrung“ nichts ge-
wonnen: Damit zur linearen Abbildung D € der(n) homogene Normen existie-
ren, mufl D nach Satz 2.42 insbesondere invertierbar sein. In diesem Fall folgt
aber aus Lemma 2.17(iii), daf§ die Lie-Algebra n (und somit auch die Gruppe
N) notwendigerweise schon nilpotent zu sein hat.
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Kapitel 6

Sub-Laplace-Operatoren auf
semidirekten Produkten H; xR

Auffillig an den Ergebnissen aus Korollar 5.19 und Theorem 5.20 ist, daf} die
Exponenten in den Ungleichungen (5.22), (5.23) und der Exponent x aus Theo-
rem 5.20 gegen unendlich streben, wenn dies gleichermaflen fiir das Verhéltnis
Q/p (i. e. Spur der Derivation D, geteilt durch den kleinsten Realteil aller
Eigenwerte von D) gilt.

Es gibt im Fall der trivialen kompakten Gruppe K = {1k} Indikatoren, die ver-
muten lassen, daf} dies lediglich an der hier verwendeten Beweismethode (oder
genauer an der spezifischen Gewichtswahl) liegt, aber nicht notwendigerweise
eine reale zugrundeliegende mathematische Gegebenheit wiederspiegelt.

So wurden z. B. in der Arbeit [Mus98b] Gruppen der Form H = R? x4y R
mit 0(t) = P, D eine beliebige 2 x 2-Matrix, betrachtet und fiir (bestimmte)
Sub-Laplace-Operatoren und deren Wirmeleitungskerne die Abschitzung

1 p14iellerany < C(1+[€])° (6.1)

fir alle &€ € R bewiesen. (In einigen Fillen sind die dort erzielten
Abschétzungen ein wenig besser; die Idee, die den aufwendigsten Fall behan-
delt, stammt dabei aus [Heb97].) Der Exponent ist hier unabhiingig von der
speziell betrachteten Wirkung e’® — und somit unabhéngig vom Verhiltnis
Q/p — beschrinkt.

Betrachtet man nun semidirekte Produkte H; xyR der dreidimensionalen
Heisenberg-Gruppe mit der reellen Achse, so kann es nach dem bereits in der
Einleitung erwéhnten Artikel [ChM96] keine Abschitzung der Gestalt (6.1)
mit von # unabhéngigem Exponenten geben, denn es liegt nicht einmal fiir alle
Wirkungen 6 differenzierbarer LP-Funktionalkalkiil des Sub-Laplace-Operators
Vor.

Beschriankt man sich bei den Gruppenhomomorphismen 6 auf solche, die von
Derivationen D in Diagonalgestalt mit nicht negativen Eintrdgen herriihren,
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so wird in diesem Kapitel gezeigt, dal dann fiir alle # eine Abschitzung der
Form (6.1) mit Exponent 6 gilt (s. Korollar 6.21 und Theorem 6.22). Dies ist
unabhéngig davon, ob ein Diagonaleintrag gegen Null strebt oder gar selbst
schon gleich Null ist.

Das Resultat wird durch Ubertragung der Methoden aus [Heb97] und [Mus98b]
auf die im vorliegenden Kapitel behandelte Situation erzielt.

Das grundlegende Vorgehen ist dabei wie in Kapitel 5. Wir werden hier aber
eine andere Gewichtsfunktion w betrachten, die unabhéngig von der konkreten
Wirkung 6 ist. Deshalb bedarf es anderer Methoden, um eine gewichtete L2-
Abschétzung des Warmeleitungskerns herzuleiten.

6.1 Semidirekte Produkte der Heisenberg-
Gruppe H; mit der reellen Achse

Voraussetzung 6.1. Die Heisenberg-Gruppe H; ist der R?, ausgestattet mit
der Multiplikation

1
(z,y,u)(@, ¢ ) = (fc +a'y+y,u+u + §($y’ - yw')) :

Das neutrale Element ist 0 = (0,0, 0) und das inverse Element zu h = (x,y, u)
ist At = (—z,—y,—u). H; ist eine zusammenhingende und einfach zusam-
menhéngende stratifizierte nilpotente Lie-Gruppe.

Die dazugehéorige Lie-Algebra ist die sogenannte Heisenberg-Algebra b, = R®,
versehen mit der Lie-Klammer

[(p,q,%), (P, ¢, t")] = (0,0,pg' — pq).

Die Exponentialabbildung expy, : b; — Hj ist die Identitét Igs.
Seien o, > 0 und 6 : R — Aut(H ) der durch

0(r)(z,y,u) = (e, My, )

definierte Gruppenhomomorphismus und G das semidirekte Produkt H; xyR.
Die Multiplikation auf G ist gegeben durch

('/I;ﬂ y’ u’ T) (:5,7 y” ul’ TJ)
1
:(x + e y 4+ ey’ u 4 ey 3 (e’ zy’ — eTyx'),r + r') :

Sei d eine linksinvariante Riemannsche Abstandsfunktion auf G.
Ist D die durch D(p,q,t) = (ap, Bq, (o + B)t) definierte Derivation auf by,
so gilt offenbar 0(r) = €™ fiir alle r € R. Fiir die Spur @ von D gilt dann:

Q =2(a+ B).
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Das neutrale Element 1 der Gruppe G ist durch (0,0,0,0) gegeben. Das
inverse Element zu g := (z,y,u,r)ist g~' = (—e~ ¥z, —e Py, —e~(@+hAry, —p).
Analog wie in Lemma 5.3 ist das rechtsinvariante Haar-Mafl d"g dann das
Lebesgue-Mafl dzdydudr auf R* und der modulare Faktor ist m(g) =
m(z,y,u,r) = XA (dies gilt auch im Fall o = 0 oder 8 = 0).

Die durch die Lie-Algebrenelemente X; = (1,0,0,0), X, = (0,1,0,0), X3 =
(0,0,1,0) und Xy = (0,0,0,1) aus g = h; Xp R induzierten linksinvarianten
Vektorfelder auf G sind

1 1
Xl = 6047' (az — Eyau) 5 XQ = 6;37' (ay 4+ §$au> 5
Xy = elethry, Xy =0,.

Der Operator

_ 2o (ag 8,0 + %gf@ﬁ) 2 (aj + 20,0, + ixzag) _ 92

ist ein Sub-Laplace-Operator und

= — e (62 — y0,0, + %y%aﬁ) — 7 (02 + 20,00 + %fag)
_ 62((1—1—,3)7‘85 _ 83
ein voller Laplace-Operator auf G.
Im weiteren soll A sowohl den Sub-Laplace-Operator Ag, als auch den vollen
Laplace-Operator Aj, bezeichnen. Der Wirmeleitungskern von A sei (¢)>o-
Wollen wir konkret den Warmeleitungskern des vollen Laplace-Operators oder

des Sub-Laplace-Operators betrachten, so schreiben wir ¢ bzw. ¢7. Ferner
seien J(Ag) :={0,1,2} und J(A.) :={0,1,2,3}.

6.2 L'-Abschitzung des Wirmeleitungskerns
zu komplexen Zeiten

Wie im Kapitel 5 soll auch hier der Satz 3.19 genutzt werden, um Aussagen
iiber den differenzierbaren LP-Funktionalkalkiil von A zu folgern.
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6.2.1 Riickfithrung auf eine gewichtete L?-Abschitzung
Voraussetzung 6.2. Sei w: G — R die durch

w(z,y,u,r) = (1+ [z)(1+ [y (1 + |u)
definierte Gewichtsfunktion.

Lemma 6.3. FEs ezistiert ein C > 0 derart, dafl fir alle g = (z,y,u,r) € G
die Abschitzungen |r| < C(1+d(g)) und |z| + |y| + |u| < CeU9) gelten.

Beweis. Im Fall o, 5 > 0 ist eine homogene Norm auf H; bzgl. D gegeben
durch

(@, y,u)|p = (@) + ()7 + (W) 2) 2, (6.2)

und fiir beliebige C' > 0 ist {(n,7) € G : |n|p < Ce“E |r| < C(1 + R)} eine
Teilmenge von {(z,y,u,r) € G : |z, |y|, |u| < CeCCHAE || < C(1 + R)};
somit folgt die Behauptung aus Lemma 5.6 (mit K = {1x}).

Der allgemeine Fall (also inklusive & = 0 oder 8 = 0) 148t sich nach einem
dhnlichen Schema wie dem aus den Beweisen der Lemmata 5.5 und 5.6 zeigen.

U
Lemma 6.4. Es existiert ein C' > 0 derart, daf8 fir alle R > 0 gilt:
/ w(g) " d’g < C(1+ R)*.
d(g)<R
Bewets. Mit Hilfe des Lemmas 6.3 ergibt sich fiir ein generisches C' > 0
CeCR CeCR CeCR
d d d
| wrtag<casn [ [ :
d(g)<R 0 1+z /o T+yJo I+u
=C(1+ R)In(1 +Ce®)® < C(1+ R)*.
U

Mit Hilfe des Lemmas 6.4 148t sich der folgende Satz praktisch genau wie der
Satz 5.9 beweisen:

Satz 6.5. Es existiert ein C' > 0 so, daf fiir alle £ € R gilt:
p1+iellzicy < COL+ [EN* (1 + w1 yiell o) - (6.3)
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6.2.2 Allgemeine Hilfsaussagen

Fiir das hier behandelte semidirekte Produkt G = H; xyR soll eine analoge
Aussage zu Lemma 3.18(d) fiir eine gréfere Menge von Funktionen hergeleitet
werden:

Lemma 6.6. Es seien I, p, ¢ € [0,00[ und f : R — C eine symmetrische
Borel-Funktion mit |f(r)| < CeC"l fiir ein von r unabhingiges C > 0. Dann
liegt

F,:G—C, g=(z,y,u,1) = [z]’|y|"|ul f(r)¢.(9),
in L*(G) fiir alle z € H,, und es gilt ||l P~ Deta=DO B || 100y = || F | r2(c)-
Beweis. Aus Lemma 6.3 und Lemma 3.14 folgt, dal F, eine L2-Funktion ist.
Mit Lemma 3.18(c) erhélt man
I = /Ge—?(a+ﬁ)r\x|2p|y|2q|U|2[If(r)m(g)aﬁz(g)\2 d'g

— / 62((p+l—1)a—|—(q+l—1)ﬂ)r |€—ar$‘2p|e—ﬂry|2q|€—(a+,8)ru|2l‘f(r)¢z (g—l) ‘2 dlg
G

— [ At e B gy (1) (g) P g
G

O

Das niichste Ergebnis fiigen wir an, um in den weiteren Beweisen eine Wieder-
holung sténdig gleicher Rechenschritte zu vermeiden:

Hilfssatz 6.7. Ist f : G — C eine Borel-Funktion und existiert ein C' > 0 mit
|f(g)] < CeC¥9) fiir jedes g € G, so gilt fiir alle z := p + i€ € H,:
a§||f¢p+i§||%2(c:) = 23(Adpie, |f|2¢p+i§>L2(G) . (6.4)

Beweis. Nach Lemma 3.14 ist H, > z — f¢, holomorph und nach Lemma
3.15 gilt

Ocl| fo:NI” =(if 0.0, fb2) + (f,1fD.0.) = 2R(i(D.¢:, |f[*42))
= - 2%<az¢za ‘f|2¢z> = 2C\Y\<A¢Z’ |f‘2¢z> .

0
Mit der Holderschen Ungleichung erhélt man die néchste Aussage:
Hilfssatz 6.8. Fiir 0 < x < X und Funktionen f € L*(G) gilt
K7 1—k/A r K/A
e Flleaey < 1l € FlEage (6.5)

dabei bezeichnen e*" und e*" die Funktionen G 3 g = (z,y,u,r) — ", €.
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6.2.3 Aufeinander aufbauende L?-Abschitzungen

Wir werden uns nun in sukzessiven Schritten der Abschétzung der vollen rech-
ten Seite aus Ungleichung (6.3) annéhern.

Lemma 6.9. Fir alle § > 0 existiert ein C > 0 derart, daf8 fiir alle j € J(A)
und alle z € C mit R(z) > & die Ungleichung || ™" X;¢,| 12 < C gilt.

Beweis. Sind «, § > 0, so folgt dies direkt aus Lemma 5.17 (im trivialen Fall
K = {1k}). Man kann aber auch die allgemeine Aussage nach dem Schema
des Beweises von Lemma 5.17 verifizieren. O

Lemma 6.10. Fir alle Kompakta K C|0,00[ findet man ein C > 0 mit
1212 psiellzia) + Il 1y *bpriellrze < C(1+ [€))Y? (6.6)
und
122X priell ) + I [y Xibpicll 2y < CL+1ENY2 (6.7)
fir alle p € K, £ € R und alle j € J(A).

Beweis. Es ist mit z = p 4 &:

(Age, lylz) = D IHYI'220:” + (Kot € sgn(y) ) -

JeJ(A)

Auf der einen Seite erhélt man aus dieser Gleichung mit (6.4), der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung, Hilfssatz 6.8 mit k = 3/2, A = a + § und f = ¢,,
Lemma 3.18 und Lemma 6.9

T g'f g’l"
el ly|"20:117| < 2/(Xap:, €” sgn(y)g.)| < 2lle="g.| le=" X, || < C.

Somit folgt

¢
o101 < 11201 + | [ 0010120y dn] < €1+ 16D,

da die Abbildung K > p ~ || |y|'/?4,||*> nach Lemma 6.3 und Lemma 3.14
insbesondere stetig und somit beschrankt ist. Auf der anderen Seite folgt aus
dem bereits Gezeigten, Lemma 3.15 und Lemma 3.14

D yl2X50.07 < C + [y | [y[20.0. ] < O (1 +[€]) -

jed(A)

Der Rest der Behauptung folgt analog. 0

128



Beim Beweis von (6.7) erkennt man, daf§ es nicht ausreicht, die Abschitzung
(6.6) nur im Fall p = 1 zu beweisen, denn fiir die Anwendung der Ungleichung
(3.8) aus Lemma 3.14 benétigt man die Giiltigkeit der Ungleichung (6.6) auf
einer ganzen Umgebung von 1. Da wir (3.8) noch hiufiger benutzen werden,
beweisen wir alle Ungleichungen gleichmiflig auf Kompakta K CJ0, oo|, anstatt
uns auf den Fall p = 1 zu beschrinken.

Lemma 6.11. Fiir alle Kompakta K C|0, 0] kann man ein C' > 0 so wdihlen,
dafs sich fir alle p € K, £ € R und alle j € J(A) die Abschitzung
1eE 7122256, ]| + 1€ 27 |y [ 0,0l < COL+ (€D (6:8)
erfillen ldft.
Beweis. Sei wieder z := p +i¢. Mit der Abkiirzung v(r) = exp((a + £)r) gilt
(Ao, Plylg) = D Iyl *Xies|® + (Xag, msgn(y).)
jeJ(A)
+ <X0¢z, (2a + ﬁ)’YQ‘y‘(b» )
dabei 148t sich der Betrag des letzten Summanden majorisieren durch

1 2a0 + B)?
w2 o2+ PO gy g 2.

Somit folgt unter Zuhilfenahme der Gleichung A¢, = —3d,¢, und der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung

Syl X 1P <2llylyl 2 1]yl 20::0 + 2)lvme.|| |[Vm&Xag. |
JEJ(A)
+ 2a+ B llvly'Pe.l” < C(1+[¢])

nach Lemma 6.6, (6.6) und Lemma 3.14, sowie Lemma 3.18 und Lemma 6.9.
Der Rest der Behauptung 1488t sich nach dem gleichen Schema zeigen. O

Lemma 6.12. Zu jedem Kompaktum K C|0, 00| existiert ein C > 0 mit

I ul*@priell 2@y + Il ul " Xidpriell ey < C(1+[€]) (6.9)
fir alle p € K, £ € R und j € J(A).

Wir verifizieren das Lemma nur im Fall A = Aj;. Der Beweis fiir den
Wirmeleitungskern des Sub-Laplace-Operators Ag ist aber insofern eine Teil-
menge des unten gefiihrten Beweises, als dal man lediglich die Terme, in denen
das Vektorfeld X3 vorkommt, auszublenden braucht.

Auch im restlichen Kapitel werden wir bei L2-Abschitzungen von Funktionen,
welche als Faktor eine Potenz von |u| beinhalten, den Beweis lediglich im Fall
des vollen Laplace-Operators niederschreiben.
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Beweis. Mit z = p + i€ erhilt man
& 1
(u 1161 = P PG = 50007, e ysgniu)g)

+ (X, P wsgn(u)ol) + (Xsor, e sgn(u)gl) .

[\DlP—‘

Daraus folgt zundchst mit Hilfssatz 6.7

[0l lul 207117 = 123(AL 7, [ulg?)| < [(Xig7, ey sgn(u)¢y)]
+ [(Xegy, e asgn(u)gr)| + 2(Xady, T sgn(u)¢r)|
<IHy["2oz 1 ey 220870 + [z 221 Nl o] > Ko |
+ 2|7 e 7)) < O(1 + [€])

nach (6.6), Hilfssatz 6.8, (6.7), (6.8), Lemma 3.18(b) und Lemma 6.9. Somit
ergibt sich || |U|1/2¢p+zg||2 < C(1 + |€])%. Ferner erhilt man aus Lemma 3.15,
Lemma 3.14 und dem bereits Gezeigten die Abschéitzung

3
S Il X562 1> < C(+ [€]) + Il [ul o2 | [ul 2042 < C(1 +[€])*.
j=0

OJ

Lemma 6.13. Fir jedes K C]0, 00| kompakt findet sich eine Konstante C > 0
mit

atB
e

"ul 22 $priel| 2y < C(1+[€]) (6.10)
fir alle j € J(A), pe K und £ € R.

Beweis. Sei z = p + €. Es ist

3
Mr 1 e
(Argk, e rulgl) = 37 [l ul P6L |2 — (X6t ety sgn(u)gh)
1
5 (XL, ez sgn(w) o) + (KoL, e sgn(u)g)
HXooy, (@ + B)e P ulgy) .
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Der Betrag des letzten Summanden kann nach oben gegen

a+B

§||e : (a+ﬁ) a+p

ful'2 X7 |7 + e ul 21"

abgeschétzt werden. Daher folgt

a+pB

atB,. atp .
lee > |ul PGP < (a+ B)lle e T |ul 2k

a+fB a+p

T T a g T [
+2||6 V2L (|5l 20, 6| + (el Ty V201 | [l |y 2 o |

+ |eEEOT|2 [T [[eF O 2] 2 Ao | + 2llVmer || | Vm sy |
<C(1+ )’

nach Riickgriff auf Lemma 6.6, (6.9) und Lemma 3.14, sowie (6.6), (6.8), Lem-
ma 3.18 und Lemma 6.9. O

Lemma 6.14. Ist K C|0,00[ kompakt, so existiert ein C > 0 derart, daf8 fiir
alle pe K, £ € R und alle j € J(A) gilt:

|lxdpricll 2y + |y bpriell 2@y < C(1+[€]) (6.11)
und
|2 X0 priell2ca) + |y Xjdpricll2a) < C(L+[€]). (6.12)

Beweis. Mit z = p + £ ist

(Ag.,y%¢.) = Z 1y X;6.1|> + 2(Xags, €7y, .

JEJ(A

Somit folgt einerseits mit Hilfssatz 6.7

T é?‘ g’l"
Oellye:I’| < 2/(Xadz, €7 yos)| < 2[le2[y| 2.l [le2"|y[/*Xagl| < O (1 + [€])

nach Lemma 6.6, (6.6), (6.7) und (6.8). Man erhélt also ||y¢,||*? < C(1 + [£])2.
Andererseits gilt

D Xl < CA+ €] + llygall llydao:1l < C(1+[€])?

JEJ(A)

nach Lemma 3.15, Lemma 3.14 und dem bereits Gezeigten. Der Rest des Be-
weises 148t sich ganz analog fiihren. O
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Lemma 6.15. Es existiert ein C > 0 zu jedem Kompaktum K C|0, co[ mit

172X bp el L2y + 1€ YX@priell 2y < C(1+ [€])
firalle pe K, £ € R und j € J(A).
Beweis. Mit der Bezeichnung z = p + & ergibt sich

(Ad., e y?¢.) = Y e yX;d.|® + (Xap, 26Ty g, )
JEJ(A)

+ <X0¢za 2a62ary2¢z> .
Der letzte Summand ist dabei vom Betrag her majorisierbar durch
1
Slle yXod: | + 207y ||
Somit folgt
D ey Xo.l® <dlleye.|l [IVmXes. || + 407y |

JEJ(A)
+ 2||eary¢z” ||earyaz¢z” < 0(1 + |§|)2

nach Lemma 6.9, Lemma 6.6 und (6.11) sowie Lemma 3.14.

(6.13)

O

Lemma 6.16. Fiir jedes kompakte K C|0, 00| findet sich solch ein C > 0, dafs

Iz 2@ psicll 2@y + Il yul P dpricllrz@) < C(1+[€])*?
fiir alle p € K, £ € R und alle j € J(A) gilt.
Beweis. Mit z = p + i€ ist

3
1
(ALeF, lyuloh) =3 Il lyul 22041 — S(X6%, e yly|sgn(u)g?)
§=0

(6.14)

+ (X0, oy sen(u)ol) + (X0, ¢ sen(y)|ulgl)

+ (X30h, e@FPT |y  sgn(u) L) .

Dann ergibt sich mit Hilfssatz 6.7

ar T g’l"
0]yl 2811 < s ey, 211 + oIl e Ko + 2] ul26F |
B B B
BT 2|+ leST Iy V26 ety 22y

<C(+e])?

132



nach (6.11), (6.13) sowie Hilfssatz 6.8, Lemma 6.6, (6.9), (6.10), (6.6) und
(6.8). Das liefert |||yu|'/2¢%||? < C(1 + |€|)®. Der Rest 148t sich auf gleiche
Weise zeigen. m

Lemma 6.17. Fir K €)0,00[ kompakt gibt es ein C > 0 so, daf§ fir alle
j € J(A) und alle p € K, £ € R gilt:

8, o
le2"[zul 2 X;ppriell 2y + €2 |yul 2 Xidpricll 2y < C(L+ |€))¥%. (6.15)

Beweis. Mit der Abkiirzung z := p + i£ berechnet man

3
Sr 1 ar
(ALgl, e yulg?) = [le®" |yul/X;¢%||* — §<Xl¢f,e2 yly| sgn(u)el)
7=0

1
+ §<X2¢>§, e gly| sgn(u)pl) + (Xagl, e TP sgn(y)|ulol)
+ (XL, 6(2a+ﬂ)r|y| sgn(u)gl) + (Xogl, ae™ |yulpl) .

Dabei findet der Betrag des letzten Summanden in
L a, 1/2 Ly2 L @ an 1/2 L2
e Iyl 2o + €3 yul 26|
eine obere Schranke. Daraus folgert man dann

3
Y llesmlyul PAoLIP < lle*myorl ey XL ] + [leyar || ez gl |
J=0

a+pB

atB atp
+2lle” ul o] [l T ul 2 g || + 2llVmer || ey Xz |
+a?||e27[yul 2L |1” + 2 [yul 2o || lle3 yul 0,07 |
<C+ gy

nach Lemma 6.6, (6.11), (6.13), (6.9), (6.10), Lemma 3.18 sowie (6.14) und

Lemma 3.14. O

Lemma 6.18. Zu jedem Kompaktum K C|0, 00| gibt es ein C > 0 mit
21yl Gpriell o) + || |2y dpriell 2y < C(1+ [€])*? (6.16)

fir alle p € K, £ € R und alle j € J(A).
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Beweis. Mit der Abkiirzung z := p + i€ gilt

<A¢z: |x|y2¢z> = Z || |x|1/2yxj¢z”2 + <X1¢za e’ Sgn(x)y2¢z>

JeJ(A)
+ 2{Xa9,, €7 |z|yd.) .

Mit Hilfssatz 6.7 folgt daraus nach Lemma 6.6, (6.11) und (6.12)

1Ol 122y .| < 2lle*yo. || llyXigall + 4lle” 2. || lyXes.| < C(1+[€])%.

Daher ist || |z]/2ye,||2 < C(1 + [€])3. -

Lemma 6.19. Fiir K CJ]0, 00| kompakt gibt es ein C > 0 derart, daf8 fiir alle
p€K,&eR und alle j € J(A) gilt:

B, o,
lle2"z [y X;b,riellre) + 12" 2] 2y Xidpriell 2y < C(L+ (€)Y (6.17)

Beweis. Mit z = p + i€ erhilt man

(Ag., e [zly’d.) = Y lledT|z] Py Xl + (X1, € sgn(a)y’e.)

JEJ(A)
+ 2(Xo0,, T |2 |yd,) + (Ko, e |z]y?d,)

wobei sich der letzte Summand betragsméfig durch
Loap 12 2 O e, 1/2 2
e ] 2y X | + - leT]a 2y |

majorisieren 1d3t. Somit folgt

> lle¥ |z Py ” < 2llemyou | e yXidall + 4lley|| [l e Xods |
JjeJ(A)

+a? (|57 |2 Py |? + 2lle® o] Py .l [l x| yd.o. |
<C(1+h?

nach Lemma 6.6, (6.11), (6.13), (6.16) und Lemma 3.14. Der Rest der Behaup-
tung kann analog verifiziert werden. O

Satz 6.20. Ist K C|0,00[ kompakt, so ezistiert ein C' > 0 mit
[0 $p el 2y < C(1+ [€])? (6.18)

fur alle p € K und alle £ € R.
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Beweis. Nach Hilfssatz 6.7 gilt mit der Notation z = p + &

el loyul 26k e |1
<2( X 6F, e sgn(x)[yulL)| + [(XagL, e |zyly sgn(u)ol)]
+ 2 o0, € |z sgn(y) ¢L)| + [(Xag, ¥ x|zy| sgn(u) )|
+ 2/( Xy, € |y | sgn(u)pl)|
<9||e%" [yl 2OL| [l [yulV2X0 0L || + ||e3T |22y oL |
eS|z 2y oE | + 2le=T wul V2L [le2T [wul 2 gk |
+ Nl aly 2L e zly) Kot || + eyl ez Xa gL |
<O(1+ l¢])?
nach Lemma 6.6, (6.14), (6.15), (6.16), (6.17), (6.11) und (6.13). Daraus folgt
dann || [zyul'?¢L, || < C(1 + [£])*. In Hinblick auf die Abschitzungen aus

Lemma 3.18(b), (6.6), (6.9), (6.14) und (6.11) ergibt sich dann letztlich (6.18).
0

6.2.4 Resultate des Kapitels

Das néchste Korollar tragt fiir alle o, § > 0 die besten in dieser Arbeit erzielten
Abschétzungen fiir ||@,4i¢||z1 (), G = Hi xR, zusammen:

Korollar 6.21. Unter der Voraussetzung 6.1 gilt: Es existiert ein C' > 0 der-
art, daf8 fir jedes & € R die Ungleichung

|p1+iell 1@y < C(1 + [€])" (6.19)

erfillt ist; dabei ist

6.20
6 sonst. ( )

+8 1
. {mﬁf{a,ﬁ} o, julls g € (43
Ist ¢, = ¢S der Wirmeleitungskern des Sub-Laplace-Operators Ag, so gilt im

Fall a = > 0 die Ungleichung (6.19) sogar mit k = 3.

Beweis. Nach Satz 6.5 und Satz 6.20 gilt die Abschéitzung (6.19) mit Exponent
k = 6 fiir alle o, 8 > 0. Die verbesserte Aussage im Fall § € 5, 3] erhélt man
aus der Ungleichung (5.23) in Korollar 5.19. Daf§ die Ungleichung (6.19) mit
K= g gilt, wenn ¢, = ¢ und % =1 ist, entnimmt man den Ausfiihrungen in
Abschnitt 4.3.2 O

Satz 3.19 und Korollar 6.21 implizieren dann
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Theorem 6.22. FEs seien f : R — C eine stetige Funktion mit kompaktem
Triger, k wie in Korollar 6.21 und € > 0. Ist f € H"”%*‘E(R), so lift sich
f(A) fiir alle p € [1,00] zu einem beschrinkten linearen Operator auf LP(QG),
gegeben durch Rechtsfaltung mit einer Funktion k; € LY(G), fortsetzen.

Ist p € [1,00[, so ist diese beschrinkte Fortsetzung eindeutig.
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Anhang A

Anhang

A.1 Reelle Jordan-Normalformen

Ist D € End(R™), so existieren eine Zerlegung R™ = V; @ ... @ V,, und Basen
der Unterrdume V;, bzgl. derer D als Matrix die Gestalt

Ji 0 ... 0
0 Jy 0

— . ] . ERme
0 0 Jg

Aol 0
JZ’ — 0 )\Z 0 E Rdi Xdi ,
1
0 0 A
falls \; ein reeller Eigenwert von D ist, oder
L, 1 0
0 0 RN) S(N)
Ji = ’ € R24x2i it [, = < : ‘
I =3(A) R(N)
0 0 L,

und I = I, falls \;, A} € C\ R ein Eigenwertpaar von D darstellt (siehe
[BFL], Esercizio 52).
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Es ist

tdi_l
D; tD; (di—l)!Di
i — om0 | 0 D : ; (A1)
: o tD;
0 0 D;

dabei ist D; = 1, falls \; € R, und

cos(t3(N;))  sin(tS(\))
D; = Dy(t) = <_ sin(tS(\;)) cos(t%(&))) ’

falls \;, A € C\ R

A.2 Tensorprodukte

Dieser Abschnitt orientiert sich am Vorgehen in [Wei], §§3.4, 8.5.

A.2.1 Algebraisches Tensorprodukt zweier Vek-
torraume

Es seien K € {R, C} und 54, 5% K-Vektorrdume. F (.77, #3) sei der Vektor-
raum aller formalen Linearkombinationen aus Paaren (z,v), z € 54, y € 945,
also

F(I4, 75) = {ch(a:j,yj) neNc eKua € J4,y; € 76, = 1,...,n}.

=1

Sind z € JA, y € 5 und ¢ € K mit ¢ = 1, so identifizieren wir ¢(z,y) mit

(7, y)-
Ferner sei .4 der K-Untervektorraum von F (.74, 7), der von den Elementen
der Form

Zzaibj(ﬂfi,yj) - (Zaﬂi,zbjyj) )
i=1 j=1 i=1 j=1

m,n€N, a;,b; €K z, € 54,y € 5,1=1,...,m, j =1, ..., n, aufgespannt
wird.

Das algebraische Tensorprodukt der Vektorrdiume 6 und 4 ist dann der
Quotientenraum J4 ® 5 = F (4, 7))/ N .
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Sind z € 44, y € 5, so wird die Aquivalenzklasse (z,y) + A mit z ® y
notiert; r ® y ist ein sogenannter Elementartensor.

Nach Definition von .4 und .74 ® .74 ist ein Element f € .74 ® .# genau
dann null, wenn es eine Linearkombination aus Elementen der Gestalt

iiaibm ®yj — (Em:aix,-) ® (zn:bjyj)
i=1 i1

i=1 j=1
ist.

Beispiel A.1. X;, X, seien lokalkompakte Hausdorff-Rdume und 74 :=
C.(X;), i =1,2. Durch

A etr9) = (09 = Y esko)

wird dann eine lineare Abbildung A : F(J4, 7#5) — C.(X; x X,) definiert.
Offenbar gilt A(4) = {0}.

Ist andererseits A(Y_7_, ¢;(f, ;) = 0, so 1dBt sich (z. B. mit Induktion iiber
n € N) zeigen, daB 3 7, ¢;(fj, g;) in A liegt.

Dem Homomorphiesatz zufolge ist die Abbildung

A CL(X)) ® Cu(Xa) = Cu(Xy X Xo),
> ocifi® g5 (@)= Do eifi(@)g)

wohldefiniert und injektiv.

Vermége A 148t sich also C,(X1)®C,(X,) als Teilraum von C,(X; x X5) auffas-
sen. Stattet man das derart interpretierte Tensorprodukt C.(X1) ® C.(X2) mit
der || - ||o-Norm auf X; x Xy aus, so ist C.(X;) ® C.(X2) ein dichter Teilraum
von C.(X; x X3) (s. [Lan], Lemma IX.6.1).

A.2.2 Tensorprodukt zweier Hilbert-Riume
Sind nun (44, (-, )1), (6, (-, -)2) Hilbert-Riume iiber K, so wird durch

< z a;x; @ Yi, Z bi&; ® 77j> = z Z aib3 (i, &)1 (i, m5)2
i=1 j=1 i=1 j=1
ein Skalarprodukt (-,-) auf J# ® % definiert (s. [Wei], S. 47, 48). Dann
ist (74 ® 9, (-,-)) ein Pria-Hilbert-Raum, dessen Vervollstindigung als das
(vollstindige) Tensorprodukt F4&.7 der Hilbert-Riume 54, und 4 bezeich-
net wird.
Das néichste Lemma findet sich in [Wei| als Theorem 3.12:
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Lemma A.2. Es seien J, 7 Hilbert-Rdiume.
(a) Sind My C 74 und My C % mit span My dicht in 7 und span Mo
dicht in 5, so liegt span{z @ y : x € My,y € My} dicht in Q6.
(b) Sind I, J Indexmengen, (e;)icr eine Orthonormalbasis von 4 und

(fj)jes eine Orthonormalbasis von 56, so ist (e; ® f;)ier,jes eine Or-
thonormalbasis von 4R,

Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung des Beispiels aus [Wei], §3.4:

Satz A.3. Es seien (X, M, ), (X', 4", 1) o-endliche Mafrdume. Ferner sei
dann p ® i das eindeutig bestimmte positive Maf auf der von M x H' er-
zeugten o-Algebra M @ M', das p® p'(A x B) = p(A)p'(B) fir alle A € A,
B € A" mit endlichem Maj$ erfiillt.

Dann ist L*(X, p)®L*(X', i) isometrisch-isomorph zu L*(X x X', u® u').

Beweis. Die lineare Abbildung
A F = FLA(X,p), (X' 1) = LP(X x X', p@ )

bilde ein beliebiges Element Z?Zl ¢j(fj,g;) aus F auf die Funktion
> cifi(®)gi(y) in L*(X x X',pp @ ) ab. (Hierbei werden wieder .£>-
Funktionen und deren Aquivalenzklassen in L? identifiziert; wie man sich aber
leicht iiberzeugen kann, ist die Definition von A unabhéngig von den konkret
gewihlten Reprisentanten f; € £*(X, u), g; € L*(X', 1))

Als néchstes weist man ker(A) = 4" nach; dabei ist die Inklusion A(.#") C {0}
trivial, und die Inklusion A~1({0}) C .4 148t sich z. B. beweisen, indem man
mit vollstdndiger Induktion {iber die Anzahl der Summanden eines Elements
F =37 ¢i(fj,95) mit A(F) =0 p® p/'fast iiberall zeigt, dafl F' in .4 liegt.
Somit ist nach dem Homomorphiesatz die lineare Abbildung

A DP(X, ) @ DX, ) = (X x X', p@ i),
D cifj®g; e ((x,y) — chfj(l‘)gj(y)) ;
5=1 j=1
wohldefiniert und injektiv. Bezeichnet 7, die kanonische Projektion 7 4 (F') =

F+.#,sogilt Ao, = A. A ist nach Definition des Skalarprodukts (-, -) eine
isometrische Injektion, die sich somit zu einer Isometrie

A DX, )L (X' ) = LA(X x X', p@ )

fortsetzen 1afit. Um die Surjektivitdt von A festzustellen, reicht es aus, die
Dichtheit von ran(A) in L?(X x X', u ® u') zu verifizieren.
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Esseid :={AxB: A€ #,Bec H#;uA),u(B) < oo} Endliche Summen
der Form . cjxm;, ¢; € C, Ej € &, heiflen Treppenfunktionen bzgl. &. Da die
Treppenfunktionen bzgl. € in ran(A) enthalten sind und die Treppenfunktio-
nen bzgl. # ® .#' dicht in L?(X x X', u ® ') liegen, kénnen wir uns darauf
beschrénken, zu vorgegebenem U € 4 @ .#' mit p® 1/ (U) < oo die Funktion
xv in L*(X x X', ® ') beliebig gut durch Treppenfunktionen bzgl. & zu
approximieren.

Nun findet sich eine Folge (¢y,)nen von Treppenfunktionen bzgl. & mit ||xy —
©n|li — 0 fiir n — oo (vgl. [Lan], Thm. VI.6.3 und §VIL.8). Setze 1, :=
min{1, |¢,|}. Dann ist (¢, )nen eine Folge von Treppenfunktionen bzgl. &, und
es gilt

| @ -n@lmen@ < [ ) - b@ldio o

< / Ixv(2) — on(2)|dup®@ p/(2) — 0 fiir n — co.
XxX!

A.2.3 Tensorprodukt zweier Operatoren

Es seien T7, Ty lineare Operatoren in den Hilbert-Riumen 5% bzw. 5%4. Der
Operator T7 ® Ty 148t sich dann auf dom(77) ® dom(73) vermoge der Abbil-
dungsvorschrift

j=1

=1

A € K, ¢; € dom(Ty), ¢; € dom(T3), erkléren. Die Definitionsgleichung (A.2)
induziert eine wohldefinierte Abbildung: Gilt Z?:l Ajp; @ = 0, so ist dieser
Vektor nach Definition des Tensorprodukts von Vektorrdumen eine endliche
Linearkombination aus Elementen der Form

izl:aﬁy (m ®¢&) — (Zam,) ® (iﬁjgﬂ) _
Jj=1 j=1

i=1

Wendet man nun 77 ® 75 im Sinne von (A.2) auf solch ein Element an, so
erhilt man

ZZazﬁ] Timi @ Toé;) — (Z aZTm,) ® (leﬁjTng) — 0
j=1

=1 j=1
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Somit folgt T ® T ( Z;’:l Ajp; ® @Z)j) = 0, und die Abbildungsvorschrift (A.2)
ist unabhéingig von der speziellen Darstellung der Vektoren aus dom(7}) ®
dom(73) durch Elementartensoren.

Offenbar ist 7} @ T also ein linearer Operator in J4®.5%.

Bemerkung A.4. Es seien T, T5 und T} ® T, wie oben.

(i) 71 ®T; ist genau dann von null verschieden, wenn dies fiir 77 und 75 der
Fall ist.

Gilt T1 @ T, # 0, so ist T1 ® T» genau dann beschrinkt, wenn 77 und 75
beschrankte Operatoren sind. Ist dies erfiillt, so hat man |77 @ T5||,p =

T3] op| | 72| op-

(ii) Sind 77 und T dicht definiert in 54 bzw. #5, so ist T1 ®T; dicht definiert
in A&7, und es gilt Ty @ Ty C (T1 ® Ty)*.

Beweise fiir diese Aussagen finden sich in [Wei] unter Theorem 8.32.

A.3 Operatorhalbgruppen

Definition A.5. Eine Familie T'(¢), 0 < ¢ < oo, von beschrinkten Operato-
ren auf einem Banach-Raum X heifit Cy-Halbgruppe, falls die folgenden drei
Bedingungen erfiillt sind:

(i) T(0) =1I (mit I = Ix).

(ii) T(t+ s) =T(t) o T(s) fiir alle ¢, s > 0.

(iii) limp o T'(t)r = 2 fiir alle z € X.
Gilt iiberdies ||T°(t)||op < 1 fiir alle ¢ > 0, so heifit T'(t) Kontraktionshalbgruppe.
Der durch

Tz —
dom(A4) = {:L‘ € X :lim Tz =z existiert}
N0
und
Tz —
Az = lim LT 2T i dom(A)
N0

definierte Operator A : dom(A) — X heifit infinitesimaler Erzeuger der Cy-
Halbgruppe 7T'(t).

Bemerkung A.6. Ist A der infinitesimale Erzeuger einer Cy-Halbgruppe 7'(t)
auf X, so ist dom(A) dicht in X und A ein abgeschlossener linearer Operator
([Paz], Corollary 1.2.5). Uberdies ist dann sogar schon N2, dom(A™) dicht in
X ([Paz], Theorem 1.2.7).
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Satz A.7. Es seien (T(t))i>o eine Co-Halbgruppe mit infinitesimalem Erzeu-
ger A und (S(t))i>0 eine Co-Halbgruppe mit infinitesimalem Erzeuger B auf
X. Gilt A C B, so folgt T(t) = S(t) fiir allet > 0 (und daraus trivialerweise
A= B).

Diese Aussage wird im Fall A = B in [Paz| unter Theorem 1.2.6 verifiziert.
Sieht man sich den Beweis jedoch genauer an, so erkennt man, dafy die Vor-
aussetzung A C B ebenfalls hinreichend ist.

Definition A.8. Ist J# ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (-,-) und ist
A A DO dom(A) — H ein linearer Operator in 2, so heifit A dissipativ,
wenn R(Az,z) < 0 fiir alle z € dom(A) gilt.

Bemerkung A.9. Sei A ein dissipativer Operator.
(i) Ist dom(A) dicht in J#, so ist A abschlieBbar.

(ii) Ist A abschlieBbar, so ist der Abschlul A von A wiederum dissipativ.
Der Inhalt der Bemerkung wird in [Paz], Theorem 1.4.5, bewiesen.

Satz A.10. FEin linearer Operator A in einem Hilbert-Raum ¢ ist dissipativ
genau dann, wenn

|(AT — A)z|| > A|z|| fir alle x € dom(A), A > 0. (A.3)

Beweis. Ist A dissipativ, so gilt trivialerweise (A.3). Die Riickrichtung wird in
[Paz], Theorem 1.4.2, gezeigt. O

Theorem A.11 (Lumer-Phillips). Der lineare Operator A sei dicht defi-
niert im Hilbert-Raum €.
(a) Ist A dissipativ und existiert ein Ao > 0 mit ran(A\gl — A) = H, so ist
A der infinitesimale Erzeuger einer Kontraktionshalbgruppe auf 7€ .

(b) Ist A der infinitesimale Erzeuger einer Kontraktionshalbgruppe auf €,
so ist A dissipativ und fir alle X > 0 ist ran(A\] — A) = .

Den Beweis kann man in [Paz| unter Theorem 1.4.3 nachschlagen. Eine andere
Charakterisierung des infinitesimalen Erzeugers einer Kontraktionshalbgruppe
liefert das néchste Theorem.

Theorem A.12 (Hille-Yosida). Ein linearer Operator A in einem Banach-
Raum X ist genau dann der infinitesimale Erzeuger einer Kontraktionshalb-
gruppe auf X, wenn die beiden folgenden Aussagen gelten:

(i) A ist abgeschlossen und dicht definiert.
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(ii) Die Resolventenmenge p(A) enthdlt |0, 00, und fiir alle A > 0 gilt

1
1RO A)llp < 5

Ein Beweis findet sich in [Paz] unter Theorem 1.3.1. Die Aussage des Satzes von
Hille-Yosida 148t sich in eine Richtung noch verbessern (siehe [Paz], Corally
1.3.6):

Satz A.13. Sei A der infinitesimale Erzeuger einer Kontraktionshalbgruppe
auf dem Banach-Raum X . Dann liegt die offene rechte Halbebene H, in p(A),
und es gilt

1
[R(A; A)lop < ROV

fur alle A € H,.

Lemma A.14. Sei A der infinitesimale Erzeuger einer Co-Halbgruppe T(t),
t > 0, und seien M > 0, w € R mit | T(t)|lop < Me“t. Sei ferner v >
max{0,w}. Dann gilt fiir x € dom(A?):

1 Y+iR
T(t)x = lim —/ eMR(\; Az d),

R—00 271 y—iR
und fiir alle § > 0 konvergiert der Limes gleichmdfig in t € [§,61].

Das obige Lemma wird in [Paz|, §1.7, bewiesen. Dabei wird die Aussage
zundchst (in etwas allgemeinerer Form) fiir beschrinkte infinitesimale Er-
zeuger gezeigt, um dann mit Hilfe der sogenannten Yosida-Approzimation
A, = pAR(u; A) € #A(X) und einiger technischer Lemmata auf einen be-
liebigen infinitesimalen Erzeuger A iibertragen zu werden.

Definition A.15. Sei A; := {2z € C: |arg(z)| < 0} und T'(z), z € Ay, seien
lineare beschrinkte Operatoren auf einem Banach-Raum X. Die Familie T'(z),
z € Ag, heifit dann holomorphe Halbgruppe in Ag, falls

(i) As D z+— T(z) € #(z) ist eine holomorphe Abbildung.

(ii) T(0) = I und lima,5,07(2)z = z fiir alle z € X.
(i) T(z+ 7)) =T(z) o T (%) fiir 2, 2' € As.

Beziiglich des néchsten Theorems siehe [Paz|, Theorem 2.5.2, und die sich
direkt an den Beweis des Theorems 2.5.2 anschliefende Bemerkung:
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Theorem A.16. Sei T'(t), 0 < t < oo, eine gleichmdfiig beschrinkte Co-
Halbgruppe auf dem Banach-Raum X. Sei A der infinitesimale Erzeuger von
T(t), und es gelte 0 € p(A). Sei ferner 0 < § < w/2. Dann sind die folgenden
beiden Aussagen dquivalent:
(a) T(t) kann in Ay = {z € C : |arg(z)| < 0} zu einer holomorphen
Halbgruppe fortgesetzt werden, und fir alle 0 < & < § ist ||T(2)||op
gleichmdfig beschrinkt auf dem abgeschlossenen Sektor Ay .

(b) Die Menge ¥ := {\ € C: |arg()\)| < § 4+ 0} U {0} liegt in p(A), und es
existiert ein M > 0 mat

M
IR Allop < 17

fiir A € ¥*.
Al

Definition A.17. Sei X ein Banach-Raum mit Dualraum X'. Ist A ein dicht
definierter Operator in X, so setzen wir

dom(4") :={a € X': 38 € X'Vz € dom(A) : a(Azx) = B(z)}

und erkldren den zu A adjungierten Operator A" auf dom(A’) durch A'(a) = B,
wenn «(Azx) = B(z) fiir alle z € dom(A) gilt.

Die Dichtheit von dom(A) in X stellt dabei in der Definition die Rechtsein-
deutigkeit von A’ sicher.

Lemma A.18. Sei X ein Banach-Raum und A ein dicht definierter linearer
Operator in A. Ist A € p(A), so folgt A € p(A'), und es gilt R(A\; A') = R(X\; A)'.

Das obige Lemma findet man in [Paz] als Lemma 1.10.2; der néchste Satz wird
dort als Corollary 1.10.6 gefiihrt.

Satz A.19. Sei X ein refleziver Banach-Raum und T(t), t > 0, eine Cp-
Halbgruppe auf X mit infinitesimalem Erzeuger A. Dann ist die adjungierte
Halbgruppe T(t)' : X' — X', t > 0, ebenfalls eine Cy-Halbgruppe und ihr
infinitesimaler Erzeuger ist gerade der adjungierte Operator A’ von A.

A.4 Integration bzgl. komplexer Mafle

Eine Abbildung v : ¥g — C heile komplezes Maf auf R, wenn v(f)) = 0 erfiillt
ist und fiir jede Folge (A, ),en, bestehend aus paarweise disjunkten Mengen
aus X, gilt: v(UnenAn) = D, en Y(An); hierbei soll die rechte Seite ,,unbedingt
konvergent® sein, i. e. unabhéngig von der Anordnung der Summanden gegen
den gleichen Wert konvergieren.
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Dem komplexen Maf v 148t sich ein positives Ma8} || zuordnen, die sogenannte
totale Variation von v. Dabei ist |v| durch

V| —sup{Z\ : A, € Xg, A, NA, =0 fir n#m,UneNAn:A}

definiert. Die Abbildung |v|ist dann ein endliches Ma8 (s. [Lan], Thm. VII.3.2).
Sind A4, ..., A, € Xr und ¢y, ..., ¢, € C, so laBt sich fiir die einfache Funktion
Ti=y c,x 4, das Integral bzgl v erkldaren durch

/R (@) dv(e) = Y ew(A)

Es gilt nun der folgende Satz (s. [Lan], Thm. VII.3.5):

Satz A.20. Es existiert eine |v|-mefbare Funktion h auf R mit |h| = 1 derart,
daf fiir alle einfachen Funktionen T gilt:

/RT(.T) dv(z) :/RT(ai)h(.T) dlv|(z) . (A.4)

Ist 7 allgemein eine Funktion aus L!(R, |v|), so 148t sich offenbar (A.4) als De-
finitionsgleichung fiir das Integral von 7 iiber R bzgl. v heranziehen. Man kann
dann die bekannten Konvergenzsitze aus der Integrationstheorie fiir positive
Mafle anwenden:

Ist z. B. (fn)nen eine Folge in LY(R, |v|), die punktweise |v|-fast iiberall gegen
eine Funktion f konvergiert und existiert ein g € L'(R, |v|) mit |f,| < |g| fiir
alle n € N, so ist nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz f € L'(R, |v|),
und es gilt

lim [ f.(z / fz)dv(x
n—o0 R
denn:

‘/R(f"(x)_f /‘fn = f@)|dlv|(z) = /o — fllor@w)

und der letzte Term geht nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz gegen
null fiir n — oo.
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Sei nun ¢ ein komplexer Hilbert-Raum, und sei E : ¥g — Z(H) ein Spek-
tralmafl. Sind @, 1 € J#, so ist die Abbildung g 5 A — (E(A)p, 1) ein kom-
plexes Maf. Hier bietet sich die Moglichkeit, das Integral iiber (E(-)¢, 1) mit-
tels der Polarisationsformel durch Integrale iiber positive Mafle auszudriicken:

/ FO) dAEN ), )
/f N+ 1), 0+ ) — /f N — ), — 1)

+¢/Rf(A) d(EN) (¢ — i), o — i) —i/Rf()\) d(E(A)(¢+¢¢),¢+w>}
(A.5)

fiir beschriinkte Borel-mefibare Funktionen f (oder andere Funktionen, fiir die
die rechte Seite von (A.5) Sinn ergibt, vgl. [Wei], §7.2).

Dasich z. B. beschrinkte Borel-mefibare Funktionen f auf R gleichmé&fig durch
einfache Funktionen approximieren lassen, liefern die Gleichungen (A.4) und
(A.5) den gleichen Wert fiir [, f(X) d(E(X )gp,z/z).

A.5 Core eines selbstadjungierten Operators

Hier wird ein einfaches, aber hilfreiches Kriterium angegeben, um zu
iiberpriifen, ob es sich bei einem vorgegebenen Unterraum um ein Core eines
selbstadjungierten Operators handelt.

Zuvor soll jedoch noch kurz definiert werden, was unter einem , Core* zu ver-
stehen ist:

Definition A.21. Sei T ein abgeschlossener Operator in einem Banach-Raum
X. Ein Unterraum V von dom(7’) heifit Core von T, wenn der Abschlufl der
Einschréankung von 7" auf V' schon 7' selbst ist.

Satz A.22. Sei T ein selbstadjungierter Operator in einem Hilbert-Raum
mit Spektralmaff M : Yg — B(H). Sei (Ap)nen eine aufsteigende Folge be-
schrinkter Borel-Mengen mit UpenA, = R. FEs seien ferner U eine dichte
Teilmenge von S und V' der durch die Menge U,enM (A,,)U erzeugte Unter-
vektorraum von €. Dann ist V ein Core von T.

Beweis. Setze M, := M(A,) und o, := sup |A4,| fiir alle n € N. Offenbar gilt
M, C dom(T), daher ist insbesondere V' ein Teilraum von dom(7).
Sei nun f € dom(7T). Da U dicht in 7 liegt, findet sich eine Folge (f,)nen in
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U mit ||f, — f|| < (1 + 0,) 2 fiir alle n € N. Es folgt

[ Mnfr = FIF < [[Mu(fu — O+ MR\ AR) f]| < 5+ IIMR\AL)f][

1
(14 0y)

und der letzte Term strebt im Grenziibergang n — co gegen null. Somit kon-
vergiert die Folge (M, fn)nen aus V in S gegen f, und weiter gilt

||T(Mnfn_f)||2:/R)‘Zd<M()\)(Mnfn_f)aMnfn_f>
= [ Ra G- D fa-p [ AL

n R\An

sﬁmﬁfW+/ N d(MN ], f) < +/ XMV, f)
R\ 4, R\An

(14 0,)2

und der letzte Ausdruck strebt fiir n — oo gegen null, d. h. f liegt im Abschluf}
von V bzgl. der Graphennorm von 7. O

A.6 Quadratische Formen und die Friedrichs-
Erweiterung

Es seien (47, (-,-)) ein Hilbert-Raum, || - | die dazugehorige Hilbert-Norm auf
2 und Z ein Unterraum von 7.

Definition A.23. (i) Eine Abbildung s : 2 — R heifit quadratische Form
mit Definitionsbereich dom(s) = 2, falls eine hermitesche Sesquilinear-
form s’ : 9 x 9 — C mit s(f) = §'(f, f) fiir alle f € P existiert.

(ii) Erfiillt eine quadratische Form s fiir alle f € dom(s) die Ungleichung
s(f) > 0, so wird s als positive quadratische Form bezeichnet.

(iii) Die positive quadratische Form s nennt man abschliefibar, wenn fiir alle
Folgen (fy)nen in dom(s) aus lim,, o0 fr = 0 und limy, p—y00 S(fn—Ffm) =0
schon lim,, , s(f,) = 0 folgt.

(iv) Eine positive quadratische Form s heifit abgeschlossen, falls fiir alle Fol-
gen (fn)nen in dom(s) und alle f € 5 die Gleichungen lim, ,o. fr, = f
und limy, ;00 S(fr — frn) = 0 implizieren, da§ f in dom(s) liegt und
lim, o s(fn — f) = 0 gilt.

Sei s eine positive quadratische Form. Besitzt s eine Erweiterung in Form einer
abgeschlossenen quadratischen Form §, so mufl s notwendigerweise abschlief3-
bar sein.
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Sei nun s abschliebar. Bezeichnet || - ||s die durch ||f||s = /|| f]|2 + s(f) de-

finierte Norm auf dom(s), so 1d8t sich die Vervollstéindigung 7% von dom(s)
bzgl. der Norm || - ||s als Teilraum von s# auffassen:

Per definitionem ist % der Raum aller || - ||;-Cauchy-Folgen in dom(s), fakto-
risiert nach der Aquivalenzrelation

(fn)nEN ~ (gn)nEN = (fn - gn)neN ist || : ||5-Nullfolge;

die zu (f,)nen gehorige Aquivalenzklasse bzgl. ~ soll mit [(f,)nen] bezeichnet
werden.

Durch ¢([(fn)nen]) = #€ —lim,, o f, wird dann eine wohldefinierte Abbildung
L2 H, — H erklart. Die Abschliefbarkeit von s stellt die Injektivitdt von ¢
sicher.

Setzt man auf +(7%) die Norm || - ||s vermoge ||¢([(fr)nen))|ls = imp—oo || frlls
fort, so a8t sich 4 iiber den isometrischen Isomorphismus ¢ mit () C
identifizieren.

Definiert man 5(¢([(fn)nen])) = limy, 00 $(fn) auf J4, so stellt § eine abge-
schlossene quadratische Form mit dom(5) = 4% dar und es gilt 5|4om(s) = 5. Da
der Definitionsbereich jeder abgeschlossenen positiven quadratischen Form, die
s fortsetzt, augenscheinlich 7, enthalten muf}, ist § die kleinste abgeschlossene
positive quadratische Formerweiterung von s. Deshalb wird s als der Abschluf
von s bezeichnet.

Definition A.24. Sei T ein positiver selbstadjungierter Operator auf 7. Die
quadratische Form s von T wird erklirt durch dom(s) := dom(7%/2?) und
s(f) = (TY2f,TY?f) fiir alle f € dom(s). Der Definitionsbereich dom(s)
von s wird auch mit quad(T") bezeichnet.

Offenbar gilt fiir einen positiven selbstadjungierten Operator T auf 7 immer
die Inklusion dom(7T") C quad(T).

Der Zusammenhang zwischen positiven selbstadjungierten Operatoren und
dicht definierten abgeschlossenen positiven quadratischen Formen auf 7 wird
im néchsten Theorem benannt:

Theorem A.25. Sei s eine positive quadratische Form mat dichtem Definiti-
onsbereich dom(s) in . Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:
(7) s ist die quadratische Form eines positiven selbstadjungierten Operators

T auf .

(i) s ist abgeschlossen.

Ein Beweis der obigen Behauptung findet sich in [Dav] unter Theorem 4.12.
Das nichste Theorem setzt sich aus den Aussagen in [Dav]|, Thm. 4.14, und
[Wei], Thm. 5.38, zusammen.
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Theorem A.26 (Friedrichs-Erweiterung). Sei S ein positiver symmetri-
scher Operator auf 7 mit dichtem Definitionsbereich dom(S) = 9.

Dann ist die quadratische Form s : 9 — R, f — (Sf, f), abschliefibar und ihr
Abschluf ist die quadratische Form einer positiven selbstadjungierten Erweite-
rung T von S.

Genauer: Bezeichnet ¢, wie oben die Vervollstindigung von 2 bzgl. der von
(-;)s :={-,*) + (S-, ) induzierten Norm, so gilt dom(T") = dom(S*) N, und
Tf = S*f fir alle f € dom(T). Ferner gilt 7, = quad(T). T ist die einzige
selbstadjungierte Erweiterung von S mit der Eigenschaft dom(T') C ;.
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Verwendete Symbole

Menge der Abbildungen [z,-], z € g

Menge der beschriankten linearen Operatoren auf dem nor-
mierten Raum X

offene Kugel bzgl. einer Riemann-Metrik um das Einsele-
ment einer Lie-Gruppe mit Radius r

Menge der komplexen Zahlen ohne die Null

Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Tréger auf
dem lokalkompakten Hausdorff-Raum X mit Werten in C

Raum der k-fach differenzierbaren Funktionen mit kompak-
tem Trager auf der Lie-Gruppe G mit Werten in C

Cosinus hyperbolicus im Punkt
charakteristische Funktion der Menge A

Menge der C*°-Funktionen mit kompaktem Tréger auf der
Lie-Gruppe G mit Werten in C (Raum der Testfunktionen
auf G)

s. Definition 2.33

s. Definition 2.33

s. kommutatives Diagramm nach Bemerkung 2.13
Raum der Derivationen auf einer Lie-Algebra g
Durchmesser der Teilmenge A eines metrischen Raumes

Menge der linearen Endomorphismen auf einem Vektor-
raum V'

s. Satz 2.42

linearer Aufspann aller Elemente [z,y], z, y € g (Kommu-
tatoralgebra der Lie-Algebra g)

Gruppe der invertierbaren d x d-Matrizen
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q, (a, . )
quad(T)
(R™)*
R(z)
R(X\; A)
ran (1))

Py

p(T)
sh(?)
span(M)

supp(f)
o(T)

s. Voraussetzung 2.44
Menge der komplexen Zahlen mit Realteil echt grofier null

modifizierte Bessel-Funktion der ersten Art, s. Definition
4.5

s. Voraussetzung 1.1

identische Abbildung der Menge X

Imaginéarteil der komplexen Zahl z

Menge der endlichen Vereinigungen von Intervallen aus R
Linksschiebung um g € G, siehe Definition 2.7
Macdonald-Funktion, s. Definition 4.5

s. Definitionsgleichung (4.11)

Kern der linearen Abbildung A

modularer Faktor auf einer Lie-Gruppe G, s. Definition 2.5
Produktmafl der Mafle p und p/, siehe z. B. Satz A.3
Menge der natiirlichen Zahlen ohne die Null

s. Lemma 4.8

s. Voraussetzung 5.1

s. Lemma 4.8

s. Definition A.24

der Vektorraum R™ ohne den Nullvektor

Realteil der komplexen Zahl z

:= (A= A)~!, A ein linearer Operator

Bildbereich der Funktion %

s. Voraussetzung 5.1

Rechtsschiebung um g € G, s. Definition 2.7
Resolventenmenge des linearen Operators T'

Sinus hyperbolicus im Punkt

linearer Aufspann der Teilmenge M eines Vektorraums V/
inV

Triiger der Funktion f, i. e. Abschluff der Menge f~'(C*)

Spektrum des linearen Operators T
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o-Algebra der Borel-Mengen auf einem topologischen
Raum X

Tangentialraum der Mannigfaltigkeit /' im Punkt £ € F
s. Lemma 4.6

s. Definition 2.21 und Konvention 2.23

homogene Norm bzgl. D, s. Definition 2.41

s. Definition 1.11

Supremumsnorm
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