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¢D�V¸9ß9¥·¡��99�H²t£9�v¡�´fß����0ô¨�6³Kß �V���6�k��¡é¤V¥P¡�°q�¨à��c¤�¡·�9�6³��<���¨´Å¤V¢D¢6¸9��¤8���v�[¤���£Kî]�����6¨��¤V¥M ��V�k���
�¯¤V��¥·�Ã0/��îæ y��1B���6°�¸9¥©��°��<�¨�B��£9�là9¡��P¤V��¼o³9�D�9°�¡��]¼ ´f¤�����¡($«�â½Vð=�E��� �l¸9°��f��£9�l¡·´�ß9���0ô¨�6³
~g	k¸P¤��k��¸9´Áß �V���6�k��¡é¤V¥]��ïµ£9¡·¢c£Ä¤Vß9ß9¥�¡·�D³�¤�¥·°�� ���K¤ ß9¥·¤V°�´f¤Ùïµ¡���£�¡��k���D��´f�6³9¡é¤�����¢D�V¸9ß9¥·¡��99�
 ��¨���D�0ô¨�6�DÂ¨ïû�¯¸9°��y³9¡(�>�6���D���[ßM�V���D����¡·¤V¥·°��<�¨�§��£��¯¡·�����6��¤V¢���¡��¨�á���P�D¥��D¢6�����¨��°Hïµ¡���£a�¨ß9ß �¨°�¡����
¤V�9³ °�¤V´��¯°�ß9¡�� ß9���C ��D¢6��¡·�¨��°D� ²t£9¡�° °����q�V� ¡·´�ß9���0ôV�D³ ß �V���6�k��¡é¤V¥�°[¡�°[¸9°��D³l�<�¨�[°�¡·´a¸9¥·¤���¡��¨�9°
�V�>£k¼4³9���¨¨�6�&àM�6¨¡·���9¡·�9B�<���¨´���£9�µ�<¸9¥�¥�¼ ¡��¨�9¡·ª6�D³lß9¥·¤V°�´f¤�������£9�����DV¡·�¨���V��°æ�����¨�9a¤8���¨´
�<�¨��´K¤���¡·�¨�>�\�O¡���£Ä��£9� ¡�´fß����0ô¨�6³ÝßM�V���D����¡·¤V¥·°���£9�Ùß9���¨ß �D�æ��¡��D°��V�q��£9� ßP¤V�æ��¡é¤�¥·¥�¼&¡·�¨�9¡�ªD�6³
£�¼4³9���¨V�D��ß9¥·¤V°�´f¤�¢D¤V�&à ��°æ��¸9³9¡��D³���%�$Z¢D�6¥·¥��D���µ¤V¨���D�6´f�6�k�|ïµ¡���£���îæ y�#���6°�¸9¥©��°û�<�V�û��£��
�����c¤V¥§�D���D���¼Ä¡�°v�<�¨¸9��³���®P¸9�æ��£9�6�DÂ ßP¤V¡·��³9¡�°�����¡·à9¸Z��¡·�V�9°�¤��9³oß9¥·¤V°�´��¨�Ä°�ßM�6¢6����¤&¤V���Ù¢6�¨´lñ
ßP¤V���D³ ïµ¡©��£ ��£9��ÿ@�¯��´f�4³9�6¥E�"î]�'¤V³9³9¡©��¡��¨��ÂH��£9�fê9��°��a���D°�¸9¥���°á�<�¨�á°�ß9¡��Zñ]°�ß9¡·� ³9�D��°�¡��]¼
4P¸9¢���¸P¤8��¡·�V�9°�¤V���B�¨àZ�c¤V¡��9�D³��<�¨�µ¤ �9�¨��¡·³9�D¤V¥�£�¼4³9���¨V�D�Äß�¥é¤V°�´K¤��
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î]�#��£�¡·°�¢c£P¤Vß����D�&ïû�Äïµ¡·¥�¥�¡���ô¨�D°æ��¡��¤����"��£9�6��´��Z³Z¼Z�9¤V´f¡�¢Ä¤��9³#³�¼4�P¤V´�¡·¢"ß9���¨ßM�6����¡·�D°f�V�
°�´f¤V¥�¥P0

N = 5 . . . 20
1µ�]ïû��³9¡·´��D��°�¡·�V�P¤V¥§°�¼4°����D´�°B�V�|�D¥��D¢6�����¨��°DÂ�¢6�¨��êP�9�6³ ¡·� ¤K°�ß9£9�D��¡©ñ

¢2¤�¥·¥�¼f°�¼4´�´f������¡·¢�£P¤���´��¨�9¡·¢�ßM�V���D����¡·¤V¥E�[î]��°�¸9¢c£�°æ¼4°����6´f°µ��£���´��V��¡·�¨�&���H��£9��ßP¤V����¡·¢6¥·�D°
¡·°y���D°æ����¡·¢6���D³�¡·��¤�¥·¥ °�ßP¤���¡é¤V¥M³9¡·���D¢���¡·�V�9°D�qÿ��9�B°�¸9¢c£"ßM�¨°�°�¡�à9¡·¥�¡��]¼��V�I£9¡·°y���D°æ����¡·¢6��¡·�¨�K¡·°¯��£��
¤Vß9ß�¥�¼4¡·�9K�V�û¤&¢D�¨��ê9�9�D´��D����ß �V���6�k��¡é¤V¥/��²t£9� ¢D�¨�ZêP�9¡·���ßM�V���D����¡·¤V¥[¢D¤V�Ýà � ¢D���D¤����6³ àk¼
��$4���D���9¤V¥¯�D¥��D¢������V´K¤VV�9�6��¡·¢ êP�D¥�³9°D� � °�¡·´�¡·¥·¤V�B°�¡©��¸P¤8��¡·�V� ¢2¤��'��$Z¡·°æ�a¡·� °��D´�¡·¢6�¨�9³9¸�¢6���V�
´a¸9¥©��¡ ñ]¥é¤2¼V�D���6³�°�����¸9¢���¸9���D°D�

��¸9��¡·�9���£9�¯ßP¤�°�� �<��ï�³9�D¢D¤V³9�D°�¢6�¨�9°�¡·³9�6��¤Và9¥��¯¤������6�k��¡·�¨�Ù£P¤V° à �D�6� ßP¤V¡·³�������£9�¯°æ��¸9³�¼
�V�§��£��Bß9£�¼Z°�¡·¢D¤V¥�ß9£9�6�9�¨´��D�P¤ �4¢D¢6¸9����¡·�9 ¡��&´f�6°��¨°�¢D�¨ß�¡·¢B°�¼4°æ���D´�°µ�V�I¢c£P¤V��¨�D³�ßP¤V�æ��¡�¢D¥·�6°D�
	k¸P¤V����¸�´ ³9�V��°DÂ9ïµ¡·���D°6Â9��¡��9¨°DÂ��6��¢��q²t£9�D����¡�°t¤V¥�°��l¤ �9�6ï ¢D¥·¤V°�°t�V�H¡·��ôV�D°���¡·�¤8���D³��¨à� ��D¢6��°
ñq�*$�¢6¡����¨��à9¡·¥·¤2¼¨�D��°DÂ9°��D���µ�6�r���èº¨ë��/� ²t£9��¡��k���D���D°��µ¡��K��£��D°���°æ¼Z°æ���6´f°µ£P¤V°y°��6ôV�D��¤V¥�¢2¤V¸�°��D°6�
®[¡���°��DÂ�³��6ô¨�6¥·�¨ß�´f�6�k�H�V��´f¡�¢D���4�D¥��D¢������V�9¡·¢ ³��6ô4¡·¢6�D°[���|	k¸9¡����D³á´f�V���q³9�6��¤V¡·¥��D³�¡·��ôV�D°���¡·�¤8��¡·�V�
¤V�9³�¸9��³9�D��°��c¤��9³9¡·��ó���vß����4¢D�D°�°��6°DÂyß����4¢D�D�6³9¡·��Ý�¨�'��£9��°�¸9���T¤V¢6��¤V�9³�¡·� �9�2¤V�rñ]°�¸9���T¤V¢6�
¥é¤2¼V�D��°��V�û³9¡(�>�6���D����´f¤����6��¡é¤�¥·°D��²t£9��´K¤�¡·�o¢c£P¤���¤V¢����D��¡·°æ��¡·¢ ���y°�¸9¢c£ ³9��ô4¡·¢D�6°�ñ�°�ßM�6�D³ó�V�
�¨ß �D��¤���¡��¨��Ây���D¥�¡é¤Và9¡�¥·¡©�]¼¨Â��D���D���¼S¢6�¨�9°�¸9´fßZ��¡·�V��ñÙ³9�Dß �D�9³�°K¡·�SßP¤V�æ��¡·¢6¸9¥é¤�� �¨��³9¡(�>¸�°�¡·�V�
ß9���Z¢6�D°�°��D°á�9�2¤V��°�¸9���T¤V¢6�V�KãZ�9Â��<¸���¸9���lß9���¨¨���6°�°�¡·� ´�¡·¢6���4�D¥·�6¢6�����¨�9¡�¢D°�¡�� ´K¤V��¼ ¤�°�ß �D¢6��°
¡·°B³��6êP�9�6³ à�¼ ³9��ô¨�D¥��¨ß9¡��9��V�û��£9�D�V���6��¡·¢D¤V¥ ¡·��°�¡·V£k��¡������&��£���ß����¨ß �D�æ��¡·�6°��V�y´��D°��¨°�¢6�¨ß9¡�¢
°�¼4°æ���D´�°D�

²t£9��°��6¢D�¨��³�¡�´fß �¨�æ�c¤V�����T¤V¢6���¨�Ù¡�°a¢D�V�9�9�D¢����6³�ïµ¡©��£ù³��6ô¨�6¥·�¨ß�¡·�9o���µß9���6¢D¡·°���´f����£Zñ
¹0¾



�'l�m\n\���To§Ý5rtsg��Þ��d���xs�ß^m\�xs���à^áâ���v�ãT^ä2åæ�'ãSv�������o�� ¹¨¹
�4³9°��V�q���2¤V¥�¡·ª2¤8��¡·�V���<�¨�v³9¡��M�D���D���B´�¡·¢D���Z�6¥·�6¢6�����¨�9¡�¢D°�°�¼4°����D´�°D��î �B£P¤V°�à �D¢6�¨´��aßM�V°�°�¡�à9¥·�
���l¢6���2¤8���Bïµ¡���£�ß9����ôZ¡��¨¸9°�¥�¼&¸��P¤V¢c£9¡��6ô�¤Và9¥��Bß9���6¢D¡·°�¡·�¨����£9¡·�Zñ ¥é¤2¼¨�6�¯°�����¸9¢���¸9���D°�¥·¡�±V��´��6��¤V¥©ñ
³9¡��D¥·�6¢6����¡·¢òñ]°��D´�¡·¢D�V�9³9¸9¢����¨��°DÂµ³9¡��M�D���D���"£9�6���D���¨°�����¸9¢���¸9���D°�¤V�9³O¢D�¨´�ß9¥�¡·¢2¤8���D³ °�¸9ß �D��¥·¤���ñ
��¡�¢D�6°D�qãZß �D¢6¡é¤V¥P���6ï#���D°��û°�����¸9¢���¸9���D°|£P¤2ô¨��¤Vß9ß �2¤V���D³�¡·�����D°��2¤V��¢c£K¥·¤VàM�V��¤����¨��¡��D° ¡�°|V¡�ô4¡·�9
��¡�°��a���"���6ï��*$ZßM�6��¡·´��D����¤V¥ ���6°�¸9¥©��°6��²I����£9�6°��l�9��ïõ���6°�¸9¥©��°Bà �D¥·�V�9�´f�D¤V°�¸9���D´��D����°�¡��
	k¸P¤V����¸�´ ³9�V��°Ùïµ¡���£'¤oß9���D°�¢6��¡�àM�6³'�4¸�´aàM�6�a�V��ßP¤V�æ��¡�¢D¥·�6°e�èº#�=�/�oî]�'��$Zß �D��¡·´��D����° ¡©�Ù¡�°
�9�0ï�ßM�¨°�°�¡�à9¥·�"���ù¢6�¨�������V¥���£9�Ä�4¸�´aàM�6�&�V��ßP¤V�æ��¡�¢D¥·�6°K¡��#°�¸9¢c£{¤V�æ��¡©êP¢D¡·¤V¥:zä¤����¨´f°)zy¤��9³
zè´f�¨¥��D¢6¸9¥·�6°|zF¤V�9³�¡·��ô¨�6°���¡·�¤�������£9��ß9���¨ß �D�æ��¡��D°�³9�Dß �D�9³�¡·�9f�¨�Ä¤�³9³9¡·��f�¨�����6´f�0ô4¡·��f�¨���
ßP¤V�æ��¡�¢D¥·���§î]�ÙßP¤V�æ��¡�¢D¸9¥·¤V�DÂ:¡·����£��ûßP¤�ßM�6�d�èº#�=�4¤�°������¨�9�³9�6ßM�6�9³9�D��¢D�¯�V��¢c£9�D´�¡·¢D¤V¥kßM�����D����¡é¤V¥
¡·°�³��Dß �D�9³9�6���¯�¨�l��£9�µ�k¸9´aà �D�|�V�MßP¤V�æ��¡·¢6¥·�6°�¡·� ��£9�^	k¸P¤V����¸9´õ����¤�ß��ä²t£�¡·° ïy¤V°û³�¡·°�¢6�0ô¨�D���D³
¸9°�¡·�9&�V�9��ñ �D¥·�6¢6�����¨�Ý¢D¤VßP¤V¢6¡��]¼"°�ß �D¢������V°�¢D�Vßk¼V�á²t£�¡·°�³9�6ßM�6�9³9�6�9¢D�l¢2¤��ÝàM�a�*$Zß9¥é¤V¡��9�D³Äàk¼
´f¤V��¼ÝßP¤V�æ��¡·¢6¥·� ¡��k���D��¤V¢6��¡·�¨�9°�¤V��³ ¢6�¨�����D¥é¤8��¡·�V�9°DÂ�ïµ£9¡�¢c£ £P¤2ô¨��°�¡�¨�9¡©êP¢2¤V����¡·�Á4P¸9�D��¢D���¨�
��£��Ä�D���D���¼�°�ßM�6¢6����¸9´"�ç�y£9¤V�9¨¡��9 ��£9�Ä¢6�¨�������V¥·¥·�6³�ßP¤���¤V´��6���D��°�¡·��¤V����¡�êP¢6¡é¤V¥µ¤8���¨´�°DÂ
¥·¡�±V��³9�6�9°�¡©�]¼¨Â|ßP¤V�æ��¡·¢6¥·�&¢c£9¤V��¨��Ây�*$Z���D���P¤V¥tß �V���6�k��¡é¤V¥û°������D��V��£�Â|���6´fß �D��¤���¸9�����6��¢V�©Âû��£��
��$Zß �D��¡·´��D���c¤V¥�¡·°æ��°y¢D¤V��¢D�V�k�����¨¥M��£9��°æ�c¤������V�§��£���°�¼4°����D´Á¤��9³�°���¸�³�¼K��£9��°�¼4°æ���D´ ¡·�&��£��
¢D¥·¤V°�°�¡·¢D¤V¥����6¨¡·´��V�

� �9����£9�6��¡�´fß �¨�æ�c¤V�������2¤V°��¨� ïµ£k¼Ý��£9�D���l¡·°�¨���0ïµ¡·�9�¡·�����D���6°���¡·�oê9�9¡���� °�¼4°����D´�°á¡��
��£��t¢D�¨��ê9�9�D´��D���qß �V���6�k��¡é¤V¥4¡·°H��£P¤�� ¡�� ¡�° ß �¨°�°�¡·à9¥��y���B³9¡����6¢6��¥©¼��¨à9°��6��ôV�VÂ��<�¨� �*$9¤�´fß9¥��¯¸9°rñ
¡·��l¤V���6¥·�6¢6�����¨��´f¡�¢D���¨°�¢6�¨ßM��Â��¨��³9�D���D³"°�����¸9¢���¸9���D°DÂF���D´�¡·�9¡�°�¢D�6����¤����¨´�°yñ|ßP¤V�æ��¡�¢D¥·�6°t¤V���
³9¡�°�����¡·à9¸Z���D³��0ôV�D�t°�£��D¥·¥�°yïµ¡���£�³9¡��M�D���D���µ°�¼4´�´f�����æ¼K�6¥·�D´��D����°t���D¥·¤���¡©ô¨�����a��£9�B¢6�D�����6�t�V�
��£���¢6�¨��êP���D´��D����ß �V���D����¡·¤V¥E�qî]��¤����2¤V¥��*$�ß �D��¡·´��D�����¨�t¢D�V´fß9¸Z���D�µ°�¡·´a¸9¥·¤���¡��¨�&�¨���á¢D¤V�
¡·��ôV�D°���¡·�¤8���B��£9��ß9���¨ßM�6����¡·�D°µ�V�H��£9��¨���¨¸9�9³"°���¤������V�[¤V�o¤V�æ��¡©êP¢D¡·¤V¥�¤����¨´èzè¢D¥�¸9°����D�|z9ñ|��£��
�¨��³9�D�|�V��°�£9�D¥�¥PêP¥·¥�¡·�99Â���£9���k¸9´aà �D�|�V��ßP¤�����¡�¢D¥��D°q�¨�K��ô¨�6��¼�°�£9�6¥·¥F¡·�l��£��v°æ¼Z°æ���6´è0<¥·�2¤�³9¡·�9
��� ¤��S¤��P¤V¥·�VV¼ó�V�µ��£9��ß �D��¡·�4³9¡·¢��c¤Và9¥��K�V�� ��6�9³9�6¥·�6¼V�6ô51���®P�¨�Ù��$�¤V´�ß9¥·��Â�¡·���µ�6�r�P� ¿9¹|�
�<�¨��´K¤���¡·�¨�l�V�M��£9�vßP¤V�æ��¡·¢6¥·�µ¢D�V��êP¨¸9��¤���¡��¨�9°û¤V°qïy�6¥·¥M¤V°ûß�£P¤V°�������¤V�9°�¡©��¡��¨�f¡��&½�� °�¼4°����D´�°
¡·�S¤ ¢6¡·��¢D¸9¥·¤V� ßP¤V��¤VàM�V¥·¡·¢�¤��9³S£9¤V��³ZñEï¯¤�¥·¥¯ïû�D¥·¥µ¸9°�¡·�9 ¢D¥·¤V°�°�¡·¢2¤�¥� ��¨�����y�¯¤V��¥��ó°�¡·´a¸�¥é¤8ñ
��¡��¨�9°��<�¨�3�\é ¹6ñrºV¾¨¾��"���Dß �D��³9¡·�9Ý�V� ��£��K�]¼4ßM�&���t¢D�¨�ZêP�9�D´��D���aê9�D¥·³>ÂH��£��&�D¥��D¢6�����¨��°
¤V����¤V����¤V�9¨�6³ù¡·�����Ý°�£9�6¥·¥·°�ïµ¡���£'¤V��¤2ô¨�6��¤V¨��¡������D�rñ]�6¥·�D¢������¨�ù³9¡�°��c¤��9¢D�Kïµ£�¡·¢c£'³9�6ßM�6�9³9°
�¨�SàM�V��£S��£9����¤V³9¡�¸9°y0<°�£9�6¥·¥µ�k¸9´aà �D�ê1 �<�¨��¤óßP¤V����¡·¢6¸9¥é¤V� °æ����¸9¢6��¸9���Ä¤V�9³��V�S��£��������c¤V¥
�k¸9´aà �D�µ�V�[�D¥·�6¢6�����¨�9°6�¯ã4�¨´f�B���[��£��D°���¨���¨¸9�9³"°���¤�����¢D�¨�ZêP¨¸9��¤���¡��¨�9°¯�<�¨�¯��£9�á¢D¤V°����V�[¤
ßP¤V��¤Và �¨¥·¡�¢a¢D�¨�ZêP�9�D´��D���ÙßM�V���D����¡·¤V¥�¤V���f³��Dß9¡�¢6���6³ ¡�� ®[¡�9�§½Z�©¹¨�fî ��ïy¤V°��<�¨¸9�9³ ��£P¤8�á�<�¨�
¥é¤���¨�B°æ¼Z°æ���6´f°µ��£9��°æ����¸�¢6��¸������V�H��£9��¡·�9���D�t°�£��D¥·¥�°µ¡·°¯ô¨�6��¼�¢6¥·�¨°������ ��£9���¨�9���V�[¤ ����¡·¤V�Zñ
¨¸9¥·¤V�|¥é¤�����¡·¢6�V����¤V´��D¥©¼¨Â4¤V¥·´��¨°æ�y¤�¥·¥P��£9�V°����6¥·�D¢������¨�9°¯¤�����°�¡($4�<�¨¥�³K¢D�4�¨��³9¡·�P¤8���D³>Â4ïµ£9�6���D¤V°
�¨¸����D�B°�£9�D¥�¥·°B¢D�V�9°�¡�°����V�û¥·�0ïy�6�æñ ¢D�4�¨��³9¡��P¤����D³Ý�D¥��D¢������V�9°D� ²t£k¸9°���£9�6���l¡·°�¤�¢6�¨´�ßM����¡���¡·�¨�



�'l�m\n\���To§Ý5rtsg��Þ��d���xs�ß^m\�xs���à^áâ���v�ãT^ä2åæ�'ãSv�������o�� ¹:½
à �6�]ïû�D�D�f�]ïy��ñE�]¼4ßM�6°û�V�>�¨��³��D��¡��99�I�¨��³��D��¡��9�¡·�����B����¡é¤��9¨¸9¥·¤V�æñ ¥é¤�����¡·¢6�û°æ����¸9¢6��¸9����0h�O¡�¨�9�D�
¥é¤8����¡�¢D�Z1[¤V�9³l�¨��³9�D��¡·�9�¡·�����á¤B°�£9�D¥�¥9°�����¸9¢���¸9���V��²t£9�µ����¡é¤V�9V¸9¥é¤V�rñ]¥·¤�����¡·¢D�q°æ����¸�¢6��¸�����¡·° ��£��
�¨��³9�D���D³Ä¢6�¨��êPV¸9��¤���¡·�¨���<�¨��¤V��¡·��êP��¡����á½V�å°�¼4°æ���D´ �V�[ßM�¨¡����vß9¤V����¡·¢D¥��D°tïµ£9¡�¥·�B��£9��°�£��D¥·¥
°�����¸9¢���¸9��� ¡·°�¡�´fß �¨°��D³oà�¼Ä��£9� ¢D¡���¢6¸9¥é¤V�v°�¼4´�´f������¼��V�q��£�� ¢D�¨��ê9�9�D´��D����ß �V���6�k��¡é¤V¥/�Bî]�
¥é¤���¨�B°æ¼Z°æ���6´f°30

N > 40
1òÂPßP¤V�æ��¡·¢6¥·�6°t¡·�9°�¡·³9�B��£��á¢6¥·¸9°æ���D��°v£9¤0ôV�á¥��D°�°v�V� ¤����D°æ����¡�¢6��¡·�¨���¨�

��£�� ¢D�¨��ê9�9�D´��D����ßM�����D����¡é¤V¥[¤V�9³Ý��£9�6�����<�¨����ÂIà�¸9¡·¥�³Ý¤�£9��$�¤V¨�V�P¤V¥ ¥·¤�����¡·¢D��ÂMïµ£9¡�¢c£ ¡�°��D�4ñ
�D��¨�6��¡·¢D¤V¥·¥©¼a��£9�v´f�V°��|�T¤0ôV�¨���6³K�<�¨�|¢D�¨����¡·�k¸9�¨¸9°û°�¼4°����D´"�q�v¤�³9¡é¤V¥F³9¡�°�����¡·à�¸���¡��¨� �<¸9�9¢6��¡·�¨��°
g(r)

�V���D¥��D¢������V�9°y�¨�f��£9��¡��9�9�6�û°�£9�D¥�¥·°y°�£9�0ïj¤��]ïû��ñ]ß �2¤V±�°�����¸9¢���¸9����ïµ£9�6���2¤�°¯��£9�v�¨¸����6�
°�£��D¥·¥�°t£P¤2ô¨��	k¸9¡������9¤V�����:ïjß �2¤V±k°����)49�D¢6��¡·�9�¤ ïy�6¥·¥ ñ]³9��êP�9�D³�°�£9�D¥�¥���¤V³9¡�¸9°D�

²t£9�Ù¢6¥é¤V°�°�¡�¢2¤V¥�´��Z³��D¥�¸9°��D³oà �D¥��:ï ³9�D°�¢D��¡·à �D°\	k¸9¡©����ïy�6¥·¥���£��áà �D£P¤2ô4¡·�V������¡·�¨��°v¤��9³
³9¸9°æ�]¼Kß�¥é¤V°�´K¤�ßP¤V�æ��¡·¢6¥·�6°|¡��K��¤V³9¡·�8ñ �<���)	k¸9�D�9¢�¼l����¤�ß9°E0T�[¤V¸9¥F����¤Vß�1��¨�û�H�D���9¡·�9á����¤�ß9°\�èº�¹¨Â
º�½=��¤V°�ïy�6¥·¥�¤V°§°æ¼Z°æ���6´f°I�V�4�D¥��D¢6�����¨��°I�V�á£9�6¥·¡�¸9´{ê9¥·´�°��äºVº�Â©ºV¿ �k¤V��³�°��D´�¡·¢6�¨�9³9¸9¢����¨��¥·¤2¼¨�D��°
�V��³9¡��M�D���D���§�<�¨��´�°T0T°�¸9ßM�6��¥·¤�����¡·¢D��Â����D°��¨�P¤V���I��¸9�9���D¥·¡��9µ³9�6ô4¡�¢D�VÂV½V��¥é¤����D��¤�¥¨°�¸9ß �D��¥é¤�����¡�¢D�Q1
�èº�ç=�/��®P�¨�t�]ïû��ñ]³9¡�´f�6�9°�¡��¨�P¤V¥§°æ¼Z°æ���6´f°������D¥��D¢6�����¨��°DÂ�¤�¢D¥·¤V°�°�¡·¢2¤�¥I´��4³9�D¥§¢2¤��oàM�Ù¤Vß9ß9¥�¡·�6³
¡�����£9� ´f�D¤V�O¡·�����6��ßP¤V�æ��¡�¢D¥·�Ä³9¡·°æ�c¤V�9¢6� ¡·� ��£9� ¢6¥·¸9°æ���D�6Â

r = (πρ)−1/2 ¡·°�¥·¤V��¨�6�K��£9¤V�
��£���¢c£9¤V��¤V¢����6��¡·°æ��¡�¢ °�¡·ª6�l�V�yß9¤V����¡·¢D¥��Ùïy¤0ôV���<¸��9¢6��¡·�¨� ¡·�Ý��£9�l£P¤V��´��¨�9¡�¢aß �V���6�k��¡é¤V¥/Â

l0 =

(h̄/mω0)
1/2 0T¡·�#¤ù´K¤V¢6���¨°�¢D�¨ß�¡·¢Ä°æ¼4°����6´ ��£9�Ä¢c£P¤V��¤�¢6���6��¡�°���¡�¢o°�¡�ªD�Ý¡�°&³9�6ê9�9�D³Oà�¼#��£��

���K¦y���¨V¥·¡·� ïy¤2ô¨��¥·�6�9V��£
λ =

√
2πh̄2/mkBT

1���²t£9�6°���¢6�¨�9³9¡©��¡·�V�9°�¤V�����<¸9¥�êP¥�¥·�6³ ¡��
°�¼4°æ���D´�°¯�V���D¥·�6¢6�����¨�9°�0T£9�V¥·�D°ê1q¡��K£9�����6���¨°æ����¸�¢6��¸����D°6Â��<�¨�|��$�¤V´�ß9¥·��¡·�&Ã�¤ � °Wë � ¥hÃ�¤ � °|�V�
¡·�ª	k¸P¤V����¸�´	³9�V��°�ïµ¡���£ ³��D�9°�¡���¡��D°

ρ < 107 − 108cm−2 ¤V�9³ó���6´fß �D��¤���¸9���D°�²íì ¹2«l�
®P�¨��£9¡·¨£��D��³9�D�9°�¡���¡·�D°v�¨��¥·�0ïy�6�v���D´�ßM�6��¤���¸9���á¤&	k¸P¤V����¸�´ ´��4³9�D¥§£P¤V°����&à �Ù¸�°��D³«0T¡E�è�V�
��$�¤V´�ß9¥��E	4¸9¤V����¸9´  y�O´f����£9�4³9°@�èº¨ð�Â]¿�¾=�E�

î]����£9¡�°¯¢c£P¤Vß����D�¯ïû�B³9�2¤�¥>ïµ¡���£�¢D¥é¤�°�°�¡�¢2¤V¥�¥�¼l´��Z³��D¥·�6³&°�¼4°æ���D´�°D�yÿ��9���V�§��£9�B°�¼4°����D´�°
ïµ£9¡�¢c£ ïµ¡·¥�¥ à ��³��D°�¢6��¡�àM�6³ ¡·� ãZ�6¢6��¡��¨� ½Z�íç4ÂI¡�°�¢D�¨�9���D¢6���D³ ïµ¡©��£ ¢D�V�9°�����¸9¢���¡·��Ä�V�y´f¡�¢D���
³9��ôZ¡�¢D�6°DÂqàP¤V°��D³��¨�ù��£��&³9¡��M�D���D�9¢6���V��¤V�9V¸9¥é¤V�áß9���VßM�6����¡��D°a���µ¢D¥·¸�°����6��°aïµ¡©��£

N = 19¤V�9³
N = 20

ßP¤V����¡·¢6¥·�D°��èº¨ì��/��¬v�6����ïû��¸9°��D³��D¥��D¢������V�9°¯¤V°|��£9��°�¡·´Ù¸9¥é¤����D³�ßP¤V�æ��¡·¢6¥·�6°DÂ4à9¸��
�¨à�ô4¡·�¨¸�°�¥�¼fïy��¢2¤��Ä¤Vß�ß9¥�¼K�¨¸9�t¢D�V�9°�¡�³9�D��¤���¡��¨�����l°�¼4°����D´�°v���[�V��£9�D�µ¢c£P¤���¨�6³�ßP¤�����¡�¢D¥��D°D�
Æ�ÇêÆ î�Õ�Ò�ïfÎdÕxïeÒ'Ï@Ð«Õ�Ò'Ï�×fÌ�Í*Õ�Í�Ù�×fÌ¬ØfïwÒ�Í)×fð Ó Ô�Ð*Õ�Í)×fð
��¸9��¡·�9�¤V� ¡·�9¢6���2¤�°����V�y��£9�����D´�ßM�6��¤���¸9����¡·� ¤V�æ��¡�ê9¢D¡é¤�¥�zä¤����¨´�°|z���£9�D���&¤V��� �]ïy�oß �¨°�°�¡©ñ
à9¡�¥·¡���¡·�6°á�V�v³9¡�°��¨��³9�D�6�ù²t£9��êP��°æ�l�¨�9��¡·°a°���ñ]¢D¤V¥·¥��D³ñzè�¨��¡��D���c¤8��¡·�V�P¤V¥|´f�6¥���¡��9½z©� ²t£9���¨��¡©ñ
�D����¤���¡��¨�P¤V¥§´��D¥���¡·�9là �D¢6�¨´f�6°�¤Vß�ßP¤V���6���B¤V°v³9¡��M�D���D����ßP¤�����°v�V� ��£9�Ù¢6¥·¸9°æ���D��0|°�£9�D¥�¥·°6ÂM¡��
�¨¸9��¢2¤�°��Q1B�����c¤����f¤�°Ù¤�ïµ£9�¨¥·�l¡�� ���D¥é¤8��¡·�V� �����D¤V¢c£ù�V��£9�D�á¤V�9³ó¥·�V°��l��£9���¨��¡��D���c¤8��¡·�V�P¤V¥



�'l�m\n\���To§Ý5rtsg��Þ��d���xs�ß^m\�xs���à^áâ���v�ãT^ä2åæ�'ãSv�������o�� ¹0º
�¨��³9�D�6�t²t£9�á���D´�ßM�6��¤���¸9�����V� �V��¡·�6���c¤���¡·�¨�P¤�¥�´f�6¥���¡��9 °������¨��¨¥�¼�³9�6ßM�6�9³9°v�¨�o¤�¢D¥·¸�°����6�|zè°
°�¼4´�´f�����æ¼ù¤V��³�´f¤2¼ ô�¤V�æ¼ �0ôV�D�l´K¤��k¼ �¨��³9�D��° �V��´K¤VV�9¡���¸9³9�y� ¿�¾�Â�¿¨¿ �/� î ���¨�9�K£9�2¤���°
��£��á¢6¥·¸9°æ���D�t�<¸9�æ��£9�6�DÂP��£��D�ªzä��¤V³9¡é¤�¥�´f�6¥���¡·�9½zZ¢2¤V��àM���¨à�°��D�æô¨�6³�Â>¤��9³ÄßP¤�����¡�¢D¥��D°tà �D¨¡������
 �¸9´�ßÄ�<���V´ �V�9�a°�£��D¥·¥§���&¤V�9�V��£9�D�6��ÿ��9�a°�£��¨¸9¥·³Ä¸9�9³9�6��¥·¡��9�á��£P¤����6ô¨�6� ¡·�Ä��£9�a°���¤����á�V�
��¤�³9¡é¤V¥H´f�6¥���¡·�9K��£9�l°�£9�6¥·¥�°æ����¸�¢6��¸����l¡·�Ý��£���¢6¥·¸9°æ���6�B¢2¤V�ó°���¡·¥·¥HàM�l�¨à�°��D�æô¨�6³óñ�ß �2¤V±k°��V�
��£��B��¤V³9¡·¤V¥>³�¡·°�����¡�à9¸���¡��¨�K�<¸9��¢6��¡��¨��¤V���B°���¡�¥·¥M°�£P¤V��ß�¡·�&��£���~r¥·¡�	k¸9¡·³&ß�£P¤V°��*�c��²t£9�6°���ßM�D¤V±k°
¤V����¢6�¨�����D°�ßM�¨��³9°t����°�£9�6¥·¥·°t�V����£9��¤Vß9ß9���¨ß9��¡é¤����B³9¡·°æ�c¤V�9¢6�D°6�

²t£9��´f�6¥���¡��9Bß9���Z¢6�D°�°|�V�>°�´f¤V¥·¥Z¢D¥·¸�°����6��°|£P¤V°q°��V´f�µ³9¡(�>�6���D��¢D�D°|¡·��¢D�V´fßP¤���¡·°��¨�aïµ¡���£
��£��B´f�6¥���¡��9Ù������£9�B´f¤V¢D���¨°�¢6�¨ß9¡�¢�´f¤������D�D��²t£��B´f�6¥���¡��9á���D´�ßM�6��¤���¸9�����V��êP�9¡©���B¤V����¤2¼4°
�V��¡��¨�9°|¡·°q�<�¨¸9�9³f���Ùà ��¥��0ïy�6�û��£9¤V�K��£9¤��û�<�V�û¡���êP�9¡©���\�y�¨¸9¥·�V´aàf´f¤������D�6ÂZà�¼f¤V��¤�´f�¨¸��k�
��£9¤��t³9�6ßM�6�9³9°t�¨�&��£9���k¸9´aà �D�¯���H¢c£9¤V��¨�6°µ¤V�9³&�V�&��£9���<��¤V¢6��¡·�¨�K�V�§¡·�¨��°¯¡·�K��£9��°�¸9���T¤V¢6�
¥é¤2¼V�D�DÂ�¡��oßP¤V�æ��¡�¢D¸9¥·¤V�3� ¿kç=�/�áî �Bïû�¨¸9¥�³ ¤Vß9ß �2¤V����£P¤�����£9� ¥·�0ïû�D���D³ ´f�6¥���¡·�9����D´�ß �D��¤8��¸9���
¡·°û¤V¥�´f�¨°æ�|�D����¡����D¥©¼l³9¸9�����á��£9�vê9�9¡����v°�¡·ªD����¤8��£9�6�û��£9¤V�f��£9��³9¡(�>�6���6�k�û�<�¨��´õ�����¨��³��D��¡��99�
²t£9�á³9¡��M¸9°�¡��¨�"��¤����D°�¡·����£9�á�¨¸����6�v���D¨¡��¨�9°�¤V���á°�¸9à9°���¤V����¡·¤V¥·¥©¼�¥é¤V��¨�D�tïµ£9�6�oßP¤V��¤V¥·¥��D¥>���
��£��Ù°�¸����T¤V¢6�á��£9¤V�Äß �D��ßM�6�9³9¡·¢6¸9¥é¤������K¡��DÂF¡·����£9��ôZ¡�¢D¡��9¡��]¼���� ��£9�á´f�6¥���¡·�9 ���6´fß �D��¤���¸����V�
²t£9�6°��K�T¤V¢���°á¢D¥é¤���¡��h¼Äïµ£k¼ó¡�� ¨�6�9�D��¤V¥|��£9�f���D´�ßM�6��¤���¸9�����V�Ezè�¨��¡·�D����¤���¡��¨�P¤V¥ ´��D¥©��¡��9½z�¡�°
¥·�0ïû�D�t��£9¤V�®zä��¤V³9¡é¤�¥�´f�6¥���¡·�9½z©�

� �f�D°�ß �D¢6¡é¤V¥�¥�¼ à�¡·�¡·�����6���D°æ�y¡�°q³9�6ôV�V���6³K���á¡·��ô¨�6°���¡��¤���¡·�¨�9°q�V�>°���ñ ¢2¤V¥�¥·�6³¸+±Qò ³H¯S¶�µ!¸}ó
ô�õ�ö �V�a£9¡·V£9¥�¼ó°�¼4´�´f������¡·¢&¢6¥·¸9°æ���D��°D�ùãZ¸9¢c£�¢D¥·¸�°����6��°6Âû¡�� ïµ£9¡·¢c£'��£9��ßP¤V�æ��¡·¢6¥·�&�k¸9´ÙàM�6�
¡·����£��Ä�¨¸����D��°�£9�6¥·¥�°f¤����"´a¸9¥���¡·ß9¥��D° à�¼���£9�V°��"�¨�S��£9�Ä¡��9�9�D�l°�£9�D¥�¥·°DÂy£P¤2ô¨�Ä£�¡·¨£�°�¼4´ ñ
´��6���æ¼�ïµ£9¡·¢c£#¥��2¤V³�°f��� ßP¤V�æ��¡·¢6¸9¥é¤���ß����¨ß �D�æ��¡·�6°D�÷%�$9¤�´fß9¥��D°f�V����£��D°��¾¸+±Qò ³H¯¶�µÁ¸ ô�õ�ö
¢D¥�¸9°����D��°y¡·�&½V� ¤����

N =
¹0¾ZÂ ¹0½ZÂM¹2ë�ÂF¹0ð��������VßM�6����¡��D°û�V�>��£9�D°���°�´f¤V¥·¥P¢6¥·¸9°æ���6��°ûïû�D����°�¸�àZñ

 ��D¢����V�|�µ�6�r��� ¿�¾�Âr¿�ë��/�vî]� ¤K½V��³9¸�°��]¼oß�¥é¤V°�´K¤ ��£9�&¸+±Qò ³H¯�¶�µ!¸ ô�õ�ö ¢D¥�¸9°����D��¢6�¨���c¤V¡��9¡·��
N = 19

¤V�9³'�9�V�Zñ]´f¤V¨¡�¢�¢6¥·¸9°æ���6�áïµ¡���£�½V¾"ßP¤V����¡·¢6¥·�D°���£9�f¡·�����6��°�£9�D¥�¥û���V�c¤���¡·�¨� àP¤V����¡·�6�
£9�6¡·¨£���¢D�¨¸�¥·³�àM��´��2¤V°�¸9���6³¼	k¸P¤V����¡��c¤8��¡�ôV�D¥©¼ùà�¼�¤Vß9ß9¥©¼4¡·�9 ¤Ýïy�6¥·¥t³9��êP�9�6³����¨�i	k¸9���¨�
��£��K¢D¥�¸9°����D��°|z[�V¸����6�Ù°�£��D¥·¥qà�¼ó��£9�f��¤V³9¡·¤���¡��¨�óß9���6°�°�¸����&�V�y�]ïy�Ý�¨ß�ßM�¨°�¡����f¥·¤V°��6�áà �2¤V´�°D�
 ��¨���D�0ô¨�6�DÂk¤�¢6�¨´�ß9¥·�*$�àM�6£P¤2ôZ¡��¨�[¡�°I�<�V¸9�9³Ù�<�¨�I��£9�v¹0ð8ñ ßP¤V����¡·¢6¥·�q¢D¥�¸9°����D�Hïµ£��D���y°�����¸9¢6��¸9��¤�¥
����¤V�9°�¡���¡��¨�&�4¢D¢6¸9��°t���V¨�6��£9�D�¯ïµ¡©��£���£9��¡��k���D��°�£9�6¥·¥����V�c¤���¡·�¨�K°�£9�0ïµ¡·��l��£P¤��t��£9��ß9���6°��D��¢D�
�V��°�£9¡·�6¥·³9¡��9l�V�[��£9�Ù³�¸9°���ßP¤V����¡·¢6¥·�B¡·�����D��¤�¢6��¡��¨�"¢2¤V��àP¤V°�¡�¢2¤V¥�¥�¼K¢c£P¤V�9¨����£9�á¥·�D¤V°���°���¤Và9¥��
´��Z³9�6°H¡�����£9�ûê9�9¡����û¢6¥·¸9°æ���D��°D�H²t£9�y´��2¤V°�¸9���6³a¢D�æ¼4°��c¤�¥Zß9���¨ß �D����¡·�6°I�<���¨´$��£9�û��$Zß �D��¡�´f�6���
£P¤2ô¨�µà �D�6��¢6�¨´�ßP¤V���6³aïµ¡���£� y��°�¡·´a¸�¥é¤���¡·�¨�9°d� ¿�ë�Âé¿��C����¬��:ïû�6ôV�D�6ÂZ¡��Ù��£9�6°��µ�|	k¸9¡�¥·¡�à9��¡�¸9´
°�¡�´a¸9¥·¤���¡��¨�9°��¨��¥�¼Ý¤�°���¤���¡�°���¡·¢2¤�¥ ���6°�¸9¥©�á¡�°��¨à��c¤�¡·�9�6³��&����¡����<�¨��´K¤���¡·�¨�Ä¡·°�¤2ô�¤V¡·¥·¤Và9¥·�Ù�¨�
£9�0ï ��£9�6°������V��¤���¡��¨�9°áß9���4¢D�6�D³�¡·�'¤o���2¤V¥y°�¼4°����D´"Âû¤8�h���D�áïµ£P¤�� ��¡�´f�f�6��¢V�ó²H�ó¤V�9°æïy�6�
��£��D°��	k¸9�D°æ��¡��¨�9° ïy�"°���¸9³�¼ù��£9�����D¤V¥©ñE��¡·´��K³Z¼Z�9¤V´f¡�¢D° �V�v¢D¥·¤V°�°�¡·¢D¤V¥^�y�¨¸9¥��¨´aà'¢6¥·¸9°æ���D��°



�'l�m\n\���To§Ý5rtsg��Þ��d���xs�ß^m\�xs���à^áâ���v�ãT^ä2åæ�'ãSv�������o�� ¹2¿
³9¸9��¡·�9á¡·�����6��°�£9�D¥�¥M���V�c¤���¡·�¨�>� �µ�2¤V¥ ñ ��¡�´f�t´��¨¥��D¢D¸�¥é¤V�q³�¼4�P¤V´�¡·¢6°û°�¡·´a¸�¥é¤���¡·�¨�l���6°�¸9¥©��°yïû�D���
¢D�V´fßP¤����D³�ïµ¡©��£� y��ÂPïµ£9¡·¢c£"³9�4�D°µ�9�V�µ¡��9¢D¥�¸9³9����¡·´���ß9���VßP¤V�¤���¡·�¨�>�

�v�0ï#ïû���6�4¸�´f�6��¤�������£9�v�VßM�6�&	k¸9�D°æ��¡��¨�9°DÂkïµ£9¡�¢c£fïû��¢D�V�9°�¡�³9�D�|¡·� ��£��v�9�*$4�¯°��6¢6��¡·�¨���
• ¤�ß9ß9¥�¼4¡��9 ��£9�Ù Ä��´��6��£9�Z³�����°�¡�´a¸9¥·¤���¡��¨���V� ¢6�¨��êP���D³ ½V�°�¼4°����D´�°��V�[¢c£P¤V��¨�D³
ßP¤�����¡�¢D¥��D°|�

• ¢D¤V¥·¢6¸9¥é¤8��¡·�V�ù�V����£9��¡·�����D��°�£9�D¥�¥¯�����c¤���¡·�¨�'àP¤�����¡��D�a£��D¡·V£k��°l¡·�ù��£��"¢6¥·¸9°æ���6��°l¸9°�¡��9
³9¡(�>�6���6�k�v¤Vß�ß9����¤�¢c£9�D°)�
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9.4 · 10−3T0

Â
ïµ£9�6���

T0 = 2π/ω0

ÂP¡·°¯��£9�B��¡·´���ß �D��¡·�4³��V�H��£9��ß9���6°��6�k��¢D�¨�ZêP�9�D´��D���µêP�6¥·³��
� �Bß �D�æ�<�¨��´õ��£9��°�¡�´a¸9¥·¤���¡��¨�9°|¡·�K��£9��¢2¤��9�¨�9¡�¢2¤V¥ �D�9°��D´aà�¥·��ïµ¡���£&¢D�V�9°���¤V���t���D´�ß �D�æñ

¤���¸9�����¨�q¢D�¨¸�ß9¥·¡��9áß9¤V��¤V´��6���D�
Γ
� î]�K�V��³9�6�|���Ù¤V¢c£�¡·�6ôV��³9��êP�9�6³

Γ
ô�¤V¥·¸9�tïû�����D°�¢D¤V¥·�µ��£��

ô¨�6¥·�4¢D¡©��¡·�6°¯�V� ¤V¥·¥MßP¤V����¡·¢6¥·�D°µ¤8�h���D�t��ô¨�6��¼���¡�´f�6°����Dß��

Γ(t) =
E0(t)

kBT (t)
=

E0∑N
i=1 p

2
i (t)/2m

px,y
i,scale = αpx,y

i ; α =

√
Γ(t)

Γ

0E½Z�©¹0º#1
î]�o¤V¥�¥�¢2¤�°��D°6Â ê9��°��v�|	k¸9¡�¥·¡�à9��¡�¸9´ ¢6�¨��êP¨¸���¤���¡·�¨�9°¯ïû�D���Ù���2¤V¢c£9�6³o¸9°�¡·�9l��£9�6��´f¤V¥�°�¢D¤V¥©ñ

¡·��9�j²t£��o¡·�9¡©��¡·¤V¥yô¨�6¥·�4¢D¡©��¡·�6°�ïû�D���Ý¢c£9�¨°��D� °�¸�¢c£O��£P¤��K¤V¥·¥µßP¤�����¡�¢D¥��D°K£9¤V³#�¨�9¥©¼���¤V³�¡é¤V¥
ô¨�6¥·�4¢D¡©�]¼�¢D�¨´�ßM�V�9�D����°6Â>¡/�ä������£9�áïµ£9�V¥·�á¤V�9¨¸9¥·¤V��´f�¨´��D����¸9´Á�V� ��£9�Ù°æ¼Z°æ���6´�ïy¤V°�ªD�6���9�
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��¸9��¡·�9��|	k¸9¡�¥·¡�à9��¤���¡·�¨�>Â���£9��±k¡·�9����¡�¢á�6�9�D��V¼�ï¯¤�°�°�ß �¨���c¤��9�D�¨¸�°�¥�¼"³9¡�°�����¡·à�¸����6³�¡��Ä¤V¥�¥�³9¡©ñ
���6¢6��¡·�¨�9°µà9¸Z�µ°���¡�¥·¥�´f¤V¡��k��¤V¡·��¡·�9Ù¤lª6�D�������V�c¤V¥�¤V�9¨¸9¥·¤V�¯´��¨´��D����¸9´���Â9ïµ£�¡·¢c£"¡·°

�
=

1

m

N∑

i=1

Ê
i ×

ü
i.

0E½Z�©¹2¿�1
� ��ïµ¡�¥·¥P¢D�V�9°�¡�³9�D�q��£9��ß9���Z¢6�D°�°û�V���)	k¸9¡·¥�¡·à9��¤���¡��¨� ¡·��³9�6��¤V¡·¥P¡��&ã4�D¢V�Z½Z�è¿9�©¹¨� î]�f°��¨´��v¢D¤V°��6°
¤��h���D�t�|	k¸9¡�¥·¡�à9��¤���¡·�¨�fï¯¤V°µ���2¤V¢c£9�6³���£9�Bô¨�D¥��Z¢6¡��]¼�°�¢2¤V¥�¡·�9aïy¤V°t��¸����9�6³�� �H�
�	��
��� z#x9nq}v��s����������$�>nq�����q}vx����Z�rnq����n����Z�����Zw �qprp �>pr}��!����x��
î]�l�¨¸9�[ïû�¨��± Â���£9�¯êP��°æ�q°����Dß ï¯¤�°q��£9�t°��D¤V��¢c£��V�F��£��t¢D�¨��ê9¨¸9��¤8��¡·�V�a¡·�aïµ£9¡�¢c£ ��£9�t°æ¼Z°æ���6´
£P¤V°�¤�¨¥��¨àP¤V¥H�D�9�6��V¼o´f¡��9¡·´a¸�´ 0B%�	F�I½Z�âì�1��Ùî ��¡�°�ô¨�6��¼Ý¡�´fß �¨����¤V��������ê9�9³ ¢D�¨��ê9¨¸9��¤:ñ
��¡��¨�9°y��£P¤��tß �¨°�¡���¡©ô¨�6¥�¼��D�9°�¸9���B��£P¤��¯��£9��ß �V���6�k��¡é¤V¥M�D�9�6��V¼�0T°��D¢D�V�9³Ä¤��9³&��£9¡���³&���D��´�°¯¡��
%�	F� ½Z�äìy1B¡·°á¤�����£9��¨¥��¨àP¤V¥�´�¡·�9¡�´a¸9´ ¤V�9³ ���V�Ù¥��Z¢D¤V¥�´�¡·�9¡�´a¸9´"�K²t£9¡�°á¨¥��¨àP¤V¥�´�¡·��¡©ñ
´a¸9´ ¢D�V¡·�9¢6¡·³9�6°�ïµ¡���£o��£9� ¨¥��¨àP¤V¥I´�¡·�9¡�´a¸9´Á�V�q��£��Ù���V��¤V¥[�6�9�D��V¼o¡©�û¤V¥·¥§ô¨�6¥·�4¢D¡���¡·�6°�¤V���
�|	k¸P¤�¥ ���ÙªD�6���9Â4ïµ£9¡·¢c£f¼Z¡��D¥�³9°|��£9��¢6¥é¤V°�°�¡�¢2¤V¥F¨���¨¸9�9³f°��c¤8���V��²t£���°��D¤V��¢c£�����¨���V¸9�9³&°æ�c¤����
¢D�V��êP¨¸9��¤���¡��¨�9°¯�<�¨�tà�¡·l¢D¥�¸9°����D��°:0

N > 40
1y¡�°µ¤}	4¸�¡�����¢6�¨´fß�¥·¡·¢D¤����6³K�c¤�°�±FÂFàM�6¢2¤V¸9°�����£9�

�k¸9´aà �D�q�V� ¥·�4¢2¤�¥9´f¡��9¡·´f¤µ¨���0ïµ°q��¤Vß�¡·³9¥©¼áïµ¡©��£�¤V��¡·�9¢6���2¤�°�¡·��B�4¸�´aàM�6�q�V� ßP¤V����¡·¢6¥·�D°q¤��9³
¤�����£9�t°�¤V´��¯��¡�´f�y�6ô¨�6��¼ ¥��Z¢D¤V¥�´�¡·��¡·´a¸9´å£P¤�°�¡���°��0ïµ�l¢D�V�kôV�D��¨�D�9¢6�����D¨¡��¨���I²t£9�µß9���¨à4ñ
¤Và9¡�¥·¡©�]¼Ä���"êP�9³ ¤�¢D�V��êP¨¸9��¤���¡��¨� ïµ£9¡·¢c£ ¨¸P¤V��¤V�����D�6°a¤"¨¥·�¨à9¤V¥�´f¡��9¡·´Ù¸9´����tßM�����D����¡é¤V¥
�D���D���¼�¡·°µ�D°�°��D����¡é¤V¥�¥�¼����D³9¸9¢6�D³o¡©�H��£9��¢D�¨��ô¨�6��¨�6�9¢D�Ù���DV¡·�¨���V� ¤�¥��Z¢D¤V¥�´�¡·�9¡�´a¸9´Å��¸9���9°
�¨¸��µ�9¤V�����:ïû�D�v¤V°¯��£P¤V�"�¨�9���V�[¤lV¥·�¨àP¤�¥>´�¡·�9¡�´a¸9´"�

²H�"°��V¥�ô¨�l��£�¡·°Bß9���¨à9¥·�6´�¢D¥�¸9°����D��°á¡�� �µ�6�r��� ¿9¹|��ïû�D���f£��2¤����D³ ¸�ß ¤V��³ ¢6�Z�¨¥��D³ ³9�0ïµ�
���

T = 0
���ó¢c£9�6¢c±S¡©� ��£9�6����ïy¤V°f¤óV¥·�¨àP¤�¥¯´f¡��9¡·´Ù¸9´���¦û¸��l��£9¡�°�´f¤2¼�àM���9���f��£9�

à �D°��yï¯¤2¼¨ÂPà �D¢D¤V¸9°�����£9��³�¡��M�D���6�9¢D�B���§ßM�V���D����¡·¤V¥ �D�9�6��¨¡��D°¯ß �D�¯ß9¤V����¡·¢D¥��
U/N

¡·°¯¸�°�¸P¤V¥�¥�¼
	k¸9¡����á°�´K¤�¥·¥T0<�<�V�

N = 19 U{1, 7, 11} − U{1, 6, 12} = 8.73 · 10−4E0 = 1.1 · 10−4 "�Â
�k¸9´aà �D��°¯¡·�fßP¤V���6����£9�6°��D°�¤V�����k¸9´aà �D��°¯�V�§ßP¤�����¡�¢D¥��D°|�¨�K��£���¢D�V�����6°�ß �¨�9³9¡��9a°�£9�D¥�¥·°W1ò��î]�
°�¸�¢c£'¢2¤V°��D°Ù��£9�&�¨�9¥©¼ ���6¥·¡é¤�à9¥·�aïy¤2¼ ¡�°á����°���¤V���Ù°��2¤���¢c£9¡��9Ä�<���V´	°��6ôV�D��¤V¥¯¡·��³9�Dß �D�9³��D���
¡·��¡���¡·¤V¥ ¢D�¨��ê9¨¸9��¤8��¡·�V�9°D�

î]�&²H¤Và���½Z�í½�ïy�v¢D�¨´�ßP¤V�����¨¸9�|���6°�¸9¥©��°|�<�¨�û¡������D���P¤V¥ �D�9�6��V¼f�V��°��6ôV�D��¤�¥�½V� �y�V¸9¥·�¨´Ùà
¢D¥�¸9°����D��°Kïµ¡���£#¢D¥·¤V°�°�¡·¢2¤�¥� y� °�¡·´a¸9¥·¤���¡��¨�9°� ¿9¹¨ÂDç¨½=�/�å Ä��°�¡�´a¸9¥·¤���¡��¨�9°�¤V����¨¡�ôV�D�#�<�¨�
Γ = 104 ¤V�9³#¤V¨���6�"ïµ¡©��£���£9�Ý 2� ³P¤��c¤ ïµ¡���£9¡·����£9��°��c¤8��¡·¢D¤V¥µ�D�����¨��°D�j��¸9����� ��£��
°�´f¤V¥�¥ �k¸9´aà �D���V�y°�¡·´a¸�¥é¤����D³ ßP¤V�æ��¡·¢6¥·�6°���£9�l°���¤���¡�°���¡�¢2¤V¥[�D�����¨��°��V�y¡·�����6���P¤V¥��6�9�D��V¼ó¤V���
���6¥é¤���¡�ôV�D¥�¼fà9¡�9�
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�
N1

Â
N2, N3 H/N

ÂF y� �äç¨½=�
H/N

Â  Ä�
ç ¿ ½Z�âºVº¨ìV¿kç ½4�âº¨ºVìV¿�¾
ð ½ZÂÂ� ¿9�â¾Vì¨ì�¹0º ¿��â¾¨ìVì�¹0ð
¹:½ º�ÂFð çZ�í½�º¨ì¨ð¨ë ç4�í½VºVð¨¾¨ð
¹0ð ¹¨ÂPë�Â�¹0½ �Z�âëVº�¹0ð#� �4�âë¨º¨½V¾¨ì
¹0ð ¹¨Â��ZÂ�¹V¹ �Z�âëVº�½Vì¨¾ �4�âë¨º¨½Vì¨ë
½V¾ ¹¨Â��ZÂ�¹0½ �Z�âð�¿�ð¨ë�¹ �4�âðV¿¨ð¨ë¨ì

²H¤Và9¥·� ½Z�í½4� ÃB���¨¸��9³õ°���¤���� ¢6�¨��êP¨¸���¤���¡·�¨�9° ¤V�9³õ¡��k���D���P¤V¥K�6�9�D��V¼õ�V��¢6¥é¤V°�°�¡�¢2¤V¥&½V��y�¨¸9¥��¨´aàS¢D¥·¸�°����6��°f¡·�#¤ ��¤V³9¡·¤V¥©ñ °�¼4´�´f������¡�¢&ßP¤V��¤Và �¨¥·¡�¢"¢6�¨��êP���D´��D����ß �V���6�k��¡é¤V¥/�{ Ä�°�¡�´a¸9¥·¤���¡��¨�9°lïy�6��� ßM�6���<�¨��´f�6³#�<�¨�&°æ¼Z°æ���6´f°�ïµ¡���£
Γ = 104 � N

ñ ¡·°K��£9�Ý�k¸9´aà �D���V�ßP¤V�æ��¡�¢D¥·�6°DÂ
N1, N2. . .

¤V���aßM�Vß9¸9¥é¤8��¡·�V�9°µ�V�q��£9�a°�£9�D¥�¥·°6�B²t£9�a´��6�c¤�°��c¤�à9¥·�á¢D�¨��ê9¨¸9��¤8��¡·�V�" ¹¨Â��ZÂ�¹¨¹$#��<�¨�
N = 19

¡·°µ¤V¥�°��l°�£��:ïµ� �
� °yïû��¢D¤V�&°��D��¡��&®[¡�9�Z½Z��¹VÂ4��£9��¤V³�³9¡���¡·�¨�l������£9�v°�¼4°����D´ �����9�6ï{ßP¤�����¡�¢D¥��D°|¥·�2¤�³9°|���

¢c£P¤V��¨�D°��V�I��£9���k¸9´aà �D�µ�V�H°�£9�6¥·¥�°µ¤V�9³���£9�6¡·�tß �¨ß9¸9¥·¤���¡��¨�9°D�

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

®[¡�¨¸9���Ù½Z�©¹¨��%�	k¸9¡·¥�¡·à9��¡·¸9´ ¢D�¨��ê9¨¸9��¤8��¡·�V�9°v���q¢D¥·¸�°����6��°
N =

çZÂ>ëZÂ�ð�ÂI¹:½ZÂI¹0ðK¤��9³ ½V¾f¤��
Γ
éõçV¾¨¾20

T = 3.33 · 10−3 1ò�vÿB���Ù¢2¤��o°��6�Ù£9�*$9¤�¨�¨�P¤V¥I°�¼4´�´f�����æ¼Ä¤��9³��<�¨��´K¤8��¡·�V�"���q¤°�£��D¥·¥�°æ����¸9¢6��¸9���Bïµ¡���£�¡��9¢D���2¤V°�¡·�9 ���
N

�
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²t£9�D���Ù¤�������¸9¥��D°¯�<�¨�¯ê9¥·¥·¡��9Ù��£9��°�£9�6¥·¥·°6�
¹¨���µ¸9¥·�6°¯�<�¨�¯��£����k¸9´ÙàM�6��ß9¤V����¡·¢D¥��D°t¡�����£9��êP��°��v°�£9�6¥·¥E�

0/¤�1�²t£���êP��°���°�£��D¥·¥�¢6�¨���c¤V¡��9°µ¤ ´K¤C$�¡�´a¸9´ �V��çaßP¤�����¡�¢D¥��D°D�
0Tà�1�²§ïû�ùßP¤V�æ��¡·¢6¥·�6°f¤�ß9ßM�D¤V���¨�9¥�¼'ïµ£��D��ïû�o¤V³�³��¨�9�"ßP¤V�æ��¡�¢D¥·����� ��£���°æ¼Z°æ���6´

ïµ£�¡·¢c£Ä£9¤V°¯��£9��¢6�¨��êP¨¸���¤���¡·�¨� " ¹¨Â��ZÂ��©�©�%#��
0T¢Z1�²t£����D��ßP¤V�æ��¡�¢D¥·�6°�¤Vß9ß �2¤V�B�V�9¥�¼oïµ£��D� ïy�f¤V³9³ó�¨�9� ßP¤�����¡�¢D¥��a������£9�l°æ¼Z°æ���6´

ïµ£�¡·¢c£Ä£9¤V°¯��£9��¢6�¨��êP¨¸���¤���¡·�¨� " ½ZÂ9ì�Â��©�©�%#��
0T³�1�®P�¨¸�� ßP¤V����¡·¢6¥·�D°l¤�ß9ßM�D¤V� �¨�9¥©¼ ïµ£9�6��ïû��¤V³9³��¨�9��ßP¤V�æ��¡�¢D¥·�f���Ý��£9��°æ¼Z°æ���6´

ïµ£�¡·¢c£Ä£9¤V°¯��£9��¢6�¨��êP¨¸���¤���¡·�¨� " º�Â9ð�Â��©�©�%#��
0T�Z1�®H¡�ô¨�ÙßP¤V����¡·¢6¥·�D°v¡·�o��£9�a¢D�6�����D��¤Vß�ßM�D¤V���¨��¥�¼"ïµ£9�D�Ýïû�l¤V³9³Ý�¨�9� ß9¤V����¡·¢D¥������

��£9��°�¼4°����D´Áïµ£9¡�¢c£�£P¤�°µ��£9��¢D�¨�ZêP¨¸9��¤���¡��¨� " ¿9Â�¹0¾ZÂ��©���&#��
½Z�vãZ�6¢D�¨��³ó°�£9�D¥�¥[�9��ô¨�6�B��$Z¢D�6�D³

N2 ≤ 10
ßP¤�����¡�¢D¥��D°v�<�V�

N ≤ 50
Â>¤V�9³

N2 ≤ 11
�<�¨�

N > 50
�

º��µî]�9¢6���D¤V°�¡��9��k¸9´aà �D�H�V�PßP¤V�æ��¡�¢D¥·�6°H�V�Ù��£9�û¡·�9���D�[°�£9�D¥�¥��c¤V±��D° ß9¥·¤V¢D�|ïµ£9�D�a��£9�y³�¡��M�D�æñ
�6�9¢D�ûàM���]ïy�6�D� �k¸9´aà �D�I�V�9ß9¤V����¡·¢D¥��D°§�¨�Ù¤V¥·¥��V��£9�D�I°�£��D¥·¥�°I¤Vß9ß9����¤V¢c£9�6°H��£��û´f¤=$Z¡·´f¤V¥
¤V¥�¥·�0ïy¤Và9¥·��ô�¤V¥·¸9�6°D�

¿9����¡(�>�6���6�9¢D�6°Äà �6�]ïû�D�D�j��£9�ó�k¸9´aà �D��°��V�aß9¤V����¡·¢D¥��D°
∆N

�¨�j���D¡·V£4à �¨��¡·�9�°�£��D¥·¥�°
°æ����¡©ô¨�6°f�<�¨�f¤ ´�¡·�9¡�´a¸9´ ¤V�9³#¥�¡·�D°l¡��S��£��Ä��¤��9¨�

3 ≤ ∆N ≤ 6.
²t£9¡�°f��¸9¥·�"¡·°

�<¸9¥©êP¥·¥��D³Ý�<�¨�á°�´f¤V¥·¥�¢6¥·¸9°æ���D��°w0
N < 82

1Bïµ£9�6���K��£9�K°�£9�D¥�¥û°æ����¸9¢6��¸9���&ß����6ô�¤V¡�¥·°��¨�
��£9�B����¡·¤V�9¨¸�¥é¤V�rñ]¥é¤8����¡�¢D�µ°�����¸9¢���¸9���V�

� ¥�¥H�)	k¸9¡·¥�¡·à9��¡·¸9´Á°æ�c¤����D°B�V�q¢6¥·¸9°æ���D��°�ïy�6��� ���2¤V¢c£9�6³Ý�<���¨´ ¡·�9¡©��¡·¤V¥�¢D�¨�ZêP¨¸9��¤���¡��¨�9°vïµ£�¡·¢c£
£P¤V³f�¨�9¥©¼l��¤V³9¡·¤V¥P±k¡·�9����¡�¢��6�9�D��V¼¨�|ÿ��K®[¡·9�4½4�í½��¨�K�*$9¤�´fß9¥��µ�V����£��v���D¥é¤C$9¤8��¡·�V�f�V�>��¤V³�¡é¤V¥
¤V�9³ �c¤��9¨�D����¡é¤V¥��6�9�D��V¼ ¡·�Ý��£��f¢6¥·¸9°æ���D�

N = 19
�<���¨´�°��¨´���¡��9¡���¡é¤V¥I¢D�V��êP¨¸9��¤���¡��¨�Ý���

�|	k¸9¡�¥·¡�à9��¡�¸9´O¡·°�°�£9�0ïµ��� ²t£9��¡��9¡���¡é¤V¥8°���¤���� ïy¤V°§¢c£9�4�¨°��6�Ù¤V°���£9��¨���¨¸9�9³�°���¤�����ïµ£9�6���D¤V°I¤V¥·¥
ßP¤V�æ��¡�¢D¥·��ôV�D¥��Z¢6¡���¡��D°tïû�D���á³9¡·���D¢����D³"���0ïy¤V��³9°���£9���¨��¡·¨¡��

r = 0
�y�v¤�³9¡é¤V¥§¤��9³���¤V�9¨�6�k��¡é¤V¥

±k¡·�9����¡�¢B�D�9�6��V¼"¤V���B¢2¤V¥�¢D¸9¥·¤����6³"¤V°

Ekφ =
N∑

i=1

p2
i,⊥

2m
,

0E½Z�©¹:ç�1
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Ekr =
N∑

i=1

p2
i,‖

2m
,

0E½Z�©¹0ë#1
ïµ£9�6���

pi,⊥
¤��9³

pi,‖
¤V���B¢D�¨´�ßM�V�9�D����°µ�V�§��£9�B´f�V´f�6�k��¸9´"Â�ß �D��ß �D��³9¡·¢6¸9¥é¤V�¯¤V�9³�ßP¤V��¤V¥·¥��D¥
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Γ =

º¨¾¨¾0h���¨ß"¥·���h�*1�Â ½VçV¾0<���¨ßÝ��¡�¨£��*1òÂ§½V¾¨¾®0<àM�V�����¨´ ¥·���h�*1�¤V�9³�¹0ë¨¾®0<àM�V�����¨´ ��¡�¨£��*1òÂMïµ£9¡�¢c£ó¡�°�¡·�o��£9� ���6¨¡·�V�o�V��¨��¡·�D����¤���¡��¨�P¤V¥M´f�6¥���¡��99�
î ��°�£��¨¸9¥·³ à �o�9�����D³ ��£P¤��&��£9�Ý¤V�9V¸9¥é¤V�f³9¡·°�ß9¥é¤�¢D�D´��D����°&�V�B��£��ÝßP¤V����¡·¢6¥·�D°f�¨�#��£��

°�£��D¥·¥�°�£P¤2ô¨��¢D�¨¥�¥·�6¢6��¡©ô¨�t¢c£P¤���¤V¢����D�6� ²t£9�µïµ£9�¨¥��t°�£9�6¥·¥Pà �D¨¡��9° �������V��¤�����Â�¡���¡�°q�9�V�|¤B°��6��¡·�6°
�V�t¸��9¢D�¨�����6¥é¤����D³ ¸��9¡a	k¸9�� �¸9´�ß9°á���t°��¨´���ßP¤V����¡·¢6¥·�D°6�&²t£9�6°��&°�£9�D¥�¥|���V�c¤8��¡·�V�9°�¨�D�9�6��¤����
��¤��9³9�¨´å¢D¡���¢6¸9¥é¤V�I¢D¸������6����°�¡·�Ù¤�¢D¥��Z¢c±�ïµ¡�°��¯�¨�H¢D�¨¸��k���D��¢D¥·�4¢c±�ïµ¡·°��¯³9¡·���D¢���¡·�V��� � �[���D´�ß �D�æñ
¤���¸9���6°�¢6¥·�¨°��B��� ��£9�B���D´�ßM�6��¤���¸9���B�V��ÿ� ���£9��°�£9�6¥·¥�°µ���D�9³����l�*$��6¢D¸����� �¸�´fß9°6ÂP¡·�9°æ���D¤V³
�V�H°����2¤V³�¼"¤��9¨¸9¥·¤V�¯´��V��¡��¨�®0T°��D�

Γ = 300
¡·�"®[¡�9�â½Z�íç 1��

²t£9��£�¡·¨£9�6����£9�����D´�ß �D��¤8��¸9����������£9��¢D¥�¸9°����D��°DÂk��£9��à9¡·V¨�D����£���¤V�9V¸9¥é¤V��¢6¸9�����D����°û�V�
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à �D¢D�V´f�µ¢D�V´fßP¤���¤Và9¥��¯ïµ¡���£f��£���³��D�9°�¡��]¼�£9�D¡�¨£���°qà �6�]ïû�D�D��´f¤V¡���ß �¨°�¡���¡��¨�9°6�Hî]����£9��¢2¤V°��
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0Tà �V�����¨´)��¡�¨£��a�V�v®[¡�9�â½Z�ä¿#1B��£9�K���6´fß �D��¤���¸����K¡�°a�9�D¤V�Ù��£��K���6´fß �D��¤���¸9���K�V�
�v Ã����£9�6���f¤V�����9�"´f�V���l¢D�¨��°��c¤��k�áßP¤V�æ��¡�¢D¥·� ß �¨°�¡���¡��¨�9°B�¨� ��£���°�£9�D¥�¥·°�ñ���£9�l�]ïû�Ä°�£��D¥·¥
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¹0ëV¾�Âû½¨çV¾ ¤V�9³�º¨¾¨¾ÄôV�D��°�¸9°���¡·´��&¡��'�|	k¸9¡·¥�¡·à9��¡·¸9´°���¤������à�y¸9�����D����°�¤V���Ý¡��O¸9�9¡���°��V�
I0 = e0r0/T0

Âv��¡·´��o¡·�O¸9�9¡©��°��V����£��óß �D��¡·�4³ �V���£�� ¢D�¨��ê9�9�D´��D����êP�D¥�³
T0 = 2π/ω0.
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Γ =

¹:çV¾¾0<���Vßù¥·���h�*1�Â[çV¾«0h���¨ß ��¡·V£k�W1�ÂHº¨¾0Tà �V�����¨´�¥��6�h�W1�Â|¹0¾¾0<àM�������V´���¡�¨£��*1�� � ¥�¥�°�¼4°����D´�°a¤V���f¡��ó��£9�fß�£P¤V°������6¨¡·�V� �V�y��¤V³�¡é¤V¥´��D¥���¡·�9��
²t£9��¡·�9���D�µ¤V�9³��¨¸Z���D�µ°�£9�D¥�¥·°¯���V�c¤����B¡·���¨ß�ßM�¨°�¡����B³9¡·���D¢6��¡·�¨��°D� î ��¡·°y�2¤V°æ¼&���l�¨à9°��D�æô¨�

��£9¤�����£9�µ��¤���¡��B�V�M��£9�t�c¤V��¨�D����¡·¤V¥9¢6¸9�����D���y���M��£9�µ¡·�9�9�6��°�£9�6¥·¥9������£9�t�c¤V��¨�D����¡·¤V¥9¢6¸9�����D���
�V�H��£9���¨¸����D��°�£9�6¥·¥§¡·°
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2 ≈ −2

�tî �Hïy�á¢D�¨�9°�¡·³9�6��¤l°�£��D¥·¥I¤V°µ��£��á��¡·¨¡�³"��¡·�9 ��£9�D�Ä��£9�
��¤8��¡·� ��� ¤V��¨¸9¥é¤��¯´f�V´f�6�k�µ¡�°
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¤V��� ��£9�l¤V��¨¸9¥é¤��B´f�¨´��D����¤�¤V�9³Ýô¨�6¥·�4¢D¡��]¼o�V�y¡��9�9�6��¤V�9³ �¨¸����D��°�£9�6¥·¥�°B���D°�ßM�6¢6��¡�ô¨�6¥�¼V�
�µ�D¢2¤�¥·¥q��£P¤�� ¤��a��£��K��£9��¡��9¡���¡é¤V¥�´��¨´��D���Ù��£9�Kïµ£9�V¥·�&¢6¥·¸9°æ���D�Ù£P¤V° ªD�6���o���V�c¤V¥û¤V�9V¸9¥é¤V�
´��¨´f�6���tïµ£9¡·¢c£"¡·°t¢6�¨�9°��6��ôV�D³Ä¡�����£9��°�¡�´a¸9¥·¤���¡��¨��� ¬��D���VÂF¤Vß9ß����Z$Z¡·´f¤����6¥�¼

R2 = 2R1.ãZ�9Â9��£9����¤���¡·� �V�I�c¤V��¨�D����¡·¤V¥�¢6¸9�����D����°�¡·°
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0/½Z�í½�¾#1
²t£9�áßP¤V����¡·¢6¥·��¡·����£9�á´f¡�³9³9¥·���V�[��£9�á¢D¥·¸�°����6��¤V¥�°��fßM�¨°�°��6°�°��6°B°��¨´���ô¨�D�æ¼Ä°�´K¤�¥·¥§¤V�9V¸9¥é¤V�
´��¨´f�6����¸9´"Ây��£9¤��K¡�°fïµ£�¼S¡·�S��£9�o°�¡·´a¸9¥·¤���¡��¨�'ïy�Ä£P¤2ô¨�Ý¤ °�´K¤�¥·¥�4P¸9¢���¸P¤���¡·�¨�S�V�B��£��
¢D¸������6������¤���¡��9�

î ����£9�����6´fß �D��¤���¸9���Ù�V�[��£9�á¢D¥·¸�°����6��¡·°v¤Và �0ô¨�á��£9�Ù���D´�ßM�6��¤���¸9�����V�q��¤�³9¡é¤V¥�´��D¥©��¡��99Â
��£��f°�£9�D¥�¥·°��9�Ä¥��¨�9¨�6��ßM�¨°�°��6°�°a¤"°���¤Và9¥·�lßP¤�����¡�¢D¥���¢6�¨��êPV¸9��¤���¡·�¨�>�&��¤V³9¡é¤�¥�4P¸9¢���¸P¤���¡·�¨��°
à �D¢D�V´f�là9¡���D�9�¨¸�¨£ó�����:ôV�D��¢D�¨´�����£9�l¡·�����6��°�£9�D¥�¥ ßM�����D����¡é¤V¥ à9¤V����¡·�D�6�l®[¡·���½Z�äë�°�£9�0ïµ°
¢D¥�¸9°����D�

N = 19
�<�V�a���D´�ß �D��¤8��¸9���D°l¤Và �0ô¨�&��£��"��¤V³9¡·¤V¥y´��D¥©��¡·��Ä¢D�V¸9ß9¥·¡��9ÝßP¤V��¤V´��6���6�

Γr = 155
�[²t£��vß9���Z¢6�D°�°y�V�MßP¤V�æ��¡·¢6¥·�t�*$�¢c£9¤V�9¨�vàM���]ïy�6�D�K��£9�µ°�£9�6¥·¥·°q¥��2¤V³9°����á¤�³9�6¢D���D¤V°��

�V�|��£9�l´f¤=$Z¡·´f¤V¥I³9�D�9°�¡��]¼oô�¤V¥�¸9�D°�0<¢D�¨�9°�¡·³9�6���<�¨�B��$�¤V´�ß9¥��a������£9�l³9�6�9°�¡©�]¼ ßM�D¤V±o�V�|��£��
ßP¤V�æ��¡�¢D¥·��¡��B��£9�q¢D�6�����D�I�V�Z��£9�q¢D¥�¸9°����D�ê1§¤��9³á¡��9¢D���2¤V°�¡·�9tïµ¡�³���£��V�4��£9�|°�£9�6¥·¥�°D�H¦y¸��I�6ôV�D�a¤8�
��£�¡·°�°���¤V¨�¯��£9��¤V�9¨¸9¥·¤V� ´��0ô¨�D´��D���|ß9���6ô�¤V¡·¥�° �0ô¨�6�q��£9�µ��¤V³�¡é¤V¥Z�¨�9�yñ§��£���ß �2¤�±Ù�V�M³9�D��°�¡��]¼
�V�¯��£9�&¢6�D������¤V¥ûß9¤V����¡·¢D¥��VÂIïµ£9¡·¢c£ù£9¤V°Ùß9��¤V¢6��¡·¢D¤V¥·¥©¼Ý�¨�9¥©¼ó¤Ä��¤V³�¡é¤V¥ ôV�D¥·�4¢D¡©�]¼ó¢D�¨´�ßM�V�9�D���2Â
¡·°µ°æ��¡·¥�¥�à9¡�¨¨�D�t��£9�D�"�<�¨�µßP¤V����¡·¢6¥·�D°t�V�"��£9�á¢6¡·��¢D¸9¥·¤V�t��¡��9¨°D�y®[¡·�9¤V¥·¥©¼¨ÂZïµ£��D�Ä��£9��¢D�¨¸9ß�¥·¡·��
ßP¤V��¤V´��6���6�û¡�°ûà �D¥��0ï

Γ ≈ 10,
¤V�9¨¸9¥·¤V�|¤V�9³&��¤V³9¡·¤V¥P�D�9�6��V¼�¢6�¨´fß �¨�9�6����°yà �D¢6�¨´����V����£9�

°�¤�´f���¨��³��D�D��î]�����6���D°æ��¡��9¨¥�¼VÂM��£9�Ù°�£9�D¥�¥H°æ����¸�¢6��¸����a¢D¤V�oà �á�¨à�°��D�æô¨�6³ó��ô¨�6� ¤���°�¸9¢c£Ý£9¡·V£
���6´fß �D��¤���¸����D°6�

²H��¤V�9°�¡���¡��¨�"�V� ¢6¥·¸9°æ���D�µ�<���V´Á¤�ïû�D¥�¥©ñ]�V��³9�6���D³����f¤f³�¡·°��V��³9�6���D³�°���¤����á¤V¥·°��f£9¤V°v¡��54P¸Zñ
�D��¢D���¨��ßP¤V¡·�t³�¡·°�����¡�à9¸���¡��¨�K�<¸9��¢6��¡��¨�

gij(r)
0B%�	F�a0E½Z�â½Z¹C1i1ûïµ£9¡·¢c£"ïy��³9��êP�9�á¤V°

gij(r + = 2

N(N − 1)

∑

i≤j

〈δ(r− | Ê i −
Ê
j |)〉 ,

0E½4�í½Z¹Q1
ïµ£9�6���VÂq¤�°Ù¡·�ó��£9�f°�¡��9¨¥·��ßP¤V�æ��¡�¢D¥·��³9�6�9°�¡©�]¼ ³�¡·°�����¡�à9¸���¡��¨�Ã%�	F�P0E½Z�©¹C��1òÂ Ê

i

¡�°���£9�K��¤V³9¡·¸�°
ô¨�6¢6���¨�vß9¤V����¡·¢D¥��

i
¤V�9³���£��á¤2ôV�D��¤�¨�á¡�°t�0ô¨�D�t��£9��³9¸9��¤8��¡·�V�"���H��£9��°�¡·´Ù¸9¥é¤���¡·�¨�>�

ÿ��ù®[¡�9�í½4�V�K��£������D°�¸9¥���°á�V�y¢2¤V¥�¢D¸9¥·¤���¡��¨�o�<�¨�B��£��f¢6¥·¸9°æ���D�
N = 19

¡��ó��£9�f��¤V�9¨�l�V�
¢D�V¸9ß9¥·¡��9 ßP¤V��¤V´��6���6�

10 < Γ < 400
¤V����°�£9�0ïµ���¯ÿ��9��°��6�D°µ��£P¤8�v¡�����£9�����6¨¡·�V�"�����v 

��£��vß �¨°�¡©��¡��¨� �V�>��£9�µêP��°æ�yß �2¤V±w0<���Vßf¨��¤Vß9£�1�¡·°�à �D¡��9�°�£9¡©�h���D³l����°�´f¤V¥�¥·�D�HôV¤�¥·¸9�6°û³9¸���¡·��
��£��y£9�D¤���¡��99ÂVß9¤V����¡·¢D¥��D°I¢2¤V� ´��0ô¨�û¢D¥·�V°��D�I�����D¤V¢c£ �V��£9�D�6���O¡���£Ù¡��9¢D���2¤V°�¡·�9����D´�ß �D��¤8��¸9���
��£��y¤V´�ß9¥�¡���¸�³9� �V�ZßP¤V�æ��¡·¢6¥·�'4P¸�¢6��¸9¤���¡��¨�9°§¡·°§¨���:ïµ¡��9µ¥·�D¤V³9¡·��¯���v¤µïµ¡�³9�D�9¡��9µ�V����£9�q°�£9�6¥·¥�°
¡·�ó¤���¤�³9¡é¤V¥H³9¡·���D¢���¡·�V��Â���£9� °�£9�D¥�¥·°B¢D¤V� �*$Z¢c£P¤V�9¨��ßP¤V�æ��¡�¢D¥·�6°D�a²t£��f°��D¢D�V�9³ ß �2¤�±o¡·°B�9���
ïû�D¥·¥t³��6êP�9�6³Sïµ£9¡�¢c£S¡�°l¤V�P¤V¥��¨¨�¨¸�°Ù���ó¤ ¢D�¨��ô¨�6����¡·�V�P¤V¥t°��V¥·¡·³4ñ]¥·¡�	k¸9¡·³ó����¤��9°�¡©��¡·�V���ù²t£9¡�°
 �¸9°æ��¡�ê9�D³���£9��¸9°������H��£9�B���D��´Ö~r´��D¥©��¡��9��µ�<�¨�¯��£9�D°��á°�´K¤V¥�¥>¢6¥·¸9°æ���D��°D�
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g(r)

�V����£9�á¢D¥�¸9°����D�
N = 19

" ¹¨Â ëZÂH¹:½�# ¡·���£��¯��¤V��¨�¯�V�F¢6�¨¸9ß9¥�¡·�9vßP¤V��¤�´f�����D�
10 < Γ < 400

�[²t£��¯¢D��¡���¡�¢2¤V¥kô�¤V¥·¸��D°[���P��£9�¯¢6�¨¸9ß9¥�¡·�9ßP¤V��¤V´��6���6�µ¤��µ��¤�³9¡é¤V¥M´f�6¥���¡·�9 ¡�°
Γr = 155

ÂP¤��µ�¨��¡·�D����¤���¡��¨�P¤V¥M´f�6¥���¡��9
Γo = 333

�
î]�&��£9�����DV¡·�¨�f�V�§�¨��¡��D���c¤8��¡·�V�P¤V¥P´��D¥���¡·�9

155 < Γ < 333
��£9�v�<¸��9¢6��¡·�¨�9°¯¤V���v¢c£P¤V�9�ñ
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Urot(N = 12)/E0 ≈
limx→∞W rot(x) = a = 0.018 ± 0.0014
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���D¤V¢c£Ý��£9� à ��¤V��³9�D�B���|��£9� àP¤V����¡��D��°}0<��¸����9¡��9�ßM�V¡·���*1òÂ�°�����£�� °�£9�6¥·¥[°æ�c¤V�æ��°����"´��0ô¨� ¡��
��£����Vß9ßM�V°�¡����l³9¡·���D¢6��¡·�¨�>���§���Ù¸�°����:ï�¢D�¨�9°�¡·³9�6�B��£9�l°�¤�´f��¤��h���D����$4���6���P¤�¥|�*$Z¢D¡���¤���¡��¨���
²t£9��¥·�0ïû�D� êP¨¸�����°�£9�0ïµ°q��£9�µ�D���D���¼l���D¥·¤=$�¤���¡��¨� °�¸Á,f¢6¡·�6�k��¥�¼ ¥��¨�9�¤��h���D� ��£��µ�<�V��¢D�µ¢6¥·�¨°��
������£��l��£9���6°�£9�V¥·³ó£P¤V°�àM�6�D�ó��¸9���9�D³ó� �H��� �lêP�9³ ��£P¤�����£9�l��$4���6���P¤V¥��<�¨��¢D�l¡·��¢D���D¤V°��6°
��£��Ù��¤�³9¡é¤V¥�¢6�¨´�ßM�¨���D�����V� ±4¡��9�6��¡·¢��D�9�6��V¼��V� ��£9�Ù�V¸����6��°�£��D¥·¥§à�¼Ä¤Vß9ß9���Q$Z¡�´K¤����D¥©¼

50%¤V�9³ó°�¡�´f¡�¥é¤V�vàM�6£P¤2ô4¡·�¨�B¡�°��<�V¸9�9³ �<�¨�BàM����£ó¢D�¨´�ßM�V�9�D����°��V�|��£��f±k¡·���6��¡�¢ �D�9�6��V¼ ���y��£��
¡·���9�D��°�£��D¥·¥�0<�9�V��°�£9�0ïµ� ¡·� ��£9�lêP¨¸9���Q1ò� � ´a¸9¢c£ °æ�����¨�9¨�6��¡��9¢D���2¤V°��K¤�ß9ßM�D¤V��°�¡·� ��£��
¤V�9V¸9¥é¤V�t±k¡��9�6��¡·¢��D�9�6��V¼VÂF¡���°µ´f¤=$Z¡·´a¸�´ ¨�4�D°µ¸9ß"���f¤lô�¤V¥�¸9��¤VàM�0ôV�Ù¾��ä¾¨¾#�8¿

E0

0/¤�¥·´��¨°��
à�¼ ¤"�T¤V¢����¨���V�¯�]ïû��1�� � �á°��¨´��K��¤V�9³9�¨´	´��¨´��D�����V�¯��¡·´��l��£9�K°�£9�D¥�¥û´f¤V±��D°á¤� �¸9´�ß
à�¼

30
³9�6¨���6�D°@0<°��6����¡�¨£��¯¤=$Z¡�°W1��[²t£9��¢D�V�����6°�ß �¨�9³9¡��9Ùô�¤V¥�¸9�v���§¤V�9¨¸�¥é¤V�|±k¡·�9����¡·¢��D���D���¼

´f¤=$Z¡·´a¸9´ ¢2¤V�oà �a¤�¥·°��������2¤����D³Ý¤V°���£9�Ù£9�D¡�¨£����V����£9�Ùà9¤V����¡·�D�µ�<�¨��¡·�����6��°�£9�D¥�¥H���V�c¤���¡·�¨�
ïµ£9¡�¢c£"��¸9���9°µ�¨¸Z�����làM�Bô¨�6��¼�¢6¥·�¨°������ ��£9�á ��V�k���3�¯¤���¥·� ���D°�¸9¥��DÂP°��D��à �D¥��:ï��

î �y¡�°�¡·�����6���6°���¡��9�����¢D�¨´�ßP¤V���¯��£9��àM�6£P¤2ô4¡·�¨�q�V�MßM�����D����¡é¤V¥P�6�9�D��V¼l�¨�l��£9�µ°�¤�´f�t��¡�´f�
°�¢D¤V¥·�E0/®[¡�9�¨½4��¹¨¹Q1�� �I�V���6����¡é¤�¥��D���D���¼a¡·°H�<�¨¸9�9³a���B�¨°�¢6¡·¥·¥·¤����qïµ¡���£a�]ïy��´f¤V¡·���<���)	4¸��D�9¢6¡·�D°6�
êP��°��2ÂM��£9�6��� ¡·°�¤f�T¤V°���´f�4³9�áïµ¡©��£o��£9�Ù�<���)	k¸9�D�9¢�¼ó½

ω0

¢D�V�9�9�D¢����6³óïµ¡©��£o��£��Ù�<���)	4¸��D�9¢�¼
�V�M��£9������¤�ßK¤V��³�ÂZ°��D¢6�¨�9³9¥©¼¨ÂZ��£9�D���v¡�°y¤�°�¥��0ï ´f�4³9�tïµ£9¡�¢c£&����4P�D¢���°û��£9�����D¥·¤���¡©ô¨��¤V�9V¸9¥é¤V�
³9¡�°�ß9¥·¤V¢D�6´f�6�k�y�V����£���¡·�9���D�t¤V��³&�¨¸����D�¯°�£9�D¥�¥·°D�'� �B¤V¨¤V¡·�f°��c¤����¯ïµ¡©��£K��£9��¢2¤�°���ïµ¡©��£9�¨¸Z�
��$4���D���9¤V¥H�<�¨��¢D��ÂM°��D�a¸9ß�ßM�6�vêP¨¸����V��²t£9�Ù��¸9����¡·�9fßM�¨¡�����°��V� ��£��Ù¡·�����D��°�£9�D¥�¥H�V°�¢D¡�¥·¥·¤���¡��¨�9°
¢D�V�����6°�ß �¨�9³"���3~r£9¡�¨£9�D°æ�i�Bô�¤V¥�¸9�D°µ���2¤V¢c£9�6³o¡·����£9�á¡������D��°�£9�6¥·¥�ß �V���6����¡é¤�¥EÂ���£4¸�°���£9�D���á��£��
ß �V���6�k��¡é¤V¥>�D�9�6��V¼�¡�°�´f¤=$Z¡·´f¤V¥/� ²t£9��¥·�0ïy�6�µß9¡·¢���¸9����°�£9�0ïµ°�ß �V���6����¡é¤�¥��D�9�6��V¼"¤��h���D�t��£��
��$4���D���9¤V¥§��$Z¢D¡©�c¤���¡·�¨��Â�¤��t��£���´��¨´��D���µ�V�[¤V��¡·�����6��°�£9�D¥�¥����V��¤���¡��¨��� � °µ�¨�9��¢2¤V�"°��6�VÂP��£��
£9¡�¨£Zñ �<���|	k¸9�6�9¢6¼'´��4³9�&¡·°Ù¸9�9¢c£P¤V��¨�D³�Â|ïµ£9�D���2¤V°l��£���°�¥·�0ï ´f�4³9�&¢6¥·�D¤V��¥©¼ ���)4P�6¢6��°l��£��
´��V��¡��¨��¤V¢D���¨°�°t��£9�����V��¤���¡��¨�P¤V¥ àP¤V����¡·�6�D�
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®[¡�¨¸9���|½4��¹¨¹V�§�H�V���D����¡·¤V¥¨�D���D���¼�ßM�6�Iß9¤V����¡·¢D¥���¤V°I¤t�<¸9�9¢6��¡·�¨���V�4��¡�´f���§²t£9�û¸�ß9ßM�6�§ß9¡·¢���¸9���°�£��:ïµ°|��£9�µ¢D¤V°��µïµ¡���£9�¨¸��q�*$Z���D���P¤V¥P�<�¨��¢6�VÂk��£9�µ¥��:ïû�D�qß9¡�¢6��¸9���tïµ¡���£f�*$4���D���P¤V¥P�<�¨��¢D�VÂk¢6¥·�¨°�����á��£9�����V�c¤8��¡·�V�f��£����D°�£9�¨¥�³��|ã�¤V´���ßP¤���¤V´��6���D��°¯¤V°¯¡·�&®[¡·9�â½Z�©¹0¾�Âkà9¸��¯�9�V���v��£9��³�¡��M�D���6�����¡�´f��°�¢2¤�¥·�V�
î]�Ä®H¡·9�9½Z��¹0½aïû��ß9¥·�V�y��£9��¤V�9V¸9¥é¤V�y³9�Dß �D�9³��D�9¢6�Ù�V�I��£9��¡��k���D��°�£9�6¥·¥����V�c¤���¡·�¨��à9¤V����¡·�D�

¤V�9³K¢D�¨´�ßP¤V�����¨¸9�û³P¤���¤����á��£P¤��y�V�§¢D¥·¤V°�°�¡·¢D¤V¥M ��¨�����@�¯¤���¥·�á°�¡�´a¸9¥é¤8��¡·�V�9°^�è¿#�=�E�T��¸P¤�¥·¡���¤8ñ
��¡©ô¨�6¥�¼là �V��£K¤Vß9ß9����¤V¢c£9�6°¯¢D�¨¡��9¢D¡�³9�tô¨�6��¼�ïy�6¥·¥M¤V�9³Kà �V��£&¤V¨���D�v�¨�f��£9��´�¡·�9¡�´a¸9´ôV¤�¥·¸9�6°
�V�t��£9�&ß �V���6�k��¡é¤V¥/�Ýÿ��ù��£��&�V��£��D�Ù£9¤V�9³�Â ��£9�� Ä�Á°�¡�´a¸9¥·¤���¡��¨�9°B¼4¡·�D¥�³ù°�¥�¡·¨£���¥�¼ £9¡�¨£9�D�
ô�¤V¥·¸��D°t�<�¨�t��£9��ß �2¤V±�£9�6¡·¨£����V�H��£9��ß �V���6�k��¡é¤V¥/�û²t£�¡·°µ¡·°µ���D¤V³9¡�¥�¼&�*$Zß9¥é¤V¡��9�D³"à�¼���£9���T¤V¢��
��£9¤��2Â9¡����¨��³��D�¯���l�0ô¨�6��¢6�¨´f����£9��àP¤V����¡·�6�¯³�¼4�P¤V´�¡·¢D¤V¥·¥©¼¨Â���£����V¸����6�t°�£9�6¥·¥��9�6�D³9°t����£9¤0ôV�
¤aêP�9¡©����¤V�9¨¸�¥é¤V�yôV�D¥��Z¢6¡��]¼¨�

� �v¢2¤V�K´K¤V±���°��¨´f��¢D�V�9¢D¥�¸9³9¡·��Ù���6´K¤���±k°D��®P���¨´���£9����£9���D��¸�°��D³� Ä��¤Vß9ß9����¤V¢c£9�6°
������£9�&¡������D��°�£9�6¥·¥|���V��¤���¡��¨� à9¤V����¡·�D��ïy�K£P¤2ô¨���¨à���¤V¡·���D³ ��£9�K�<�¨¥�¥·�0ïµ¡·�9�ô�¤V¥�¸9�D°Ù�<�V�á��£��
àP¤V����¡��D��°o�<�V�

N = 12
� ¡ 1"�<���¨´ ��£9��¢D�¨´�ß9¸���¤���¡��¨�$�V����£9�ùïû�¨��±$�V�l��£9���*$Z���D���P¤V¥

�<�¨��¢D�V�
Urot = 0.018 ± 0.0013E0

Â¯¡�¡ 1Ù�<���¨´ ��£9�"´K¤=$Z¡�´a¸9´ �V�B¤V�9¨¸9¥·¤V�l±k¡·�9����¡·¢"�D�4ñ
�D��V¼

0.0074E0

Â�¤V��³Ý¡·¡·¡©1y�<���¨´ ��£9�Ù¢c£P¤V�9¨� ���qßM�V���D����¡·¤V¥I�D�9�6��V¼
0.0082E0

���y¥é¤�°�°�¡�¢2¤V¥
 y�O°�¡·´Ù¸9¥é¤���¡·�¨��°y¨¡©ô¨��¸9°�¾��ä¾¨¾#�Vº¨º

E0

� ¿��=�/�
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N = 12

¤V°µ¤a�<¸9��¢6��¡��¨��V�I��£9��¤V��¨¥·�Bà �6�]ïû�D�6����£����]ïû��°�£9�6¥·¥·°6�
ãZ�9Âk��£9�v´f�V°��û¤V¢D¢6¸9��¤8����³9¤��c¤�ÂZ¤V�9³���£P¤8�y¢6¥·�¨°��D°��|���a y��¡·�����D��°�£9�D¥�¥F���V��¤���¡��¨�fà9¤V����¡·�D�

³P¤���¤f¡�°v�¨àZ�c¤V¡��9�D³��<���¨´ ��£9�áô�¤V¥�¸9���V� ��£9�Ù´f¤=$Z¡·´a¸�´ �V�q¤��9¨¸9¥·¤V�µ±4¡��9�6��¡·¢��D�9�6��V¼V�µ²t£9�
³9¡(�>�6���D��¢D�D°B¢D¤V� àM�Ù��$Zß9¥é¤�¡·�9�6³Ýàk¼���£9�ÙßM�6¢D¸9¥�¡é¤V��¡���¡��D°��V�q��£9�Ù´f�D¤V°�¸9���D³Ýô�¤V¥·¸��D°D��î]�Ý��£��
¢2¤�°��l�V�y��£9�aïû�¨��±

W ext Â�ïy�l�<�¨¸9�9³ ��£9¤����9�V��¤V¥�¥ ��$4���D���9¤V¥��D�9�6��V¼ V�Z�6°�¡�������¤V�9V¸9¥é¤V�
´��V��¡��¨��Ât°��V´f�Ý�6�9�D��V¼#¡�°�¥·�¨°æ�K�����*$�¢6¡����Ý£9¡·¨£4ñ �<���)	k¸9�D�9¢�¼#��¤V³9¡é¤�¥��¨°�¢D¡·¥�¥é¤���¡·�¨��°lïµ£�¡·¢c£
���6°�¸9¥©��°&¡��#ô�¤V¥·¸9�6°K���4�ù£9¡�¨£��<�¨����£9�Ý���V�c¤8��¡·�V��àP¤V����¡��D�D��²t£��Ý���D°�¸9¥��K�<���¨´ ßM�����D����¡é¤V¥
�D���D���¼ù¡·°á´f�V����¤V¢6¢D¸9��¤������ó¦y¸��l¤V¨¤V¡·��Â[¤V° ¤o¢6�¨�9°��)	k¸9�D�9¢6�����t��£9�����2¤V¥û³�¼4�P¤V´�¡·¢D°á�V�
��£�� ßP¤V����¡·¢6¥·�D°vïµ£9¡·¢c£ó¨��¤Và �0ô¨� ��£9� à9¤V����¡·�D�vïµ¡���£oê9�9¡���� ±4¡��9�6��¡·¢a�6�9�D��V¼o��£9�l�¨à��c¤�¡·�9�6³
ß �V���6�k��¡é¤V¥I�D���D���¼Ä¡�°�°�¥�¡·¨£���¥�¼�£9¡�¨£9�D����£P¤��o��£9�a°æ�c¤���¡·¢a ��¨�������¯¤���¥·�K���D°�¸9¥��D��ÿ��9¥�¼"��£��
4P¸9¢���¸P¤8��¡·�V�9°[�V�P��£9�¯¤��9¨¸9¥·¤V�H±k¡��9�6��¡·¢|�D�9�6��V¼Ù�V�9��£��¯�¨¸����D�[°�£9�D¥�¥�¤�¨���6�ûïµ¡���£a�|	k¸9¡�¥·¡�à9��¡�¸9´
���6°�¸9¥©��°t�<�¨�¯��£9��£9�D¡�¨£��µ�V�H��£9��àP¤V����¡·�6�¯�<�¨�t¡·�����D��°�£9�D¥�¥������c¤���¡·�¨���
Æ�Ç76 î+Í)×wð:Ð�Ô8�½Ô�Ð�Ô^ÎdÕ�Ò�Ù�× Î�Ù:×}Õ�Ò�Ù�ÐÀÙ:ÛñÎdÐ|ïfÌ{Õ�ÔPÒ¬ÑwÒ�Ù�Ñ�ÔPÒ�Õ�Í�Ô^Ì
�	�:9	�� - s��;�õn��fs��=<t�r�>�
� °vïy� ±k�9�0ï��<���¨´Á��£9� ß����6ô4¡��¨¸9°�°æ��¸9³�¼���£9�Ù¥·�4¢2¤���¡·�¨���V�q��£9�aß�£P¤V°�� à �¨¸9��³P¤V��¼��V�q��£��
�O¡·V�9�D�µ¢D�æ¼4°��c¤�¥I¡�����£9��³9�D��°�¡��]¼�ñE���D´�ß �D��¤8��¸9����ß�¥é¤V�9��°��D�9°�¡���¡©ô¨�6¥�¼�³9�6ßM�6�9³9°��¨�"��£9��ß9���òñ
¢D¡�°���ßP¤V����¡·¢6¥·�"�4¸�´aàM�6��°6� ²t£9�Ä���D´�ßM�6��¤���¸9�����V�B�¨��¡·�6�k��¤���¡��¨�P¤V¥µ´��D¥©��¡·��ó¢D¤V�#³9¡(�>�6�K¡��
³9¡(�>�6���D����¢D¥�¸9°����D��°�à�¼�´f¤V��¼ù¡���°��¨´��"�V��³9�6��°l�V�v´K¤VV�9¡���¸9³9�

To = 3 × 10−3...10−12



�'l�m\n\���To§Ý5rtsg��Þ��d���xs�ß^m\�xs���à^áâ���v�ãT^ä2åæ�'ãSv�������o�� º#�
� ¿�¾�Âæ¿�ë�Âæ¿��=�/�Ùÿ���¡·�D����¤���¡��¨�P¤V¥I°���¤Và9¡·¥�¡��]¼"�V�q°�£9�D¥�¥·°B°������¨��¨¥�¼�³9�Dß �D��³9°��¨�o��£9�aê9¥·¡·��&�k¸9´lñ
à �D��°��V�û��£9��°�£9�6¥·¥�°D�K²t£��f£9¡�¨£9�6°������D´�ß �D��¤8��¸9�������¯�¨��¡·�D����¤���¡��¨�P¤V¥H´f�6¥���¡��9&ïy¤V°á�<�¨¸��9³
�<�¨�E¸+±Qò ³H¯�¢D¥�¸9°����D��°6�T%q°�ßM�6¢D¡·¤V¥·¥©¼&£9¡�¨£�°���¤Và9¡·¥�¡��]¼f¡·°¯�<�¨¸��9³�¡·����£9��¢6¥·¸9°æ���D�tïµ¡©��£

N = 19
Â

ïµ£9¡�¢c£�£P¤�°¯��£9�B�¨��¡·�6�k��¤���¡��¨�P¤V¥ ´��D¥���¡·�9á���D´�ß �D��¤8��¸9���
To ≈ 3 × 10−3 0 Γ19

o = 330
1û�¨�9¥©¼

½l��¡·´��D°µ¥·�0ïû�D����£P¤V�"��£9�á��¤V³�¡é¤V¥�´��D¥©��¡·��l���D´�ßM�6��¤���¸9���
Tr = 6.5 × 10−3 0 Γ19

r = 155
1ò�

²t£9¡�°û¡�°|³�¸9��������£9�µ�T¤V¢6�DÂk��£P¤��q��£��v�k¸9´aà �D�|�V�>ßP¤V����¡·¢6¥·�D°��V�f��£�����£9���6�v°�£9�D¥�¥·°q¡·°q�¨ß���¡·´f¤V¥
�<�¨���<�¨��´K¤8��¡·�V�Ý�V�¯¤�£9�*$9¤�¨�¨�P¤V¥�¥·¤�����¡·¢6�f0/®[¡�9��½Z�©¹0º�Â����Vßó¥��6�h��ß9¡�¢6��¸9���Z1��KÿB� ��£�������£9�6�
£P¤V��³�¡�� �9�¨�Zñ ´K¤�¨¡·¢|¢D¥�¸9°����D��°6Â¨ïµ£9¡·¢c£�£P¤2ô¨�t���¨�9¡·�����D¨�6����¤���¡·���V� ßP¤�����¡�¢D¥��D° �¨�a��£9�t�9�6¡·¨£Zñ
à �¨��¡��9K°�£9�D¥�¥·°DÂF���6´fß �D��¤���¸����Ù���q�¨��¡��D���c¤���¡·�¨�9¤V¥�´f�6¥���¡·�9l��¸9���9°��V¸������&àM�á´K¤��k¼"�¨��³9�D��°
¥·�0ïû�D� ��£P¤V�l��£9�¯���D´�ßM�6��¤���¸9���t�V�M��¤�³9¡é¤V¥Z´f�6¥���¡·�99�x%�°�ß �D¢6¡é¤V¥�¥�¼á¡·�����6���6°���¡��9��¨��¡��D���c¤8��¡·�V�P¤V¥
¡·��°��c¤�à9¡·¥�¡��]¼a£9¤V°û��£9��¢6¥·¸9°æ���D�

N = 20
Â4�<�¨�qïµ£9¡�¢c£

T 20
o = 2.9× 10−12 0 Γ20

o = 3.4× 1011 1¤V�9³
T 20

r = 1.2 × 10−2 0 Γ20
r = 83

1ò�
²t£9����¡·V£k�qß�¡·¢6��¸9���µ�V��®[¡·���½Z�©¹0ºB°�£9�0ïµ°|��£9�µß9£P¤�°���³9¡é¤VV��¤V´!�V�M��£9�µ¢D�æ¼Z°æ�c¤V¥�°
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´��D¥���¡·�9���î]�ù��£9¡·°aß�£P¤V°��K���DV¡·�¨�ù°�£9�D¥�¥·°áàM�6¨¡·� ���o�����c¤����K���6¥é¤���¡�ôV�f���Ä�2¤V¢c£��V��£9�D�6� � �
¤�£�¡·¨£9�6�B���D´�ß �D��¤8��¸9���VÂ ¤�àM�0ô¨����£9�f��¤V³�¡é¤V¥�´��D¥©��¡·���ßM�¨¡����2ÂI°�£9�6¥·¥·°�à �D¨¡�� ���"��$Z¢c£P¤��9¨�
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ïy¤V°µß �D���<�V��´��D³�¸9°�¡��9�º�³�¡��M�D���6����¤Vß9ß9����¤V¢c£9�6°D�|²t£9�á���D°�ßM�¨��°����V�[��£9�

´��D°��V°�¢D�Vß9¡·¢Ù½V�!¢6¥·¸9°æ���6�����K¤V�Ä¤V�9¨¸�¥é¤V�t�*$�¢6¡���¤���¡��¨�"ïy¤V°�¸9°��6³Ý¤V°µ��£9��´f¤V¡·��´��6��£��Z³"�V�
¤����c¤V¢c±F�B����4P�D¢����6³ó��£9�a��$Z¡�°���¡��9&���2¤V¥H³�¼4�P¤V´�¡·¢D°v�V����£�� °�£9�6¥·¥I´f�V��¡·�¨�>�BãZ´f¤V¥·¥I�0ô¨�6���D°æ��¡ ñ
´f¤���¡��¨�&�V�I��£9�Bô�¤V¥�¸9�D°t�V�I��£���¤V�9¨¸9¥·¤V�¯àP¤�����¡��D�¯�<�¨¸��9³�¡·�&��£��Ù ��´��6��£9�Z³����)4P�6¢6��°µ��£��
��$Z¡�°���¡��9l���D¤V¥�³�¼4�P¤V´�¡·¢6°µ�V�H��£9��°�£9�6¥·¥�´��V��¡·�¨���
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���6��°

N = 19
¤V�9³

N = 20
ï¯¤�°�¸�°��D³ ¡��o��£9�l°�¡�´a¸9¥·¤���¡��¨�����¯¤&°�¡·�9¨¥���ñ �D¥·�6¢6�����¨�o³��6ô4¡·¢6�

ïµ¡���£�¢D�¨�������¨¥�¥·�D³�¢6¸9�����D�����V�§��£9���¨¸Z���D�t°�£9�D¥�¥E� ²t£�¡·°µ¤V¥�¥·�0ïµ°y�<�¨�t¤ ¢6�¨´fß�¥·�6���D¥©¼f���6ï$±k¡��9³
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�����¨�9°f¢2¤V�#à �Ä�D¤V°�¡�¥�¼'����¤V�9°�´f¡©�����D³�Â¯���ä�� ¡·��¤ °æ¼Z°æ���6´ �V��´a¸�¥���¡�ß9¥·��¥·¤2¼¨�D��°&¤V��³#´K¤2¼
êP�9³ó¤Vß�ß9¥·¡�¢2¤���¡·�¨�9°µ�<�¨��	4¸9¤V����¸9´�¢6�¨´�ß9¸���¡��99�@�v¤���¸9��¤V¥·¥©¼¨Â ���D¤V¥·¡�ª2¤���¡·�¨�"�V�q��£9¡�°�¢D�V�9¢D�6ß��
ïµ¡·¥�¥y���|	k¸9¡·����ô¨�D�æ¼�¢D¥��2¤V��°�¤V´�ß9¥��D°DÂ|¤V��³S³9�����6¢6��¡��¨���V�v��£9��ïy�D¤V±'¢D¡���¢6¸9¥é¤V�Ù¢D¸9�����D����°f¡�°
¤V�9����£9�6�y¡·´�ß �¨����¤V���y¡�°�°�¸������aà ��°��¨¥�ôV�D³�� � �y��£9��°�¤V´��v��¡�´f��Âk£9¡·¨£K°��D��°�¡���¡�ô4¡��]¼��V����£9�D°��
�<�6ï¯ñ �D¥��D¢6�����¨� ¢6¥·¸9°æ���6��°&��� ô¨�D�æ¼#ïû�2¤V±S���V��¤���¡��¨�#��$Z¢6¡��c¤8��¡·�V�#¢D�¨¸�¥·³#à �o�V��¡·�����D���6°����<�¨�
¤Vß9ß�¥·¡·¢D¤���¡��¨�9°ûàk¼�¡©��°��D¥��r�
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²t£9�Bß9¥·¤V°�´f¤áïµ£9¡�¢c£&ïy�B¢D¤V���¨à9°��D��ôV�B¡·�&��£9��¸9�9¡©ô¨�6��°���¸9°�¸P¤V¥�¥�¼�£P¤V°t¤a´Ù¸9¢c£�´f�¨����¢6�¨´lñ
ß9¥�¡·¢2¤8���D³Ý�9¤���¸9���a��£P¤�� ��£9�l���6¥é¤���¡�ô¨�6¥�¼�°�¡�´fß9¥��á�]ïû��ñ]³�¡·´��D�9°�¡·�¨�P¤�¥[¢D¥�¸9°����D��°�¡���ô¨�D°æ��¡��¤����6³
¡·����£9��ß9����ô4¡·�¨¸9°f¢c£P¤Vß����D�6� î �&¢6�¨�9°�¡·°���°K�V��¤ó¥é¤V��¨�"�4¸�´aàM�6�K�V��ßP¤V����¡·¢6¥·�D°6�jãZ¸9¢c£ à9¡�
°�¼4°æ���D´�°�£P¤2ô¨�a¤�°v¤l¢D�V�9°��)	4¸��D�9¢6�a´K¤��k¼&³9�D¨���D�6°v�V�H�<���6�D³9�¨´"Â9��£9¤��µ´K¤�±V��¤V��¤V¢D¢6¸9��¤����
³9�6°�¢D��¡·ß���¡·�¨���V�Hß9¥·¤V°�´f¤ ¤}	4¸�¡�����¢6�¨´fß�¥·¡·¢D¤����6³&�c¤V°�±F�

ãZ�D¢6�¨�9³9¥©¼¨Â4³9�Dß �D��³9¡·�9á�¨��¢D�¨�9³�¡���¡��¨�9°6Â4¥�¡·±��t³9�D�9°�¡��]¼VÂZ���6´fß �D��¤���¸����VÂkß9���D°�°�¸9���VÂ�¢c£��D´ ñ
¡·¢D¤V¥q¢D�¨´�ß �¨°�¡©��¡·�V��Â���£9�fß9¥é¤V°�´K¤�¡·°�ßP¤V�æ��¡·¤V¥·¥©¼o�¨���<¸9¥·¥©¼Ý¡·�¨��¡·ªD�6³�ÂIß9���4¢D�6°�°��6° �V�t���D¢D�V´aà9¡©ñ
�P¤���¡·�¨�Ä¤V�9³o¡��¨�9¡�ª2¤���¡·�¨��ß9���Z¢6�D�D³>�Bÿ��o�¨�9�á£P¤V�9³>ÂM��£��Ù¥·�V�9�ñ]��¤V�9¨�:�y�¨¸�¥·�¨´aà�ßM�����D����¡é¤V¥
¡·°Ù°�¢D���D�6�9�D³Sàk¼ ��£9�&êP�6¥·³��V���¨ß9ß �¨°�¡����6¥�¼ ¢c£P¤V��¨�D³�ßP¤V�æ��¡·¢6¥·�6°DÂ��¨�'��£���¤V�9�V��£9�D� £P¤��9³ùñ
��£���ß9���6°��D��¢D�Ä������£9��ßM�����D����¡é¤V¥|ïµ¡���£�¤o¥��¨�9Ý��¤��9¨�&�c¤�¡·¥yV¡�ô¨�6°l��¡·°��K��� �9��ï ±k¡·��³9° �V�
ß9���¨ßM�6����¡·�D°yñ|¢6�¨¥·¥��D¢���¡�ôV�B��$Z¢D¡©�c¤���¡·�¨��°DÂ�ïµ£9¡�¢c£Ä¤ ß9¥·¤2¼�°�¡�¨�9¡�ê9¢2¤V���t���¨¥·�B¡��"ß�¥é¤V°�´K¤��

î]� ´f¤V��¼Ý¡·��°��c¤��9¢D�6°DÂI�¨�9��¢2¤V�ó¡·�������Z³�¸9¢D�f¤V�9³ó¢D�¨��°�¡·³��D�B��£9��´��Z³9�6¥ �V�¯¤"°�ßP¤���¡·¤V¥·¥©¼
£9�¨´��¨¨�6�9�D�V¸9° ú ¶ õ óc¯ ú ¸�U ú ¶ õ ¶�·VUÂ°(±=²�¸+±À0Eÿ@�¯�T1��<�¨��°�¡�´fß9¥�¡·¢6¡��]¼¨��î �Ù¡·°Ù¤�°�¼4°æ���D´ ¢D�¨�4ñ
°�¡�°���¡·�9��V�§¤�°�¡��9¨¥��t°�ß �D¢D¡��D°û�V��¢c£P¤���¨�6³KßP¤V�æ��¡�¢D¥·�6°q�D´aà �D³9³��D³K¡��K¤�¸9�9¡©�<�¨��´�àP¤V¢c±k¨���V¸9�9³
�V�§�9�6¸�����¤V¥·¡�ªD¡��9Ù¢c£P¤���¨�6°D�ûãZ¸9¢c£"¤V�"ÿ@�¯��¡·°¯¤a°�¸9à9°æ�c¤V����¡·¤V¥·¥©¼�¡·³9�D¤V¥·¡�ªD�D³f´f�4³9�6¥M�V�I¤a���2¤V¥
ß9¥·¤V°�´f¤��§²t£9�yÿ��¯�o´��4³9�D¥�£P¤�°�ñM³9¸��|���v¡©��°§°�¡�´fß9¥�¡·¢6¡��]¼�ñPà �D�6�áïµ¡·³��D¥�¼�¡·��ô¨�6°���¡��¤����D³�àM�V��£
��£��D�¨���6��¡�¢2¤V¥�¥�¼á¤V�9³lïµ¡���£aô�¤V��¡��¨¸9°��k¸9´��D��¡�¢2¤V¥9¤V�9³l°�¡�´a¸9¥é¤8��¡·�V�Ù´��6��£��Z³9°6Â�°��6�v���ä9�½�äëV¿C¨4ë¨ë��
¤V�9³¾�äë��ZÂæë¨ì��/Â ���D°�ßM�6¢6��¡©ô¨�6¥�¼¨��ãZ¡��9¢D����£9�áß9¡·�¨���D�D��¡·�9��k¸9´��D��¡�¢2¤V¥�ïû�¨��±��V��¦y��¸9°�£�Â>ã�¤V£9¥�¡·��Â
²I�D¥·¥��D�\�äë¨ð=�EÂ4��£9����£9�D��´f�4³�¼4�P¤V´�¡·¢v¤V�9³K³�¼4�P¤V´�¡·¢�¢c£9¤V��¤V¢����6��¡·°æ��¡�¢D°¯�V����£9��¢6¥é¤V°�°�¡·¢D¤V¥>ÿ��¯�
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£P¤2ô¨�yàM�6�D�a°æ��¸9³9¡��D³a¡��Ù³9���c¤V¡�¥E�§î]�aßP¤�����¡�¢D¸9¥·¤V�DÂ0��£9�y³9�6ßM�6�9³9�6�9¢D�t�V����£9�ûß9���¨ß �D�æ��¡��D°I�¨�Ù��£��
¢D�V¸9ß9¥·¡��9aßP¤���¤V´��6���D�

Γ = 4πe2/(r̄kBT )
Â�ïµ£9�D���

r̄ = ( 3
4πρ

)1/3 ¡·°y��£9�B´��2¤V��¡��k���D��ßP¤V����¡©ñ
¢D¥��Ù³9¡�°���¤V�9¢D�Ù¤V�9³

ρ
¡·°v��£9�Ù³��D�9°�¡��]¼¨Â>£P¤2ô¨�aà �D�6�Ý¡·��ô¨�6°���¡��¤����D³o¸9ß����KôV�D��¼�¥é¤���¨��ô�¤V¥·¸9�6°

�V�
Γ
�X�V¾�Â>�Z¹|�/� � ´f�¨�����£9�µ´f�V°��q¡·´�ß �¨����¤V��� ��£9�6��´��Z³Z¼Z�9¤V´f¡�¢¯���6°�¸9¥©��°q¡·°���£9�µß9���6³9¡·¢���¡·�V�

�V�M¢D�æ¼Z°æ�c¤V¥�¥·¡�ª2¤���¡·�¨�l¤���ô�¤V¥�¸9�D°q�V�
Γ
�V� ��£9�µ�¨��³9�D�q�V�[¹C�¨½:ñ�¹0ì¨¾}�X�¨½Q¨!��¿9ÂB�Vë��/� � �f¡�¥·¥·¸�°�����¤���¡©ô¨�

¢2¤�°����V��°�¸9¢c£&¢D�æ¼4°��c¤�¥·¥·¡�ª2¤���¡·�¨�Ù¡·°q°�£9�0ïµ�f�¨�K®H¡·9��ºZ��¹¨� ®F���¨´�¢6¥é¤V°�°�¡�¢2¤V¥  Ä�{°�¡�´a¸9¥é¤8��¡·�V�a�V�
�y�¨¸9¥��¨´aàaß�¥é¤V°�´K¤�Â��¨�9�t°��D�D° ��£9�¯�<�¨��´K¤���¡·�¨�á�V� ¤�¥é¤8����¡�¢D�û�V� �D¥·�6¢6�����¨�9°[�¨��³9�6� ¡·�a��£9�t¥·¡�´f¡©�
�V�µ£9¡�¨£ù¢6�¨¸9ß9¥�¡·�9�ßP¤V��¤�´f�����D�

Γ
�V�ù�¨�9�&£9¤V�9³�¤V�9³ùïû�2¤�±4¥©¼ ¢6�¨�����D¥·¤����6³ù�D¥��D¢6�����¨�'³�¡·°æñ

����¡·à9¸Z��¡·�V�"¡�����£9�a���6à�¼¨��ñ]¬v¶9¢c±��D¥�¥�¡·´�¡��
Γ
�¨�"��£9���V��£9�D�6�v®P¸9�æ��£9�6��´��¨����ÂF¡·��ô¨�6°���¡��¤���¡·�¨�9°

�V�§��£���³�¼4�P¤V´�¡·¢�ß����¨ß �D�æ��¡·�6°¯�V�I°������¨��¨¥�¼f¢D�¨�����6¥é¤����D³&¢6¥é¤V°�°�¡·¢D¤V¥>ß�¥é¤V°�´K¤V°û£P¤2ô¨��¡·��³9¡·¢D¤����6³
��£9¤��l��£9��ï¯¤2ôV�Ä�k¸9´aà �D�l³9�6ßM�6�9³9�D����ß�¥é¤V°�´f�¨��³9¡�°�ß �D��°�¡·�V��¢c£9¤V�9¨�6°f�<���V´ ´f�V�9�V���V�9¡·¢
¨���:ït��£�Â ¢D�¨´�´f�V�"�<�¨�µïû�2¤V±k¥�¼�¢D�V¸9ß9¥·�6³Äß9¥·¤V°�´f¤V°6ÂF���&¤�³9�D¢6���2¤�°�¡·��&³9¡·°�ßM�6��°�¡·�¨�Ä¤V���¨¸��9³
Γ ≈ ºf�èëV¿ �/�
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r / r
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r)

Γ = 0.1
Γ = 1
Γ = 10
Γ = 50
Γ = 100
Γ = 170
Γ = 230

®[¡�¨¸9����ºZ��¹¨�û�[¤�¡·�µ³9¡·°æ����¡·à9¸���¡·�¨���<¸9��¢6��¡��¨�"�V��¤l¢D¥·¤V°�°�¡·¢2¤�¥��D¥·�6¢6�����¨�2�y�¨¸9¥��¨´aàÄÿ��¯�I�F²t£9�°�¡�´a¸9¥·¤���¡��¨�9°§¤V���ûß �D�æ�<�¨��´��D³�¡·�á¤v°æ¼Z°æ���6´
N = 250

�����D�9���£Ù���P¢2¤V¥�¢D¸9¥·¤����6³á³�¡·°�����¡�à9¸���¡��¨�¡·°I¥·¡�´f¡©���6³Bàk¼���£9�y£P¤�¥��éñ]¥��D�9���£��V�9��£9�û°�¡·´a¸�¥é¤���¡·�¨��à �Q$
L
�H²t£9�y³9���c¤V¡�¥·°§�V�9��£9�y°�¡·´a¸�¥é¤���¡·�¨�¤V����³��D°�¢6��¡�àM�6³�à �D¥��:ï��

®P¸9����£9�D��´f�¨���VÂt��£��D���Ý¡�°&¨���:ïµ¡��9'¡·�����D���6°���¡�����£9�Ý³Z¼Z�9¤V´f¡�¢Äß9���¨ß �D����¡·�6°��V��³9�D��°��
´|µ5± ¶�·Bµ!¸ ß9¥é¤�°�´f¤V°DÂ�¡·�OßP¤V�æ��¡�¢D¸9¥·¤V�&¡·�{¤V°æ�����¨ß9£�¼4°�¡·¢6°DÂB¥·¤V°��6��ß9¥é¤V°�´K¤�°�¤V�9³{¢D�¨��³9�D�9°��D³
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¢D�V¸9ß9¥·¡��9"¤���ô¨�6��¼ó£9¡·V£ ³9�6�9°�¡©��¡��D°�¡·°�ïy�6¥·¥�³9�6°�¢6��¡·à �D³ à�¼ó��£9����¤V�9³��¨´�ß9£P¤�°��&¤�ß9ß9���Z$Z¡©ñ
´f¤���¡��¨�Ü0/��� � ÂI°��6�&�V�è9�d�äë¨½ZÂW���Z¨4ì¨¾��©1�ÂI��£9�fß9���VßM�6����¡��D°Ù¤��&³ ¶�· õ�ö ¸ õ H ³>± · õ ¯ ú µ[UÂ°.³ ¶!ò®± ¶IH
H õ ò õ ¶ õ�ö ±!¯]\K���D´f¤V¡·��ß �Z�¨��¥�¼K��$Zß9¥·�V���D³>��%�°�ß �D¢D¡·¤V¥·¥©¼¨ÂP�¨����¡�°µ¡·�����6���D°æ���6³o¡·����£9��³�¼4�P¤V´�¡·¢
ß9¥·¤V°�´f¤ à �D£P¤2ô4¡·�V�f¡��#¢2¤V°��D°Kïµ£��D���o��£9�o¤2ôV�D��¤�¨�o±k¡·�9����¡�¢Ä�D���D���¼�¡�°K�V����£9�o°�¤V´f���¨�æñ
³9�6� ¤V°Ù��£9�&´��2¤V�ùß �V���D����¡·¤V¥û�6�9�D��V¼¨Âq¡/�ä���

Γ ∼ 1
Â[ïµ£9�6����¢D�V¥·¥·¡�°�¡��¨�9¥·�6°�°B��£��D�¨��¡·�D°Ù°�¸9¢c£

¤V°a��£9���v� � �T¤V¡·¥/Â �V�è9�^�X�Vì�Â��VðZÂòì�¹|�/�ù®P�¨�Ù��£9�D°��"°�¡���¸P¤���¡��¨�9°6Â�	4¸9¤V����¸9´ ´��¨¥��D¢D¸�¥é¤V�á³�¼�ñ
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ïµ¡���£

ρΛ3 ≤ 1
ÂFïµ£��D���

Λ
¡·°µ��£9�á����ñ]¦y���V¨¥·¡���ïy¤2ô¨�á¥·�D��V��£ 0T°��6�Ùà �D¥��:ï�1òÂF¡���¡·°µ��$Zß �D¢����D³

��£9¤�� �¨���¯¢2¤V� ß �D�æ�<�¨��´´a¸9¢c£ °�¡·´�ß9¥·�6�H¢6¥é¤V°�°�¡�¢2¤V¥� Ä�#°�¡�´a¸9¥·¤���¡��¨�9°§¸9°�¡��9����>�6¢6��¡©ô¨��	k¸P¤V�4ñ
��¸�´ ß9¤V¡·��ßM�����D����¡é¤V¥�°DÂI�V�è9���èë¨ë�Â�ìV¿=¨4ìVë��E�"²t£9�6°���ß �V���6�k��¡é¤V¥�°�¢2¤V�ùà �K³��D��¡©ô¨�6³ù�<���¨´	��£��
½:ñ ßP¤V����¡·¢6¥·� ã4¥é¤����D�B°�¸�´�¸9°�¡��9� ��¨��¡��c¤Ázä°B´��6��£9�Z³>� ²t£9��«��6¥·à9�ß �V���6����¡é¤�¥[£P¤V°����D¢D�6����¥�¼
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ρΛ3 ≤ 5
ïµ£9¡·¢c£

¥·����°¯¸�°y���a�*$ZßM�6¢6�µ���6¥·¡·¤Và9¥·�����6°�¸9¥©��°t¤�¥·°��á�<�¨�t Ä�$°�¡·´a¸�¥é¤���¡·�¨�9°6Â4¤��t¥·�D¤V°��û�<�¨�
ρΛ3 ≤ 1
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¡·°¯��£9��¤V¡·´ �V�I��£9¡�°t¢c£P¤Vß����D�µ���l��$Zß9¥��¨������£9¡·°� ���¤Vß9ß�����¤V¢c£�ïµ¡©��£���£9��«B�D¥�à9lßM�����D����¡é¤V¥
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î ��¡·°B�P¤8��¸9��¤V¥[����°æ�c¤V�æ�B��£9¡�°B¤V�P¤V¥©¼4°�¡·°�ïµ¡©��£óÿ@�¯��¨4°�¡�´a¸9¥·¤���¡��¨�9°�à �D¢D¤V¸9°�����£9�6¼Ý£9¤0ôV�
��£��µ¤V³�ô�¤V���c¤VV�t�V�M��£9�µ¤Và9°��D�9¢6�v����¤�¢6�¨¥·¥·¤Vß9°��y�V�>�Vß9ßM�V°�¡����D¥©¼Ù¢c£P¤���¨�6³fßP¤�����¡�¢D¥��D°�¤�� °�´f¤V¥·¥
³9¡�°��c¤��9¢D�6°D�|ÿ��f��£9���V��£9�D�û£P¤V�9³>Â4��£9���*$�¡�°����D�9¢6���V�§¤�£9�¨´��¨¨�6�9�D�¨¸�°ûàP¤�¢c±4V���¨¸9��³��V���¨ßZñ
ß �¨°�¡©���D¥©¼Ä¢c£9¤V��¨�6³ ßP¤V����¡·¢6¥·�D°�¥·�2¤�³9°�����°��¨´f�a¤V³9³9¡©��¡·�V�P¤V¥§���D¢c£��9¡·¢D¤V¥ ³9¡(,f¢6¸9¥���¡·�6°�¡·�Ý¢6�¨´lñ
ßP¤V��¡·°��¨�K��� ½:ñ]¢6�¨´fß �¨�9�6���¯°�¼4°æ���D´�°DÂ�³9¸9�����a���6°�����¡·¢����D³�¢D¤V����¡·�6�y���D¤V����¤V�9¨�6´f�6���¯¢2¤�¸9°�¡��9
¥·�6°�°��)�M�D¢���¡�ôV�f°�¢D���D�D��¡·�9��V�û��£9�&�y�¨¸9¥·�V´aà ¡·�����6��¤V¢���¡·�V���&ÿ��9�l´f¤C ��¨�Bß9���¨à9¥��D´��V�t Ä�
°�¡�´a¸9¥·¤���¡��¨�9°I�V�F³�¼4�P¤V´�¡·¢D¤V¥Zß����¨ß �D�æ��¡·�6° ¡·°H��£P¤��H��£9�tà �D£9¤0ô4¡��¨� ¤�� °�´f¤V¥·¥kï¯¤2ôV���k¸9´ÙàM�6��° ¡�°
³9¡(,f¢6¸9¥��y��� ¡·��ôV�D°���¡·�¤8���V��²t£������2¤V°��¨��¡·°y��£P¤��t¥·¤V��V��àM�Z$kñ]°�¡·ª6�D°µ¤V���B���|	k¸9¡����6³�ïµ£�¡·¢c£�Â9�<�¨�
��£���¤V�P¤V¥©¼Z°�¡·°¯���H£�¡·¨£�³9�6�9°�¡©�]¼�ß9¥·¤V°�´f¤V°DÂ4����¤V�9°�¥·¤����6°¯¡·����� ¥é¤V��¨��ßP¤V�æ��¡�¢D¥·�v�k¸9´aà �D��°6�q²t£9�
¢D¸������6����¡��9¢D���2¤V°��á�V�[¤2ô�¤V¡·¥·¤Và9¥·��¢D�¨´�ß9¸����D�µßM�0ïû�D��¨¡�ôV�D°��¨�9�B��£��áß �¨°�°�¡·à9¡�¥·¡©�]¼f����¡���ô¨�D°æ��¡ ñ
�¤�����°�¡�ªD�òñ]³9�6ßM�6�9³9�D���vß9���VßM�6����¡��D°¯¥�¡·±�����£9��³9�6�9°�¡©�]¼�ñ]³9�6�9°�¡©�]¼�¢D�¨�����6¥é¤���¡·�¨�9° 〈ρ~k(0)ρ−~k(t)〉�<�¨�l°�´f¤V¥�¥·�D� ±¨ñEô¨�D¢����¨��°f��£P¤V��àM���<�¨�����#î]�S��£9¡·°l³9¡�°�°��6����¤���¡��¨��Âûïû��¤V����¤Và9¥������ ß����D°��D���
¤V¢6¢D¸9��¤����B���D°�¸�¥���°¯�<�V�y��£9�B³Z¼Z�9¤V´f¡�¢2¤V¥Mß9���VßM�6����¡��D°t�V�§��£9��ÿ@�¯�HÂ9°�¸9¢c£Ä¤�°¯��£9�B³�¼4�P¤�´f¡�¢2¤V¥
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Γ = 1 . . . 4
Â>°�£9�0ï

¤V� ¡��k���D���D°���¡·�9 ³9¡·°�ßM�6��°�¡��¨���Ý��£��Ä�<���)	4¸��D�9¢�¼ ¡·�9¢6���D¤V°��6°&¸9ß#����¤ ´K¤=$Z¡�´a¸9´ ¤V�9³>Â��<�¨�
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	k¸P¤V����¸�´�ßP¤V¡���ß �V���6�k��¡é¤V¥P0/«B�D¥�à9&ß �V���6����¡é¤�¥P�èìV¿ �©1��<�¨����£9� ���6¨¡·�¨�Ä�V�|°�´f¤V¥·¥H¤V�9³ ¡·�����D�æñ
´��D³9¡·¤�����¢D�V¸9ß9¥·¡��99�¼� ��êP�9³���£P¤���	4¸9¤V����¸9´ ³9¡(�>��¤V¢6��¡·�¨���)�M�D¢���°&£9¤0ôV�o¤ó�9�V��¡�¢D�D¤Và9¥·�
¡·�Á4P¸9�D��¢D�B�¨�&��£9�BàM�6£P¤2ô4¡·�¨�¯���I��£9���¨ßZ��¡·¢D¤V¥>³�¡·°�ß �D��°�¡��¨�&¢D¸���ô¨�6°D�|î]�9¢D���2¤V°����V�§��£9�B³9�6¨�D�4ñ
�D��¤V¢6¼K¥·�D¤V³9°û���l¤Ù°����h���D��¡·�9 �V����£9�B³9¡�°�ß �D��°�¡·�¨�

ω(k)
ÂZ�6°�ß �D¢6¡é¤V¥�¥�¼f¤��t¡��k���D��´f�6³9¡é¤�����ïy¤2ô¨�

ô¨�6¢6���¨��°6�
ø�ÇêÆ ù Ëe×fÏ�Ó Í|ÎPÏ@Ð ÑwÒ�Ù:Ñ�ÔPÒxÕ�Í)Ô^ÌûÙ�Û¼ÕxÊwÔ ^`_æÉ
,a�:�	�� b �������E�!�Z�æ�c�qpd�Ve�e�x9n��q�9�
� ¢D�6�k����¤V¥�	k¸P¤��k��¡��]¼ ����³��6���6��´�¡·�9�¯��£9��³�¼4�P¤V´�¡·¢tß9���¨ßM�6����¡·�D°����>¢c£P¤���¨�6³K´f¤V��¼kñ ßP¤V�æ��¡·¢6¥·�
°�¼4°æ���D´�°[¡�°I��£9�q�<���|	k¸9�6�9¢6¼�ñ ³9�Dß �D�9³��D���q³9¡·�6¥·�6¢6����¡·¢��<¸9�9¢���¡��¨�

ε(~k, ω)
ïµ£�¡·¢c£�ÂV�<�V�§��£9�yÿ��¯�IÂ

¡·°tV¡�ô¨�6��à�¼
ε(~k, ω) = 1 − UC(~k)Π(~k, ω).

0Tº���¹Q1
¬v�6���

UC(~k)
¡�°���£9�Ù°�ßP¤���¡é¤V¥H®P�¨¸9��¡·�D������¤V�9°��<�V��´ �V�q��£9���y�V¸9¥·�¨´ÙàoßM�����D����¡é¤V¥/Â

UC(k) =

4πe2/k2 Â4¤V�9³ Π(~k, ω)
¡·°���£9�v¥·�¨��¨¡���¸9³9¡·�9¤V¥�ß �¨¥é¤���¡·ªD¤���¡��¨�Ù�<¸9��¢6��¡��¨��� ²t£k¸9°6Â�´f¤V��¼�ñ]à �Z³�¼

�)�M�D¢���°��6�����D����£9�á³9¡·�6¥·�6¢6����¡·¢B�<¸9�9¢���¡��¨��ô4¡é¤
Π
�µ²t£9�6���a�*$Z¡·°���´K¤��k¼"¤�ß9ß9���Z$Z¡·´f¤���¡·�¨�9°t�<�V�
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¢D�V�����6¥é¤���¡·�¨�����>�6¢6��°DÂF¡E�è�V��¢6�¨¥·¥�¡·°�¡��¨�9°|àM���]ïy�6�D�Ä��£9��ßP¤V�æ��¡·¢6¥·�6°D�

î]�Ä��£��áêP��°���´��2¤��Zñ êP�6¥·³���£9�6�¨��¼"�V����¥é¤�°��0ôÃ0æ¹0ðVº#��1�ÂP��£9�Ù¢6¥é¤V°�°�¡·¢D¤V¥�±k¡·�9����¡�¢á�)	4¸9¤���¡��¨�
�<�¨����£��v³9¡�°�����¡·à�¸���¡��¨� �<¸9�9¢6��¡·�¨�

F (r, p, t)
1�¡�°û¸�°��D³&¤V°���£9�v°��c¤�����¡��9�ßM�V¡·���|�V��¢6�¨�9°�¡�³9�D��¤8ñ

��¡��¨���§î �P�¨���û�9�6¨¥·�6¢6��°x4P¸�¢6��¸9¤���¡��¨�9°§�V�P´�¡·¢6���¨°�¢D�¨ß9¡�¢�³9�D��°�¡��]¼
ρ
ÂV�D¥��D¢�����¡�¢ ~E ¤V�9³�´f¤V¨�9����¡·¢

~B
êP�D¥�³9°¯��£9�6��ÂPïy��£P¤2ôV�Ù¤ °��������[¢6¥·�¨°��D³��|	k¸P¤���¡·�¨��°D�

∂F

∂t
+ ~v

∂F

∂~r
+ (e ~E +

e

c

[
~v × ~B

]
)
∂F

∂~p
= 0,

����� ~B =
1

c

∂E

∂t
+

4πe

c

∫
~vF (~r, ~p, t)d~p,

���V� ~E = −1

c

∂ ~B

∂t
,

³9¡©ô ~E = 4πe
∫
F (~r, ~p, t)d~p,

0/º��â½�1
ïµ£9�6���

e
¡·°v��£9� ¢c£P¤V��¨� �V�û¤&ßP¤V�æ��¡�¢D¥·���B²t£9¡·°�¤Vß9ß9����¤V¢c£ ¡·°�¤Vß9ß9¥�¡·¢2¤�à9¥·���<�¨��ß9¥·¤V°�´f¤K¡��Ý¤
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Γ � 1
Â9�V�µ¤�£9���µ³9¡·¥�¸������<¸�¥·¥�¼�ñ ¡·�¨�9¡�ªD�6³&ß9¥é¤�°�´f¤��

®P�¨�>��£��|¢6¥é¤V°�°�¡�¢2¤V¥¨ÿ��¯�IÂD��£���´f�D¤V�Zñ ê9�D¥·³B���D°�¸9¥��§¡�°>��£9�'��¥é¤V°��0ô�ß �¨¥é¤V��¡·ªD¤���¡��¨���<¸��9¢6��¡·�¨���

Π ��¥·¤V°��0ô (~k, ω) = − 1

m

∫
d3v

~k

ω − ~k~v + iδ

∂F (~v)

∂~v
.

0/ºZ�âº#1
¬v�6���

δ → +0
Â ¡��9³9¡�¢2¤���¡·�9 ��£��á���6�c¤���³9�6³À0T¢D¤V¸9°�¤�¥ 1¯¢c£P¤V��¤V¢6���D����� ��£9��ß �¨¥é¤V��¡·ªD¤���¡��¨��¤V�9³

��£���³�¡·�D¥��D¢�����¡�¢��<¸9�9¢���¡��¨���q®P¸9����£9�D�6Â
F (~v)

¡�°µ��£9�á Ä¤=$4ïû�D¥·¥�³�¡·°�����¡�à9¸���¡��¨�K�<¸9��¢6��¡��¨���

F (v) =
ρ

(2πmkBT )3/2

��$Zß
(− mv2

2 kBT
),
∫
d3vF (~v) = ρ
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ïy¤0ôV�á¢c£9¤V��¤V¢����6�v�V�I��£���ß9¤V����¡·¢D¥��D°¯¢D¤V�"àM���9�6¨¥·�6¢6���6³��
��¸P¤V����¸9´ �)�M�D¢6��°[¤����q¡·´�ßM�V���c¤��k�>¡��4��£9�q¡��k���D��ßP¤V����¡·¢6¥·� ³9¡�°���¤V�9¢D���V�§��£9�q���6àk¼V�y��¤V³9¡·¸�°

à �D¢D�V´f��¢D�¨´�ßP¤V��¤Và9¥��¯���á��£9�v����ñ]¦y���¨V¥·¡·�¯ïy¤2ô¨��¥��D�9���£
Λ = h/

√
2πmkBT

� ²t£9�6�����<�¨����Â
	k¸P¤V����¸�´ ³�¡��M��¤V¢���¡·�V�ó���>�6¢6��°Ù°�£��¨¸9¥·³ °�£9�0ïÅ¸9ß ¡·� ��£9��³9¡��D¥·�6¢6����¡·¢lß9���¨ß �D����¡·�6°Ù¤���¥·¤V��¨�
ïy¤0ôV�Ù�k¸9´aà �D��°D�¯²t£��a Ä¤C$Zïû�D¥�¥H³�¡·°�����¡�à9¸���¡��¨�f%�	F�©0Tº��ä¿#1µ¡�°µ��£9��ßP¤V����¡·¢6¸9¥é¤V�y¢2¤V°��á�V�[�|	k¸9¡ ñ
¥·¡�à9��¡�¸9´�³9¡�°�����¡·à9¸Z��¡·�V��Â�¡©�P��£9�µ®P�6��´�¡Z�6�9�D��V¼

EF
�V� ßP¤V�æ��¡·¢6¥·�6°[¡·°[´a¸9¢c£ ¥·�6°�° ��£9�D�a��£9�D��´K¤V¥

�D���D���¼
kBT

�
EF = (2π2)2/3h̄2ρ2/3/2m� kBT.
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î]�K��£9��¢2¤�°����V�I¤á³9�D¨�6�9�D��¤������D¥·�6¢6�����¨�&°æ¼4°����6´ �¨����£P¤V°|���a¸9°�����£��B®P�D��´�¡F³9¡·°æ����¡·à9¸���¡·�¨�
�<¸9�9¢���¡��¨���

f(p) =
2

(2πh̄)3

1

1 +
�*$Zß

((p2/2m− µ)/kBT )
.
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²t£9��	k¸P¤V����¸9´ ¨�D�9�6��¤V¥�¡·ªD¤���¡��¨���V�4��£9�'��¥é¤V°��0ô�ß �¨¥é¤V��¡·ªD¤���¡��¨�v¡�°���£9�q��� � ß �¨¥·¤V��¡�ª2¤���¡·�¨�

�<¸9�9¢���¡��¨��¨¡�ôV�D�"àk¼

ΠRPA(~k, ω) = −
∫

d3p

(2πh̄)3

f(~p) − f(~p− h̄~k)

h̄ω + p2

2m
− (~p+h̄~k)2

2m
+ iδ

.
0/ºZ�V��1
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�D¥��D¢�����¡�¢�¤V�9³�´f¤V¨�9����¡·¢fêP�D¥�³9°DÂ|°��

F
¤V��³

f
¤V���&��£9�� Ä¤C$Zïû�D¥�¥µ¤V�9³�®P�D��´f¡|�<¸9�9¢6��¡·�¨�>Â

���6°�ß �D¢���¡�ôV�D¥©¼¨�tÿ��9�����D¤V³9¡�¥�¼&¢6�¨��êP��´f°t��£P¤��2ÂP¡�����£9��¥·¡�´f¡©�y�V�[¥·�¨��lïy¤2ô¨�6¥·�D��V��£9°6Â ~k → 0
Â
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S(~k, ω)

S(~k, ω) = − h̄

2πUC(k)
coth(

h̄ω

2kBT
h̄ω)

î]´ 1

ε(~k, ω)
,

0/ºZ�âì#1
ïµ£9¡�¢c£Ý°�£9�0ïµ°���£9�Ù�<���)	k¸9�D�9¢�¼o°�ßM�6¢6����¸9´ �V�q³9�D��°�¡��]¼4P¸9¢���¸P¤8��¡·�V�9°v�<�¨��¤K¨¡©ô¨�D��ôV¤�¥·¸9���V�
~k
�
�q�D�æ¼o¸9°��6�<¸9¥/Â���$�¤V¢6�����D¥·¤���¡��¨�9°v¤V��� ß9���0ôZ¡�³9�D³Ýà�¼���£9�

n
��£Ý�<���)	4¸��D�9¢�¼Ý´f�V´f�6�k��°�¸9´

��¸�¥·�D°&�<�V�
S(~k, ω)

Âtïµ£9¡�¢c£j¤����Ý��$Zß9���D°�°��D³j¡·�#���D��´�°��V����£���	4¸9¤V����¡���¡·�6°
< ωn(~k) >

Â
³9��êP�9�D³�à�¼

< ωn(~k) >=

+∞∫

−∞
ωnS(~k, ω)dω.

0Tº��äð#1
²t£9��ªD�6����´f�V´f�6�k�

< ω0(~k) >= S(~k) =

+∞∫

−∞
S(~k, ω)dω

0Tº���¹2¾#1
¡·°�¢2¤�¥·¥·�6³�°æ�c¤���¡·¢�°�����¸9¢���¸9���Ù�T¤V¢6���¨�DÂPïµ£9¡�¢c£o¡·°�³9¡����D¢���¥©¼�¢D�¨�9���D¢6���D³oïµ¡©��£���£9��ßP¤V¡·��³9¡�°�����¡©ñ
à9¸���¡·�¨���<¸9��¢6��¡��¨�

g(~r)
�

S(k) = 1 + ρ

+∞∫

0

��$Zß
(−i~k~r) [g(~r) − 1] r2dr.
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ïy¤0ôV��ñEô¨�D¢����¨�v°�ßP¤�¢D�V�qî]����£9�����6à�¼¨��ñ]¬v¶9¢c±��D¥ ¥�¡·´�¡��q�<�¨�µ¤V�"¡·°��V�����¨ß9¡�¢�°�¼4°����D´

S(k)
���D¤V³9°

SDH(k) =
k2

k2 + 3Γ.

0/º��©¹:½�1
²t£9��°��6¢D�¨��³o¤V�9³���£�¡·��³�¥��:ïû�D°æ��ñ �¨��³9�6�t°�¸9´Á��¸9¥·�6°t�¨à �6¼¨�6³Äà�¼

S(~k, ω)
¤V�����èð¨º��

< ω2 >=

+∞∫

−∞
ω2S(~q, ω)dω =

q2ωpl

3Γ
= ω2

0,
0/º��©¹0º#1

< ω4 >=

+∞∫

−∞
ω4S(~q, ω)dω =

ω4
pl

3Γ
(
q2

Γ
+ q2 − 2q2I(q)),

0Tº���¹D¿�1
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~q = r̄ ~k
Â
ωpl =

√
4πe0ρ/m

¡·°¯��£���ß�¥é¤V°�´K¤Ù�<���|	k¸9�D��¢6¼"¤V�9³

I(q) =

+∞∫

0

1

r
[g(r) − 1]

( °�¡·�
qr

qr
+

3
¢6�¨°

qr

(kr)2
− 3

°�¡·�
kr

(kr)3

)
dr
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Γ � 1

�t²t£9�6���a�*$Z¡·°��v´f¤V��¼���£9�6�¨������¡·¢D¤V¥§¢D�¨��¢D�DßZ��°����K¨��àM��¼¨�¨��³o��£9�á�v� � ïµ£�¡·¢c£Ý¤V���
àP¤V°��D³a�V��	k¸P¤V����¸�´!±k¡·���6��¡�¢���£9�6�¨��¼VÂ¨³9�D��°�¡��]¼��<¸9��¢6��¡��¨�P¤V¥¨��£9�D�V��¼á¤V�9³á�V��£9�6� ¤Vß�ß9����¤�¢c£9�D°6�
²t£9¡�°I¡�°�àM��¼¨�¨��³���£9�q°�¢D�VßM�q�V�4��£9¡�°�³9¡·°�°��6���c¤8��¡·�V��Â:°��D�q���ä9�[�����r�#�X�Vì�Â��Vð�Â©ì�¹|�V¤V�9³������<�D���D�9¢6�D°
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ïµ£9¡�¢c£�¡�°tàP¤V°��6³Ä�¨��´��¨¥·�6¢D¸9¥·¤V�y³Z¼Z�9¤V´f¡�¢D°µ°�¡�´a¸9¥·¤���¡��¨�9°D�
,a�:�	�'� ( n|pE���M}�pE��x�svut���|w��æ�c���Ve�evx9n��q�9�f�Zn3�Z���Ýsvut���ûw��r�c�|p1e�x�n�eag

��x��Z�E�;�
²t£9�l³9¡��D¥·�6¢6����¡·¢a¤V�9³ ³�¼4�P¤V´�¡·¢D¤V¥[ß9���¨ß �D����¡·�6°B�V�û¤V� ¡·�����6��¤V¢���¡·���´K¤V��¼�ñ]ß9¤V����¡·¢D¥��Ù°æ¼Z°æ���6´
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¤V°

A(~k, t) =
1

N
〈ρ~k(t)ρ−~k(0)〉, 0/ºZ��¹:ç 1

ïµ£9�6���
N

¡�°[��£9�t�k¸9´ÙàM�6� �V� ßP¤V�æ��¡·¢6¥·�6°D�
ρ~k(t)

¡�°[��£��t®P�¨¸9��¡��D�H¢D�¨´�ßM�V�9�D���q�V�P��£9�t³9�D��°�¡��]¼VÂ

ρ~k(t) =
N∑

i=1

ei~k~ri(t),
0/º��©¹0ë#1

ïµ£9¡�¢c£#¡·°�¢D�¨´�ß9¸����D³��<���¨´ ��£�������¤C ��D¢����¨��¡·�6°
~ri(t)

�V��¤V¥�¥tßP¤V�æ��¡·¢6¥·�6°D� ²t£9�o³Z¼Z�9¤V´f¡�¢2¤V¥
°�����¸9¢���¸9���K�T¤V¢����¨��¡·°� �¸9°��á��£9�K®F�V¸9��¡��D�B����¤V�9°��<�V��´)�V�¯��£9�&³9�6�9°�¡©�]¼kñ ³9�D��°�¡��]¼ ¢D�V�����6¥é¤���¡·�¨�
�<¸9�9¢���¡��¨�Ã0/º��©¹:ç�1

S(~k, ω) =
1

2π

+∞∫

−∞
dt eiωtA(~k, t).

0/ºZ��¹C� 1
®P�¨�¯��£9��¢6�¨�����D¥é¤8��¡·�V�&�<¸9�9¢6��¡·�¨�%�	F��0/º��©¹:ç�1ûïµ£9¡�¢c£�¢D¤V��àM���*$�ß9¤V�9³9�6³Ä¡·����£9��°��D��¡·�6°

A(~k, t) = A(~k, 0) +
t2

2!

∂2

∂t2
A(~k, 0) +

t4

4!

∂4

∂t4
A(~k, 0) + . . .

0Tº���¹2ì#1
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ω
¤V��³K��£9�B�4³9³&´��¨´��D����°y¤V����¤V¥·¥

ªD�6���9�f²t£9��°�¸9´	��¸9¥·�6°:%�	F��0Tº��©¹0º8ñrºZ��¹2¿#1�¤V���l���6¥é¤����D³Ý���"ªD�6����ñE��¡�´f� ³9�6��¡©ôV¤8��¡�ôV�D°�¡·� ��£��
��$ZßP¤��9°�¡��¨� 0Tº��©¹0ì#1yà�¼®�èì�½=�

< ω2n >= (−1)n ∂
2n

∂t2n
A(~k, 0) =

1

2π

+∞∫

−∞
ω2nS(~k, ω)dω.
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N
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Γ
Â ïû�
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U
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U = U
°��

+ U
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U
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U
¥��

(~r) = 4πe2
N∑

i6=j

V �6ïy¤V¥�³ (~rij),
0/º��â½V¾#1

V �6ïy¤V¥�³ (~r) =
nx,ny,nz≤3∑

~n=0

�D�æ�<¢
[
√
π|(~r + ~nL)/L]

|~r + ~nL|

+
nx,ny,nz≤5,n2≤27∑

~n6=0

��$Zß
(−πn2) cos(2π~n~r/L)

πn2L
− 1

L
,
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�¨�9¥©¼�ßP¤V�æ��¡é¤�¥·¥�¼VÂ�~r°���¤���¡�¢2¤V¥�¥�¼#�c� � °K¤ ���D°�¸�¥��2Ây¢D�¨��ô¨�6��¨�6�9¢D�Ý������£��Ä°�¸�´ ¡�°�ïû�¨��°��VÂµ¤��9³
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106 �6¥·�6´f�6�k��°D��²t£9��ßP¤V�æ��¡�¢D¥·�
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°����Dß�ïµ¡���£9�¨¸��µ´�¡·�9¡�´a¸9´ ¡·´f¤V¨�v¢D�¨��ô¨�6����¡·�V���
,a�h,a�'� b ��n�x*��g0x��q����� �r�.����x0�|�k�Z�ænq� �Nl }��q�.�Z}�w �=mn���I���
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ß �V���6�k��¡é¤V¥/ÂZ��£9��«��6¥·à9lß �V���6����¡é¤�¥E�

U ±V�6¥·à9 (r, T ) = 4πe2
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1 − exp(−r2/λ2)
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+

√
π

λ

�6���<¢
(r/λ)

)
,
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��£����y�¨¸9¥��¨´aàÄß �V���D����¡·¤V¥[¤8�B°�´f¤V¥·¥§³9¡�°���¤V�9¢D�6°

r ≤ λ
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S2
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lnS2 = −
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+O(Γ2).
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√
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��¤�¥|¸��9¡���°á�V�y��£9��ï¯¤2ô¨�K�4¸�´aàM�6�a¤V��³ �<���)	k¸9�D�9¢�¼'¤V���

1/r̄
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ωpl =
√
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³��Dß �D�9³9°Ù�¨� ��£��&°�¡�ªD�
L
�V�t��£9�K°�¡·´a¸�¥é¤���¡·�¨�óàM�Z$
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kmin = 2π/L = 2π(ρ/N)1/3 �¨�DÂ ¸9°�¡��9&³9¡�´f�6�9°�¡��¨�9¥��D°�°ïy¤0ôV�f�k¸9´ÙàM�6��°DÂ
qmin = kminr̄ = (6π2/N)1/3 �+�y¥��2¤V��¥�¼VÂ��������6³9¸9¢D�
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���6°�¸9¥©��°f¢D�¨�����D°�ßM�V�9³9¡·�� ���ó��£9��°�¤V´��o¤Và�°��¨¥�¸����"ôV¤�¥·¸9�"�V� ~k ¤V¥·¥��:ïµ°����6³9¸9¢���¡·�V���V�B��£9�
°���¤���¡�°���¡·¢2¤�¥��D�����¨�D�&®F�V�á�*$9¤�´fß9¥��VÂ§��£9��´�¡·�9¡�´a¸9´�ïy¤2ô¨�&�k¸9´ÙàM�6�

kmin

¢D�¨�����D°�ßM�V�9³9°á���
³9¡����D¢���¡��¨�9° �V� ~k ¤V¥·�V�9Ý�D¡©��£9�6�a��£9�e$kñcÂq¼�ñ��¨� ª�ñ]¤=$Z¡·°DÂ|¢6�r�À%�	F�S0/ºZ��¹0ë�1�Âq°�� ïy��¢D¤V�S¸�°��
��£��B¤2ô¨�D��¤V¨�B�V����£9����£9���6�V�q²t£9�B�9�*$Z�¯¥é¤V��¨�D°æ�yô�¤V¥·¸���¡·° √

2 kmin

Â9¢6�¨�����D°�ßM�¨��³9¡·�9á���a��£��
³9¡·¤V¨�¨�P¤�¥·°�¡��Ä��£���$4ñE¼¨Â¹$kñ]ªl¤��9³Ý¼kñ ª ß9¥é¤��9�D°6�á²t£9� ��£9¡·��³oôV¤�¥·¸9��Â √

3 kmin

Â�¢6�¨�����D°�ßM�¨��³9°
������£��f°�ßP¤V¢D��³9¡·¤V¨�¨�P¤�¥�¤V�9³ó¡·°��9�V��³9�6¨�D���D��¤8��� �[¢D�¨�9°��|	k¸9�6�k��¥�¼ ¡���¢D¤V����¡·�D°B��£9�f¥·¤V��V�D°��
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¥é¤8��¡·�V�9°�£P¤V°|���Ùà ��´a¸9¢c£&¥·¤V��¨�6����£P¤V����£9�vß9¥é¤�°�´f¤�ß �D��¡·�4³�� � ¥·°���Â4¡��9¢D���2¤V°��D³&°�¡·´a¸�¥é¤���¡·�¨�
��¡�´f�6°t¥·�D¤V³9°µ���f¤����D³9¸9¢���¡��¨�����[��£��á�9�V¡·°����d� �B�<�¨¸9�9³"��£P¤��µ��¡·´��D°µ�V�I��£9���¨��³��D���V�q½¨ç�¾
ß9¥·¤V°�´f¤aßM�6��¡��Z³9°µ¤�����¤V³9�)	k¸P¤������
ø�Ç8ü r ïfÓ ÔPÒ�Í|ÎPÏ@Ð3síÔ^Ì�ïwÐ�ÕxÌ
� ��£P¤2ô¨�Bß �D�æ�<�¨��´��D³�¤a°��D��¡·�D°y�V�§°�¡�´a¸9¥é¤8��¡·�V�9°��<�¨�yô�¤V��¼4¡��9Ùô�¤V¥·¸��D°y���

Γ
¤V��³

ρΛ3 ÂZ¸9°�¡��9��£��y�y�¨¸�¥·�¨´aàS¤V�9³�«B�D¥·à� ß �V���6�k��¡é¤V¥/� � ¥·°���Âû��¡�´f��°æ���Dß#¤V�9³�ß9¤V����¡·¢D¥����k¸9´aà �D�K£9¤0ôV�
à �D�D�#ô�¤V��¡·�6³#¸9����¡�¥�¤ °�¤���¡�°��T¤V¢����¨�æ¼�¢6�¨´fß����¨´�¡·°���à �6�]ïû�D�6�j¤�¢D¢D¸���¤V¢�¼ ¤V�9³ °�¡·´a¸�¥é¤���¡·�¨�
�),�¢6¡·�D��¢6¼�ïy¤V°�¤V¢c£9¡·��ô¨�6³��û²t£���ß9¤V��¤V´��6���D��°t�V�H��£9����¸9��°�¢c£��¨°��6���<�¨�¯��£9�BêP¨¸9���D°µàM�6¥·�0ï
¤V����°�¸�´f´f¤V��¡�ªD�6³&¡·�f²[¤Và�¥·��ºZ��¹¨�'� ��´��D����¡·�¨�K��£P¤��y±4¡��9�6��¡·¢v�D�9�6��V¼f¢D�¨��°��D�æô�¤���¡��¨�&¡·�&¤V¥·¥
��¸��9°�0<¡��Fô¨�6¥·�4¢D¡©�]¼ °�¢D¤V¥·¡��9Bï¯¤V°q��¸����9�6³f� ��1�³�¡·³l�9�V�|��$Z¢6�D�D³

0.1%
� � ¥�°��9Â���£9�µ���D°�¸9¥���°|�<�V�

��£��a���V��¤V¥H�6�9�D��V¼À0<�9�V�B°�£9�0ïµ��1�Â§¡��o¢2¤V°�� �V�q��£9�}�y�¨¸9¥·�V´aàoß �V���6�k��¡é¤V¥/Â�¤VV���D�áô¨�D�æ¼oïû�D¥·¥
ïµ¡���£�³P¤��c¤a�<���¨´ ��£���¥�¡����D��¤8��¸9���V�

Γ ρΛ3 ρ
0
cm−3 1 T (104 1 ωpl(fs

−1) rD/r̄ N kminr̄
0
Tpl

1
¾��âç ¾Z��¹ ð���¹0½ ·1021 ¹V¹¨�í½�ë çZ�äº¨ì#� ¾��äì�¹0ë çV¾V¾ ¾��è¿�ð�¹ çZ¹:ç

0E½¨ç�¾#1 0/¾��äë�¹0ð�1 0/ºV¿9¹Q1
¾��âç ¾Z�íç ½Z�í½�ì ·1023 º¨½Z�âð¨½ ½Vë��äðV¿�¾ ¿�¾V¾ ¾��âç¨½Vð ¿k½Vð

0E½¨ç�¾#1 0/¾��äë�¹0ð�1 0T¿k½Vð�1
¹¨�ä¾ ¾Z��¹ ¹¨��¹D¿ ·1021 ½4�í½¨½�ì ¹¨�äð¨¾�ç ¾��âç���� ½¨ç�¾ ¾��äë�¹0ð ½Vð¨¾

0/º�½�� 1
¹¨�ä¾ ¾Z�íç ½Z�âì¨ç ·1022 ì��í½�º ð��âç¨½�¿ ½¨ç�¾ ¾��äë�¹0ð ë¨ì�½

0/ë¨ì�½ 1
¹¨�ä¾ ¹V�â¾ ¹¨��¹D¿ ·1023 ¹¨�âºZ¹ ¹0ð��ä¾V¿�ì ½¨ç�¾ ¾��äë�¹0ð ¿����
¿9�ä¾ ¾Z��¹ ¹¨�V��ì ·1019 ¾Z��¹C��ë ¾��â½Vº¨ì ¾��â½Vì¨ð ½¨ç�¾ ¾��äë�¹0ð ç��V¾

0E½¨½�� 1
¿9�ä¾ ¹V�â¾ ¹¨�V��ì ·1021 ¾Z�âì�¹Q� ½Z�äº¨ì�¹ ½¨ç�¾ ¾��äë�¹0ð �Z¹0ë

²H¤Và9¥·�Äº��©¹¨�Ý�[¤���¤V´��6���D��°K�V����£��Ä´��¨¥·�6¢D¸9¥·¤V�l³�¼4�P¤V´�¡·¢D°f°�¡�´a¸9¥é¤8��¡·�V�9°aïµ¡���£S��£��Ý«B�D¥·à�ß �V���6�k��¡é¤V¥/���v¸�´aàM�6��°µ¡·��ß9¤V���6�k��£9�D°��D°v���6�<�6�t��£9����¸��9°�ïµ¡©��£��y�¨¸9¥��¨´aà�ß �V���6����¡é¤�¥E�
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é�¾��âçe0<¸9ß9ß �D�yêPV¸9���Z1�Â

Γ
é�¹¨�ä¾w0T´�¡·³�³9¥·�êP¨¸����Q1òÂ9¿9�ä¾w0T¥��0ïy�6�yêP¨¸9���Q1òÂP¤V�9³

ρΛ3 éå¾��©¹¨Â9¾Z�íçZÂM¹¨�ä¾á�<�¨�¯°æ¼Z°æ���6´f°¯ïµ¡©��£�y�¨¸9¥��¨´aà�¤��9³«B�D¥�à9�ßM�V���D����¡·¤V¥E�H®P¸9����£9�D�6Â���£9�����6àk¼V��ñ]¬v¶9¢c±��D¥�0T��¬�1 ¥·¡�´f¡©��0>%�	 �kºZ�í½¨ç 1[¡·°�°�£��:ïµ�y0T°��¨¥·¡�³¥·¡��9�Q1ò�'��¡·����°æ�]¼4¥·�D°y¤V���µ��£���°�¤�´f��¡·�f¤V¥·¥9��£9���6�vêPV¸9���6°D��î]�9°��6�¯¡�����£9��´f¡�³9³9¥·��®[¡�9�I°�£9�0ïµ°��£���¡��54P¸9�6�9¢D���V�I��£���³��D¨�6�9�D��¤V¢6¼"¤���°�´K¤V¥�¥>³9¡�°���¤V�9¢D�6°D�q²t£9�����6°�¸9¥©��°t�<�¨�
Γ
éå¿9�ä¾�Â

ρΛ3é!¾Z��¹Bïµ¡���£�«B�D¥·à� ßM�V���D����¡·¤V¥�¤V���B�9�V�µ³9¡�°���¡·�9¨¸�¡·°�£9¤Và9¥·���<���¨´Å��£����y�V¸9¥·�¨´Ùà����D°�¸9¥���¤��9³¤V�������V�µß9¥·�������6³��
� �&ê9��°��a¢D�¨�9°�¡·³9�6�Ù��£���ßP¤V¡·�á³9¡·°æ����¡·à9¸���¡·�¨� �<¸9�9¢���¡��¨�

g(r)
�<�¨��ô�¤V��¼4¡·��o¡·�����6��¤V¢���¡��¨�

ß �V���6�k��¡é¤V¥�°�¤V�9³{ßP¤V��¤V´��6���6�&ô�¤V¥·¸9�6°D�Å®[¡�9�¯ºZ�í½ù°�£��:ïµ°
g(r)

�<�¨�&��£9���6�ÝôV¤�¥·¸9�6°"���á��£9�
¢D�V¸9ß9¥·¡��9 ßP¤V��¤V´��6���6�DÂ

Γ = 0.5, 1, 4
�

� °a�*$ZßM�6¢6���6³�Â���£9�w�y�¨¸9¥·�V´aà ßP¤�¡·��³9¡·°æ����¡�à9¸���¡·�¨�ó�<¸9�9¢6��¡·�¨� ¡·°á¢D¥·�V°��f���Ä��£������Dà�¼V��ñ
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gDH(r) = 1 − Γ
��$Zß

(−r/rD)
0/º��â½¨ç�1

�<�¨�á°�´f¤V¥·¥|¢D�¨¸�ß9¥·¡��99Â[ïµ¡©��£'¡·��¢D���D¤V°�¡��9
Γ
Â ��£��&³9�6ô4¡·¤���¡��¨�9°DÂ��6°�ß �D¢6¡é¤V¥�¥�¼ ¤V���V¸9�9³

r = r̄
Â

¨���:ï�°�¼4°����D´f¤���¡�¢2¤V¥�¥�¼V�a²t£9��«B�D¥·à�"ß9¤V¡·�B³9¡�°�����¡·à�¸���¡��¨�9°�ß9��¤V¢6��¡·¢D¤V¥·¥©¼�¢6�¨¡·��¢D¡·³��aïµ¡���£ ��£��
�y�¨¸9¥��¨´aà �<¸9�9¢���¡·�V�9°��<�V�

r > 0.6 r̄
à9¸Z�Ù³9��ô4¡é¤����f�<���V´���£9��¥é¤������6�á¤8�Ù°�´K¤V¥�¥�³9¡·°æ�c¤V��¢D�D°

�V�I��£9���¨��³9�D�t�V�H��£9�B��£9�D��´K¤V¥�����ñ]¦y���¨V¥·¡·�vï¯¤2ô¨�á¥·�6�9V��£
Λ
ïµ£9�6����	4¸9¤V����¸9´Á���>�6¢6��°v¤V���

¡·´�ß �¨����¤V���2�
�y¥·�D¤V��¥©¼¨Â§ïµ¡���£ ¡·�9¢6���D¤V°�¡��9Ä³9�6¨�D���D��¤�¢6¼¨ÂH��£9�f��¤���¡·�

Λ/r̄
¡·�9¢6���2¤�°��D°6Â�¤V�9³ó��£9�f³9�6ô4¡·¤8ñ

��¡��¨�9°���$4���6�9³o���f¥é¤V��¨�D�µ³9¡�°���¤V�9¢D�6°�¤V��³o¨���0ïå¡���´f¤V¨�9¡©��¸9³��V�P�O¡���£Ä¡��9¢D���2¤V°�¡·�9
Γ
ÂF��£��

³9��ôZ¡·¤���¡��¨�9°ûàM�6¢D�¨´���°�´f¤V¥�¥·�D�|°�¡��9¢D���y�V¸9¥·�¨´Ùà&�)�M�D¢���°t³9�¨´�¡·�9¤����µ��£9�Bà �D£9¤0ô4¡��¨�t¤��y°�´f¤V¥·¥
³9¡�°��c¤��9¢D�6°D�
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q = 0.619
q = 0.875
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®[¡�¨¸9����º��äº��[���D�9°�¡��]¼�ñ]³��D�9°�¡��]¼�¢D�¨�����6¥é¤���¡·�¨� �<¸9�9¢���¡��¨�9°��<�¨���<�¨¸9��ïy¤0ôV��ô¨�6¢6���¨��°
q =

¾��äë�¹0ð�Â¾��äì#�¨çZÂµºZ�â¾¨ð�¿ù¤V�9³OëZ��¹:ç�ë ¡·� ÿ��¯�õïµ¡���£#«B�D¥�à9ùß �V���6����¡é¤�¥EÂ
Γ = 1

¤��9³
ρΛ3 = 0.1

��v���9�¨��´f¤V¥�¡·ªD�6³#¤V¸Z����ñ ¢D�¨�����D¥·¤���¡��¨���<¸9�9¢6��¡·�¨��°&¤V���Ý¤2ô¨�D��¤V¨�6³{�0ôV�D��¤V¥�¥vß �¨°�°�¡·à�¥·�Ä°�ßP¤���¡é¤V¥³9¡����D¢���¡��¨�9°D�
q
¡·°t¡·��¸9��¡���°t���

r̄
�

���6��¸9°f�9�0ï ��¸9���#��� ��£9�o³�¼4�P¤�´f¡�¢2¤V¥µß9���¨ßM�6����¡·�D°6� î]� ¢D¤V°��o����¤V�Oÿ@�¯�HÂ|¢c£P¤V��¨�
¤V�9³�´f¤V°�°�4P¸9¢���¸P¤���¡·�¨��°t¤V����¡·³9�6�k��¡·¢D¤V¥Mà �D¢D¤V¸9°��B�V�§��£9����¡·¨¡�³K�¨ß�ßM�¨°�¡����D¥�¼�¢c£P¤���¨�6³�àP¤V¢c±¨ñ
¨���¨¸9�9³��Ýî]�'�V¸9�Ù°�¡·´a¸9¥·¤���¡��¨�9°6ÂIïû��£P¤2ô¨��¢D¤V¥·¢6¸9¥é¤����D³ ��£9�&³9�6�9°�¡©�]¼�ñ]³9�6�9°�¡©�]¼ù¢D�V�����6¥é¤���¡·�¨�
�<¸9�9¢���¡��¨��0B%�	F�:º���¹0ç�1��§²q¼Zß�¡·¢2¤�¥�àM�6£P¤2ôZ¡��¨���V�4��£9�q³9�6�9°�¡©�]¼�ñ]³9�6�9°�¡©�]¼�¤V¸�����ñ]¢6�¨�����D¥é¤8��¡·�V���<¸9�9¢òñ
��¡��¨�l¤���³�¡��M�D���6����ï¯¤2ô¨�µô¨�6¢6���¨��°q¡·°�°�£9�0ïµ�f�V�f®H¡·9��º��äº��[²t£9��¤Vß�ßM�D¤V��¤V��¢D��¤���¥·¤V��¨�û��¡·´��D°
�V�§�¨°�¢D¡�¥·¥é¤8��¡·�V�9°q¤��y¤á�<���)	4¸��D�9¢�¼&¢D¥��¨°������

ωpl

¡·°y¤V�&¡��9³9¡·¢D¤���¡��¨���V����£���¢D�¨¥�¥·�6¢6��¡©ô¨��³9�D��°�¡��]¼
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S(q, ω)
�<�¨� °��6ô¨�6��¤V¥x0h�<���¨´

ë ���"¹0¾�ÂP³9�6ßM�6�9³9¡·��f�¨����£��á°�¡·´a¸9¥·¤���¡��¨��1�ï¯¤2ô¨�á�k¸9´aà �D��°µïy¤V°v�Và��c¤V¡��9�D³�à�¼"�k¸9´f�6��¡�¢2¤V¥
®P�¨¸9��¡·�D������¤V�9°��<�V��´f¤���¡��¨� ��²t£9�Ùô�¤V¥�¸9�D°��V�qï¯¤2ô¨� ôV�D¢6���¨��°�¤����a³9�����6��´�¡·�9�6³Ýàk¼���£9� °�¡·ª6�
�V�|��£9� °�¡·´a¸�¥é¤���¡·�¨��àM�Z$ª�ç0T°��6��¤VàM�0ôV�Q1�� ²t£��lô�¤V¥�¸9�a�V�|��£���°�´K¤�¥·¥·�6°��vï¯¤2ô¨���k¸9´aà �D�B¡�°
¨¡©ô¨�D�"¡·��²H¤Và9¥���º���¹V�

²t£9�á�<���|	k¸9�6�9¢6¼�³9�Dß �D��³9�D�9¢6�a�V�
S(q, ω)

�<�¨�µ°��6ôV�D��¤V¥Iïy¤2ô¨�ÙôV�D¢����¨��°�¡·°�ß9���D°��6�����D³Ý¡��
®[¡�¨°D��º��ä¿�ÂPº��âçZÂPº��äëa�<�¨�y��£����y�V¸9¥·�¨´Ùà�¤V�9³"«B�D¥·à� ßM�V���D����¡·¤V¥·°6� � ¥�°��9ÂZ��£9�B���D°�¸�¥���°µ�V�I��£��
´��2¤V�ZñEêP�D¥�³�´f�4³9�6¥·°µ¤V���B°�£9�0ïµ���
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ρΛ3 é�¾Z��¹��<���¨´ Ä�Á°�¡�´a¸9¥·¤���¡��¨�9°�ïµ¡���£t�y�V¸9¥·�¨´Ùà'¤V�9³�«B�D¥�à9oß �V���6����¡é¤�¥·°D� î]��¤V³�³9¡���¡·�¨��Â���¥é¤�°��0ôù¤��9³��� � ���D°�¸�¥���°�¤����a°�£9�0ïµ���Ù²t£9�aïy¤2ô¨���k¸9´aà �D��°�¤����a°�£9�0ïµ� ¡��Ä��£9�aê9¨¸9���6°B¡·�o¸��9¡���°��V�
r̄
Â9¡E�è�V�

q = kr̄
�

²t£9��ßM�D¤V±&�V�I��£9��°æ����¸�¢6��¸������T¤V¢6���¨�t¡·°t���D¥é¤8���D³�������£9���¨ß���¡�¢2¤V¥Mß9¥é¤�°�´��¨�Ã0B�§¤V�9¨´Ù¸9¡·�
´��Z³9�Z1|�V�§��£9�B�D¥��D¢6�����¨��°DÂ�¡©��°¯ß �¨°�¡���¡��¨�K°�£9�0ïµ°t��£9�Bß9¥·¤V°�´��¨���<���|	k¸9�6�9¢6¼

Ω(k)
Â9¡���°ûïµ¡·³Z��£

ñ¯��£9�Ù³9¤V´fß�¡·�9��V����£��a´f�4³9���vî]�Ä��£9�a¥�¡·´�¡��
k → 0

Â
Ω(k) → ωpl

�<�¨��¤V¥·¥§´��Z³��D¥·°6��®P�¨�
¡·��¢D���D¤V°�¡��9µï¯¤2ô¨�y�4¸�´aàM�6��°6ÂV��£9�qïµ¡·³Z��£Ù���9��£9�|ß �2¤V±B¨���0ïµ°[°����2¤V³�¡·¥�¼VÂV¤��9³Ù¡©�H´��D��¨�D°§ïµ¡���£
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��£��B¢D�¨����¡��k¸9¸9´ �V�I°�¡·�9¨¥���ñ ßP¤V����¡·¢6¥·����$Z¢D¡©�c¤���¡·�¨�9°6Â����ä9�{�äë�½4Âg�Vð��/ÂZ��£9�D���6�<�¨���VÂP�9� ���D°�¸�¥���°t�<�¨�
¥é¤���¨�6�yï¯¤2ôV�Ù�k¸9´aà �D��°v¤�����°�£9�0ïµ���

q=0.491

q=0.695
0.0
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0.4
S(

q,
)
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Vlasov
Kelbg
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®[¡�¨¸9����ºZ�íçZ��ã�¤�´f�"¤V°�®[¡�9��º��è¿9Âyà�¸��l�<�¨�
Γ
é ¾��âçó¤��9³

ρΛ3 é�¾���¹V�S²t£9��ô�¤V¥·¸��D°l�V���£��aï¯¤2ô¨�l�k¸9´aà �D��°�³9¡��M�D���<���¨´�®[¡·9�Mº��è¿�³9¸9�a������£9�a³9¡(�>�6���6�k��ß9¤V����¡·¢D¥��Ù�k¸9´aà �D��°DÂ§¢6�r�²H¤Và9¥·��ºZ��¹¨�

q=0.529

q=0.748
0.0

0.08

0.16

0.24

0.32

0.4

S(
q,

)

RPA
Vlasov
Kelbg

0.5 0.75 1.0 1.25 1.5 1.75 2.0
, pl

0.06

0.12

0.18

0.24

®H¡·¨¸9����º��äë��|ã�¤V´���¤V°�®[¡·��9º��âçZÂ9à9¸Z���<�V�
ρΛ3 é!¾��âçZ�

�y�¨�9°�¡·³9�6�I���:ï ��£9�����D°�¸9¥���°§�<�V����£9��ß9¥·¤V°�´��¨�B³9¡�°�ß �D��°�¡·�V��¡��B´f�V����³9���c¤V¡�¥EÂ2¢��r� ®[¡�9�DºZ�V�Z�



�'l�m\n\���ToXW!rÜuZY���m�ä�s���m�ã«n�oE�n���oS�xsg�T� �áâ��'n ëV¿
®[¡���°��DÂ8ïû�y³�¡·°�¢6¸9°�°I��£9�û´f�D¤V�áê9�D¥·³á���6°�¸9¥©��°�0/º��äì#1�ïµ£9¡·¢c£Ù¤V���û¢2¤V¥�¢D¸9¥·¤����6³á¸9°�¡·�9µ��£��d��¥·¤V°��0ô
¤V�9³O��� � ß �¨¥·¤V��¡�ª2¤���¡·�¨�9°6Â�%�	k°D��0/ºZ�âº#1f¤V�9³§0/ºZ�V��1òÂµ���D°�ßM�6¢6��¡�ô¨�6¥�¼V��²t£9����¥·¤V°��0ôS���6°�¸9¥©�
ïy¤V°&¢D�V´fß9¸Z���D³�¸9°�¡��9 ��£��Ä�<�¨��´Ù¸9¥é¤V°l¨¡©ô¨�6� ¡·�S��£9�Ä���6ô4¡·��ï �V��«B¸9¨¥·�6�2�èðV¿ �/� î]�S��£9¡�°
¤Vß9ß����Z$Z¡·´f¤���¡��¨�

S(q, ω)
��¤V±V�6°���£9�B�<�¨��´

Svlasov(q, ω) =
S0(q, ω)

[1 − UC(q)Φ(z)]2 + [ωπUC(q)S0(q, ω)]2
,

0/º��â½Vë#1
ïµ£9�6���

UC(q)
¡·°�®P�¨¸���¡·�6�[����¤V�9°æ�<�¨��´f¤���¡��¨�a�V� ��£��\�y�V¸9¥·�¨´Ùà ßM�V���D����¡·¤V¥EÂ�³9¡�ô4¡�³9�D³là�¼

kBT,

z = (3Γ/2)1/2ω/q
ÂP¤��9³

Φ(z) = 2z ID(z) − 1,

ïµ£9�6���
ID(z) =

��$Zß
(−z2)

∫ z

0

�*$�ß
(t2)dt,

¡·°µ��¤0ïµ°��¨�{zè°�¡��k���D¨��¤V¥E�
î]�ù��£9�K¥·¡·´�¡��

Γ → 0
��£��&³�¼4�P¤V´�¡·¢f°�����¸9¢6��¸9���&�T¤�¢6���V�Ù¨�4�D°Ù���o¡���°Ù¡�³9�2¤V¥ ñ]�¤�°á¥�¡·´�¡��

S0(q, ω)
Â9¨¡©ô¨�6�"à�¼

S0(q, ω) =
[
3πΓ

2

]1/2 1

q

�*$Zß [−3Γω2

2q2

]
,

0/º��â½���1
ïµ£9�6���

ω
¡�°t��$Zß9���6°�°��D³o¡��"¸��9¡���°t�V�H��£9��ß9¥é¤�°�´f¤Ù�<���|	k¸9�6�9¢6¼V�

®P�¨�µ¢D�¨´�ß9¸���¤���¡��¨�����[��£��Ù��� � ���6°�¸9¥©��°DÂM¤f¢6�Z³���ïy¤V°�¸�°��D³�ïµ£9¡·¢c£Ä¤V¢D¢6¸9��¤����D¥©¼��6ô�¤V¥©ñ
¸P¤����D°|��£9�vßM�¨¥��v¡������DV��¤���¡·�¨��¡·�&%�	F�¹0/º��J��1òÂ
�èð�ç=�/��¦y����£�¤Vß�ß9���Z$Z¡·´f¤���¡��¨�9°�°�£9�0ï{��£9��°�¤V´��
¨�6�9�D��¤V¥¯�����D�9³��<�¨� °�´f¤V¥�¥¯¤V�9³�¡·�����D��´��D³�¡é¤����Kï¯¤2ôV�Ä�k¸9´aà �D��°D��ïµ¡���£�¡��9¢D���2¤V°�¡·�9Ýïy¤2ô¨�
�k¸9´aà �D�6Â§��£9�lß9¥é¤�°�´��¨�o�<���)	4¸��D�9¢�¼ ¤��9³Ý��£9�l³P¤V´�ß9¡��9�¡·�9¢6���D¤V°���� � ��¥·¤V��¨�

q
Â���£���³�¡·°æñ

ß �D��°�¡·�¨����$Z£9¡·à�¡���°f¤ ´f¤=$Z¡·´a¸�´ ¤V�9³#³9�6¢D���2¤V°��D°�¤V�¤�¡·���{î]� ¤V¥�¥�°�¡���¸P¤���¡��¨�9°6Ây��£9�o�v� �
¼4¡·�6¥·³9°�¤f°�¥�¡·¨£���¥�¼�°�´f¤V¥�¥·�D�t�<���|	k¸9�D��¢6¼Ä��£P¤V�Ä��£9�:��¥é¤V°��0ô����D°�¸9¥��DÂMïµ£9�6���2¤�°���£9�Ù³P¤V´�ß9¡·�9
ô�¤V¥·¸��D°µ¤V����ôV�D�æ¼�¢D¥·�V°��������2¤�¢c£��V��£9�D�6�

���6�§¸9°§�9�0ïó��¸9�������¯��£9��°�¡·´a¸�¥é¤���¡·�¨�v���D°�¸9¥���°D�I²t£9�d�y�¨¸9¥��¨´aà�¤V�9³�«B�D¥�à9¯°�¡·´a¸9¥·¤���¡��¨�9°
£P¤2ô¨�Ýà �D�6� ßM�6���<�¨��´f�6³��<�¨�f��$�¤V¢6��¥�¼���£9��°�¤V´��oßP¤���¤V´��6���D��°6Ât��$Z¢D�6ß����<�¨�

N
¤V�9³ ��¸9�

��¡�´f�w0T¢6�r�l²H¤Và9¥��lº���¹Q1���0B���V��¡�¢D�a��£9¤��2Â§¡·� ¢6�¨������¤�°���������£��f«B�6¥·à9�¢2¤�°��VÂ§��£��&�y�V¸9¥·�¨´Ùà
°�¡�´a¸9¥·¤���¡��¨�9°y³��Dß �D�9³��¨�9¥�¼K�¨�

Γ
ïµ£9¡�¢c£�¢D¤V��à ��¤V¢c£9¡��6ôV�D³Äà�¼�ô�¤V��¡·�¨¸9°t¢6�¨´aà9¡��P¤���¡·�¨�9°û�V�

³9�6�9°�¡©�]¼ ¤V�9³ ���D´�ßM�6��¤���¸9���Z1����y�V´fßP¤���¡·°��¨�a�V�F��£9�¯�]ïy��°�¡·´a¸9¥·¤���¡��¨�9°I°�£9�0ïµ°6ÂZ¢��r� ®[¡�9�VºZ�ä¿9Â
��£9¤��t��£9�����D°�¸�¥���°t�<�¨�¯��£9��°�����¸9¢���¸9�����T¤V¢����¨��°µ¤V���BôV�D��¼�°�¡·´�¡·¥·¤V�û¡�����£9��¢2¤�°����V�H°�´f¤V¥·¥

Γ
�
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®[¡�¨¸9���áº��J�Z��ÿ�ß���¡�¢2¤V¥§ß9¥·¤V°�´��¨��³9¡·°�ßM�6��°�¡��¨���<�V�vô�¤V��¡��¨¸9°�¢D�¨¸�ß9¥·¡��9&¤V��³o³9�DV�D�9�6��¤V¢�¼oßP¤8ñ��¤�´f�����D��°&�<���¨´  Ä� °�¡·´a¸�¥é¤���¡·�¨�9°�ïµ¡���£ç�y�V¸9¥·�¨´Ùàj¤��9³÷	k¸P¤��k��¸9´ ß �V���6����¡é¤�¥·°D� � ¥·°��°�£��:ïµ� ¤����Ù���D°�¸9¥���°��V����£��:��¥·¤V°��0ô�¤V�9³o�v� � ¤Vß9ß����Z$Z¡·´f¤���¡��¨�9°DÂ ¤V��³o�V����£�� ¤V�P¤V¥©¼k��¡·¢D¤V¥¤Vß9ß����Z$Z¡·´f¤���¡��¨���V��%�	F�'0Tº��â½Vì#1��¯®F�V�
Γ =

¿��â¾�¤V�9³
ρΛ3 é�¾��©¹w0<¸9ß9ß �D��¨��¤�ß9£�1¯��£9�Ù Ä�°�¡�´a¸9¥·¤���¡��¨�9°�ïµ¡���£ù«B�D¥�à9"ßM�V���D����¡·¤V¥|¤V�9³ó��£9�K�v� � ¢6¸9��ôV��¤V�����9�V�á°�£��:ïµ� °�¡·��¢D�f��£9�6¼¤V¥�´f�¨°æ�|¢D�¨¡��9¢D¡�³9��ïµ¡©��£���£9���y�¨¸9¥·�V´aàK°�¡·´a¸9¥·¤���¡��¨��¤V�9³���£9�\��¥é¤V°��0ôl¢D¸9�æô¨�VÂ����D°�ßM�6¢6��¡�ô¨�6¥�¼V�

�H�D¤V±�ßM�¨°�¡���¡·�¨�9°�¤V��³Sïµ¡·³Z��£9°f¤V°lïy�6¥·¥v¤V°���£9�"¥·�0ï ¤V�9³S£9¡·V£��<���|	k¸9�D��¢6¼��c¤V¡�¥·°l¤V���
ô¨�6��¼ó¢D¥��¨°�� ���Ä�2¤�¢c£ �V��£9�D�6�K²t£9�f���2¤�°��¨� ¡·°��¨à�ô4¡·�¨¸9°6�á°�¡·�9¢6����£9��ßM�V���D����¡·¤V¥·°�0T¤V�9³óßP¤V¡·�
³9¡�°�����¡·à9¸Z��¡·�V�9°DÂk¢6�r�q®H¡·9�4º��â½�1|³�¡��M�D�y�V�9¥�¼�¤��y°�´f¤V¥·¥F¡��k���D��ßP¤V����¡·¢6¥·��³9¡·°æ�c¤V�9¢6�D°¯������£9���V��³9�6�
�V�

Λ
ÂP³9¡(�>�6���D��¢D�D°�¡·����£��á°æ����¸�¢6��¸������T¤V¢6���¨�tïy�¨¸�¥·³"°�£9�0ïå¸9ß"�¨�9¥©¼�¤��

k > 2π/Λ
Â�ïµ£9¡�¢c£



�'l�m\n\���ToXW!rÜuZY���m�ä�s���m�ã«n�oE�n���oS�xsg�T� �áâ��'n ë¨ë
¡·°µ¤�àM�¨¸Z�µ¤V�"�¨��³9�6�t�V�H´K¤VV�9¡���¸9³9��¥·¤V��¨�6�y��£9¤V����£9��ïy¤2ô¨�Ù�k¸9´ÙàM�6��°µ°�£9�0ïµ�"¡·�"®[¡�9��ºZ�ä¿9�
²t£9�6���VÂM��£9�aß�¥é¤V°�´f�¨��ßM�D¤V±�£P¤V°B¤�¥·���D¤V³�¼�¤fïµ¡�³���£o��� ��£9�Ù�¨��³9�6���V����£9�Ù�<���|	k¸9�D��¢6¼Ý¤��9³
�9�l¥·�V�9¨�D�t³��D°�¢6��¡�àM�6°�¤aïû�D¥·¥ ñ]³9��êP�9�6³�¢6�¨¥·¥��D¢6��¡�ôV����$Z¢D¡©�c¤���¡·�¨�>�

q t ω0 ì t ω0 ì
MD

�èð¨º�� t ω0 ì
MC < ω2 > < ω2 >MD

�èð¨º��
q2/(3Γ)¾��äë�¹0ð ¾��©¹0¾¨ð ¾��©¹¨¹:½ ¾Z��¹¨¹2ì ¾��©¹:çVð ¾���¹D¿¨¿ ¾���¹0½Vð

¾��äì#�¨ç ¾��â½Z¹0¾ ¾��©¹0ì¨ì ¾Z�í½Z¹2ë ¾��â½Vë¨ë ¾��í½8¿9¹ ¾��í½Vç��
¹¨�ä¾#�¨½ ¾��â½Vì�¹ ¾��â½Vð¨ë ¾Z�âº¨¾V¾ ¾��äºV¿k½ ¾��ä¿¨¾�ç ¾��âºVì¨ë
¹¨�äì�ç�� ¾��äë�½V¾ ¾��äë¨¾�½ ¾Z�âë�¹0½ ¹¨�©¹:½V¾ ¾��âð��Vð ¹¨��¹0çVì
½Z�äº�¹:ç ¾��J�Z¹C� ¾��J�V¾�½ ¾Z�V�VºVð ¹¨�âçVë�¹ ¹¨�â¾VìV¿ ¹¨�äì¨¾
º��ä¾¨ðV¿ ¾��äì¨º�½ ¾��äë¨ì¨¾ ¾Z�âì#��ë ½Z�©¹C�V¾ ¹¨��¹2ì¨º º��í½4¹2¿
ë��©¹:çVë ¾��äë�çV¾ ñ ¾Z�âð¨ð�¿ ½Z�â½¨çVð ñ ¹:½Z�J�¨½

²H¤Và9¥·�¯º��í½4�'�y�¨´�ßP¤V��¡·°��¨�a�V� ªD�6���V��£�¤V�9³l°��6¢D�¨�9³l´��¨´��D����° ���
S(q, ω)

�<���V´� Ä� ��¸9�9°��V��y�¨¸9¥��¨´aà�ÿ@�¯�óïµ¡©��£
Γ = 0.993

ïµ¡���£l¢6¥é¤V°�°�¡·¢D¤V¥P 2��°æ����¸�¢6��¸����t�T¤V¢6���¨��°^�èëV¿ �/Â¨�V��£9�D�| ��°�¡�´a¸9¥·¤���¡��¨�9°µ¤V�9³�ïµ¡���£"��£9�á��$�¤V¢���ô�¤V¥·¸9���V� ��£9�Ù°��D¢6�¨�9³Ý´��¨´f�6����°}0>%�	 �Mº��©¹0º#1ò��À>�6���V��£´��¨´f�6���
< ω0 >

¡·°q�|	k¸P¤�¥ ���á°æ�c¤���¡·¢µ°�����¸9¢���¸9���v�T¤V¢����¨��0B%�	F�4º��©¹0¾#1 ¡�� ïy���c¤V±�����£9��¸9ß9ß �D�¡·�����D¨��¤���¡��¨��¥·¡�´f¡©�
t = +∞ �

ãZ¡·´Ù¸9¥é¤���¡·�¨�{���6°�¸9¥©��°Ä�<�V�ÄªD�6���V��£¤V�9³�°��6¢D�¨��³´��¨´��D���o°�¸9´ ��¸9¥��D°Ý¤V���ù¥·¡�°����D³$¡��
²H¤Và��Hº��í½��<�¨�Ùÿ��¯�§�y�¨¸�¥·�¨´aàóß9¥·¤V°�´f¤�ïµ¡©��£

Γ = 0.993
��²t£9�fß9���6°��6�k���D³����6°�¸9¥©��°Ù¤V���

¨�6�9�D��¤V¥·¥©¼f¡��&¨�4�Z³K¤V¨���D�D´��D���¯ïµ¡©��£K�]ïû�l¥·�0ïû�D°��¯°�¸9´ ��¸9¥��D°P%�	F��0Tº��âð�1���®P�¨�û´f�¨°æ�yïy¤2ô¨�
ô¨�6¢6���¨��°�0<��$Z¢D�6ß�����£9�a°�´f¤V¥�¥·�D°æ�2Â

q = 0.619
1¯àM����£o°�¸9´ ��¸9¥��D°�¤����Ù¡��Äà �6�����D��¤V¨���D�D´��D���

ïµ¡���£�¢6¥é¤V°�°�¡�¢2¤V¥§ 2�j°�¡�´a¸9¥é¤8��¡·�V�9°û��£P¤V��¤V�P¤V¥��¨¨�¨¸9°� ��!��¸��9°t�<���¨´Á�µ�6�r���èëV¿ �/�|²t£9�����2¤:ñ
°��V�f¡�°[��£P¤8��ïy�µ¸9°��D³K°�¸5,�¢D¡��D����¥©¼ ¥·�¨��¨�D�[��¡·´��¯¥·�6�9V��£a����¢2¤V¥�¢D¸9¥·¤����û��£9�µ³9�6�9°�¡©�]¼kñ ³9�D��°�¡��]¼
¢D�V�����6¥é¤���¡·�¨���<¸9��¢6��¡��¨�%�	 ��0/ºZ��¹:ç 1��û���6ô4¡é¤8��¡·�V�9°t�<�¨�tô¨�D¢����¨��°

q = 0.619
¤��9³ ¹¨�ä¾#�¨½Ù�<���¨´

 y�Á���6°�¸9¥©��°�¤V���o¢D�¨���9�D¢����D³Oïµ¡���£O¤V�O¤Vß9ß�¥·¡·�6³#êP¥����D�fß9���4¢D�6³9¸9��� ¡�� ®P�¨¸9��¡��D�rñg�§¤Vß9¥·¤V¢D�
����¤V�9°æ�<�¨��´f¤���¡��¨���¯î]����£9�á¢2¤V°��Ù�V� ��£9�Ù°�´K¤�¥·¥·�6°��µïy¤0ôV�Ùô¨�6¢6���¨��°6Â>ïµ£9�D�Ä³P¤V´�ß9¡·�9�¡·°����6¥é¤8ñ
��¡©ô¨�6¥�¼�°�´K¤V¥�¥EÂ�ïû�Ù£9¤0ôV�Ù³9¡©ô4¡·³9�6³"��£9�Ù�¨°�¢D¡�¥·¥é¤8��¡·��a°�¡�¨�P¤V¥

A(q, t)
¡·�����l�]ïy�f¢D�¨´�ß �¨�9�D����°D�

�¨�9�µê9��°
A(q, t)

ïµ¡���£f�<¸9�9¢���¡��¨�
f(t) = a· ¢D�¨° (b · t) �*$Zß (−c · t) ïµ£��D��� a, b, c ¤����µê9����¡·�9ßP¤V��¤V´��6���6��°6Â�¤V�9³Ý��£�� ���D´�¡·��³9�D�
A(q, t) − f(t).

� �h���D�B°�¸9´�´K¤���¡·�¨���V�q��£9� �k¸9´��D��¡·¢D¤V¥
®P�¨¸9��¡·�D�¯����¤V��°��<�¨��´K¤���¡·�¨���V�H��£9�����6´f¡��9³9�6�v¤��9³o¤V�9¤V¥�¼k��¡�¢2¤V¥�®F�V¸9��¡��D�t����¤V�9°��<�V��´f¤���¡��¨���V�
f(t)

ïy��£P¤2ôV�á°�´f�4�V��£��D³�°�ß �D¢�����¸�´ �V�I�<¸9�9¢6��¡·�¨�
A(q, t)

ïµ¡���£���£9��¢D�V�����6¢6��¥·¡�´f¡©�ûô�¤V¥�¸9�
�V�
S(q, ω)

¸9�9³9�6�
ω → 0

��¬��0ïy��ô¨�D�á��£9¡�°�êP¥©���6��¡·��"ß����4¢D�D³�¸9���f¡·�������Z³9¸�¢D�D°�°��V´f��³9¡·°rñ
���V����¡��¨�9°�¡·�"��£9�Ùê9�P¤V¥I°�ß �D¢6����¸9´"��®P�¨����£9�á¥é¤V��¨�D°æ�

q
��£��a¢2¤V¥�¢D¸9¥·¤����6³Ä´��¨´��D����°�³9�&�9���



�'l�m\n\���ToXW!rÜuZY���m�ä�s���m�ã«n�oE�n���oS�xsg�T� �áâ��'n ë#�
����4P�D¢��K��£9�Ä¤�¢D¢D¸���¤V¢�¼S���� Ä� °�¡·´a¸�¥é¤���¡·�¨�ù°�¡·�9¢6��ß9¤V���f�V����£9�"£9¡·¨£4ñ �<���)	k¸9�D�9¢�¼��c¤V¡�¥¯�V�
S(q, ω)

ïy¤V°µ�9�V��¡��9¢D¥�¸9³9�D³>�
î ��¡�°����:ïå¡������D���D°æ��¡·��f���f¢D�¨´�ßP¤V������£9��°�¡·´Ù¸9¥é¤���¡·�¨�����D°�¸�¥���°µ������£9����£9�6�¨������¡�¢2¤V¥I¤VßZñ

ß9���Q$Z¡�´K¤���¡·�¨��°D�[²t£���êP��°æ�t�¨à9°��D�æôV¤8��¡·�V�&¡·°|��£P¤��y��£9��°�¡·´a¸�¥é¤���¡·�¨�lß �2¤V±k°µ¤V����°�¡�¨�9¡©êP¢2¤V����¥�¼
à9����¤V³9�6�DÂ�¢��r�q®[¡·��kº��ä¿���²t£9¡·°û¡·°|�¨à�ôZ¡��¨¸9°¯°�¡·�9¢6�v��£9��°�¡�´a¸9¥·¤���¡��¨�9°��<¸9¥·¥©¼ ¡·��¢D¥·¸�³9��¡��k���D��ßP¤V�æñ
��¡�¢D¥��f¢6�¨�����D¥é¤8��¡·�V�9°á´�¡·°�°�¡��9Ä¡�� ��£9�K´f�D¤V�Zñ ê9�D¥·³ ���6°�¸9¥©��°D�ª�y�V�9°��)	4¸��D����¥©¼¨Â���£9�Kß9¥é¤V°�´f�V�
³P¤V´�ß9¡��9�¢D�¨���c¤�¡·�9°|¢D�¨¥�¥·¡�°�¡·�V�P¤V¥4³P¤V´�ß9¡·�9�¡��K¤V³�³9¡���¡·�¨� ������£��\�§¤V�9³9¤V¸K³P¤�´fß9¡��9�0<ïµ£9¡�¢c£
¡·°û��£9���¨�9¥©¼K³9¤V´fß�¡·�9a´��D¢c£9¤V�9¡·°�´ ¡��&��£9��´��2¤V�ZñEêP�D¥�³&´��Z³9�6¥·°ê1����y�¨�����6°�ß �¨�9³9¡��9¨¥�¼VÂ���£��
ß9¥·¤V°�´��¨�oß �2¤V±k°B¡��o��£9�a°�¡·´a¸�¥é¤���¡·�¨�9°v¤V���a°�£9¡©�h���6³ ���&°�´f¤V¥�¥·�D���<���)	4¸��D�9¢6¡·�D°6�Ù²t£9¡�°��)�M�D¢��
¨���:ïµ°µïµ¡���£�¡��9¢D���2¤V°�¡·�9lïy¤0ôV�Ù�k¸9´aà �D�v¤V°tïû�D¥·¥I¤V°µïµ¡���£�¡��9¢D���2¤V°�¡·�9l¢6�¨¸9ß9¥�¡·�9�0T°��D�Ù¤V¥·°��
®[¡�9�Iº��V� 1��y� ���9�V���f��£P¤��DÂ�¡·�ù�V¸9�Ù°�¡·´a¸9¥·¤���¡��¨�9°6ÂH��£�¡·°Ù°�£9¡��h�a¡·°Ù�Và9°��6��ô¨�6³��<�V�a¤V¥�¥|ïy¤2ô¨�
�k¸9´aà �D��°DÂMïµ£�¡·¢c£o¡�°�¡·��¢D�¨������¤V°æ��������£9�Ù���D°�¸9¥��v�V�|¬v¤V�9°��6�«� °��D�a®[¡·9� ð��V�q�µ�6�r���äð¨º=�H�<�¨�
q = 0.6187

�/��î]� �V��£9�D��ïy�¨��³9°DÂ���£9�aß9¥·¤V°�´��¨�o³�¡·°�ß �D��°�¡��¨�o¢D¸���ô¨�6°B�<���¨´Á��£��� Ä��°�¡�´a¸Zñ
¥é¤8��¡·�V�9°�¤V����¥·�0ïû�D�µ��£P¤V����£9�á´f�D¤V�Zñ ê9�D¥·³"���6°�¸9¥©�v�<�V��¤V¥�¥�ï¯¤2ôV�Ùô¨�6¢6���V��° ~k Â ïµ£9¡�¢c£o¡·°�°��6�D�
´��¨���B¢6¥·�2¤���¥�¼f¡·�"®[¡�9�9ºZ�V�Z� � °µ��$ZßM�6¢6���D³Ä��£9�� Ä�!¢6¸9��ôV�D°µ�<�¨�¯��£���°æ����¸9¢6��¸9�����T¤V¢6���¨�µ¤V���
´a¸9¢c£"¢D¥��¨°��6�t��� ��£9����� � ��£P¤V����� ��£9�E��¥é¤V°��:ôK���6°�¸9¥©�2�

î]�ó®[¡·9�>º��J�fïy�lß9¥��V����£9� �¨ß���¡·¢2¤�¥[ß9¥·¤V°�´��¨�Ý³9¡�°�ß �D��°�¡·�¨�Ý¢6¸9��ôV�D°B�<�¨����£9���6� ôV¤�¥·¸9�6°��V�
��£���¢D�¨¸9ß�¥·¡·��oßP¤V��¤V´f�����6�á�<�¨�Ù��£9�e��¥·¤V°��0ô ¤V�9³���� � ³9¡�°�ß �D��°�¡·�V�9°Ù���V¨�6��£9�D�aïµ¡©��£ù��£��
°�¡�´a¸9¥·¤���¡��¨� ���6°�¸9¥©��°D�q®P¸9�æ��£9�6�DÂkïy�v°�£9�0ïO��£���ïû�D¥�¥©ñ]±k�9�0ïµ��¤��P¤V¥�¼k��¡·¢2¤�¥P¤Vß9ß9���Z$�¡�´K¤8��¡·�V�l���
��£��:�§¤V��¨´a¸9¡��¯³9¡·°�ßM�6��°�¡·�¨��¡·����£9��¢D¥é¤�°�°�¡�¢2¤V¥M¥·¡�´f¡©�2Â

ω(q) = ωpl

(
1 +

q2

Γ

)1/2

.
0/º��â½Vì#1

�y¥·�D¤V��¥©¼¨Â[��£9¡·°áß9���6³9¡·¢���° ¤�´f�¨���V���¨��¡·¢2¤�¥·¥�¼o¡·�9¢6���2¤�°�¡·��Ä³9¡�°�ß �D��°�¡·�¨�>�Ý¬v�0ïû�6ô¨�6�DÂq��£9¡�° ¤VßZñ
ß9���Q$Z¡�´K¤���¡·�¨��¡·°�ô�¤V¥�¡·³o�V�9¥�¼��<�¨�

k < 1/rD

¤V��³o�<�¨�
Γ < 1

�:���6��¸9°B���:ï!¢D�V�9°�¡�³9�D����£9�
°�¡�´a¸9¥·¤���¡��¨� ���6°�¸9¥©��°qïµ£9¡·¢c£f³9�Ù�9���y£P¤2ôV�v��£�¡·°q¥·¡�´f¡©�c¤���¡·�¨���>î]��®[¡·���º��J�Bïû��°�£9�0ï ��£9�� Ä�
���6°�¸9¥©��°��<�¨��¤y�y�¨¸9¥��¨´aàóßM�����D����¡é¤V¥|¤V�9³ó�<�¨����£9�f«B�D¥·à��ß �V���6����¡é¤�¥q�<�V����£9���6��ô�¤V¥�¸9�D°��V�
��£��K³9�6¨�D�9�6��¤V¢�¼ùßP¤���¤V´��6���D�DÂ

ρΛ3 = 0.1, 0.5, 1.0.
ÿ��9�K¢D¥·�D¤V��¥©¼ °��6�D°Ù��£P¤��2ÂH�<�¨�á��£9�D°��

ßP¤V��¤V´��6���6��°6ÂF��£9��³9¡·°�ßM�6��°�¡��¨��¡·°µß �¨°�¡©��¡�ôV�VÂ
dω(q)/dq > 0

ÂP¸�ß����lïy¤0ôV�Ù�k¸9´aà �D��°��V�H��£9�
�¨��³9�D�a���µ�¨�9���0ô¨�6�a��£9�&´��2¤��ù¡·�����6��ßP¤�����¡�¢D¥��K³9¡�°��c¤��9¢D��� ®P�¨�á¥é¤V��¨�D�

q
Â ��£9��³9¡�°�ß �D��°�¡·�V�

¢c£P¤V��¨�D°�¡©��°�°�¡�¨���t²t£9¡�°�¨�6�9�D��¤V¥������6�9³o¡�°v�¨à�°��D�æô¨�6³ �<�V�µ��£9�}�y�V¸9¥·�¨´Ùào¤V�9³"��£9�Ù«B�D¥·à�
ß �V���6�k��¡é¤V¥/�aÿ��Ý��£�� �V��£9�6�B£P¤V�9³>Â�ïµ¡���£ ¡��9¢D���2¤V°�¡·�9e	k¸P¤��k��¸9´	�)�M�D¢���°6Â

ρΛ3 Â���£���³��6ô4¡é¤8ñ��¡��¨�9°|àM���]ïy�6�D�&��£9�v�]ïû� ßM�����D����¡é¤V¥�°û¤�����¨���0ïµ¡·��9� ²t£9¡�°yà �D¢D�V´f�6°û´��¨����ß9���¨�9�¨¸9��¢D�D³�¤�°
Γ
¡·��¢D���D¤V°��6°DÂ ¢��r�"��£9��¢D¸9�æô¨�D°a�<�V�

Γ = 1
¤V�9³

Γ = 4
�Ù��£9�K³9¡�°�ß �D��°�¡·�V� ¡·�ó¢2¤�°��&�V�y��£9�



�'l�m\n\���ToXW!rÜuZY���m�ä�s���m�ã«n�oE�n���oS�xsg�T� �áâ��'n ë¨ì
«B�D¥�à9áß �V���D����¡·¤V¥P°�£9�0ïµ°t¤�°����h���D�|¡·��¢D���D¤V°���ïµ¡���£f¡��9¢D���2¤V°�¡·�9�ï¯¤2ôV���k¸9´aà �D�û¤V�9³K���2¤V¢c£��D°
¤�¥��0ïy�6�á´f¤=$Z¡·´a¸�´	¤Vß9ß9���Z$�¡�´K¤8���D¥©¼Ý¤�����£��K°�¤�´f� ïy¤0ôV�&�k¸9´aà �D�Ù¤V°á¡�� ��£9�e�y�V¸9¥·�¨´Ùà
¢2¤�°��V�^� �Ù´��D����¡��¨����£P¤�����£9¡�°�°�¡�¨�Ä¢c£9¤V�9¨�á�V� ��£��Ù³9¡�°�ß �D��°�¡·�¨��£P¤V°v�9�V�vàM�6�D�Ý���6ßM�V�����6³
à�¼f¬�¤V�9°��D���èëV¿ �/���y�¨´�ßP¤V��¡·�9B��£9�v°�¡·´a¸�¥é¤���¡·�¨�9° ïµ¡©��£l��£9�v´f�D¤V�ZñEêP�D¥�³����D°�¸9¥���°DÂkïy��¤V�¤V¡��
°��6�á��£P¤�����£9�a Ä��³9¡�°�ß �D��°�¡·�¨��°vß9���Z¢6�D�6³o¥·�0ïû�D�v��£P¤V�"��£9�á´f�D¤V��êP�6¥·³����D°�¸9¥���°DÂM¤V�9³"��£9¡�°
�)�M�D¢���¨���0ïµ°µïµ¡���£�¡��9¢D���2¤V°�¡·�9

Γ
¤��9³�¡·�9¢6���2¤�°�¡·��lïy¤2ô¨���k¸9´aà �D�D�

=4.0

= 1.0

a

b

0.0 0.45 0.9 1.35 1.8 2.25
0.0

0.4

0.8

1.2

1.6

(q
)(

un
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of
pl

)
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)

(u
ni
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of

pl
)

Vlasov damping
Kelbg; 3 = 1.0
Kelbg; 3 = 0.5
Kelbg; 3 = 0.1

®[¡�¨¸9���fº��äì�� ��¤�´fß9¡��9Ä���^�§¤V�9¨´a¸�¡·�Bï¯¤2ôV�D°a�<���V´  Ä� °�¡�´a¸9¥é¤8��¡·�V�9°�ïµ¡���£ ��£9�K«B�D¥·à�ß �V���6�k��¡é¤V¥û�<�¨�aô�¤V��¡��¨¸9°aô�¤V¥·¸��D°l�V�
Γ
¤V�9³

ρΛ3 ��ãZ�¨¥�¡·³'¥�¡·�9�6° ���Dß����D°��D������£9��¤V�P¤V¥©¼k��¡·¢D¤V¥°�´f¤V¥�¥>³P¤V´�ß9¡��9 ¥·¡�´f¡©�y�V�I��£��@��¥é¤V°��0ô&��£9�6�¨��¼VÂ�%�	 �x0Tº��â½Vð#1��
ÿ��9¢D�&´��¨���VÂ[ïû�&¢D�V��êP��´)��£9¤��Ù��£9����� � ³9¡�°�ß �D��°�¡·�V� ¡·°á´a¸9¢c£'¢6¥·�¨°��D�á���Ä��£��� Ä�

���6°�¸9¥©�¯��£9¤V�K��£�����¥é¤�°��0ô�³9¡·°�ßM�6��°�¡��¨��Â�¤��¯¥��2¤V°æ�y�<�¨�
Γ ≤ 0.5

�^� � °¯´��D����¡·�¨�9�6³�¤Và �:ôV�VÂ���£9�
°�¡�´a¸9¥·¤���¡��¨�Ä���D°�¸�¥���°B�<�¨�v��£9�l³9¡�°�ß �D��°�¡·�¨�Ý°�£9�0ï�¢6�D����¤V¡·� °æ�c¤���¡·°���¡·¢D¤V¥�4P¸�¢6��¸9¤���¡��¨�9°B³9¸9�a���
��£���ô�¤V�æ¼4¡·�9�¤V¢6¢D¸9��¤V¢6¼����H��£9�����D°�¸9¥���°t�<�¨�¯��£9��³9¡(�>�6���6�k�µïy¤2ô¨���4¸�´aàM�6��°M�E�

���6�&¸�°K�9�0ï ¢D�V�9°�¡�³9�D�f¡·��´f�¨����³��6�c¤�¡·¥t��£9��ß9¥é¤�°�´��¨�S³9¤V´fß�¡·�99�#®[¡·9�qºZ�âìó°�£9�0ïµ°
��£��a³P¤V´�ß9¡·���0<�<¸�¥·¥�ïµ¡·³���£ ¤���£9¤V¥���´f¤=$Z¡·´Ù¸9´Á�V����£��aß9¥é¤�°�´��¨�Äß �2¤V±"�V����£9�a°�����¸9¢���¸9���
�T¤V¢����¨�ê1Ù¤V°l¤Ä�<¸9�9¢���¡��¨�'�V��¤Äï¯¤2ô¨�"�k¸9´aà �D�6� î � ¡�° ¡·�����6���D°æ��¡��9o���Ý¢6�¨´fß9¤V���Kïµ¡©��£'��£��



�'l�m\n\���ToXW!rÜuZY���m�ä�s���m�ã«n�oE�n���oS�xsg�T� �áâ��'n ë¨ð
�T¤V´�¡·¥�¡é¤V�|¤V�P¤�¥�¼k��¡�¢2¤V¥M��$Zß9���6°�°�¡·�¨�"�<���¨´ ��£9�E��¥·¤V°��0ô&��£9�D�V��¼¨ÂP���ä����äð¨ë=�EÂ

δ(κ) =

√
π

8

√
1 + 3κ2

κ3
exp(−(2κ2)−1 − 3/2),

0Tº��í½�ð#1
ïµ£9�6���

κ ≡ krD

¡�°���£9� ³�¡·´��D�9°�¡·�¨�9¥��D°�°vïy¤0ôV�f�k¸9´ÙàM�6�B¡·�Ý¸9�9¡©��°B�V�q��£9� ¡·��ô¨�6��°��K���6à�¼¨�
��¤�³9¡·¸9°

rD

V¡�ô¨�6��¡���²[¤Và�¥·��º��©¹¨�q®P�¨��´Ù¸9¥é¤w0Tº��â½Vð#1y¡·°t³��D��¡©ô¨�6³�¸9��³9�D�t��£���¢6�¨�9³9¡©��¡��¨�&��£P¤8�
��£��B³P¤V´�ß9¡·�9 ¡�°t´a¸9¢c£�°�´f¤V¥�¥·�D�|��£9�6�"��£9���<���)	k¸9�D�9¢�¼ª�

δ(q) � ω(q)
�/Â9¤��9³�¡�°¯¥·¡�´f¡©���6³f���

°�´f¤V¥�¥�ï¯¤2ô¨�Ù�4¸�´aàM�6��°
κ � 1

� � °���$Zß �D¢6���D³�Â ��£9�á³P¤V´�ß9¡·��f¨¡©ô¨�6�oà�¼"�<�V��´a¸9¥·¤20Tº��â½Vð#1�Â
ïµ£9¡�¢c£Ý¡·°��¨�9¥�¼��§¤V�9³9¤V¸o³P¤V´�ß9¡��99ÂF¡·°�´a¸9¢c£Ý°�´K¤V¥�¥·�6�µ��£P¤V�Ä��£9�a³P¤�´fß9¡��9l�<�¨¸9�9³o¡��Ä��£��
°�¡�´a¸9¥·¤���¡��¨�9°DÂ ¤V°a��£9��¥·¤������D�a¢6�¨���c¤V¡��ù��£9���<¸9¥�¥y¢6�¨¥·¥�¡·°�¡��¨�P¤V¥�³9¤V´fß�¡·�9 ¤V¥�°��9� ÿ�à�ôZ¡��¨¸9°�¥�¼¨Â
�<�¨�l°�´f¤V¥�¥¯¢D�¨¸�ß9¥·¡��9ó¤V�9³�°�´K¤�¥·¥

q
ÂP%�	F��0Tº��â½Vð#1Ù°�£��:ïµ°f��£9�"¢D�¨�����6¢6�������6�9³�� ¬��0ïy��ô¨�D�6Â

³9��ôZ¡·¤���¡��¨�9°�¡��9¢D���2¤V°��l��¤Vß9¡�³9¥�¼�ïµ¡©��£ ¨���0ïµ¡��9�¢D�¨¸�ß9¥·¡��9&ßP¤V��¤V´��6���6�D�Ù®F¸�����£��D��´��¨���VÂ���£��
°�¡�´a¸9¥·¤���¡��¨�9°�ïµ£9¡�¢c£ù¤V���f�9���Ù¥�¡·´�¡����6³Ý���"°�´f¤V¥·¥ ïy¤2ô¨�&�k¸9´aà �D��°DÂ °�£9�0ï ¤�	k¸P¤V¥�¡���¤���¡©ô¨�D¥©¼
³9¡(�>�6���D���ûàM�6£P¤2ô4¡·�¨�û¤��|¥é¤V��¨�

q
�[¤á´��¨�9�V���¨�9¡�¢t¡·�9¢6���2¤�°����V����£��v³P¤�´fß9¡��99�Hî]�k���D���D°���¡·�9V¥�¼¨Â

ïµ¡���£�¡·�9¢6���2¤�°�¡·��
Γ
��£9��³P¤�´fß9¡��9 ¡·°t���D³9¸�¢D�D³>Â ¢��r�|®[¡·¨°6��º��äìl¤�Âäà>�

Γ ρΛ3 a b¹¨�ä¾ ¾Z��¹ ¹¨�â¾Z¹0º ± ¾��ä¾¨º�¹ ñr¾��â½Vë¨¾ ± ¾��ä¾�½Vº
¹¨�ä¾ ¾Z�íç ¹¨�â¾���¿ ± ¾��ä¾V¿9¹ ñr¾��â½Vì¨ì ± ¾��ä¾�¹0º¹¨�ä¾ ¹V�â¾ ¾��âð��¨ç ± ¾��ä¾�ç¨ç ñr¾��â½¨çVð ± ¾��ä¾�¹0ì¿9�ä¾ ¾Z��¹ ¾���¹2ë¨ð ± ¾��ä¾�¹:ç ñr¾��ä¾¨º�ç ± ¾��ä¾¨¾¨ë¿9�ä¾ ¹V�â¾ ¾���¹0½Z¹ ± ¾��ä¾¨¾#� ñr¾��ä¾�½¨ç ± ¾��ä¾¨¾¨º

²H¤Và9¥·�lºZ�âº���®[¡��Bß9¤V��¤V´��6���D��°B�V�û��£9���§¤V�9¨´Ù¸9¡·��³�¡·°�ß �D��°�¡��¨�Ý���6¥é¤���¡·�¨�o¢6¸9��ôV�D°á°�£9�0ïµ�ó�¨�®[¡�9�kº��äð�� ²t£9��ê9�y�)	k¸P¤���¡��¨�fïy¤V°|�c¤V±��D�&¡�����£9�v�<�¨��´õ�V�
ω(q)/ωpl = (1+a q2 + b q4)1/2.�[¤���¤V´��6���D��°��V�¯��£9�lê9�á�<�V�

Γ = 1
¤��9³

ρΛ3 = 0.1
¤V����¥·�6°�°����D¥�¡é¤Và�¥·�VÂ�à �D¢D¤V¸9°��K�V�¯��£9�¤Và9°��D�9¢6�á���[³P¤8�c¤a�<�¨�tà9¡�lïy¤2ô¨��ô¨�6¢6���V��°DÂF¢��r�|²H¤Và9¥���º��©¹¨�

®[¡·�9¤V¥·¥©¼¨Â¨ïû�v���æ¼l���Ù�*$4���D��³&��£9��¤V�P¤V¥©¼4��¡·¢D¤V¥9���6°�¸9¥©�y�<�¨�q��£��vß9¥·¤V°�´��¨�f³9¡·°�ßM�6��°�¡��¨��Â!%�	F�
0/ºZ�í½Vì�1�ÂF���&¤f£9¡·¨£��D�

Γ
¤��9³����&¡·�9¢6¥·¸9³��:	k¸P¤V����¸9´����>�6¢6��°D��®P�¨�µ��£�¡·°�ß�¸9��ß �¨°���ÂMïû�a¸9°��D³

��£��l Ä��³P¤���¤fïµ¡���£Ä��£�� «B�D¥·à�Kß �V���6�k��¡é¤V¥§���K¢D�¨�9°æ����¸9¢6��¤V�Ä¡·´�ß9���0ô¨�6³Äê9���V����£9�á�<�¨��´
ω(q) = ωpl (1 + aq2 + bq4)

1/2 � ²t£9�t���6°�¸9¥©��¡·°[°�£9�0ïµ��¡·� ®[¡�9��º��âð��<�V�
Γ = 1

¤V�9³
Γ = 4

�
��¸9�����á��£9��¥·¤V��¨�^4P¸9¢���¸P¤8��¡·�V�9°û¡��f��£9��³9¡�°�ß �D��°�¡·�V�K³P¤���¤a¤V�9³���£9�v¡·�9¢6���D¤V°�¡��9Ù³P¤�´fßZñ

¡·����<�¨��¥é¤���¨��ï¯¤2ôV�a�k¸9´aà �D��°6ÂMïû�a¸9°��D³Ý¤lïy�6¡·¨£����6³oê9��ïµ£9�D���Ù��£9�á°�´f¤V¥·¥��D°æ�
q− ô�¤V¥·¸9�6°£P¤V³á��£9�¯¥·¤V��V�D°��Hïy�6¡·¨£�� ¤V�9³a��£��¯°���¤���¡�°���¡�¢2¤V¥k�6�����V��°[���P��£9�¯¡��9³9¡©ôZ¡�³9¸P¤V¥kß �¨¡·����°[£P¤2ô¨�yàM�6�D�

�c¤�±V�D� ¡·������¤V¢D¢6�¨¸9���2�K²[¤Và�¥·�fº��âº�¢D�V�k��¤V¡·��°���£9�f���D°�¸9¥���¡·�9�ê9�áßP¤V��¤V´f�����6��°D� � ¢D¢D�V��³9¡��9



�'l�m\n\���ToXW!rÜuZY���m�ä�s���m�ã«n�oE�n���oS�xsg�T� �áâ��'n �V¾
������£�¡·°�³P¤��c¤�à �V��£óßP¤V��¤V´f�����6��°

a
¤V�9³

b
³9�Dß �D��³ù�¨�

Γ
¤V�9³

ρΛ3 �&²t£9�fßP¤V��¤�´f�����D� a¡·°�¢6¥·�¨°��l���
1/Γ

¡�� ¤VV���D�6´f�6����ïµ¡©��£Ã%�	 ��0/ºZ�í½Vì�1�Â§à9¸���ïµ¡���£ ¡��9¢D���2¤V°�¡·�9
Γ
ÂH³��6ô4¡é¤���¡·�¨��°

¤V����V���0ïµ¡·�9�Â�¢D�¨´�ßP¤V���µïµ¡©��£�²[¤�à9¥·��º��äº���� ��°��D���9��°�¼4°����D´f¤���¡�¢µ¡·�54P¸��D�9¢6�v�V�¹	k¸P¤V����¸9´
�)�M�D¢���°û�¨�f��£9�vß9¤V��¤V´��6���D�

a
�<�¨�

Γ = 1
�����V��¡�¢D�D¤Và9¥·�µ���>�6¢6��°û°�£9�0ïO¸9ß��<�¨�

Γ = 4
Â4ïµ£��D���

¡·��¢D���D¤V°��6³�³9�D¨�6�9�D��¤V¢6¼&¥·�2¤�³9°y���l¤ ���D³9¸9¢���¡��¨���V�§��£9�B¢6�Z��,�¢D¡·�6���
a
��²t£9�B°��6¢D�¨�9³�ê9�µßP¤:ñ

��¤�´f�����D� ¤V¥·¥��:ïµ°H���E	k¸P¤V¥�¡��c¤8��¡�ôV�D¥©¼����Dß����4³9¸9¢D�t��£9�t¢c£P¤V�9V�t�V�F��£9�t°�¡·¨� �V�F��£9�t³9¡·°�ßM�6��°�¡·�¨���
²t£9���0ô¨�D��¤V¥·¥ ¤V¨���6�D´��D����¡·°B°�¤���¡�°��T¤V¢����¨�æ¼Ä�<�¨��ïy¤2ô¨�K�k¸9´ÙàM�6��°�¸9ß ������£9�l¡��kôV�D��°���´f�D¤V�
¡·�����D��ß9¤V����¡·¢D¥���³9¡�°��c¤��9¢D�Bïµ£9�6������£9�Bß9¥·¤V°�´��¨�9°µ¤�����¢D�¨´�ßP¤V��¤���¡©ô¨�6¥�¼�ïy�D¤V±k¥�¼�³P¤�´fß �D³��

=4.0

= 1.0

0.68 1.02 1.36 1.7 2.04

1.02

1.05

1.08

1.11

1.14

(q
),

pl

fit; 3 = 1.0
fit; 3 = 0.1
Kelbg; 3 = 1.0
Kelbg; 3 = 0.1

0.75 1.0 1.25 1.5 1.75 2.0

q,1/ r

0.98

1.12

1.26

1.4

(q
),

pl

fit, 3 = 1.0
fit, 3 = 0.5
fit, 3 = 0.1
Kelbg; 3 = 1.0
Kelbg; 3 = 0.5
Kelbg; 3 = 0.1

®[¡�¨¸9���fº��äð�����¡·°�ßM�6��°�¡·�¨�'�V�S�§¤V��¨´a¸9¡����V°�¢D¡�¥·¥·¤���¡��¨�9°B�<���¨´  Ä� °�¡·´a¸�¥é¤���¡·�¨�9°Bïµ¡©��£ù��£��«B�D¥�à9&ß �V���6�k��¡é¤V¥I�<�¨�vô�¤V��¡·�¨¸�°vô�¤V¥·¸��D°��V�q��£9�a¢D�V¸9ß9¥·¡��9�¤V��³Ý³9�D¨�6�9�D��¤V¢6¼V� ã4¼4´aà �¨¥�°�¤V��� Ä�Å���6°�¸9¥©��°DÂ§¥�¡·�9�6°���£9�là �D°��Bê���°B������£���¥��0ï!ïy¤2ô¨���4¸�´aàM�6��ßP¤V����0
q < 1/r̄

1�� ²t£9� ê9��<�¨��´a¸9¥é¤ ¤��9³�ßP¤V��¤�´f�����D��°�¤V���B¨¡©ô¨�6��¡��"²H¤Và9¥���º��äº��



�'l�m\n\���ToXW!rÜuZY���m�ä�s���m�ã«n�oE�n���oS�xsg�T� �áâ��'n �Z¹
ø�Ç76 _§Ù:×ÎdÐ|ïfÌ�Í)Ù:×
� ��£9¤0ôV�fß����D°��D�����6³ù��$4���D�9°�¡�ô¨�f¢D¥·¤V°�°�¡·¢2¤�¥ ´f�V¥·�D¢6¸9¥é¤���³�¼4�P¤V´�¡·¢ °�¡·´a¸�¥é¤���¡·�¨�9°��V�û��£9�l³9¡©ñ
�D¥��D¢�����¡�¢Ùß9���¨ß �D����¡·�6°��V�|¤&�¨����ñ]¢6�¨´�ßM�¨���D����ß9¥·¤V°�´f¤K¤8��¡·�����D��´��D³�¡é¤����á¢6�¨¸9ß9¥�¡·�9K¤V�9³Ý³9�òñ
¨�6�9�D��¤V¢6¼VÂ

Γ ≤ 4
¤V��³

ρΛ3 ≤ 1
��²t£9�a´f¤V¡��Ä¢D�V�9¢D¥�¸9°�¡��¨�o¡·°���£P¤8��¡·��¢D���D¤V°��Ù�V�q¢D�¨¸�ß9¥·¡��9

¤V�9³K³9�D¨�6�9�D��¤V¢6¼K¡·�549¸9�D�9¢6����£9�v³9¡·°�ßM�6��°�¡·�¨�&¡��&°�¡�´f¡�¥é¤V� ïy¤2¼ �q��£9�6¼f���6³9¸9¢6����£9��ß9¥é¤V°�´f�V�
�<���)	k¸9�D�9¢�¼¨�µ²t£9�áß9£�¼Z°�¡·¢D¤V¥H���2¤V°��¨�Ä¡�°µ°�¡·´�ß9¥��V�qïµ¡���£"¡·��¢D���D¤V°�¡��9

Γ
ÂF��£��3�y�¨¸�¥·�¨´aà"¡·�����D�æñ

¤V¢���¡·�V�Ä¡·°�°�¢6���6�D�9�6³Ý´f�¨���Ù¤��9³o´��¨������²t£k¸9°v��£9�áà9¡·�P¤���¼�¡·�����D��¤�¢6��¡��¨�Ä¡�°v³��¨´f¡��P¤����D³"àk¼
°�£��¨���æñ]��¤��9¨�a���>�6¢6��°�ïµ£�¡·¢c£o���6�9³Ý����°��V�h���6�o��£9� ¢6�¨¥·¥��D¢6��¡�ôV�Ù´��Z³9����ãZ¡·´�¡·¥·¤V��¥©¼¨ÂP¡��9¢D���2¤V°��
�V�µ��£��"³��D¨�6�9�D��¤V¢6¼'¥��2¤V³�°a��� ¤Ý¨���0ït��£�������£9���D¥��D¢������V��ïy¤2ô¨��¥·�6�9V��£�ïµ£�¡·¢c£�Â|¤V�¤�¡·��Â
¡·��¢D���D¤V°��6°t��£9���),�¢6¡·�D��¢6¼��V�H°�£9�V����ñ ��¤V��¨��à9¡·�P¤���¼&¡������D��¤V¢6��¡·�¨�>�

�O£9¡·¥��Ù¢6¥é¤V°�°�¡·¢D¤V¥� ���°�¡·´Ù¸9¥é¤���¡·�¨��°v¢D¤V�ÝàM�Ù��$4���6�9³9�D³ ����¤���à9¡©����¤���¼"¥é¤V��¨�áô�¤V¥�¸9�D°v�V�
Γ
ÂP��£9��¼�£P¤2ô¨��¥·¡·´�¡����D³�¤Vß�ß9¥·¡�¢2¤Và9¡�¥·¡©�]¼ ���+	4¸9¤V����¸9´ ß9¥·¤V°�´f¤V°D��� ��¸�°��D³>Â>¤V°v¤V�"�)�M�D¢���¡�ôV�
	k¸P¤V����¸�´ ßP¤V¡��ûß �V���D����¡·¤V¥EÂ���£��B«B�D¥·à�Ùß �V���6�k��¡é¤V¥Fïµ£9¡�¢c£���¡·V�¨���¨¸�°�¥�¼a³9�D°�¢D��¡�àM�6°�	k¸P¤V����¸9´
³9¡(�>��¤V¢6��¡·�¨�"�)�M�D¢���°�¡��Ä¤V�Ä�|	k¸9¡·¥�¡·à9��¡·¸9´ ß9¥é¤�°�´f¤l�<�¨��°�´f¤V¥�¥

Γ
�vÿ�����£9�Ù�V��£9�D�v£P¤V�9³>ÂM��£��

«B�D¥�à9 ß �V���6����¡é¤�¥�¡�°f�V�9¥�¼���£���êP��°��K���D��´ ����¤
Γ
��$ZßP¤V��°�¡·�V���<�¨�f¤V�#�)�M�D¢���¡©ô¨�y	k¸P¤V�4ñ

��¸�´ ß9¤V¡·��ßM�����D����¡é¤V¥/Â¯¤V�9³S�<�¨�
Γ > 1

��£9�o¤V¢6¢D�¨¸��k�K�V��£9¡�¨£9�D���¨��³9�D�f¢D�¨�����D¢���¡��¨�9°l���
��£��}	4¸9¤V����¸9´�³9¡��M��¤V¢���¡��¨�o�)�M�D¢���°B´f¤2¼oà �D¢D�V´f�a¡�´fß �¨�æ�c¤V���2�@���6ôV�D����£9�D¥��D°�°DÂ�ïy� �<�¨¸��9³
��£9¤��û��£9��ß9¥·¤V°�´��¨��³9¡·°�ßM�6��°�¡·�¨�f¡·°|��¤���£9�D�|ïy�D¤V±k¥�¼f¡·�54P¸��D�9¢6�D³&à�¼���£9�v³9�6��¤V¡·¥�°û�V�>��£9�vßP¤V¡·�
ß �V���6�k��¡é¤V¥/Ây°�� ïy����$Zß �D¢6�K��£P¤��f��£9�Ä«B�D¥·à� ß �V���6����¡é¤�¥�¢6�¨�����D¢���¥�¼����Dß9���Z³9¸�¢D�D°f��£9��³�¼�ñ
�P¤V´�¡·¢ ß����¨ß �D�æ��¡·�6°��V�¯¤�ïû�2¤V±k¥�¼ ³��D¨�6�9�D��¤�����ß9¥é¤�°�´f¤"¤�¥·°����<�¨��¡��k���D��´f�6³9¡é¤����Ùô�¤V¥·¸��D°��V�
Γ
��²t£9�K´f¤V¡·�ó¤V³ZôV¤��k��¤V¨�f�V�¯¸9°�¡·�9"��£9�K«B�D¥·à�Äß �V���6�k��¡é¤V¥�¡�°���£P¤��á¡���¢D�V�����6¢6��¥�¼ �����2¤���°

¢D¥��¨°��Ù¢D�¨¥�¥·¡·°�¡·�¨��°DÂF¡E�è�V����£9�a�]ïy�8ñ]ßP¤V�æ��¡�¢D¥·��°�¢D¤������D��¡·�9�¤&¡��k���D�rñ]ßP¤V�æ��¡�¢D¥·��³9¡�°���¤V�9¢D�6°B°�´f¤V¥·¥��D�
��£9¤V�K��£������òñr¦y���¨¨¥·¡��tï¯¤2ô¨�6¥·�6�9V��£>�|²t£�¡·°y¡�°y�V���6ô¨�6��£9¡·¨£��D�|¡·´�ßM�¨�æ�c¤V��¢D�µ¡·����£9��¢D¤V°��v�V�
�]ïû��ñ]¢6�¨´fß �¨�9�6���Ùß9¥·¤V°�´f¤V°�ïµ£9�6������£9��«B�D¥�à9�ß �V���D����¡·¤V¥q¤V¥·¥��0ïµ°�����¤0ôV�¨¡·³ ��£��f¢6�¨¥·¥·¤Vß9°��
�V�H�¨ß9ß �¨°�¡©���6¥�¼&¢c£9¤V��¨�6³�ß9¤V����¡·¢D¥��D°6� ²t£9¡·°µ¡�°t³9�D´��¨�9°æ����¤8���D³"à �D¥·�0ïj¡·���9�*$Z�v¢c£P¤VßZ���D�6�
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üwÇ|È TÂ×}Õ�Ò�Ù+ØfïfÎdÕ�Í)Ù:×
²t£9�aÿ��¯� ´��Z³��D¥EÂP¢6�¨�9°�¡·³9�6���D³Ä¡·����£9�áß9����ôZ¡��¨¸9°�¢c£P¤Vß����D���<�¨�v�6¥·�6¢6�����¨�Ä¨¤V°DÂF¡·°v¤f¸�°��6�<¸�¥
à9¸��|���4��°�¡�´fß9¥��t´f�4³9�6¥9����³9�D°�¢D��¡�àM�v¤����2¤�¥Pß9¥é¤V°�´K¤Z��� ��±k�9�0ï ��£P¤��q��£9�v¤V°�°�¸9´�ß���¡��¨�l�V�
¤&¸9�9¡©�<�¨��´ �9�6¸�����¤V¥·¡�ªD¡��9KàP¤�¢c±4V���¨¸9��³ó¢c£9¤V��¨��Â�¸9°��D³ ¡·�o��£9�lÿ@�¯�HÂM¡·°��9����¤V³9�)	4¸9¤���� ¡��
´��¨°��û���D¤V¥Mß�¥é¤V°�´K¤V°6��ÿ��9¥©¼l¡·�K°��¨´��v°�ßM�6¢D¡é¤�¥M¢D¤V°��6°DÂZ�<�V�û�*$9¤�´fß9¥��VÂZ¤��|ô¨�D�æ¼K£�¡·¨£f³9�D�9°�¡��]¼VÂ
ïµ£9�6�Ù�D¥��D¢������V�á���6´fß �D��¤���¸����q¡·°�ô¨�6��¼�£9¡�¨£�Â8ß9�������¨�9°§°æ�c¤V�æ�H���và9¸�¡·¥·³�¤µ¢D�æ¼Z°æ�c¤V¥k¥·¤�����¡·¢D��� � �
°�¸�¢c£"¢6�¨�9³9¡©��¡��¨�9°DÂk�¨����¢2¤V�K¢D�¨�9°�¡·³9�6�¯¤Ù´��0ô¨�6´f�6�k�¯�V��ß9���V���¨��°¯�¨��¤V�K�¨ß9ß �¨°�¡©����¢c£P¤V��V�D³
àP¤V¢c±k¨���¨¸9�9³��V�H�D¥·�6¢6�����¨�9°6ÂP°�ß9���2¤V³"¡·����£9��°�ßP¤V¢6��¤V°µ¡·����£9�áÿ@�¯�H�

î]�o¤l���6¨¡·�¨�"�V�[´f�6³9¡·¸9´ ³9�D�9°�¡��]¼VÂFïµ£�¡·¢c£Ä¡�°µ¢D�¨�9°�¡·³9�6���6³o£9�D���VÂF£9�D¤0ôk¼"ßP¤V�æ��¡�¢D¥·�6°�¤V¥·°��
�c¤�±V��ßP¤V����¡��"´f¤V��¼�ß9���Z¢6�D°�°��D°�¤V�9³"£P¤2ô¨��à9¡·�¡·�549¸9�D�9¢6�á�V�"��£9��¥·¡·V£k�æñ]´f¤V°�°y°�¸9à9°æ¼4°����6´
ô4¡é¤Ý¢D�V¥·¥·¡�°�¡��¨�9°D�'²t£���´��¨����¢6�¨´�ß9¥·¡�¢2¤����D³'��£9��¢6�¨´fß �¨¸9��³S�V�v��£9��ß9¥·¤V°�´f¤Ý¡·°l¤V��³S��£��
°�´f¤V¥�¥·�D�û��£9��³9¡��M�D���D�9¢6�D°v¡·�"´K¤V°�°µ�V�[��£9�á¡������D��¤V¢6��¡·�9�ßP¤V�æ��¡�¢D¥·�6°µ¤V����ÂP��£9��´f�V����¢D�¨´�ß9¥�¡©ñ
¢2¤8���D³ ��£9�&ß�¡·¢6��¸9���K¤V�9³ ��£9�K³Z¼Z�9¤V´f¡�¢D°á�V�t´f¤������D��àM�6¢D�¨´��V��î]�'¤�£�¼4³9���V¨�D�'ß9¥·¤V°�´f¤�Â
ïµ£9¡�¢c£�ïµ¡�¥·¥ûàM�&¢6�¨�9°�¡·³9�6� �9�0ï�Ây¤Ý´f¤V°�°a��¤���¡��o¡·°

mi/me'
¹0ì¨ºVëo¡·�'¢D�V´fßP¤���¡·°��¨� ïµ¡©��£

°��6´f¡�¢D�¨��³9¸9¢6���¨��°6Â|ïµ£��D������£9¡·°aô�¤V¥�¸9�&¡·°l¤�àM�¨¸Z��¹¨�©���©¹0¾¨¾��ù���D°�ß9¡����&��£9�f	k¸9¡�����à9¡·Ý´f¤V°�°
��¤8��¡·��Â>¤K���¨¥·���V�qß9���V���V�9°�¡·°�ô¨�6��¼�¡·´�ßM�¨�æ�c¤V���v³9¸9�Ù���K�<�¨��´K¤���¡·�¨�"�V� ô�ú µ!¶IHe²�·H± · õ ²aïµ¡���£
�D¥��D¢������V�9°D�H²t£9�D°��tàM�¨¸��9³a°���¤����6°^0/¤8���¨´�°DÂ8´f�V¥·�D¢6¸9¥·�6°[¤��9³Ù��£��D¡·�I��¤�³9¡·¢D¤V¥·°ê1�¢c£9¤V�9¨�¯³�¡��M�D�æñ
�D����ß����¨ß �D�æ��¡·�6°H���Fß9¥é¤V°�´K¤ZÂ�¢6�¨´fß9¤V��¡��9�ïµ¡©��£Ù��£9�tÿ@�¯� ß9¥é¤�°�´f¤��§²t£P¤�� ¡�° ¤�´K¤V¡��Ù���2¤V°��¨�

�¨½



�'l�m\n\���ToXz!r¼�ÁsMä/vxã�m\�xs���à�átlqY�u�o��ß^���ºnTã�m��½ä�m �Vº
ïµ£�¼�¤V�K��$Zß9¥·¡�¢D¡©�û�����2¤8��´��D���t�V�I¤V¥�¥F¢D�¨´�ßM�V�9�D����°y¡·°y���D�D³��D³����a¢6�¨�����D¢���¥�¼�°�¡·´a¸9¥·¤������6ôV�D�
¤ ß9¥é¤�°�´f¤a�V�H��£9��°�¡�´fß9¥��D°æ�µ�D¥·�6´f�6���µ�V�H��£9��ßM�6��¡��Z³9¡�¢��c¤�à9¥·���

�y¥é¤V°�°�¡�¢2¤V¥� �� °�¡·´a¸9¥·¤���¡��¨�9°f�V�Ù³��D�9°��ó�]ïû��ñ]¢6�¨´�ßM�¨���D����£�¼Z³����¨¨�6�jß�¥é¤V°�´K¤V°�£9¤0ôV�
à �D�D� ßM�6���<�¨��´f�6³ à�¼ ´f¤V��¼ó¤V¸���£��¨��°�àM���<�¨�����&²I�Ä�0ô¨�6��¢D�V´f����£9��ß9���Và9¥·�6´	�V�¯¢6�¨¥·¥·¤Vß9°��
�V�y¤V�ó�D¥·�6¢6�����¨�ó¡·�����"¤�ß9�������¨��ÂI¤V��¡·°�¡·�9&�<���¨´ ��£���³�¡�ô¨�6��¨�6�9¢D���V�|��£9���D¥��D¢������V�Zñ]ß9���V���V�
�y�¨¸9¥��¨´aàoß �V���D����¡·¤V¥ ¤���ªD�D����³9¡·°æ�c¤V�9¢6�VÂ��¨��� ¡·�������Z³9¸�¢D�D°�°��¨´�� �)�M�D¢���¡�ôV�}	k¸P¤V����¸9´ ßM��ñ
���6����¡é¤�¥·°D�|î]����£9��°�¡·´Ù¸9¥é¤���¡·�¨�f��£9�6°��Ùß �V���D����¡·¤V¥·°t°�£9�¨¸9¥�³��9�����¨��¥�¼&ß����6ôV�D����¤V��¼�¢6�¨¥·¥·¤Vß9°��
à9¸��B¤V¥·°��K¢D�V�����6¢6��¥�¼¨ÂM¡·��ß9��¡��9¢D¡�ß9¥·��ÂM���Dß9���Z³9¸�¢D�Ù��£9�Ù�<�¨��´K¤���¡·�¨���V�qà �¨¸9��³Ý°��c¤8���D°6��²t£9�6°��
ß �V���6�k��¡é¤V¥�°�¢2¤��óà � ³9�6��¡�ôV�D³ �<���¨´�³9¡��M�D���D���B��£��D�¨���6��¡�¢2¤V¥ ¤Vß9ß9���Q$Z¡�´K¤���¡·�¨��°�¤V�9³ ¸9°�¸P¤V¥�¥�¼
¡·��ôV�¨¥�ôV�K�¨�9¥©¼ ��£9�f³9�Dß �D�9³��D�9¢6���¨� ��£��K¡·�����D��ß9¤V����¡·¢D¥��f³�¡·°���¤V�9¢6�&¤V�9³ ��£9�����D´�ß �D��¤8��¸9���
�V�I��£9��¢D�V´fß �¨�9�6�k��°D�û ��¨°æ���V�[��£9�D°��á´��6��£9�Z³�°µ¤V����àP¤V°��D³��¨��ß �D�æ��¸9��àP¤���¡·�¨����$ZßP¤��9°�¡��¨�
¡·����£9�a¢6�¨¸9ß9¥�¡·�9K°������D�9���£ ¤V�9³ ¤����a¥�¡·´�¡����6³"�������6¨¡·�¨��°��V�|°�´f¤V¥�¥I¢6�¨¸9ß9¥�¡·�9KßP¤V��¤�´f�����D�
0
Γ < 1

1µ¤V�9³�°�´f¤V¥·¥>³9�D¨�6�9�D��¤V¢6¼ 0
kBT > EF

1ò� � �9����£9�6�v¡�´fß �¨����¤V���µ°�¡�´fß9¥�¡�êP¢D¤���¡��¨�&¡�°
��£������D³9¸�¢6��¡��¨���V�I��£9��´f¤V��¼kñ àM�4³�¼Kß9���¨à�¥·�D´ ��� �]ïy�8ñ]ßP¤V�æ��¡�¢D¥·��¢D�¨�����D¥·¤���¡��¨�9°6�

î]�#��£9��ß9���6°��6�k��ïû�¨��±�ïû� ¤Vß9ß9¥©¼¨Â¯�<�¨�l��£��ÄêP��°æ�K��¡·´��VÂt¤ ���6ï��)�M�D¢6��¡�ôV�y	k¸P¤V����¸9´
ß �V���6�k��¡é¤V¥ûàP¤V°��D³��¨��«B�D¥�à9ÝßM�����D����¡é¤V¥\0B%�	F�qº��â½¨½�1�¡��'¢D¥·¤V°�°�¡·¢2¤�¥t ��¨¥��D¢6¸9¥é¤V�Ù�v¼4�P¤V´�¡·¢6°
°�¡�´a¸9¥·¤���¡��¨�9°DÂ�ïµ£�¡·¢c£ ¡��9¢D¥�¸9³9�6°�¡�� ¤�³9³9¡���¡·�¨�Ý����	k¸P¤V����¸9´)³9¡��M��¤V¢���¡��¨� �)�M�D¢6��°a¤V¥�°���²)UÂ³ ¶
õ|{�õ ¯�· ²��tãZ¡�´f¡�¥é¤V��¥�¼ ���f�¨¸9�µß9���6ô4¡·�¨¸�°v¡��kôV�D°æ��¡·¨¤���¡��¨�9°µ�V�[��£9�Ùÿ��¯�#¡���¢c£P¤Vß����D��ºZÂ ¡�����£9¡�°
¢c£P¤VßZ���D�tïû��ïµ¡�¥·¥M¡·��ô¨�6°���¡��¤�������£9�B�<�¨¥·¥��0ïµ¡·�9:	4¸��D°���¡·�¨��°D�

• ��£9�&¡��54P¸9�6�9¢D�&������£9�&¢6�¨¸9ß9¥�¡·�9�ßP¤V��¤�´f�����D�
Γ
¤V�9³ù��£��&³9�DV�D�9�6��¤V¢�¼'ßP¤V��¤V´f�����6�

ρΛ3 �¨����£9��°�����¸9¢6��¸9����ß9���¨ßM�6����¡·�D°t���[£�¼4³9���V¨�D��ß9¥é¤V°�´K¤Á�
• �6¥·�6¢6�����¨�Zñ �D¥·�6¢6�����¨�"¤V�9³�ß9���V���V�Zñ]ß9���V���V�"³��D�9°�¡��]¼�ñ]³9�6�9°�¡©�]¼�¢D�¨�����6¥é¤���¡·�¨�K�<¸��9¢6��¡·�¨�9°)�
• ��£9�&¡��54P¸9�6�9¢D�&������£9�&¢6�¨¸9ß9¥�¡·�9�ßP¤V��¤�´f�����D�

Γ
¤V�9³ù��£��&³9�DV�D�9�6��¤V¢�¼'ßP¤V��¤V´f�����6�

ρΛ3 �V��³�¼4�P¤�´f¡�¢�ß9���VßM�6����¡��D°t�V�H³9�6�9°���£�¼4³9���¨V�D�Äß�¥é¤V°�´K¤V°y¡·��ßP¤V�æ��¡�¢D¸9¥·¤V�y�¨����£��
³9¡�°�ß �D��°�¡·�V��¤��9³�³P¤V´�ß9¡·�9 ���'�§¤V�9V´a¸9¡·�ûï¯¤2ô¨�6°|�

• °�ß9¡·�4ñ]°�ß�¡·�&³9�6�9°�¡©�]¼K¢6�¨�����D¥·¤���¡��¨�9°y¡��f��£9��£�¼4³9���¨V�D��ß9¥é¤�°�´f¤á¡·�f��£9�B¤�à9°��6�9¢D�B�V�§��£9�
�*$Z���D���P¤V¥�´f¤V¨�9����¡·¢�ê9�D¥·³¹�

• à �¨¸9��³P¤V��¡��D°q�V�§¤�ß9ß9¥·¡�¢2¤Và�¡·¥·¡©�]¼��V�>��£9��¡�´fß9���0ô¨�D³f«B�D¥�à9áß �V���D����¡·¤V¥P¡·��°��6´f¡�¢D¥é¤�°�°�¡�¢2¤V¥
 ��V¥·�D¢6¸9¥é¤��t�v¼4�P¤V´�¡·¢6°�°�¡·´a¸�¥é¤���¡·�¨�9°6�

²t£9�B���D°�¸�¥���°t���I��£9�D°���°�¡·´Ù¸9¥é¤���¡·�¨��°y¤V����¢D�V´fßP¤����D³&ïµ¡©��£�¢6�¨�����D°�ß �¨�9³�¡·�9 °�¡·´a¸9¥·¤���¡��¨�9°|�V�
¤V��ÿ@�¯�HÂPïµ£9¡�¢c£�¨¡©ô¨�B¸9°µ´��¨���B¸��9³9�D��°���¤V�9³9¡��9f���[à �V��£�´��Z³��D¥·°6�
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üwÇêÆ TÂÓ ÑwÒ�Ù�}3Ô^Ø ~ Ô�Ð)Úfð Ñ�Ù@Õ�Ô^×�Õ�Í)Ï@Ð
� �a°���¤V����ïµ¡©��£Ý¤f³9¡·°�¢D¸9°�°�¡·�V�Ý�V����£9�Ù¡·´�ß9���0ô¨�6³y	k¸P¤V����¸�´ ßP¤V¡���ß �V���6����¡é¤�¥E��²t£9�l«B�D¥·à�
ß �V���6�k��¡é¤V¥\0/«��T1�ïy¤V° ³9�6°�¢D��¡·à �D³'à �6�<�¨���&¡·��ã4�D¢V�[º��äº��í½4�Ýî ��° ´f¤V¡·� ³9�6�<�6¢6�l¡·°á¡·�9¢6�¨�����D¢��
ô�¤V¥·¸��á¤8�

r = 0
� � °�¤�¢D�¨�9°��|	k¸9�6�9¢D��Â>��£9�Ù«��#àM�6¢D�¨´��D°�¡·�9¢6���D¤V°�¡��9¨¥�¼&¡·�P¤V¢6¢D¸9��¤����Bïµ¡©��£

¡·��¢D���D¤V°�¡��9
Γ
�jî]´fß9���0ô¨�D³#«��6¥·à9 ßM�V���D����¡·¤V¥·°�0<îr«��T1l¸9°��Ä��£9�o°�¸9¨¨�6°���¡��¨� 0+�äð��=��¤��9³

�����<�D���D�9¢6�D°µ��£9�6���D¡���1�Â4��£P¤8�t��£9���<�¨��´ ���H��£9�B���D¤V¥>¡��k���D��¤V¢6��¡·�¨��¢D¤V��àM�B�*$�ß����D°�°��6³Äà�¼&��£��
¸9°�¸P¤V¥§«B�D¥�à9lßM�V���D����¡·¤V¥�0>%�	F�x0Tº��í½V½�1c1ûïµ¡©��£"¤V�"¤V³9³9¡©��¡��¨�P¤V¥ �<���D��ßP¤���¤V´��6���D�

γij

�

U IKP (rij,, T ) =
eiej

rij

[
1 − exp(−r2

ij/λ
2
ij) +

√
πrij

λijγij

�D�æ�<¢
(γijrij/λij)

]
.

0T¿���¹C1
ãZ¡�´f¡�¥é¤V�§���B��£���ÿ��¯�IÂ¨��£9������¦y���¨¨¥�¡·�ûïy¤2ô¨�6¥·�D��V��£��<�¨�q¤BßP¤V����¡·¢6¥·�¯ßP¤�¡·�

i
Â
j
¡·°
λ2

ij = h̄2β
2µijïµ¡���£

µ−1
ij = m−1

i + m−1
j

� � ¥·¥��0ïµ¡·�9 �<�¨�l��£9�o³��Dß �D�9³9�6�9¢D�
γij(T )

�¨�9�Ä¢2¤V�#�Và��c¤V¡��
¤Ä¢6�¨�����D¢6�ÙªD�6����ñ ßM�¨¡����áô�¤V¥�¸9�f���t��£9�fßM�V���D����¡·¤V¥�0B%�	F��0<¿9��¹Q1c1���¬v�6���fàk¼�~r¢6�¨�����D¢��i��ô�¤V¥·¸9�
ïû�Ä´��2¤V�S¤óV�Z�4³À	4¸9¤V����¡���¤���¡©ô¨�"¤V¨���D�6´f�6�k��ïµ¡���£���£9�ªzä�*$9¤�¢6�ZzqßP¤�¡·�lßM�����D����¡é¤V¥yô�¤V¥�¸9�VÂ
�¨à���¤V¡·���D³ �<���¨´��£9��¤V�9¤V¥�¼k��¡�¢2¤V¥9ãZ¥é¤8���D��°�¸9´

Sl(rij, T )
�<�¨� ��£9�t�]ïy�8ñ]ßP¤V�æ��¡�¢D¥·�y¡·�����6��¤V¢���¡·�V�

Sl(T )rij=0 =
��$Zß

(−βUij(T )rij=0).
0T¿��í½�1

²t£9�µ���6´fß �D��¤���¸9���tê9�y���>��£��vßP¤���¤V´��6���D��°
γij(T )

ïy¤V°|ßM�6���<�¨��´f�6³f�¨�l��£��v³P¤8�c¤��V��¡��k���D�rñ
ßP¤V�æ��¡�¢D¥·��ß �V���6�k��¡é¤V¥�°B�<���¨´ �[¤8��£'î]�����6¨��¤V¥y ��¨�����f�¯¤V��¥��«0T�qîæ 2��1á°�¡�´a¸9¥é¤8��¡·�V�9°DÂIàP¤V°��D³
�¨� ��£��ó�*$�¤V¢6�"à9¡��P¤V��¼#³9�D�9°�¡��]¼ ´f¤�����¡($ �èð¨ì��/�õî ��ï¯¤V°��<�¨¸9��³O��£P¤�����£9�Ý���D´�ß �D��¤8��¸9���
³9�6ßM�6�9³9�D��¢D�Ù���

γij
¢D¤V��àM�Bïû�D¥�¥�³9�D°�¢D��¡�àM�6³�à�¼���£9�B�<�¨¥·¥��:ïµ¡��9a�H¤V³9�á¤Vß9ß9���Z$�¡�´K¤8��¡·�V�9°

γep(T ) =
x1 + bepx

2
1

1 + aepx1 + bepx2
1

,
0T¿��âº#1

γ↑↓ee =
γ↑↓ee (T → 0) + beex

2
1

1 + aeex1 + beex2
1

,
0T¿��ä¿�1

ïµ£9�6���
x1 =

√
8πkbT/Ha

Â8�¨�9�q¬v¤V�������D�S�
Ha

�k¡·°I½t�t¼5é�º�¹:ç�� �¨ç¯« �0¦y�D°æ�§ê9�I¢D�4�),�¢D¡��D����°
¤V���á��£��Ù�<�¨¥·¥��0ïµ¡·�99�

bep
é ¹¨Â

bee
é ¹¨Â

aep
é ¹¨��¹2¾�Â

aee
éõ¾��©¹0ì¨¾��v²t£9�a¥�¡·´�¡��

γee(T → 0)£P¤V°qà �D�6�f�<�¨¸9��³fà�¼l�6ô�¤V¥�¸P¤���¡·�9���£9�vª6�D�������D´�ßM�6��¤���¸9���µ¥·¡�´f¡©�[���
Sl↑↓ee

¤��
ree = 0

Â¨ïµ£9¡·¢c£
�<�¨�¯�]ïû�f�6¥·�6¢6�����¨�9°tïµ¡���£"¤V����¡©ñ ßP¤V��¤V¥·¥��D¥ °�ß9¡��9°��â½Vì=��¡·°t¨¡©ô¨�6��à�¼

Sl↓↑ee(ree = 0) = 4
√
πξeeJ1(ξee),

0T¿��íç�1
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ïµ£9�6������£9��¡·�����D��¤�¢6��¡��¨��ßP¤V��¤V´��6���6�

ξij = eiejβ/λij

¤V�9³

J1(ξ) =
∫ ∞

0
x exp(−x2) [1 − ��$Zß

(−πξ/x)]−1 dx.

²t£9��ªD�6���l���6´fß �D��¤���¸9����¥·¡·´�¡��û�V�
γ↓↑ee

¢D¤V��à �Bïµ��¡©�����6�"¤V°

γ↓↑ee (T → 0) ≈ − 2
√

π
x̃3
[
ln(x̃4/

√
π) − 3x̃2

]−1
,

0T¿��âë#1
ïµ¡���£

x̃ = (π | ξ | /2)1/3 �®P�¨�y�6¥·�D¢������¨�9°¯ïµ¡���£&ßP¤V��¤V¥·¥��D¥F°�ß�¡·�9°¯��£9��¢D�4�¨��³9¡·�P¤8����ß9¤V���y�V�§��£9���]ïû��ñ �D¥·�6¢6�����¨�&ïy¤2ô¨�
�<¸9�9¢���¡��¨� ´a¸9°æ�qàM��¤V����¡ ñ]°æ¼Z´�´��6����¡·¢��I²t£���¢6�¨�����D°�ßM�¨��³9¡·�9����>�6¢6��¡©ô¨�^	k¸P¤V����¸�´�ßM�����D����¡é¤V¥
£P¤V°t����à ��³9�6ê9�9�D³Ä¤V°

exp(−βU↑↑
ee ) = χcm(R,R){χ(r, r)− χ(r,−r)},

ïµ£9�6���
χcm

¡·°l��£9�"�<���D��ßP¤V�æ��¡·¢6¥·��³9�6�9°�¡©�]¼�´f¤�����¡($�¡��S��£9�Ä¢6�Z�¨��³9¡·�9¤����"°�¼4°����D´ �V�B��£��
¢D�6�����D�y�V��´f¤V°�°6Â

R = (miri +mjrj)/(mi +mj)
���v°�¡·�9��<�¨�

χ(r, r)
¤V�&��$Zß9���D°�°�¡·�V�&�<�¨�

��£����]ïû��ñ ßP¤V����¡·¢6¥·��³9�6�9°�¡©�]¼�´K¤8����¡]$K�<���¨´ ß �D�æ��¸9��àP¤���¡·�¨����£��D�¨�æ¼&ïy��¨���

exp(−βU↑↑
ee ) =

= exp(−βU ±V�6¥·à9 (r, r)) − exp(r2/λ2
ij) exp(−βU ±��D¥�à9 (r,−r)).

0<¿9�J��1
¬v�6���

U ±��D¥�à9 (r, r′) ¡�°���£9�Ä���D°�¸9¥��f�V��êP��°��æñ]�¨��³9�D��ßM�6����¸9��àP¤8��¡·�V����£9�D�¨�æ¼��<�¨�e�y�V¸9¥·�¨´Ùà
°�¼4°æ���D´

U ±V�6¥·à9 (r, r′, β) = eiej

∫ 1

0

dα

dij(α)

�6���
(d(α)/(2λij

√
α(1 − α))),

0T¿9�äì#1
ïµ£9�6���

dij(α) =
∣∣∣αrij + (1 − α)r−1

ij

∣∣∣
��²t£9�á³�¡é¤V¨�V�P¤V¥>�6¥·�6´f�6�k�

(rij = r
′
ij)

�V��%�	F��0T¿��âì#1
¡·°� �¸�°��µ��£9�B�T¤V´�¡·¥�¡é¤V�|«B�D¥�à9lßM�����D����¡é¤V¥

U ±��D¥·à� (r, T )
Â�%�	F��0Tº��â½¨½�1��

î �l��£9�'� �Fñ]³�¡é¤V¨�V�P¤V¥�ßM�����D����¡é¤V¥����6��´
U ±��D¥·à� (r,−r)

¡�� ��£��'��$Zß9���6°�°�¡·�¨���<�¨�Ä��£9�
�)�M�D¢���¡©ô¨�oß �V���6����¡é¤�¥�0>%�	 ��0T¿9�J��1i1l¡�°K¤Vß�ß9���Z$Z¡·´f¤����6³�à�¼S¡���°�³9¡·¤V¨�¨�P¤�¥�´f¤�����¡($'�D¥·�6´f�6���
U ±V�6¥·à9 (r, r) ��£��D����£9���)�M�D¢���¡©ô¨��ßM�V���D����¡·¤V¥>�<�¨�t�6¥·�6¢6�����¨�9°tïµ¡���£�ßP¤V��¤�¥·¥·�6¥M°�ß9¡·��°����2¤V³�°
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U IKP↑↑
ee (r, T ) = U ±��D¥·à� (r, T ) − kBT ln(1 − exp(−r2/λ2

ee)).
0<¿9�âð�1

� °�ïû�l°��D��Â���£9� îr«��O³9¡��M�D��°��<���¨´ ��£9�l«��{¤��
r → 0

ïµ£9�6��� ��£�� ßM�V���D����¡·¤V¥I£P¤V°�¤
¥·�V�¤V��¡©��£9´�¡·¢H³9¡�ôV�D��¨�D�9¢�¼¨� ²t£�¡·°[���)4P�6¢6��°H��£��¯�[¤�¸9¥·¡kß9��¡·�9¢6¡·ß9¥��q�<�V�I�6¥·�6¢6�����¨�9°Iïµ¡���£áßP¤V��¤V¥·¥��D¥
°�ß�¡·�9°6�
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q = 1.22

1
¤V�9³O��£��óà�¡·¨¨�6°���ïy¤0ôV�óôV�D¢����¨��°Ä¢2¤�¥·¢D¸�¥é¤����D³ ¡·� ��£9� °�¡·´a¸�¥é¤���¡·�¨�º0

q = 1.73
1òÂvïµ£9�6���

��£��Kï¯¤2ôV��ôV�D¢����¨�
q = k r̄

¡·°a¨¡©ô¨�6�'¡·�ù¸9��¡���°Ù�V�t��£9�����D¢6¡·ß9���Z¢D¤V¥û´��2¤��'¡·�����6�æñ]�6¥·�6¢6�����¨�
³9¡�°��c¤��9¢D�

1/r̄
� � °lïû�"°��D��Â¯¢D�V´fßP¤���¡·��o��� ��£9���D¥��D¢������V�S³9�6�9°�¡©�]¼'¢D�V�����6¥é¤���¡·�¨�'¡�����£9�

ÿ@�¯�ó°�¡·´a¸�¥é¤���¡·�¨��0/®H¡·9�8º��©¹:ç�1òÂV¡·����£9�y²S�¯�ó°�¡·´a¸9¥·¤���¡��¨��àM����£a¢6�¨�����D¥é¤8��¡·�V���<¸9��¢6��¡��¨�9°P0 ↑↑¤V�9³ ↓↑ 1á¤V��³ ��£9�f°�ß9¡��'¤2ô¨�6��¤V¨�6³'¢D�¨�����6¥é¤���¡·�¨� �<¸9�9¢���¡·�V�
Ae(k, t)

0B%�	F��0T¿9�©¹0ë#1òÂ °�£9�0ïµ�
�¨�&à �V�����¨´Å¨��¤Vß9£&�V��®[¡·9�k¿9�©¹:½�1q£P¤2ô¨���]ïû� ßP¤V�æ��°�¨f¤Ù£9¡�¨£9¥�¼l³9¤V´fß �D³>ÂZ£9¡�¨£ZñE�<���|	k¸9�6�9¢6¼
ßP¤V�æ�v¤V�9³"¤lïû�2¤�±4¥©¼�³P¤V´�ß �D³"¥·�0ï¯ñ �<���|	k¸9�D��¢6¼�¢D�V�����6¥é¤���¡·�¨�&��¤V¡·¥/�[²t£9��°��6¢D�¨��³ÄßP¤V�æ��¥·¡·��±4°
��� ��£9��°�¥·�0ïj¡·�¨��¡·¢�´��V��¡��¨��Â�¤V�9³���£9�BêP��°����¨�9��ÂF¤��t�<���)	k¸9�D�9¢6¡·�6°v�V�I��£����6¥·�6¢6�����¨��ß9¥é¤�°�´f¤
�<���)	k¸9�D�9¢�¼

ωpl

Â�¡·°�¤ù¢6¥·�D¤V�&´f¤V�9¡��<�6°���¤���¡��¨���V����£9�Ý´a¸9¢c£ �T¤V°æ���D�K�D¥·�6¢6�����¨�9¡�¢o´��V��¡��¨���
²t£9�l��¡�´f�a°�¢2¤V¥��l�V�y¡��¨� ´f����¡·�V�Äïµ£9¡·¢c£ ¡·°B³9�����6��´�¡·�9�6³óà�¼Ý��£9�l¡·�¨� ß9¥·¤V°�´f¤K�<���)	4¸��D�9¢�¼
ωi

pl =
√

4πρi/mi
¡·°t³9¸9����� ��£9��à9¡· ¡��¨�Zñ ����ñ]�6¥·�6¢6�����¨�&´f¤V°�°µ��¤���¡��

M = mi/me ' 1836¡·°t¿¨º ��¡·´��D°tà9¡�¨¨�6�y��£P¤��"��£9���D¥·�6¢6�����¨��ß9¥·¤V°�´f¤Ù�<���)	4¸��D�9¢�¼
ωpl

�
²t£P¤���¢D¤V� àM�Ý�Và9°��6��ô¨�6³j�V�#��£9�Ýß9���V���V� ³9�D�9°�¡��]¼�ñ]³��D�9°�¡��]¼ ¢6�¨�����D¥é¤8��¡·�V�S�<¸9�9¢���¡��¨�9°DÂ

°�£��:ïµ�O¡�� ®[¡·��|¿���¹0ºZ� ²t£9�Ýà9¡�¨¨�6����¡·´��D°�¢D¤V¥·���V��¡·�V�9¡·¢"´f����¡·�V�S¢D¤V¸9°��6°�¤ù�k¸9´f�6��¡�¢2¤V¥
¥·¡�´f¡©�c¤���¡·�¨��¡·����£9�q¢D�¨�����6¥é¤���¡·�¨���<¸��9¢6��¡·�¨��Â:¢6�¨´fß9¤V���6³�������£9���D¥��D¢������V�á³9�6�9°�¡©�]¼B¢D�V�����6¥é¤���¡·�¨�
�<¸9�9¢���¡��¨���



�'l�m\n\���ToXz!r¼�ÁsMä/vxã�m\�xs���à�átlqY�u�o��ß^���ºnTã�m��½ä�m ð¨º

0 0,5 1 1,5
q

0

1

2

3
ω

i
Γ = 0.1    ρΛ3 = 0.5
Γ = 1.0    ρΛ3 = 0.5
Γ = 1.0    ρΛ3 = 1.0
Γ = 0.1    ρΛ3 = 0.1

®[¡�¨¸9���l¿9�©¹2¿9��î]�¨�Zñ]¤V¢D�V¸9°���¡·¢l³9¡·°�ßM�6��°�¡·�¨�ó¢D¸9�æô¨�6°Ù¡·�ó£�¼4³9���¨V�D�ùß9¥·¤V°�´f¤�¡·� ��£9����¤��9¨�l�V�ïy¤0ôV��ôV�D¢6���¨��°
q = 0.39..1.73

�S�µ�D°�¸9¥���° �<�¨�a��£9�"¢2¤�°��"�V�vïû�2¤�±'¢D�¨¸9ß�¥·¡·��¼0
Γ = 0.1

1¤V�9³'°�´K¤�¥·¥q³9�DV�D�9�6��¤V¢�¼â0
ρΛ3 = 0.1,

¾��âç�1�Âq¤��9³'°������¨�9Ä¢D�¨¸9ß�¥·¡·��À0
Γ = 1

1á¤V�9³'£�¡·¨£³9�6¨�D�9�6��¤V¢�¼Ã0
ρΛ3 = 0.5

Â�¹C1¯¤V����°�£9�0ïµ��� � ¥�°�� ��£���¥�¡·�9�D¤V�yê9��°�¤V���Bß9¥��V�����D³��q®P���|	k¸9�D��¢6¼¡·��¸9��¡��µ�V�I��£9��¡��¨��ß9¥é¤�°�´f¤Ù�<���|	k¸9�6�9¢6¼
ωi

pl

�
� ¥©��£9�¨¸�¨£B��£9� ��¡·´��D°�¢D¤V¥·�[�V�Z��£9��¢D�V�����6¥é¤���¡·�¨���<¸��9¢6��¡·�¨�9°§¤�����¥·¡�´f¡©���6³�Â6ïû�q¢2¤V��°�¸9ß�ßM�¨°��

¤V�"¤Vß9ß����Z$Z¡·´f¤������<�V��´ ���Hß����V���¨�Zñ]ß����V���¨��³9�D��°�¡��]¼&¢D�¨�����D¥·¤���¡��¨�K�<¸9��¢6��¡��¨�"¤V°µ¤a�<¸9�9¢���¡·�V�
a
¢D�V°

(bt)
��$Zß

(−ct) ÂMïµ£9�6��� a Â b ¤V�9³ c ¤V���áê9��ßP¤���¤V´��6���D��°6���µ�Dß �2¤���¡·�9���£9�áß9���4¢D�6³9¸9���³9�����D��´f¡��9¡·����V� ��£9�µß �2¤V±á�V�M��£9�t°�����¸9¢���¸9�����T¤�¢6���V� �V�M¡·�¨�9°
Sii(ω, q)

0<³9�6ê9�9¡���¡·�¨�9°����M��£9�
¡·�V�Ä°�����¸9¢���¸9���Ù�T¤V¢����¨��°�¤V���Ù�<�¨¥·¥��0ïµ¡·�9là �D¥·�0ï�Â ¡·��%�	F��0<¿9�â½¨½�1c1òÂ>¤�°�¡·�"��£9� ÿ��¯�O¢2¤�°��Ù�<�¨�
�D¥��D¢������V�9°DÂ4ïy�v¢2¤V�&�Và��c¤V¡��Kß9���V���V�K³9¡�°�ß �D��°�¡·�¨�f¢D¸9�æô¨�6°D�û®[¡·9��¿���¹2¿á°�£9�0ïµ°y��£9��³9¡�°�ß �D��°�¡·�V�
�V�H¥·�¨��¨¡���¸9³9¡·�9¤V¥M¡��¨��¢D�¨¥�¥·�6¢6��¡©ô¨�B´��Z³��D°D��î]�"¢D�V�k����¤V°æ�µ�����D¥·�6¢6�����¨��ß9¥·¤V°�´f¤Ùï¯¤2ôV�D°vïµ£�¡·¢c£
¤V�����¨ß���¡�¢2¤V¥û´f�4³9�6°a��£9�6°���ï¯¤2ôV�D°f¤V����¡��¨�Zñr¤�¢D�¨¸9°æ��¡�¢Kï¯¤2ôV�D°�³9¸9�����Ý��£��&�T¤V¢6� ��£P¤�� ��£��
³9¡�°�ß �D��°�¡·�¨��¡�°t°�¡�´f¡�¥é¤V�q���l³9¡�°�ß �D��°�¡·�¨�����[¸9°�¸P¤V¥�°��¨¸9�9³��¨°�¢D¡·¥�¥é¤���¡·�¨��°|ïµ¡©��£�ß9£P¤V°��Bô¨�D¥��Z¢6¡��]¼

ω = vs q,
0T¿9�©¹C��1

ïµ£9�6���
vs =

√
ZikbTe

mi

0T¿9�©¹0ì#1
¡·°¯��£9��¡·�¨��°��¨¸9�9³�ô¨�6¥·�4¢D¡��]¼VÂ

Zi

¡�°¯��£9��¢c£P¤���¨���V�H¡·�¨��°D�
²t£9�D����¤V���¯�]ïû��±4���:ïµ�f¤V�P¤�¥�¼k��¡�¢2¤V¥4���6°�¸9¥©��° �<�¨� ¡��¨� °��V¸9�9³ ï¯¤2ôV�D°D�|®P�¨�[¤�°æ�����¨�9B�9�¨�4ñ
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¡·°��V��£��D��´f¤V¥
0

Te � Ti

1��]ïy�8ñ]¢D�V´fß �¨�9�6�k��³�H õ ± °F¤V�9³w¶ ú ¶IH õ ò õ ¶ õ�ö ± · õ ß�¥é¤V°�´K¤�¡·�Ù��£9�¯¥·¡�´f¡©�
�V��°�´K¤�¥·¥Pï¯¤2ôV��ô¨�6¢6���V��°

q � ¹v°�ß �D¢�����¸�´ �V��¡·�¨�Zñ]¤V¢D�V¸9°���¡·¢µ�¨°�¢6¡·¥�¥é¤���¡·�¨�9°q¤�������$Zß9���6°�°��D³�¤V°
¡·�%�	F�x0T¿9�©¹C��1ûïµ¡©��£�¡·�V�"°��¨¸9�9³�ô¨�6¥·�4¢D¡©�]¼��èð¨ë��/�

vn
s =

√

Zi
kBTe

mi

(
1 +

3Ti

ZiTe

)
.

0T¿9�©¹0ð#1
®P�¨�¯¥·�V�9¨¡���¸9³9¡��P¤V¥ �¨°�¢6¡·¥·¥·¤���¡��¨�9°|¡·��¤V�®³�H õ ± °I¤V�9³�H õ ò õ ¶ õ�ö ± · õ ß9¥·¤V°�´f¤f0T�6¥·�D¢������¨�9°µ¤V���

³9�6¨�D�9�6��¤����VÂF¡·�V�9°µ¤V���B¢6¥é¤V°�°�¡�¢2¤V¥©1|��£9��°�ßM�6¢6����¸9´ ¤V����V¡�ô¨�6��àk¼

ω(q) = (1 +
9

(q rD)2
).

0T¿9�â½V¾#1
î]�'�¨¸9�á°�¡·´Ù¸9¥é¤���¡·�¨� ¢6�¨¸9ß9¥�¡·�9��)�M�D¢6��°l¤V���f¡·�9¢6¥·¸9³��D³'¤V��³ ïy�K¢2¤V�'�*$�ß �D¢��a��£9¤��a�¨¸��

���6°�¸9¥©��°¯�<�¨�|��£9�Bß�£P¤V°���ôV�D¥��Z¢6¡��]¼�ïµ¡·¥·¥Â	k¸P¤V¥�¡��c¤8��¡�ôV�D¥©¼�¤V¨���6��ïµ¡���£f%�	4°6�x0T¿9�©¹C�:ñ ¿9�â½V¾#1�¡·�&��£��
¥·¡�´f¡©�����¯°�´f¤V¥�¥[¢D�V¸9ß9¥·¡��9"¤V�9³ó°�´f¤V¥·¥H³9�DV�D�9�6��¤V¢�¼¨�e���6ôV�D����£9�D¥��D°�°DÂ �¨�ó²H¤Và���¿9�è¿9Â�ïµ£9�D���
��£���ôV�D¥·�4¢D¡©��¡��D°µ�V�[��£9��¡·�¨�9°µ°��¨¸9�9³Äïy¤2ô¨�6°��<���¨´ ��£9�Ù Ä����¸9�9°v¤V����¢D�¨´�ßP¤V���D³�ïµ¡���£���£��
¤V�P¤�¥�¼k��¡�¢2¤V¥>¤Vß9ß9���Q$Z¡�´K¤���¡·�¨�e%�	F��0T¿���¹0ì�1�ÂZïû��°��D��°��V´f�B³9��ô4¡é¤���¡·�¨�9°6�

Γ ρΛ3 ω/q
Â{�è´&ë�°i�

vs

Â��è´&ë�°i�
¾��©¹ ¾��©¹ ¹¨�äº¨º ·105 ¹V�íç¨½ ·105¾��©¹ ¾��âç ½Z�äºV¿ ·105 ½4�âë�¹ ·105¹¨�ä¾ ¾��âç ½Z�è¿�º ·104 ½4�âë�¹ ·104¹¨�ä¾ ¹¨�ä¾ ¿9�äì¨¾ ·104 ºZ�í½Vð ·104

²H¤Và9¥·�K¿9�ä¿��f�y�¨´�ßP¤V��¡�°��¨� �V��ß9£P¤V°���ôV�D¥��Z¢6¡��]¼ �V��¡·�¨�ùïy¤2ô¨�D°
ω/q

�<���¨´  Ä�Á��¸��9°�¤V�9³�<���V´í%�	F� ¿���¹C�4�
®P���¨´���£��¯³P¤���¤��V� ®[¡�9�:¿9��¹D¿�ïy�y°��D�¯��£P¤�� ¤�� °�´K¤V¥�¥k¢D�¨¸9ß�¥·¡·���ßP¤V��¤V´��6���6��°

Γ
�6¥·�D¢������¨�

³9�6¨�D�9�6��¤V¢�¼�³��Z�6°K�9�V�Kß9¥é¤2¼�à9¡� ���¨¥·���¨�#¡��¨���¨°�¢6¡·¥·¥·¤���¡��¨�9°6�Oÿ�����£9���V��£��D��£P¤V�9³�Âµ¤8�
´��D³9¡�¸9´ ¢6�¨¸9ß9¥�¡·�9t0

Γ = 1
1a¤V�9³�°������¨�9Ý³��D¨�6�9�D��¤V¢6¼÷0

ρΛ3 = 1
1á��£9�6�¨��¼ ß9���6³9¡·¢���¡��¨�

�T¤V¡�¥·°D� %�ôV�D� ¤V�j�6°���¡·´f¤���¡��¨�#�V����£9�ÝôV�D¥·�4¢D¡©�]¼#àP¤�°��D³j�¨�÷%�	F��0<¿9�í½�¾#1f�<�¨��³9�6¨�D�9�6��¤����
ß9¥·¤V°�´f¤a¨¡�ôV�D°�¤ ¥·�0ïû�D�tô�¤V¥·¸9�B���H��£9�Bô¨�D¥��Z¢6¡��]¼�0

vs = 2.34 · 104 1û��£P¤V�"¡·�&��£9�á Ä�!��¸9���
���D°�ß9¡����a��£9�Ù³9¡��M�D���D����¢6�¨�9³9¡©��¡·�V�9°v��£9�a´f¤V¡·�����D°�¸9¥���°B¤V���Ù¢D¥��2¤V�6�µ¡·�Ä��£9�l Ä��°�¡·´a¸Zñ

¥é¤8��¡·�V�"��£9�aß9£P¤�°��aô¨�6¥·�4¢D¡©�]¼����q¡·�¨�Ý¤�¢D�¨¸9°æ��¡�¢Ù´��Z³9�á¡·°v°�´f¤V¥·¥��D�µ��£P¤V�Ä¡·�Ä��£9�Ù��£��D�¨���6��¡�¢2¤V¥
ß9���D³9¡�¢6��¡��¨�"³9¸9�á���f��£9�Ù³9¡����6¢6�������D¤���´��D�����V�\¯ ú ° °.³a²�³ ú ¶ õ|{�õ ¯�· ²�� � ��£9¡�¨£�³��D¨�6�9�D��¤V¢6¼Ä¤
���D¤V°��V� �V�û��£9��³9¡�ôV�D��¨�D�9¢�¼ó�V�y��£9�f¡��¨�ó°��¨¸9��³ ô¨�6¥·�4¢D¡©�]¼oïµ¡���£ó��£9����£9�D�V���6��¡·¢D¤V¥ ô�¤V¥·¸9�l¡�°
°���¡·¥�¥>�9�V��¢6¥·�2¤��D�



�'l�m\n\���ToXz!r¼�ÁsMä/vxã�m\�xs���à�átlqY�u�o��ß^���ºnTã�m��½ä�m ð�ç
²H� ¡·��ô¨�6°���¡·�¤�������£9�"°�ß �D¢�����¸�´ ���B�D¥��D¢6�����¨�À4P¸9¢���¸P¤8��¡·�V�9°�ïû�"³9�6êP������£����6¥·�D¢������¨�

³�¼4�P¤V´�¡·¢�°�����¸9¢���¸9���K�T¤V¢����¨���<�¨����£9�f²S�¯�
See(k, t)

¡·� ¤V�P¤V¥��¨V¼Ý���ÝãZ�6¢V�Hº��í½4�í½"�<�V����£9�
ÿ@�¯�

See(k, ω) =
1

2π

∫ +∞

0
exp(iωt)Ae(k, t)dt.

0<¿9�í½4¹C1
� �9¤V¥·�¨V�¨¸9°���$Zß9���6°�°�¡·�¨�9°K£9�¨¥·³��<�¨�l��£9���D¥·�6¢6�����¨�Zñ ¡·�¨�

Sei

¤V�9³S��£9��ß9���V���¨�Zñ ß9���V���¨�
Sii°�����¸9¢���¸9���|�T¤�¢6���V��°D�[¦û¼B¥�¡·�9�D¤V��¢D�¨´Ùà9¡·�P¤8��¡·�V�9°��V�4��£9�|ßP¤V�æ��¡é¤�¥¨³�¼4�P¤V´�¡·¢�°æ����¸�¢6��¸����û�T¤�¢6���V��°DÂ

¢c£P¤V��¨��¤V�9³"´K¤�°�°t³�¼4�P¤V´�¡·¢B°æ����¸9¢6��¸9�����T¤V¢6���¨��°µ¤�����³9�6ê9�9�D³¾�äð¨ð=�E�
SZZ(k, ω) =

1

2
[Sii(k, ω) − 2Sie(k, ω) + See(k, ω)] ,

0T¿��í½¨½ 1

SMM(k, ω) =
1

2

[
M2 Sii(k, ω) + 2M Sie(k, ω) + See(k, ω)

]
.

0T¿9�â½Vº#1
� °�ïy¤V°á´��D����¡·�¨�9�6³ à�¼ó¬v¤V�9°��6�ñ�èð¨ð��/ÂI¡��ó��£9��£9¡·¨£4ñ �<���)	k¸9�D�9¢�¼ ��¤V��¨�

SZZ(k, ω)
¡·°�¤V¥©ñ

´��¨°��û�D����¡����6¥�¼l³9�����D��´f¡��9�D³fà�¼
See(k, ω)

¤V¥��¨�9�VÂ���£9��¢6�¨������¡�à9¸���¡·�¨�9°q�<���V´
Sii(k, ω)

¤V�9³
Sie(k, ω)

£9¤0ôV�aà �D�D�Ýß���¤V¢���¡·¢D¤V¥·¥©¼�³9¡�°�¤Vß9ß �2¤����D³«0T°��6� ®[¡�9�F¿9��¹2º#1���²t£9�a´f¤V¡·�"³9¡(�>�6���D��¢D�
à �6�]ïû�D�D�

SZZ(k, ω)
¤V��³

See(k, ω)
¡�° ��£9�µß9���D°��D�9¢6�VÂ4¡·� ��£9�t¥·¤������D�6Â��V�M¤�£�¡·¨£ZñE�<���)	4¸��D�9¢�¼

ß �2¤V± ïµ£9¡�¢c£&¡·°q¢D�V�9°�¡�³9�D��¤Và9¥�¼l´��¨���vß9���¨�9�¨¸��9¢D�6³K��£P¤��&¡·�l��£9���<�¨��´��D�6�[²t£k¸9°6Â���£9��°�ß �D¢òñ
����¸9´ �V�á¢c£P¤V��¨��ñ ³9�D��°�¡��]¼{¤��9³O´K¤V°�°æñ ³9�D�9°�¡��]¼/49¸9¢6��¸P¤���¡��¨�9°�¢2¤��{à � ��$Zß9¥��¨���6³jà�¼ ��£��
�D¥��D¢������V�"¢6�¨´�ßM�¨���D���2�

®P�¨¥·¥��:ïµ¡��9K��£9�lß9���4¢D�6³9¸9�����V�|��£9�l³9�����6��´�¡·�P¤���¡·�¨�Ý���û��£9�lß9¥é¤V°�´f�V� �<���|	k¸9�6�9¢6¼VÂ[³9�òñ
°�¢6��¡�àM�6³�¡��'³9�6��¤V¡·¥�°a¡·��ã4�D¢V� º��ä¿�Âqïû��£P¤2ô¨��ß9¥��V�����D³'ß9¥·¤V°�´f¤o³9¡·°�ßM�6��°�¡·�¨�'¢6¸9��ôV�D°�¡·�ù��£��
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Γ = 0.1    ρΛ3 = 0.5
Γ = 0.5    ρΛ3 = 0.1
Γ = 0.5    ρΛ3 = 0.5
Γ = 1.0    ρΛ3 = 0.5
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OCP   Γ = 1.0    ρΛ3 = 0.1
OCP   Γ = 1.0    ρΛ3 = 0.5
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¤Và �¨¸��B�V�9� ß9¥é¤�°�´f¤f�<���)	4¸��D�9¢�¼
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� � ¥·°��&��£9� �)	k¸9¡·¥�¡·à9��¡·¸9´ °�ß�¡·�Ý³9�6�9°�¡©�]¼y4P¸9¢���¸P¤���¡·�¨��°
¡·�f¤V�f¤V¥·´��¨°æ��¡·³9�D¤V¥Pß9¥·¤V°�´f¤B£P¤2ô¨��¤Bïû�2¤V± ³9�6ßM�6�9³9�6�9¢D���V��ïy¤2ô¨�vôV�D¢����¨��0/®[¡�9�¨¿9�©¹C�ZÂ¨���¨ß
ß9¡�¢6��¸����D°ê1�� � °y��£9��³9�D�9°�¡��]¼f¢D�¨�����6¥é¤���¡·�¨�l�<¸9�9¢���¡·�V�9°DÂ4��£9�v°�ß9¡��&¢D�¨�����6¥é¤���¡·�¨���<¸9�9¢6��¡·�¨��°¯¤V���
¨���:ïµ¡��9�¸9ßÝïµ¡���£Ý¡·�9¢6���D¤V°�¡��9&¢D�V¸9ß9¥·¡��9�ßP¤V��¤V´��6���6���<�¨����ô¨�6��¼oïy¤2ô¨� ô¨�6¢6���V�D��� � �9�V���
¤V�ó¡·�����6���6°���¡��9�¢c£P¤V�9V�f�V�û°�ß�¡·�ó¢D�¨�����D¥·¤���¡��¨�Ý¡·�Ý��£9�

Γ − ρΛ3 ß�¥é¤V�9����¤���¡·�����6��´��D³9¡·¤����
¢D�V¸9ß9¥·¡��9"¤V�ó¡·�9¢6���2¤�°��l�V�¯³��D¨�6�9�D��¤V¢6¼ ¸9ßó���

ρΛ3 é ¾��íç&¥��2¤V³9°B���Ä¤V�ó¡·��¢D���D¤V°��l�V�y°�ß9¡��
¢D�V�����6¥é¤���¡·�¨��°DÂ�à9¸Z��¡·�o��£�� °������¨�9�¢D�V¸9ß9¥·¡��9����6¨¡·´��w0

Γ = 1.0
1��<¸9�æ��£9�6��¡��9¢D���2¤V°�¡·�9&��£9�

³9�6¨�D�9�6��¤V¢�¼"¸9ß����K¤ ô�¤V¥·¸9�
ρΛ3 = 1.0

¥·�2¤�³9°t����¡·��ô¨�6��°��áàM�6£P¤2ô4¡·�¨��¨&°�ß9¡���¢6�¨�����D¥é¤8��¡·�V�9°
³9�6¢2¤2¼o�T¤V°æ���D�6�Ùî]�ó¤V¥�¥H¢D¤V°��6°DÂ§¡·�9¢6���D¤V°�¡��9��V�

ρΛ3 �D��£P¤V�9¢6�D°���£9� �¨°�¢D¡�¥·¥é¤8��¡·�V���V�q��£9� °�ß9¡��
¢D�V�����6¥é¤���¡·�¨�o�<¸��9¢6��¡·�¨�9°6� � °á¡��ó��£9�f³��D�9°�¡��]¼�ñ]³9�6�9°�¡©�]¼ ¢D�¨�����6¥é¤���¡·�¨�Ý�<¸9�9¢���¡��¨�9°DÂ§��£��f´��¨°��
¢D�V�9°�¡�³9�D��¤Và9¥·��¡·�Á4P¸9�D��¢D�Ù��� ï¯¤2ôV�aô¨�D¢����¨�v�¨����£9�Ù°�ß9¡·��³9�D��°�¡��]¼4P¸9¢���¸P¤8��¡·�V��ïû�Ù�¨à9°��D�æô¨�
¸9ß���� ��£���ïy¤2ô¨��ô¨�6¢6���V�

q = 1
�

î ��°�£��¨¸9¥·³ÙàM�û�9�V���6³�ÂVêP�9¤V¥·¥©¼¨Â���£P¤��[�¨¸9�� ��#°�¡·´Ù¸9¥é¤���¡·�¨��°DÂ:°����T¤V�I¸9�9³��D����¤V±V�6��Âk³9���9���
¢D�V�9°�¡�³9�D�v°�ß9¡��Zñ�4P¡�ß�ß����4¢D�D°�°��6°DÂ�¤�°v��£��6¼�ïy�V¸9¥·³�àM����$Zß �D¢6���D³ ¡·�"°������¨��K´f¤V¨�9����¡·¢BêP�6¥·³��
¦y¸��¯�¨¸9�y´��4³9�D¥ °�£9�V¸9¥·³�ÂZ¡·�fß9��¡��9¢D¡�ß9¥·��ÂZà ��¢2¤�ßP¤Và9¥��v���Ù³9�D°�¢D��¡�àM�����D¥·¤����6³&ß9£9�6�9�¨´��D�P¤ ¤�°
ïû�D¥·¥/�
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���
���, b e��r�`e�x�n�en��x��Z�E�;��n����Z����e�p����Zw � ��x9nq}��vs��!�����0�
� ���V��£9�6�µ¡·´�ßM�¨�æ�c¤V����	4¸��D°���¡·�¨�>Â9ïµ£9¡·¢c£�¡·°t¢6¥·�¨°��D¥©¼&���6¥é¤����D³&���l��£9��°�¸9à� ��D¢6�v�V�I�¨¸9�t¡���ô¨�D°rñ
��¡��¤���¡·�¨� ¤V���&´f¤V¨���6��¡�¢Kß9���¨ß �D���]¼ �V�t��£���¨���¨¸��9³'°���¤������V�t��£9���D¥��D¢������V�'�¤V°D� î �l£P¤�°
£P¤2ô¨��à �D�D����£���°�¸9à! ��6¢6�v�V�H��£9�D�V���6��¡·¢D¤V¥�� ¹0¾¨¾�Âc¹0¾Z¹|�EÂZ��$Zß �D��¡�´f�6���c¤V¥�� ¹0¾¨ì=�§¤V�9³"�k¸9´f�6��¡�¢2¤V¥
ïû�¨��±k°:�©¹0¾¨½Q¨F¹0¾Vë��E��²I��¤�³9¡���¡·�¨�P¤�¥·¥�¼VÂk¡��t¡�°t��$ZßM�6¢6���D³Ä��£P¤��t��£����6¥·�6¢6�����¨���¤V°µ¢2¤��"à ���D¡©��£9�6�
¤�ßP¤V��¤�´K¤VV�9�6��¡·¢¯�¨���<�6�����V´K¤VV�9�6��¡·¢t¨���¨¸9�9³�°���¤�����Â4³��Dß �D�9³9¡��9��¨����£9���D¥·�6¢6�����¨��³9�D��°�¡��]¼
ρe

� î]��¤�ß9¤V��¤V´f¤V¨���6��¡�¢y¨���¨¸9�9³l°æ�c¤����¯��£9�µ°�ß�¡·�lßM�V¥é¤V��¡·ª2¤8��¡·�V�
ζ = (ρ↑−ρ↓)/ρe

¡�° �|	k¸P¤�¥
���áªD�6���9ÂZ¡·�f�<�6�����¨´K¤�¨�9�6��¡·¢µ¢2¤�°��v��£9¡·°|ô�¤V¥·¸9�µô�¤V��¡��D°q�<���¨´õ°�´K¤�¥·¥�0T¥��:ï#°�ß9¡��Kß �¨¥é¤V��¡·ªD¤���¡��¨��1
�����¨�9�E0h�<¸9¥·¥kß �¨¥é¤���¡·ªD¤���¡��¨��1ò�§ÿ�ô¨�D��£P¤V¸9°��D�^� ¹0¾�¹|�4°�£9�0ïy�6³l��£P¤��[¡·�á��£9�t¬v¤V�������D�òñr®P�4¢c±+0/¬�®'1
¤Vß9ß����Z$Z¡·´f¤���¡��¨�Ý��£9���D�9�6��V¼óß �D���D¥��D¢6�����¨� �V�y��£9�f�<�6�����¨´K¤�¨�9�6��¡·¢ °æ�c¤����f¡�°á¥��:ïû�D����£9¤V�
¡·����£��"ß9¤V��¤V´f¤V¨���6��¡�¢�°���¤�����ïµ£9�6�

ρe < 9.7 · 1021cm−3 �#ã4�9Â¯¤ £9¡·V£Zñ]³9�6�9°�¡©�]¼'�D¥��D¢òñ
�����¨�o�¤�°�ïy�V¸9¥·³oà �a¡��o¤KßP¤���¤V´f¤V¨�9����¡�¢á¨���¨¸9�9³Ä°��c¤8��� ¤V��³ ¤K¥·�0ï¯ñ]³��D�9°�¡��]¼"�¨�9�Ùïû�¨¸9¥�³
à �&�<�D�����¨´f¤V¨�9����¡·¢��ó¦y¸��2Â|�6ôV�D�S¤�� ���D¥é¤8��¡�ôV�D¥©¼ £9¡�¨£'³9�6�9°�¡©�]¼ ��£��"ß9¤V��¤V´f¤V¨���6��¡�¢K°æ�c¤����
¡·°�¸9�9°���¤Và9¥��aïµ¡���£ ���D°�ß �D¢��������<�¨��´f¤���¡·�¨���V�|°�ß9¡��Zñ]³9�6�9°�¡©�]¼oïy¤0ôV�D°6ÂIïµ£9¡�¢c£Ýïy�6���l¢D�¨��°�¡·³4ñ
�D���D³�à �6�<�¨���V�|ãZ¸9¢c£�¡��9°���¤Và9¡·¥�¡��]¼l´f¤2¼K¢D¤V¸9°��Bß9¤V����¡é¤V¥�¥�¼ ß �¨¥é¤���¡·ª6�D³&°æ�c¤����D°¯¡���ß9¥é¤�°�´f¤�ïµ¡���£
¥·¡©�<�6��¡·´��D°ûïµ£�¡·¢c£�¤V����³9�����D��´f¡��9�D³�à�¼&��£9�BôV¤�¥·¸9�6°����[°�ß9¡·�Zñ °�ß9¡���¢D�¨�����D¥·¤���¡��¨�9°6�

 ��¨���D�0ô¨�6�DÂH��£9�l¬�®{¤Vß9ß�����¤V¢c£ó¡·°Bà9¤V°��6³ �¨� °��¨´f�l¥�¡·´�¡��c¤8��¡·�V�9°D�µ¡���¡·°�¤�´f�D¤V�ÝêP�D¥�³
��£��D�¨�æ¼¨ÂV¡©�I³9�Z�6°[�9���[¡��9¢D¥�¸9³9�q¡·�����6��ßP¤�����¡�¢D¥��|¢6�¨�����D¥·¤���¡��¨�9°D�§²t£9�6°��¯¢6�¨�����D¥·¤���¡��¨�9°§£P¤2ô¨�ûàM�6�D�
¡·��¢D¥·¸�³9�D³ ¡·� ����£9�6�a¤Vß9ß�����¤V¢c£��D°D��¦y¸��Ù³9¡��M�D���D���a¡�´fß����0ô¨�6´f�6�k��°á���¯��£9�K¬�®$¤�ß9ß9���¨¤V¢c£
¥·�D¤V³���� ��£��B³9¡��M�D���D�������D°�¸9¥���°D�d�¯¤Vß �D¥�¥é¤ õ ·�± ° ��� ¹0¾#�=��£9¤0ôV����¤V±V��¡��k���l¤V¢D¢6�¨¸9���v�D¥·�6¢6�����¨�Zñ
�D¥��D¢������V�ó¢6�¨�����D¥·¤���¡��¨�9°�¡��o��£9� �6¥·�6¢6�����¨� °�¼4°����D´ �<�V�B¤���¤V�9V�a�V�û³9�D�9°�¡���¡·�D°

rs = 1...100¤V�9³�³9¡�³����V�lêP�9³#¤�����ô4¡·³9�6�9¢D�"�<�¨�a����¤V�9°�¡©��¡��¨�'�V�B¤ º¨� �D¥��D¢6�����¨���¤�°�¡������ó¤V�S¤V����¡©ñ
�<�D�����¨´f¤V¨���6��¡�¢l°��c¤8���V��²t£��6¼ £P¤2ô¨�K�6´fß�¥·�0¼¨�6³ ��£9�f¤Vß9ß����Z$Z¡·´f¤���¡��¨� °�¢c£9�6´f�6°Ùïµ¡���£ ��£��
°�¡�´fß�¥·�Ý²I�¨´K¤�°æñr®P�6��´�¡�°�¢6���D�6�9¡·��9Â���£9� °���¤���¡�¢ ��� � ¤V�9³j��� � ¡·�9¢6¥·¸9³9¡��9�¥·�4¢2¤V¥ ñ êP�6¥·³
¢D�V�����6¢6��¡·�¨�9°Ù¡·� ��£9��¬v¸�à9àP¤V��³�¤V�9³�ÃB�¨¥·³ó�<�¨��´�°D�y�O¡©��£9¡��ù¤V��¼ �V�µ��£9�&°�¢c£9�D´��D°a��£9�D���
ïy¤V°µ�9�V��°�¡�¨���V� ¤��k��¡��<�6�����V´K¤VV�9�6��¡·°�´ ¡·�&��£9���D����¡�����¡·��ôV�D°���¡·�¤8���D³"³9�6�9°�¡©�]¼�¡·�����6��ô�¤V¥/�

�v°�¡·�9w�|¤V��¡é¤���¡·�¨�P¤�¥H¤��9³Ýê5$Z�D³Zñ �9�Z³��KÃB���6�D�{zè°æñE�<¸9�9¢���¡·�V�  "�¨�������¯¤V��¥���¢2¤V¥�¢D¸9¥·¤���¡��¨�9°
ïy¤V°f°�£9�0ïµ� � ¹0¾�½=�¯��£P¤��l�]ïû��ñ]³9¡�´f�6�9°�¡��¨�P¤V¥y�D¥·�6¢6�����¨���¤V°l£P¤V°l��£���ßP¤���¤V´f¤V¨�9����¡�¢®0T¸9�4ñ
ß �¨¥é¤V��¡·ª6�D³�1a¨���¨¸9�9³S°��c¤8������¡·¥�¥P�O¡·¨�9�6�f¢6��¼4°���¤V¥·¥�¡·ªD¤���¡��¨���#²t£9¡�°K¢D¤V¥·¢6¸9¥é¤���¡·�¨��ß9���D³9¡�¢6�K¤
�O¡·V�9�D��¢D�æ¼Z°æ�c¤V¥�¥·¡�ª2¤���¡·�¨�"¤�����£9�á³9�D��°�¡��]¼

rs ≈ 37 ± 5
�µ²t£9¡�°BÃ�®� y�j¢D¤V¥·¢6¸9¥é¤���¡·�¨�"³9�4�D°

�9�V�µß����D³�¡·¢6�v¤a����¤V�9°�¡���¡��¨�&��� ��£9�B�<�D�����¨´f¤V¨�9����¡·¢�°��c¤8���V�
ãZ¡·´Ù¸9¥é¤���¡·�¨�ùïµ¡©��£���£9�"¢D¥·¤V°�°�¡·¢D¤V¥©ñ ´K¤Vß'£�¼4ß �D�����6�����D³Zñ ¢c£P¤V¡��§0H�¯¬\�\��1l´��6��£9�4³Sß �D�rñ

�<�¨��´f�6³oà�¼Ä³9¡(�>�6���6�k�B¤V¸���£��¨��°��©¹0¾VºC¨F¹0¾¨ç=�H�<�V�B½V�õ¤V��³Ýº¨���D¥��D¢������V�o°�¼4°����D´�¡��9³9¡�¢2¤����D³�Â
��£9¤��¯��£��BßP¤V��¤�´K¤VV�9�6��¡·¢�ß9£P¤V°��B°��c¤2¼4°t���aà ����£���¨���V¸9�9³�°���¤�����¸��k��¡·¥ ��£9���O¡�¨�9�D�û¢D�æ¼Z°rñ
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�D��V¼Ý°��DßP¤V��¤���¡��¨�Ýïµ¡���£ �<�6�����¨´K¤�¨�9�6��¡·¢ ¤��9³ ����£9�6��ß9¤V����¡é¤V¥�¥�¼"ßM�V¥é¤V��¡·ªD�6³Ý°���¤����6°�à �D¢6�¨´��
´�¡·�k¸������

²t£9�y�<�6�����V´K¤VV�9�6��¡·¢|¨���¨¸��9³a°���¤����y�V� ¤�³9¡�¥·¸����VÂ:��£9���D��ñ ³9¡·´��D��°�¡·�V�P¤V¥k�D¥��D¢6�����¨�Ù�¤V° £P¤�°
�9�V��àM�6�D� ���6ßM�V�����6³o��$Zß �D��¡·´��D���c¤V¥�¥�¼V�����6°�ß9¡©��� ´��¨°��vß9���6³9¡·¢���¡��¨�9°v��£9�D���l¤V���á�6ô4¡·³��D�9¢6�D°
��£9¤���¤l°���¤Và9¥��áß �¨¥é¤���¡·ª6�D³�ß9£P¤�°�����$Z¡·°æ��°DÂF�<�¨����$�¤V´�ß9¥·��¡����6¥·�D¢������¨�Ä³9�VßM�6³Ä¢2¤�¥·¢D¡�¸9´ £���$kñ
¤Và �¨��¡�³9�
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� ¹0¾¨ì��/� ���6¢D�6�k�l¢D¤V¥·¢6¸9¥é¤8��¡·�V� à�¼'ÿ��æ��¡·ª õ ·�± °%���©¹0¾Vë��û�����D¤���¡��9oßP¤V�æ��¡·¤V¥·¥©¼
°�ß�¡·�Zñ ßM�¨¥·¤V��¡�ªD�6³K°���¤����6°¯�V�§��£���¥·�0ï¯ñ]³��D�9°�¡��]¼f�D¥·�6¢6�����¨���¤�°DÂ�¡��K�T¤V¢��2ÂZ�<�V¸9�9³��6ô4¡�³9�D�9¢6����£P¤8�
�9�D¤V�

rs = 30
��£9�v°���¤Và9¥·��°���¤����v¡·°|�¨�9����£9���<�D�����¨´f¤V¨�9����¡·¢µß �¨¥é¤���¡·ªD¤���¡��¨� �V����£9���V��³9�6�û�V�

¹0¾#"&�q¬��:ïû�6ôV�D�6Â ��£9¡·°t���D°�¸�¥���°µ´��¨°��µ¥�¡·±��D¥�¼K¡·°t°�ßM�6¢D¡�ê9¢��<�V�¯��£P¤��µ´f¤����D��¡·¤V¥·°6�
¦¯¤V°��D³O�¨����£9�o´��D����¡��¨�9�D³����D¢6�D����°���¸9³9¡��D°�¤ ß �¨°�°�¡·à�¥·�Äß�¡·¢6��¸9���Ä¡·°f��£9�Ä�<�¨¥�¥·�0ïµ¡·��9�

��£��óV���¨¸9��³{°æ�c¤����Ý�V�á�D¥·�6¢6�����¨�O°�¼4°æ���D´ ³��Dß �D�9³9°"�¨�O³9�6�9°�¡©�]¼¨�õî]�O��£9�Ý£9¡�¨£Zñ ³9�D�9°�¡��]¼
¥·¡�´f¡©�¯¡©�v¡�°�¤�ßP¤V��¤V´K¤�¨�9�6��¡·¢�ÂP¤f°æ�c¤Và9¥����<�6�����¨´K¤�¨�9�6��¡·¢Bß9£9¤V°��á´K¤2¼���$Z¡�°���°��9�D¤V�S�O¡�¨�9�6�
¢D�æ¼4°��c¤�¥·¥·¡�ª2¤���¡·�¨�>�

²t£9� ��¤��9¨�a�V�q�V¸9�B Ä�õ°�¡·´a¸9¥·¤���¡��¨�9°µ¥·¡��D°�¤���³9�6�9°�¡©�]¼Ä���D¨¡��¨�Ý¤Và �0ô¨�
rs = 1

¤V�9³o¤��
êP�9¡©���B���6´fß �D��¤���¸�����´a¸9¢c£�ÂF£9¡�¨£9�D�t��£P¤V����£P¤��v�V��¤l¨���¨¸9�9³�°��c¤8���V�yî]�Ä�¨¸9�µ°�¡·´a¸9¥·¤���¡��¨�9°
��£�� ßM�¨¥·¤V��¡�ª2¤���¡·�¨��¡�°B¤V�Ý¡·��ß9¸��BßP¤���¤V´��6���D��¤��9³ ³9�Z�6°��9�V��¢c£P¤V�9¨� ¡��o��¡�´f�����O£9¡·¥��á��£��
°�¡�´a¸9¥·¤���¡��¨�9°�°�£9�0ï�¡·�9³9¡�¢2¤���¡·�¨��°��V�9°�ß9¡·�á³9�D�9°�¡��]¼Bïy¤2ô¨�D°6Â�°��6�¯®[¡�9�2¿9�©¹C�ZÂ:��£9��¼á¤V���q°������¨��¨¥�¼
³P¤V´�ß �D³��H®[¡·�9¤V¥·¥©¼¨ÂD��£9�D°��¯¤V���|�]ïû��ñ]¢6�¨´�ßM�¨���D���Iß9¥é¤V°�´K¤t°�¡·´a¸9¥·¤���¡��¨�9°>ïµ£�¡·¢c£Ù´f¤2¼Bà �qôV�D�æ¼
³9¡(�>�6���D���û�<���¨´ ¤V���6¥·�D¢������¨�&�¤V°6���v��ô¨�6����£��D¥·�6°�°6Â9��£9��ß����D°��D�����6³�´f����£9�4³9°y°�£9�¨¸9¥�³�¤V¥·¥��0ï
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ß9£P¤�°��K³�¡é¤V¨��¤V´��V�û��£9�f°�´f¤V¥·¥�¢6¥é¤V°�°�¡�¢2¤V¥�¢6¥·¸9°æ���D��°Ù¢D¤V� à �K³9¡©ô4¡·³9�6³ ¡��k������£9���6�f���D¨¡��¨�9°D�
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î]� ¢c£9¤Vß����6��ºKïy�l£P¤2ô¨��ß �D���<�V��´��D³Ý°��6��¡��D°��V�y Ä�Å°�¡·´Ù¸9¥é¤���¡·�¨��°��V�|�¨�9�òñ]¢6�¨´fß �¨�9�6���

ß9¥·¤V°�´f¤V°+0Eÿ@�¯�T1����"¡·��ô¨�6°���¡��¤�������£9�f¡��54P¸9�6�9¢D���V�y¡·�����6��ßP¤V�æ��¡�¢D¥·� ß �V���D����¡·¤V¥·°6Â�¢D�¨¸9ß�¥·¡·��
ßP¤V��¤V´��6���6��¤V��³Ý³9�D¨�6�9�D��¤V¢6¼o�¨�o��£9�Ù°��c¤8��¡·¢Ù¤V�9³Ý³�¼4�P¤�´f¡�¢Ùß9���¨ßM�6����¡·�D°6�E� �a£9¤0ôV� ¢D�¨�4ñ
¢D¥�¸9³9�6³���£P¤8�&¡·��¢D���D¤V°�¡��9 ���B¢D�¨¸�ß9¥·¡��9ù¤V��³#³9�DV�D�9�6��¤V¢�¼�£P¤�°�¤ °�¡·´�¡·¥é¤�� �)�M�D¢6�&�¨����£��
ß9¥·¤V°�´��¨�&�<���)	k¸9�D�9¢�¼e¨&¡©�µ¥·�D¤V³9°¯����¤ °�£�¡��h�µ�V�Hß9¥é¤�°�´��¨���<���|	k¸9�6�9¢6¼����f°�´K¤�¥·¥·�6�ûô�¤V¥�¸9�D°6�

� ��¡·´�ß �¨����¤V���¯ßP¤V�æ�µ�V�I�¨¸9�t���D°��D¤V��¢c£"ï¯¤�°¯��£9��¢D�V´fßP¤���¡·°��¨�&�V�I��£��� Ä�°�¡·´a¸�¥é¤���¡·�¨�
���6°�¸9¥©��°Bïµ¡���£Ý��£9�6�¨������¡·¢D¤V¥ ß9���D³9¡�¢6��¡·�¨�9°��<�V����£9�l³�¼4�P¤V´�¡·¢a°æ����¸9¢6��¸9���l�T¤V¢6���¨�DÂ§³9¡�°�ß �D��°�¡·�V�
���6¥é¤���¡·�¨��¤��9³�³P¤V´�ß9¡·�9 ���'�§¤V�9V´a¸9¡·�ûï¯¤2ô¨�6°�¡�����£9�áÿ@�¯�H�

� �µ³9��ô¨�6¥·�¨ß �D³f¤B�9�6ï��)�M�D¢6��¡�ôV�µ�]ïû��ñ àM�4³�¼}	k¸P¤V����¸9´�ß �V���6�k��¡é¤V¥�¨f0<¡·´�ß9���0ôV�D³�«B�D¥·à�
ß �V���6�k��¡é¤V¥\0Tîr«��T1c1���$4���6�9³9¡·��o��£9�Kïû�¨��± �V�v«B�D¥�à9Ý¤V�9³ �V��£9�6��°6�óî]�'�V¸9� ¤Vß9ß�����¤V¢c£ù���
³9�6�9°���ÂV°������¨��¨¥�¼v¢D�¨�����6¥é¤����D³�£�¼Z³����¨¨�6�áß�¥é¤V°�´K¤yïû�|¤Vß9ß9¥�¡·�D³���£9�qîr«���¡·�� ���°�¡·´a¸9¥·¤���¡��¨�9°
¤V�9³ ³9�D°�¢D��¡·à �D³ à �¨¸9��³ °���¤����6°DÂH¡·�¨�9¡�ª2¤���¡·�¨� ¤��9³ ³�¡·°�°��Z¢6¡é¤���¡·�¨� ß9���Z¢6�D°�°��D°á¡·� ��£9�����6¨¡·�V�
�V�v´f�4³9�6��¤����&¢D�¨¸�ß9¥·¡��99�¾� ��¢2¤V���6�<¸9¥�¥�¼ ¤V�P¤V¥©¼Zª6�D³'��£��D°��"�)�M�D¢���°f¤V�9³'�<�¨¸9��³���£P¤��l��£��
���6¨¡·�V������¤Vß9ß�¥·¡·¢D¤Và9¡�¥·¡��]¼����>��£��v¡�´fß9���0ô¨�D³f«B�D¥�à9�ßM�V���D����¡·¤V¥9¡�°|¥�¡·´�¡����D³Ù�������D´�ßM�6��¤���¸9���6°
¤Và �0ô¨�K��£9�K´��¨¥·�6¢D¸9¥��fà�¡·�9³9¡��9"�D�9�6��V¼VÂ �<�¨�á£�¼4³9���¨¨�D�>Â

T ≥ 50 000
« � � ß9ß9¥©¼4¡·�9"��£9�

îr«��!à �D¥��:ïÅ��£9¡·°����D´�ß �D��¤8��¸9����¥·�2¤�³9°Ù��� ¤��'¸9�9ß9£�¼4°�¡�¢2¤V¥y�<�V��´f¤���¡��¨� �V��à9¡�o£�¼4³9���¨V�D�
¢D¥�¸9°����D��°D�&®P¸9�æ��£9�6�B��£9�6�¨������¡·¢D¤V¥ ¡�´fß9���0ô¨�D´��D����°�ïµ¡�¥·¥ à �l�9�D�6³9�D³ ����¢D�¨�����6¢6��¥©¼Ý³9�6°�¢D��¡·à �
��£���ß����4¢D�D°�°v���[´��¨¥·�6¢D¸9¥����<�¨��´K¤���¡·�¨�K¡·��£�¼4³9���¨V�D���

®P¸9����£9�D��´f�¨����¡·��¢c£9¤Vß����6�t¿ ïy�B�*$Z���D�9³��D³���£9�� ��¨¥��D¢6¸9¥é¤V�y�v¼4�P¤V´�¡·¢6°¯´f����£9�4³&ïµ¡���£
��£���îr«������µ¡·��ôV�D°���¡·�¤8��� ³�¼4�P¤�´f¡�¢ �)�M�D¢���°§¡·���]ïû��ñ]¢6�¨´�ßM�¨���D���§£�¼Z³����¨¨�6�áß�¥é¤V°�´K¤E0<²S�¯�T1��
²t£9�a³�¡·���6¢6��¡·�9¢6¥·¸9°�¡·�¨�"�V����£��Ù¡·�V�9°�´��V��¡��¨��¤��>�6¢6��°v��£��a³9¡·°�ßM�6��°�¡·�¨���V�qß9¥é¤�°�´��¨��ïy¤2ô¨�D°6�
î]�Ä¢6�¨´�ßP¤V��¡�°��¨�&������£9�Ùÿ��¯�#´��4³9�D¥/Â�¡·����£��á²S�¯��ïû�á³�¡·³"�9�V��°��6�Ù¤lß9¥é¤�°�´��¨���¨°�¢6¡·¥·¥·¤8ñ
��¡��¨�9°q�<�¨�ûïy¤2ô¨��ôV�D¢6���¨��°¯ïµ£�¡·¢c£&�*$�¢6�D�6³"�V�9��¡·��ôV�D��°���´��2¤V�&¡������D��ßP¤V�æ��¡·¢6¥·�µ³9¡�°��c¤��9¢D����²t£9�
��$Z¡�°����6�9¢D���V��°�¸9¢c£S³�¡·°�ß �D��°�¡��¨�'¡·�ù��£9�"ÿ@�¯�!´��Z³9�6¥y°��D�D´�° ���Ýà ��¤V��¤V�æ���6�T¤�¢6� �V����£��
´��Z³9�6¥E�

ÿ��9�o�V�B��£9�o¤V³ZôV¤��k��¤V¨�6°&�V����£9�o�9��ï�ß �V���D����¡·¤V¥v¡�°���£9�o³9¡����6¢6�&¡��9¢D¥�¸9°�¡��¨���V��°�ß9¡��
�)�M�D¢���°¯¡�����£9��°�¡·´a¸�¥é¤���¡·�¨��� � °¯¤�ê9��°��¯¤Vß9ß9¥�¡·¢D¤���¡��¨� ������£9�v£k¼4³9���¨¨�6��ß9¥é¤V°�´K¤ZÂ¨ïy�v¢D�¨¸9¥�³
°�£��:ïj¤V�f¡·�549¸9�D�9¢6���V����£9��¢6�¨¸9ß9¥�¡·�9�ßP¤V��¤V´��6���6�y¤��9³K��£���³9�6¨�D�9�6��¤V¢�¼K�V�&�D¥��D¢6�����¨�f°�ß9¡��
³9�6�9°�¡©�]¼�4P¸9¢���¸P¤8��¡·�V�9°��6ôV�D��¡·�a��£��t�|	k¸9¡·¥�¡·à9��¡·¸9´�ß�¥é¤V°�´K¤vïµ¡©��£9�V¸��q¤V�l��$4���D���9¤V¥9´f¤V¨�9����¡·¢
êP�6¥·³�� î]�f��£9���<¸���¸9���vïû�¨��±FÂ4��£9�vß9���6°��D���t´��6��£9�4³9°y¢D¤V�Kà ��³9¡����6¢6��¥©¼l¸9°��6³&���á¡·��ô¨�6°���¡��¤����
°�ß�¡·�ZñH4P¡·ßoß����4¢D�D°�°��6°DÂI°�ß9¡��Ý�¨��³9�6��¡��9�¤V�9³Ý°�ß9¡·�Ý³9�6�9°�¡©�]¼oïy¤0ôV�l³9¡·°�ßM�6��°�¡��¨�Ý¡·�Ä¢D�¨�����D¥·¤����6³
ßP¤V�æ��¡·¤V¥·¥©¼f¡��¨�9¡�ªD�D³�ß�¥é¤V°�´K¤��
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N = 19
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ïµ¸9��³9� £9�D��¤V¸9°�¨�D°æ���D¥�¥��DÂ>³P¤V°�°B³P¤V°���£P¤V°��D�9³�¡é¤V¨��¤V´�´�¡��o±k¥·�D¡��9�D�Ý±k¥·¤V°�°�¡·°�¢c£��D�Ã�y¥·¸9°æ���6���
¡·��³9���6¡ ¦y�6���6¡·¢c£Ý¸9�����6��¨�����6¡·¥��vïy�6��³9�6� ±�¤��9��� �D¡·���áô¨�V¥·¥·°æ�C�V��³9¡·f¨�D�¨��³9�9����� ��£P¤V°��VÂM�D¡·���
��£P¤V°��a´f¡©���D¡·���D��ß9¤V����¡·�D¥�¥·�6� 0<�4¸�����¤V³�¡é¤V¥��D��1µÿ���³9�k¸9��&¸9�9³Ý�6¡·�9�á¸9�9¨�6�¨��³9���6���a�q£9¤V°����
î]�#³9�6�K�6��°����D�O��£P¤V°��oªD�6¡·V�K³9�D�e�y¥·¸9°æ���6�K±k��¡�°��c¤�¥·¥é¤�����¡�¨�D°3�q�6��£P¤�¥����6��Â|¡·��³��D�Kª�ïy�6¡����D�
�D¡��9��¨�DV�D¥é¤�¸�êP¨���µ�V�c¤���¡·�¨��³9�6�vãZ¢c£P¤V¥��D�«0<��¤V³�¡é¤V¥��D°�ãZ¢c£9´��D¥�ªD�6��1��I�và �D��°����D¡·��v³�¡·��²H�6´lñ
ß �D��¤8��¸9�l�D¡��9�D��±k��¡©��¡·°�¢c£9�D�t� �6���DÂ�¡·°����6¡·��²H�6¡·¥·¢c£��D�P¤V¸�°��c¤�¸9°�¢c£#ª�ïµ¡·°�¢c£9�D�#³��D� ã4¢c£P¤V¥·�6�
ô¨�6��à9¸��9³9�D�Ä´f¡©�t�D¡��9�D� � ¸54��¨°�¸9�9�³9�D�vãZ¢c£P¤�¥·�D��°�����¸9¢c±���¸9�vªD¸"àM�6�¨àP¤V¢c£����D���

 �¡���³9�D��¬�¡·¥©�<�á³9�6��±k¥é¤V°�°�¡�°�¢c£9�6�  ���ñæãZ¡�´a¸9¥·¤���¡��¨�9�D��ïµ¡·��³Ý³9¡·�Ù�v¼4�P¤V´�¡·±�³9�6�Bî]�k���D�rñ
°�¢c£9¤V¥·�6�Zñr�µ�V�c¤8��¡·�V�#¸9�����6��°�¸�¢c£k�D����¡·� ÃB���$�¨�o³9�6��î]�k���D�rñæãZ¢c£P¤�¥·�D�4ñr¦¯¤V����¡��D�����<¶9��y¥·¸9°æ���6�
´�¡��

N = 19
ïµ¸���³9��¤V¸9°µ³9�6���µ�2¤�±k��¡·�¨��³9�6°µ´f�6°��¨°�±V�¨ß9¡�°�¢c£9�6� ½V��ñg�y¥·¸9°æ���6��°�¤V¸����V¸��¨�6���

� �����DV¸9�9�àM�6°���¡�´f´á�t¸9�9³"´f¡©�µ��¤����D��¤V¸9°v ��¨�������¯¤���¥·�fãZ¡�´a¸9¥·¤���¡��¨�9�D�fô¨�D��¨¥·¡�¢c£9�D�>�
� ¸��>¦¯¤V°�¡·°�³9�6�q��¡��M�D���D�9ªµ³9�6��î]�����D�rñæãZ¢c£9¤V¥·�6�Zñ��O¡��9±V�6¥·àP¤V����¡��D���6�aïµ¸9��³���à �D¡�³9�D�&�y¥·¸Zñ

°����D���á´�¡��
N = 19

¸��9³
N = 20

�D¡��B�9�D¸��D°HãZ¢c£9�6´K¤t�D¡��9�D°�%�¡��9ªD�6¥·�D¥��D±������¨�Zñ]¦¯¤V¸9�6¥·�D´��D�����D°
´�¡��µ���6¨�D¥�àP¤V���D´ ã4�����¨´ ¤V¸Z� ³9�6�/�V¸��V�D���6�ÝãZ¢c£9¤V¥·��ô¨�¨��¨�D°�¢c£9¥é¤�¨�D���M��¡���%���V�Dà9�9¡�°�°��Ù³9�6�
�v�����D��°�¸9¢c£k¸9�9¨�6�!±��¨�9�9�6�¤V�9¨��ïy�6�9³9�6�Ýïû�D��³9�D�>Â�¸9´ àM�6¡·°�ß9¡·�6¥�ïû�D¡·°�� £��Z¢c£9¡������DV��¡·�6�����
¦¯¤V¸��D¥·�6´f�6������ªD¸�ô¨�6��ïµ¡·��±k¥·¡·¢c£��D��ÂFà �D¡�³9�6�9�D��³9¡·�����O¡��9±V�6¥©ñr¦û�6ïû�D¨¥�¡·¢c£9±��D¡��[��0B���D¡©�����V£9¡��ñ
±V�6¡��W1t�6¡·��¸9�9³�¤V¸9°�¨�D°�¢c£P¤V¥©���6�µïû�D��³9�D��±$�¨�9���D���

î]´ «�¤Vß�¡����6¥|º"ïµ¡·��³ù�D¡��9�&�µ�D¡�£9�fôV�¨�«%�¡·��±V�¨´�ßM�V�9�D�����6�Zñr��¥·¤V°�´��D�»0>%q«��T1�´f¡©�����6¥·°
 Ä��ñrãZ¡·´Ù¸9¥é¤���¡·�¨���D��¸9�����D��°�¸9¢c£��DÂ¨¸9´å³9�D��%�¡��54P¸9°�°[³9�6°�� �6¢c£9°��6¥�ïµ¡���±k¸9�9¨ß �V���D����¡·¤V¥·°6Â�³9�6°
«v�Vß9ß9¥·¸��9¨°�ß9¤V��¤V´��6���D�¯¸��9³�³9�D�^%����c¤V�æ��¸9��f¤�¸��I³9¡·��°æ�c¤���¡·°�¢c£9�D�"¸9�9³�³�¼4�P¤V´�¡·°�¢c£9�D�%�¡©ñ
¨�6�9°�¢c£P¤8�h���D�lª6¸ àM�6°���¡�´f´��D�>�V��¤�àM�6¡Zïµ¸9��³9�t¨�6�<¸��9³9�D�>Â¨³P¤V°�° �D¡��9��%���£��V£4¸��9B³9�D� «v�¨ß9ß4ñ
¥·¸��9�¸9�9³e%����c¤�����¸��9Ù�6¡·�9���V£9��¥·¡·¢c£��^%q�æïµ¡·��±4¸��9a¤V¸Z��³9¡��µ�q¥·¤V°�´��¨���<���|	k¸9�6�9ªv£9¤VàM�6���4ãZ¡��
�<¶9£9���D�"ªD¸"�D¡��9�D��®P���)	4¸��D�9ª�ô¨�D��°�¢c£9¡��Dà9¸��9&¡·�"�µ¡·¢c£���¸��9f±k¥��D¡·���D���6�w� �6�������

%�¡·�lïµ¡·¢c£���¡�¨�D�|¦y�6°��c¤��9³����6¡·¥F³9�6�qôV�¨��¥�¡·�6¨�D�9³��D� � ��àM�6¡ ¡�°��q³9�6�T�q�6��¨¥��D¡�¢c£f³9�6�q�4¸�´f�6��¡©ñ



�'l�m\n\���To ��rç����3�'ãSv��Ás���\� ¹0¾¨ç
°�¢c£��D�ó���6°�¸9¥©�c¤����Ù´�¡��v³9�D����£9�6�¨������¡·°�¢c£9�D���q�¨��£9�D��°�¤VV�D�o�<¶9�v³9�D�Ý³�¼4�P¤�´f¡�°�¢c£9�6�óã4����¸9±¨ñ
��¸����T¤V±����V�DÂ9³9�6����¡·°�ßM�6��°�¡��¨��¸9�9³Ä�/�V´�ß��<¸9�9 ô¨�V�2�§¤V�9V´a¸9¡·�tãZ¢c£�ïµ¡·�9¨¸��9¨�D��¡·�%q«��H�

��¤V��¶9àM�6��£�¡·�P¤V¸�°�ïµ¸���³9�ó�D¡��9� �9�D¸9�6°����>�6±���¡�ôV�D°oÀMïy�6¡����6¡·¥�¢c£9�D�Zñg��¸P¤V�����6�9ßM�����D����¡é¤V¥
0T�6¡·�óô¨�D��àM�6°�°��D�����D°l«B�D¥�à9�ñ]�H�V���D����¡·¤V¥S0h��«��T1i1��6¡·�9¨���<¶9£9�æ�2Â§³P¤V°�³9¡·� � ��àM�6¡���ô¨�V�'«B�D¥·à�
¸��ä¤��<�V����°��6��ª6�2��î]��¸9�9°��D���D�w���V£9�D��¸9�9¨�6�fª6¸9´õ³9¡�¢c£k���D��Âk°æ�c¤V��±a±V�¨�����6¥·¡·�6�����D�}�ù¤�°�°��6��°æ��� �Fñ
ß9¥·¤V°�´f¤¯£P¤Và �D��ïµ¡·��³P¤V°���«��o¡��á Ä��ñ�ãZ¡·´Ù¸9¥é¤���¡·�¨���D�B¤V��¨�6ïû�D�9³��6� ¸��9³Ù³9¡���¨�Dà�¸9�9³9�6�9�D�
À>¸9°æ�C�V�9³��VÂ:î]�¨�9¡�°�¤���¡·�¨�Zñ ¸��9³a��¡�°�°��¨ªD¡·¤���¡��¨�9ß9���¨ªD�6°�°��|¡·´$¦y�D���D¡·¢c£��D�a°�¢c£kïy¤V¢c£9�6�q«v�¨ß�ß9¥·¸9��
à �D°�¢c£���¡·�6àM�6���M���D°S� �6¡����6���6�"ïµ¸9��³9�D�Ä³9¡·�6°��:%��M�D±����Ù°�¼4°æ���D´f¤���¡·°�¢c£Ä¤V�P¤V¥©¼4°�¡·�6���µ¸9��³Ä¨�òñ
ªD�6¡·V�DÂD³P¤�°�°§³9�D� � ��ïy�6�9³9àP¤V��±V�6¡���°�àM�6���6¡·¢c£a³9�6°�ô¨�D��àM�6°�°��D�����D� «B�6¥·à9�ñ]�H�V���D����¡·¤V¥·°>¤V¸��Z²H�6´lñ
ß �D��¤8��¸9���D�ó¶9àM�6�B³9�D��´��¨¥·�6±k¸9¥é¤V���D�Ý¦û¡·¥·³�¸9�9¨°��D�9�6��¨¡��Ùô¨�¨�®� ¤V°�°��D��°æ��� �

T ≥ 50 000K
Â

à �D°�¢c£��7�V�9±�� ¡�°��D��� �D���ù³P¤V°��B«��$¸9�����6�a³9¡·�6°��6�á²I�D´�ßM�6��¤���¸9�áôV�D�æïy�6�9³9�6� ïµ¡���³�Â§³P¤��9�
�<¶9£9�æ��³9¡��D°�ªD¸l³9�6� ¸9�9ß�£k¼4°�¡·±8¤V¥·¡�°�¢c£9�6�K®P�¨��´K¤8��¡·�V�á¨�����¨�6���ù¤�°�°��6��°æ��� �FñM�y¥�¸9°����D�D����´!³��D�
�����¨ª6�D°�°�³��D�� ��¨¥��D±k¸9¥·¤V���<�¨��´K¤8��¡·�V� ¡�� �ù¤V°�°��6��°���� �O±V�V�����6±��fà �D°�¢c£9���6¡·à �D��ªD¸�±��¨�9�9�6��Â
°�¡��9³� ��D³9�4¢c£Ä���Z¢c£�ïy�6¡����D���B��£9�D�¨���6��¡·°�¢c£��@�q�6��à �D°�°��D��¸9�9¨�6�o�9�V�]ïû�D��³9¡·9�

� �6¡����D��£�¡·�Äïµ¡���³Ý¡·´ ¿9�>«�¤Vß9¡����D¥I³9¡·�a Ä��ñr ��6��£9�Z³�� ´f¡©��³9�6´þ��«��O�D�æïy�6¡����D���DÂ�¸9´
³9¡��f³�¼4�P¤�´f¡�°�¢c£9�6�«%'�>�6±k���K¡�´ ÀMïy�6¡©ñr«��¨´�ßM�¨���D�����6�Zñr��¥é¤�°�´f¤Ã0/À�«��d1BªD¸ àM�6°�¢c£9���D¡·à �D�>�
��¡��Ù³9¡����D±���� ¦y�D��¶9¢c±k°�¡�¢c£k��¡·¨¸��9&ô¨�¨�Ýî]�V�4à �6ïû�DV¸9�9¨�6�óà �D�6¡·�549¸9°�°æ��³9¡·�á��¡·°�ßM�6��°�¡·�¨�ÄôV�¨�
��¥é¤V°�´f�V�kïû�D¥�¥·�6���0î]´ç�q�D��¨¥·�6¡·¢c£�ªD¸9´§%q«��[ñæ ��4³9�D¥�¥�£P¤Và �D��ïµ¡·�§¡·´�À�«���±V�D¡��9�¯��¥·¤V°�´��¨�Zñ
ïû�D¥·¥��D�l�<¶9��� �6¥·¥��6ô¨�6±����¨���D��Â4³9¡·�µ¨�L���¨�6�û¤�¥·°�³9�6�û¸9´�¨�6±V�D£�������ÀMïµ¡·°�¢c£9�D�����D¡·¥�¢c£9�D�9¤Và9°���¤V�9³
°�¡��9³�Â9à �D�VàP¤V¢c£������2�F��¡��@%'$Z¡�°����6�9ª�°��¨¥�¢c£9�D����¡�°�ß �D��°�¡·�V��¡·��³9�D�%q«���°�¢c£��D¡·���' ��D³��Z¢c£��D¡��
� �æ�����T¤V±��v³��D°v ��4³9�D¥�¥·°tªD¸"°��6¡·���

%�¡·�9�6�f³9�6���q�¨�æ���6¡·¥·��³�¡·�D°��D°f�9�D¸9�6� �H�����D����¡é¤V¥�°�¡�°��f³9¡·��¸9��´f¡©�����6¥·àP¤�����¦y�6��¶9¢c±k°�¡�¢c£Zñ
��¡�¨¸9�9�ô¨�V��ãZß9¡·���)�M�D±����6�ù¡·� ´f�¨¥��D±k¸9¥·¤V��³�¼4�P¤�´f¡�°�¢c£9�6�ùãZ¡�´a¸9¥·¤���¡��¨�9�D�>��¦y�D¡|³9�6�Ù�D��°����D�
� ��ïû�D�9³�¸9�9 ªD¸�´ �ù¤V°�°��6��°���� �Mß9¥é¤V°�´K¤�±V�V�9�����D�&ïµ¡��q³9�D�&%q¡��54P¸9°�°y³9�6°y«��¨ß9ß9¥�¸9�9¨ß9¤V��¤8ñ
´��6���6��°¯¸��9³�³9¡·��%q����¤V����¸9�9l¤V¸���%�¥·�6±������V�ZñæãZß�¡·�Zñ]��¡·¢c£����òñr®[¥�¸9±���¸P¤8��¡·�V�9�D�f°��¨�¤��yà �D¡>³��D�
ÃB¥·�D¡�¢c£9¨��ïµ¡·¢c£���°�ß9¥é¤V°�´f�6� �¨£9�9����$4���6���9�6°  Ä¤�¨�9�6���<�D¥�³ ª6�D¡·V�D���§î]�ó±4¶����h��¡�¨�D� � ��àM�6¡����6�
±8¤V�9�S³9�D°f�D���]ïµ¡·¢c±��D¥����2�q�D�æ�T¤V£9���D��¡��/���k���D��°�¸9¢c£k¸9�9V�D�OªD¸9�KãZß9¡��Zñg��´f±��D£9��ß9���VªD�D°�°��6��Â
ãZß9¡��9�¨��³9�k¸9�9�¸9�9³fãZß9¡��Zñr�v¡·¢c£����òñ�� �D¥·¥��D�9³�¡·°�ß �D��°�¡��¨�a¡·� ±��¨�����D¥�¡·�D�æ���6´�Â:���6¡·¥�ïû�D¡�°��t¡��¨�9¡·°�¡·�6�æñ
���6�Ä��¥·¤V°�´f¤a³9¡·���D±��v¤V�9¨��ïy�6�9³9���vïû�D��³9�D���



� ��+)�����!����
!( �Å�

� ¹|�á  ��� �¨¥�ôV�D�æ���¨��Â��O¡·�9¨�6³$¤����¨´"Â�¡·���\¸ õ�ö ³H¯c± ¶� \³a²�· ú=ö \N¡®±Qò#±[¢|³ ¶ õ Â�®F�6à9��¸9¤V��¼
½V¾V¾¨º

�ä½=�E�å�¦�å� � �Z�4³���%q¤V��¥�¼á£9¡·°æ���¨�æ¼Ù���>¢6�¨´fß�¸����6� °�¡�´a¸9¥é¤8��¡·�V�Ù¡·�Ù°��c¤8��¡·°æ��¡�¢2¤V¥Z´f�6¢c£P¤V�9¡�¢D°D�
î]�lÃ � �y¡·¢D¢6�V����¡4¤V�9³��å�âÃl��¬v�4�0ô¨�6��0T�6³9¡����¨��°ê1�Â�¡ ú ° õ ¯�µ!°(± ö.£ \=¶Â± ¸}³H¯W²1¤�³ ¸}µÁ°(± ·>³ ú ¶5²
³ ¶�¤�·H± ·B³a²�·>³H¯c± °c¡ õ ¯CA5± ¶�³H¯W²�¤k\Q²�· õ ¸�²�Â����¨����£Ä¬��¨¥·¥·¤V�9³ª0r¹0ð¨ì¨ë#1

�èº������Ù "�6�����¨ß �¨¥·¡�°DÂ � � �å���µ�¨°��6�4à�¥·¸���£�Âf  �J�������¨°��D�kà9¥�¸���£�Â � �:���B²H�6¥·¥��D�DÂl¤��9³
%t��²I�D¥·¥��D�6Â�%�	k¸P¤���¡·�¨���V��°��c¤8����¢2¤V¥�¢D¸9¥·¤���¡��¨�9°aà�¼ù�T¤�°���¢D�¨´�ß9¸���¡·�9 ´f¤V¢c£9¡��9�D°6Â�¥0�
¦ A õ ¸d��§�A*\Q²��·Â Ñ�Æ Â�ß���¹0¾¨ì#�0ñrð�½w0r¹0ð�çVº#1

� ¿ ��¦��â»�� � ¥�³9�D�µ¤��9³�²B�X%t�½�ù¤�¡·��ïµ��¡�¨£��2�>¥0� ¦ A õ ¸d��§�A*\Q²��·Â Ñ
� Â�¹0½V¾¨ìf0æ¹2ð�ç���1
�äç=��¦��â»�� � ¥�³9�D�µ¤��9³�²B�X%t�½�ù¤�¡·��ïµ��¡�¨£��2�>¥0� ¦ A õ ¸d��§�A*\Q²��·Â ö�Æ ÂP¿�çVð0æ¹0ð�ç�ð#1
�èë��E�å�¦�å�½� �4�4³�¤��9³Ä®û�â���P�[¤���±V�6�DÂ;¥0� ¦ A õ ¸d�;§�A*\Q²��·Â Ñ¹� ÂÂ�¨½�¾f0æ¹0ð�ç ��1
�X�=� � ���v¤�£9´K¤���Â��y�¨�����D¥·¤���¡��¨�9°�¡��o��£9�� "�V��¡��¨�Ý�V� � ���¨´�°B¡·�®��¡�	4¸�¡·³ � ��¨�¨�>Âj§1A*\Q²��
¨ õ]4 � ö§Æ*© Â � ¿¨¾�çf0æ¹0ð¨ë�¿�1

�èì���®y�ä¬á� ãk��¡·¥�¥·¡��9¨�D�û¤V�9³ � �9�v¤V£�´K¤V�>Â>¥0� ¦ A õ ¸d�;§�A*\C²�� ©PÞ Â�¹:ç�¿�çw0æ¹0ð#�8¿�1
�èð��á  �ä�H� � ¥�¥·�6�o¤V�9³Ä�Ù�â»��M²t¡�¥·³9¡�°�¥·��¼¨� ¦ ú ¸�UÂµ!· õ�ö ²�³ ¸}µ!°(± ·B³ ú ¶ úED °.³>´|µÁ³�H=²�Â
�y¥·¤V���6�9³9�¨��Â

ÿ�$4�<�¨��³¾0æ¹2ð¨ì#��1
� ¹0¾���« �9¦û¡·�9³9�6�DÂP¤��9³"Ãl�½�y¡·¢6¢D�V����¡EÂZ�D³9¡©���¨��°DÂk¡ ú ¶�· õ ¦ ± ö ° ú ± ¶IHZ¡ ú ° õ ¯�µ!°(± ö�£ \=¶Â± ¸}³H¯W²

úED ¦ ú ¶IH õ ¶5² õ HZ¡®± ·>· õ�ö ¤k\Q²�· õ ¸�²Cª�î �c¤V¥�¡é¤V�&�q£�¼4°�¡�¢2¤V¥HãZ�4¢D¡��6�]¼VÂP¦y�¨¥��¨¨�P¤f0r¹0ð¨ð¨ë#1
� ¹¨¹|���Ù�J���¯��¤VßP¤�ßM�¨�æ�2Â F A õ � ö · úED ¡ ú ° õ ¯�µ!°(± ö«£ \�¶Â± ¸}³H¯W²�¤�³ ¸}µ!°(± ·B³ ú ¶PÂ��¯¤V´aà9��¡·³9¨�

���9¡�ôV�D��°�¡��]¼������D°�°6Â¹���6ï�¬|�¨��±®0r¹0ð¨ð�ç 1

¹0¾¨ë



å�sgåPã�s�@ß^oSm\nTlqY ¹0¾��
� ¹:½=���Ù�ä®y�>®F���D�9±��D¥/Â�¦��>ãZ´�¡���£>Â��¶IH õ�ö ²�·�± ¶IH ³ ¶!ò�¡ ú ° õ ¯�µÁ°(± ö ¤�³ ¸}µ!°(± ·>³ ú ¶S® D*öêú ¸ ± ° ò ú ó
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