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Zusammenfassung

Giinther Ludwig fakt die Quantenmechanik als eine spezielle Wechselwirkungstheo-
rie zwischen zwei Typen von Makrosystemen auf, denjenigen der Préparation und
denjenigen der Registrierung. Mit Makrosystemen werden dabei Objekte bezeichnet,
die durch unmittelbare Handlungsanweisungen oder mit Hilfe der Begriffe der klas-
sischen Physik beschreibbar sind. Die Quantenmechanik wird so in radikaler Weise
auf ein realistisches Fundament gestellt, das ausschlieklich auf die makroskopisch-
phdnomenologische Realitit Bezug nimmt. Eine mikroskopische Realitét wird nicht
unterstellt.

In der hier vorgelegten Arbeit werden die zentralen Aspekte des Ludwigschen Zu-
gangs zu einer Neubegriindung der Quantenmechanik dargestellt. Die Neubegriin-
dung erweist sich in zwei Bereichen als leistungsfihig. Zum einen gewinnt man einen
axiomatischen Aufbau der Quantenmechanik mit Hilfe physikalisch motivierter Aus-
sagen. Zum anderen konnen Probleme der Interpretation iiberwunden werden.

Die mit den Konzepten der Priaparation und Registrierung gewonnene Struktur er-
laubt es, die beiden fiir die Theorie zentralen Begriffe des Zustandes und des Effektes
sowie die aus ihnen abgeleiteten Beschreibungselemente etwa des Mikrosystems und
der Observablen in einer Weise zu definieren, die eine eindeutige physikalische Inter-
pretation ermoglicht. Hierfiir stellt Ludwig ausfiihrliche Uberlegungen zum Aufbau
physikalischer Theorien im allgemeinen an. Von besonderer Bedeutung ist dabei
der in der Regel nicht exakt durchfiihrbare Vergleich der experimentellen Aussa-
gen mit denjenigen der mathematischen Theorie. Den damit zusammenhingenden
Problemen kann man begegnen, indem man mathematische Strukturen einfiihrt, die
Aussagen iiber Mefungenauigkeiten auch im mathematischen Bild erlauben. Lud-
wig wihlt dafiir uniforme Raume, die sich fiir den Aufbau der Quantenmechanik als
besonders fruchtbar erweisen. So offenbart sich etwa, dall die Heisenbergschen Un-
schérferelationen eine viel tieferliegende Struktur der Mikrosysteme zum Ausdruck
bringen als nur Ungenauigkeiten bei der Messung. Ferner dienen sie zur Formulierung
einer Gruppe zentraler Postulate, den sogenannten ,Hauptaxiomen des Messens".

Im einzelnen wird gelegentlich von der kanonischen Axiomatik Giinther Ludwigs ab-
gewichen. Im Gegensatz zu den Originalarbeiten wird das Konzept der Kombinier-
barkeit von makroskopischen Préparier- und Registriervorrichtungen nicht einfach
durch mathematische Definition festgelegt, sondern durch realitdtsbezogene axio-
matische Aussagen in die mathematische Theorie eingefiihrt. Um eines plausible-
ren Aufbaus willen werden gewisse Umstellungen in der Axiomatik zur Préparier-
Registrier-Struktur vorgenommen. Eines der Axiome, die den Definitionen der Be-
griffe des Zustands und des Effekts zugrunde liegen, wird so modifiziert, dafs in der
Folge vereinfachte Konvexititsaxiome verwendet werden konnen.



Abstract

Giinther Ludwig regards quantum mechanics to be a special interaction theory bet-
ween two types of macrosystems, one of these is preparation and the other one is
registration. Macrosystems are objects which can be described by immediate instruc-
tions or by terms of classical physics. Thus quantum mechanics is grounded in a radi-
cal way on a realistic basis which refers entirely to the macroscopic-phenomenlogical
reality. A microscopic reality is not assumed.

The current thesis discusses the central aspects of Ludwig’s approach towards a new
foundation of quantum mechanics. This new foundation shows to be efficient in two
fields. On the one hand it is possible to gain an axiomatic construction of quan-
tum mechanics by physically motivated statements. On the other hand problems of
interpretation can be circumvented.

The structure achieved by preparation and registration allows the definition of the
two central terms state and effect as well as derivated elements of description, e.g.
microsystems and observables, which makes clear physical interpretation possible.
To this end Ludwig considers the construction of physical theories in general. Here,
the usually not exactly performable comparison of the experimental results to those
predicted by the mathematical theory is especially important. Problems connected
with this can be encountered by introducing mathematical structures which allow
assertions of experimental inaccuracies even on the side of mathematics. Ludwig
chooses uniform spaces which prove to be especially suitable for the construction
of quantum mechanics. From this point of view Heisenberg’s uncertainty relations
reveal a much more deeper insight into the structure of microsystems than just
experimental inaccuracies. Furthermore they are used to postulate the ,Main Laws
of Preparation and Registration®.

In special cases deviations from Giinther Ludwig’s axiomatics are discussed. In con-
trast to his original studies, the concept of combinability of the macroscopic prepara-
tion and registration devices is not only determined by the mathematical definition,
but is also introduced into the mathematical theory by reality-related mathematical
theory. To achieve a more plausible structure certain changes in the axiomatics of
the preparation-registration-structure are made. One of the axioms, on which the
definitions of the terms state and effect are based is modified to allow the usage of
simplified convexity axioms.
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Einleitung

Die beriihmte Diskontinuitdtshypothese von Max Planck aus dem Jahre 1900 mar-
kiert den Beginn der Entwicklung einer neuen physikalischen Theorie, die als Quan-
tenmechanik bezeichnet wird. Sie wurde geschaffen, um einer Vielzahl von Phé-
nomenen, die dem Verstdndnis der klassischen Physik nicht zugénglich sind, einen
ordnenden Rahmen zu geben. Die zentralen Elemente des mathematischen Teils der
Quantenmechanik konnten in kurzer Zeit entwickelt werden. Dagegen gibt die In-
terpretation der dabei vorkommenden mathematischen Symbole bis heute Anlaf zu
intensiven Diskussionen.

Giinther Ludwig hat sich den dadurch aufgeworfenen Fragen von einem neuen Stand-
punkt aus gendhert. Ausgangspunkt der quantenmechanischen Beschreibung sind in
dieser Auffassung nicht die sogenannten quantenmechanischen Systeme selbst, son-
dern die makroskopischen Vorrichtungen, die zur Préparation und Registrierung
dienen. Daf die Losung der Interpretationsprobleme auf einem solchen Wege zu
finden seien, kann man bereits Aussagen von Niels Bohr und Werner Heisenberg
entnehmen. Giinther Ludwig hat aber als erster den so vorgezeichneten Weg in

konsequenter Weise beschritten und dabei alle Aspekte des Neuaufbaus griindlich
durchdacht.

Die vorliegende Arbeit stellt den Ludwigschen Zugang im Zusammenhang dar. Dazu
werden in Teil I nach einer kurzen Darstellung héufig vorgebrachter Interpretations-
probleme erste auf Niels Bohr und Werner Heisenberg zuriickgehende Ansatzpunkte
zu ihrer Uberwindung genannt. Danach wird der Ludwigsche Zugang in program-
matischer Weise vorgestellt. Dem folgt in Teil I die Realisierung des Ludwigschen
Programms in der gebotenen Ausfiihrlichkeit. Teil IIT erortert das Spektrum von An-
wendungsmoglichkeiten der in Teil II gewonnenen physikalischen Theorie einerseits
hinsichtlich der Begriindung zentraler quantenmechanischer Strukturen, wie etwa
denen des Hilbertraumes oder der Schrodingergleichung, und andererseits beziiglich
einer Neubewertung der in Teil I aufgefiihrten Interpretationsprobleme.
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2 EINLEITUNG

Insgesamt konzentriert sich die vorliegende Arbeit auf die Bereitstellung aller In-
strumente, die benotigt werden, um den Ludwigschen Zugang zur Quantenmecha-
nik sowohl mathematisch als auch interpretatorisch zu erschliefen. Demgegeniiber
wird die so entwickelte physikalische Theorie selbst nicht in allen Strukturfeinheiten
erkundet, sondern auf das Wesentliche reduziert. Insbesondere wird es im Rahmen
der mathematischen Theorie vermieden, Aussagen zu prisentieren, die im weiteren
Verlauf nicht mehr bend6tigt werden. Zu den Zielen der Arbeit gehort es jedoch, die
in der benutzten Literatur hdufig nur fliichtig angedeuteten Beweise so sorgfiltig
durchzufiihren, daf sie in allen Einzelschritten nachvollziehbar werden. Die dafiir
notwendigen mathematischen Hilfsmittel werden in Anhingen bereitgestellt.

Eine Ubersicht der vorkommenden axiomatischen Relationen findet man ab Seite
683. Mit Riicksicht auf die grofe Anzahl vorkommender Symbole steht beginnend
ab Seite 687 ein Symbolverzeichnis zur Verfiigung.

Zum Zwecke des iibersichtlichen Verweisens werden die vorkommenden Definitionen,
Lemmata und mathematischen Sitze durch Angabe dreier Ziffern gekennzeichnet.
Die dem Kapitel und dem Abschnitt folgende dritte Zahl numeriert alle in dem
betreffenden Abschnitt vorkommenden mathematischen Aussagen und Begriffsbil-
dungen in der Reihenfolge ihrer Nennung.
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Kapitel 1

Fragen zur herkommlichen
Interpretation

Seit dem Beginn der Entwicklung der Quantenmechanik stellten sich die Interpre-
tationsfragen in besonderer Weise. Dabei stiefl man immer wieder auf vermeintliche
Probleme und sogar scheinbare innere Widerspriiche der Theorie. Es wird hier auf
eine ausfiihrliche historische Erorterung verzichtet, da es derartige Darstellungen in
grofer Zahl gibt. Als Beispiele seien [Jam66, Jam74, WZ83, BS87, MR01| genannt.
Stattdessen skizziert die folgende Liste kurz prominente Uberlegungen zur Interpre-
tation der Quantenmechanik, die in der Regel als problematisch oder gar als paradox
aufgefaft werden.

(i) ,Welle-Teilchen-Dualismus*
Als eine der ersten Irritationen in der sich neu entwickelnden Quantenmecha-
nik tauchte ein Phdnomen auf, das iiblicherweise mit dem Stichwort Welle-
Teilchen-Dualismus belegt wird. Betrachtet man etwa den bekannten Ver-
suchsaufbau, in dem Licht von einer Quelle ausgehend nach Passieren eines
Doppelspaltes auf eine Photoplatte trifft, dann findet man nach einiger Zeit
ein Interferenzmuster, das sich bei genauer Analyse der Photoplatte aus ei-
ner Vielzahl einzelner geschwérzter Punkte zusammensetzt. Man hat somit
in demselben experimentellen Aufbau zwei scheinbar widerspriichliche Figen-
schaften des Lichtes beobachtet. Einerseits scheint es wellenférmiger Natur zu
sein, da es zu Interferenzmustern kommt. Andererseits scheint es korpuskulé-
ren Charakter zu haben, da das Muster auf dem Schirm sich aus einer Vielzahl
einzelner Punkte zusammensetzt. Analoge Beobachtungen gewinnt man etwa
auch mit Elektronenquellen. Wonach aber entscheidet sich, welches Verhalten
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KAPITEL 1. FRAGEN ZUR HERKOMMLICHEN INTERPRETATION

(i)

(iii)

das quantenmechanische System zeigt 7 Wie kann es wissen, dafl es sich in
einer experimentellen Situation befindet, die Wellen- oder Teilchenverhalten
verlangt ?

wZustandsidnderung durch Messung®

Ublicherweise werden in der Quantenmechanik zwei Typen der Zustandsin-
derung quantenmechanischer Systeme betrachtet, zum einen die Anderung
gemiR der Schrodingergleichung und zum anderen die Anderung durch die
Messung. Beide Typen unterscheiden sich grundsitzlich. Wahrend die Schro-
dingergleichung fiir eine stetige Verdnderung des Zustandes steht, stellt die
Messung einen unstetigen Vorgang dar, der sich in der sogenannten Reduktion
des Wellenpakets duflert. Hat man zum Beispiel den Impuls eines Elektrons
bestimmt, so gibt die Quantenmechanik nur Wahrscheinlichkeitswerte fiir den
Ort des Elektrons an, das heiftt die Wellenfunktion dehnt sich iiber ein gewis-
ses Raumgebiet aus. Fiihrt man nun eine Messung des Ortes durch, ist der
Ort nach der Messung auf ein kleines Raumgebiet beschriankt. Der experimen-
telle Aufbau hat das Elektron dazu bewogen, in kiirzester Zeit seine Wellen-
funktion auch in beliebig grofier Entfernung sprunghaft zu dndern. So spricht
W. Heisenberg etwa in [Hei59], S. 38 von einer ,unstetigen Anderung unserer
Kenntnis“, von einem ,Ubergang vom Méglichen zum Faktischen“ sowie von
einem ,Quantensprung”. Der Terminus der Reduktion des Wellenpakets deutet
sich bereits in [Hei27] an:

Jede Ortsbestimmung reduziert also das Wellenpaket |...].

Warum aber gibt es in der Quantenmechanik neben der auch in der klassischen
Physik bekannten stetigen Zustandsdnderung noch einen weiteren, vollig an-
dersartigen Prozef 7 Und auch hier mufs man wieder die Frage stellen, wie ein
quantenmechanisches System beurteilen kann, daf es sich in der einen oder
der anderen Situation befindet 7 Wie kann es entscheiden, daf ein apparati-
ver Aufbau zu einer Messung fiihrt oder nur einer stetigen Zustandsinderung
dient ?

Mefiprozefs und Subjektivismus

Dem Mefproze in der Quantenmechanik wird offenbar eine besondere Rolle
zugeordnet, die J. von Neumann zu einer ausfiihrlichen Analyse veranlaft hat.
Von Neumann verlangt, dafl es moglich sein muf, die Grenze zwischen beobach-
tetem Objekt und Beobachter auf beliebige Weise zu ziehen. Er spricht dabei
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in seinem 1932 erschienenen Werk Mathematische Grundlagen der Quanten-
mechanik von einem psychophysikalischen Parallelismus. Dazu bemerke man
die Aussage aus [VN68|, S. 224, einem unverdnderten Nachdruck des oben ge-
nannten Werkes:

Daf diese Grenze beliebig tief ins Innere des Korpers des wirklichen
Beobachters verschoben werden kann, ist der Inhalt des Prinzips
vom psychophysikalischen Parallelismus — dies dndert aber nichts
daran, daf sie bei jeder Beschreibungsweise irgendwo gezogen wer-
den muf, wenn dieselbe nicht leer laufen, d.h. wenn ein Vergleich
mit der Erfahrung méglich sein soll.

Zur Erorterung betrachtet von Neumann drei Systeme. Mit I benennt er das
Mefobjekt, mit II den Mefkapparat und mit III den Beobachter. Nun stoft
von Neumann auf ein zentrales Problem, denn die Kopplung des Mefobjek-
tes I an die Mekapparatur II fiihrt keineswegs zur erstrebten Reduktion des
Wellenpakets. Stattdessen bleibt der Gesamtzustand im allgemeinen in einer
Superposition mehrerer Zustinde. Daher fiihren derartige Uberlegungen auf
einen unendlichen Regreft, denn, wenn man das zusammengesetzte System zur
Festlegung des Mefergebnisses mit einem weiteren Mefkapparat untersuchen
miiltte, wiirde man das Problem nur um eine weitere Stufe ohne absehbares
Ende verschieben. Von Neumann sieht die Losung des Mefkproblems offenbar
in der subjektiven Komponente, denn auf S. 234 in [vN68| sagt er:

|...] es geniigt IT ,anzusehen®, und A in I ist gemessen.

Dabei soll A eine physikalische Grofe des Systems I bezeichnen. Durch die von
Neumannschen Uberlegungen ist eine subjektive Komponente in die Quanten-
physik eingedrungen, denn nach von Neumannscher Sichtweise ist es fiir das
weitere Verhalten der betrachteten Systeme entscheidend, ob der Beobachter
eines Mefergebnisses gewahr wird oder nicht. Das heiflt, das Bewuftsein des
Beobachters soll eine entscheidende Rolle spielen.

Aber ist die Einbeziehung des Bewufstseins wirklich die einzige M6glichkeit, um
das Verhiltnis des Mefiprozesses zur Quantenmechanik in widerspruchsfreier
Weise zu formulieren ?

J. von Neumann ist nicht der einzige prominente Vertreter einer subjektiven
Komponente zur Interpretation der Quantenmechanik. Neben anderen hat
auch E.P. Wigner hat in dem Artikel ,Remarks on the mind-body question®,
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den man etwa als Nachdruck in [WZ83|, Abschnitt [.12, S.168-181 findet, eine
ausfiihrliche Argumentation zur Rolle des Bewuftseins aufgebaut. So schreibt
er dort zum Beispiel:

When the province of physical theory was extended to encompass
microscopic phenomena, through the creation of quantum mecha-
nics, the concept of consciousness came to the fore again: it was
not possible to formulate the laws of quantum mechanics in a fully
consistent way without reference to the consciousness. [...]| it will
remain remarkable, in whatever way our future concepts may deve-
lop, that the very study of external world led to the conclusion that
the content of the consciousness ist an ultimate reality.

Ist es wirklich unmoglich, die Quantenmechanik aufzubauen, ohne das Be-
wufitsein des Beobachters zu beriicksichtigen ?

,Einstein-Podolsky-Rosen-Paradoxon*

In dem Artikel [EPR35| prisentieren A. Einstein, B. Podolsky und N. Ro-
sen ein beriihmtes Gedanken-Experiment. Schon die Formulierung , Finstein-
Podolsky-Rosen-Paradoxon“, mit dem das Gedanken-Experiment zumeist ti-
tuliert wird, bringt die Meinung zum Ausdruck, daf es sich hierbei um einen
experimentellen Aufbau handelt, der die innere Widerspriichlichkeit oder zu-
mindest die Unzuldnglichkeit der Quantenmechanik nachweist.

Ist der Begriff Paradoxon wirklich angebracht ?

Interpretation der Unschirferelationen

In vielen Darstellungen der Quantenmechanik nehmen die Unschérferelatio-
nen im Zusammenhang mit der Interpretation eine wichtige Rolle ein. Dabei
werden haufig drei verschiedene Interpretationen genannt. Die erste Interpreta-
tionsvariante sieht die Unschérferelationen als mathematischen Ausdruck fiir
eine unkontrollierbare Storung des Mikrosystems durch die Messung. Dabei
wird zumeist auf das Elektronen-Mikroskop verwiesen, das W. Heisenberg in
|[Hei27] diskutiert. Die zweite Interpretationsvariante versteht die Unschérfere-
lationen als Ausdruck fiir Mefungenauigkeiten prinzipieller Natur. Als dritte
Variante wird gedufert, da die Unschirferelationen eine Aussage iiber die Un-
moglichkeit einer gleichzeitigen Messung der vorkommenden Gréfen machen.

Wie passen die drei Interpretationen zusammen ? Einmal sollen die Unglei-
chungen eine Figenschaft von Mikrosystemen ausdriicken. Ein anderes Mal
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geben sie aber eine Auskunft {iber Genauigkeitsprobleme bei der Messung,
die aus prinzipiellen Griinden nicht iiberwunden werden konnen. Im dritten
Fall machen sie eine Aussage iiber physikalische Grofen. Damit gibt es offen-
bar zumindest drei Interpretationen fiir dieselben mathematischen Relationen.
Das scheint nicht unproblematisch. Wie kann zentralen Symbolen der Theo-
rie mehr als eine Interpretation zukommen 7 Wenn sie im Zusammenhang mit
den Unschérferelationen auf verschiedene Weisen interpretiert werden kénnen,
stellt sich die Frage, ob in anderen Bereichen derartige Mehrdeutigkeiten nicht
auch vorkommen ? Wie kann man dann entscheiden, wie die vorkommenden
mathematischen Symbole zu interpretieren sind 7

(vi) ,,Quanten-Logik*

Als eine weitere Konsequenz aus den Erfahrungen mit der Quantenmechanik
wurde die Notwendigkeit formuliert, daf zu einer neuen Logik iiberzugehen sei.
Als Ursprung ist dafiir der Artikel [BN36| von G. Birkhoff und J. von Neumann
zu nennen. Die Uberlegungen zu mehrwertigen Logikkalkiilen wurden in der
Folge von vielen verschiedenen Autoren aufgenommen und weiterentwickelt.
Als illustrativ fiir den dabei vertretenen Standpunkt werden die Uberlegungen
C.F. Weizsickers in [vW44], S. 90ff. genannt.

Aber ist es tatsichlich zwingend, zu einer neuen Logik iiberzugehen 7 Wieso
tragt dann das mathematische Geriist des Hilbertraumes, das doch auf der her-
kommlichen zweiwertigen Logik basiert 7 Wie kann es sein, daf die zweiwertige
Logik fiir eine solche Fiille physikalischer Vorgénge ein geeignetes Konzept ist,
aber im Falle der Quantenmechanik nicht mehr angebracht ist ?

Damit liegt jetzt eine Liste von Problempunkten als Referenz vor. Nach der Ent-
wicklung des Ludwigschen Zuganges in Teil IT und zugehérigen Erweiterungen in
Teil III soll in Kapitel 13 diskutiert werden, in welcher Form obige Probleme vom
Ludwigschen Standpunkt als iiberwunden einzuschétzen sind.
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Kapitel 2

Ansatzpunkte zur Uberwindung der
Probleme

Zur Uberwindung der in Kapitel 1 aufgefiihrten Probleme ist es wichtig, sich auf
das experimentelle Ausgangsmaterial zu besinnen. In eine solche Richtung gingen
viele Uberlegungen, die schon von den Protagonisten der Entwicklung der Quan-
tenmechanik, wie Niels Bohr und Werner Heisenberg, betont wurden. Die folgende
Zusammenstellung einiger Zitate zundchst Heisenbergs und dann Bohrs soll das un-
termauern. Zudem soll damit ein erstes gedankliches Fundament fiir die Erlduterung
des Ludwigschen Programms gelegt werden. Es handelt sich dabei aber keinesfalls
um einen historischen Abrifs der Entwicklung der Ideenwelt Bohrs und Heisenbergs.
Solchen ausfiihrlichen und wissenschaftstheoretisch unbedingt interessanten Darle-
gungen kann hier kein Platz eingeriumt werden. Stattdessen wird nur stellvertre-
tend fiir eine ungeheure Fiille von zugehorigen Betrachtungen neben der Literatur,
die in der Einleitung zu Kapitel 1 genannt wurde, auch auf [d’E76] verwiesen. Ei-
ne interessante Darstellung insbesondere der Entwicklung der Bohrschen Ideen von
philosophischer Seite liefert [Hel98|.

Als Ausgangspunkt einer in sich konsistenten Interpretation der Quantenmechanik
dient eine rein statistische Deutung. Die prinzipielle Erwéigung eines statistischen
Standpunktes geht auf eine Fuinote von M. Born in seinem Artikel [Bor26| zuriick.
Dabei sei betont, dak nur die prinzipielle Idee der statistischen Deutung zum Zuge
kommen soll, keineswegs die anderen Uberlegungen, die M. Born in dem erwéihnten
Artikel vorstellt.

11
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Von N. Bohr und W. Heisenberg wird immer wieder in den Vordergrund gestellt,
daf man sich mehr auf das zu konzentrieren habe, was man eigentlich beobachtet.
So schreibt Heisenberg bereits in [Hei25]:

Bei dieser Sachlage scheint es geratener, jene Hoffnung auf eine Beobach-
tung der bisher unbeobachtbaren Gréfen (wie Lage, Umlaufzeit des Elek-
trons) ganz aufzugeben, gleichzeitig also einzurdumen, daf die teilweise
Ubereinstimmung der genannten Quantenregeln mit der Erfahrung mehr
oder weniger zufillig sei, und zu versuchen, eine der klassischen Mecha-
nik analoge quantentheoretische Mechanik auszubilden, in welcher nur
Beziehungen zwischen beobachtbaren Gréfen vorkommen.

Bemerkenswert scheint auch die Aussage, die Heisenberg in [Hei31]| festhilt.

Die moderne Atomphysik handelt also nicht vom Wesen und Bau der
Atome, sondern von den Vorgingen, die wir beim Beobachten des Atoms
wahrnehmen; das Gewicht liegt also stets auf dem Begriff ,Beobachtungs-
prozek.

Allerdings verbindet Heisenberg mit dem ,Beobachtungsprozefs in Verletzung der
obigen Vorgehensweise nicht nur die makroskopischen Vorgénge, sondern eine Vor-
stellung iiber ein Objekt, das durch den Mefvorgang in unkontrollierbarer Weise
gestort wird.

In [Hei59] finden sich weitere Aussagen, die fiir sich eine Neubegriindung der Quan-
tenmechanik eignen. So wird auf S. 27 gesagt:

Jedes physikalische Experiment, gleichgiiltig, ob es sich auf Erscheinun-
gen des téglichen Lebens oder auf Atomphysik bezieht, muf in den Be-
griffen der klassischen Physik beschrieben werden. Diese Begriffe der
klassischen Physik bilden die Sprache, in der wir die Anordnung unse-
rer Versuche angeben und die Ergebnisse festlegen. Wir konnen sie nicht
durch andere ersetzen.

Auf S. 33f. desselben Werkes findet man Aussagen von Heisenberg in bezug auf die
sogenannte Kopenhagener Deutung der Quantenmechanik:

Ein Hemmnis fiir das Verstidndnis dieser Deutung ergibt sich allerdings
stets, wenn man die bekannte Frage stellt: Aber was geschieht denn
,wirklich® in einem Atomvorgang ? Zunichst ist schon vorher gesagt
worden, dak man die Messung und die Ergebnisse der Beobachtung stets
in den Begriffen der klassischen Physik beschreiben muf.
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Auch auf S. 40 von |[Heib9| weist Heisenberg mit Nachdruck auf die Notwendigkeit
der Verwendung der klassischen Begriffswelt hin, indem er dem Vorschlag, daf .ei-
ne radikale Anderung unserer Begriffe bei einer Beschreibung der Experimente zu
einer nichtstatistischen, vollig objektiven Beschreibung der Natur® fiihren konnte,
entgegnet:

Dieser Vorschlag beruht aber auf einem Mifiverstiandnis. Die Begriffe der
klassischen Physik sind nur die Verfeinerung der Begriffe des téglichen
Lebens und bilden einen wesentlichen Teil der Sprache, die die Voraus-
setzung fiir alle Naturwissenschaften bildet. Unsere wirkliche Lage in
der Naturwissenschaft ist so, dal wir tatsichlich die klassischen Begriffe
fiir die Beschreibung unserer Experimente beniitzen und beniitzen miis-
sen; denn sonst konnen wir uns nicht verstindigen. Und die Aufgabe der
Quantentheorie bestand eben darin, die Experimente auf dieser Grund-
lage theoretisch zu deuten.

Besonders prignant wird Heisenberg in [Hei69|, S. 171 bei der Wiedergabe eines
Gespriachs mit der Philosophin Grete Hermann zu Beginn der dreiftiger Jahre des
zwanzigsten Jahrhunderts. Auf die Frage, was Atome seien, gibt Heisenberg die
folgende Antwort wieder:

Dafiir wird es kaum einen sprachlichen Ausdruck geben kénnen, denn
unsere Sprache hat sich an den téiglichen Erfahrungen gebildet, und die
Atome sind ja gerade nicht Gegenstdnde der téglichen Erfahrung. Aber
wenn Sie mit Umschreibungen zufrieden sind: Sie sind Bestandeile von
Beobachtungssituationen, Bestandteile, die fiir eine physikalische Analy-
se der Phinomene einen hohen Erklarungswert besitzen.

In den genannten Zitaten Heisenbergs kommt deutlich zum Ausdruck, dak die ei-
gentliche experimentelle Situation im Mittelpunkt der Beschreibung durch die Phy-
sik stehen sollte. Zudem sollte man die Beschreibung vermittels der Instrumente
tun, die durch die klassische Physik, also im Endeffekt durch die Alltagssprache, zur
Verfiigung stehen.

Die Uberlegungen von Niels Bohr gehen in eine dhnliche Richtung. So findet man
etwa in [Boh66| auf S. 1:

[...] beruht jede Beschreibung physikalischer Erfahrungen letztlich auf
der Umgangssprache, die unserer Orientierung in der Umwelt und der
Aufspilirung von Beziehungen zwischen Ursache und Wirkung angepafst
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ist. So hat sich Galileis Programm, wonach die Beschreibung physikali-
scher Phinomene auf mefsbaren Grofen beruhen muf, als zuverlissige
Grundlage fiir die Ordnung eines immer groferen Erfahrungsbereiches
erwiesen.

Auf S. 3f. desselben Werkes findet man weiter:

Der entscheidende Punkt ist die Erkenntnis, dafs die Beschreibung der
Versuchsanordnung und die Registrierung von Beobachtungen in der mit
der gewohnlichen physikalischen Terminologie passend verfeinerten Um-
gangssprache zu erfolgen haben. Dies ist eine einfache logische Forderung,
da mit dem Wort Experiment nur ein Verfahren gemeint sein kann, iiber
das wir anderen mitteilen konnen, was wir getan und was wir gelernt

haben. [...]

Die Beschreibung atomarer Phinomene hat in dieser Hinsicht einen voll-
kommen objektiven Charakter in dem Sinne, daf nicht ausdriicklich auf
einen individuellen Beobachter Bezug genommen wird und dafs deshalb,
bei gebiihrender Beriicksichtigung relativistischer Forderungen keinerlei
Mehrdeutigkeit in der Mitteilung der Erfahrung enthalten ist.

Beziiglich aller solcher Punkte unterscheidet sich das Beobachtungspro-
blem der Quantenphysik in keiner Weise von der klassischen physikali-
schen Betrachtungsweise. |...|

Demgemifs mufl die eindeutige Beschreibung eigentlicher Quantenphé-
nomene prinzipiell die Angaben aller relevanten Ziige der Versuchsan-
ordnung umfassen.

In Hinsicht auf die Notwendigkeit der Verwendung einer vielwertigen Logik, nimmt
Bohr auf S. 6 von [Boh66] in der folgenden Weise Stellung:

Aus der vorausgehenden Argumentation geht jedoch hervor, dafs jede
Abweichung von der Umgangssprache und der gewohnlichgen Logik voll-
kommen vermieden werden kann, wenn das Wort ,Phinomen® einzig
und allein dem Hinweis auf eindeutig mitteilbare Beobachtungsergeb-
nisse vorbehalten bleibt, in deren Beschreibung das Wort , Messung® in
seiner einfachen Bedeutung von standardisiertem Vergleich gebraucht
wird. Solche Vorsicht in der Wahl der Terminologie ist besonders wichtig
bei der Erforschung eines neuen Erfahrungsbereiches, wo die Aufschliisse
nicht in dem wohlbekannten Rahmen zusammengefalt werden konnen,
der in der klassischen Physik so uneingeschriankt Anwendbarkeit findet.



KAPITEL 2. ANSATZPUNKTE ZUR UBERWINDUNG DER PROBLEME 15

Heisenberg présentiert in [Hei69|, S. 124 noch eine weitere im Zusammenhang mit
dem Ludwigschen Zugang interessante Aussage Bohrs:

Was wir mit einer objektivierenden Sprache im Sinne der fritheren Phy-
sik iibertragen konnen, das sind doch nur Aussagen iiber das Faktische.
Etwa: Hier ist die photographische Platte geschwéarzt, oder: Hier haben
sich Nebeltropfchen gebildet. Uber die Atome wird dabei nicht geredet.

Die genannten Zitate Bohrs und Heisenbergs liefern erste Ansitze fiir einen neuen
Zugang zur Quantenmechanik, denen auch die Ludwigschen Uberlegungen folgen,
wie sich bereits im nédchsten Kapitel zeigen wird.
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Kapitel 3

Gunther Ludwigs Programm einer
Neubegriindung der
Quantenmechanik

Wie die im vorhergehenden Kapitel aufgefiihrten Aussagen zeigen, ordnen Bohr
und Heisenberg der Beriicksichtigung des experimentellen Aufbaus und dabei der
Verwendung der iiblichen klassischen Terminologie zu seiner Charakterisierung eine
zentrale Rolle hinsichtlich einer in sich konsistenten Interpretation der Quantenme-
chanik zu. Allerdings wird derartigen Uberlegungen noch nicht konsequent genug
nachgegangen. Stattdessen werden immer wieder Vorstellungen bewufit oder unbe-
wulst hinzugezogen, die im Bereich makroskopischen Geschehens vollig gerechtfertigt
sind, die aber den mikrophysikalischen Vorgidngen nicht angemessen sind.

Als Antwort auf die Interpretationsprobleme entwirft und realisiert G. Ludwig ein
Programm, mit dem der Quantenmechanik ein neues Fundament gegeben wird. Am
Anfang stehen dabei Betrachtungen hinsichtlich der Rolle des Subjekts in der Quan-
tenmechanik, die schlieflich in der Entwicklung eines eigenen Zugangs zur Quan-
tenmechanik miinden. Es wird nun dargelegt, dal Ludwig die zentralen Ideen des
Programms bereits in den fiinfziger Jahren des zwanzigsten Jahrhunderts entworfen
hat. Dem schlieft sich ein knapper historischer Abrift iiber die Realisierung des Pro-
gramms an. Die dabei entstandene Formulierung der Quantenmechanik sowie ihre
Implikationen sind dann Inhalt von Teil IT und III der hier vorgestellten Arbeit.

In dem Artikel [Lud53] lakt G. Ludwig erste Ansétze zu einer Neubegriindung der
Quantenmechanik erkennen, denn es wird der Bedeutung der makroskopischen Phé-
nomene eine besondere Rolle zuerkannt. Im Rahmen des ersten Buches [Ludb4al,

17
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das G. Ludwig iiber Quantentheorie verfafst, wird die Vorsicht im Umgang mit den
quantenmechanischen Phinomenen noch etwas deutlicher. So wird dort zum Beispiel
auf S. 170 gesagt:

Die mikroskopischen Objekte existieren fiir die Physik geradezu nur
durch ihre Wirkungen im Makroskopischen. Ein Elektron ist das, was
im Makroskopischen die und die Effekte hervorruft. |...]

Eines aber ist innerhalb der makroskopischen Vorgénge immer erlaubt:
aus der Form der Wirkung auf die Form des wirkenden Objektes zu
schlieRen. |[...]

Im Makroskopischen gilt also die Aquivalenz von Form der Wirkung
und Form des Wirkenden. Dies gilt nicht mehr fiir die Wirkungen des
Mikrokosmos.

Um also liberhaupt iiber die sogenannten ,mikroskopischen Objekte“ Aussagen tref-
fen zu konnen, bedarf es der Betrachtung ihrer Wirkung auf die makroskopische
Welt. Eine iibersichtsartige Zusammenfassung des damaligen Ludwigschen Stand-
punktes hinsichtlich der Rolle des Subjekts und der Notwendigkeit eines neuen Lo-
gikkalkiils liegt mit [Lud54b] vor. In der Folge entwickelt Ludwig seinen Ansatz
weiter, dessen prinzipielle Aspekte er in rein verbaler Form mit [Lud55| vorstellt:

Jede Aussage der Quantenmechanik bezieht sich daher auf einen makro-
skopischen Effekt, der als solcher durch die klassische Physik beschrieben
werden kann. |...|

[...] die Quantenmechanik beschéftigt sich mit makroskopischen und
daher objektivierbaren Effekten, die von mikroskopischen Objekten her-
vorgerufen werden. Sie macht nur Aussagen iiber das Auftreten solcher
Effekte und keine Aussagen iiber ein mikroskopisches Objekt an sich,
wenn wir darunter ein solches verstehen, das von der iibrigen Welt iso-
liert ist. |...|

Die Quantenmechanik betrachtet thermodynamisch irreversible Prozes-
se an makroskopischen Dingen, als deren Ursache sie mikroskopische
Objekte ansieht. Sie beschreibt die Korrelationen im Auftreten solcher
Effekte, das heifit die Hdaufigkeitsbeziehungen zwischen solchen Effekten.

Es wird nun deutlich, daf die Quantenmechanik nur auf der Basis makroskopischer
Phinomene formuliert werden soll. Mithin wird verneint, von mikroskopischen Ob-
jekten zu sprechen, ohne den experimentellen Zusammenhang zu beriicksichtigen.
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Bestandteilen der mikroskopischen Welt kommt nur vermittels ihrer Manifestation
innerhalb der makroskopischen Welt Realitit zu.

Bei der Umsetzung derartiger Uberlegungen spielt eine Klarstellung des Zustands-
begriffs eine besondere Rolle. Diesbeziiglich notiert G. Ludwig ebenfalls in [Lud55]:

.. .| sei betont, dak ein quantenmechanischer Zustand keine Eigenschaft
eines einzigen mikroskopischen Objektes ist. Ein bestimmter Zustand
ist immer eine Figenschaft einer sehr grofien Zahl von mikroskopischen
Objekten, einer sogenannten statistischen Gesamtheit. |.. .|

Entscheidend fiir den Zustand ist die Art, auf welche die mikroskopischen
Objekte gewonnen werden, d. h. priapariert werden, mit denen man eine
Experimentreihe durchfiihren will.

Der Zustand vermag die Phinomene im Zusammenhang mit Mikrosystemen nicht
ausreichend zu fassen. Vielmehr ist ihm mit der Betrachtung des eigentlichen Prépa-
rationsprozesses ein Fundament zu geben, das sich stirker am Experiment orientiert.

Das Verhiltnis der Quantenmechanik zur Makrophysik wird in dem folgenden Zitat
aus [Lud61], S. 152 nochmals auf den Punkt gebracht. Das dabei verwendete Symbol
a bezeichnet einen Effekt, der an einer makroskopischen Apparatur auftreten kann,
wie etwa Blasen in einer Nebelkammer oder Schwirzungen auf einer Photoplatte.

Die Entscheidung iiber das Auftreten von a bedarf keiner subjektiven
Entscheidung mehr. Uber das Auftreten von a wird in der Sprache der
klassischen Beschreibung objektiver Tatbestinde gesprochen. Um die
Quantenmechanik zu interpretieren, muf also die klassische Physik als
Beschreibungsform im Bereich der makroskopischen Objekte vorausge-
setzt werden. Ist erst einmal ein makroskopischer Effekt eingetreten, so
kann dieser rein nach den Methoden der klassischen Physik weiterverar-
beitet werden.

Das so charakterisierte Programm wird durch G. Ludwig und Mitglieder seiner Ar-
beitsgruppe in einer Serie von Artikeln [Lud64, Lud67a, Lud67b, Lud67¢c, Lud68,
D&h68, Sto69] ausgearbeitet, auf deren Basis mit dem Buch Deutung des Begriffs
»physikalische Theorie“ und axiomatische Grundlequng der Hilbertraumstruktur der
Quantenmechanik durch Hauptsitze des Messens, [Lud70], das erste umfassende
Werk zu obigem Zugang entsteht. Dabei gelingt es, die Hilbertraumstruktur der
Quantenmechanik mit Hilfe physikalisch motivierter Axiome zu erschliefen. Es ist
dafiir auch der Artikel [Sto71] zu nennen.
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In der Folgezeit erfihrt die Theorie weitere Verdnderungen, bei denen in erster Linie
die stirkere Reprisentation des Verfahrenskonzeptes auch in der mathematischen
Theorie erwdhnt werden muf. Damit einher geht eine immer explizitere Betonung
des weiter oben angesprochenen Bezugs auf die makroskopischen Vorginge. Wah-
rend in [Lud64|, S. 235, zu Beginn der oben genannten Artikelreihe die Begriffe
Objekt, Messung und der mit dem Zustand als gleichwertig genutzte Begriff der Ge-
samtheit als Ausgangspunkt gewéhlt werden, stellen in [Lud72| bereits nur noch die
Praparierverfahren, die Effektverfahren sowie die aus ihnen aufgebauten Experimen-
te das Fundament dar. Es werden also keine Aussagen iiber Mikrosysteme, -objekte
oder dergleichen mehr vorausgesetzt. Im Gegenteil besteht jetzt geméf [Lud72| die
Moglichkeit, auf Basis der rein makroskopisch erfaftbaren Verfahren und Experi-
mente den Begriff des Mikroobjektes zu begriinden. Man beachte, daf Ludwig im
Laufe der siebziger Jahre des zwanzigsten Jahrhunderts den Begriff des Mikroob-
jektes aufgibt, um ihn durch den noch vorsichtigeren Begriff des Mikrosystems zu
ersetzen.

Ebenso werden die Axiome weiterentwickelt. Fiir die einzelnen Entwicklungsschritte
der Theorie wird stellvertretend auf [Lud73, Lud77, Lud81a, Lud81d, Lud83a| sowie
auf die drei Biande [Lud80a, Lud80b, Lud80c| der Reihe Notes in Mathematical Phy-
sics hingewiesen. Darauf basierend erlangt die Axiomatik im Rahmen des zweibén-
digen Werkes An Aziomatic Basis for Quantum Mechanics, [Lud85a, Lud87], eine
gewisse finale Form. Im Lichte der so neu begriindeten Quantenmechanik diskutiert
Ludwig in dem ebenfalls zweibdndigen Werk Foundations of Quantum Mechanics,
|Lud83b, Lud85¢|, die enorme Vielfalt von Strukturen, die aus der Quantenmecha-
nik bekannt sind. Es sind dabei etwa Gruppenstrukturen, Atomphysik oder auch die
Streutheorie zu nennen.

Rein verbal kann man den Ludwigschen Standpunkt, wie folgt, zusammenfassen:
Die Quantenmechanik ist eine physikalische Theorie, die sich einer ganz speziellen
Form der Wechselwirkung zwischen Makrosystemen widmet. Die dabei betrachtete
Wechselwirkung kann nur auf statistischem Wege beschrieben werden.

G. Ludwig nutzt die Auseinandersetzung mit der Quantenmechanik zu einer tief-
gehenden Analyse iiber den prinzipiellen Aufbau physikalischer Theorien im allge-
meinen. Ersten Uberlegungen, die unter anderem in [Lud64] und [Lud69] dargelegt
werden, folgt eine weitgediehene Erorterung in [Lud70]. Darauf aufbauende Frage-
stellungen, die sich vor allem mit einer Begriindung eines allgemeinen Realitétsbe-
griffes im Zusammenhang mit physikalischen Theorien befassen, miinden schliefslich
in das Buch Die Grundstrukturen einer physikalischen Theorie, [Lud78a]. Weiter-
gehende Uberlegungen, fiir die etwa auf [Lud81b| hingewiesen sei, fiihren zu einer
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Uberarbeitung und zur Publikation einer erweiterten zweiten Auflage [Lud90b|. Ob
ihrer Zugehorigkeit zum Themenkreis der eben genannten Werke beachte man auch
|[Lud79b, Lud81c, Lud84b, Lud89, Lud94].

Schlieflich wird die vierbadndige, teilweise in zweiter Auflage erschienene Reihe
Finfihrung in die Grundlagen der Theoretischen Physik, [Lud78b, Lud74, Lud84a,
Lud79a] erwéhnt, in der sich die Erfahrungen im Umgang mit der Quantenmechanik
in Anwendung auf eine Vielzahl anderer physikalischer Theorien auf vereinfachtem
Niveau wiederfinden.

Die oben genannten prinzipiellen Aussagen weisen den Weg zu einem Neuaufbau
der Quantenmechanik. Der Realisierung durch Giinther Ludwig widmet sich der
nun folgende zweite Teil der vorliegenden Arbeit.
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Teil 11

Der Ludwigsche Neuaufbau der
Quantenmechanik
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Kapitel 4

Der prinzipielle Aufbau der
Quantenmechanik

Nachdem im ersten Teil der Arbeit die Probleme der herkémmlichen Formulierung
der Quantenmechanik deutlich gemacht worden sind und ebenso die prinzipiellen Er-
wigungen von Bohr, Heisenberg und Ludwig zur ihrer Uberwindung, ist es das Ziel
der nichsten Kapitel, die Ludwigsche Formulierung der Quantenmechanik vorzustel-
len. Sie stellt die konsequente Umsetzung der in den Kapiteln 2 und 3 angegebenen
Ansitze dar.

Fiir das Ziel einer in sich widerspruchsfreien Formulierung der Quantenmechanik
ist es wichtig, den Aufbau einer solchen Theorie auch in ihrer Gesamtstruktur mog-
lichst durchsichtig zu halten. Dafiir bedarf es einer Formalisierung des Aufbaus einer
physikalischen Theorie im allgemeinen. G. Ludwig hat dafiir etwa in [Lud90b], Ka-
pitel 2-8, S. 6-103 ein Programm angegeben, das in stark verkiirzter Form Inhalt der
Abschnitte 4.1 - 4.3 sein wird. Als Referenz werden auch [Lud78b], Kapitel III und
|Lud81c| genannt. Dabei wird insbesondere das Verhéltnis der einer physikalischen
Theorie zugehorigen mathematischen Theorie zum experimentellen Ausgangsma-
terial betont. Im Rahmen der Darlegungen werden in knapper Form die Begriffe
des Grund- und Wirklichkeitsbereiches sowie der unscharfen Abbildungsprinzipien
mit Bedeutung belegt. Im Zusammenhang mit den unscharfen Abbildungsprinzipien
wird insbesondere das Konzept der sogenannten Uniformitéiten der physikalischen
Unschérfe eingefiihrt. Abschliefend wird in Abschnitt 4.4 der Ludwigsche Zugang
an die Quantenmechanik im Sinne der vorhergehenden allgemeinen Betrachtungen
als physikalische Theorie entworfen. Die nachfolgenden Kapitel stellen dann die zu-
gehorigen Konkretisierungen der so angedeuteten prinzipiellen Vorgehensweise dar.

25
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4.1 Der prinzipielle Aufbau einer physikalischen
Theorie

Das Ziel der Entwicklung einer physikalischen Theorie besteht darin, die Struktur
eines Teils der Realitdt durch mathematische Strukturen zu erfassen. Eine physi-
kalische Theorie in ihrer Gesamtheit wird deshalb aufgefaft als Komposition der
folgenden drei Grundbausteine:

(i) einer mathematischen Theorie MT,
(ii) eines Wirklichkeitsbereiches W,

(iii) Anwendungsvorschriften, die eine Verkniipfung zwischen M7 und W herstel-
len und die formal mit <— bezeichnet werden sollen.

Abkiirzend soll fiir eine physikalische Theorie P7T auch PT = MT «+— W ge-
schrieben werden. Die explizite Beriicksichtigung der Anwendungsvorschriften soll
es ermoglichen, genau zwischen der mathematischen Theorie, die als solche véllig
selbststindig ist, und ihrer Verwendung als Bild der Realitét zu unterscheiden. Ei-
ne solche Unterscheidung ist wichtig, da es durchaus nicht immer klar ist, was ein
Term einer mathematischen Theorie in der Realitét reprisentieren soll. So ist es
hinlénglich bekannt, daf dieselbe mathematische Theorie fiir physikalisch vollig ver-
schiedene Bereiche verwendet werden kann.

Der Wirklichkeitsbereich als Ganzes ist nicht unabhingig von M7 und <—, son-
dern im Gegenteil gerade Ausdruck dessen, was durch M7 und <— als Realitit
erfafit werden kann'. Der Wirklichkeitsbereich muR allerdings einen Anteil besitzen,
der ebenfalls vollig unabhéngig dasteht. Dabei handelt es sich um die Gesamtheit
der konkreten, realen experimentellen Vorgénge und Sachverhalte, die Eingang in die
physikalische Theorie finden, und die als solche die experimentelle Grundlage einer
physikalischen Theorie bilden. Der so erfafste Teil von W wird als Grundbereich
G der realen Gegebenheiten bezeichnet. Es sei hervorgehoben, daff zum Grund-
bereich die experimentellen Vorgénge und Sachverhalte selber und nicht Aussagen
iiber sie gehoren. Beispielsweise ist der ganz konkrete Vorgang des Fallens eines kon-
kreten Gegenstandes auf den Boden selber Teil des Grundbereiches fiir eine Theorie
der Gravitation, nicht aber die Aussage, daf der Gegenstand auf den Boden fillt,
nicht einmal die Aussage, daf der betrachtete fallende Gegenstand etwa ein Stein

'Was genau der Wirklichkeitsbereich einer physikalischen Theorie ist, 13t sich nicht exakt
in einer nur ibersichtsartigen Beschreibung des Ludwigschen Standpunktes erdrtern. Fiir eine
detaillierte Analyse der Fragestellung siehe [Lud90b]|, Kapitel 10, S. 125-211.
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ist. Zur genauen begrifflichen Trennung zwischen den Sachverhalten selber und dem
Formulieren von Aussagen iiber die Sachverhalte fiithrt Ludwig einen eigenen Namen
ein. Dazu zieht er einen Vergleich zum Lesen eines Buches. Eine konkrete geschwérz-
te Stelle auf einer ganz bestimmten Seite eines ganz bestimmten Buches entspricht
dem konkreten realen Sachverhalt. Daher werden die konkreten realen Sachverhalte
als Teile oder Stiicke des Realtextes bezeichnet. Dem Lesen des Buches und damit
auch dem Erkennen, dak die geschwirzte Stelle ein Buchstabe ist, der zu einem Wort
gehort, entspricht dann das Formulieren von Aussagen iiber die realen Sachverhalte.
Die Aussage etwa, dals es sich bei obigem fallendem Gegenstand um einen Stein
handelt, stellt eine Aussage dar, die durch das Lesen des Realtextes gewonnen wird.
Die realen Sachverhalte, die den Grundbereich einer physikalischen Theorie bilden,
miissen offensichtlich bereits vor der Formulierung der Theorie vorhanden sein. Das
heifst, sie sind unabhéngig von mathematischer Theorie und Anwendungsvorschrif-
ten. Das meint aber nicht, daf prinzipiell die experimentelle Grundlage nicht auch
auf physikalische Theorien zuriickgreift. Zur Vermeidung eines Zirkels darf aber kein
Riickgrift auf die gerade formulierte physikalische Theorie vorgenommen werden.
Fiir das bereits verwandte Beispiel des Grundbereiches einer Gravitationstheorie il-
lustriert sich das in dem Umstand, dal man zwecks Gewinnung einer geeigneten ex-
perimentellen Grundlage Zeit- und Abstandsmessungen vornehmen miifite. Es wire
also giinstig, wenn eine physikalische Theorie des Messens raumlicher und zeitlicher
Abstinde bereits zur Verfiigung stiinde. Ebenso sollte man sich zur Gewinnung ex-
perimenteller Fakten zur Formulierung des Elektromagnetismus durchaus auf den
Kraftbegriff der Newtonschen Mechanik beziehen diirfen. Allerdings darf man sicher
keinen Bezug auf Begriffe nehmen, die durch die gerade zu erstellende physikalische
Theorie erst begriindet werden. Im Falle der Elektrodynamik diirfte man also keinen
Bezug auf Begriffe wie den elektrischen Strom nehmen. Im Falle der Thermodyna-
mik darf man Begriffe wie Druck und Volumen verwenden, aber nicht auf denjenigen
der Temperatur. Um namlich dem Begriff des elektrischen Stromes einen Sinn zu ge-
ben, benétigt man bereits eine Theorie des Elektromagnetismus. Genauso liegt der
Fall bei der Temperatur, dessen Begriindung eine vorliegende physikalische Theo-
rie der Thermodynamik benétigt. Der Umstand, daf eine physikalische Theorie auf
dem Wirklichkeitsbereich einer anderen Theorie aufbaut, kommt hiufig vor. Des-
halb fiihrt man einen geeigneten Terminus ein. Falls eine physikalische Theorie P7T;
auf dem Wirklichkeitsbereich einer anderen physikalischen Theorie P75 aufbaut, soll
P, als Vortheorie zu P7; bezeichnet werden. Beim Verwenden von Vortheorien
darf es nicht zu Zirkeln kommen. Das heift, schlieflich muf man auf physikalische
Theorien zuriickgreifen, die ausschliefslich mit unmittelbar vorgegebenen Tatsachen
arbeiten.
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Nutzt man nun in der eben erlduterten Weise die Begriffe Realtext und Vortheorie,
dann kann man den Grundbereich als die Zusammenfassung aller unmittelbar oder
mit Hilfe von Vortheorien vorzeigbaren Realtextstiicke bezeichnen. Dabei handelt es
sich lediglich um eine begriffliche Zusammenfassung und nicht etwa um eine Menge,
da keine definierende Eigenschaft fiir eine Mengenzugehdrigkeit definiert werden
kann. Der Grundbereich ist, aufler vielleicht in trivialen Féllen, nie abgeschlossen in
dem Sinne, daff nicht immer neue Erfahrungen hinzugefiigt werden konnten. Nutzt
man wiederum das Beispiel des fallenden Gegenstandes, sieht man sofort ein, dak es
keine prinzipielle Begrenzung fiir Wurfexperimente mit ihm gibt, so daff man auch
keine prinzipielle Grenze fiir experimentelle Eingangsdaten findet.

Es wurde bereits betont, dafs es sich bei Realtextstiicken um konkrete reale Sach-
verhalte und nicht um Aussagen iiber sie handelt. Die Sachverhalte selber kénnen
natiirlich keinen Eingang in die mathematische Theorie haben, also muf man ein
Verfahren angeben, auf welche Weise eine Reprisentation der Realtextstiicke in der
mathematischen Theorie durchgefiihrt werden soll. Es ist also der Vorgang der Ver-
kniipfung der mathematischen Theorie mit dem Wirklichkeitsbereich zu diskutieren,
fiir den eingangs der Begriff der Anwendungsvorschriften gepréigt wurde. Dazu mufs
zuniichst geklirt sein, wie fiir einen Realtext aus dem Grundbereich Ubersetzungs-
vorschriften, die sogenannten Abbildungsprinzipien, formuliert werden. Genauso
wie der Grundbereich die begriffliche Zusammenfassung aller Realtexte ist, wer-
den dann die Anwendungsvorschriften als begriffliche Zusammenfassung aller Ab-
bildungsprinzipien aufgefafit.

Zur weiteren Erlauterung betrachte man nun einen vorgegebenen Realtext aus dem
Grundbereich. Der erste Schritt des Verkniipfungsprozesses zwischen dem so vorge-
gebenen Realtext und der mathematischen Theorie wird als Normierung des Re-
altextes bezeichnet. Er besteht in der Benennung ausgezeichneter Realtextstiicke.
Als Namen werden in Zukunft zumeist Buchstaben wie a, ay verwendet. Dabei sind
in der Regel geeignete Anweisungen zu geben, wie die Benennung ganz konkret ab-
zulaufen hat. Ein Beispiel dazu aus dem Bereich der hier entwickelten Form der
Quantenmechanik findet sich in Abschnitt 5.2. Es gibt aber einige Abmachungen,
die sinnvollerweise immer gelten sollten. Zum Beispiel sollte jede reale Gegebenheit,
die im Rahmen der Normierung zu benennen ist, einen und nur einen Namen erhal-
ten. Der so gewidhlte Name sollte fiir kein anderes Realtextstiick benutzt werden.
Ebenso ist es 0konomisch, nur die Sachverhalte mit Namen zu versehen, die auch
tatsdchlich weiter verwandt werden sollen. Die Normierung des Realtextes, also die
Benennung ausgezeichneter Realtextstiicke, stellt den ersten Schritt des Lesens des
Realtextes dar. Der zweite Schritt besteht in der sprachlichen Formulierung festge-
stellter Sachverhalte.
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Die beiden Schritte lassen sich wiederum am Beispiel des fallenden Gegenstandes
erldutern. Die Normierung bestiinde darin, dal man dem Gegenstand einen Namen,
etwa a, gibt. Der zweite Schritt bestiinde im Aufstellen von Aussagen wie ,Der Ge-
genstand mit Namen a ist ein Stein“ oder ,Der Gegenstand mit Namen a und der
Gegenstand mit Namen b haben einen Abstand von 2m.“ Dabei illustriert das zweite
Beispiel wiederum die Situation, dak man bereits vorhandene Vortheorien, wie hier
einer Theorie des Messens von rdumlichen Abstinden, verwendet. Hitte man eine
solche Theorie noch nicht vorliegen, miifte man die Aussage grundlegender formu-
lieren, indem man auf die unmittelbaren realen Gegebenheiten ohne Verwendung
einer Theorie des physikalischen Raumes zuriickgreift. So wire beispielsweise eine
Aussage der folgenden Art zu formulieren: ,Bei Anlegen eines Mafbandes mit Null-
punkt bei Gegenstand a wurde der Gegenstand b bei einer bestimmten Stelle des
Mafbandes gefunden.” Es ist wichtig zu betonen, daf stets nur einfache logische For-
mulierungen verwendet werden. Es kommen ganz bewuft keine Formulierungen wie
salle Gegenstédnde einer Art“ zur Verwendung, da nur gesicherte Aussagen in den
gelesenen Realtext aufgenommen werden sollen. Sollte bei einem Sachverhalt ein
Zweifel iiber sein Zutreffen bestehen, etwa ob der betrachtete Gegenstand wirklich
ein Stein ist, wird der Sachverhalt nicht in den gelesenen Realtext aufgenommen.
Nach Durchfiihren der beiden Schritte des Lesens des Realtextes besteht der néchste
Schritt in der Formulierung von Vorschriften, wie der benannte und gelesene Real-
text in Aussagen im Rahmen der mathematischen Theorie iibersetzt werden soll. Fiir
derartige Vorschriften wurde bereits weiter oben der Begriff der Abbildungsprinzipi-
en geprigt. Bei den Abbildungsprinzipien handelt es sich nicht um mathematische
Aussagen, sondern um Vorschriften zur Gewinnung mathematischer Aussagen auf
der Basis gelesenen Realtextes. Die so gewonnenen mathematischen Aussagen wer-
den axiomatisch der mathematischen Theorie M7 hinzugefiigt. Daher werden sie
auch als Abbildungsaxiome bezeichnet. Die Abbildungsprinzipien bestehen aus
drei Punkten.

Erstens werden in der mathematischen Theorie Mengen @1, Qs, . .., Q, ausgezeich-
net, die als Bildmengen bezeichnet werden.
Zweitens werden in der mathematischen Theorie Relationen R, Ry, ..., R,, ausge-

zeichnet, die Bildrelationen genannt werden. Wie man an ihrer Verwendung zur
Notierung der Abbildungsaxiome weiter unten sehen wird, sind die Bildrelationen
stets von der Form R;(zq,,2s;,-..,%) mit ¢ € {1,...,m}, wobei die z,,,23,, ...
Platzhalter fiir Elemente aus den zugehorigen Bildmengen sind, es gilt also z,;, € Qa,,
zg, € Qp;, ... mit oy, B, --- € {1,...,n}. Das Symbol ~; soll fiir eine oder mehrere
reelle Zahlen stehen, die Eingang in eine Bildrelation finden kénnen. Also definiert
eine Bildrelation eine Teilmenge eines endlichen kartesischen Produkts, das sich aus
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Bildmengen und der Menge der reellen Zahlen zusammensetzt. Das heift, eine Bild-
relation kann stets in der Form R C Q,, X Q,, X - -- X R geschrieben werden, wobei
die Indizes vy, vy, ... fir Zahlen aus {1,...,n} stehen und wobei R entsprechend
der Anzahl der durch ~; représentierten reellen Zahlen vorkommt.

Der dritte Punkt der Abbildungsprinzipien besteht aus den eigentlichen Uberset-
zungsvorschriften. Dabei wird den im Rahmen der Normierung verwendeten endlich
vielen Namen a1, as, ... neben ihrer Eigenschaft, Name eines realen Sachverhaltes zu
sein, eine zweite Bedeutung, ndmlich auch Teil der mathematischen Theorie zu sein,
zugeordnet. Daher bestehen die eigentlichen Abbildungsvorschriften aus zwei Teilen.
Zunéchst muf man die verwendeten Zeichen erst einmal in den Rahmen der mathe-
matischen Theorie einbinden, indem man angibt, zu welcher Menge sie gehoren. Der
Ubersetzungsvorgang fiihrt mithin zu endlich vielen Typisierungsrelationen der
Form ,a; € Q,,“ miti =1,2,... und y; € {1,...,n}, die zusammengefalit werden
zZUu:

—(1): a1 €Q, und a2 € Q,, und ....

<, (1) wird als Name fiir alle Typisierungsrelationen verwandt. Dabei soll +—
andeuten, dak es sich um mathematische Relationen handelt, die mit Hilfe der Ab-
bildungsprinzipien gewonnen wurden. Der Index r symbolisiere, daf dabei Bezug
auf einen bestimmten Realtext r genommen wurde. Der Zusatz (1) soll die Ty-
pisierungsrelationen nur von denjenigen Relationen unterscheiden, die durch den
nun zu erlduternden zweiten Teil der Abbildungsvorschriften gewonnen werden. Der
zweite Teil der Abbildungsvorschriften besteht in der Ubersetzung der beim Lesen
des Realtextes gewonnenen Realrelationen, also der festgestellten Sachverhalte, in
die gewéhlten Bildrelationen. Dabei kommt man zu endlich vielen Relationen des
Typs , Ry, (@i, @y, ..., 04,)“ und ,[nichtR,, (ay,, Gy, - - -, a,, )], die zusammengefafit
werden zur Aussage:

— (2) 0 Ry (i, a4y, 0, Yu) und Ry, (@i, Gy, - ooy Qtyy Vo) - - -

und [nichtR,, (Gy,, Gyyy- - -5 Qagy Yoy )] - - - -

Fiir die dabei vorkommenden Indizes gelte dabei i1, i, j1, jo, - - -, t1,t2 € {1,...,n}
und p1, pe € {1,...,m}. Den obigen Erorterungen zum Aussehen der Bildrelatio-
nen folgend, kann man statt der Aussagen Ry, (a;,,aj,-..,a,, Y, ) in vollig dqui-
valenter Weise auch (ai,,a;y,...,a,7) € Ry, notieren. Die Bezeichnungsweise
w4 (2) verstehe man analog zum Symbol ,,«—, (1)“. Die Relationen <—, (1)
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und <—, (2) werden zusammenfassend mit <—, bezeichnet. Sie bilden die Ab-
bildungsaxiome, die durch Ubersetzen des durch r indizierten Realtextes gewonnen
wurden.

Weiter oben wurde betont, daft beim Lesen stets nur einfache logische Formulierun-
gen verwendet werden. Auf dem Niveau der mathematischen Relationen innerhalb
von <—, spiegelt sich das darin wieder, dafs lediglich die logischen Verkniipfungen
L,und“ und ,nicht” auftreten. Den gesamten Vorgang des Aufstellens und Anwendens
von Abbildungsvorschriften erldutere das folgende Beispiel.

Der Realtext bestehe aus einer Reihe von ausgezeichneten Punkten mit Namen
ai,Qs, ..., 0, im physikalischen Raum. Zwischen je zwei Punkten wurde ein Mals-
band mit der Null bei einem Punkt gespannt, und in der Folge wurde beim ande-
ren Punkt eine Zahl auf dem Makband abgelesen. Als Bildmenge wiirde man nun
einfach eine Menge M wahlen. Als Bildrelation bote sich die Wahl einer Funkti-
on d: M x M — R an. Im Rahmen der Typisierungsrelationen hétte man dann
a1 € M,ay € M,...,a, € M zu notieren. Genau einen solchen Vorgang bezeichnet
man oft abkiirzend mit Formulierungen wie ,,M die Bildmenge aller physikalischen
Raumpunkte” oder ,M ist die Menge der Raumpunkte“. Es sei aber darauf hinge-
wiesen, daf bei derartigen Abkiirzungen durchaus die Gefahr besteht, daf der ei-
gentliche Hintergrund hinter der geschilderten Vorgehensweise verloren geht. Denn
es ist nicht realistisch, von der Menge ,aller Raumpunkte” in dem Sinne zu sprechen,
daf man sie im Realtext auszeichnen konnte. Es handelt sich bei solchen Formulie-
rungen eben nur um abkiirzende Sprechweisen fiir das obige Abbildungsprinzip, das
besagt:

Immer wenn ein physikalischer Raumpunkt ausgezeichnet und mit einem
Namen, etwa a, versehen wird, dann ist dafiir in der mathematischen
Theorie a € M zu notieren.

Damit kommt man zum niichsten Schritt im Rahmen des Beispiels, der Uberset-
zung der Realrelationen. Man wiirde sinnvollerweise vereinbaren, daf fiir eine am
Realtext abgelesene Aussage der Form ,Das Makband wurde mit der Null bei ei-
nem bestimmten Punkt angehalten und bei einem anderen Punkt auf dem Mafsband
der Wert a abgelesen.“ die Relation ,,d(a;,a;) = o innerhalb der mathematischen
Theorie zu notieren ist, wobei a; und a; die Namen der betrachteten Punkte sein
sollen.
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4.2 Unscharfe Abbildungsprinzipien

Mit der in Abschnitt 4.1 dargestellten Vorgehensweise hat man zumindest im Prinzip
die Verkniipfung von Realitdt und mathematischem Bild formalisiert.

Es bleibt aber das Phinomen unberiicksichtigt, daf eine solch scharfe Zuordnung
zwischen Realitdt und mathematischer Theorie, wie sie das obige Programm der Ab-
bildungsprinzipien vorsieht, in der Regel gar nicht moglich ist. Als Beispiel nehme
man etwa den physikalischen Raum, der, wie es hiufig geschieht, durch die mathema-
tische Theorie des Euklidischen Raumes abgebildet werden soll. Dann erkennt man
sofort, daf die mathematische Theorie des Euklidischen Raumes im Vergleich mit
dem physikalischen Raum viel zu reichhaltig ist, denn in der mathematischen Theo-
rie sind Punkte unendlich genau ausgezeichnet. Offensichtlich ist eine solche Form
der Auszeichnung in der Realitdt aber nicht moglich. Eine mathematische Theorie,
die ein exaktes Abbild der Realitit wére, wiirde gar nicht ,so viele“ Mdoglichkeiten
anbieten, eine ausgezeichnete Raumstelle wie etwa eine Tischecke abzubilden. Aber
welche mathematische Theorie sollte man dafiir nehmen ?

Man kann zwar in der Realitit Raumpunkte immer nur mit endlicher Genauigkeit
festlegen, aber die Erfahrung hat keine Informationen iiber eine prinzipielle Begren-
zung der moglichen Genauigkeit geliefert. Also wire es auch nicht gerechtfertigt,
irgendeine solche Grenze willkiirlich festzulegen, zumal vollig unklar wire, welche
man nehmen sollte. Es ist dagegen viel naheliegender in idealisierender Weise anzu-
nehmen, daf man ohne Grenze Schritt fiir Schritt eine immer genauere Auszeichnung
von physikalischen Raumpunkten vornehmen kann. Damit wire man aber wiederum
beim Euklidischen Raum angekommen, der, wie oben bereits gesagt, als Abbild fiir
den Realtext zu reichhaltig ist. Das ist ein Phidnomen, dem man hiufig beim Ver-
gleich der mathematischen Bildtheorien und dem zugehorigen Realtext begegnet.
Dabei fungieren die Idealisierungen stets als Moglichkeit, prinzipielle Unkenntnisse
von Begrenzungen realer Strukturen zu umgehen. Im obigen Beispiel des Eukildi-
schen Raumes wurde bereits die Kontinuumseigenschaft erwihnt. In derselben Wei-
se ist aber auch die Unbegrenztheit des Euklidischen Raumes nur eine Idealisierung
der prinzipiellen Unkenntnis iiber die Begrenztheit des physikalischen Raumes. Man
kann eben Schritt fiir Schritt immer grofere Abstdnde zwischen Punkten realisie-
ren, ohne dak bisher etwas iiber eine Begrenzung bekannt geworden wire. Auch in
der hier entwickelten Formulierung der (Quantenmechanik wird an mehreren Stel-
len, wie etwa im Kapitel 9, die Idealisierung der adiquate Ausweg aus derartiger
Unkenntnis sein. In derselben Weise stellt auch die Funktionseigenschaft der Bildre-
lation des Abstandes zweier Punkte eine Idealisierung dar. Wenn man zwei Punkte
des physikalischen Raumes auszeichnet, mit a, a; benennt und zwischen ihnen den
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Abstand zu « vermifit, dann wiirde man geneigt sein, dafiir, wie im Beispiel des vo-
rigen Abschnitts erldutert, die Relation d(a;, a2) = « in der mathematische Theorie
zu notieren. Derartige Relationen konnen aber schnell zum Widerspruch gelangen,
wenn man etwa den Abstand mit zwei verschiedenen Methoden mifit und wenn man
dabei geringfiigig verschiedene Werte erhilt. Ebenso kann es schnell zu Widersprii-
chen mit Aussagen der mathematischen Theorie als solcher kommen, etwa mit dem
Satz des Pythagoras bei Betrachtung von drei Punkten.

Folglich kollidiert die in Abschnitt 4.1 eingefiihrte scharfe Form der Abbildungsprin-
zipien mit der zum Aufstellen relevanter physikalischer Theorien zwingend notwendi-
gen Moglichkeit zur Idealisierung. Um nun aber die realen Sachverhalte in sinnvoller
Weise widerspruchsfrei in die mathematische Theorie abbilden zu kénnen, mufs man
dem idealisierten mathematischen Bild noch eine weitere Struktur zur Seite stellen,
die genau diese Idealisierungen beim Vergleich von Realtext und mathematischer
Theorie wiederum in gewiinschtem Mafe korrigiert. Der Weg, den Ludwig dafiir
vorschldgt, besteht im Formulieren sogenannter unscharfer Abbildungsprinzipi-
en anstatt der Abbildungsprinzipien des Typs aus Abschnitt 4.1. Bevor die so nur
grob angedeutete Vorgehensweise in Allgemeinheit dargelegt wird, soll sie anhand
des obigen Beispiels der Theorie des physikalischen Raumes illustriert werden.

Die erste Problemquelle im Kontext der Idealisierung war die nur bis zu einer gewis-
sen Genauigkeit mogliche Auszeichnung von Raumpunkten. Das heifst, es gibt um
einen ausgezeichneten Raumpunkt herum eine Reihe anderer Raumpunkte, die vom
Ausgangspunkt auf Basis der vorhandenen experimentellen Méglichkeiten nicht zu
unterscheiden sind. Das stellt aber wiederum eine Realrelation dar, also einen beim
Lesen des Realtextes gefundenen Sachverhalt. Dazu wihle man eine neue Bildmen-
ge U C M x M verbunden mit dem Abbildungsprinzip, dak fiir zwei Punkte mit
Namen a; und as, die nicht unterscheidbar sind, die Relation (ai, as) € U zu notie-
ren ist. Eine solche Menge wird als Unscharfemenge bezeichnet. Der Bildmenge der
physikalischen Raumpunkte wird also eine geeignete Unschirfemenge an die Seite
gestellt.

In derselben Weise ist bei der anderen Problemquelle, der Genauigkeit der Ab-
standsmessung, zu verfahren. Wenn man den Abstand zwischen zwei ausgezeichne-
ten Raumstellen bestimmt, dann hat man einerseits das obige Problem der unschar-
fen Auszeichnung der Raumpunkte und andererseits das Problem einer gewissen
Unschérfe bei der Messung des Abstandes selber. Daher bezeichnet man zwei Tripel
(a1, a9, ) und (a}, ah, ') aus jeweils zwei ausgezeichneten Raumstellen und einem
gemessenen Abstand als voneinander nicht unterscheidbar, wenn die Raumstellen
a; und o} und die Raumstellen a, und a}, sowie die Abstandswerte o und o' physi-
kalisch nicht voneinander zu unterscheiden sind. Dementsprechend ist auch fiir die
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Abstandsrelation d eine Unschirfemenge U aus (M x M xR) x (M x M xR) zu wih-
len, wobei dann ((a, as, @), (@}, ay, ') € U geschrieben werden soll, wenn die eben
erlauterte Ununterscheidbarkeitsbedingung gilt. In einer solchen Weise kann jede
Bildrelation mit einer Unschirfemenge ausgestattet werden. Die unscharfen Abbil-
dungsprinzipien bestehen nun in der Anweisung, anstelle der Relation d(ay, as) = a,
wie man sie durch die scharfen Abbildungsprinzipien gewinnt, die folgende Relation
zu notieren:

(a1,a9,0) € RY = 3a, € M 3ay e M 3B R: d(d},d,) = und
((al,ag,a), (all,a'IQ:ﬁ)) € U

Die Stérke eines solchen Zuganges wird deutlich, wenn man sich das folgende etwas
vereinfachte Beispiel vor Augen fiihrt. Es sei angenommen, daf man zwei Raum-
stellen mit Namen a; und as beliebig genau auszeichnen konnte und dak man durch
zwei Abstandsmessungen die Werte o und o erhalten hitte. Dann wiirde man ent-
sprechend dem unscharfen Abbildungsprinzip notieren:

(a1,09,0) € RY und (a1,as,0') € RY. (4.1)

Wenn man fiir U nun die Menge {(o,f) € Rx R| | a—f |< ¢} wihlte, dann
wiirde die Relation (4.1) zur Aussage

a—¢e<d(a,a) <a+e und o —e<d(ay,a) <o +¢ (4.2)

werden. Wenn ¢ hinreichend grofs gewihlt ist, fiihrt das Hinzufiigen der Relation
(4.1) zur mathematischen Theorie des Euklidischen Raumes nicht mehr zu einem
Widerspruch. Durch ein derartiges ,Verschmieren® der scharfen Relationen mit Hilfe
einer vorzugebenden Unschirfemenge kann man also den gelesenen Realtext in die
mathematische Theorie in widerspruchsfreier Form iibernehmen. Welche Unschéarfe-
menge man im einzelnen nehmen kann, hingt von den experimentellen Moglichkeiten
und dem Anspruch des Physikers ab. Denn manchmal ist es giinstiger, eine mathe-
matisch einfachere Theorie einer genaueren auf Kosten groferer Unschérfemengen
den Vorzug zu geben. Bevor die hier begonnenen Uberlegungen weitergetrieben wer-
den, soll eine Verallgemeinerung der bisher gewonnenen Einsichten auf allgemeine
Bildrelationen formuliert werden.

Dazu sei zunéchst noch eine Vorbemerkung gemacht. Formal beinhaltet natiirlich
+—, (1) genauso Relationen wie <—, (2). Die Unterscheidung wurde nur aus An-
schauungsgriinden zugunsten eines geordneten Aufbaus der Relationen gewéhlt. Da-
mit konnte man die Relationen, die unter «—, (1) notiert werden, genauso behan-
deln, wie es beispielhaft im vorigen Absatz fiir die Abstandsrelation gemacht wurde.
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Allerdings sind Realtextstiicke, bei denen man nicht mit Sicherheit weif, ob sie zu ei-
nem gewissen Typ gehoren oder nicht, gar nicht zum gelesenen Realtext zugelassen.
Der Umstand der Zugehorigkeit darf nicht in Frage stehen. Das wird am obigen Bei-
spiel des physikalischen Raumes deutlich. Denn man hinterfragt nicht, ob man einen
Raumpunkt ausgezeichnet hat, sondern nur welchen genau. Auferdem wiirde eine
unscharfe Formulierung der Relation a € M, mit den Bezeichnungen im Sinne des
obigen Beispiels und mit a als Namen einer ausgezeichneten Raumstelle, auch nicht
viel Gewinn bringen, denn man héitte dann eine Relation Ja’ € M : (a,d’) € U zu
notieren. Eine solche Relation ist aber iiberfliissig, zudem impliziert sie ohnehin die
scharfe Aussage a € M, sonst wire sie gar nicht definiert. Fiir den Fall des Abbildens
der beim Lesen des Realtextes erhaltenen Realrelationen kann man sich fiirderhin
auf Relationen beschrinken, die zu <—, (2) gehoren.

Damit kann man jetzt zu der angekiindigten Verallgemeinerung der unscharfen
Abbildungsprinzipien auf beliebige Bildrelationen iibergehen. Es wird wie im vo-
rigen Abschnitt bei der Formulierung der scharfen Abbildungsprinzipien von n Bild-
mengen mit den Namen @1, Qo, - . ., @, ausgegangen. Geniigt ein Tupel (a1, as, - . ., @)
von ausgezeichneten Realtextstiicken einer Realrelation, die durch die Bildrelation
RCQ, XQy, X+ xR mit vy,vy,--+- € {1,...,n} abgebildet werden soll, dann
soll nicht (a1, as,...,a) € R notiert werden, wie es die scharfen Abbildungsprinzi-
pien vorschreiben, sondern es soll stattdessen die folgende Relation gewéhlt werden:

(a1,as,...,0) € RV <= 3Ja, € Q,Ia, €Q,,...3a €R:
[(a;,a;,...,a’) €ER (4.3)

! !

und  ((ay,ay,...,a), (a1, a9,...,0)) € U|.

Dabei bezeichne die als Unschirfemenge benannte Menge U eine Teilmenge von
(Quy X Quy -+ X R) x (Qy, X Qy, - - - X R). Die Unschirfemenge ist selber eine Bild-
menge, und sie umfafit alle die Paare von Tupeln aus @,, X @Q,,--- X R, die als
ununterscheidbar betrachtet werden. Das heifit, wenn man am Realtext zwei Tupel
(ay, dy, ..., ) und (ai,aq, ..., a) des Typs Q,, X Q,, - -- x R ausgezeichnet hat und
wenn man diese beiden Tupel nicht voneinander unterscheiden kann, dann schreibt
man dafiir in der mathematischen Theorie ((ay,as, ..., ), (a1,as,...,a)) € U auf.

Damit steht nun durch (4.3) die angestrebte Verallgemeinerung zur Verfiigung. Die
vorhergehenden Betrachtungen haben die Notwendigkeit offenbart, fiir einen ad-
dquaten Vergleich von Theorie und Experiment, also zum Ubersetzen von Realtext
in Relationen innerhalb der mathematischen Theorie, neben den exakten Konzepten
im Rahmen der mathematischen Theorie, die als Abbild der Realitéit dienen sollen,
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auch noch Unschirfemengen zu betrachten. Die Unschiarfemengen sind notwendig,
um die durch Idealisierungen im Rahmen der mathematischen Theorie vorhandene,
zu reichhaltige Struktur beim Vergleich mit den realen Strukturelementen wieder
hinreichend abzuschwéchen. Dabei ist sowohl den Bildmengen als auch den Bild-
relationen jeweils eine eigene Unscharfemenge zuzuordnen. Die Unschérfemengen
sind natiirlich zumeist nicht unabhéngig voneinander. Das wurde am Beispiel des
physikalischen Raumes deutlich, bei dem sich die Unschéirfemenge fiir den Abstand
zusammensetzte aus den Unschirfemengen beziiglich der Bestimmung der Raum-
punkte und derjenigen beziiglich der Unschérfe des Abstandswertes selber.

Da man im Laufe der Entwicklung der Physik immer bessere experimentelle Metho-
den, wie etwa bei der Abstandsmessung, entwickelt hat, kann man einer Bildmenge
oder Bildrelation auch immer feinere Unschérfemengen zuordnen, oftmals ohne bei
Anwendung der unscharfen Abbildungsprinzipien mit der mathematischen Theorie
in Widerspruch zu geraten. Das heifst, man kann Schritt fiir Schritt immer klei-
nere Unschirfemengen zum Vergleich von Theorie und Experiment im Sinne der
unscharfen Abbildungsprinzipien heranziehen. Demzufolge kann man einer Bildre-
lation R C X x X ein ganzes System N von Teilmengen von X X X zuordnen, die,
angewandt als Unscharfemenge, nicht zu widerspriichlichen mathematischen Theo-
rien fiihren. X stehe abkiirzend fiir ein kartesisches Produkt aus Bildmengen und
der Menge der reellen Zahlen, wie es weiter oben betrachtet wurde, also eine Menge
des Typs Q,, X Q,, X ---xR. Das Produkt X kann dabei auch nur aus einem Faktor
bestehen.

Die mathematische Theorie M7 alleine ohne hinzugefiigten, iibersetzten Realtext
kann in der Regel keine Unschiarfemenge konkret auszeichnen, denn dafiir miifite
sie Teile der Strukturen umfassen, deren Unkenntnis man gerade durch Einfiihrung
der Idealisierungen umgehen wollte. Es soll aber dennoch von der mathematischen
Theorie MT verlangt werden, daf es moglich ist, fiir jede Bildmenge und jede Bild-
relation ein System von Unschérfemengen in M7 auszuzeichnen, das einerseits die
zum Vergleich von Theorie und Experiment bendétigten Unschirfemengen umfafit
und das andererseits in idealisierender Weise die Erfahrung der Existenz immer fei-
nerer Unschiarfemengen widerspiegelt. Dabei soll im Falle der Bildrelationen das zu-
gehorige System von Unscharfemengen dergestalt sein, dafl im ,Limes immer feinerer
Unschérfemengen“ die im Sinne der unscharfen Abbildungsprinzipien verschmierten
Bildrelationen in die scharfen Bildrelationen iibergehen. Dadurch wird lediglich der
folgende Umstand zum Ausdruck gebracht. Wenn man immer kleinere Unschérfe-
mengen verwenden kann, ohne daf es zu Widerspriichen kommt, dann bedeutet
das, dak die exakten Konzepte der mathematischen Theorie immer genauer auf die
abgebildete Realitit angewandt werden konnen. Die angedeuteten Forderungen an
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die Systeme von Unschiarfemengen fiir Bildmengen und Bildrelationen miissen jetzt
konkretisiert werden.

Zunéchst ist fiir ein solches System von Unschérfemengen die Forderung der folgen-
den drei Eigenschaften naheliegend:

(i) Alle Elemente U aus N enthalten die Menge {(z,z)| z € X}.

(ii) Fiir beliebige Teilmengen Uy, Us der Menge X x X folgt die Zugehorigkeit von
Uy zu N, wenn U; in N liegt und wenn U; Teilmenge von U ist.

(iii) Fiir alle U aus N liegt die Menge U™" := {(x1,22) € X x X | (x2,71) € U}
in N.

Der erste Punkt ist nur natiirlich, da sicher jedes Realtextstiick und damit auch
jedes endliche Tupel aus Realtextstiicken und reellen Zahlen im Falle von Bildrela-
tionen nicht von sich selber unterschieden werden kann. Zur Motivation des zweiten
Punktes sei bedacht, daff fiir eine Unschirfemenge U beziiglich einer Bildrelation
R C X, die nicht zu einer widerspriichlichen mathematischen Theorie fiihrt, sicher
auch eine Menge U’ mit U C U’ C X x X eine Unschirfemenge ist, die nicht zu einer
widerspriichlichen mathematischen Theorie fiihrt. Denn die Relationen der Art (4.3)
werden dadurch schwicher, das heif’t, wenn sie fiir U gelten, dann gelten sie auch
fiir U’. Offensichtlich ist mit U auch U~! eine Unschirfemenge, die zu einer in sich
widerspruchsfreien mathematischen Theorie fiihrt, wenn das auch fiir die Menge U
der Fall ist.

Bis jetzt sind die Forderungen ein direktes Bild der Situation des Vergleiches von
Theorie und Experiment. Wie oben bereits angedeutet, ist es aber Teil der Erfahrung
im Umgang mit physikalischen Theorien, dal man immer bessere Genauigkeiten und
entsprechend immer kleinere Unschirfemengen verwenden kann. Da fiir eine solche
Verfeinerungsmoglichkeit auf Basis der betrachteten Theorie kein prinzipielles En-
de angegeben werden kann, soll idealisierend davon ausgegangen werden, dafs solche
Verbesserungen unbegrenzt moglich sind. Mit einer solchen Forderung soll aber nicht
behauptet werden, daf beim wirklichen Vergleich von Theorie und Experiment stets
eine beliebige Verfeinerung moglich ist. Es handelt sich nur um eine Idealisierung
zur Umgehung einer Unkenntnis in demselben Sinne, wie es weiter oben schon im
Abstandsbeispiel illustriert wurde. Auch dort wird durch die Kontinuumsannahme
nicht behauptet, daff man beliebige Abstinde physikalisch unterscheiden konnte,
sondern sie stellt nur die Idealisierung der Beobachtung dar, daf eine solche Grenze
nicht angegeben werden kann und daf man schrittweise immer kleinere Absténde
realisieren kann. Es wird also verlangt, dalk man zu einer vorgegebenen Unschéarfe-
menge stets eine feinere angeben kann. Das sollen die néchsten beiden axiomatischen
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Forderungen an N zum Ausdruck bringen. Allerdings ist es sicher nicht zwingend,
genau die angegebenen Formen der Verfeinerungsmoglichkeiten zu wihlen.

(iv) Verfeinerungsbedingung:

Bezeichnen Uy, Uy Elemente aus N, dann gehért auch die Menge U; NU; zu N.

(v) Bedingung der unbegrenzten Verfeinerung:

Zu jedem Element U aus N existiert ein Element V in N, so daf U die Menge
V2= {(z1,70) e X x X| Fz€ X : (21,2) €V und (z,72) € V} umfakt.

Die fiir N verlangten Eigenschaften (i) - (v) sind gerade die definierenden Eigen-
schaften einer uniformen Struktur. Eine knappe Zusammenstellung der Theorie der
uniformen R&ume liefert Anhang A.

Die Forderung an die mathematische Theorie besteht also darin, daff man jeder
Bildmenge und jeder Bildrelation eine uniforme Struktur als idealisiertes Bild des
unscharfen Vergleiches von Theorie und Experiment zuordnen kann. Die so ausge-
zeichnete uniforme Struktur wird als Uniformitéit der physikalischen Unschérfe
bezeichnet. Wenn von einer ,physikalischen Approximation® gesprochen wird, so ist
dann genau die Struktur aus idealisiertem Bild und zugehoriger idealisierter Struktur
zum Vergleich von experimentellem Befund und exaktem mathematischem Konzept
gemeint. Mit der Uniformitét der physikalischen Unschirfe wird gewissermafsen die
Art der Approximation mitgeliefert, die zum Vergleich von Theorie und Experiment
verwendet werden soll.

Wie bereits weiter oben angedeutet, wird es hdufig so sein, daf sich die Uniformita-
ten der physikalischen Unschérfe beziiglich der Bildmengen direkt in den Unschérfe-
Uniformitdten der die Bildmengen verwendenden Bildrelationen wiederfinden. Das
ist am Beispiel des Abstandes gut einsichtig. Die Abstandsfunktion ist eine Relation
auf M x M x R. Stattet man nun R mit einer geeigneten Uniformitat N, der phy-
sikalischen Unschérfe aus, die die Unschirfe bei der Abstandsmessung wiedergibt,
dann ist die Uniformitét fiir die Gesamtrelation einfach die Produktuniformitéit aus
der Unschérfeuniformitit der Bildmenge M (zweimal) und N,. Als N, wiirde sich
die durch die Metrik d(a1, aq) := arctan % mit beliebigem von 0 verschiedenem
reellem D erzeugte uniforme Struktur eignen, da sie sowohl zu kleine als auch zu
grofle Abstinde mit geeigneten Unscharfemengen versieht.
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4.3 Die Endlichkeit der Physik

Im vorigen Abschnitt wurde von der mathematischen Theorie die Existenz einer
Uniformitat der physikalischen Unschérfe fiir jede Bildmenge und jede Bildrelation
gefordert. Gerade fiir die Uniformitaten der Bildmengen, die, wie bereits mehrfach
erwahnt, auch fiir die Bildrelationen von entscheidender Bedeutung sind, kann man
noch weitere Uberlegungen beziiglich der Eigenschaften der Uniformitiiten anstellen.
Denn mit den im vorigen Abschnitt betrachteten Forderungen hat man noch nicht
alle Erfahrungen des Vergleiches von Theorie und Experiment verarbeitet. Dafiir ist
die folgende grundlegende Feststellung zentral:

Endlichkeit der Physik:
Die Anzahl der experimentellen Tatsachen ist stets endlich !

Daraus leiten sich die folgenden drei wichtigen Idealisierungen im mathematischen
Bild ab:

(A) Die Verbesserung der experimentellen Genauigkeit kann immer nur Schritt fiir
Schritt vonstatten gehen. Da man aber im Prinzip kein Ende angeben kann,
wann die Verfeinerungsmoglichkeit aufhort, wurde bereits oben die idealisie-
rende Forderung des unbegrenzten Verfeinerns aufgestellt. Das bedeutet aber,
daf man fiir die Uniformitét mindestens ein abzdhlbares Fundamentalsystem
benétigt. Fiir den Begriff des Fundamentalsystems siehe Anhang A, Definition
A.1.7. Ein iiberabzéhlbares Fundamentalsystem wiirde allerdings eine Struktur
bedeuten, die in nicht iiberpriifbarer Weise iiber jede Erfahrung hinausgeht.
Also verlangt man als weitere Eigenschaft fiir N:

Bedingung der sukzessiven Verfeinerung: N hat ein abzdhlbares Fundamen-
talsystem.

(B) Es kann im Prinzip den Fall geben, daf es nur eine endliche Zahl von Sachver-
halten einer bestimmten Art gibt. Das heifst, daf alle Sachverhalte der betrach-
teten Art experimentell erzeugt wurden und daf keine weiteren Erfahrungen
mehr hinzukommen. In einem solchen Falle kann man die Bildmenge mit end-
licher Méachtigkeit ansetzen, und man kann scharfe Abbildungsprinzipien ver-
wenden. Doch der Regelfall besteht darin, daff man mit dem Durchfiihren von
Experimenten immer neue Sachverhalte einer bestimmten Art hinzugewinnt,
ohne ein prinzipielles Ende angeben zu kénnen. Dann liegt es nahe, wiederum
in idealisierender Weise anzunehmen, daft die Méchtigkeit einer Bildmenge ab-
zahlbar ist. Das heift, sie ist weder endlich noch iiberabzahlbar. Der Ausschluft
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der Uberabzihlbarkeit ist wie in Punkt (i) durch die prinzipielle Endlichkeit
der Anzahl der Experimente motiviert. Somit wird verlangt:

Bedingung der Unkenntnis der Grenze der Erfahrung:

Jeder Bildterm, der mit Hilfe unscharfer Abbildungsprinzipien ver-
wendet wird, ist von abzahlbarer Machtigkeit.

(C) Der mathematischen Theorie M7 kann man nur endlich viele gelesene und
iibersetzte Realtextstiicke hinzufiigen. Aufgrund einer derartigen Endlichkeit
mufs die oben geforderte Idealisierung der Abzahlbarkeit des Bildterms wie-
derum dadurch kompensiert werden, dal man von der fiir die unscharfen Ab-
bildungsprinzipien verwendeten Uniformitét N verlangt, dal fiir jede aus N
gewéhlte Unscharfemenge endlich viele Erfahrungen geniigen, um die Theorie
auf ihre Widerspriichlichkeit zu iiberpriifen. Das heifit, man fordert, daf fiir
jedes U aus N ein endlicher Satz (JCZ):; von Elementen der Menge X so exi-
stiert, daf fiir jedes Element z aus X ein Element k£ der Menge {1,--- ,n} mit
(x,zr) € U existiert. Das ist aber gemif Lemma A.6.16 gleichbedeutend mit
der Prikompaktheit der Uniformitdt N, so dafs die Forderung lautet:

Bedingung der Endlichkeit der Erfahrungen : N ist prakompakt.

Zusammenfassend fordert man also in (A) - (C) von der mathematischen Theo-
rie im Rahmen einer physikalischen Theorie aufer fiir den Ausnahmefall, dafl eine
bestimmte Sorte von Sachverhalten endlich ist:

Jede Bildmenge besitzt abzidhlbare Machtigkeit. Sie ist ausgestattet mit
einer metrisierbaren, prikompakten uniformen Struktur, die das ideali-
sierte Bild des unscharfen Vergleiches von Realtext und exakten Kon-
zepten innerhalb der mathematischen Theorie darstellt.

Eine wichtige Aussage aus der Theorie der uniformen R&ume liefert Satz A.4.8.
Demzufolge kann man jedem uniformen Raum auf kanonische Weise einen voll-
stdndigen Hausdorffraum zuordnen, der als Hausdorff-Vervollstindigung bezeichnet
wird. Ist der uniforme Ausgangsraum mit (X, N) benannt, dann soll die Hausdorff-
Vervollstindigung von X beziiglich N mit X bezeichnet werden. Die X zugehorige
Uniformitit erhalte den Namen N. Haufig ist es giinstig, nicht nur mit den eigent-
lichen Bildmengen und ihren uniformen Strukturen zu arbeiten, sondern auch mit
den ihnen zugeordneten Hausdorff-Vervollstindigungen. Wenn eine Bildmenge be-
ziiglich ihrer Uniformitéit der physikalischen Unschirfe hausdorffsch ist, dann kann
man sie nach Lemma A.4.10 im Sinne einer uniformen Isomorphie mit einem dichten
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Unterraum der ihr zugeordneten Hausdorff-Vervollstindigung identifizieren. Daher
spricht man auch nur von der Vervollstindigung. In einem solchen Falle geht man
beim Ubergang zur Vervollstindigung lediglich zu einer gréferen Menge iiber, in
der die urspriingliche physikalische Bildmenge in dichter Weise enthalten ist. Liegt
die Hausdorff-Eigenschaft nicht vor, dann werden beim Ubergang zur Hausdorff-
Vervollstandigung, also durch die kanonische Abbildung ¢, lediglich diejenigen Ele-
mente zum selben Element in der Hausdorff-Vervollstindigung zusammengefiihrt,
die durch keine Menge der uniformen Struktur unterschieden werden koénnen. Also
sind die Elemente ohnehin nicht physikalisch voneinander zu unterscheiden, denn
eine Unterscheidung geschihe gerade mit einem Element der Uniformitéit. Daher er-
scheint, es sogar physikalisch sinnvoller, gleich mit der Hausdorff-Vervollsténdigung
zu arbeiten. Verwendet man anstatt der eigentlichen Bildmengen mit ihren Unifor-
mitdten der physikalischen Unschirfe die Hausdorff-Vervollstindigungen, dann geht
man also im Grunde nur zu gréferen Mengen iiber, in denen sich die physikalische
relevanten Strukturen in unproblematischer Weise wiederfinden.

Zum Abschluf des Abschnitts folgt eine tabellarische Ubersicht iiber den Aufbau
einer physikalischen Theorie einschlieflich der Verwendung unscharfer Abbildungs-
prinzipien. Dabei sei der Sonderfall endlicher Bildmengen ausgeschlossen.

Ubersicht iiber den Aufbau einer physikalischen Theorie:

(i) Auszeichnen eines Grundbereiches durch Auszeichnen von Realtexten, das
heifst von physikalischen Gegenstinden und Sachverhalten eventuell unter Ver-
wendung von Vortheorien, die als Gesamtheit den Grundbereich bilden,

(ii) Wahl einer geeigneten mathematischen Theorie MT,
(iii) Auszeichnen und Lesen bestimmter Realtexte, das heifst:

(a) Normierung des ausgewihlten Realtextes, also Namensgebung fiir die Re-
altextstiicke, etwa ay, as, ..., ay,,
(b) sprachliche Formulierung realer Sachverhalte, also der Realrelationen,
(iv) Aufstellen der unscharfen Abbildungsprinzipien, also der Vorschriften, nach

denen Realtextstiicke und Realrelationen mathematischen Termen und Rela-
tionen zuzuordnen sind; dabei werden die folgenden Schritte durchlaufen:

(a) Auswihlen von Bildmengen mit abzihlbarer Michtigkeit: @,

(b) Auswahl der Bildrelationen: R, mit R, C Q,, X Q,, X --- xR
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(c) Bestimmung geeigneter uniformer Strukturen der physikalischen Unschér-
fe fiir jede Bildmenge und jede Bildrelation,

(d) Auswahl geeigneter Unschirfemengen aus den zugehorigen Uniformité-
ten,

(e) Festlegung der eigentlichen Abbildungsprinzipien, die dann zu den Ab-
bildungsaxiomen fiihren:

— (1) : aj € Quj,---,

— (2): (@i iy, - - -, 03,) € RY

iy yigyeryin? "

4.4 Folgerungen fiir das Ludwigsche Programm ei-
ner realistischen Begriindung der Quantenme-
chanik

Der Ludwigsche Zugang zur Quantenmechanik besteht im Prinzip in der Formulie-
rung einer physikalischen Theorie in der Form, wie sie in den Abschnitten 4.1 - 4.3
dargelegt wurde. Der Schwerpunkt der hier vorliegenden Arbeit wird aber auf der
Entwicklung der mathematischen Theorie liegen, die zur physikalischen Theorie der
Quantenmechanik gehoren soll. Da es das Ziel ist, eine realistisch begriindete Quan-
tenmechanik zu formulieren, soll die zu entwickelnde mathematische Theorie aber
eine iiber die bisherigen Erlauterungen hinausgehende wichtige Eigenschaft haben.
Alle Axiome sollen sich nur auf im physikalischen Sinne eindeutig interpretierba-
re Mengen, Relationen und Uniformitdten beziehen. Das sind zunichst einmal die
Bildmengen und die Bildrelationen. Aber auch die Uniformitéiten der physikalischen
Unschérfe oder uniforme Vervollstindigungen der Bildmengen, wie sie in Abschnitt
4.3 erlautert wurden, und kanonische Erweiterungen der Bildrelationen, wie etwa
gleichméfig stetige Fortsetzungen von Abbildungen, gehoren dazu. Die Interpretati-
on derartiger mathematischer Objekte im Zusammenhang mit einer physikalischen
Theorie wird gerade durch die Abbildungsprinzipien in eindeutiger Weise festgelegt.
Dariiber hinausgehend vertrigt es sich mit dem Anspruch eines realistischen Fun-
damentes fiir eine physikalische Theorie, noch eine weitere Gruppe von Termen zur
Formulierung der Axiome zuzulassen, deren physikalische Bedeutung sich in ein-
deutiger und kanonischer, aber indirekter Weise aus den vorhandenen Abbildungs-
prinzipien ergibt. Wenn etwa durch X; und X, zwei Bildmengen oder -relationen
gegeben sind, dann stellt auch das kartesische Produkt eine Menge dar, die sich in
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natiirlicher Weise nur auf eine Art interpretieren 1afst nidmlich dahingehend, daf ein
Paar von Realtextstiicken mit Namen z; und x5 zu X; x Xy gehort, wenn z; Na-
me eines Realtextstiickes der Art X; ist und wenn z» Name eines Realtextstiickes
der Art X, ist. Ebenso ist die Potenzmenge einer Bildmenge oder -relation X in
natiirlicher Weise eindeutig interpretierbar, denn eine Teilmenge von X ist Bild-
menge von Realtextstiicken der Art X, die iiber die Eigenschaft hinaus, von der
Art X zu sein, noch weitere Eigenschaften besitzen, die eben genau die vorliegen-
de Teilmenge auszeichnen. Analog lassen sich auch Mengen in eindeutiger Weise
interpretieren, die sich ausgehend von einem Satz von Bildmengen durch endliche
Hintereinanderausfiihrung von kartesischer Produkt- und Potenzmengenbildung ge-
winnen lassen. Derartige Terme sollen als innere Terme bezeichnet werden 2. Die
inneren Terme erhalten anhand der Art, wie sie aus den Bildmengen und -relationen
gewonnen werden, ihre physikalische Bedeutung auf kanonische und eindeutige Wei-
se aus der physikalischen Bedeutung der verwendeten Bildmengen und -relationen.
Zur Erlduterung betrachte man ein Beispiel, das in Abschnitt 6.1 auch im Rahmen
der Quantenmechanik genutzt wird.

Sei X eine Bildmenge. Als Bildrelation mége die Abbildung f : X — R Verwen-
dung finden. Man nehme nun an, die mathematische Theorie sei derart, daf durch
folgende Relation «~ eine Aquivalenzrelation gegeben ist:

V1,29 € X 1 1 e 2y <= f(21) = f(x2).

Dann kann man die Quotientenmenge X := X/ «~ betrachten. Offensichtlich liegt
X in der Menge P(P(X))%. Somit handelt es sich um einen inneren Term. Man
sieht sofort ein, wie K physikalisch zu interpretieren ist. Zu einem Element aus X
gehoren offensichtlich solche Realtextstiicke des Typs X, die bei Bestimmung der f
entsprechenden Realrelation einen bestimmten Wert geliefert haben.

Das Beispiel macht deutlich, daf innere Terme zwar mit der Realitdt verkniipft
sind, aber daf die Verkniipfung nicht scharf sein kann aufer fiir den Fall, daf al-
le verwandten Bildmengen und -relationen vermittels scharfer Abbildungsprinzipien
notiert werden kénnen. Wenn némlich der f zukommende Wert fiir ein Realtext-
stiick der Art X nicht scharf ist, kann man auch keine scharfe Zuordnung zu einer

2G. Ludwig bezeichnet derartige Mengen zunichst nur als Leitermengen. Eine kleine ma-
thematische Erweiterung des Begriffes, die hier nicht weiter erliutert werden muff, macht Leiter-
mengen, die auf Basis von Bildmengen und Bildrelationen gewonnen werden, dann zu inneren
Termen. Fiir die allgemeinen Konzepte, die hinter den genannten Begriffen stehen und die iiber
das bisher Gesagte hinausgehen, siehe man [Lud90b], Kapitel 7, S. 56-92.

3Wie hier wird im folgenden fiir eine beliebige Menge M mit P (M) die Potenzmenge von M,
das heifit die Menge aller Teilmengen von M, bezeichnet.
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Klasse vornehmen. Das heift, auch fiir den Vergleich von inneren Termen mit den
zugehorigen Realtextstiicken ist es notwendig, eine Uniformitat der physikalischen
Unscharfe anzugeben. Das wird im Fall der Quantenmechanik fiir Zustinde und Ef-
fekte in Kapitel 7 auch durchgefiihrt werden. Innere Terme sind also im gewissen
Sinne auch Bildmengen und -relationen. Wahlt man die physikalische Theorie, auf
deren Basis die inneren Terme innerhalb der mathematischen Theorie definiert wor-
den sind, als Vortheorie, dann kann man die inneren Terme auch in korrekter Weise
als Bildmengen und -relationen bezeichnen, denn dann werden eben diese Mengen
und Relationen innerhalb der Abbildungsprinzipien als solche auszuzeichnen sein.
Im obigen Beispiel wire folglich die physikalische Theorie, zu der X, f und «w ge-
horen, eine Vortheorie, und X koénnte als Bildmenge realer Sachverhalte in Relation
zu dieser Vortheorie aufgefakt werden. Daher wird auch im Zusammenhang mit in-
neren Termen, wie etwa den erwdhnten Zustdnden und Effekten, von Bildmengen
gesprochen.

Die mathematische Theorie, die im weiteren Verlauf entwickelt werden wird, verwen-
det Axiome, die sich auf auf Bildmengen, Bildrelationen, innere Terme, die zugehori-
gen Uniformitdten der physikalischen Unschirfe sowie uniforme Vervollstindigungen
der Mengen und Erweiterungen der Bildrelationen, in erster Linie gleichméfig steti-
ge Fortsetzungen, beziehen. Da alle derartigen Terme eine eindeutige physikalische
Bedeutung haben, soll deshalb eine physikalische Theorie mit einer solchen mathe-
matischen Theorie auch als realistisch fundiert bezeichnet werden?.

Der Ludwigsche Zugang zur Quantenmechanik, wie er hier entwickelt werden wird,
besteht mithin in der Formulierung einer realistisch fundierten physikalischen Theo-
rie. Auf Seite 41 war der Vorgang zum Aufbau einer physikalischen Theorie tabella-
risch zusammengestellt worden. Zugunsten einer besseren Ubersicht und zugunsten
eines besseren Verstidndnisses der einzelnen Axiome bietet es sich allerdings nicht
an, die dort dargestellten Schritte jeweils vollstindig zu durchlaufen. Stattdessen
werden die dort genannten Punkte immer wieder durchlaufen, indem bei jedem
Schritt der Grundbereich weiter eingeschrinkt und damit besser herausgearbeitet
wird. Das kann jeweils nur auf verbalem Wege geschehen. Parallel dazu wird jeweils
die mathematische Theorie durch physikalisch interpretierbare Axiome aufgebaut.

4Wiirde man dem Ludwigschen Programm in vollem Umfang folgen, wire es hier zwingend, den
allgemeinen Begriff der axiomatischen Basis mit physikalisch interpretierbaren Naturge-
setzen einzufiihren. Da die zugehorigen Uberlegungen aber recht umfangreich sind und da zum
Verstidndnis der Quantenmechanik das oben Gesagte ausreichend ist, wenn auch nicht von dersel-
ben konzeptionellen Klarheit, soll eine weitere Analyse vermieden werden. Fiir die tiefergehenden
Uberlegungen sei wiederum auf [Lud90b], Kapitel 7, S. 56-92 verwiesen. Ein einfacher Einstieg zur
Problematik steht mit [Lud79b] zur Verfiigung.
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Beim ersten Durchlauf in Kapitel 5 wird ein erster Schritt hinsichtlich der Auszeich-
nung der experimentellen Situationen entwickelt, die den Grundbereich der Quan-
tenmechanik bilden. Es werden dabei zugehorige Bildmengen und Bildrelationen
eingefiihrt. Die dargestellte allgemeine experimentelle Situation wird mathematisch
abgebildet. Im darauffolgenden Kapitel 6 wird der Grundbereich weiter herausge-
arbeitet, indem weitere Bedingungen an die in Kapitel 5 erlauterten Experimente
gestellt werden. Wiederum gilt es, die neuen Bedingungen im mathematischen Bild
zu verarbeiten. Dabei werden die zentralen Mengen der Zustinde und Effekte als
innere Terme definiert. Obwohl es eigentlich zugunsten der Vollstédndigkeit einer phy-
sikalischen Theorie im Sinne zuriickliegenden Kapitels wiinschenswert wire, werden
die Uniformitaten der physikalischen Unschirfe nur fiir die Mengen der Zustinde
und Effekte eingefiihrt, da sie sich fiir die Weiterentwicklung der Theorie als beson-
ders geeignet herausstellen werden. Die besagten Uniformitédten der physikalischen
Unschérfe fiir die Mengen der Zustinde und Effekte werden auf physikalisch ein-
géngige Art in Kapitel 7 als solche motiviert. Dabei werden sich die Eigenschaften,
die im Rahmen von Abschnitt 4.3 fiir Uniformititen der physikalischen Unschirfe
gefordert werden, als unmittelbar erfiillt herausstellen. Das Weglassen der anderen
Uniformitaten rechtfertigt sich dadurch, daf im Zentrum der vorliegenden Arbeit
die Formulierung einer Axiomatik der Quantenmechanik steht. Das heifst, es soll
die der Quantenmechanik zugehorige mathematische Theorie entwickelt werden. Es
soll aber nicht diskutiert werden, wie gut die so entwickelte mathematische Theorie
dann in der Praxis die einzelnen Ergebnisse widerspiegelt. Im Wortgebrauch von
Abschnitt 4.2 heifst das, daf nicht diskutiert werden soll, welcher Art die Appro-
ximation der hier entwickelten mathematischen Theorie im Verhéltnis zur Realitét
ist. Deshalb geniigt es auch, in Kapitel 5 nur die scharfen Abbildungsprinzipien, also
nur die prinzipielle Zuordnung zwischen realem Gegenstand und mathematischem
Bild zu formulieren. Die bis einschlieklich des Kapitels 7 entwickelte mathemati-
sche Theorie wird sich als recht unhandlich herausstellen. Dem wird in Kapitel 8
durch Einbettung in eine Banachraum-Struktur begegnet, die die Formulierung der
sogenannten Hauptaxiome des Messens in Kapitel 9 dann deutlich vereinfacht. Das
Einfiihren immer neuer Axiome stellt stets eine indirekte Verkleinerung des mogli-
chen Grundbereiches der Theorie dar. Man stellt damit gewissermafken Vorausset-
zungen an den Grundbereich, ndmlich daf iiberhaupt ein Grundbereich existiert, der
durch die formulierte mathematische Theorie unter Beriicksichtigung der unschar-
fen Abbildungsprinzipien erfafst wird. Das heifst, man muf durch Abgleich mit dem
Experiment sicherstellen, daf es iiberhaupt Experimente gibt, die durch entwickelte
mathematische Theorie befriedigend beschrieben werden. Auch das soll nicht Teil
der vorliegenden Arbeit sein. Da sich im dritten Teil der Arbeit in Kapitel 10 unter
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Forderung weiterer Axiome die bekannte Hilbertraumformulierung als strukturiso-
morph zu der hier entwickelten mathematischen Theorie herausstellen wird, ist es
aber bekannt, dak es einen reichhaltigen Grundbereich experimenteller Aufbauten
gibt, die durch die entwickelte Theorie erfaft werden. In Kapitel 11 schlieflich wird
die Galilei-Gruppe in der Quantenmechanik untersucht. Dabei wird insbesondere
eine abstrakte Form der Schrodingergleichung gewonnen werden.



Kapitel 5

Die Praparier-Registrier-Struktur

Im folgenden Kapitel erfolgt eine erste Charakterisierung des Grundbereiches der
Quantenmechanik als begriffliche Zusammenfassung von Experimenten, bei denen
eine gerichtete Wechselwirkung von einem Priparierapparat hin zu einem Registrier-
apparat iibergeht.

Die so nur grob formulierte Aussage wird im ersten Abschnitt zunéchst verbal weiter
konkretisiert, um im zweiten Abschnitt den ersten Schritt hin zu einer mathema-
tischen Reprisentation der anvisierten Strukturen vorzunehmen. Dabei werden die
Begriffe Einzelexperiment, Priaparier- und Registrierereignis erldutert. Die anschlie-
fsenden Abschnitte 5.3 und 5.4 widmen sich in allgemeiner Weise den sogenannten
Auswahlverfahren, die insbesondere dazu dienen werden das in der vorliegenden
Arbeit durchgehend angewandte Wahrscheinlichkeitskonzept darzulegen. In Anwen-
dung kommen die so zur Verfiigung stehenden Konzepte zur Begriindung der Be-
griffe des Priparierverfahrens, der Registriermethode und der Registrierprozedur
in den Abschnitten 5.5 und 5.6, die die Bausteine der eingangs erwihnten Experi-
mente aufgebaut aus Prédparation und Registrierung darstellen. Der Modellierung
des gerichteten Wirkungsiibergangs von der Priparation zur Registrierung dient
der Abschnitt 5.7, in dem insbesondere die Termini des Effektverfahrens und des
Ja-Nein-Experiments realistisch begriindet werden kénnen. Am Ende des Kapitels
erfolgt dann die Definition der Praparier-Registrier-Struktur und des Begriffes des
Wechselwirkungstrigers.

Der hier vorgestellte Weg zur Begriindung einer Priparier-Registrier-Struktur als
Ausgangspunkt zur Formulierung der Quantenmechanik unterscheidet sich in eini-
gen Punkten von den Formulierungen, die Ludwig zum einen in [Lud83b] und zum
anderen in [Lud85a] vorstellt. In [Lud83b| wird bereits von der Wirklichkeit der Mi-
krosysteme ausgegangen, und es wird ihnen eine Bildmenge zugeordnet, die dann

47



48 KAPITEL 5. DIE PRAPARIER-REGISTRIER-STRUKTUR

durch Axiome strukturiert wird. In [Lud85a] dagegen wird die Quantenmechanik
vollstindig auf der Basis gekoppelter Makrosysteme bestehend aus Makrosystemen
zur Priaparation einerseits und Makrosystemen zur Registrierung andererseits aufge-
baut. Es werden jeweils Bildmengen fiir die Makrosysteme der Priaparation und die-
jenigen der Registrierung eingefiihrt und axiomatisch strukturiert. Dabei formuliert
Ludwig eine ganz allgemeine Theorie von Makrosystemen, die sich aus zwei gekoppel-
ten Makrosystemen zusammensetzen. Entsprechend aufwendig gestaltet sich daher
die Axiomatik, bis schlieklich die fiir die Quantenmechanik interessante Praparier-
Registrier-Struktur zur Verfiigung steht. Da sich die vorliegende Arbeit zum Ziel
setzt, den Ludwigschen Zugang insbesondere hinsichtlich ihrer Moglichkeiten zur
Umgehung von Interpretationsproblemen dazulegen, wére es unbefriedigend mit ei-
ner Bildmenge der Mikrosysteme zu starten. Zum Erreichen des eben genannten
Ziels ist es aber auch nicht notwendig, eine allgemeine Theorie der gekoppelten Ma-
krosysteme in der enormen Ausfiihrlichkeit vorzustellen, wie es Ludwig in [Lud85a]
getan hat. Stattdessen wird im folgenden Kapitel eine ,Mischform“ beider Zugin-
ge prasentiert. Das bedeutet, dall zwar gekoppelte Makrosysteme betrachtet wer-
den, aber die Axiomatik wird in Hinsicht auf die Bediirfnisse zur Formulierung der
Quantenmechanik deutlich reduziert, so da viele Ahnlichkeiten zur Formulierung
der Axiomatik in [Lud83b] hervortreten. Es sei noch darauf hingewiesen, daf Ahn-
lichkeiten zu den Uberlegungen bestehen, die Ludwig in [Lud85al, Kapitel III, §4
vorlegt, aber daf der hier vorgeschlagene Weg sich dennoch von den dortigen Erlau-
terungen unterscheidet. Alle weiteren Abweichungen zur iiblichen Vorgehensweise
Ludwigs werden an entsprechender Stelle diskutiert.

5.1 Der Ausgangspunkt des Ludwigschen Zuganges
zur Quantenmechanik

Das Ziel des Ludwigschen Zuganges besteht im Aufstellen einer realistisch fun-
dierten physikalischen Theorie im Sinne von Abschnitt 4.4. Das bedeutet, daf als
Ausgangspunkt nur kiinstlich hergestellte oder natiirlich vorhandene experimentelle
Anordnungen herangezogen werden, die konkret, also unmittelbar oder mit Hil-
fe nicht-quantenmechanischer Vortheorien, vorliegen und iiber deren Existenz kein
Zweifel besteht. Von einem derart radikalen Standpunkt aus haben Begriffe wie Ef-
fekt, Observable, Zustand, Teilchen, Welle, Masse, Spin oder auch nur Mikrosystem,
elementar oder zusammengesetzt, keinen Eingang in den Grundbereich der Quan-
tenmechanik. Derartige Begriffe sind unklar, weil sie nicht eindeutig im Realtext
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ausgezeichnet sind. Mithin besteht die Gefahr, dal mit solchen Begriffen verschie-
dene Vorstellungen verbunden werden und daf somit verdeckt Eigenschaften in die
Theorie miteinflieflen. Als Grundlage einer physikalischen Theorie im allgemeinen
und der Quantenmechanik im besonderen sollen aber keine Vorstellungen genom-
men werden, sondern konkrete vorzeigbare physikalische Prozesse und Objekte. Eine
Uranprobe gehort zum Grundbereich der Quantenmechanik, ebenso ein Teilchenbe-
schleuniger und die Nebeltropfen in einer Nebelkammer, aber nicht ein Zustand eines
a-Teilchens.

Allerdings soll nicht behauptet werden, dak Begriffe wie die oben aufgelisteten prin-
zipiell unsinnig sind, sondern nur, daf es schwer moglich scheint, ihnen einen Sinn
zuzuordnen, ohne eine realistisch fundierte physikalische Theorie der Quantenme-
chanik bereits zur Verfiigung zu haben. Bei der Theorie, wie sie auch in der hier
vorliegenden Arbeit entwickelt wird, steht eine Basis zur Verfiigung, obigen Kon-
zepten eine konkrete physikalische Bedeutung zu geben. In spéteren Kapiteln wird
das insbesondere am Beispiel der Begriffe des Zustandes, des Effektes und des Mi-
krosystems, elementar wie zusammengesetzt, sowie des Spins und der Masse deutlich
werden.

Um eine realistisch fundierte physikalische Theorie aufzustellen, ist es notwendig, in
moglichst klarer sprachlicher Form darzulegen, welche experimentellen Situationen
als Ausgangsbasis fiir die Theorie dienen sollen. Ein derartiger Vorgang kann nicht
exakt im Sinne einer mathematischen Theorie geschehen, sondern mufs auf verbalem
Wege vonstatten gehen. Den sich daraus ergebenden eventuellen Unklarheiten, ob
etwas noch zum Grundbereich der Quantenmechanik gehort oder nicht, muf derart
begegnet werden, daf im Zweifelsfalle das betreffende Realtextstiick nicht hinzuge-
nommen werden darf. Dabei ist es moglich, dak sich erst im Laufe des Umgangs mit
einer speziellen experimentellen Problematik herausstellt, ob sie von der Quanten-
mechanik erfafst wird oder nicht.

G. Ludwig fakt die Quantenmechanik als eine spezielle Wechselwirkungtheorie zwi-
schen makroskopischen Gegenstinden auf. Unter makroskopischen Gegenstinden
sind dabei im obigen Sinne konkrete vorzeigbare Teile der Realitdt gemeint, die
entweder mit Hilfe der unmittelbaren Sinneswahrnehmung oder durch nicht-quan-
tenmechanische Vortheorien bereitgestellt werden kénnen. Zum Beispiel denke man
an den Kraftbegriff im Rahmen der klassischen Mechanik oder den Strombegriff im
Rahmen der Maxwellschen Elektrodynamik. Jedes fiir die Quantenmechanik rele-
vante Experiment ist aus zwei Teilen zusammengesetzt: einem Pripariervorgang an
einem makroskopischen Gegenstand und einem Registriervorgang an einem anderen
makroskopischen Gegenstand, der an ihm zu einer Verdnderung fiihrt oder nicht. Es
sei hier eine kleine Bemerkung zur Wortwahl gemacht. Der Ausdruck Gegenstand
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wurde verwendet, um auch die Moglichkeit der Verwendung natiirlich gegebener
experimenteller Anordnungen miteinzuschliefen. Im weiteren wird aber der Ein-
fachheit halber meist das Wort Apparat gewihlt, ohne damit besagte natiirliche
Anordnungen auszuschliefen.

Vom Préparierapparat wird eine Wirkung in gerichteter Form auf den Registrier-
apparat vermittelt. Damit sollen zwei Punkte umschrieben sein. Zunéchst sei der
Umstand gemeint, daft das Durchfiihren einer Priparation das Ergebnis der Regi-
strierung beeinflussen kann. Eine solche Beeinflussung muf im allgemeinen nicht
existieren, aber Experimente sind meist nur dann von besonderem Interesse, wenn
es eine derartige Beeinflussung gibt. Der andere Punkt ist das eigentliche Kriterium
fiir eine gerichtete Wechselwirkung, das besagt, daf Wahl und Anwendung eines
Registrierapparates keinen Einflufs auf den Pripariervorgang haben. Die notwendi-
ge Prazisierung der vorldufig noch etwas ungenau formulierten Anforderung wird in
den néchsten Abschnitten erfolgen. Vorerst sei auf einige Beispiele verwiesen:

(i) eine Lichtquelle als Prépariergegenstand, die eine Photoplatte als Registrier-
gegenstand schwérzt,

(ii) eine Uranprobe in einer Bleikammer ausgestattet mit einer Verschlufvorrich-
tung als Prapariergegenstand, vom dem bei Offnen der Verschluftvorrichtung
eine Wirkung ausgeht, die zur Tropfchenbildung in einer Nebelkammer fiihrt,

(iii) ein Teilchenbeschleuniger mit einem Target als Pripariergegenstand, der zu
Reaktionen in einer um das Target angebrachten Detektorbatterie fiihrt.

Es ist klar, dak das Konzept der gerichteten Wechselwirkung nicht auf die Quanten-
mechanik beschriankt ist, sondern ein allgemeines Konzept darstellt. So ist auch ein
Gewehrschufs ein Priapariervorgang, der in Form einer gerichteten Wechselwirkung
auf einer Zielscheibe als Registriergegenstand einen Abdruck hinterléft. Es ist somit
bei der Quantenmechanik von einer speziellen Wechselwirkungstheorie zu sprechen,
da sie sich nur um Formen der gerichteten Wechselwirkung bemiiht, die nicht ei-
ner klassischen Beschreibungsweise zugénglich sind. Es ist im weiteren das Ziel, die
besondere Struktur der quantenmechanischen Wirkungsvermittlung im Realtext ge-
nauer zu fassen und geeignet mathematisch abzubilden.

Man bemerke, wie vorsichtig der bisher eingenommene Standpunkt ist. Es wird
lediglich von gerichteter Wechselwirkung zwischen makroskopischen Gegenstinden
gesprochen und nicht davon, wie die Wechselwirkung vonstatten geht. Es wird noch-
mals explizit darauf hingewiesen, daf Begriffe wie Teilchen, Welle oder auch nur
Mikrosystem nicht verwendet werden.
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5.2 Einzelexperimente —
Praparier- und Registrierereignisse

Der erste Schritt in der Beschreibung der Realtextteile, die den Grundbereich der
Quantenmechanik bilden sollen, besteht in der Auszeichnung von Teilen der Rea-
litdt, die als Praparier- und Registrierereignisse bezeichnet werden sollen. Darauf
aufbauend gelangt man zu den sogenannten Einzelexperimenten.

Als Préparierereignis bezeichne man einen konkreten technisch kontrollierbaren
und raum-zeitlich begrenzten Prozef, der charakterisiert wird durch:

e ein Fast-Inertialsystem als raum-zeitliches Bezugssystem, auf das sich alle An-
gaben beziehen,

e seinen technischen Aufbau,
e seine Durchfiihrung.
Beispiele:

e eine ganz bestimmte Uranprobe in einer ganz konkreten Bleikammer mit einer
ganz bestimmten Offnung, die durch eine ganz bestimmte Verschlufvorrich-
tung verschlossen werden kann:

Charakteristika:

— Auszeichnen eines Fast-Inertialsystems als raum-zeitliches Bezugssystem,

— Bauanleitung fiir diesen einen Kasten und Angaben zur Bereitstellung
dieser einen Uranprobe,

— Durchfiihrungsanweisung: Verschlufvorrichtung zu bestimmtem Zeitpunkt
Offnen und wieder schliefsen.

e cin ganz bestimmter Gliihdraht in einer ganz bestimmten Abschirmkammer
mit Schlitz versehen mit einer bestimmten Verschlufivorrichtung:

Charakteristika:

— Auszeichnen eines Fast-Inertialsystems als raum-zeitliches Bezugssystem,

— Bauanleitung inklusive Angaben iiber verwandte Materialien, Art der
Spannungsversorgung, wo genau an der Kammer und auf welche Weise
die Verschlufvorrichtung angebracht ist und analoge Bestimmungsstiicke
fiir diese eine Apparatur,
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— Durchfiihrungsanweisung: Verschlufvorrichtung zu bestimmtem Zeitpunkt
6ffnen und wieder schliefien.

Als Registrierereignis sei ein konkreter technisch kontrollierbarer und raum-zeitlich
begrenzter Prozef bezeichnet, der charakterisiert ist durch:

ein Fast-Inertialsystem als raum-zeitliches Bezugssystem, auf das sich alle An-
gaben beziehen,

seinen technischen Aufbau,
seine Anwendung,

eine Festlegung, was eine interessante Verdnderung ist, die auftreten kann oder
nicht,

die Feststellung, ob die als interessant ausgezeichnete Verdnderung aufgetreten
ist oder nicht.

Beispiele:

eine konkrete Verwendung einer ganz bestimmten Nebelkammer

Charakteristika:

— Auszeichnen eines Fast-Inertialsystems als raum-zeitliches Bezugssystem,
— Bauanleitung zur Gewinnung dieser einen Nebelkammer,

— Benutzungsanweisung zur Durchfiihrung dieser einen betrachteten Durch-
fiihrung

— Auszeichnen eines bestimmten Raumgebiets in der Nebelkammer als in-
teressantes Gebiet in dem Sinne, daf ein Auftauchen von Nebeltropfchen
in dem ausgezeichneten Gebiet als Eintreten einer interessierenden Ver-
anderung definiert sei,

— Feststellung, ob bei der konkreten Durchfiihrung Nebeltropfchen in be-
sagtem Raumgebiet aufgetaucht sind oder nicht.

eine konkrete Verwendung eines ganz bestimmten Zahlrohrs

Charakteristika:

— Auszeichnen eines Fast-Inertialsystems als raum-zeitliches Bezugssystem,
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— Bauanleitung zur Gewinnung dieses einen Zahlrohrs,

— Benutzungsanweisung zur Durchfiihrung dieser einen betrachteten Durch-
fiihrung,

— Auszeichnen der interessierenden Verdnderung: das Zahlrohr schligt an,
das heifst, es wird ein Strom einer gewissen Mindeststromstéirke gemessen,

— Feststellung, ob bei der einen konkreten Durchfiihrung die Mindeststrom-
stiarke aufgetreten ist oder nicht.

Unter einem Einzelexperiment wird ein Paar aus einem Priparierereignis und
einem Registrierereignis verstanden. Ein Einzelexperiment ist somit ein Gesamtpro-
zel, der aus zwei einzelnen Prozessen aufgebaut ist.

Nur zur Verdeutlichung soll nochmals betont werden, dafs mit den Praparier- und Re-
gistrierereignissen nicht etwa nur die Apparate gemeint sind, sondern ganz konkrete
Durchfiihrungen an ganz konkreten Apparaten. Das heifst, daft identische Durch-
fiihrungen am selben Apparat zu verschiedenen Zeiten oder an verschiedenen Orten
verschiedene Ereignisse darstellen.

Nach der ersten Charakterisierung der Teile der Realitdt, die als Grundlage fiir
die Quantenmechanik dienen sollen, mufs jetzt deutlich gemacht werden, wie die
einzelnen Realtextteile mit Namen zu versehen sind.

Es gelten dabei folgende Regeln:

e Jedes Priparierereignis und jedes Registrierereignis bekommt einen und nur
einen Namen.

e Jedes Einzelexperiment bekommt einen und nur einen Namen.
e Jeder Name wird nur einmal verwandt.

e Es werden nur Priparierereignisse mit Namen versehen, zu denen es ein Re-
gistrierereignis so gibt, daf$ sie als Paar ein Einzelexperiment darstellen. Ebenso
werden nur Registrierereignisse mit einem Namen versehen, zu denen es ein
Préparierereignis so gibt, dak sie als Paar ein Einzelexperiment darstellen.

e Es kommt haufig vor, dak ein Registrierapparat aus mehreren Teilen besteht,
die unabhingig voneinander Verdnderungen aufweisen konnen, dann soll jeder
Teil fiir sich mit einem Namen versehen werden. Dabei werden mit demselben
Préparierereignis im obigen strengen Sinne verschiedene Registrierereignisse
ygleichzeitig® in Kontakt gebracht. Es wird jetzt die Vereinbarung getroffen,
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daf fiir jedes einzelne Registrierereignis das Praparierereignis mit einem eige-
nen Namen versehen wird. Man gelangt also zum Beispiel fiir 100 Detektoren,
die bei einem einzelnen experimentellen Vorgang auf ein Praparierereignis an-
gewandt werden, zu 100 Einzelexperimenten mit jeweils eigenem Namen fiir
Préaparierereignis wie Registrierereignis, obwohl es sich streng genommen um
dasselbe Priiparierereignis handelt . Der Ausdruck ,gleichzeitig“ ist absicht-
lich in Anfiihrungsstriche gesetzt, denn die Aussage soll nicht nur Bezug neh-
men auf Registrierereignisse, die zum selben Zeitpunkt abgeschlossen wurden,
sondern auf alle Registrierereignisse, die zum selben experimentellen Ablauf
gehoren. So kann es sein, daf verschiedene Registrierereignisse, die sich im glei-
chen Experiment auf denselben Pripariervorgang beziehen, zu verschiedenen
Zeiten stattfinden. Ein Beispiel sind Detektoren, die an verschiedenen Orten
stehen und sich ausbreitendes Licht in einem bestimmten Medium registrieren.
Hierbei konnen die Zeitunterschiede gerade besonders interessant sein.

Obige Abmachung erlaubt es, die vereinfachende Konvention einzufiihren, daf
jedem Préparierereignis nur ein Registrierereignis zur Bildung eines Einzel-
experimentes zukommt. Naheliegenderweise soll aber auch umgekehrt die Na-
mensgebung derart sein, dafl jedem Registrierereignis nur ein Priparierereignis
zur Bildung eines Einzelexperimentes zukommt.

Ebenso handelt es sich um verschiedene Préparier- und Registrierereignisse
und damit auch um verschiedene Einzelexperimente, wenn man verschiedene
Verdnderungen am selben Apparat interessant findet. Zum Beispiel betrach-
te man bei einem Drehspulinstrument verschiedene Zeigerstellungen, bei der
Blasenkammer verschiedene Gebiete, in denen Tropfchen auftauchen oder bei
einer Photoplatte verschiedene Gebiete, in denen Schwéarzung auftritt.

Ein wichtiges Problem besteht noch darin, inwieweit die Technik der ,selbstre-
gistrierenden Experimente* mit der hier erlduterten Auffassung und Bezeich-
nungsweise vereinbar ist. Mit selbstregistrierenden Experimenten ist dabei die
folgende Situation gemeint. Haufig werden Einzelexperimente in grofier An-
zahl wiederholt. Statt jedes der Einzelexperimente im obigen Sinne einzeln
durchzufiihren, das heifst die Durchfiihrung explizit von vorne bis hinten ge-
méf der Information zu wiederholen, die alle mit einem Préaparier- oder Re-
gistrierereignis verbunden werden sollen, bleiben die Apparate durchgehend
angeschaltet. So werden von einem Gliithdraht mit Abdeckkammer natiirlich

!Bei derartigem Vorgehen lassen sich die von Ludwig in [Lud70] als z-Gruppen bezeichneten

Konstrukte umgehen.
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dauernd Photonen emittiert, zumindest wenn die Verschlufvorrichtung geoff-
net ist. Damit solche Experimente aber zum experimentellen Ausgangsmate-
rial der hier entwickelten Quantenmechanik gehdren, miissen sie derart sein,
da garantiert ist, daf man ohne Verdnderung der Versuchsergebnisse auch
hétte dauernd an- und ausschalten konnen. Dabei diirfen sich natiirlich die
die Préparier- oder Registrierereignisse definierenden Charakteristika durch
ein ,Angeschaltetsein® nicht verindern. Zum Beispiel muf beim Zahlrohr die
Relaxationszeit beriicksichtigt werden, bevor es erneut fiir ein Registrierereig-
nis verwandt werden darf, oder es darf durch den Dauerbetrieb nicht etwa
durch thermische Effekte zu einer entscheidenden Anderung des Priparier-
oder Registrierapparates kommen. Entsprechende Betrachtungen nehmen Ex-
perimentalphysiker aber ohnehin vor, so daf derartige Forderungen durchaus
als natiirlich gewertet werden konnen.

Nach den Abmachungen zur Namensgebung, also zur Normierung des Realtextes,
kann begonnen werden, die Abbildungsprinzipien aufzustellen:

Abbildungsprinzipien Teil 1:

Es werden drei Mengen M, My, M als Bildmengen ausgezeichnet, wobei
M C M; x M, zudem fiir eine Bildrelation steht. My, My, M sollen im
folgenden Sinne verwandt werden:

x1 ist Name eines Praparierereignisses +— x1 € My,
xo ist Name eines Registrierereignisses — T9 € My,
x ist Name eines Einzelexperimentes +— T €M,

x ist Name eines Einzelexperimentes, das zu-
sammengesetzt ist aus einem Praparierereig-
nis mit Namen z; und einem Registrierereignis
mit Namen 2z,

+— x=(x1,22).

Die obigen Abmachungen zur Normierung kénnen nun dafiir verwandt werden, zwei
Axiome fiir die Struktur von M zu wihlen, die sich in [Lud85al, Kapitel III, §1,
S. 48 finden:

AZ 1 Seien x1, 2} Elemente aus M;, und seien xo, ), Element aus M, dann gilt:
(i) Gehoren (z1,z2) und (2}, x9) zu M, dann gilt z; = z.

(i) Liegen (z1,x2) und (z1,24) in M, dann gilt xo = ).
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AZ 2 Zu jedem Element x; aus M; existiert ein Element x5 der Menge M, mit
(x1,22) € M. Bezeichnet x5 ein Element aus M, dann existiert ein Element z; in
M; mit (z1,25) € M.

Einer Bemerkung Ludwigs in [Lud85a|, Kapitel III, §1, S. 48 folgend, kann man in
dquivalenter Weise auch fordern:

AZ* Es existiert eine Bijektion j : M| — My, so daf gilt:

M = {(x1,j(z1)) | 21 € Mi}.

Dabei ist j dann die Abbildung, die Priaparier- und Registrierereignisse einander
zuordnet. Wie bereits angedeutet wurde und wie weiter unten bewiesen wird, ist
die Relation ,AZ 1 und AZ 2“ der Relation AZ gleichwertig. Folglich ist es beliebig,
welche Aussage axiomatisch gefordert wird. Zumeist wird hier ,AZ 1 und AZ 2¢
gewahlt werden. Um deutlich zu machen, daf mithin die Aussage AZ gilt, wurde
oben an AZ ein * angehingt. Die oben angesprochene Aquivalenz liefert

Lemma 5.2.1 Die Aussage AZ ist dquivalent zu der Aussage (AZ 1 und AZ 2).

Beweis:

»(AZ 1 und AZ 2) = AZ:* Man definiere folgende Abbildung:
j: My — My, z1— j(z1) := dasjenige zo, fiir das (z1,z2) € M.

Die Wohldefiniertheit der Abbildung folgt aus der zweiten Zeile von AZ 1. Die
erste Zeile von AZ 2 liefert, daf der Definitionsbereich von j durch M; gegeben
ist. Mit der ersten Zeile von AZ 1 folgt Injektivitdt und mit der zweiten Zeile
von AZ 2 die Surjektivitat.

JAZ = (AZ 1 und AZ 2):* Analog zur anderen Beweisrichtung folgt aus der
Abbildungseigenschaft von j die zweite Zeile von AZ 1, aus der Injektivitét
ergibt sich die erste Zeile von AZ 1. Aus dem Umstand, daf M; der Definiti-
onsbereich von j ist, folgt die erste Zeile von AZ 2, wiahrend die zweite Zeile
von AZ 2 Konsequenz der Surjektivitdt ist. |

Zum Abschluf des Abschnitts soll noch erwdhnt werden, daft die Forderung der
Abzéahlbarkeit der Mengen Mj, My und M im Sinne der Endlichkeitsiiberlegungen
aus Abschnitt 4.3 nicht explizit als Axiom aufgenommen wird, da sie Konsequenz
der spéter eingefiihrten Axiome APS 1 und 2 sein wird.
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5.3 Einzelprozesse und Auswahlverfahren

Nachdem nun erldutert wurde, welche Teile der Realitdt mit den Begriffen Einzelex-
periment, Priaparier- und Registrierereignis bezeichnet werden sollen, ist es fiir den
Aufbau der Quantenmechanik im Sinne von G. Ludwig notwendig, noch weitere Teile
der Realitét, die als Auswahlverfahren und statistische Auswahlverfahren bezeichnet
werden, in die physikalische Theorie einzufiihren. Dabei wird auch das durchgingig
in vorliegenden Arbeit verwandte Wahrscheinlichkeitskonzept unter besonderer Be-
riicksichtigung des Verhéaltnisses zum Realtext entwickelt. Um Wiederholungen und
damit einen Mangel an Ubersichtlichkeit zu vermeiden, werden die Konzepte hier
zunichst allgemein eingefiihrt.

Man betrachte einen Teil der Wirklichkeit, an dem ein Realtext ausgezeichnet sei.
Der Realtext moge physikalische Prozesse bestimmter Art umfassen, die als Einzel-
prozesse bezeichnet werden sollen. Der Terminus des Einzelprozesses wird verwen-
det, um zu betonen, daf auch hier analog zu den Priparierereignissen, Registrier-
ereignissen und Einzelexperimenten stets ganz konkrete Prozesse gemeint sind. Die
Bildmenge fiir die Prozesse heife M. Als Abbildungsprinzip wird dabei gewahlt,
dak z € M dann notiert wird, wenn x Name eines Einzelprozesses der obigen Art
ist. Die physikalischen Einzelprozesse der interessierenden Art sind im allgemeinen
nicht einfach vorgegeben, sondern Resultat einer bestimmten Verfahrensweise zu ih-
rer Gewinnung. Unter Verfahren sei eine Anleitung zum Erhalt von Einzelprozessen
mit bestimmten Eigenschaften verstanden. Die einzelnen Verfahren sollen ebenfalls
mit Namen versehen werden. Als Bildmenge fiir die Verfahren wird die Menge S
gewihlt, so dak a € S die Realrelation ,,a ist Name eines Verfahrens zur Gewin-
nung von Einzelprozessen der ausgezeichneten Art“ abbildet. Ein solches Verfahren
kann man als Verfahren zur Auswahl bestimmter Einzelprozesse auffassen. Daher
liegt es nahe, ein Verfahren a aus & mit der Teilmenge derjenigen Einzelprozesse
x € M zu identifizieren, die nach dem Verfahren a gewonnen und damit ausgewéhlt
werden. Daher wird gefordert, daf S Teilmenge der Potenzmenge P (M) von M ist.
Damit verkniipft wird die Relation x € a als Bildrelation dafiir eingefiihrt, daf der
Einzelproze = den Charakteristika des Verfahrens a geniigt.

Ein Verfahren a heifse feiner als ein anderes Verfahren b und b heife gréber als a,
wenn fiir den vorgelegten Realtext gilt, dak jeder Einzelprozeft, der den Charakteri-
stika von a geniigt, auch den Charakteristika von b geniigt. In der mathematischen
Theorie soll dafiir a C b notiert werden.

Es wird nun festgelegt:
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Definition 5.3.1
Sei M eine Menge. Dann heifit eine nicht-leere Teilmenge S der Potenzmenge P (M)
von M eine Menge von Auswahlverfahren auf M, wenn gilt:

AS 1.1 Sind a, b Elemente aus S mit a C b, dann liegt b\ a in S.
AS 1.2 Fiir alle Elemente a,b aus S liegt aNb in S.

Analog soll eine Menge M, die Bildmenge von Verfahren zur Auswahl von physi-
kalischen Prozessen ist, als Bildmenge von physikalischen Auswahlverfahren
bezeichnet werden, wenn die Eigenschaften AS 1.1 und AS 1.2 in sinnvoller Weise ge-
fordert werden diirfen, also wenn die Ausstattung der mathematischen Theorie mit
AS 1.1 und AS 1.2 als Axiomen bei addquatem unscharfem Vergleich mit der Erfah-
rung im Sinne von Abschnitt 4.2 nicht auf einen Widerspruch fiihrt. Dabei besagt
AS 1.1, dak ausgehend von zwei Auswahlverfahren a und b, wobei a feiner als b sein
soll, auch durch b\a wieder ein Auswahlverfahren gegeben ist. Also ist das Kriterium,
zu b, aber nicht zu a zu gehoren, ein Kriterium, das ein Auswahlverfahren definiert.
AS 1.2 verlangt, dak zu je zwei Auswahlverfahren a,b auch a N'b ein Auswahlver-
fahren ist. Das Auswahlverfahren a N b umfakt dann diejenigen Einzelprozesse, die
sowohl den Gesichtspunkten, die a ausmachen, als auch den Gesichtspunkten, die b
ausmachen, geniigen. Es sei darauf hingewiesen, daf nicht M € § gefordert wird, wie
sich am Beispiel der Praparier- und Registrierereignisse aus Abschnitt 5.2 unmittel-
bar illustriert. Denn einem Ausdruck wie ,alle Anschaltvorgénge eines bestimmten
Apparates® kann kein Aquivalent im Realtext zugewiesen werden.

In der Quantenmechanik kommt dem Begriff der Wahrscheinlichkeit eine zentrale
Rolle zu. Daher bedarf es einer Klarstellung, was damit verbunden wird. Insbesonde-
re soll das Verhiltnis des Wahrscheinlichkeitsbegriffes zum Realtext deutlich werden.
Als Ausgangspunkt wird eine Bildmenge S von physikalischen Auswahlverfahren ge-
wéhlt. Mit ¢ und o' mégen zwei Verfahren zur Gewinnung von Einzelprozessen aus
S derart bezeichnet sein, daf o' feiner als a ist. Wahlt man nun N Einzelprozesse
entsprechend dem Verfahren a, und sucht man unter den N Einzelprozessen dieje-
nigen N’ Prozesse heraus, die auch den Charakteristika von o’ geniigen, dann erhélt
man eine relative Haufigkeit h = %’ Wiederholt man ein solches Vorgehen n Mal,

erhilt man n relative Haufigkeiten h; = %” mit ¢ = 1,...,n. Die derart gewonne-
nen relativen Haufigkeiten stellen interessante Teile des Realtextes dar, die in das
mathematische Bild durch Abbildungsprinzipien entsprechend der allgemeinen Be-
trachtungen aus Kapitel 4 aufgenommen werden sollen. Als Bildrelation wird eine
Funktion Ag : Ts — [0, 1] mit 75 := {(a,b) € SxS | a D b, a # @} gewihlt, auf die
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die relativen Haufigkeiten h; unscharf abzubilden sind. Bei der Wahl der Unschérfe-
menge soll der Einfachheit und Ubersichtlichkeit halber angenommen werden, daf
man zum Vergleich der Elemente von & und der physikalischen Auswahlverfahren
selber mit idealen Bildrelationen, also ohne Unschirfemengen, arbeiten kann. Das
stellt aber fiir die hier interessierenden Punkte keine wichtige Einschriankung dar.
Ist nun unter Beriicksichtigung einer derartigen vereinfachenden Zusatzbedingung
eine geeignete Unschirfemenge U C R x R vorgegeben, dann sind fiir die relativen
Haufigkeiten h; im Sinne von Abschnitt 4.2 als Abbildungsaxiome zu notieren:

Ja; € R: [As(a,a’) = a; und (ay, hy) € U]
und  Jas € R: [As(a,a’) = as und (ag, hy) € U]

und  Ja, € R:[As(a,d') = o, und (an, hy) € U]

Da die Bildrelation As in der mathematischen Theorie bereits als Funktion erklart
wurde, folgt sofort: ay = ay = --- = a,. Also lassen sich obige Abbildungsaxiome
umformen zu:

[(As(a,a’),h1) € U und (As(a,a’),hy) € U...und (As(a,a’), h,) € U]. (5.1)

Nur zur Veranschaulichung, wie solche Abbildungsaxiome etwas konkreter aussehen,
wahle man U := {(3,7) € RxR || 8—7 |< €} mit € > 0. Dann kann man die obige
Aussage in dquivalenter Weise, wie folgt, notieren:

As(a,a’) = hy + € und As(a,a’) = hy £ e...und As(a,a’) = h, +e

Fiihrt das Zufiigen derartiger Abbildungsaxiome fiir eine gewihlte Unschérfemen-
ge U zur mathematischen Theorie nicht zu einem Widerspruch, dann soll davon
gesprochen werden, daf As(a,a’) in physikalischer Approximation gleich einem der
h; ist. In Symbolen soll dafiir As(a,a’) ~, h; geschrieben werden. Dabei wird der
Einfachheit halber die Angabe der Unschirfemenge weggelassen. Man kann eine Re-
lation der Form As(a,a’) ~, h; fiir jedes ¢ € {1,---,n} notieren, wenn (5.1) gilt,
denn die Relation besagt gerade, dal auf dem Niveau der physikalischen Unschér-
femenge U alle h; physikalisch ununterscheidbar von Ag(a,a’) sind. Man kann also
bei Giiltigkeit von (5.1) fiir ein hinreichend grofes n und ebenso hinreichend grofe
Ny, -+, N, sagen, dal man ,innerhalb der durch U charakterisierten Genauigkeit
immer wieder zu derselben relativen Haufigkeit“ kommt. Deshalb wird in einer derar-
tigen Situation auch von reproduzierbaren Hiufigkeiten gesprochen. Auch hier



60 KAPITEL 5. DIE PRAPARIER-REGISTRIER-STRUKTUR

wird der Einfachheit halber die Angabe der Unschirfemenge, beziiglich derer die
Aussage iiberhaupt gilt, weggelassen. Wenn im Laufe der folgenden Erlduterungen
von reproduzierbaren Haufigkeiten oder im Zusammenhang mit relativen Haufig-
keiten von physikalischer Approximation gesprochen wird, ist damit stets der oben
dargestellte Zusammenhang fiir eine geeignete Unschéirfemenge gemeint. Was unter
einer geeigneten Unschirfemenge zu verstehen ist, hingt dann im einzelnen von der
betrachteten Theorie ab.

Hat man zwischen den obigen Auswahlverfahren a und o’ reproduzierbare Héaufig-
keiten im Realtext gefunden, dann soll o’ statistisch abhingig von a heifen.
Nachdem nun dargestellt worden ist, welche Realtextteile auf welche Weise mit der
Funktion As verglichen werden sollen, bedarf es in der Folge der Definition einer
geeigneten mathematischen Struktur. Dafiir wird gewéahlt:

Definition 5.3.2
Sei M eine Menge. Dann heifit eine Teilmenge S der Potenzmenge P (M) von M
eine Menge von statistischen Auswahlverfahren auf M, wenn gilt:

(i) S ist Menge von Auswahlverfahren auf M.

(i1) Auf 7s:={(a,b) € § xS | a D b,a # @} ist eine Abbildung s : Ts — [0, 1]
so definiert, daf gilt:

AS 2.1 Seien aq,as Elemente der Menge S derart, dalk zum einen der
Durchschnitt von a; und ay leer ist und daf zum anderen die Vereinigung
a1 U ag zu den nicht-leeren Elementen der Menge S gehort, dann gilt:

As(a1 Uag, ar) + As(ar Uag, as) = 1.

AS 2.2 Seien ay,as,a3 Elemente der Menge S derart, dall zum einen
die Mengeninklusionskette a; O as O as gilt und dall zum anderen as
nicht-leer ist, dann gilt:

)\S(ala as) = )\s(ab GZ))\S(CLZ: 03)-

AS 2.3 Seien aj,as Elemente der Menge S derart, dal zum einen a;
die Menge as; umfalt und dak zum anderen as nicht-leer ist, dann gilt

)\5(0,1, CLQ) 7é 0.

Das mathematische Bild der reproduzierbaren Hiufigkeiten As wird als Wahr-
scheinlichkeitsfunktion bezeichnet, wihrend man Ag(a1,a2) als Wahrschein-
lichkeit von ay relativ zu a; nennt. Die Abbildungsprinzipien, wie sie im Vorfeld
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der Definition erldutert wurden, motivieren die oberen Eigenschaften AS 2.1 und
AS 2.2 unmittelbar. Betrachte dazu zwei disjunkte Auswahlverfahren a; und as, so
dak die Vereinigung ein nicht-leeres Auswahlverfahren ist. Dariiber hinaus seien N
Einzelprozesse entsprechend a; U as ausgewahlt. Von den N Einzelprozessen mogen
Nj auch den Kriterien von a; und Ny den Kriterien von a, geniigen. Dann folgt wegen
der vorausgesetzten Disjunktheit der beiden Mengen die Identitdt N = Ny + Ny, so
daf AS 2.1 gilt. Seien nun die Voraussetzungen fiir drei Auswahlverfahren a;, a; und
ag entsprechend AS 2.2 erfiillt. Man wihle nun N; Einzelprozesse geméf a,. Unter
den N; Einzelprozessen suche man diejenigen Ny Stiick heraus, die auch as geniigen.
Von den N, Einzelprozessen wiederum wihle man diejenigen N3 Stiick, die auch as
geniigen. Dann gilt sofort %—? = %—z%—f Die nicht unmittelbar eingingige Forderung
nach AS 2.3 niitzt vor allem der mathematischen Bequemlichkeit. Es besagt, daf zu
jedem Auswahlverfahren a; und jedem relativ dazu feineren Auswahlverfahren as
immer endlich viele Prozesse existieren, die auch wirklich a, geniigen. Hat man ei-
ne Bildmenge physikalischer Auswahlverfahren und beziiglich dieser reproduzierbare
relative Haufigkeiten vorliegen, so dak fiir das mathematische Bild AS 2.1 - AS 2.3
als Axiome gefordert werden diirfen, dann soll von einer Bildmenge statistischer
Auswahlverfahren gesprochen werden.

Der Abschnitt schliefst mit zwei Anmerkungen. Das oben begriindete Wahrschein-
lichkeitskonzept wird der iiblichen Kolmogoroffschen Grundlegung der Wahrschein-
lichkeit vorgezogen, da es sich, wie die weiteren Untersuchungen zeigen werden,
fiir die physikalischen Problemstellungen erheblich besser eignet. Uberlegungen zu
verallgemeinerten Wahrscheinlichkeitskonzepten werden hier aber nicht vorgestellt.
Hinsichtlich des Verhéltnisses des dargestellten Konzeptes zur Kolmogoroffschen
Struktur und einer geeigneten Erweiterung der axiomatischen Eigenschaften AS 2.1 -
2.3 beachte etwa [Neu83|, [Lud81d], S. 361ff., [Lud83b], Kapitel IT, S. 20ff., [Lud85a],
Kapitel II, S. 18 und [Lud90b], Kapitel 11 sowie die dort zitierte Literatur.

Als zweiter Punkt sei besonders betont, dafs das oben erlauterte Konzept der Wahr-
scheinlichkeit nur Bezug auf den Realtext nimmt und somit bereits vor der Quan-
tenmechanik existiert. Es wird fiir alle Theorien genau das oben erlduterte Konzept
verwandt, so dak fiir die Quantenmechanik ,kein neues“ Konzept notwendig ist.

5.4 Einfache mathematische Konsequenzen

Es werden nun einige einfache mathematische Aussagen zu den neu gewonnenen
Begriffen der Menge von Auswahlverfahren und der Menge von statistischen Aus-
wahlverfahren auf einer Menge formuliert.
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Da das erste Lemma offensichtlich ist, wird dafiir kein Beweis notiert.

Lemma 5.4.1 Sei M eine Menge, dann ist die Potenzmenge P(M) eine Menge
von Auswahlverfahren auf M.

Lemma 5.4.2 Sei M eine Menge, und sei S eine Menge von Auswahlverfahren

auf M. Im weiteren bezeichne a ein Element aus S und (a;)", eine Familie von

Elementen der Menge S. Gilt nun fir jedes i aus {1,...,n} die Mengeninklusion
n

a; C a, dann ist die Vereinigung |J a; ein Element aus S.
i=1

Beweis:

Es mégen die Voraussetzungen fiir @ und (a;)7; erfiillt sein. Es gilt also ins-
besondere

Vie{l,...,n}:qa; Ca.
Also erhélt man fiir alle i € {1,...,n} die Zugehorigkeit von a\ a; zu S. Damit
folgt aber auch, daf a \ (U;_; i) = Ni=1(a \ a;) in S liegt. Das heifit, es gilt:

n n

Uai=a\(a\ ((Ja)) €S

=1 =1

Definition 5.4.3

Sei S eine Menge von Auswahlverfahren auf einer Menge M. Seien ferner o ein
Element aus S und (0;)?_; eine Familie aus S, deren Mitglieder paarweise disjunkt
sind und fiir die 0 = [J;_, o; gilt. Dann heift ¢ die Mischung der Familie (o;)",
und (o;)™; heift eine disjunkte Zerlegung von o.

Definition 5.4.4

Sei S eine Menge von Auswahlverfahren auf einer Menge M, und sei a Element von
S, dann wird definiert:

S(a) = {beS|bCa}l,
§ = S\{o}.

In Ausfiihrung und teilweiser Erweiterung einiger Anmerkungen Ludwigs in [Lud83b],
Kapitel II, Abschnitt 3, S. 19f. ergibt sich:

Lemma 5.4.5 Sei S eine Menge von statistischen Auswahlverfahren auf einer Men-
ge M mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion As. Dann gelten die folgenden Aussagen:
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(i) Flir jedes a aus S' gelten die Relationen As(a,a) =1 und As(a, @) = 0.

(ii) Fir jedes a aus 8" und jede Familie (a;)?_, aus S(a), deren Mitglieder paar-
weise disjunkt sind, ergibt sich:

)\5(CL,

n n
1=

a;) = As(a, a;)
1 =1

(11i) Fiir jedes a1 aus 8" und alle as, a3 aus S, die der Inklusionskette ay O as D a3
gentigen, folgt:
As(a1,a2) > As(aq, as).

Beweis:

zu (i): Betrachte ein a aus §’. Dann folgt mit AS 2.1:

1=Xs(aU@,a)+ As(aUD,2) = As(a,a) + As(a, D)
Mit AS 2.2 ergibt sich zudem
)\S(a'a Q) = )\5(&, a’))‘S(aa Q)

Also gilt
)\3(61,,@) = (1 - )\5((1,, @))/\5(0,, Q)a

woraus sich dann unmittelbar As(a, @) = 0 und As(a,a) = 1 ergibt.

u (ii): Zunéchst wird die Wohldefiniertheit der linken Seite der Aussage ge-
zeigt. Dazu betrachte man ein Element ¢ € S’ und eine Familie (a;)!; aus
S(a), deren Mitglieder paarweise disjunkt sind. Mit Lemma 5.4.2 folgt aus den

n
obigen Voraussetzungen, daf die Vereinigung J a; zu S gehort. Da aber alle
i=1
Mitglieder der Familie (a;)}~; Teilmengen von a sind, ist auch ihre Vereinigung
n
eine Teilmenge von a. Folglich ist der Ausdruck As(a, |J a;) wohldefiniert.
i=1

Der Beweis wird nun durch vollstindige Induktion gefiihrt. Sei a € S’ gewéhlt.
Fiir n = 1 ist die Aussage trivial. Gelte die Aussage also fiir ein n € N. Sei

(a;)?} eine Familie aus S(a), deren Mitglieder paarweise disjunkt sind. Dann
n n

lautet die Induktionsvoraussetzung As(a, |J a;) = > As(a,a;).

' i=1

=1



KAPITEL 5. DIE PRAPARIER-REGISTRIER-STRUKTUR

n

Gilt nun |J a; = @, erhélt man mit der Induktionsvoraussetzung und Punkt
i=1
' n n+1

(i) dieses Lemmas Y As(a,a;) = 0. Zudem gilt |J a; = ap+1. Also ergibt sich

=1 =1

n+1 n
)‘S(aa U a’i) = /\S(a,an—i—l) = Z/\S(aaai) =+ )\S(a,an+1)
=1 =1
n+1
= Z As(a, a;). (5.2)
=1

Gelte nun U a; # @. Dann folgt, daf U a; in S(a) liegt, denn (a;)} ist eine
=1
Familie von Elementen aus S, deren Mltgheder allesamt Teilmengen von @ sind.

Also folgt, da sich mit Lemma 5.4.2 die Zugehorigkeit der Vereinigungsmenge
zu S ergibt, auch ihre Zugehorigkeit zu S(a). Im weiteren ergibt sich mit AS
2.1 die Identitat

n+1 n n+1
>\5(U ai,Uai) —f—)\s(U ai,an“) =1. (5.3)
i=1 i=1 i=1

Damit erhdlt man nun die Behauptung:

n+1 n+1
As(a, | Ja) = Asle,Jai)-1
i=1 i=1
(5.3) n+1 n+1 n +1 n+1
= As( U a;) As( U a;, U a;) + As(a U a;) As( U iy Gpi1)
i=1
AS 2.2 " ey
=" As(a, U a;) + As(a, ani1) Z As(a, aj).

zu (iii): Im Falle ay # @ erhilt man:

AS 2.2
)\s(al,ag) = As(al,ag) )\s(ag,ag) < Ag(al,ag).
N ——

<1

Fiir ag = @ gilt mit as D ag sofort auch ag = &. Daher erhélt man nach (i)
As(a1,a3) = As(a1,a2) = 0.
[ |
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Als Néchstes folgt Th. 2.1. aus [Lud83b|, Kapitel II, Abschnitt 2, S. 17:

Lemma 5.4.6 Bezeichne M eine Menge. Benennt I eine Indexmenge beliebiger
Madchtigkeit, und symbolisiert (S;);cr eine Familie von Mengen von Auswahlverfahren
auf M, dann ist (| S; eine Menge von Auswahlverfahren auf M.

iel
Beweis:

zu AS 1.1: Seien a,b Elemente aus (| S; mit a C b. Dann liegen a,b in S; fiir
i€l

jedes ¢ € I. Daraus ergibt sich durch Anwendung von AS 1.1 fiir jedes der S;,

daf fiir alle ¢ € I auch b\ a Element von S; ist. Also gehort b\ a auch zu den

Elementen aus [;c; S;-

zu AS 1.2: Man betrachte Elemente a,b aus [ S;, dann gilt a,b € S; fiir alle

i€l
1 € I. Daraus ergibt sich mit Anwendung von AS 1.2 die Zugehorigkeit von
anNbzu §; fiir alle 4 € I. Also liegt auch a Nb in ();; S;. |

SchlieRlich wird noch Th. 2.2. aus [Lud83b|, Kapitel II, Abschnitt 2, S. 18 genannt:

Satz und Definition 5.4.7 Sei M eine Menge, und bezeichne © eine nicht-leere
Teilmenge der Potenzmenge P(M). Dann ezistiert eine kleinste Menge von Aus-
wahlverfahren auf M, die © umfaf$t. Sie wird mit 7(©) symbolisiert, und sie heift
die von © erzeugte Menge von Auswahlverfahren auf M.

Beweis:

Mit Lemma 5.4.1 ist P(M) eine Menge von Auswahlverfahren auf M, also
ist die Menge aller © umfassenden Mengen von Auswahlverfahren von M
nicht-leer. Somit handelt es sich auch beim Durchschnitt aller Mengen von
Auswahlverfahren, die ©® umfassen, ebenfalls um eine nicht-leere Menge. Mit
Lemma 5.4.6 ist aber der Durchschnitt einer beliebigen Familie von Mengen
von Auswahlverfahren auf M wiederum auch eine Menge von Auswahlverfah-
ren von M. |

Lemma 5.4.8 Sei M Menge, und seien V1, Vy Teilmengen von M. Wenn Vy die
Menge Vi umfaft, dann ist 7(V1) eine Teilmenge von 7(V53).
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Beweis:

Der Beweis folgt unmittelbar, wenn man die Konstruktion der erzeugten Men-
gen von Auswahlverfahren entsprechend dem Beweis zu Satz 5.4.7 bedenkt. B

5.5 Praparierverfahren

Wie in Abschnitt 5.3 im Kontext der Einzelprozesse in allgemeiner Form angespro-
chen wurde, sind auch die Préparierereignisse in der Regel nicht einfach vorgegeben,
sondern miissen mit manchmal technisch aufwendigen Verfahren gewonnen werden.
Derartige Verfahren zur Gewinnung von Priparierereignissen werden charakterisiert
durch die Angabe aller makroskopischen Vorginge, die beziiglich eines vorgegebenen
raum-zeitlichen Bezugssystems zum Bau und zur Anwendung der betreffenden Ap-
paratur stattfinden, wobei die Gesamtheit der so erfaiten makroskopischen Vorgénge
in einem raum-zeitlich begrenzten Gebiet liegen soll. Unter makroskopischen Vor-
giangen verstehe man dabei Vorginge, die unmittelbar oder mit Hilfe der Vortheorien
zur Quantenmechanik beschreibbar sind. Also ist ein solches Verfahren vollstéindig
durch unmittelbare Erfahrung und die Vortheorien erfaft.

Nun eignen sich aber nicht alle derartigen Verfahren als Fundament der Quanten-
mechanik. Ein Verfahren zur Gewinnung von Préparierereignissen lasse man nur
dann zum Grundbereich der Quantenmechanik zu, wenn alle beziiglich dieses Ver-
fahrens feineren Verfahren zur Gewinnung von Priparierereignissen statistisch von
ihm abhingig sind. Derartige Verfahren sollen als Préparierverfahren bezeich-
net werden. Die Forderung nach Reproduzierbarkeit ergibt sich unmittelbar, wenn
man sich die Situation vor Augen fiihrt, wenn sie nicht erfiillt wire. Dann ligen
zwei Verfahren a,a’ zur Gewinnung von Priparierereignissen mit a' feiner als a
vor. Wahlte man nun Priparierereignisse entsprechend Verfahren a, dann wire bei
Nicht-Reproduzierbarkeit nicht klar, wieviele davon auch den Charakteristika von
a' entsprechen wiirden. Das kénnten dann mal alle sein oder gar keines. Eine solche
Situation stellt offensichtlich keine geeignete Ausgangslage fiir aussagekréftige Ex-
perimente dar. Liegt aber Reproduzierbarkeit der Haufigkeiten vor, dann kann man
zumindest im Rahmen der Unschirfemenge, beziiglich derer die Reproduzierbarkeit
am Realtext festgestellt worden ist, den Anteil derjenigen Priaparierereignisse ange-
ben, der auch zu o' gehort. In die Motivation der Forderung nach Reproduzierbarkeit
fliett allerdings noch ein weiterer wichtiger Punkt ein, der die experimentellen Situa-
tionen auszeichnet, die den Grundbereich der Quantenmechanik bilden sollen, und
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der in Abschnitt 5.1 als gerichtete Wechselwirkung bezeichnet wurde. Dort wurde
als zentrales Kriterium fiir gerichtete Wechselwirkung die Unabhingigkeit des Pra-
pariervorgangs von Wahl und Anwendung des Registrierapparates genannt. Dabei
handelt es sich um eine notwendige Voraussetzung dafiir, iiberhaupt die Reprodu-
zierbarkeit in der obigen Form fordern zu konnen. Lige nidmlich eine Abhéngigkeit
von den Registrierapparaten vor, dann kénnte man nicht davon ausgehen, daf die
relative Haufigkeit zwischen einem groberen und einem feineren Préparierverfahren
nur durch die Praparierverfahren selbst bestimmt ist.

Praparierereignisse sind also konkrete Realisierungen der Priparierverfahren. Dem-
zufolge soll ein Préaparierereignis als ,durch ein bestimmtes Préparierverfahren ge-
wonnen“ bezeichnet werden, wenn beziiglich des durch das Préparierereignis vor-
gegebenen Bezugsystems das Préparierereignis eben genau durch die Abfolge der
das Priparierverfahren definierenden makroskopischen Vorginge erhalten wurde. In
Anlehnung an die Beispiele fiir Préparierereignisse betrachte man als Beispiele fiir
Praparierverfahren:

e Uranprobe in Bleikammer mit Verschlufvorrichtung:

Charakteristika:

— Bauanleitung fiir einen Kasten und Angaben zur Bereitstellung einer
Uranprobe bestimmter Art, also mit bestimmter Masse, Form, Zusam-
mensetzung und dergleichen beziiglich eines raum-zeitlichen Bezugssy-
stems,

— Durchfiihrungsanweisung.

e Gliihdraht in Abschirmkammer mit Verschlufvorrichtung:

Charakteristika:

— Bauanleitung inklusive Angaben iiber verwandte Materialien, Art der
Spannungsversorgung, wo genau an der Kammer und auf welche Weise
die Verschlufvorrichtung angebracht ist und analoge Bestimmungsstiicke
beziiglich eines raum-zeitlichen Bezugssystems,

— Durchfiihrungsanweisung.
Man bedenke bei den Beispielen, daf in den Aufzdhlungen entsprechend der Aus-

fiihrungen zu Beginn des Abschnitts alle makroskopischen Vorginge vorkommen
miissen, die sich auf den Bau und die Art der Durchfiihrung beziehen. Die obigen
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Angaben sollen nur einen Eindruck vermitteln, was zur ausreichenden Festlegung ei-
nes Priaparierverfahrens angegeben werden muf. Die genannten Aufzdhlungen kon-
nen also in strengen Sinne nicht als vollstindig bezeichnet werden. Um aber die
Ubersichtlichkeit zu bewahren, werden in Zukunft stets nur abkiirzende Redeweisen
wie ,Glithdraht in Abschirmkammer mit Verschlufvorrichtung® verwandt, wenn es
darum geht, prinzipielle Ideen zu erlautern, und wenn es nicht darauf ankommt, wie
die betrachtete Apparatur bis ins Detail aussieht. In Sinne eines derartigen knappen
Sprachstils nehme man als weitere Beispiele fiir Praparierverfahren:

e Beschleunigerringe,
e Laser.

Das Beispiel des Lasers eignet sich gut dazu, einen wichtigen Gesichtspunkt des
hier verfolgten Zuganges nochmals deutlich zum Ausdruck zu bringen. Denn es mag
zundchst verwundern, daf ein Laser, den man doch nur mit Hilfe einer bereits for-
mulierten physikalischen Theorie der Quantenmechanik erkldren kann, zum realisti-
schen Fundament der Quantenmechanik gehort. Dazu mufs aber bedacht werden, daf
auch ein Laser Produkt einer Abfolge makroskopischer Vorgénge ist, denn schliefslich
handelt es sich auch bei Lasern um vom Menschen gebaute Maschinen. Als solche
gehoren sie unabhingig von ihrer inneren Funktionsweise zum Grundbereich der
Quantenmechanik.

Fiir die Praparierverfahren wird eine neue Bildmenge Q vermittels der folgenden
Abbildungsprinzipien eingefiihrt:

Abbildungsprinzipien Teil 2:

Es bezeichne Q eine Bildmenge, und es bezeichne Q C P(M;) eine Bildrelation.
Sie sollen in dem folgenden Sinne verwandt werden:

a ist ein Préparierverfahren — a€Q,

x1 ist ein durch das Praparierverfahren a gewon- «+— 1z € a.
nenes Praparierereignis

Dabei soll beziiglich der Normierung, also der Benennung der Realtextteile, in Ana-
logie zur Abmachung fiir die Ereignisse und Einzelexperimente vereinbart werden,
daf jedes Priaparierverfahren einen und nur einen Namen bekommt und daf der so
verwandte Name auch nur einmal verwandt wird. Ferner belege man auch solche
Praparierverfahren mit verschiedenen Namen, die sich in einer der oben erlduterten
definierenden Eigenschaften unterscheiden. Anhand des Beispiels des Gliihdrahtes
etwa bedeutet das Verwenden eines anderen Materials fiir den Gliihdraht auch die
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Verwendung eines anderen Priparierverfahrens, so daf fiir beide ein eigener Name
zu wahlen ist. z; € a bedeutet, da die Eigenschaften, die x; geméf der Definition
von Préparierereignissen charakterisieren, den Charakteristika geniigen miissen, die
das Préaparierverfahren a definieren.

Nachdem nun durch Beschreibung und Beispiele erldutert worden ist, welcher Teil
der Realitét als Praparierverfahren zu bezeichnen ist und wie die realen Sachverhalte
beziiglich der Préaparierverfahren in die mathematische Sprache zu iibersetzen sind,
sollen nun Strukturaussagen fiir den Bildterm Q durch reale Strukturen nahegelegt
werden.

Zur Motivation von AS 1.1 betrachte man einen Gliihdraht in einer Abschirmkam-
mer mit einem Austrittsloch und einem vorgestellten Blendensystem, das direkt in
eine Stern-Gerlach-Apparatur miindet. Das Blendensystem sei dergestalt, daf sei-
ne Vorzugsrichtung parallel zur gedachten Verbindungslinie zwischen Austrittsloch
und Eingang der Stern-Gerlach-Apparatur verlduft. Die Vorzugsrichtung des inho-
mogenen Magnetfeldes innerhalb der Stern-Gerlach-Apparatur verlaufe senkrecht
zur Vorzugsrichtung des Blendensystems. Stellt man hinter einer solchen Appara-
tur eine Photoplatte auf, erhdlt man zwei schmale geschwirzte Bereiche in eini-
gem Abstand. Man kann jetzt drei Préparierverfahren angeben, denn man hat drei
Moglichkeiten, den beschriebenen Apparat mit Registrierapparaten in Kontakt zu
bringen. Einmal betrachte man den Kontakt mit dem gesamten Ausgang, der die
Stern-Gerlach-Apparatur verlafit. Das so erfalite Préparierverfahren nenne man a.
Im weiteren kann man den Kontakt auf jeweils einen der beiden Biindel beschrianken,
indem man die Apparate zur Registrierung in hinreichendem raumlichen Abstand
zur obigen Praparierapparatur aufstellt, um eine ausreichende rdumliche Trennung
der beiden Biindel zu erreichen. Die beiden letzteren Praparierverfahren mogen die
Namen o’ und a” erhalten. Offensichtlich ist o' feiner als a, da jedes Préparierer-
eignis, das o’ geniigt, auch die Charakteristika von a beriicksichtigt. Fordert man
nun die Giiltigkeit von AS 1.1, dann heifit das auf physikalischer Ebene lediglich,
dak auch a” zu den Préparierverfahren gezéhlt werden soll. Das ist aber genauso
offensichtlich der Fall wie bei a'.

Zur Erlauterung von AS 1.2 wird als Préparierverfahren a eine abgeschirmte Licht-
quelle mit Blendensystem gewihlt. Letzteres sei so beschaffen, dak das aus der Quelle
austretende Licht auf eine Blende mit drei Spalten treffe. Die Spalte mogen mit A,
B und C benannt sein. Verwendet man die Apparate zur Registrierung nun in eini-
ger Entfernung, so daf die austretenden drei Lichtkegel sich rdumlich hinreichend
voneinander getrennt haben, dann kann man auf die folgende Weise zwei Préiparier-
verfahren definieren. Man betrachte zum einen dasjenige Priparierverfahren, das
nur die aus den Spalten A und B austretende Licht verwendet, und zum anderen
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betrachte man dasjenige, das nur die aus den Spalten B und C austretende Licht
nutzt. Dann besteht die Forderung nach AS 1.2 darin, daf auch die Vorschrift, nur
das aus Spalt B austretende Licht zu verwenden, ein Priparierverfahren definiert.
Die soeben angestellten Uberlegungen zusammen mit der obigen Forderung nach
reproduzierbaren Hiufigkeiten und den in Abschnitt 4.3 vorgestellten Uberlegungen
zur Abzahlbarkeit von Bildmengen legen das folgende Axiom nahe:

APS1 O ist abzdhlbare Menge statistischer Auswahlverfahren iiber M;.

Abmachung: Die zu Q gehdrige Wahrscheinlichkeitsfunktion erhalte den Namen Ag.

Das Axiom APS 1 entspricht dem gleichnamigen Axiom in [Lud83b], Kapitel II,
Abschnitt 4.1, S. 22.
Fiir die Abbildung Ag gilt dabei das folgende Abbildungsprinzip:

Abbildungsprinzipien Teil 3:

Das Bild der relativen Haufigkeit des Praparierverfahrens as beziiglich des
groberen Préparierverfahrens a; wird durch Ag(as,as) abgebildet.

Eine solche Formulierung soll als Abkiirzung fiir den in Abschnitt 5.3 ausfiihrlich
geschilderten Zusammenhang zwischen relativen H&ufigkeiten des Realtextes und
der Wahrscheinlichkeitsfunktion verstanden werden.

Da es wenig sinnvoll ist, Priparierereignisse zu betrachten, die nicht durch Prépa-
rierverfahren gewonnen werden kénnen, wird noch das folgende Axiom genannt, das
dem gleichnamigen Axiom in [Lud83b|, Kapitel II, Abschnitt 4.4, S. 28 entspricht:

APS 8.1 M1 = U a

acQ

Das Axiom APS 8.1 stellt keine besondere Anforderung an den vorliegenden Realtext
dar, weil man von einem beliebigen Realtext durch Streichen der betreffenden Stiicke
stets zu einem Realtext {ibergehen kann, der dem obigen Axiom geniigt.

5.6 Registriermethoden und Registrierprozeduren

Den Vorgang der Registrierung charakterisieren grundsétzlich zwei Schritte:

(i) Bau und Anwendung eines Apparates beziiglich eines vorgegebenen raum-
zeitlichen Bezugssystems,
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(ii) Festlegung, welche Verdnderungen des Apparates als interessant gelten, und
Feststellung, ob die ausgezeichneten Verdnderungen eingetreten sind.

Wie durch den in Abschnitt 5.2 definierten Begriff des Registrierereignisses unmit-
telbar naheliegt, handelt es sich bei der Registrierung um einen Vorgang zur Ge-
winnung von Registrierereignissen, den die obigen beiden Punkte charakterisieren.
Daher fakt man den gesamten Registrierprozef als ein Verfahren zur Gewinnung
von Registrierereignissen auf.

Zur weiteren Analyse des Registriervorganges sollen jetzt die dafiir zentralen Begriffe
der Registrierprozedur und der Registriermethode eingefiihrt und diskutiert werden.
Unter einer Registrierprozedur wird ein Verfahren zur Gewinnung von Registrier-
ereignissen verstanden, das charakterisiert ist durch die Angabe aller makroskopi-
schen Vorginge, die relativ zu einem vorgegebenen Fast-Inertialsystem zum Bau und
zur Anwendung der betreffenden Apparatur durchzufiihren sind, und durch Festle-
gung einer interessierenden Verdnderung, die eingetreten sein mufs! Dabei soll die
Gesamtheit der relevanten makroskopischen Vorginge in einem raum-zeitlich be-
grenzten Gebiet liegen. Mit makroskopischen Vorgidngen werden wie im Falle der
Praparierverfahren Abliaufe bezeichnet, die unmittelbar oder mit Hilfe der Vortheo-
rien zur Quantenmechanik angegeben werden kénnen. Ein Registrierereignis soll
als ,durch eine bestimmte Registrierprozedur gewonnen“ bezeichnet werden, wenn
es durch Durchfiihrung der die Registrierprozedur charakterisierenden makroskopi-
schen Vorginge beziiglich des durch das Registrierereignis vorgegebenen Bezugssy-
stems erhalten wurde und wenn bei dem Registrierereignis auch die die Registrier-
prozedur definierende Verdnderung gefunden wurde.

Ebenso wie fiir die Praparierverfahren soll auch fiir die Registrierprozeduren eine ab-
kiirzende Sprechweise verwandt werden. Das heifst, es soll nicht jedesmal die gesamte
Information entsprechend der oben genannten Merkmale genannt werden, sondern
nur die in dem Moment interessierenden Eigenschaften der betrachteten apparativen
Aufbauten. In derart abkiirzender Sprechweise werden als Beispiele genannt:

e das Geiger-Miiller-Zéhlrohr, bei dem ein bestimmter Spannungsimpuls als in-
teressante Verdnderung definiert ist,

e die Nebel- oder Blasenkammer oder auch eine Photoplatte, bei der ein be-
stimmtes Raumgebiet innerhalb der Kammer oder auf der Photoplatte als
Bereich der interessanten Verdnderung gilt,

e Detektoren beliebiger Bauart, wie etwa Auftreffzihler, Szintillationszéhler,
Driftkammern, zusammen mit den Abmachungen iiber die interessanten Ver-
anderungen.
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Fiir die Registrierprozeduren wird die Bildmenge R mit folgenden Abbildungsprin-
zipien eingefiihrt:

Abbildungsprinzipien Teil 4:

Es bezeichne R eine Bildmenge, und es bezeichne R C P(Ms) eine Bildrelation.
Sie sollen in dem folgenden Sinne verwandt werden:

b ist ein Registrierprozedur +— bER,

Z9 ist ein durch die Registrierprozedur b gewonne- <+— x5 € b.
nes Registrierereignis

Vollig analog zu den Priparierverfahren soll beziiglich der Normierung der Real-
textteile jede Registrierprozedur einen und nur einen Namen bekommen. Der Name
findet nur einmal Verwendung. Genauso bedeutet ein Unterschied in den definie-
renden Eigenschaften auch verschiedene Benennung. Insbesondere sind identische
apparative Aufbauten mit verschiedenen Auszeichnungen der Verdnderung auch ver-
schiedene Registrierprozeduren, denn die Auszeichnung der interessierenden Verin-
derung muf als integraler Bestandteil einer Registrierprozedur aufgefaft werden.
Ebenfalls analog zu den Préparierverfahren bedeutet x5 € b, daf die Eigenschaften,
die zo entsprechend der Definition von Registrierereignissen charakterisieren, den
Charakteristika geniligen miissen, die die Registrierprozedur b definieren. Das heifst
insbesondere, dak x5 auch die Verdnderung an dem betrachteten Apparat aufweisen
muf, die zu den definierenden Merkmalen von b gehort.

Um die eingangs dargelegte Struktur des Registrierens geeignet abzubilden, fiihrt
man neben dem Begriff der Registrierprozedur auch noch denjenigen der Registrier-
methode ein. Um aber eine mdoglichst grofe begriffliche Klarheit zu erreichen, wird
dem Begriff der Registriermethode der etwas allgemeinere Terminus einer ,Metho-
de zur Registrierung® vorausgeschickt, der aber nach Erlduterung des Terminus der
Registriermethode nicht weiter verwendet wird.

Mit der bereits mehrfach erwihnten Abmachung, Vorginge als makroskopisch zu
bezeichnen, die unmittelbar oder mit Hilfe der Vortheorien zur Quantenmechanik
beschreibbar sind, wird unter einer ,Methode zur Registrierung”“ die Information
verstanden, die in der Aufzihlung zu Beginn des Abschnitts nur den ersten Punkt
erfakt. Das heifst, eine ,Methode zur Registrierung* bezeichnet die Gesamtheit aller
makroskopischen Vorginge, die beziiglich eines vorgegebenen raum-zeitlichen Be-
zugssystems zum Bau und zur Anwendung einer Apparatur stattfinden, die zur
Gewinnung von Registrierereignissen genutzt werden kann. Auch hier soll die Ge-
samtheit der makroskopischen Vorgénge in einem raum-zeitlich begrenzten Gebiet
liegen. Somit stellt eine ,Methode zur Registrierung“ den apparativen Anteil am
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Registriervorgang dar, und insofern handelt es sich um ein Verfahren zur Auswahl
von Registrierereignissen. Bei der Definition des Begriffes Praparierverfahren wur-
de bereits die Forderung der statistischen Abhéngigkeit der feineren Verfahren vom
betrachteten Verfahren diskutiert. Eine dhnliche Uberlegung kann man auch fiir
die ,Methoden zur Registrierung“ anstellen. Betrachtet man zwei ,Methoden zur
Registrierung“ by und b, wobei b feiner als by ist, und nimmt man an, daf keine
statistische Abhéngigkeit vorliegt, dann ist die grobere keine geeignete Methode,
um Experimente durchzufiihren. Denn man weifs auch bei hdufigen Wiederholungen
nicht, welcher Anteil auch der feineren Methode geniigt, und somit weif man nicht
genau, welche Methode eigentlich gerade verwandt wird. Zur endgiiltigen Rechtfer-
tigung ist es aber notwendig, als weitere Forderung zu formulieren, dafs die ,Me-
thoden zur Registrierung“ (nicht die Registrierprozeduren !) unabhéngig sind von
den Préaparierverfahren. Das ist eine natiirliche Forderung, denn ein experimentel-
ler Aufbau ist sicher nur dann geeignet zur Untersuchung einer gerichteten Wech-
selwirkung zwischen Pridparation und Registrierung, wenn die Prédparation keinen
Einfluf auf Wahl oder Anwendung des Registrierapparates hat. Zum Bau kontrol-
lierter Experimente sollte sich der Einflufs der Préparation auf die Verdnderung
am Registrierapparat beschrianken. Als Registriermethode definiert man jetzt ei-
ne ,Methode zur Registrierung”, wenn alle ihr gegeniiber feineren ,Methoden zur
Registrierung® statistisch von ihr abhingig sind.

Bevor nun einige Beispiele fiir Registriermethoden genannt werden, soll das Ver-
héltnis der obigen Forderung nach Unabhingigkeit der Registriermethoden von den
Praparierverfahren mit der Forderung nach gerichteter Wechselwirkung untersucht
werden. Dazu wird die in Abschnitt 5.1 gew#hlte Formulierung zur gerichteten Wech-
selwirkung mit Hilfe der hier und dem letzten Abschnitt eingefiihrten Termini pra-
zisiert. Als zentrales Kriterium fiir die Gerichtetheit der Wechselwirkung von der
Praparation hin zur Registrierung wurde dort angefiihrt, dat Wahl und Anwendung
des Registrierapparates keinen Einfluff auf den Pripariervorgang haben. Das heifit
aber gerade, dalt die Priparierverfahren unabhingig von den Registriermethoden
sind. Damit sind aber die Forderung nach gerichteter Wechselwirkung und die obige
Forderung vollig symmetrisch. Das mutet widerspriichlich an, da doch die Forderung
einer gerichteten Wechselwirkung gerade eine Forderung nach Asymmetrie ist, nim-
lich vom Préparieren zum Registrieren und nicht umgekehrt. Dazu muf allerdings
beriicksichtigt werden, daf die Begriffe Priparierverfahren und Registriermethode
im Realtext nicht etwas bezeichnen, das symmetrisch zueinander steht. Mit dem
Praparierverfahren ist der gesamte Préparierprozel umfaft, wihrend mit der Re-
gistriermethode nur ein Teil des Registrierprozesses, ndmlich Bau und Durchfiih-
rung, gemeint ist. Die Asymmetrie steckt also bereits in der Art der Bezeichnung,
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denn der gesamte Registrierprozefs, das heiflt inklusive der Definition der interes-
santen Veranderung und der Feststellung ihres Eintretens oder Nicht-Eintretens, ist
nicht unabhingig von Wahl und Anwendung der Priparierapparates.

Als Beispiele ergeben sich aus den obigen Beispielen fiir die Registrierprozeduren
in abkiirzender Formulierung das Geiger-Miiller-Zahlrohr, die Nebel- oder Blasen-
kammer, eine Photoplatte, Auftreffzahler, Szintillationszahler, Driftkammern und
dergleichen mehr ohne eine Festlegung, welche Verdnderung die relevante sein soll.
Fiir die Registriermethoden wird der Bildterm R, eingefiihrt mit den Vorschriften:

Abbildungsprinzipien Teil 5:

Es bezeichne R, eine Bildmenge, und es bezeichne Ry CP(Ms) eine Bildrelation.
Sie sollen in dem folgenden Sinne verwandt werden:

by ist eine Registriermethode +— by € Ry,
Das Registrierereignis x, ist mit Hilfe der Re- <+— x5 € bg.
gistriermethode by, gewonnen worden

Auch hier gilt, wie stets, dal jede Registriermethode einen und nur einen Namen
bekommt und da der Name auch nur einmal verwandt wird. Genauso bedeutet
ein Unterschied in den definierenden Eigenschaften auch verschiedene Benennung.
Dazu sei hier betont, dafs zwei Registriermethoden, die vom ,inneren Aufbau vollig
identisch sind, dennoch verschieden zu benennen sind, wenn sie relativ zu einem ge-
meinsamen Bezugssystem an verschiedenen Raum-Zeit-Gebieten verwendet werden.
Derartige Uberlegungen spielen eine wichtige Rolle zur wohlinterpretierten Darstel-
lung der Galilei-Gruppe in der Quantenmechanik, wie sich in Kapitel 11 zeigen
wird. Die Aussage ,das Registrierereignis x5 wurde durch die Registriermethode b
gewonnen” , die durch x5 € by abzubilden ist, soll im Realtext beschreiben, daf
xo beziiglich des durch z, festgelegten Bezugssystems genau durch die Abfolge von
makroskopischen Vorgingen erhalten wurde, die by definieren.

Es ist nun deutlich gemacht worden, welche Teile der Realitét als Registriermethoden
und welche als Registrierprozeduren bezeichnet werden und wie die Ubersetzung in
das mathematische Bild vorzunehmen ist. Der néchste Schritt besteht darin, die
zugehorigen Bildmengen iiber ihre Mengeneigenschaft hinaus weiter mit Struktur
auszustatten. Dazu soll zundchst motiviert werden, daf R als Bildmenge physikali-
scher Auswahlverfahren aufgefaft wird. Die definierenden Eigenschaften AS 1.1 und
AS 1.2 aus Definition 5.3.1 sollen wie im Falle der Préaparierverfahren anhand eines
Beispiels nahegelegt werden.

Als Registrierprozedur b nehme man eine Nebelkammer, in der ein bestimmtes
Raumgebiet als Bereich interessanter Verdnderung ausgezeichnet ist. Kommt es in
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dem ausgezeichneten Raumgebiet zur Nebelbildung, soll davon gesprochen werden,
dak die Verdnderung eingetreten ist, andernfalls nicht. Mit &' bezeichne man eine
weitere Registrierprozedur, die in derselben Nebelkammer ein anderes Raumgebiet
als interessierenden Bereich bestimmt. Sicher ist aber auch eine dritte Registrier-
prozedur gegeben, wenn man wiederum in derselben Nebelkammer den Schnitt der
durch b und ¥ festgelegten Raumgebiete auszeichnet, die in sinnvoller Weise mit
bN ¥ zu identifizieren ist. Ist das Raumgebiet von b’ in demjenigen von b enthalten,
dann ist &' feiner als b. Nimmt man nun in der Nebelkammer dasjenige Raumgebiet
als interessant, das dasjenige von b aber nicht dasjenige von o' umfaft, liegt eine
Registrierprozedur vor, die mit b\ ¥’ abzubilden ist.

Derartige Uberlegungen zusammen mit der Forderung nach Abzihlbarkeit, die sich
aus den Endlichkeitsiiberlegungen in Abschnitt 4.3 ergeben haben, miinden im dem
folgenden Axiom, das dem gleichnamigen Axiom in [Lud83b|, Kapitel IT, Abschnitt
4.2, S. 22 entspricht:

APS 2 R ist abzihlbare Menge von Auswahlverfahren iiber M.

Wie bei Priparierverfahren und Registriermethoden soll auch fiir die Registrierpro-
zeduren das Verhéltnis zur angestrebten Beschreibung einer gerichteten Wechselwir-
kung diskutiert werden. Hier findet man den Punkt darin wieder, daf ganz bewufst
nicht verlangt wird, daff R Menge statistischer Auswahlverfahren ist. Das 1aft sich
am besten an einem Beispiel illustrieren. Als Registrierprozeduren nehme man wie-
der die obigen Nebelkammern, die mit b und &’ bezeichnet worden waren, und man
nehme an, dak das zu b gehorige Raumgebiet innerhalb der Nebelkammer das b’
zugehorige Raumgebiet enthélt. Somit ist o’ feiner als b. Die Forderung nach repro-
duzierbarer Hiufigkeit wiirde nun bedeuten, daf unabhingig davon, was auferhalb
der Nebelkammer geschieht, in physikalischer Approximation immer derselbe Anteil
von Nebeltropfenereignissen, die zu b gehoren, auch zu b' gehort. Es ist aber gerade
eine zentrale Beobachtung, dak dies nicht der Fall ist. Im Gegenteil hiangt die Nebel-
bildung in der Kammer entscheidend davon ab, was in der Umgebung der Kammer
geschieht. Es ist gerade der entscheidende experimentelle Ansatz zur Untersuchung
der quantenmechanischen Phénomene, dalt man bei der Registrierung Ereignisse
feststellt, die in einer gewissen Verkniipfung zu dem stehen, was bei der Praparation
geschieht. Durch das Fortlassen der Forderung nach reproduzierbaren Haufigkeiten
in bezug auf die Registrierprozeduren alleine, ohne Beachtung der Praparierverfah-
ren, bleibt in der Theorie geniigend Raum fiir die M6glichkeit der Beeinflussung des
Ausgangs einer Registrierung durch die Préparation. Der so zur Verfiigung stehende
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Raum wird im Abschnitt 5.7 und den darauffolgenden Kapiteln weiter diskutiert
und mathematisch ausgefiillt werden.

Zuvor werden die grundlegenden Uberlegungen fiir die Struktur der Menge der Re-
gistriermethoden und das Verhéltnis von Registriermethoden und Registrierproze-
duren zueinander mathematisch abgebildet.

Auch die Menge der Registriermethoden soll als Bildmenge physikalischer Auswahl-
verfahren aufgefaft werden. Man stelle sich dafiir etwa ein Geiger-Miiller-Z&hlrohr
vor. Die Funktionsweise hingt im gewissen Mafe auch von der umgebenden Raum-
temperatur ab, so dal man sich an dem Z&hlrohr auch ein Thermometer angebracht
denke. Zur Registriermethode by sollen Registriervorgénge gehoren, bei der die Tem-
peratur in einem gewissen Intervall I bleibt. Ein zur Registriermethode b, gehoriges
Registrierereignis hat im Prinzip die Form: ,Es wurde beziiglich eines bestimmten
Bezugssystems ein Geiger-Miiller-Zahlrohr bestimmter Bauart in bestimmter Wei-
se raum-zeitlich positioniert und angewendet; dabei wurde am Thermometer ein
bestimmter Wert innerhalb des vorgegeben Intervalls abgelesen, und am Z&hlrohr
sind bestimmte Verdinderungen eingetreten und andere nicht.“ Nun kann man sicher
statt des obigen Temperaturintervalls I auch ein Intervall I’ wéihlen, das im obigen
enthalten ist, etwa statt 20.0°C' < T < 20.4°C' das Intervall 20.2°C < T < 20.3°C.
So erhélt man wiederum eine Registriermethode, die den Namen b erhalte. Of-
fensichtlich ist by feiner als by, denn alle Registrierereignisse, die zu b} gehéren,
gehoren auch zu by. Die Forderung von AS 1.1 besteht nun darin, daf durch einen
apparativen Aufbau, der dem obigen von by und bj entspricht, wobei die Tempe-
ratur aber im Intervall I \ I’ liegen soll, auch eine Registriermethode gegeben ist.
Eine solche Forderung ist unmittelbar einleuchtend. Bezeichnen nun /; und I, Tem-
peraturintervalle, dann kommt mit obigem apparativen Aufbau beiden Intervallen
eine Registriermethode zu. Offensichtlich kommt dem eventuell auch leeren Durch-
schnitt der Temperaturintervalle mit demselben apparativen Aufbau ebenfalls eine
Registriermethode zu. Das ist aber genau die Forderung von AS 1.2.

Zusammen mit der obigen Forderung nach reproduzierbaren Haufigkeiten fiir die Re-
gistriermethoden und der Abzdhlbarkeit von Bildmengen nach Abschnitt 4.3 lautet
das Axiom fiir die Bildmenge der Registriermethoden:

APS 3 7R, ist abzidhlbare Menge statistischer Auswahlverfahren iiber M,.

Abmachung: Die zu R, gehorige Wahrscheinlichkeitsfunktion wird mit Az, benannt.
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Fiir die Abbildung Az, gilt wie im Falle der Abbildung A\g bei den Préparierverfahren
das in Abkiirzung formulierte Abbildungsprinzip:

Abbildungsprinzipien Teil 6:

Das Bild der relativen Haufigkeit der Registriermethode bgy beziiglich der
groberen Registriermethode by; wird durch Az, (bo1, bo2) abgebildet.

Eine Registriermethode kann auch als triviale Registrierprozedur aufgefalt werden,
wenn man jede Registriermethode einfach um die Vorschrift erweitert, daf das Ver-
wenden bereits die interessierende Verdnderung darstellt. Damit ist in jedem Falle
die Feststellung, daf die Verdnderung namlich das Verwenden auch aufgetreten ist,
evident. Eine um derartige triviale Bestandteile erweiterte Registriermethode ist
eine Registrierprozedur. Aus ihr kann man durch einfaches Streichen der trivialen
Zusatze sofort wieder die zugehorige Registriermethode gewinnen.

Dariiber hinaus wird vereinbart, dak man nur Registrierprozeduren zum Grund-
bereich hinzuzieht, zu denen es auch zugehorige Registriermethoden gibt. Dabei
handelt es sich um eine Selbstverstindlichkeit, denn jede Registrierung bedarf ei-
nes Aufbaus, der irgendwie konkret vorgegeben ist. Das ist aber gerade das, was
oben als Registriermethode eingefiihrt wurde. Somit kann man folgende Aussagen
fordern, die den gleichnamigen Aussagen aus [Lud83b|, Kapitel II, Abschnitt 4.2,
S. 22 entsprechen:

APS 4.1 Die Menge R, ist Teilmenge der Menge R.

APS 4.2* 7Zu jedem Element b aus R existiert ein Element by aus Rg, das b umfaft.

Das spiter noch einzufithrende Axiom APS 5.2 wird das obige Axiom 4.2 impli-
zieren. Daher wurde Axiom APS 4.2 wurde mit einem * versehen. APS 4.2 wird
hier aber explizit aufgefiihrt, um das Verhéltnis zwischen Registriermethoden und
Registrierprozeduren jetzt moglichst anschaulich zu halten.

Genau wie bei den Préparierereignissen erscheint es wenig sinnvoll, mit Registrier-
ereignissen zu arbeiten, die nicht durch eine Registrierprozedur gewonnen werden
konnen. Daher wihlt man das nachfolgende Axiom, das dem ebenfalls APS 8.2 ge-
nannten Axiom in [Lud83b|, Kapitel II, Abschnitt 4.4, S. 28 gleichwertig ist:

APS 82 M,= |Jb
beQ
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Zu Axiom APS 8.2 kann man stiitzend eine analoge Argumentation wie im Falle
der Priparierereignisse und Axiom APS 8.1 fiihren. Denn, von einem beliebigen
Realtext ausgehend, kann man stets durch Streichung der stérenden Realtextstiicke
zu einem Realtext iibergehen, der APS 8.2 respektiert. Erwdhnenswert ist noch die
folgende Aussage, die einer Anmerkung Ludwigs in [Lud83b|, Kapitel II, Abschnitt
4.4, S. 28 folgt:

Lemma 5.6.1 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) APS 8.2,
boERo
Beweis:

Die Implikation ,(i) <= (ii)“ folgt sofort mit APS 4.1.

Zum Beweis der anderen Richtung ,(ii) <= (i)“ betrachte man ein z € Mp.
Dann existiert mit APS 4.2 ein by € Ry mit = € b C by. APS 1-3 garantieren,
dak Q,Ro,R # @. [ |

Obiges Lemma bringt die physikalisch naheliegende Aussage zum Ausdruck, daf es
zu jedem Registrierereignis auch eine Registriermethode zu seiner Herstellung geben
muf.

Zum Abschluf des Abschnitts wird noch ein weiterer Begriff begriindet.

Definition 5.6.2
Die Elemente der Menge F := {(by,b) € Ry x R | b C by} werden als Effektver-
fahren bezeichnet.

Mit der Abzdhlbarkeit von R und R entsprechend Axiom APS 2 und 3 gilt das
offensichtliche

Lemma 5.6.3 JF ist abzdihlbare Menge.

Die Interpretation von JF lafit sich auf der Basis der Abbildungsprinzipien fiir die
Mengen Ry und R sowie fiir die Bildrelation C unmittelbar erfassen. Bezeichne
(b, b) ein Element aus &F. Dann ist dadurch ein mit by benannter apparativer Auf-
bau gegeben. Die zweite Komponente b reprisentiert nun die Information, welche
Verdnderungen an dem apparativen Aufbau b, als interessant ausgezeichnet und
eingetreten sein sollen. Daher reprisentiert das Effektverfahren (by,b) die vollstén-
digen Informationen eines Registriervorganges im Sinne der Aufzihlung vom Beginn
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des Abschnitts. Man denke auch an die Erorterungen hinsichtlich innerer Terme in
Abschnitt 4.4.

Nachdem nun in den Effektverfahren das Registrier-Gegenstiick zu den Préparier-
verfahren wohldefiniert und realistisch fundiert herausgearbeitet worden ist, kann
nun im néchsten Abschnitt dazu iibergegangen werden, die gesamte experimentelle
Situation, die sich aus Praparation und Registrierung zusammensetzt, mathematisch

abzubilden.

5.7 Die Abhingigkeit der Registrierung von der Pra-
paration

Eine zentrale Beobachtung und letztendlich auch die eigentliche Motivation iiber-
haupt Physik zu betreiben, besteht in dem Umstand, daf man durch eindeutig
festgelegte Handlungsabldufe wohldefinierte Verdnderungen an Gegenstinden und
Sachverhalten der dem Menschen durch Sinneserfahrung zugénglichen Welt erzeugen
kann. Bekanntermafen fiihrt derselbe vorausgehende Handlungsablauf nicht stets
zur selben Konsequenz, aber dennoch kommt es in vielen Féllen dazu, daf die rela-
tive Haufigkeit der einzelnen Ergebnisse im Sinne von Abschnitt 5.3 reproduzierbar
ist. Mit den in den vorhergehenden Abschnitten gepréigten Begriffen sind die ein-
deutig festgelegten Handlungsabliufe gerade durch die Praparierverfahren gegeben,
wiahrend die wohldefinierten Verdnderungen gerade durch die Effektverfahren cha-
rakterisierbar sind. Daher stellt sich fiir den hier gewahlten Zugang die Aufgabe, die
reproduzierbaren Haufigkeiten, die im Zusammenhang mit verkniipften Préparier-
und Effektverfahren im Rahmen einer gerichteten Wechselwirkung auftauchen, ein-
gehender zu untersuchen und geeignet mathematisch wiederzugeben. Wie bereits
zu Beginn des Kapitels erwidhnt, bleibt die nun entwickelte Struktur aber noch so
allgemein, daf sie sich nicht allein auf die Quantenmechanik beschrénkt. Sie dient
aber als fundamentale Struktur, auf deren Basis im Laufe der néchsten Kapitel die
physikalische Theorie weiterentwickelt werden wird.

5.7.1 Allgemeine Uberlegungen zur Kombinierbarkeit

Der erste Schritt besteht darin, den Begriff der Kombinierbarkeit eines Préparier-
verfahrens und einer Registriermethode in die Theorie einzufiihren. Das Problem
der Kombinierbarkeit befaft sich damit, zu formulieren, wie Préparierverfahren
und Registriermethoden raum-zeitlich zueinander orientiert sein sollen, um die fiir
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die Theorie grundlegenden Experimente zu bilden. Es ist zum Beispiel offensichtlich,
dafs sich zwei Apparate rdumlich nicht so in ihrer Arbeitsweise behindern diirfen,
dak man gar keine Einzelexperimente gewinnen kann. Derartige Uberlegungen kann
man auch beziiglich des zeitlichen Verhiltnisses von Préaparierverfahren und Re-
gistriermethode zueinander anstellen. In solchen Fillen sprache man sinnvollerweise
davon, dak die beteiligten Apparate und damit die dahinterstehenden Praparier-
verfahren und Registriermethoden nicht kombinierbar sind. Derartige Uberlegungen
legen es nahe, im Realtext als Realrelation das gegenseitige Ausschliefien eines
Praparierverfahrens mit Namen a und einer Registriermethode mit Namen b, da-
durch zu definieren, dak man keine Einzelexperimente gewinnen kann, bei denen das
Préparierereignis durch a und das Registrierereignis durch by gewonnen wird. Man
konnte nun einfach die Kombinierbarkeit als die logische Negation des gegenseitigen
Ausschliefsens definieren. In die Realrelation der Kombinierbarkeit soll aber im allge-
meinen noch mehr eingehen, als der blofse Umstand, daf die Verfahren in der durch
sie implizit festgelegten raum-zeitlichen Orientierung zueinander auch zusammen
verwendet werden konnen. Der Kombinierbarkeitsbegriff soll dariiber hinausgehend
vielmehr dazu verwandt werden, diejenigen Experimente unter den real vorkommen-
den weiter auszuzeichnen, die das experimentelle Ausgangsmaterial bilden, deren
theoretische Beschreibung angestrebt wird. Die damit zusammenhéngenden Erwé-
gungen konnen aber nicht erschliefend fiir alle Félle durchgefiihrt werden, fiir die
der Begriff der Priaparier-Registrier-Struktur sinnvolle Anwendung finden soll.

Fiir die Quantenmechanik in der hier dargestellten Form sind die Uberlegungen
zur Kombinierbarkeit von besonderer Bedeutung, so dak es adidquat erscheint, sie
ausfiihrlich in einem eigenen Abschnitt zu behandeln, wie es in Abschnitt 6.1 auch
geschieht. Hier sollen nur einige Eigenschaften aufgefiihrt werden, die dem am Ende
des Kapitels zu begriindenden Begriff der Praparier-Registrier-Struktur eine ausrei-
chende Allgemeinheit sichern und die fiir den Fall der Quantenmechanik im bereits
erwiahnten Abschnitt 6.1 gesondert diskutiert werden.

In jedem Falle muf beziiglich des Realtextes eine Vorschrift formuliert sein, nach der
die Kombinierbarkeit von Praparierverfahren und Registriermethoden entschieden
werden kann. Man erinnere als Beispiel fiir eine solche Kombinierbarkeitsvorschrift
die bereits einfiihrend erwidhnte Bedingung, daf sich Praparierverfahren und Re-
gistriermethode rdumlich nicht behindern diirfen. Eine solche Bedingung stellt sich
fiir den Fall der Quantenmechanik als ungeeignet heraus, um die wirklich interes-
sierenden Experimente auszuzeichnen. Will man nun den spiter definierten Begriff
der Préparier-Registrier-Struktur verwenden, bedarf es einerseits einer ausreichen-
den Reichhaltigkeit des zugrundegelegten Realtextes und andererseits einer geeignet
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gewéhlten Kombinierbarkeitsvorschrift, so dak die beiden nachfolgend notierten Be-
dingungen durch das vorliegende experimentelle Material motiviert sind.

Bezeichne a ein Priparierverfahren, das nach einer im Realtext ausgezeichneten
Vorschrift mit einer Registriermethode by als kombinierbar erkannt wurde. Dann
soll gelten:

(i) @ und by schliefen sich nicht gegenseitig aus, es gibt also Einzelexperimen-
te, bei denen das Priparierereignis nach a und das Registrierereignis nach b,
gewonnen werden kann.

(ii) Jedes beziiglich a feinere nicht-leere Préparierverfahren ist mit jeder beziiglich
by feineren nicht-leeren Registriermethode kombinierbar.

Die erste Bedingung ist auch ohne Wissen um das konkrete Aussehen der Kombinier-
barkeitsvorschrift naheliegend, und sie sollte bei jeder Kombinierbarkeitsbedingung
erfiillt sein. Denn es scheint wenig sinnvoll, von Kombinierbarkeit zu sprechen, wenn
man gar keine zugehorigen Einzelexperimente gewinnen kann.

Als Bildrelation fiir die Realrelation der Kombinierbarkeit wird eine Menge C im
Zusammenhang mit dem folgenden Abbildungsprinzip verwendet:

Abbildungsprinzipien Teil 7:

Bezeichne C' C Q X Ry eine Bildrelation in dem folgenden Sinne:

ein Préparierverfahren ¢ und eine Registrier- <— (a,by) € C
methode by sind kombinierbar

Die Menge C' kann auf der Basis des obigen Abbildungsprinzips als Menge der Paare
aus kombinierbaren Priparierverfahren und Registriermethoden interpretiert wer-
den. Im Sinne eines inneren Termes, wie in Abschnitt 4.4 eingefiihrt, liee sich C
auch als Bildmenge auffassen.

Es bedarf nun der axiomatischen Umsetzung der oben genannten Eigenschaften.
Dafiir wird verlangt:

APS 5A Fiir alle Elemente a aus Q und by aus Ry mit (a, by) € C gilt:

(i) Die Menge a x by N M ist nicht-leer.

(ii) Bezeichnet o' ein Element der Menge Q(a)\{@}, und bezeichnet b ein Element
der Menge Ro(by) \ {@}, dann liegt das Paar (d, b)) in C.

Zur Definition von Q(a) und Ry(by) erinnere man dabei Definition 5.4.4.
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Fiir eine Begriindung der Bezeichnung des Axioms als APS 5A sei auf die weiter
unten folgende Diskussion des Verhiltnisses zu Ludwigs kanonischer Axiomatik ver-
wiesen.

Punkt (i) von Axiom APS 5A beweist unmittelbar das nachfolgende Lemma, das
im weiteren ohne expliziten Verweis verwendet wird:

Lemma 5.7.1 Bezeichnet (a,by) ein Element der Menge C, dann sind sowohl a als
auch by nicht-leere Mengen.

Uber die in APS 5A formulierten Anforderungen hinaus, sollen noch zwei weite-
re Forderungen gestellt werden, die auch ohne konkrete Kombinierbarkeitsvorschrift
eingdngig sind. Vom vorliegenden normierten Realtext wird verlangt, daf es zu jedem
Praparierverfahren auch eine kombinierbare Registriermethode gibt. Eine solche For-
derung ist nur 6konomisch. Denn Préparierverfahren, die priaparieren, ohne dafs man
die Moglichkeit hat, zugehorige Wirkungen mit kombinierbaren Registriermethoden
zu registrieren, eriibrigen sich. Notfalls konnte man die Forderung durch Streichen
der betreffenden Praparierverfahren aus dem Realtext erfiillen. Ebenso verlangt man
umgekehrt, dakl es fiir jede Registrierprozedur eine Registriermethode und ein Pra-
parierverfahren so gibt, daf die Registriermethode und -prozedur zusammen ein
Effektverfahren bilden und dafs die Registriermethode mit dem Préparierverfahren
kombinierbar ist. Auch hier handelt es sich um eine natiirliche Forderung, denn eine
Registriermoglichkeit ohne Priparation zu ihrer Verwendung erscheint ebenfalls un-
interessant. Die beiden soeben angestellten Uberlegungen miinden in den folgenden
beiden Axiomen, die den gleichnamigen Aussagen in [Lud83b|, Kapitel I, Abschnitt
4.3, S. 24 folgen. Zur Definition von Q' und Rj, bedenke man wiederum Definition
5.4.4.

APS 5.1.1* Zu jedem Element a aus Q' existiert ein Element by in Rg, so dak das
Paar (a,bp) in C liegt.

APS 5.2 Zu jedem Element b aus R’ existieren Elemente a aus Q und by aus
Ry in der Form, daf erstens das Paar (a, by) zu C gehort, dak zweitens
die Menge b in der Menge by enthalten ist und daf drittens die Menge
a X b N M nicht-leer ist.

Wie bereits bei der Einfiihrung von APS 4.2 erwdahnt wurde, impliziert APS 5.2 das
Axiom APS 4.2. Aus demselben Grunde wie bei APS 4.2 wurde auch APS 5.1.1
mit einem * versehen, denn APS 5.1.1 wird durch das Axiom 5.1.3 eingeschlossen,
das erst im Abschnitt 6.1 erlautert wird. APS 5.1.1 wird hier eingefiihrt, da es ein



5.7 DIE ABHANGIGKEIT DER REGISTRIERUNG VON DER PRAPARATION 83

wichtiger Baustein zur Begriindung des Begriffs der Priparier-Registrier-Struktur
in Abschnitt 5.8 darstellt.

Weil sich die zur Motivation der Axiome APS 5.1.1 und APS 5.2 angestellten Uber-
legungen unabhéngig von der konkreten Formulierung der Kombinierbarkeitsbedin-
gung motivieren lassen, sollen die Axiome APS 5.1.1 und APS 5.2 insbesondere auch
fiir die Quantenmechanik gefordert werden.

Die Auszeichnung der Menge C' als Teilmenge von Q x Ry und APS 5.1.1 liefern
sofort:

Lemma 5.7.2 C ist eine abzdhlbare Menge.

Bevor mit dem Aufbau der Theorie weiter fortgefahren wird, soll eine Bemerkung
zur typischen Vorgehensweise von Ludwig in Relation zu dem hier vorgeschlagenen
Weg gemacht werden. Anstatt der Forderungen, wie sie oben formuliert wurden und
wie sie fiir den Fall der Quantenmechanik spéiter noch physikalisch erklart werden
sollen, geht Ludwig etwas anders vor. Er definiert etwa mit D 4.3.1 in |[Lud83b],
Kapitel II, Abschnitt 4.3, S. 24 die Kombinierbarkeit in der folgenden Weise:

(a,by) € C <= Vd' € Q(a) \ {DT} Vby € Ro(bo) \ {@}: o xbyN M # . (54)

Der Vorgehensweise soll hier nicht gefolgt werden, da die Riickrichtung in obiger
Definition in der Allgemeinheit nicht gut einzusehen ist. Zudem erweist sie sich fiir
die Theorie der Quantenmechanik als nicht notwendig. Stattdessen werden in Kapitel
6 die obigen Forderungen APS 5A und noch weitere motiviert, die sich fiir den
weiteren Fortgang der hier prisentierten Axiomatik als ausreichend herausstellen.
Die in APS 5A formulierten Forderungen kommen also bei Ludwig nicht direkt vor,
sondern nur indirekt als offensichtliche Folgerungen der obigen Definition. Daher
wurde der Name APS 5A gewihlt, wobei APS 5 andeuten soll, daf es sich wie im
Falle der Axiome APS 5.1.1 und APS 5.2 um Aussagen im Zusammenhang mit der
Kombinierbarkeit handelt. Der Zusatz ,,A“ soll fiir ,Alternativ® stehen. Man benotigt
allerdings die obige Definition, um aus von Ludwig verwandten Konvexititsaxiomen
die in Abschnitt 6.2 motivierten Konvexititsaxiome AR 1A, AP 1A abzuleiten.
Die Diskussion der so nur angedeuteten Problematik wird in Abschnitt 6.2 und
Anhang B erfolgen. Nach den kurzen Erlduterungen zum Verhiltnis zur kanonischen
Ludwigschen Axiomatik soll nun die Theorie weiterentwickelt werden.
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5.7.2 Ja-Nein-Experimente mit reproduzierbaren Haufigkei-
ten

Ausgehend vom Begriff der Kombinierbarkeit kann ein weiterer Begriff definiert
werden.

Definition 5.7.3

Ein Element (a, (b, b)) aus der Menge Q' x F heifit Ja-Nein-Experiment, wenn a
und by kombinierbar sind. Die Menge der Ja-Nein-Experimente wird mit € bezeich-
net, das heifst, es gilt:

C:={(a, (b, b)) € Q' x F| (a,by) € C}.

Damit wird in dem hier dargelegten Zugang dem Begriff des Ja-Nein-Experiments ei-
ne vermittels der Abbildungsprinzipien realistische und eindeutige Bedeutung zuge-
schrieben. Denn unter einem Ja-Nein-Experiment wird lediglich ein Paar aus einem
Praparierverfahren und einem Effektverfahren verstanden, bei dem Préaparierver-
fahren und Registriermethode kombinierbar sein miissen. Da aber Q, Ry, R und
C allesamt zu den Bildmengen oder -relationen gehoren, ist eine eindeutige Inter-
pretation gegeben. Anschaulich steht hinter einem Ja-Nein-Experiment genau die
interessierende experimentelle Situation, in der ein Prépariervorgang, reprisentiert
durch ein Préparierverfahren a, und ein Registriervorgang, reprisentiert durch ein
Effektverfahren f = (g, b), kombiniert werden. Es ist klar, daf auch fiir € gilt:

Lemma 5.7.4 C ist abzihlbare Menge.

Doch es interessieren nicht einfach nur fiir Paare von Praparier- und Effektverfahren,
sondern zwischen den zugehorigen makroskopischen Gegensténden soll eine Wech-
selwirkung gerichtet von der Préparation zur Registrierung iibergehen, die sich in
der Reproduzierbarkeit der im folgenden erlauterten Héiufigkeiten dufsert. Man be-
trachtet also nur solche Ja-Nein-Experimente, denen eine reproduzierbare Haufigkeit
zukommt. Das bedeutet also eine Einschriankung des Grundbereichs der physika-
lischen Theorie, in dem mit Ja-Nein-Experimenten genauer Ja-Nein-Experimente
mit reproduzierbaren Haufigkeiten gemeint sind. Beispiele dafiir, dafs der anvisier-
te Grundbereich auch existiert, wurden bereits mehrfach erwiahnt. Man denke etwa
an die Uranprobe und die Nebelkammer oder das Zahlrohr, den Beschleunigerring
mit Target und die Detektorbatterie. Dabei handelt es sich bekanntermafen nur um
Vertreter einer uniibersehbaren Fiille von Experimenten.

Die oben gewédhlte Formulierung ,Ja-Nein-Experimente, denen eine reproduzierbare
Haufigkeit zukommt“ muf auf dem bisherigen Niveau als nicht hinreichend geklart
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gelten, da der Begriff der Reproduzierbarkeit in Abschnitt 5.3 im Kontext von Men-
gen von Auswahlverfahren eingefiihrt wurde. Bei der Menge € handelt es sich aber
nicht um eine solche Menge von Auswahlverfahren. Der Begriff der Reproduzier-
barkeit wurde oben lediglich verwendet, um in gewisser anschaulicher Form zum
Ausdruck zu bringen, in welche Richtung die physikalische Theorie weiterentwickelt
werden soll. Es bedarf also einer Konkretisierung.

Zur Erlauterung bezeichne (a, (by, b)) ein Ja-Nein-Experiment. Seien zudem N Ein-
zelexperimente so ausgewiahlt, dafs die zugehorigen Préparierereignisse zum Prépa-
rierverfahren o und die zugehorigen Registrierereignisse zur Registriermethode b
gehoren. Man suche nun unter den N Registrierereignissen diejenigen N; Stiick her-
aus, die zusitzlich zur Registriermethode b, auch noch zur Registrierprozedur b
gehoren, also diejenigen, die nicht nur vermittels der Apparatur, fiir die by steht,
gewonnen wurden, sondern auch noch die durch b reprisentierte Verdnderung am
Apparat by aufweisen. Dann erhélt man eine relative Haufigkeit hq,s0,5)) = % fiir
das Auftreten der Verinderung b am Apparat by, wenn man vermittels a préapariert
hat. Um nun im Zusammenhang mit den relativen Haufigkeiten des Typs Aq,,,0))
von Reproduzierbarkeit im Sinne von Abschnitt 5.3 sprechen zu kénnen, bedarf es
der Verkniipfung der eben erlduterten experimentellen Situation mit einer geeigneten
Menge von Auswahlverfahren. Dafiir liegt es nahe, die folgende Menge zu definieren:

Definition 5.7.5 ©:={axbNM | 3by € Ry : (a, (by, b)) € C}

Bevor die Menge 6 physikalisch interpretiert wird, soll vorher das folgende kleine
Lemma erwidhnt werden, das aus APS 2 und APS 5.2 folgt:

Lemma 5.7.6 Die Menge O \ {@} ist eine nicht-leere Teilmenge P(M).

Zur Veranschaulichung betrachte man zundchst allgemein eine Menge der Form
axbNMmitae Qund b € R. Die eventuell leere Menge umfafst alle die-
jenigen Einzelexperimente, und damit Paare von zusammengehdérenden Praparier-
und Registrierereignissen, bei denen das Préparierereignis entsprechend dem Pra-
parierverfahren a und das Registrierereignis entsprechend der Registrierprozedur b
gewonnen wurde. Die Zugehorigkeit der Menge a x b N M zur Menge O bedeutet im
weiteren, dak es ein Element by in R so gibt, dak das Paar (a, (by, b)) in der Menge
der Ja-Nein-Experimente liegt. Dabei umfalt die Menge a x b N M alle Einzelexpe-
rimente, die im Rahmen der aus a und b, aufgebauten experimentellen Situation die
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durch b bestimmte Verdnderung an by aufweisen. Der Term a x b N M stellt somit
gewissermaken den ,Ja - Anteil“ des Ja-Nein-Experiments (a, (b, b)) dar.

Wegen Lemma 5.7.6 und Satz 5.4.7 ist die von O erzeugte Menge von Auswahl-
verfahren iiber M wohldefiniert. Vom Standpunkt der physikalischen Theorie aus
kann man ohne weiteres von einer Bildmenge zu einer groferen Bildmenge iiber-
gehen. Also kann man von © zur von ihr erzeugten Menge von Auswahlverfahren
iibergehen.

Definition 5.7.7 Die von O erzeugte Menge von Auswahlverfahren auf M erhilt
den Namen S. Das heifit mit dem Symbol 7 aus Definition 5.4.7: § := 7(0).

Mit S liegt eine Menge von Auswahlverfahren von Einzelexperimenten vor, die nach
der Ubereinkunft von Abschnitt 5.2 als zusammengesetzte Prozesse von Préparier-
und Registrierereignissen aufzufassen sind.

Die im Zusammenhang mit © erlduterte experimentelle Situation findet man nun
in § in der folgenden Form wieder. Betrachtet man wieder das obige Ja-Nein-
Experiment (a, (by, b)), dann liegen offensichtlich sowohl das Element a x by N M
als auch das Element a x b N M in der Teilmenge © von S. Auflerdem ist offensicht-
lich a x b N M feiner als a x by N M, da es sich bei (b, b) um ein Effektverfahren
handelt. Also findet sich die oben diskutierte relative Haufigkeit A q,s,,0)) als diejenige
relative Haufigkeit wieder, die in Abschnitt 5.3 zwischen einem gréberen und einem
feineren Verfahren betrachtet wurde. Daher kann die eingangs verwandte Formulie-
rung des ,Ja-Nein-Experiments, dem eine reproduzierbare Hiufigkeit zukommt“ im
Sinne von Abschnitt 5.3 verstanden werden. Im weiteren kann man auch in sinn-
voller Weise davon sprechen, dafl der Grundbereich der physikalischen Theorie auf
diejenigen Ja-Nein-Experimenten eingeschrinkt wird, die auf reproduzierbare Hau-
figkeiten fiithren. Auf Eigenschaften der zugehorigen mathematischen Theorie, die
im Rahmen von Abschnitt 5.3 mit reproduzierbaren Haufigkeiten assoziiert werden,
wird im Anschluf an das néchste Axiom und seine Motivation eingegangen.

In der Struktur der physikalischen Theorie spiegelt sich die Einschrinkung auf Ja-
Nein-Experimente mit reproduzierbaren Haufigkeiten zunéchst darin wider, dafs eine
neue Bildrelation g als Bild der relativen Haufigkeiten geméfs dem nun folgenden
Abbildungsprinzip ausgezeichnet wird. Obwohl derartige Eigenschaften erst durch
das weiter unten formulierte Axiom APS 6A gesichert werden, sollen dabei der Term
@ schon in Form einer Funktion z : € — [0, 1] verwendet werden, um die Notation
zu vereinfachen. Korrekterweise miiffte man g im Sinne des Programms aus Kapitel
4 zunichst als Bildrelation formal auszeichnen, ohne weitergehende Eigenschaften
wie die Funktionseigenschaft zu nutzen.
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Abbildungsprinzipien Teil 8:

Das Bild der relativen Hiufigkeit beziiglich des Ja-Nein-Experiments
(a, (bo, b)) wird durch fi(a, (b, b)) abgebildet.

In Entsprechung von Teil 3 und von Teil 6 der Abbildungsprinzipien verstehe man
auch obigen Teil 8 als Abkiirzung im Sinne von Abschnitt 5.3.
Im Zusammenhang mit den reproduzierbaren H&ufigkeiten gibt es nun eine Reihe

von Strukturen, die in der mathematischen Theorie zu reprisentieren sind. Dazu
wird zunéchst das Axiom notiert, um dann Motivationen folgen zu lassen.

APS 6A Es existiert eine Abbildung i : € — [0, 1] mit den Eigenschaften:

(i) Fiir ein Element a aus @', fiir eine disjunkte Zerlegung (a;)"_; von a in Q' und
fiir ein Element f in JF gilt

Z/\Qaaz azaf)

wenn das Paar (a, f) zur Menge € gehort.

(ii) Bezeichnet b ein Element aus R, und sind by, bpe zwei Elemente aus Ry, die
der Mengeninklusionskette b C bgs C bg; geniigen, dann gilt fiir alle Elemente
a aus @' die Identitat

fi(a, (bor, b)) = Ay (bo1, bo2) fi(a, (boz, b)),

wenn das Paar (a, (by1,b)) zur Menge € gehort.

(iii) Fiir ein Paar (a,by) aus C und fiir eine disjunkte Zerlegung (b;)?_, von by in

R gilt:
ZN (bo, b)) = 1.

(iv) Sei (a, (bo, b)) ein Element der Menge €. Dann gilt die Identitéit fi(a, (b, b)) = 0
genau dann, wenn die Menge a X b N M leer ist.

Bemerkung: Wie bereits im Axiom wird auch in Zukunft vereinfachend fi(a, (bo, b))
der korrekten Formulierung fi((a, (by, b))) vorgezogen. Die Erlauterung des Zusatzes
,A“ findet sich hinter Satz 5.7.12.
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Bevor APS 6A motiviert wird, soll die Aussage in APS 6A (i) ergénzt werden um
eine Aussage, die Th. 4.5.3. (iv) in [Lud83b], Kapitel II, Abschnitt 4.5 entspricht:

Lemma 5.7.8 Fir ein Element a aus Q' und fir eine disjunkte Zerlegung (a;)?_,
von a in Q' gilt 0 < Ag(a,a;) <1 fir allei € {1,...,n}. Zudem gilt die Identitdt

zn: /\Q(CL, CLZ') =1.
i=1

Beweis:

Einerseits handelt es sich bei Ag um eine Abbildung, die nach APS 1 eine

Abbildung nach [0, 1] ist. Andererseits gilt a; # @ fiir alle € {1,...,n}, so daB

mit AS 2.3 auch die Ungleichungskette 0 < Ag(a,a;) < 1fiirallei € {1,...,n}
T

folgt. Die Identitdt Y. Ag(a,a;) = 1 erhédlt man sofort mit Lemma 5.4.5 (i)

i=1
und (ii). [ |

Auf der Basis von Teil 8 der Abbildungsprinzipien sollen nun die in Axiom APS 6A
gemachten Forderungen motiviert werden:

e zu APS 6A (i): Die Aussage beruht im Kern auf der intendierten Gerichtet-
heit der Wechselwirkung. Dazu erinnere man die Diskussion von Abschnitt 5.6.
Als entscheidendes Kriterium fiir die Gerichtetheit der Wechselwirkung von der
Préparation hin zur Registrierung wurde dort angefiihrt, dak die Praparierver-
fahren unabhéingig von den Registriermethoden sind. Man betrachte nun ein
Ja-Nein-Experiment (a, (bg, b)), und man wiahle N Einzelexperimente derart,
dak die zugehorigen Préaparier- und Registrierereignisse zu a und b, gehoren.
Das heiftt, die Bilder der N Einzelexperimente gehéren zu a x by N M. Von
den N Einzelexperimenten bezeichne man die Anzahl derjenigen, bei denen
das zugehorige Registrierereignis auch die durch b charakterisierte Verdnde-
rung aufweist, mit V,. Die durch fi(a, (bo, b)) abzubildende relative Haufigkeit
ist folglich durch % gegeben. Man betrachte nun im weiteren ein beziiglich
a feineres Praparierverfahren a;, dann ist auch a \ a¢; Element in Q, da Q
eine Menge von Auswahlverfahren ist. Auferdem folgt mit Axiom APS 5A,
dak sowohl (ay, (by, b)) als auch (a \ ay, (by, b)) Ja-Nein-Experimente bezeich-
nen. Man suche nun unter den N Einzelexperimenten diejenigen N,, heraus,
deren zugehdriges Préparierereignis auch a; geniigt. Mit Ng\,, benenne man
die Anzahl derjenigen unter den N anfinglichen Einzelexperimente, die nicht
zusitzlich zu a auch a; geniigen. Dann gilt offensichtlich: N = N, + Ng\q,- Da
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aber gerichtete Wechselwirkungen betrachtet werden sollen, sind die Pripa-
rierverfahren unabhéngig von den verwandten Registriermethoden. Somit ist
durch % genau die relative Haufigkeit gegeben, die durch Ag(a, a;) abgebil-

a\al

det werden soll. Entsprechendes gilt fiir a\ a; und die relative Hiufigkeit
Man benenne ferner mit N, die Anzahl von den N,, Einzelexperimenten, be1
dem das zugehorige Registrierereignis b geniigt. Und analog benenne man mit
Ny diejenige Anzahl von den N,,, Einzelexperimenten, bei dem das zuge-

horige Registrierereignis b geniigt. Dann ist durch ﬁ,ﬁ_ die relative Héuﬁgkeit

gegeben, die durch fi(as, (bg, b)) abzubilden ist. Dagegen stell
relative Haufigkeit dar, die durch fi(a\ a1, (by, b)) abzubilden ist. Naturhch gilt
Ny + Ny = N, wegen N = N, + Ng\o,- Mit den so gewéhlten Bezeichnungen
gilt aber sofort:

Noy Ny  Naw N/ N,
N N, N Na\a1 N

Das gewonnene Ergebnis, das entscheidend auf der Gerichtetheit der Wech-
selwirkung beruht, wird durch APS 6A (i) wiedergegeben. Dabei stellt die
Erweiterung auf endliche Familien kein Problem dar. Formal kénnte man sich
auch mit der Forderung fiir zweielementige Familien begniigen und dann durch
vollstindige Induktion auf endliche Familien schlieRen. Das soll der Ubersicht
halber aber nicht gemacht werden.

e zu APS 6A (ii): Wéhle ein Element b aus R, ein Element ¢ aus Q' und zwei
Elemente bg1, bopo aus Ry mit den Eigenschaften

b g b02 g b01 und a € Q’ und (a, (b()l,b)) c G

Dann geh6rt mit Axiom APS 5A (ii) auch (a, (b2, b)) zur Menge €. Man be-
trachte nun N Einzelexperimente des Ja-Nein-Experiments a X by; N M, und
man bezeichne mit N, die Anzahl derjenigen Einzelexperimente unter den
N Einzelexperimenten, deren zugehoriges Registrierereignis auch zu b gehort.
Dann ist bekanntermafen durch % die relative Haufigkeit gegeben, die durch
f(a, (bo1,b)) abgebildet wird. Wahlt man aber andererseits von den obigen N
Einzelexperimenten diejenigen Ny Stiick heraus, bei denen das zugehorige Re-
gistrierereignis auch bye geniigt, bekommt man eine relative Haufigkeit %, die
gerade durch Az, (bo1, bo2) abzubilden ist, da die Registriermethode unabhén-
gig vom Préparierverfahren ist, wie bereits in Abschnitt 5.6 erértert wurde.
Wegen der Mengeninklusion b C by, C by; finden sich unter den Ny Einzel-
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experimenten auch die N, Einzelexperimente, bei denen das Registrierereignis
zu b gehort. Damit erhalt man sofort:

Ny Ny Ny
N N, N

Dabei handelt es sich genau um die Aussage, die durch APS 6A (ii) zum
Ausdruck gebracht wird.

zu APS 6A (iii): Die Forderung liegt unmittelbar nahe. Sind N Einzelexpe-

rimente geméf a x by N M gewidhlt, und bezeichnet man mit N; die Anzahl

derjenigen der N Einzelexperimente, die auch b; geniigen, dann gilt N = Y N;.
i=1

n
Also erhalt man 2:1 % = 1.
1=

zu APS 6A (iv): Die hier geforderte Aussage bringt lediglich zum Ausdruck,
dak die durch f(a, (bo, b)) abgebildete relative Haufigkeit beziiglich eines Ja-
Nein-Experiments (a, (by, b)) genau dann 0 ist, wenn es keine Einzelexperimen-
te gibt, die vermittels a x by N M gewonnen wurden und die die Verdnderung
b an by aufweisen. Eine solche Forderung scheint unmittelbar eingingig.

Nachdem nun die Forderungen in Axiom 6A auf natiirliche Forderungen an die in-
teressierenden Experimente zuriickgefiihrt worden sind, sollen einige Konsequenzen
aus den Forderungen gezogen werden. Zunéchst ergibt sich entsprechend [Lud83b],
Kapitel II, Abschnitt 4.5, Th. 4.5.3. (ii) und (iii):

Definition und Lemma 5.7.9 Flir jedes Element by aus Ry wird definiert

1y, := (bo, by) wund Op, = (by, D).

Damit ergeben sich die folgenden Aussagen:

(i) Flir jedes Element by in Ry liegen Oy, und 1,, in F.

(i) Fir jedes Element a in Q' existiert ein Element f§ aus F mit fi(a, f§) = 0.

(i1i) Fir alle Elemente a aus Q' existiert ein Element f{ in F mit fi(a, fi) = 1.
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Beweis:

Punkt (i) folgt mit APS 4.1 und der Definition von F. Bei (ii) ist zu bedenken,
daf es mit APS 5.1.1 zu jedem a € Q' ein kombinierbares by € R, gibt. Die
Aussage folgt dann fiir f§ := 04, aus APS 6A (iv). Fiir (iii) nutzt man wieder
APS 5.1.1 und schliefst fiir das damit gewonnene by aus APS 6A (iii) und dem
vorigen Punkt (ii): 1 = fi(a, 0p,) + fi(a, 1p,) = A(a, 1p,). Die Aussage folgt also
fiir: f{ := 1y,. |

Die Interpretation obiger Aussagen liegt auf der Hand. Zu jedem nicht-leeren Pra-
parierverfahren gibt es eine Registrierapparatur und eine an ihr festgelegte Verin-
derung, die bei keinem Einzelexperiment vorkommt. Dafiir denke man etwa an eine
Lichtquelle als Praparierapparat und eine vollstindig abgedeckte Photoplatte als Re-
gistrierapparat. Wenn man als Veréinderung die ,Schwirzung der Photoplatte* defi-
niert, wird eine derartige Verdnderung nicht eintreten. Also hat man ein Effektver-
fahren, das niemals eintritt. Es gibt aber auch zu jedem Préparierverfahren eine
Registrierapparatur mit einer Verdnderung, die bei jedem Einzelexperiment ein-
tritt. Dafiir denke man einfach an dieselbe Argumentation, die dazu gefiihrt hat,
Registriermethoden auch als Registrierprozeduren aufzufassen. Zu einem Préparier-
apparat stelle man einfach ein Registriergerét, an dem als interessante Verinderung
lediglich das Anwenden festgelegt wird. Eine solche ,Anzeige” tritt jedesmal ein.
Wenn man die Definition der Menge der Ja-Nein-Experimente betrachtet, stellt man
fest, dak dort auch Elemente der Form (CI,, (b()l, bog)) mit b01, b02 aus RO und b()l 2 b02
enthalten sind. Im Abschnitt 5.6 wurde aber festgehalten, daf die relative Haufigkeit
zwischen einer feineren und einer groberen Registriermethode nicht von den Prépa-
rierverfahren abhéngen darf. Der folgende Satz zeigt, daf sich ein solcher Sachverhalt
auf konsistente Weise im mathematischen Bild wiederfindet. Die Abbildung Az, ist
vollsténdig durch p festgelegt, denn es gilt in Isolierung und Ausfiihrung eines Punk-
tes aus Th. 4.5.4. in [Lud83b|, Kapitel II, Abschnitt 4.5, S. 34ff.:

Satz 5.7.10 Fir alle Elemente by, bos aus R{y mit byy C bys existiert ein Element
a in Q', so daff gilt:

ARy (bo1, bo2) = (@, (bot, boz2))-
Beweis:

Seien by1,bge € R6 mit by; D bge. Dann existiert mit APS 4.1, APS 5A (ii)
und APS 5.2 ein a € @', so dak (a,bp1) € C gilt. Mit APS 5A (ii) folgt daraus
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insbesondere (a, bga) € C. Mit derselben Uberlegung wie im Beweis zu Lemma
5.7.9 (iii) folgt z(a, (bo2, bo2)) = 1. Damit gilt nun mit APS 6A (ii):

i(a, (bot, bo2)) = Arg(bot,bo2) fi(a, (boz,bo2)) = AR, (bot, bo2)-

5.7.3 Das Verhiltnis der Abbildung i zum Wahrscheinlich-
keitsbegriff aus Abschnitt 5.3

Im Vorfeld der Formulierung des Axioms APS 6A wurde erortert, wie die relativen
Héaufigkeiten von Ja-Nein-Experimenten im Zusammenhang mit dem Begriff der
Reproduzierbarkeit von relativen Héufigkeiten im Sinne des Abschnitts 5.3 zu ver-
stehen sind. Da aber auch der Begriff der Wahrscheinlichkeit durchgéngig im Sinne
des Abschnitts 5.3 verwendet werden soll, darf bei fi(a, (bo, b)) auker in den durch
den vorigen Satz benannten Fillen noch nicht von Wahrscheinlichkeiten gesprochen
werden. Es gilt aber der folgende Satz, dessen langer, aber nicht schwerer Beweis
hier nicht vorgefiihrt werden soll. Dazu sei auf [Lud83b]|, Kapitel II, Abschnitt 4.5,
S. 28ff. verwiesen.

Satz 5.7.11 Auf Ts :={(c,d) € § xS | c D ,c# @} existiert genau eine Abbil-
dung As : Ts — [0, 1], durch die S zu einer Menge statistischer Auswahlverfahren
wird und die fir jedes Element (a, (by, b)) aus € der folgenden Identitit geniigt:

As(a x boN M,axbNM) = f(a, (b,b)). (5.5)

Die Werte der Abbildung s sind vollstindig durch i und Ao festgelegt. Fiir das
Verhdltnis von Mg, Ag, und As ergeben sich dabei die folgenden Aussagen:

(i) Fir alle Elemente ai,as aus Q und fir alle Elemente by aus Ry mit den
FEigenschaften (a1,by) € C und a1 2 ay gilt:

)\5((1,1 X b() N M, a9 X b() ﬂM) = )\Q(al,aQ).

(i) Fir alle Elemente a aus Q' und fiir alle Elemente byy, boy in Ry mit den Ei-
genschaften (a,by;) € C und by D by gilt:

)\g(a X b()l N M,a X b02 N M) = )\Rg(b01:b02)-



5.7 DIE ABHANGIGKEIT DER REGISTRIERUNG VON DER PRAPARATION 93

Damit ist die Abbildung i auf das hier gewihlte Wahrscheinlichkeitskonzept aus
Abschnitt 5.3 zuriickgefiihrt worden. Das berechtigt, auch bei fi(a, (by, b)) von Wahr-
scheinlichkeiten zu sprechen.

Anschaulich gibt die Abbildung As(c, ¢) die relativen Héaufigkeiten wieder, die man
beobachtet, wenn man unter den nach ¢ priaparierten Einzelexperimenten diejenigen
herausgreift, die auch zu ¢ gehéren. Die Abbildung As stellt also die Fortsetzung der
Abbildung f, die den physikalisch besonders interessanten Fillen ihre Wahrschein-
lichkeit zuordnet, auf ganz 7s dar. Der Umstand, dafs Ao und z die Abbildung Ag
bereits vollstindig festlegen, rechtfertigt es, dafs man sich im Experiment und auch
in der weiteren Entwicklung der Theorie nur noch mit i beschéftigt. Auf eine aus-
fiihrliche Diskussion der Funktion Ag soll hier verzichtet werden, da es immer das
Bestreben der Experimentalphysik sein muf, derartige Anteile an einem Experiment
so klein wie moglich zu machen. Deshalb soll im weiteren davon ausgegangen wer-
den, dak die Funktion Ag durch das Experiment als bekannt gegeben ist. Somit kann
man sich in den folgenden Uberlegungen ganz auf die Funktion i konzentrieren. Der
physikalische Hintergrund, der sich in den beiden Aussagen (i) und (ii) wiederfindet,
entspricht demjenigen, der auch die Punkte (i) und (ii) des Axiom APS 6A nahege-
legt hat. Die erste Aussage bringt genau das zum Ausdruck, was bisher nur durch
Worte umschrieben als Gerichtetheit der Wechselwirkung von der Praparation zur
Registrierung bezeichnet wurde. Der zweite Punkt bringt die in Abschnitt 5.6 formu-
lierte und auch fiir APS 6A (ii) verwandte Unabhéngigkeit der Registriermethoden
von den Priparierverfahren zum Ausdruck.

Der Satz 5.7.11 zieht in natiirlicher Weise die Frage nach einer moglichen Umkehrung
nach sich, die man als Th. 4.5.3. (iv)-(vii) in [Lud83b|, Kapitel II, Abschnitt 4.5,
S. 32ff. findet.

Satz 5.7.12 Seien My, My zwei Mengen. Seien im weiteren Mengen M C My x My,
Q CP(M;),R,Ro C P(My) und C C Q X Ry mit den FEigenschaften APS 1, 2, 3,
5.2 und APS 5A gegeben. Handelt es sich dariiber hinaus bei der in Definition 5.7.7
definierten Menge S um eine Menge statistischer Auswahlverfahren auf M, so dafs
die zu 8 gehorende Wahrscheinlichkeitsfunktion \s die Eigenschaften (i) und (ii)
aus Satz 5.7.11 erfillt, dann st durch

g€ —10,1], (a,(b,by)) —> ji(a, (b, by)) = As(a x boN M,a x bnN M)

eine Abbildung definiert, die dem Aziom APS 6A geniigt. Dabei gewinne man die
Menge C im Sinne der Definition 5.7.3 aus den Mengen Q, R, Ry und C.
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Bemerkung: Die Wohldefiniertheit von S unter besagten Voraussetzungen ist Inhalt
von Lemma 5.7.6 und Konsequenz von APS 2 und APS 5.2. Das Axiom APS 4.2
braucht nicht explizit gefordert zu werden, denn es wird bekanntermafen durch APS
5.2 garantiert. APS 4.1 und 5.1.1 werden fiir die obige Behauptung nicht benotigt.

Beweis:

Die Wohldefiniertheit von i ergibt sich aus folgenden Uberlegungen. Wihle
ein Element (a, (bo, b)) aus €, dann gehoéren offensichtlich sowohl a x bgN M als
auch a x bN' M zu © C S, wobei © entsprechend Definition 5.7.5 gewonnen
wird. AuRerdem ist a x bp N M nicht-leer, da (a,by) zur Menge C gehort.
Schlieklich garantiert die Zugehorigkeit von (bg, b) zu F, dak auch a x by N M
die Menge a x b N M umfaft. Damit ergibt sich die Wohldefiniertheit des
Ausdrucks Ag(a x bp N M,a x bN M).

Die weiteren Eigenschaften ergeben sich folgendermafien:

zu APS 6A (i): Sei a € Q', und sei (a;)!, eine disjunkte Zerlegung von a
in Q. Ferner bezeichne f = (bg, b) ein Element aus F mit (a, f) € C. Dann
folgt mit (i) aus Satz 5.7.11 sowie dem Umstand, daf As der Eigenschaft
AS 2.2 aus Definition 5.3.2 geniigt, und mit Lemma 5.4.5 (ii):

Z )‘Q(aa a’i) ﬂ(aia f)

n
= Z)\Q(a,ai) As(a; x bp N M,a; x bN M)
i=1

n
= > As(axbonM,a; x bo N M) As(a; x bp N M,a; x bN M)
i=1

n
= > As(axbynM,a; x b M)
i=1

= AslaxboNM,| J(ai xbn M))
=1
= )‘S(a’ Xbyp N M,a % me) :ﬂ(aa(bﬂab)) :ﬂ(aaf)

zu APS 6A (ii): Seien b € R, und seien by1, bga € Ry, so dak b C bya C bor
gilt. Dann erhdlt man fiir alle ¢ € Q' mit (a, (bo1,b)) € € wegen des
Axioms APS 5A (ii) auch (a, (boe2,b)) € C. Also ist fi(a, (bo2,b)) wohlde-
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finierter Ausdruck, und es gilt weiter vermittels (ii) aus Satz 5.7.11 und
vermittels der Eigenschaft AS 2.2 aus Definition 5.3.2:

ARo(bo1,bo2) f(a, (boz,b))
)\Ro(bObeZ) )\s(a XbgeoNM,a xbN M)
= As(a x byt N M,a x byo N M) As(a X by N M,axbN M)
= As(axbyy N M,a xbN M) = ji(a, (bp1,b)).

zu APS 6A (iii): Die Wohldefiniertheit der linken Seite der Gleichung ist
trivial, da nach Voraussetzung (a, (b, b;)) fiir alle ¢ € {1,...,n} zu C
gehort. Lemma, 5.4.5 liefert weiter:

n n
Zﬁ(a,(bo,bi)) = Z)\S(axboﬂM,axbiﬂM)
=1

=1

n

= As(axboNM,ax (| Jb)nM)
=1

= As(axboﬂM,aXboﬂM):l.

zu APS 6A (iv): Sei (a, (bo,b)) € € mit fi(a, (bg,b)) = 0, dann gilt defi-
nitionsgeméf auch As(a x bp N M,a x bN M) = 0. Die Kontraposition
von AS 2.3 liefert dann a x bN M = @. Die andere Richtung folgt mit
Lemma 5.4.5(i).

Die Maoglichkeit durch den zuerst vorgestellten Weg vermittels APS 6A von g zu
As zu gelangen und durch die Méglichkeit auf umgekehrtem Weg in Sinne des Sat-
zes 5.7.12 von einer Wahrscheinlichkeitsfunktion As zu einer Funktion g zu gelan-
gen, die APS 6A geniigt, wirft die Frage nach der Konsistenz der beiden Vorginge
auf. Sie ist aber deshalb gewihrleistet, weil die Definition von i aus Satz 5.7.12
und die Beziehung (5.5) aus Satz 5.7.11 identische Aussagen machen. A\g ist durch
i und Mg vollstindig bestimmt. Man wechselt somit durch die beiden Prozesse
nur von der eingeschrinkten, aber doch die ganze Situation vollstindig charakte-
risierenden ,,ji-Formulierung” iiber zur vollstdndigen ,, As-Formulierung® und durch
Einschrinkung wieder zuriick. Die physikalische Aquivalenz der beiden Vorgehens-
weisen ergibt sich, wenn man bei der Vorgehensweise geméf Satz 5.7.12 die Mengen
My, My, M, Q, R, Ry mit den bisherigen Abbildungsprinzipien verbindet und wenn
man fiir \s das naheliegende Abbildungsprinzip wahlt, das bereits nach Satz 5.7.11
als Veranschaulichung von Ag erlautert wurde.
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Die Strukturen S und Ag als Ausgangspunkt zu wihlen, besitzt den Vorzug, daf man
schnell die hier entwickelte Theorie zur Verfiigung hat. Sie stellt auch die iibliche
Vorgehensweise von G. Ludwig dar, wie man etwa [Lud83b]|, Kapitel II, Abschnitt
4.3, S. 24ff. entnimmt. Dabei benennt er die axiomatische Forderung, nach der §
eine Menge statistischer Auswahlverfahren ist, mit APS 6 und die Forderungen (i)
und (i) mit APS 7.1 und APS 7.2. In der vorliegenden Arbeit wird aber der Weg
iiber APS 6A favorisiert, da es im Vorfeld schwerer zu motivieren ist, warum relative
Haufigkeiten auch fiir zwei beliebige Verfahren o, ¢’ aus der insgesamt unanschauli-
chen Menge S reproduzierbar sein sollen, wenn ¢’ feiner als ¢ ist. Auf dem zuerst
gewihlten Weg geht man nur von den iiblichen experimentellen Situationen aus, wie
sie durch den Begriff der Ja-Nein-Experimente gefait werden, und man fordert dafiir
geeignete Axiome. Zusammen mit Ag strukturiert das die Theorie bereits so weitge-
hend, dafs eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf ganz As etabliert werden kann. Der
Zusatz ,A“ beim Namen des Axioms APS 6A soll wie schon bei APS 5A andeuten,
daf von der kanonischen Axiomatik von G. Ludwig abgewichen wird.

Zum Abschluf des Abschnitts sollen noch zwei Eigenschaften von z beziiglich der
disjunkten Zerlegung von Registriermethoden und -prozeduren gezeigt werden, von

denen der erste Punkt als Th. 4.5.3. (viii) in [Lud83b|, Kapitel II, Abschnitt 4.5,
S. 32ff. folgt:

Satz 5.7.13 Seien My, My zwei Mengen. Seien ferner Mengen M C M; X Mo,
Q CP(M;),R,Ry C P(Ms) und C C Q X Ro mit den Eigenschaften AZ 1, AZ 2,
APS 1, 2, 3, 4.1, 5A, 5.1.1, 5.2, 6A, 8.1 und 8.2 gegeben. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

(i) Sei by ein Element aus Ry, und sei (by;)!_, eine disjunkte Zerlegung von by in
Ry- Dann gilt fir alle Elemente a aus Q' und fiir alle Elemente b aus R mit
der Figenschaft (a, (bg, b)) € € :

fi(a, (bo, b)) = Z Mo (bo, bos) Fi(a, (boi, b N ;).

Dabei gilt 0 < Ag,(bo, bo;) < 1 fiir jedes i in{1,...,n}. Zudem gilt die Identitat
> Arg (bo, boi) = 1.
i=1
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(ii) Sei by ein Element aus Ry, und sei a ein Element in Q mit der Eigenschaft
(a,by) € C. Im weiteren sei b ein Element aus R(by). Bezeichnet nun (b;)7,
eine disjunkte Zerlegung von b in C R(by), dann gilt:

n

ﬁ(a’ (bOa b)) = Z ﬁ(a’ (bOa bl))

=1

Beweis:

zu (i): Axiom APS 5A (ii) liefert die Zugehorigkeit von (a, (boi, bo; N b)) zu C
fiir alle i € {1,...,n} ob der Giiltigkeit der Inklusionskette b N bg; C by; C bo.
Damit steht die Wohldefiniertheit der Ausdriicke auf der rechten Seite des
ersten Teils der Behauptung fest.

Weiter folgt mit (ii) aus Satz 5.7.11, AS 2.2 fiir Ag und 5.4.5(ii):

n
Z ARo (b0, boi) fi(a, (boi,boi ND))
i—1

n
= ) As(axboN M,ax by N M) As(a X by N M, (a x (bo; Nb)) N M)
=1
Zn
= ZAs(aXboﬂM,(a,X(bOiﬂb))ﬂM)
1=1
= As(a x boN M, (a x (b Nb)) N M) "=° fi(a, (b, b))-

Der Beweis fiir die restlichen Aussagen ergibt sich in zum Beweis von Lemma
5.7.8 analoger Weise.
zu (ii): Mit APS 6A (iii) gilt

1= ﬁ(a’ (bOa b)) = ﬁ(aa (b07 b)) + E(a’a (bo, bo \ b))

Somit ergibt sich i(a, (b, b)) = 1—7n(a, (bo, bo\b)). Da wiederum mit APS 6A (iii)
n

auch 1 =Y 7(a, (bo,b;)) + i(a, (bo,bo \ b)) gilt, erhilt man die Behauptung:
i=1

n

ﬁ(a’ (bO’ b)) = Z ﬁ(a’ (bO’ bl))

i=1
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5.8 Die Praparier-Registrier-Struktur

Nachdem nun die grundlegende experimentelle Situation, die auch fiir die Quan-
tenmechanik das Fundament darstellt, einerseits in der Realitdt ausgezeichnet und
andererseits mathematisch abgebildet worden ist, bietet es sich an, einen geeigneten
Namen fiir die so charakterisierte Struktur zu definieren.

Definition 5.8.1

Sei durch einen Teil der Wirklichkeit, eine mathematische Theorie M7 und durch
Anwendungsvorschriften «<— eine physikalische Theorie PT gegeben.

Beziiglich PT mogen einerseits My, My, M, Q, Ry, R Bildmengen und anderer-
seits Ag, Ag, und p Bilder relativer Haufigkeiten bezeichnen. Zudem moge durch
eine Menge C eine Bildrelation charakterisiert werden. Gelten nun in der mathe-
matischen Theorie fiir die durch M;, Ms, M, Q, Ry, R, C und Ag, Ag,, it erfalite
Teil-Theorie die Aussagen AZ 1, AZ 2 und APS 1, 2, 3, 4.1, 5A, 5.1.1, 5.2, 6A, 8.1
und 8.2, dann spricht man sowohl fiir den so erfaften Teil der mathematischen Theo-
rie als auch fiir den durch M;, My, M, Q, Ry, R, C und Ag, Ag,, it vermittels der
Abbildungsvorschriften <— erfakkten Teil der Wirklichkeit von einer Priparier-
Registrier-Struktur. Dabei werden Realtextstiicke der Art M;, also diejenigen,
deren mathematische Bilder entsprechend der Abbildungsprinzipien zu M; gehoren,
als Priparierereignisse, die der Art M, als Registrierereignisse, die der Art Q als
Préparierverfahren, die der Art Ry als Registriermethoden und die der Art R als
Registrierprozeduren bezeichnet. Die Realtextstiicke, deren Bilder Elemente von M
sind, nennt man Einzelexperimente oder Wechselwirkungstréger.

Im zuriickliegenden Kapitel wurde also nahegelegt, dafs derjenige Teil der Wirk-
lichkeit, der mit Quantenmechanik bezeichnet wird, eine noch nicht weiter spezifi-
zierte Form einer Priparier-Registrier-Struktur darstellt, wenn man von der noch
ausstehenden Diskussion des Axioms APS 5A in Abschnitt 6.1 absieht. Die Einzel-
experimente sollen als Wechselwirkungstriger bezeichnet werden. Es ist wichtig, den
Begriff des Wechselwirkungstrigers genauer zu diskutieren.

Der Wechselwirkungstriagerbegriff, wie er in der obigen Definition angegeben wird,
ist zundchst einmal abstrakt. Ein Wechselwirkungstréger ist ein Paar aus einem
Préparier- und einem Registrierereignis. Damit nimmt man einen radikalen Stand-
punkt ein, da mit ihm keine weiteren Vorstellungen verbunden sind, als eben die
durch die Abbildungsprinzipien festgelegte Interpretation als Paar aus zwei Ereignis-
sen. Das heifit, um einen Teil der Wirklichkeit als Wechselwirkungstriger bezeichnen
zu diirfen, werden keine dariiber hinausgehenden Eigenschaften verlangt, wie zum
Beispiel die Vorzeigbarkeit im unmittelbaren Sinne, Teilchen- oder Welleneigenschaf-
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ten, Impuls, Bahnkurve und dergleichen. Damit ist nicht gemeint, dak es nicht auch
Wechselwirkungstriager gibt, die noch iiber die obige Definition hinausgehende Ei-
genschaften haben. Es wurde bereits mehrfach angesprochen, dafs die Praparier-
Registrier-Struktur nicht nur in der Quantenmechanik auftaucht, sondern auch in
der klassischen Physik vorkommt, etwa bei einer Tennisballkanone als Praparier- und
dem Spielfeld als Registrierapparat. Dabei ist ein Wechselwirkungstriger zunéchst
einmal abstrakt im Sinne der obigen Definition nur ein Paar aus einer konkreten
Benutzung der Tennisballkanone und dem Abdruck des Balles irgendwo auf dem
Feld. Die Erfahrung berechtigt, den Wechselwirkungstriger mit dem Ball zu iden-
tifizieren und ihm Eigenschaften wie etwa Impuls und Bahnkurve zuzuschreiben.
Das scheint zunichst etwas kompliziert und unhandlich, da man sofort intuitiv Ten-
nisballkanone, Abdruck und Ball miteinander verquickt. Die Erfahrung rechtfertigt
durchaus ein solches Vorgehen. Im Falle der Quantenmechanik mufs aber vorsich-
tiger vorgegangen werden, da dort so etwas wie ein Tennisball nicht in demselben
Mafe existiert, denn man kann die Wechselwirkungsvermittler, die in der Quanten-
mechanik von Relevanz sind, nicht wie im klassischen Falle vorzeigen. Also gilt es,
einen moglichst vorsichtigen Standpunkt einzunehmen. Eine Definition obigen Typs
gewdhrleistet das.

Ausgehend vom Begriff der Praparier-Registrier-Struktur kann man nun schrittweise
die Theorie weiterentwickeln, um so die Wechselwirkungstrager der Quantenmecha-
nik durch eine ihnen angepafte Struktur im mathematischen Bild abzubilden.
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Kapitel 6

Zustande und Effekte

Die Quantenmechanik beschéftigt sich mit einer besonderen Form der Wechselwir-
kung zwischen makroskopischen Gegenstinden. Zu ihrer Untersuchung wird man
sich auf Experimente konzentrieren, die die Eigenschaften besagter Wechselwirkung
hervortreten lassen, und man wird solche Experimente verwerfen, die Aussagen iiber
Aufbau und Funktionsweise der dazu verwendeten Apparaturen sammeln. Beim Auf-
bau eines mathematischen Modells der quantenmechanischen Wechselwirkung stellt
sich die Frage nach der Moglichkeit einer Abstraktion von den Apparaten, die die Ex-
perimente konkret realisieren. Es wire denkbar, daf die quantenmechanische Wech-
selwirkung dermafien stark mit den sie erzeugenden und manifestierenden Apparaten
verwoben ist, daft iiberhaupt keine eigenstindigen Ziige erfakkt werden konnen. Das
heifst, dak eine Trennung von der Funktionsweise der Apparate nicht moglich ist.
Der Umstand, dak eine solche Trennbarkeit bei der quantenmechanischen Wechsel-
wirkung in gewissem Umfang aber dennoch erlaubt ist, gepaart mit der Erfahrung,
die man mit anderen Formen der Wechselwirkung zwischen makroskopischen Ge-
genstinden wie etwa der elektromagnetischen gesammelt hatte, mufs als Grund da-
fiir angesehen werden, daf man von vornherein die Moglichkeit einer vollstindigen
Loslosbarkeit der Wechselwirkung von den sie erzeugenden und manifestierenden
Gegenstanden postuliert hat. Die quantenmechanischen Wechselwirkungstréger be-
sitzen aber im Gegensatz zu vielen klassischen Wechselwirkungstrigern wie etwa in
der Elektrodynamik oder der Mechanik der Massenpunkte keine volle Eigenstin-
digkeit. Man kann sie nicht vollstéindig aus dem experimentellen Kontext ihrer Er-
zeugung und Manifestation herauslosen. G. Ludwig spricht in [Lud85a], Kapitel III,
§5.1, S. 76 von einer ,gewissen Autonomie“ der quantenmechanischen Wechselwir-
kungstriager. Die derart charakterisierten Besonderheiten der Abstraktion von der
Apparateebene im Falle der Quantenmechanik hat zu bekannten Problemen gefiihrt,
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wie etwa dem sogenannten Einstein-Podolsky-Rosen-Paradoxon, denen sich Kapitel
13 widmet.

Ein erster Schritt zur Reprisentation einer der (Quantenmechanik angemessenen
Form der Unabhéngigkeit ihrer Wechselwirkungstriager vom experimentellen Umfeld
wird sich im Rahmen der mathematischen Theorie zunichst durch die Moglichkeit
einer Klassenbildung in den Mengen der Praparier- und Effektverfahren widerspie-
geln. Der erste Teil des Kapitels zielt darauf ab, die genannten Uberlegungen priziser
zu formulieren. Dabei wird eine auch fiir die Quantenmechanik geeignete Bedingung
der Kombinierbarkeit eines Praparierverfahrens und einer Registriermethode im Sin-
ne von Abschnitt 5.7 verbal formuliert, um mit ihrer Hilfe das Axiom APS 5A aus
Abschnitt 5.7 sowie weitere Axiome zu motivieren. Die so ausgebaute Axiomatik
erlaubt es dann, die Begriffe Zustand und Effekt auf realistische Weise als Klas-
sen von Priaparier- und Effektverfahren einzufiihren. Ausgehend von g kann man
in kanonischer Weise eine Abbildung p auf den Mengen der Zustiande und Effekte
definieren. Im zweiten Abschnitt werden dann Uberlegungen zur Moglichkeit konve-
xer Kombinationen von Praparierverfahren und Effektverfahren diskutiert. Darauf
basierend kann man Aussagen auch fiir Zustidnde und Effekte formulieren. Da es sich
aber bei den neu eingefiihrten Mengen von Zustédnden und Effekten um noch gering
strukturierte Mengen handelt, die noch nicht in einen linearen Raum eingebettet
sind, bedarf es zur Formulierung der Konvexititseigenschaften der Abbildung .

6.1 Kombinierbarkeit von Praparierverfahren und
Registriermethoden

In das mathematische Abbild des von der Quantenmechanik anvisierten Teils der
Wirklichkeit sollen nur diejenigen experimentellen Konstellationen aufgenommen
werden, die Informationen iiber die zu betrachtende Wechselwirkung liefern, aber
nicht diejenigen, die Aufbau oder Funktionsweise der dazu verwandten Apparate
untersuchen. Eine derartige Forderung soll allerdings nicht zum Ausdruck bringen,
dalt andere experimentelle Konstellationen nicht vorkommen oder dak sie nicht ei-
ner Untersuchung wert sind, sondern nur, dafs sie hier nicht theoretisch beschrieben
werden sollen. Die hier zu formulierende Theorie zielt nur darauf ab, die Wechsel-
wirkung zwischen den beteiligten Apparaten im mathematischen Bild zu fassen. Es
werden folglich besondere Anforderungen an die Kombinierbarkeit von Préparier-
verfahren und Registriermethoden gestellt. Man wihlt im Sinne von Abschnitt 5.7
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fiir die Quantenmechanik als

Kombinierbarkeitsbedingung:

Ein Préparierverfahren und eine Registriermethode heiflen kombinierbar
genau dann, wenn das Préparierverfahren und die Registriermethode
raum-zeitlich so zueinander orientiert sind, dafs die folgenden bei-
den Punkte gelten:

(i) Es gibt Einzelexperimente so, dak das zugehorige Priaparierereignis
durch das Préparierverfahren und das zugehorige Registrierereignis
durch die Registriermethode gewonnen wurde.

(ii) Es werden weder Informationen iiber die Prozesse zur Erzeugung
der Wechselwirkung innerhalb des zum Préparierverfahren gehori-
gen Apparates noch Informationen iiber die Prozesse zur Manifesta-
tion, die innerhalb des zur Registriermethode gehdrigen Apparates
ablaufen, gesammelt.

In der Folge werden zur Illustration kurze Beispiele erwihnt. Betrachtet man etwa
einen Laser als Priapariervorrichtung, dann miissen zur Erfiillung der obigen Kombi-
nierbarkeitsbedingung die verwendeten Registrierapparate so zum Laser positioniert
sein, dal damit Informationen iiber das vom Laser ausgesandte Licht gesammelt
werden und nicht {iber die im Laser zu seiner Erzeugung ablaufenden Prozesse. So
wiirde eine lichtleitende Sonde, die wihrend des Erzeugungsprozesses der Photonen
in den Laser eindringt, ungeeignet. Ebenso sollen als experimentelles Ausgangsma-
terial nicht Untersuchungen einflieken, wie es zu einem Tropfen in einer Nebelkam-
mer kommt. Nur der Umstand, daf er auftritt, und die Tatsache, wo er auftritt,
werden aufgenommen. Eine Forderung, wie sie in der obigen Kombinierbarkeitsbe-
dingung ausgedriickt wird, eignet sich offensichtlich nicht allein fiir Experimente im
Rahmen der Quantenmechanik. So kann man genauso leicht Experimente mit klas-
sischen Wechselwirkungen angeben, die obiger Forderung geniigen. Man betrachte
etwa Experimente, die sich mit der durch elektromagnetische Wellen iibertragenen
Wechselwirkung befassen. Um der obigen Kombinierbarkeitsbedingung zu geniigen,
gélte es, sich auf Experimente zu beschrinken, die sich nicht mit der Erzeugung
und Manifestation der elektromagnetischen Wellen beschiftigen. Man wiirde sich
also auf Experimente beschrénken, die durch die homogenen Maxwell-Gleichungen
beschrieben werden. Bei der im vorigen Kapitel als Beispiel erwdhnten Tennisballka-
none wiirde man sich nicht um Experimente bemiihen, die untersuchen, warum der
Ball aus dem Apparat kommt, auf welche Art er das tut und wie er den Abdruck auf
dem Tennisplatz hinterldft. Experimente, die den obigen Anforderungen geniigen,
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untersuchen nur den Flug des Tennisballs von dem Zeitpunkt, an dem er die Kanone
verlassen hat, bis zu dem Zeitpunkt, an dem er den Tennisplatz beriihrt.

Es steht nun eine Kombinierbarkeitsbedingung zur Verfiigung. Bevor in der Ent-
wicklung der Theorie vorangeschritten wird, bedarf es zunichst des Nachweises,
dak obige Kombinierbarkeitsbedingung auch die Eigenschaften impliziert, die Axi-
om APS 5A im Abschnitt 5.7.1 zum Ausdruck gebracht hat. Damit wire es auch
im Rahmen der Quantenmechanik gerechtfertigt, das Axiom APS 5.2 zu fordern.
Insbesondere schlésse das den in Abschnitt offengelassenen Punkt ab, daf die hier
verfolgte Darstellung der Quantenmechanik auf einer Priparier-Registrier-Struktur
basiert.

Wenn man eine mit einem Préparierverfahren im obigen Sinne kombinierbare Re-
gistriermethode im Realtext gefunden hat, dann liefert der erste Punkt der Kombi-
nierbarkeitsforderung in trivialer Weise den Inhalt von APS 5A (i).

Die Motivation der Aussage APS 5A (ii) bedarf einiger Voriiberlegungen. Da nach
Abmachung die Préparierverfahren und Registriermethoden nur raum-zeitlich be-
grenzte Abldufe bezeichnen, gibt es zu jedem nicht-leeren Préparierverfahren a
beziiglich eines vorgegebenen raum-zeitlichen Bezugssystems einen endlichen Zeit-
punkt 7, und ein begrenztes Raumgebiet G, dergestalt, dak alle Registriermethoden,
die nach 7, beginnen und die aufkerhalb von GG, stattfinden, mit ¢ kombinierbar sind.
Ein solcher Tatbestand begriindet sich darin, daf die Kombinierbarkeitsbedingung
nur verletzt werden kann, wenn man entweder beziiglich der zeitlichen Komponente
zu friih registriert oder gleichbedeutend der Praparationsvorgang zu spét endet oder
wenn man beziiglich der rdumlichen Komponente die Apparate einander zu stark
annahert, etwa mit dem Registrierapparat in den Priparierapparat eindringt. Zur
Verdeutlichung betrachte man die folgenden zwei Beispiele.

Zunichst wiahle man als nicht-quantenmechanisches Beispiel das Gewehr und die
Zielscheibe. Der Gewehrschufs sei im Zeitraum von ¢; bis ¢y beziiglich eines vorge-
gebenen Bezugssystems ausgelost worden. Verwendete man nun die Zielscheibe vor
dem Zeitpunkt t; als Registriermethode fiir den obigen Priparationsvorgang, dann
liefse ein solches Vorgehen eine Abschétzung iiber den zeitlichen Verlauf des Vorgange
bei der Praparation zu. Damit wiirden aber Informationen iiber den Erzeugungspro-
zell der Wechselwirkung, also das Geschofl, im Widerspruch zur Kombinierbarkeits-
bedingung gesammelt, so dak kein kombinierbares Paar aus Praparierverfahren und
Registriermethode vorldge. Liegt aber der Zeitpunkt der Verwendung der Zielschei-
be zum Beispiel nach ¢5, dann kann keine Aussage iiber den zeitlichen Verlauf des
des Geschehens bei der Préparation, also des Auslosens des Gewehrschusses, mehr
gemacht werden, da er schon beendet ist. Es kann auch sein, daf eine Verwendung
auch vor ty schon moglich ist, etwa wenn das Geschoft den Lauf des Gewehres be-
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reits verlassen hat, aber dennoch noch Prozesse im Gewehr ablaufen, die auf das
Geschof keinen Einfluff mehr haben. Beziiglich der rdumlichen Komponente sollte
es keine Kombinierbarkeitsprobleme geben, da in der Regel die Zielscheibe grof$ ist
im Vergleich zum Gewehr und da man mit ihr dementsprechend nicht die Prozesse
innerhalb des Gewehres untersuchen konnte.

Bevor ein weiteres Beispiel diskutiert wird, bemerke man, daf sich die eben angestell-
ten Uberlegungen zu den zeitlichen Abliufen von Priiparation und Registrierung ver-
allgemeinern lassen. Denn damit eine Registriermethode keine Informationen iiber
den Ablauf der Préparation selber sammelt, miissen zumindest alle wesentlichen
Vorginge am Priparierapparat abgelaufen sein. Das heifit, die Wirkung die vom
Praparierapparat in Richtung der Registrierung ausgesandt wurde, darf nicht mehr
durch Vorginge am Praparierapparat beeinflufft werden. In jedem Falle mufl daher
der Vorgang der Priaparation stets vor dem mit ihm kombinierbareren Registriervor-
gang begonnen haben. Durch die oben eingefiihrte Kombinierbarkeitsbedingung in
der Verbindung mit der Festlegung, was unter Priaparierverfahren und Effektverfah-
ren zu verstehen ist, wurde also implizit eine Zeit-Richtung von der Priparation
hin zur Registrierung in der Theorie verankert.

Als quantenmechanisches Beispiel nehme nun man einen Beschleunigerring und
einen Detektor. Mit einem geeigneten Detektor konnte man Untersuchungen inner-
halb des Ringes wihrend des Beschleunigungsvorganges vornehmen, ohne daff man
von einer rdumlichen Behinderung der beiden Apparate sprechen kénnte. Aber sol-
che experimentellen Untersuchungen gehoren nicht zum Grundbereich der hier auf-
gebauten Formulierung der Quantenmechanik. Auch hier tritt offen zutage, daf nach
Abschlufs des Beschleunigungsvorganges und auferhalb eines endlichen Raumgebie-
tes keine Informationen mehr iiber den Priparationsvorgang innerhalb des Ringes
gesammelt werden.

Nach der Veranschaulichung durch die obigen Beispiele sollen die allgemeinen Er-
orterungen zu dem Préparierverfahren a, die im Vorfeld der Beispiele angestellt
wurden, weitergefithrt werden. Zugunsten einer kompakteren Formulierung wird zu-
néchst die folgende Bezeichnung eingefiihrt. Bezeichnet « einen endlichen Zeitpunkt
und ein begrenztes Raumgebiet beziiglich eines vorgegebenen Bezugsystems, dann
symbolisiere Ry, die Menge aller Registriermethoden, die nach ¢ und auferhalb von
G stattfinden. Wenn man also o so wahlt, daf damit einen endlicher Zeitpunkt
t > T, und ein begrenztes, G, umfassendes Raumgebiet G ausgezeichnet wird, dann
folgt mit obiger Uberlegung, da$ alle Registriermethoden aus Rg, auch mit a kom-
binierbar sind. Mit Rg, liegt eine nicht-leere Menge vor, da die Erfahrung keine
Aussagen iiber eine prinzipielle Begrenzung von Raum und Zeit aufweist. Zu jedem
Zeitpunkt, der als Grenze genannt wiirde, konnte man eben einen Registriervorgang
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danach beginnen lassen. Fiir die Menge aller Mengen des Typs R, wird das Symbol
I' verwendet.

Die eben angestellten Uberlegungen sind von grofer Bedeutung. Sie werden etwas
weiter unten zur Motivation von Axiom APS 5.1.2 noch weitere Anwendungsmog-
lichkeiten finden. Zuvor soll aber noch der Umstand der raum-zeitlichen Begrenzt-
heit der Préparier- und Registriervorgéinge zur Nahelegung von APS 5A (ii) genutzt
werden. Hat man zwei nicht-leere Praparierverfahren a und o', so dak o' feiner als
a ist, dann umfakt ¢’ nur Praparierereignisse, die auch mit a gewonnen werden, nur
dak sie noch weitere Eigenschaften haben. Also findet der raum-zeitliche Vorgang
von o' im selben begrenzten Raum-Zeit-Gebiet statt wie der von a. Dasselbe gilt
auch fiir zwei Registriermethoden by, b)), wenn bj, sich gegeniiber by als feiner erweist.
Verletzen nun a und by nicht die Kombinierbarkeitsbedingung, dann miissen auch o’
und bj, raum-zeitlich derartig zueinander orientiert sein, daf sie beiden Punkten der
Kombinierbarkeitsbedingung geniigen. Das heift, a' und bj, erfiillen beide Punkte fiir
die Kombinierbarkeit, wenn auch a und by es tun.

Obwohl in Abschnitt 5.7 bereits hinreichend motiviert, lohnt es sich, hier APS 5.2
nochmals zu betrachten. APS 5.2 erscheint im Lichte der obigen Betrachtungen be-
sonders eingéngig, denn es sollte stets moglich sein, zu einem Effektverfahren ein
Praparierverfahren zu finden, das hinreichend weit weg stattfindet und das hinrei-
chend friih endet, ohne daf es dabei zu einem Widerspruch mit der zweiten Anfor-
derung der Kombinierbarkeitsbedingung kommt.

Die soeben angestellten Uberlegungen, um insbesondere die Aussagen aus APS 5A
(ii) zu rechtfertigen, erweisen sich als so fruchtbar, daf auf ihrer Basis weitere Axio-
me motiviert werden konnen. Wie oben festgestellt, gibt es beziiglich eines vorge-
gebenen Bezugssystems zu jedem Priparierverfahren ¢ einen endlichen Zeitpunkt ¢
und ein begrenztes Raumgebiet G so, daf alle Registriermethoden, die nach ¢ und
auferhalb von G stattfinden, mit a kombinierbar sind. Verwendet man wiederum
die Mengen Ry, und I' in der oben geschilderten Bedeutung, dann heifst das also,
dafk es fiir jedes nicht-leeres Préparierverfahren a ein Menge von Registrierverfahren
Roe aus I' so gibt, dafs a mit allen Elementen aus R, kombinierbar ist. Damit
betrachtet man eine Realstruktur, die nun auch axiomatisch in die mathematische
Theorie implementiert werden soll. Doch erweist es sich als giinstig, noch eine nahe-
liegende Eigenschaft der Menge I zu erldutern. Dazu wihle man zwei Elemente R,
und Ros aus I'. o und S charakterisieren zwei endliche Zeitpunkte ¢; und ¢, sowie
zwei begrenzte Raumgebiete G; und G5. Man kann ohne Probleme einen endlichen
Zeitpunkt ¢ sowie ein begrenztes Raumgebiet G derart angeben, dafk ¢ einen Zeit-
punkt nach ¢; und ¢, beschreibt und dalt G die Gebiete G; und G5 umfaft. Benennt
man nun das Paar ¢ und G' mit v, dann liegt Ry, offensichtlich in I". Aber sicher
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gehoren auch alle Registriermethoden aus Ry, zu den Ry, und Rys. Das heit aber,
daf sich I" als ein beziiglich der Mengeninklusion abwirts gerichtetes Mengensystem
auffassen 1aft. Auf einen expliziten Einbau der Raum-Zeit-Struktur in die Theorie
kann hier verzichtet werden, da davon vorerst kein Gebrauch mehr gemacht wer-
den wiirde. Erst in Kapitel 11 werden weiterfiihrende Erorterungen zur Bedeutung
raum-zeitlicher Strukturen erfolgen. Dennoch sei auch hier schon auf Erérterungen
des Kapitels VII in [Lud83b] sowie die Artikel [GNWS81|, [NW83] verwiesen. Statt
des expliziten Einbaus der raum-zeitlichen Struktur konnen die obigen Uberlegun-
gen auch in abstrakter Form in die Theorie iibernommen werden. An geeigneter
Stelle wird immer wieder auf die ,Anschauung” der betrachteten Menge I" und ihrer
Elemente verwiesen.

Zugunsten einer iibersichtlichen Formulierung trifft man noch die folgende Abma-
chung:

Definition 6.1.1 Fiir ein Element A der Potenzmenge P(R}) wird gesetzt:
Fr = {(bo,b) € 3'| by € A}

Damit legen die vorhergehenden Diskussionen nun das folgende Axiom APS 5.1.2
nahe, das dem gleichnamigen Axiom in [Lud83b]|, Kapitel III, Abschnitt 1, S. 44
entspricht:

APS 5.1.2" Es existiert ein beziiglich der Mengeninklusion nach unten gerichtetes
nicht-leeres Mengensystem I' mit den folgenden Eigenschaften:

(i) T ist eine Teilmenge der Potenzmenge P(R}) \ {o}.

(ii) Zu jedem Element a aus Q' existiert ein Element A in T', so dak das Paar (a, f)
fiir alle Elemente f aus ¥, in der Menge C liegt.

Es ergibt sich unmittelbar, daf aus APS 5.1.2 das Axiom APS 5.1.1 aus Abschnitt
5.7 folgt. Der * soll wie stets darauf hinweisen, daf das so bezeichnete Axiom durch
ein spéteres Axiom eingeschlossen wird. Genauer erweist sich APS 5.1.2 als Teil des
niichsten Axioms APS 5.1.3. Um aber schrittweise die Ubertragung der physikali-
schen Uberlegungen in die mathematische Struktur darlegen zu kénnen, wurde APS
5.1.2 zunéchst noch alleinstehend formuliert.

Es stellt sich jetzt die Frage, wieviel die einzelnen Elemente aus I' iiber die Wech-
selwirkung aussagen. Nutzt man auch weiterhin die Bedeutung der Elemente aus I',
die zur Motivation von APS 5.1.2 verwendet wurden, bedarf es also der Diskussion,
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wieviel man iiber ein Priparierverfahren a noch erfahren kann mit Hilfe derjenigen
Registriermethoden, die spiter als ein beliebiger, aber endlicher Zeitpunkt ¢t > T,
und auflerhalb eines beliebigen, aber begrenzten Raumgebiets G O G, stattfinden.
Es soll diesbeziiglich verlangt werden:

Die quantenmechanische Wechselwirkung verliert sich nicht in Raum
oder Zeit.

Das heifst, es soll keine zeitlichen oder raumlichen Abstéinde zwischen Priparation
und Registrierung derart geben, daf bei kleineren Abstidnden Wirkungen nachzu-
weisen sind, die man bei groferen Abstédnden nicht mehr aufzufinden vermag. Das
heifst aber nicht, dak man unabhingig von Anwendungszeit und -gebiet immer mit
denselben Apparaten arbeiten kann. Von technischer Seite kann es sein, dafl man
bei grofen Zeit- oder Raumabstinden ganz andere Geréte konzipieren muf$ als bei
kleinen Absténden. Ebenfalls soll damit nicht behauptet werden, daf zwei Registrier-
methoden, die sich nur durch den Zeitpunkt der Verwendung relativ zum betrach-
teten Praparierverfahren unterscheiden, dieselben relativen Haufigkeiten fiir analog
ausgezeichnete Verdnderungen liefern. Eine derartige Form der zeitlichen Verdnde-
rung wird sinnvoller Weise nicht ausgeschlossen.

Mit der obigen Forderung wird der quantenmechanischen Wechselwirkung eine ,,ge-
wisse Autonomie” zuerkannt. Dabei darf die Einschrinkung , gewisse keinesfalls in
ihrer Bedeutung unterschéitzt werden, denn die Eigenstdndigkeit der quantenme-
chanischen Wechselwirkung und damit auch der Wechselwirkungstriager im Sinne
von Abschnitt 5.8 ist nicht zu verwechseln mit einer Objektivierbarkeit wie in ei-
ner klassischen Theorie. Dort liegt eine vollstindige Eigenstdndigkeit im Sinne einer
Vorzeigbarkeit der Wechselwirkungstriger unabhéingig von den sie préparierenden
und registrierenden Apparaten vor. Fiir damit zusammenhéngende Fragen sei auf
Kapitel 13 verwiesen.

Offenbar zeichnet aber die obige Forderung einer ,gewissen Eigenstindigkeit wie
auch schon die Kombinierbarkeitsbedingung nicht nur die Quantenmechanik aus,
sondern sie gilt erst recht fiir viele klassische Wechselwirkungstheorien. Man denke
etwa an die Elektrodynamik oder auch das Tennisballbeispiel aus Abschnitt 5.8. Die
oben formulierte Eigenstidndigkeits-Forderung an die Wechselwirkungstriager stellt
gewissermafien eine untere Grenze dar, die alle Wechselwirkungstheorien erfiillen,
deren Wechselwirkungstriger eben diesen gewissen Grad an Eigenstindigkeit be-
sitzen. Betrachtet zum Beispiel irreversible Prozesse, sieht man, daf einer solchen
Forderung durchaus nicht immer entsprochen wird, denn dort geht im Laufe der
Zeit die Wirkung verloren.
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Um nun die Aussage, dak sich die Wirkung nicht in Raum oder Zeit verliert, unter
der erwdhnten Pramisse, die Raum-Zeit-Struktur nicht explizit einzufiihren, zu for-
mulieren, soll eine dquivalente Formulierung gefunden werden, die sich einfacher in
das mathematische Bild iibersetzen 1aft. Dazu dienen die nachfolgenden Erdrterun-
gen.

Wenn man annimmt, daf sich die Wirkung in Raum und Zeit nicht verliert, dann ist
es gleichgiiltig, wann und wie weit entfernt man mit der Untersuchung eines Prépa-
rierverfahrens durch Registriermethoden beginnt. Man wird stets alle Informationen
erhalten. Das heifit, es gilt folgende Uberlegung:

Man betrachte zwei Praparierverfahren. Man nehme nun an, daf sich die
beiden Préiparierverfahren nicht durch Registriermethoden unterschei-
den lassen, die derart nach einem endlichen Zeitpunkt beginnen und die
derart auferhalb eines begrenzten Raumgebietes stattfinden, dak die zu
Beginn des Abschnitts erlduterte Kombinierbarkeitsbedingung beziiglich
beider Praparierverfahren erfiillt ist. Dann kann man die Préparierver-
fahren {iberhaupt nicht voneinander unterscheiden.

Gilt nun in der Umkehrung letztere Aussage, dann ergibt sich offensichtlich, daf
es keine Abstéinde rdumlicher oder zeitlicher Art gibt, die als Wirkungsgrenze be-
trachtet werden kénnen. Damit wurde die gesuchte dquivalente Aussage gefunden.
Verwendet man die Mengen R, und I in derselben Weise wie im Vorfeld zu Axiom
APS 5.1.2, dann iibersetzt sich die soeben gewonnene Aussage im mathematischen
Bild folgendermafien:

Seien aq, as Elemente aus @', und sei R, ein Element in I'. Des weiteren
moge gelten:

(i) Fiir alle Elemente by aus R, liegen die Paare (a1, by) und (asg, by)
in der Menge C.

(ii) Fiir alle Elemente f aus JFy gilt f(aq, f) = i(asg, ).

Dann ergibt sich f(aq, f) = fi(aq, f) fiir alle Elemente f aus &F, fiir die
die Paare (a1, f), (ag, f) zu € gehoren.

Zunichst nur zugunsten einer kompakteren Formulierung werden die folgenden Re-
lationen eingefiihrt:
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Definition 6.1.2
Fiir alle Elemente a1, a2 in Q" und alle Elemente f1, fo in F wird festgelegt:

(1) ap ~ az ;< [Vf €JF: [(alaf)a (aQ’f) € e] = /j’(alaf) = ﬂ(aQ’f)]a
(i) fim for=[Vae Q: [(a, /1), (a, f2) € €] = p(a, /1) = p(a, f2)].

Im Verlaufe des Abschnitts wird sich aber noch herausstellen, daf den Relationen
~ und = eine besondere Relevanz zukommt.

Lakt man, wie bei der Formulierung von APS 5.1.2, die Verkniipfung mit der Raum-
Zeit-Struktur weg, und geht man ersatzweise einfach zu abstrakten Mengen iiber,
motiviert die oben formulierte Aussage zusammen mit dem Axiom APS 5.1.2 das
folgende Axiom APS 5.1.3, das dem gleichnamigen Axiom in [Lud83b]|, Kapitel III,
Abschnitt 1, S. 44 entspricht:

APS 5.1.3 Es existiert ein beziiglich der Mengeninklusion nach unten gerichtetes
nicht-leeres Mengensystem I mit den folgenden Eigenschaften:

(i) (a) T ist eine Teilmenge der Potenzmenge P(Ry) \ {@}.

(b) Zu jedem Element a aus Q' existiert ein Element A in I', so dak das Paar
(a, f) fiir alle Elemente f aus F, in der Menge € liegt.

(ii) Bezeichne mit a;, as Elemente aus @', und bezeichne mit A ein Element aus
', so daf fiir alle by aus A die Paare (a1, f) und (as, f) zu € gehéren. Gilt nun
fiir beliebige Elemente f aus F, die Identitit f(aq, f) = fi(ag, f), dann ergibt
sich das Zutreffen der Relation a; ~ as.

Dabei wird mit Punkt (i) das Axiom APS 5.1.2 wiederholt, so daf sich APS 5.1.2
insbesondere als Folge von APS 5.1.3 darstellt.

Aus der Definition 6.1.2 ergibt sich sofort, daf es sich bei ~ auf @' und bei ~ auf F
um reflexive und symmetrische Relationen handelt. Sowohl ~ als auch & besitzen
aber in einer allgemeinen Priparier-Registrier-Struktur im Sinne von Abschnitt 5.8,
das heift nur auf Basis der Axiome AZ 1 bis APS 8.2, nicht die Eigenschaft der
Transitivitit. Somit liegen im allgemeinen weder mit ~ noch mit ~ Aquivalenzre-
lationen vor. Gilt allerdings die Aussage APS 5.1.3, wie sie oben fiir den Fall der
Quantenmechanik motiviert wurde, dann erhdlt man gemaf Th. 1.3. in [Lud83b],
Kapitel ITI, Abschnitt 1, S. 45 zumindest:

Lemma 6.1.3 Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation.
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Beweis:

Es bleibt, die Transitivitit zu zeigen. Dafiir wihle a1,a2,a3 € Q' mit a; ~ ag
und a9 ~ az. Mit APS 5.1.3 (i) folgt sofort aufgrund der Gerichtetheit von T,
dal es ein A € I so gibt, daf fiir alle by € A gilt:

(a’la b0)7 (a27 b0)7 (CI,3, bO) eC.

Wegen a; ~ ag und ag ~ ag gilt damit fiir alle f € Fy :

plar, f) = plag, f) und p(ag, f) = plas, f).

Damit erhilt man fiir jedes f € Fp auch (a1, f) = ji(as, f), woraus sich mit
APS 5.1.3 (ii) die Relation a1 ~ ag ergibt. [ ]

Um nun auch die Transitivitdt von =~ beweisen zu kénnen, bendtigt man noch wei-
tere Eigenschaften in der mathematischen Theorie, die durch ein weiteres Axiom
bereitgestellt werden sollen.

Dafiir wird zunichst die physikalische Grundaussage formuliert, die dann in ein
Axiom iibersetzt werden wird.

Wenn ein nicht-leeres Praparierverfahren ¢ und eine nicht-leere Registrier-
methode by nicht miteinander kombinierbar sind, dann kann man ein an-
deres nicht-leeres Praparierverfahren ' mit den folgenden Eigenschaften
finden:

(i) o' a8t sich von a nicht durch Registriermethoden unterscheiden,
die sowohl mit @ als auch mit o’ kombinierbar sind.

(ii) o beginnt in bezug auf by so viel frither, und o' ist rdumlich so weit
von by entfernt, dak die Kombinierbarkeitsbedingung fiir ¢’ und by
erfiillt wird.

Es stellt sich wie immer bei solchen Forderungen die Frage einer geeigneten Moti-
vation. Dafiir sollen nur einige Bemerkungen gemacht werden. Man konnte sich die
angesprochene Situation am schon haufiger zitierten Beispiel Beschleunigungsappa-
ratur mit Nebelkammer verbildlichen. Man nehme an, daf die beiden Apparate nicht
kombinierbar sind. Nun wére es zum Beispiel denkbar, eine ganz dhnlich gebaute
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Beschleunigungsapparatur als Praparierverfahren a' zu verwenden, die man mit ei-
nem geeigneten Blendensystem versehe, das die Wirkung rdumlich so stark biindelt,
dak die so gewonnene neue Beschleunigungsapparatur bei allen mit beiden Pripa-
rierverfahren kombinierbaren Registriermethoden dieselben Reaktionen auslést wie
die anfiangliche Beschleunigungsapparatur, obwohl sie rdumlich weiter entfernt steht.
Wenn man beispielsweise die Beschleunigungsapparatur nur zu spéit verwendet und
wenn somit die Priparation im Verhéltnis zum Beginn des Registriervorganges mit
der Nebelkammer zu spét endet, ist es sicher denkbar, daf man mit einer bau-
gleichen Beschleunigungsapparatur, die nur geeignet frither gestartet wird und die
entsprechend der Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wirkung weit genug entfernt ist,
bei allen Registriermethoden, die mit der anfinglichen Beschleunigungsapparatur
kombinierbar sind, dieselben relativen Haufigkeiten erzielt.

Man kann die obigen Uberlegungen in véllig analoger Weise auch von der Priparier-
auf die Registrierkomponente verlagern.

Wenn ein nicht-leeres Praparierverfahren a und eine nicht-leere Registrier-
methode by nicht miteinander kombinierbar sind, dann kann man eine
andere nicht-leere Registriermethode b)) mit den folgenden Eigenschaften
finden:

(i) by lakt sich von by nicht durch Préparierverfahren unterscheiden,
die sowohl mit by als auch mit bf kombinierbar sind.

(ii) by beginnt in bezug auf a so viel spéter, und by ist rdumlich so weit
von by entfernt, daf die Kombinierbarkeitsbedingung fiir 6f und a
erfiillt wird.

Nach der physikalischen Formulierung der Forderungen und nach einigen intuitiven
Hinweisen zu ihrer Motivation bedarf es nun der Ubersetzung in die mathematische
Theorie. Die Ubersetzung fillt aber mit Hilfe der Relationen aus Definition 6.1.2
leicht. Fiir zwei Préiparierverfahren a, o’ entspricht die Giiltigkeit der Relation a ~ o’
gerade dem Umstand, daf$ sie nicht durch Registriermethoden unterschieden werden
kénnen, die sowohl mit @ als auch mit a’ kombinierbar sind. Analoges gilt auch fiir
die Registriermethoden und die Relation ~. Damit kommt man zu der Forderung
des folgenden Axioms, wie es in [Lud83b|, Kapitel III, Abschnitt 1, S. 45 vorgestellt
wird:
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APS 5.1.4* Es gelten die folgenden Aussagen:

(i) Fiir alle Elemente by aus R; und alle Elemente a aus Q' existiert ein Element
a' in Q' derart, daf zum einen das Paar (a', by) in C liegt und daf zum anderen
die Relation a ~ a' gilt.

(ii) Fiir alle Elemente a aus Q' und alle Elemente f aus JF existiert ein Element
f"in F derart, dak zum einen das Paar (a, f') in € liegt und dak zum anderen
die Relation f ~ f' gilt.

Das Axiom APS 5.1.4 ist Teil der Ludwigschen Axiomatik der Quantenmechanik,
denn aufer an der im Vorfeld von APS 5.1.4 zitierten Stelle prasentiert Ludwig das
Axiom insbesondere auch in |Lud85a|, Kapitel III, §5.1, S. 77. Es soll hier allerdings
iiber APS 5.1.4 hinausgegangen werden. Deshalb wurde hier das Axiom mit einem
* versehen.

Das im folgenden dargestellte, in bezug auf APS 5.1.4 etwas erweiterte Axiom wird
es in Abschnitt 6.2 erlauben, einfachere Axiome zur Konvexitéit zu formulieren.

Zur Erlauterung des weiterfiihrenden Axioms gehe man nun von zwei nicht-leeren
Registriermethoden by, bps und einem nicht-leeren Priparierverfahren a aus. Dann
kann man nach der oben formulierten Forderung ein nicht-leeres Priparierverfahren
a' so angeben, daf o’ mit by; kombinierbar ist und daf die Relation a ~ o’ gilt. Ge-
nauso kann man ein Praparierverfahren ¢” finden, da o” mit by; kombinierbar ist
und dak die Relation a ~ a” gilt. Nun weif man, da ~ die Eigenschaft der Transiti-
vitit besitzt, so dak man von der Giiltigkeit der Relationskette a ~ o' ~ a” ausgehen
kann. Auf Basis der bisherigen mathematischen Struktur kann man aber nicht dar-
auf schliefen, daf auch eines der Paare (a”, by;) und (a’, by2) zu C gehort. Das heifit,
APS 5.1.4 liefert nicht die Existenz eines ,,gemeinsamen® Priparierverfahrens, das
sowohl mit by; als auch by kombinierbar ist und das beziiglich ~ mit a dquivalent
ist. Genau eine solche Forderung soll nun aber aufgestellt werden. Sie liegt nicht
fern, wenn man die oben erlduterten intuitiven Hinweise wiederum verwendet. Man
miifite dabei etwa die Beschleunigungsapparatur mit einem anderen Blendensystem
derart versehen, daf einerseits die so gebildete gesamte Apparatur @ in hinreichen-
der raumlicher und zeitlicher Entfernung sowohl zu by; als auch zu byy steht und
dak andererseits a bei den mit ¢ und a kombinierbaren Registriermethoden die-
selben relativen Haufigkeiten hervorruft wie a. Wie auch bei APS 5.1.4 wird eine
analoge Aussage fiir die andere Komponente gefordert, so daf in die hier aufgebaute
Axiomatik das folgende Postulat aufgenommen wird:
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APS 5.1.4A Es gelten die folgenden Aussagen:

(i) Fiir alle Elemente by, by aus Rj und alle Elemente a aus Q' existiert ein
Element @' in Q' derart, daf zum einen die Paare (a',bg;) und (a',bg2) in C
liegen und dak zum anderen die Relation a ~ o' gilt.

(ii) Fiir alle Elemente ay, ap aus Q' und alle Elemente f aus JF existiert ein Element
f"in & derart, dak zum einen die Paare (a1, f') und (a9, f') in € liegen und
daf zum anderen die Relation f ~ f’ gilt.

Das Axiom APS 5.1.4A wurde auch von C. Ott in [Ott02] vorgeschlagen.

Ganz offensichtlich impliziert APS 5.1.4A das vorhergehende Axiom APS 5.1.4. Im
weiteren erlaubt es APS 5.1.4A, eine zu Lemma 6.1.3 analoge Aussage zu formulie-
ren:

Lemma 6.1.4 Die Relation = ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis:

Auch hier bleibt es, die Transitivitit zu zeigen. Wahle f1, fo, f3 € F mit
f1 = found fo = f3. Es gilt also fiir alle a € Q'

ﬁ(a,fl) :ﬂ(aa f2)1 (61)
wenn (a, f1) und (a, f2) in @ liegen. Ebenso gilt fiir alle a € Q'
/j(aafZ) :la(aa f3)7 (62)

wenn (a, f2) und (a, f3) zu C gehoéren.

Sei nun a € Q' mit (a, f1) € € und (a, f3) € €. Unter Verwendung von APS
5.1.4A (i) und der Darstellungen f; = (bo;, b;) fiir i = 1,2, 3 gilt

fiir bg1, b2 und a:
Es existiert ein o' € Q', so dak a ~ a', (d',bp1), (a’,bp2) € C gilt. Mit
(6.1) folgt weiter:

fila', fr) = pld', f2), (6.3)

und fiir bye, bpz und a:
Es existiert ein a” € Q', so dak a ~ a”, (a”,bg2), (a”,bo3) € C und mit
(6.2) gilt:

ﬂ(a'”an) = ﬂ(a”af3)' (64)
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Da ~ mit Lemma 6.1.3 transitiv ist, gilt @’ ~ a”. Damit folgt nun fiir alle f
aus F mit (d', f), (d", f) € C:

fi(d', f) = pa”, f). (6.5)
a ~ da, (6.3), (6.5), (6.4) und a” ~ a liefern die Behauptung, denn es gilt
damit:
_ a~a' 6.3) _ 6.5) _ 6.4) _ a'~a
A, 1) = e, 1) 2 1) 2 B 1) " f3) “E i, £)-

Man kann das Fazit ziehen, dal die Axiome APS 5.1.3 und APS 5.1.4A die Relatio-
nen ~ und = zu Aquivalenzrelationen machen. Es erscheint daher niitzlich, fiir die
Mengen der Aquivalenzklassen und die kanonischen Abbildungen in selbige eigene
Namen einzufiihren.

Definition 6.1.5

Mit X wird die Quotientenmenge von Q' beziiglich ~ bezeichnet. Die Quotienten-
menge von F beziiglich ~ heift £. Bei den Elementen von X soll von Zusténden
oder Gesamtheiten gesprochen werden, wihrend die Elemente von L als Effek-
te bezeichnet werden sollen. Die kanonische Abbildung von @' nach X erhéilt den
Namen ¢, und die kanonische Abbildung von F nach £ erhilt den Namen ).

Bemerkungen:

(i) Es soll fiir die korrekte Schreibweise 1((bg, b)) fiir ein Element (by,b) aus F in
Zukunft vereinfachend v (bg, b) geschrieben werden.

(ii) Manchmal wird zur Unterscheidung des oben eingefiihrten Zustandsbegriffes
vom herkdmmlichen, im Rahmen klassischer Theorien verwandten Zustandbegriff
auch von einem statistischen Zustand gesprochen. Beziiglich einer genauen Analyse
der Unterschiede siehe [Lud90a].

Wie bei den Ja-Nein-Experimenten in Abschnitt 5.7 muf betont werden, daf im Zuge
des hier verfolgten Zuganges den Ausdriicken Zustand, Gesamtheit und Effekt eine
realistisch fundierte Bedeutung zugeordnet wird. Es handelt sich dabei um Klassen
von Praparier- und Effektverfahren, die wiederum im Verlauf der Betrachtungen des
Kapitels 5 realistisch begriindet wurden. Mit Definition 6.1.5 wurde ein wichtiger
Schritt durchgefiihrt. Denn eine Definition l4fst keinen Raum mehr, um einen Begriff
durch weitere ,Vorstellungen® zu verwéssern.

Zur Unterscheidung von alternativen Zugidngen muf betont werden, daf hier den
Zusténden und Effekten keine elementare Bedeutung in dem Sinne zukommt, daf sie
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die zentralen Elemente des Vergleiches zwischen Experiment und Theorie darstellen.
Dafiir sind die Praparierverfahren, Registriermethoden und Registrierprozeduren zu
verwenden. Bei Zustinden und Effekten handelt es sich um Konzepte, die im Sinne
innerer Terme auf den Ausgangsbildmengen aufbauen und die sich im weiteren zur
Analyse der Strukturen der Quantenmechanik als besonders geeignet herausstellen
werden. Zum Begriff des inneren Termes wird an Abschnitt 4.4 erinnert.

Mit den Bezeichnungen aus der obigen Definition 1dft sich APS 5.1.4A in eine fiir
spatere Betrachtungen noch giinstigere Form bringen.

Lemma 6.1.6 Es gelten die folgenden beiden Aquivalenzaussagen:
(i) Es sind dquivalent:

(a) APS 5.1.4A (i)

(b) Fiir beliebige Elemente byy, boy in Ry und alle Elemente w aus X existiert
ein Element a' in w, so daf die Paare (a,by1) und (a,boz) zu der Menge
C gehéren.

(ii) Es sind ebenfalls dquivalent:

(a) APS 5.1.4A (ii)

(b) Fiir beliebige Elemente a1, ay in Q' und alle Elemente g in L ezistiert ein
Element f' in g, so daf$ die Paare (a1, f') und (aq, f') in C liegen.

Die Aquivalenzklassenbildung erlaubt es, ausgehend von i die folgende Abbildung
auf den Quotientenmengen zu erklaren:

Definition 6.1.7

p:XxL—[0,1], (w,9) —> p(w,g):=i(a, f) fiir ein beliebiges a € w
und ein beliebiges f € ¢
mit (a, f) € C.

Die Wohldefiniertheit von p wird durch das nachfolgende Lemma garantiert, dessen
erster Punkt Th. 1.3. in |[Lud83b|, Kapitel III, Abschnitt 1, S. 45 wiedergibt. Man
bemerke insbesondere, daf der Definitionsbereich von p durch K x L gegeben ist.

Lemma 6.1.8

(i) Fir alle Elemente w in X und alle Elemente g in L existieren Elemente a in
w und f in g, so daf§ das Paar (a, f) in C liegt.
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(ii) Sei w ein Element aus X, und sei g ein Element aus L. Seien ferner ay,as
zwei Elemente aus w und f1, fo zwei Elemente aus g. Wenn die Paare (a4, f1)
und (ag, f2) zu € gehdren, dann gilt

fi(a1, fr) = flaz, f2)-
(#5i) Fiir alle Elemente w aus X und fiir alle Elemente g aus L gilt:

0<p(w,g) <1

Beweis:

zu (i): Selen w € K, g € L, dann existiert ein f = (bg,b) € g. Mit APS 5.1.4A
(1) existiert ein a € w mit (a,by) € C. Also existiert ein (a, f) € C.

zu (ii): Wihle w € K,g € L,a1,a2 € w, f1, fo € g mit (a1, f1), (a2, f2) € F.
Dann folgt mit APS 5.1.4A (i), dak es ein a € w mit (a, f1), (a, f2) € C gibt.
Die drei Relationen a1 ~ a, fi = fo und a ~ a9 liefern dann

pla1, f1) = ila, f1) = Bla, f2) = plag, f2).

zu (iii): Die Aussage ist aufgrund der Konstruktion von y trivial. [ ]

Anschaulich beschreibt p(w, g) fiir w € X und g € £ die relative Hiufigkeit aller Ja-
Nein-Experimente, deren Praparierverfahren zu w und deren Effektverfahren zu g
gehort. Abkiirzend werden dafiir in Zukunft Formulierungen wie ,,Wahrscheinlichkeit
des Eintretens des Effektes g im Zustand w* verwendet. Es sei aber betont, daf damit
stets der zuvor genannte Zusammenhang gemeint ist.

Der néchste Satz, der sich ohne Beweis zum Teil als Th. 1.1. in [Lud83b|, Kapitel III,
Abschnitt 1, S. 43 und vollstandig als T 5.1.4 in [Lud85a|, Kapitel III, §5.1, S. 78
findet, stellt die ersten wichtigen Eigenschaften fiir u zusammen.

Satz 6.1.9 (zentraler Satz iiber die Eigenschaften von p) FEs gilt:

(i) Fiir alle Elemente w aus X, fir alle Elemente g aus L, fir alle Elemente a
aus w und fir alle Elemente f aus g gilt u(w,g) = pla, f), wenn das Paar
(a, f) zu C gehdrt.

(1) Zwei Elemente wy, ws aus K sind genau dann identisch, wenn fir alle Elemente
g aus L die Identitit p(wi, g) = p(wsq, g) gilt.
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(#ii) Zwei Elemente gy, g2 aus L sind genau dann identisch, wenn fir alle Elemente
w aus K die Identitit u(w, g1) = p(w, go) gilt.

(iv) Es existiert genau ein Element go in L, so daf8 fir alle w aus K die Relation
n(w, go) = 0 gilt.

(v) Es existiert genau ein Element g1 in L, so daf fir alle w aus K die Relation
p(w, g1) =1 gilt.

(vi) Zu jedem Element g in L existiert genau ein Element ¢' in L, so dafs

p(w, g) + p(w, g') =1

fir alle w aus X gilt.

Beweis:

zu (i): Die Aussage folgt sofort aus der Definition von y.

zu (i) und (iii): (iii) lauft vollig analog zu (ii). Deshalb soll hier nur Punkt
(ii) gezeigt werden. Die eine Richtung folgt aus der bereits bewiesenen Abbil-
dungseigenschaft von u. Es bleibt, die andere Richtung zu zeigen.

Seien dafiir wy, we € K gewdhlt, und gelte p(w,g) = p(ws,g) fiir alle g € L.
Seien ferner a1 € wi,ay € wy und f € F so gewdhlt, dak (a, f1), (a, f2) € C
gilt. Dann folgt mit (i):

fi(ay, ) = plp(ar),¥(f)) = plwy, ¥ (f)) = ulwz, ¥(f)) = ilaz, f).

Also sind a; und ay dquivalent beziiglich ~. Da aber Aquivalenzklassen entwe-
der identisch oder elementfremd sind, bedeutet das die Identitdt von w; und
wa.

zu (iv): Sei by € Ry, dann gehort (by, @) zu F. Offenbar liegt g := 9(by, @) in
L. Sei w € K, dann existiert mit APS 5.1.4A (i) ein a € w mit (a,by) € C. Das
heiftt, es gilt p(w, go) = p(a, (bg, @)) = 0. Die Eindeutigkeit folgt mit obigem
Punkt (iii).

zu (v): Der Beweis lduft analog zum Beweis von (iv) nur mit der Definition

g1 := (b, by) fiir ein beliebiges by € Ry,.

zu (vi): Sei g € L, dann existiert ein f = (by,b) € F mit ¢(f) = ¢g. Da mit
APS 2 und APS 4.1 durch R eine Menge von Auswahlverfahren mit Rg C R
vorliegt, liegt auch by \ b in R. Damit gehort (bg,bg \ b) zu F. Man setze
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g = 1(bo,bo\ b). Mit APS 5.1.4A (i) existiert nun zu jedem w € X ein a € w,
so da® (a,bg) € C gilt. Also erhilt man

M(wag) + M(wagl) = ﬂ(aa (bOab)) + ﬂ(aa (bOa bo \b)) =L

Dabei ergibt sich das letzte Gleichheitszeichen vermittels APS 6A (i). Die
Eindeutigkeit von ¢ liefert obiger Punkt (iii). [ |

Zu Beginn des Kapitels wurde im Sinne einer Vorschau erldutert, daf ein gewisser
Grad von Unabhéngigkeit der quantenmechanischen Wechselwirkung vom appara-
tiven Kontext seinen Ausdruck in der Moglichkeit zur Klassenbildung findet. Auf
der Basis der im bisherigen Verlauf des Abschnitts angestellten Uberlegungen kann
man das konkretisieren. Dazu soll deutlich gemacht werden, wie die Uberlegungen
zum Grad der Autonomie der Wechselwirkungstriger mit der Moglichkeit der Klas-
senbildung zusammenhéngen.

Man bedenke zunéchst, dafi zwei Praparierverfahren derselben Klasse nicht anhand
der Wirkung, die sie auf mit beiden kombinierbare Registriermethoden ausiiben, un-
terschieden werden kénnen. Um zwei Priparierverfahren gegeneinander abzugren-
zen, miiite man schon die apparativen Aufbauten oder die raum-zeitliche Orientie-
rung zueinander direkt untersuchen. Also kommt allen Priaparierverfahren derselben
Klasse sozusagen dasselbe Wirkmuster beziiglich der Registriermethoden in Form
der relativen Haufigkeiten zu, wenn man davon absieht, daf nicht alle Praparierver-
fahren einer Klasse mit denselben Registriermethoden kombinierbar sind. Letzteres
stellt aber keine besondere Einschrinkung dar, denn, wenn zwei Préparierverfahren
derselben Klasse mit einer Registriermethode kombinierbar sind, dann liefern sie
dieselben relativen Héufigkeiten. Man hat folglich eine Unabhéngigkeit des Wirk-
musters vom konkreten apparativen Aufbau eines Priparierverfahrens, solange man
in derselben Klasse bleibt. Die relative Haufigkeit mit der ein Effektverfahren auf
ein Praparierverfahren reagiert, héingt mithin neben der Frage nach der Kombinier-
barkeit lediglich von der Klasse ab, zu der das Préiparierverfahren gehort. Dieselben
Uberlegungen kann man auch fiir die Effektseite anstellen. Auch hier kommt jedem
Effekt gewissermafien sein eigenes Reaktionsmuster auf die Praparierverfahren und
damit auch auf die Zustdande zu. Das stellt einen gewissen Grad an Unabhéngigkeit
der quantenmechanischen Wechselwirkung von den sie produzierenden und manife-
stierenden apparativen Aufbauten dar, der genau durch die Moglichkeit zur Klas-
senbildung ausgedriickt wird. So scheint es im Nachhinein auch gerechtfertigt, die
jeweiligen Klassen als Zusténde und als Effekte zu bezeichnen. Wihlt man ein Pri-
parierverfahren aus einer bestimmten Klasse, dann legt man so bereits das Spektrum
der Wirkmdoglichkeiten auf Registriermethoden und damit auf die Effekte fest. Man
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konnte daher mit grofser Vorsicht davon sprechen, daf man die quantenmechanische
Wechselwirkung in einem gewissen Zustand préapariert hat. Fiir den Fall der Effekte
gilt wiederum eine dhnliche Uberlegung, denn durch die Wahl eines Effektverfahrens
aus einer bestimmten Klasse legt man ebenfalls fiir jedes Praparierverfahren und da-
mit jeden Zustand fest, welche Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Effektes an
der betrachteten Apparatur besteht. Insofern kann man fiir einen Zustand w und
einen Effekt g bei p(w, g) von der Wahrscheinlichkeit sprechen, im Zustand w den
Effekt g auszulosen.

Es sei hier noch ein wichtiger Punkt erwidhnt. Im Rahmen der Kombinierbarkeits-
bedingung wurde gefordert, dak keine Informationen iiber die Prozesse wihrend der
Priparierens und des Registrierens gesammelt werden. Das heifst, man beschrénkt
den Grundbereich. Somit beschriankt man natiirlich auch den Anwendungsbereich
der entwickelten physikalischen Theorie. Allerdings gewinnt man auf der anderen
Seite die Maoglichkeit zur Klassenbildung entsprechend der Moglichkeit zum Aus-
blenden allzu vieler konkreter experimenteller Details der apparativen Aufbauten.
Der Preis ist aber offensichtlich, daf man nichts iiber die Prozesse zur Gewinnung
und Manifestation der Wechselwirkung sagen kann. Versteht man also unter Quan-
tenmechanik eine physikalische Theorie, die insbesondere den bisher dargelegten
Strukturen entspricht, und versteht man unter ,Melprozel den Prozefs, der im Zu-
sammenhang mit dem Registriervorgang im Registrierapparat ablauft, dann ist von
vornherein die Moglichkeit ausgeschlossen, mit der Quantenmechanik den sogenann-
ten Mefprozel zu beschreiben.

Auf Basis der Axiome APS 5.1.3 und APS 5.1.4A kann man die vorgestellte Klas-
seneinteilung auf Q' und F durchfiihren. Im weiteren Verlauf der hier formulierten
Theorie wird die konkrete Formulierung der Axiome APS 5.1.3 und 5.1.4A nur noch
an wenigen Stellen ben6tigt, wie etwa bei den Beweisen von Satz 6.2.3, Lemma 9.6.2
und Satz 11.1.5. Es kommt zumeist nur auf die Méglichkeit zur Klassenbildung be-
ziiglich ~ und = und die Moglichkeit zur wohldefinierten Begriindung der Abbildung
1 auf den Quotientenmengen im Sinne von Definition 6.1.7 an. Mathematisch wiir-
de es also fiir die meisten Betrachtungen ausreichen, ein Axiom zu verwenden, in
dem nur die Transitivitit von ~ und = einerseits und der Inhalt von Lemma 6.1.8
(i) und (ii) andererseits gefordert wiirde. Derartige Forderungen sind aber physika-
lisch nicht einfach einzusehen, so dak die Axiome APS 5.1.3 und 5.1.4A vorgezogen
werden. Die Moglichkeit zur Klassenbildung mit Hilfe der Relationen ~ und ~ und
der dadurch erméglichte Ubergang zu Zustinden, Effekten und s erschlieft einen
Teil der Theorie, der erheblich einfacher und iibersichtlicher strukturiert ist als die
gesamte Theorie mit Ereignissen und Verfahren. Das liegt in erster Linie daran,
daf man kein Kombinierbarkeitsproblem zwischen Zustéinden und Effekten beriick-
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sichtigen mufs, denn Lemma 6.1.8 garantiert, dak man jedem Paar von Zustidnden
und Effekten in physikalisch wohldefinierter Weise, eine Wahrscheinlichkeit zuordnen
kann. In der gesamten Theorie muf man, wie oben geschehen, etwas aufwendigere
Betrachtungen dariiber anstellen, was unter Kombinierbarkeit zu verstehen ist und
wie man Kombinierbarkeitsiiberlegungen geeignet mathematisch iibersetzt.

Des weiteren ist der Umstand zu wiirdigen, daf mit Satz 6.1.9 (ii) und (iii) Kriterien
fiir die Identitédt von Zustdnden einerseits und Effekten andererseits zur Verfiigung
stehen. Ein solch einfaches Kriterium hat man auf dem Niveau der Préparier- und
Registrierstrukturen nicht vorliegen. Insbesondere muf man hierbei erwidhnen, daf
offenbar aus der Zugehorigkeit zweier Praparierverfahren zu einer Klasse noch nicht
die Identitdt der Préaparierverfahren folgt. Es reicht auf dem Niveau der Praparier-
verfahren nicht aus, dak das statistische Verhalten beziiglich aller mit beiden kom-
binierbaren Registriermethoden dasselbe ist. Bei einem Ubergang von einer Theorie
der Verfahren zu einer Theorie der Zustinde und Effekte werden eben viele Informa-
tionen aufgegeben. Es stellt sich die Frage, ob es sich dabei um relevante Informa-
tionen handelt oder ob derartige Informationen Details der Realitdt in die Theorie
einfiihren, die fiir die Quantenmechanik gar nicht von Bedeutung sind. Anhand des
sogenannten Einstein-Podolsky-Rosen-Paradoxons wird sich in Abschnitt 13.3 her-
ausstellen, daf die Verfahren im Vergleich zu den aus ihnen gewonnenen Klassen
durchaus relevante Informationen bergen. Dennoch stellt der Teil der Theorie, der
durch Zustinde und Effekte erreicht wird, einen wichtigen Teil dar, der im Laufe
der folgenden Kapitel noch ausfiihrlich diskutiert werden wird. Trotz der besonderen
Bedeutung, die Zustdnden und Effekten innerhalb der Quantenmechanik zukommt,
darf ihr Ursprung aus den Priparier- und Effektverfahren nicht vergessen werden.

Die Punkte (iv) - (vi) aus Satz 6.1.9 werden sich in den nachfolgenden Kapiteln noch
als geeignete Ansatzpunkte fiir die Weiterentwicklung der Theorie herausstellen.
Insbesondere werden sie sich zur Begriindung von Verbandseigenschaften eignen.

6.2 Rationale Konvexitat

Durch die Definition 5.4.3 wurde erklart, was bei Auswahlverfahren unter Mischun-
gen und disjunkten Zerlegungen zu verstehen ist. Also stehen die Begriffe fiir Prépa-
rierverfahren, Registriermethoden und Registrierprozeduren zur Verfiigung. Es stellt
sich jetzt in natiirlicher Weise die Frage nach analogen Bezeichnungen fiir die Men-
gen der Zusténde und Effekte. Um geeignete sprachliche Instrumente fiir den Inhalt
des folgenden Abschnitts, aber auch fiir weiterfithrende Betrachtungen insbesonde-
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re in Abschnitt 7.2 zur Verfiigung zu haben, werden die folgenden, zunéchst noch
abstrakten Konvexitdtsbegriffe eingefiihrt.

Definition 6.2.1
Sei X eine Menge, und sei I eine Indexmenge beliebiger Michtigkeit. Bezeichne
ferner f; : X — Ry fiir jedes ¢ € I eine Abbildung.

(i)

(iii)

Fiir endliche Familien (x;)7., von Elementen der Menge X, und endliche Fa-
milien von Zahlen (a;)7; des reellen Intervalls (0, 1] mit Y 7", o = 1 heifit
ein Element z aus X eine (f;);cr-Konvexkombination der Familie (z;)7,

beziiglich der Gewichte («;)7.,, wenn fiir alle i € I gilt:

fi(z) = Zaj fi(z;).

Fiir eine abzihlbare Familie ()52, von Elementen der Menge X und fiir
einen Satz (a;)?; von Zahlen des reellen Zahl (0,1] mit >°2° a; = 1 wird
ein Element x der Menge X als o-(f;);c;-Konvexkombination der Familie
(z7)52, beziiglich der Gewichte (a;)$2; bezeichnet, wenn fiir jedes 7 € I

gilt:
file) =Y o filx).
j=1

Eine Teilmenge A von X heifit reell (oder rational) (f;);c;-konvex, wenn
es zu jedem endlichen Satz (z;)7L, aus der Menge A und jedem endlichen
Satz (;)7%, von Zahlen des reellen Intervalls (0, 1] (oder des rationalen Inter-
valls (0,1] N Q) mit 3°7", a; = 1 genau eine (f;);cr-Konvexkombination z der
Familie (z;)7, beziiglich der Gewichte (o )72, in A gibt.

Eine Teilmenge A der Menge X heift reell (oder rational) o-(f;);c;-konvex,
wenn sie reell (oder rational) konvex ist und wenn zusétzlich zu jedem abzéhl-
baren Satz (r;)2, von Elementen der Menge A und jedem Satz (a;)32; von
Zahlen des reellen Intervalls (0, 1] (oder des rationalen Intervalls (0,1] N Q) mit
> i1 = 1 genau eine 0-(f;)2,-Konvexkombination z der Familie (2;)32,
beziiglich der Gewichte ()22, in A existiert.

Bemerkung:
Beim zweiten Teil von Punkt (iii) der Definition beachte man die Forderung nach
Eindeutigkeit. Fiir den allgemeinen Fall von (f;);c;-Konvexkombinationen kann es
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vorkommen, daf zum selben Satz von Elementen und Gewichten auch zwei verschie-
dene (f;)i;cr-Konvexkombinationen existieren, so daf dann fiir alle i € I insbesondere
die Identitét f;(z') = fi(z) gilt. Satz A.3.3 offenbart, daf eine solche Problematik nur
fiir Nicht-Hausdorffriume Relevanz besitzt. Wie sich noch zeigen wird, liegen in den
physikalischen Fillen, die im Verlaufe der vorliegenden Arbeit betrachtet werden,
in der Regel Hausdorffriume vor, so daf die Existenz einer (f;);c;-Konvexkombi-
nation auch mit ihrer Eindeutigkeit einhergeht. Zu den o-Konvexkombinationen sei
noch angemerkt, dafl die vorkommenden Reihen im Falle ihrer Konvergenz aufgrund
der Voraussetzungen auch unbedingt konvergieren. Das heifit, dak die Reihen auch
unabhingig von der Reihenfolge der Glieder stets gegen denselben Grenzwert kon-
vergieren.

Fiir den vorliegenden physikalischen Fall bedeutet die abstrakte Begriffsbildung aus
Definition 6.2.1 die naheliegende Bezeichnungsweise:

(i) Bezeichnet (w;)?_; eine Familie in X, und bezeichnet (\;)?_, eine Familie von

Zahlen des reellen Intervalls (0,1] mit A\, =1, dann heifit ein Element w
i=1

aus X eine (u(-,9))gec-Konvexkombination der Familie (w;)", beziiglich

der Gewichte (\;),, wenn fiir alle Elemente g der Menge £ die Identitét

p(w, g) = ;A w(wi, g) gilt.

Ist eine solche Darstellung moglich, wird w auch als Mischung der Familie
(w;)™_, beziiglich der Gewichte (\;)?_; bezeichnet. Umgekehrt wird dann auch
von einer Entmischung von w beziiglich der Familie (w;)?_; und der Gewichte
()™, gesprochen.

(ii) Bezeichnet (g;)7_, eine Familie in £, und bezeichnet (\;)?; eine Familie von
Zahlen des reellen Intervalls (0,1] mit Y  A\; = 1, dann heift ein Element g

i=1

in L eine (u(w, - ))wex-Konvexkombination der Elemente (g;)" ; beziiglich
der Gewichte (\;)"_,, wenn fiir alle Elemente w der Menge X die Identitét

w(w, g) = ;A p(w, g;) gilt.

Analog zur Situation bei den Zustinden wird g auch gelegentlich als Mi-
schung der (g;)I, beziiglich (\;)?_; bezeichnet, und umgekehrt wird dann
gelegentlich von einer Entmischung von g beziiglich (g;)?_; und der Gewich-
te (A;)"_; gesprochen. Zumeist bleiben die Begriffe der Mischung und Entmi-
schung aber auf die Betrachtung von Zustéinden beschrinkt.
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Die Formulierungen fiir den abzdhlbaren Fall sehen dann entsprechend aus. Es wird
hier absichtlich von (yu(-, ¢))gec-Konvexkombinationen und (u(w, -))wex-Konvex-
kombinationen gesprochen und nicht nur von Konvexkombinationen, da sowohl X
wie auch L bisher nur abstrakte Mengen sind. Beide Menge stehen noch in keinem
Verhiltnis zu einem linearen Raum. Der Begriff der Konvexitiat wird aber dennoch
eingefiihrt, denn im Laufe des kommenden Abschnitts wird sich herausstellen, daf
man mit Konstruktionen, die der oben definierten Form entsprechen, physikalisch
eben genau das trifft, was iiblicherweise auch mit Konvexitit begrifflich gefalt wer-
den soll. In Kapitel 8 wird die Einbettung in einen linearen Raum vollzogen. Dort
wird fiir den endlichen Fall in zufriedenstellender Weise die obige Form der Konvexi-
tit in die herkommliche iibergehen. Bei den abzihlbaren Fillen wird das zumindest
fiir die physikalisch relevanten Mengen der Fall sein.

Mit den obigen Bezeichnungen beweist sich schnell das folgende Lemma, dessen
ersten Punkt man als Th. 2.1. in [Lud83b|, Kapitel III, Abschnitt 2, S. 48 findet und
dessen zweiter Punkt ohne Beweis als Th. 2.3. in |[Lud83b|, Kapitel III, Abschnitt
2, S. 52 notiert wird:

Lemma 6.2.2

(i) Fir jedes Element a aus Q' und jede disjunkte Zerlegung (a;)_, von a in
Q' ist p(a) eine (u(-,g))ger-Konverkombination der (¢(a;))i, beziglich der
Gewichte (Ag(a, a;))™ ;.

(ii) Fir jedes Element by aus Ry, jede disjunkte Zerlegung (bo; )7, von by in Ry und
jedes Element b aus R(by) ist ¥(by,b) eine (u(w, -))wex-Konverkombination
der (1 (bo;, bo; N b))1_, beziiglich der Gewichte (Ar,(bo, boi))i ;-

Beweis:

zu (i): Mit Lemma 6.1.8 (i) folgt die Existenz eines Elementes f € g mit
(a, f) € C. Damit erhélt man auch fiir jedes i € {1,...,n} die Zugehorigkeit
von (a;, f) zu C. Satz 6.1.9 (i) und APS 6A (i) liefern dann:

/1/((,0(01),9) = M((p(a),lﬁ(f)) = ﬂ(aaf) = Z)‘Q(aaa’i) ﬂ(al’f)

- Z Ao(a,a;) p(p(a:),g).
i=1

Die zusédtzlichen Bedingungen sind Inhalt von Lemma 5.7.8.
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zu (ii): Der Beweis lduft vollig analog zum Beweis von (i) bei Verwendung von
Satz 5.7.13. ]

Lemma 6.2.2 beantwortet die Frage, wie sich aus Mischungen auf Ebene der Préipa-
rierverfahren und Registriermethoden zugehérige (p( -, g))4ec-Konvexkombinationen
und (u(w, - ))wesx-Konvexkombinationen auf der Ebene der Zusténde und Effekte er-
geben. Nun muf physikalisch diskutiert werden, ob es ausgehend von endlich vielen
Zustinden oder Effekten und einem beliebigen Satz von Gewichten stets eine zugeho-
rige (u(-,g))gec-Konvexkombination oder (pu(w, -))yex-Konvexkombination gibt.
Sollten derartige Konvexkombinationen moglich sein, stellt sich zudem die Frage ih-
rer Eindeutigkeit. Es muf also erértert werden, ob es sich bei K um eine (p( -, g))ger-
konvexe Menge handelt und ob es sich bei L um eine (u(w, -))yex-konvexe Menge
handelt. Dabei beschrankt man sich auf rationale Gewichte aus QN (0, 1], denn mit
APS 1 und Lemma 5.6.3 folgt die Abzihlbarkeit von Q und &F. Also kénnen auch K
und £ nur héchstens abzidhlbar sein.

Um die genannten Konvexitits-Fragen zu beantworten, bedarf es geeigneter phy-
sikalisch motivierter Axiome. Fiir eine physikalische Argumentation bietet es sich
an, auf der Ebene der Praparierverfahren oder Effektverfahren zu diskutieren. Auch
hier macht es die Abzdhlbarkeit von @ und F notwendig, sich zur Konsistenz der
bisherigen Axiomatik auf rationale Gewichte zu beschrénken.

Man betrachte zwei nicht-leere Praparierverfahren a, a, und eine Zahl a aus dem
rationalen Intervall Q N (0,1]. Des weiteren sei ein Zufallsgenerator gegeben, der
nach endlicher Arbeitszeit als Ergebnis (+) oder (—) ausgibt. Die Anzeige (+) tre-
te dabei mit der Wahrscheinlichkeit o auf. Entsprechend erscheint (—) dann mit
der Wahrscheinlichkeit 1 — a. Wie im vorigen Abschnitt ausfiihrlich diskutiert, be-
schreiben a1, as raum-zeitlich begrenzte Vorginge. Man betrachte nun den folgenden
Aufbau. Als Bezugssystem stehe ein Fast-Inertialsystem zur Verfiigung. Zu einem
festen Zeitpunkt wird der Zufallsgenerator gestartet. Nach endlicher Zeit beendet
er seine Arbeit, und er gibt ein Ergebnis aus. Zeigt nun der Zufallsgenerator (+)
an, soll ein Verfahren gestartet werden, das in Aufbau, Durchfiihrung und raum-
zeitlicher Orientierung a; gleicht. Im Falle einer (—)-Anzeige soll ein as gleichendes
Verfahren gestartet werden. Es sei angemerkt, daf diese a; und ay in obigen Punk-
ten gleichenden Verfahren nicht mit a; und as verwechselt werden diirfen. a; und as
stellen eigensténdige Verfahren dar, die nicht Teil der obigen Gesamtapparatur mit
Zufallsgenerator sind. Die Feinheit in der Namensgebung des Realtextes bedarf hier
also besonderer Beriicksichtigung. Dabei soll unter Beriicksichtigung der Informati-
onsiibermittlungsgeschwindigkeit das Ende der Arbeitszeit des Zufallsgenerators so
vor dem Beginn der a; und a, entsprechenden Verfahren enden, daf die Nachricht zu
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ihrer Durchfiihrung oder Nicht-Durchfiihrung rechtzeitig ankommt. Den Zufallsge-
nerator denke man sich derart konstruiert, daf er nach aufen mit Ausnahme der In-
formationsiibermittlung, welches Verfahren durchgefiihrt werden soll, vollig neutral
ist. Das soll heifsen, weder die a; und ay entsprechenden Verfahren, mit Ausnahme
der angesprochenen Start- oder Nicht-Start-Information, noch irgendeine mit a; und
ao kombinierbare Registriermethode soll in ihrer Arbeit durch ihn beeinflufit werden.
Dies liefie sich dadurch am Realtext ablesen, dafs die relevanten Registriermethoden
beziiglich des Zufallsgenerators so reagieren, als sei iiberhaupt kein Prapariergerét
vorhanden. Es kann vorkommen, dafs sich die Apparate entsprechend a; und a, in
raum-zeitlicher Hinsicht behindern. Es soll aber dennoch angenommen werden, daf
es stets moglich ist, einen Apparat mit der oben beschriebenen Arbeitsweise zu bau-
en. Es handelt sich bei dem dargestellten Aufbau mit Hilfe des Zufallsgenerators
wieder um ein Priaparierverfahren, das im weiteren den Namen a erhalte. Betrachtet
man nun eine Registriermethode by, die sowohl mit a; als auch mit as kombinierbar
ist, dann gibt es geméf der Kombinierbarkeitsbedingung Einzelexperimente sowohl
entsprechend a; und by als auch entsprechend a, und by. Aukerdem sind die Verfah-
ren raum-zeitlich so zueinander orientiert, dak sie aneinander keine Informationen
iiber die Prozesse wiahrend der Pridparation und der Registrierung sammeln. Der
Zufallsgenerator kann sicher stets so gedacht werden, daf er fiir beide Seiten sto-
rungsfrei vollstindig im apparativen Aufbau eines der beiden a konstituierenden
Teilapparate verschwindet und dafs a nicht mehr Raum in Anspruch nimmt als die
a; und a, zugehodrigen Apparate alleine. Zeitlich ist die Operation des Zufallsgene-
rators bereits beendet, bevor die Praparierverfahren iiberhaupt beginnen, also sollte
es auch fiir a und by zugehorige Einzelexperimente geben. Auch a und by sammeln
keine Informationen iiber die in den Apparaten ablaufenden Prozesse aneinander.
Das heifst aber gerade, daf auch a und by kombinierbar sind, wenn a; und ay jeweils
mit by kombinierbar sind.

Es stellt sich nun die interessante Frage nach dem Verhéltnis der relativen Héufig-
keiten, die man mit a,a; und ay beziiglich derjenigen Effektverfahren erhilt, die
mit allen drei Praparierverfahren Ja-Nein-Experimente bilden. Wihle dazu ein Ef-
fektverfahren f = (by,b) so, daf by mit a; und mit ay kombinierbar ist. Nach den
obigen Uberlegungen ist by, dann auch mit a kombinierbar. Man betrachte nun N
Einzelexperimente derart, da die zugehorigen Préaparierereignisse nach a und die
zugehorigen Registrierereignisse nach by gewonnen werden. Mit N, bezeichne man
die Anzahl der Einzelexperimente, fiir die beim zugehorigen Praparierereignis am
Zufallsgenerator (+) angezeigt wurde. Auf analoge Weise verwende das Symbol N_.
Man bezeichne im weiteren mit N;” die Anzahl der Einzelexperimente von den N,
Einzelexperimenten, die bei by die Veréinderung b hervorgerufen haben. Wiederum
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nutze man in analoger Weise das Symbol N,”. Wenn man mit N, diejenige Anzahl
von Einzelexperimenten unter allen N Einzelexperimenten benennt, die an by die
Verdnderung b hervorgerufen haben, gilt offensichtlich: N, + N,” = N;. Mit den
gewéhlten Bezeichnungen erhilt man nun sofort:

N, Nb++N, N, Nf+N. N
N N N N. N N’

Die nachfolgenden Verfahren haben keinen Einfluf auf den Zufallsgenerator, so dafs
% und N—N‘ durch o und 1 — « abzubilden sind. Da der Zufallsgenerator aber auch
keinen Einfluf auf die nachfolgenden Verfahren haben soll, aufer sie zu starten, und
da die in ¢ verwandten Teilverfahren den Verfahren a; und as bis auf den Umstand

gleichen, dak sie Teil einer groferen Apparatur sind, bildet f(a, f) die relative

+ —
Haufigkeit x—’; ab. In analogem Verhiltnis stehen % durch fi(as, f) zueinander.
Damit hat man das folgende Axiom motiviert:

AP 1A Seien aq,ay Elemente aus @', und sei « eine Zahl aus Q N (0, 1]. Dann
existiert ein Element a in Q' derart, dak fiir jedes Element f der Menge JF, fiir das
die Paare (a1, f) und (ag, f) in C liegen, gilt:

(i) Das Paar (a, f) gehort zur Menge C.
(ii) Ala, f) = aplar, f) + (1 = o) a(as, f).

Das Axiom AP 1A wurde auch von C. Ott in [Ott02]| vorgeschlagen.

Der Zusatz ,,A“ soll wiederum bedeuten, daft mit obigem Axiom vom Ludwigschen
Weg abgewichen wird. Zugehérige Erérterungen findet man nach der Formulierung
des nichsten Axioms AR 1A auf Seite 129.

Es besteht jetzt die Moglichkeit, dhnliche Uberlegungen auch fiir die Registrierung
durchfiithren. Zu zwei vorgegebenen Effektverfahren f; = (bo1,b1), fo = (bo2, b2) kon-
struiert man eine neue Registriermethode by, indem man beide Registriervorgénge
gemik den Registriermethoden by; und bgy parallel durchfiihrt und indem man nach
dem Ende der beiden Registrierverfahren feststellt, ob die b; und by entsprechen-
den Verdnderungen eingetreten sind oder nicht. Danach wird durch Verwenden des
Zufallsgenerators aus den beiden Ergebnissen eines auswahlt. Von prinzipiellen Ein-
schriankungen abgesehen, die weiter unten noch gesondert diskutiert werden, erhélt
man so ein wohldefiniertes Verfahren, insbesondere weil die beteiligten Registrierpro-
zesse sowie die Verwendung des Zufallsgenerators raum-zeitlich begrenzte Vorgéinge
darstellen. An by wird nun auf folgende Weise die interessierende Veréinderung b
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definiert. b gilt genau dann als eingetreten, wenn der durch den Zufallsgenerator
ausgewihlte Registrierprozeft das Eintreten der zugehorigen Verdnderung aufweist,
also by an by; oder by an byy. Das heiflt, wenn der zu by; analoge Registriervorgang
die durch b; charakterisierte Verdnderung aufweist und wenn der Zufallsgenerator
auch das Eintreten von b; an by; als Ergebnis abfragt, dann gilt auch an b, die
Verdnderung b als eingetreten.

Durch das ,Nachschalten des Zufallsgenerators gibt es keine zeitlichen Konflikte
mit Préparierverfahren, die mit beiden Registriermethoden kombinierbar sind. Mit
derselben Argumentation wie im obigen Fall kann man darauf schliefsen, daf die
Kombinierbarkeit eines Priaparierverfahrens mit beiden Ausgangsregistriermethoden
auch die Kombinierbarkeit mit der neuen Registriermethode by impliziert.

Die bisher dargelegte Vorgehensweise wird allerdings dann problematisch, wenn die
verwendeten Ausgangs-Registriermethoden by, und by, sich gegenseitig in ihrer Ar-
beit behindern, etwa im selben Raumgebiet stehen sollen. Dariiber hinaus zeichnet
sich der Grundbereich der Quantenmechanik auch dadurch aus, dak es bestimm-
te Registriermethoden gibt, die aus prinzipiellen Griinden nicht gemeinsam durch-
gefiihrt werden konnen. Als Beispiel stelle man sich als Registriermethoden etwa
Stern-Gerlach-Apparaturen vor, die, bis auf die Vorzugsrichtung des inhomogenen
Magnetfeldes vollig identisch aufgebaut, am selben Ort und zur selben Zeit verwandt
werden sollen. Dann erweist es sich nach den gesammelten experimentellen Erfah-
rungen als nicht moglich, Registrierereignisse zu produzieren, die den Charakteri-
stika beider Stern-Gerlach-Apparaturen entsprechen. In einem solchen Fall kénnte
man den gesuchten Apparat nicht einfach durch ,Nachschalten* eines Zufallsgene-
rators aus den Ausgangsapparaten aufbauen, da nicht beide Registrierprozesse par-
allel durchgefiihrt werden kénnen. Dahinter steckt ein Phénomen, das in Abschnitt
9.6 unter dem Begriff der Nicht-Koexistenz noch ausfiihrlicher studiert werden soll.
Fiir die hier diskutierten Konvexitéitsiiberlegungen soll das Problem aber umgan-
gen werden. Denn es wird angenommen, daf es fiir Registriermethoden, die sich
raum-zeitlich behindern oder die aus besagten prinzipiellen Griinden nicht parallel
angewendet werden kénnen, mdoglich ist, durch geeignetes ,Vorschalten“ des Zufalls-
generators einen Apparat mit den gewiinschten Kombinierbarkeitseigenschaften zu
bauen. Fiir das obige Beispiel der beiden Stern-Gerlach-Apparaturen kdnnte man et-
wa eine Stern-Gerlach-Apparatur derart abwandeln, dal man im Prinzip denselben
Aufbau nimmt, aber eben fiir die beiden Vorzugsrichtungen der inhomogenen Ma-
gnetfelder gemif den beiden Ausgangsapparaturen by; und bye zwei Polschuhpaare
senkrecht zur Einfallrichtung positioniert. Mit dem Einschalten der Gesamtappara-
tur soll dann auch der Zufallsgenerator starten, der dann hinreichend schnell eine
Auswahl treffen soll, welches Polschuhpaar verwendet wird. Aber auch fiir derart
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besondere Situationen scheint es im Prinzip vollig unproblematisch, aus der Kombi-
nierbarkeit eines Priaparierverfahrens a mit den Registriermethoden by; und bgy auf
die Kombinierbarkeit von a mit der Gesamtapparatur b, zu schliefen, da man sich
die Arbeit des Zufallsgenerators stets hinreichend schnell vorstellen darf.

Man kann nun wie im Falle der Priparierverfahren eine charakteristische Beziehung
zwischen den relativen Haufigkeiten finden, so dak gefordert wird:

AR 1A Seien fi, fo Elemente aus &, und sei a eine Zahl aus Q N (0,1]. Dann
existiert ein Element f in F derart, dak fiir jedes Element a der Menge @', fiir das
die Paare (a, f1) und (a, f2) in C liegen, gilt:

(i) Das Paar (a, f) gehort zur Menge C.
(11) lj’(aa f) = ala(a’ fl) + (1 o 01) /TL((J,, f2)

Das Axiom AR 1A wurde auch von C. Ott in [Ott02] vorgeschlagen.

Das nachgestellte ,A“ bei AP 1A und AR 1A soll wie bei APS 6A und APS 5.1.4A
andeuten, daf von Ludwigs kanonischer Axiomatik abgewichen wird. G. Ludwig
verwendet hier etwas weitreichendere Axiome, die die beiden obigen Axiome impli-
zieren. Die weiterfiihrenden Figenschaften werden aber nicht benétigt, wenn man,
wie im vorigen Abschnitt dargestellt, APS 5.1.4A statt APS 5.1.4 fordert, so dak
fiirderhin die obigen Axiome AP 1A und AR 1A vorausgesetzt werden. Eine Diskus-
sion der Ludwigschen Axiome und der Beweis der Implikation der obigen Axiome
als Theoreme werden in Anhang B dargestellt.

Mit Hilfe der beiden Axiome AP 1A und AR 1A kann man nun das angestrebte
Ziel formulieren. Die folgenden Aussagen benennt Ludwig in [Lud85a], Kapitel III,
§5.3, S. 84 mit APK und ARK. Die Beweise werden dort aber ob der unterschiedlich
gewihlten Axiome anders gefiihrt.

Satz 6.2.3 Sei durch die Mengen My, My, M, Q, R, R, C und die Abbildungen \g,
ARy s IL eine Prdparier-Registrier-Struktur derart gegeben, dafi die Aussagen APS
5.1.3, 5.1.4A sowie die Aussagen AP 1A und AR 1A erfillt sind. Dann gilt bei
Verwendung der Symbole X, L und p gemdff den Definitionen 6.1.5 und 6.1.7:

(1) X ist rational (u(-,g))gec-konvere Menge,

(i) L ist rational (u(w, -))wex-konvere Menge.
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Beweis:

zu ( ): Der Beweis wird mit vollstédndiger Induktion durchgefiihrt. Die Aussage
gilt offensichtlich fiir n = 1. Gelte nun die Aussage fiir ein n € N. Wihle

eine Familie (w;)?' aus der Menge X, und wihle eine Familie (oz,)"_*'l1 aus

dem rationalen Intervall Q N (0,1] mit E a; = 1. Setze a = Z o;, und
i=1 i=1

fiir alle ¢ € {1,...,n} definiere n; := %. Dann gehort offensichtlich fiir alle

i € {1,...,n} auch n; zum rationalen Intervall Q N (0,1]. Des weiteren gilt

n

> m; = 1. Also existiert mit der Induktionsvoraussetzung genau ein w € X,

=1
so dab fiir alle g € L gilt:

9) =>_ i p(wi,g)
=1

Zu w und wyy existieren Elemente a € w und ap4+1 € wp41. Damit und mit
AP 1A existiert auch ein o’ € Q’, so daR fiir alle f € F mit (a, f), (ant1, f) € C
gilt:

(@, f) €€ und p(d, f) = afi(e, f) + (1 — @) fi(ent1, ).
Setzt man nun w' := ¢(a’), und wihlt ein g € £, dann gibt es mit APS 5.1.4A
(ii) in der Formulierung von Lemma 6.1.6 ein f € g mit (a, f), (an+1, f) € C.
Damit folgt nun:

pw',g) = ple(a),9(f)) = ald, f)
= alj‘(a'a ) ( Oé) (a'n-l—laf)

= a,u(w,g)-l-an-q-l,u(wnﬂa )

n n+1
(87

= « Ezlfl W;, g +an—|—1,ul Wn+1,9 Zaz,u Wi, g
Die Eindeutigkeit von w folgt sofort aus dem zentralen Satz 6.1.9 (ii) iiber u.

zu (ii): Der Beweis lduft vollig analog zu (i) unter Verwendung von APS 5.1.4A

i) in der Formulierung von Lemma 6.1.6, von AR 1A und von Satz 6.1.9 (iii).
|

Mit Satz 6.2.3 liegen die fiir die weitere Entwicklung der Theorie wichtigen Konve-
xitédtseigenschaften der Zustinde und Effekte vor.

Die Konvexitidtsaxiome ermoglichen es nun, Aussagen zur Machtigkeit der Mengen
KX und £ zu machen. Es wird angemerkt, daf Ludwig den Umstand der Abzihl-
barkeit von X und £ etwa in [Lud85a], Kapitel III, §5.1, S. 77f. oder in [Lud83b],
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Kapitel III, Abschnitt 3, S. 56 allein auf die Abzahlbarkeit der Mengen Q' und F
zuriickfiihrt, die durch APS 1 und Lemma 5.6.3 garantiert werden. Dadurch wird
aber nur garantiert, daft K und £ héchstens abzéhlbar sind. Zum Nachweis, daf sie
auch mindestens abzéhlbar sind, benotigt man weitere Eigenschaften der Mengen.
So kann man in beiden Fillen auf die Abzihlbarkeit schlieffen, wenn man ausge-
hend von den Konvexititseigenschaften noch garantieren kann, daf die Mengen K
und L jeweils mindestens zwei verschiedene Elemente besitzen, wie weiter unten ge-
zeigt werden wird. Wihrend aber mit Satz 6.1.9 (iv) und (v) die Existenz derartiger
Elemente fiir £ schon gesichert ist, soll es fiir X axiomatisch gefordert werden:

APSabz Die Menge X enthélt mindestens zwei verschiedene Elemente.

Die Motivation fallt nicht schwer, denn bekanntermafen gibt es quantenmechanische
Experimente, die fiir verschiedene Effektverfahren zu deutlich verschiedenen relati-
ven Hiufigkeiten fiihren. Entsprechend der Definition der Aquivalenzrelation auf
@', die die Zustande liefert, bedeutet das aber gerade, dafk es verschiedene Zustéinde
gibt.

Damit kann nun zum Nachweis der Abzihlbarkeitsaussagen von X und L iiberge-
gangen werden:

Lemma 6.2.4 X und L sind abzdihlbare Mengen.

Beweis:

Mit APS 1 und Lemma 5.6.3 handelt es sich bei den Mengen Q und F um
abzdhlbare Mengen. Also kénnen auch K und £ nur héchstens abzéhlbar sein.
Es mufs jetzt noch gezeigt werden, daf £ und X mindestens abzahlbar sind.

Mit Satz 6.1.9 weif man, daf L mindestens die zwei Elemente gy und ¢;
enthalt. Mit Satz 6.2.3 existiert zu jedem « € (0,1]NQ ein g, € £, so daf fiir
jedes w € X gilt:

,u(w,ga) = au(w,gl) + (1 - Oé) :U’(wag()) = Q.

Es gibt also zu jedem « € (0,1] N Q einen Effekt g,, der fiir alle w € X die
relative Haufigkeit o hat. Verschiedene « fithren so auch auf verschiedene Ef-
fekte. Da (0, 1] NQ abzdhlbar viele Elemente enthilt, gibt es somit mindestens
abzéhlbar viele Effekte.

Fiir X kann, wie folgt, argumentiert werden. Mit Axiom APSabz gibt es zwei
verschiedene Zustidnde. Fiir die weiteren Betrachtungen innerhalb des Beweises
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verwende fiir sie die Namen w; und ws. Da es sich um verschiedene Zustande
handelt, folgt mit Satz 6.1.9, daf es ein g € L mit p(wi,g) # p(ws,g) geben
muf. Mit Satz 6.2.3 weif man, daf es zu jedem « € (0,1]NQ ein w, € K gibt,
so dab fiir alle g € L gilt:

p(wa,g) = ap(w, g) + (1 — a) p(ws, g). (6.6)

Wihlt man jetzt o, 8 € (0,1] N Q mit a # B, dann gilt auch w, # wg. Denn
wire wo = wg, folgte mit (6.6) insbesondere fiir g:

Wegen p(wi,g) # u(we,g) erzwinge (6.7) die Identitét von o und S im Wider-
spruch zur Voraussetzung. Also fithren, wie im Falle der Effekte, verschiedene
« auf verschiedene Zustidnde, womit aufgrund der Abzéhlbarkeit von (0,1]NQ
der Nachweis gelungen ist, daf X mindestens abzdhlbarer Méchtigkeit ist. B

6.3 Die Zustands-Effekt-Struktur

Wie bereits in Abschnitt 6.1 ausfiihrlich diskutiert wurde, spielen die Begriffe der
Zustande und Effekte insbesondere im Rahmen der Quantenmechanik eine wichtige
Rolle. Daher wird in Entsprechung zum Begriff der Praparier-Registrier-Struktur in
Definition 5.8.1 auch der Begriff der Zustands-Effekt-Struktur geprigt. Man definiert
also:

Definition 6.3.1

Sei durch einen Teil der Wirklichkeit, eine mathematische Theorie M7 und durch
Anwendungsvorschriften «— eine physikalische Theorie gegeben.

Sei weiter beziiglich dieser physikalischen Theorie eine Praparier-Registrier-Struktur
im Sinne von Definition 5.8.1 derart gegeben, dafs in der mathematischen Theorie
MT die Aussagen APS 5.1.3, APS 5.1.4A, AP 1A, AR 1A und APSabz gelten.
Wiéhlt man die Symbole X, £ und p geméf den Definitionen 6.1.5 und 6.1.7, dann
bezeichnet man sowohl den durch das Tripel (K, £, u) erfafsten Teil der Wirklichkeit
als auch das Tripel selbst als eine Zustands-Effekt-Struktur.

Der Teil der Wirklichkeit, der mit Quantenmechanik bezeichnet werden soll, stellt ei-
ne noch genauer zu spezifizierende Zustands-Effekt-Struktur dar. Der néchste Schritt
besteht mithin darin, die Besonderheiten der quantenmechanischen Zustands-Effekt-
Struktur genauer herauszuarbeiten.



Kapitel 7

Initiale Uniformitaten und
zugehorige Topologien

Im Kapitel 4 wurde ausfiihrlich erldutert, dak zu einem geeigneten Vergleich von
mathematischer Theorie und experimentellen Erfahrungen unscharfe Abbildungs-
prinzipien verwendet werden sollen. Die konkrete Angabe der Unschirfemengen fiir
den Vergleich von Theorie und Experiment ist fiir den physikalisch motivierten Auf-
bau der mathematischen Theorie nicht zwingend notwendig, da man sich bei ihrem
Aufbau mit physikalisch motivierten Axiomen auf die Formulierung scharfer Abbil-
dungsprinzipien beschréinken kann in dem Vertrauen darauf, daf befriedigende Un-
schiarfemengen fiir den Vergleich angegeben werden kénnen. Erst fiir den direkten
Vergleich von Theorie und Experiment erweist sich dann die Angabe der Unschér-
femengen als unumgénglich. Zuweilen stellt es sich allerdings als giinstig heraus, die
Einfiihrung der mit den Unschirfemengen verkniipften mathematischen Strukturen
nicht erst bis zum Punkt des Vergleiches von Theorie und Experiment hinauszuzo-
gern. Denn zuweilen eignen sich gerade die uniformen Strukturen der physikalischen
Unschéarfe zur Weiterentwicklung der mathematischen Theorie mit Hilfe physika-
lisch motivierter Axiome. In gewissem Mafke gilt das auch fiir diejenigen Teile der
Wirklichkeit, die durch die bisher dargestellte Theorie zufriedenstellend beschrie-
ben werden konnen. Also gilt das insbesondere fiir die Quantenmechanik in der
hier dargestellten Form. Da der Umgang mit uniformen Strukturen zunéchst etwas
ungewohnt ist, werden die zugehoérigen Betrachtungen im nun folgenden Kapitel
ausfiihrlich dargelegt. Fiir eine grundlegende Einfiihrung zum Gebiet der uniformen
Strukturen sei auf die Angaben in Anhang A verwiesen.

Im ersten Abschnitt des Kapitels werden Uniformitéten als Mengensysteme der phy-
sikalischen Unschérfen jeweils fiir die Menge der Zustidnde wie auch fiir die Menge
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der Effekte physikalisch motiviert. In der Folge werden die ersten wichtigen Eigen-
schaften sowohl der uniformen Strukturen als der zugehorigen Topologien bewiesen.
Im zweiten Abschnitt werden das Problem der Vervollstindigung der gewonnenen
uniformen Rdume und das Problem der gleichméfig stetigen Fortsetzbarkeit von
i auf die vervollstindigten Riume diskutiert. Dabei wird sich herausstellen, daf
man im allgemeinen Falle y nicht zugleich auf die ganzen Vervollstindigungen der
beiden Riaume fortsetzen kann. Daher wihlt man fiir den Zustandsraum nur eine
Teilmenge K der Vervollstindigung, withrend fiir den Effektraum die gesamte Ver-
vollstandigung L verwandt wird. Im Anschluf wird w1 auf die so gewéhlten Menge
fortgesetzt. Die Fortsetzung erhilt den Namen fi. Der Rest des Abschnitts widmet
sich den relevanten Eigenschaften der neuen Réume und der Abbildung /.

7.1 Unscharfemengen fiir Zustande und Effekte

Um iiberhaupt bei Zustdnden und bei Effekten sowie der Abbildung u sinnvoll von
physikalischen Unschéirfemengen reden zu konnen, mufs daran erinnert werden, daf
die in Abschnitt 6.1 eingefiihrten Mengen der Zustédnde und der Effekte keine Bild-
mengen im direkten Sinne sind, sondern innerhalb der mathematischen Theorie unter
der ausschliefslichen Verwendung von Bildmengen und Bildrelationen definiert wer-
den. In Abschnitt 4.4 wurde dafiir der Ausdruck des inneren Terms gewihlt. Dort
wurde ebenfalls gezeigt, warum auch solchen inneren Termen fiir den Vergleich mit
der Realitdt Uniformitdten der physikalischen Unschirfe zuzuordnen sind. Im Falle
der Menge der Zusténde und derjenigen der Effekte liegt das schon darin begriindet,
dak die Bildterme, auf denen X, L und p aufbauen, selbst keine scharfen Abbilder
der Realitdt darstellen.

Zur Ausriistung einer Zustands-Effekt-Struktur (X, L, u) im Sinne der Definition
6.3.1 mit geeigneten Unschiarfemengen bedarf es geeigneter Bilder einer physikali-
schen Ununterscheidbarkeit zweier Zusténde oder zweier Effekte. Das Problem lafst
sich auf eine eingingige Art l6sen.

Gemaf Definition 6.1.5 kénnen Zusténde nur mit Hilfe der Abbildung i voneinander
unterschieden werden. Eine analoge Aussage gilt fiir die Effekte. Bevor also die Fra-
ge einer physikalischen Unterscheidbarkeit von Zustinden oder Effekten diskutiert
werden kann, mufl man erdrtern, mit welcher Unschérfe ein Vergleich verschiedener
Messungen der Grofe p vorgenommen werden soll. Bei p handelt es sich um eine
reellwertige Abbildung. Es erscheint sinnvoll, die Werte von p fiir zwei Paare (wy, ¢1)
und (ws, go) aus K x L als ununterscheidbar zu bezeichnen, wenn der Betrag der
Differenz einen gewissen vorgegebenen Wert ¢ unterschreitet. Welchen Wert ¢ man
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dort nehmen kann, ist natiirlich im Vorfeld des Tests einer Theorie nicht klar. Ver-
allgemeinerte Uberlegungen hatten in Abschnitt 4.2 gerade auf die Motivation der
uniformen Strukturen als idealisierte Bilder der physikalischen Unschirfe gefiihrt. Im
weiteren soll fiir den Bildbereich von p die durch die Absolutbetragsmetrik festge-
legte natiirliche Uniformitét der reellen Zahlen als Bild der physikalischen Unschérfe
verwendet werden. Damit kann man zur Diskussion der Unterscheidbarkeit von Zu-
stinden und Effekten zuriickkehren.

Dafiir wiahle man etwa zwei Zustande w; und wsy. Dann kann man die beiden Zustin-
de durch die Wahrscheinlichkeiten p(wq, g) und pu(ws, g) beziiglich der Effekte g € £
voneinander unterscheiden. In der Realitdt kann man immer nur endlich viele Effekte
fiir einen solchen Vergleich heranziehen. Zudem kann man die Wahrscheinlichkeiten
nur mit endlicher Genauigkeit bestimmen. Dafiir wurde oben als geeignetes Unschér-
femengensystem die der Absolutbetragsmetrik zugehorige Uniformitit gewahlt, so
dak zur Charakterisierung der Unschérfe bei der Bestimmung von y(-, ) zu jedem
Effekt g eine Zahl ¢, zu wiahlen ist entsprechend dem physikalischen Umstand, daf
man zu jedem Effekt eine eigene Genauigkeit der Messung entwickeln kann. Damit
kann man formulieren:

wi; und wy sind beziiglich einer endlichen Teilmenge J von £ und dem
Genauigkeitsniveau (¢,)4¢cs als ununterscheidbar zu bezeichnen, wenn fiir
alle Elemente g aus J gilt: | p(wi, g) — p(ws, 9) | < &,.

Definiert man fiir jedes g aus J die Menge V;, := {(a1,02) € R*| | g —as | < g4},
dann 14t sich die eben formulierte mathematische Aussage dquivalent umformen zu
der Aussage:

(ws, ws) € [ (ul-, 9) x (-, 9)) " (Vz,)- (7.1)

geJ

Dabei wird auf Formel (A.2) aus Anhang A zur Verwendung von Symbolen des
Typs (f1 x fo)~'(W) hingewiesen. Der rechte Term von (7.1) ist nach Satz A.3.1
gerade ein Element des Fundamentalsystems der initialen uniformen Struktur auf K
beziiglich der Familie der Abbildungen (u( -, g))ger und der auf R festgelegten Uni-
formitit der Absolutbetragsmetrik. Damit ergibt es sich in vollig natiirlicher Weise,
als Bilder der physikalischen Unschérfe auf X diese induzierte Uniformitét zu wah-
len, die in der Folge mit o(X, L) bezeichnet wird. Voéllig analog kann man auf £
die initiale Uniformitat beziiglich (u(w, -))wex als System physikalischer Unschér-
femengen motivieren. Es wird dafiir das Symbol o(£L, K) verwendet. Bei den durch
die uniformen Strukturen o(X, L) und o(L,X) auf kanonische Weise auf X und
auf £ induzierten Topologien handelt es sich um die bekannten initialen Topologien
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beziiglich (11, 9))gee fiir K und (pu(w, - ))wex fiir £. Zur Wahrung der Ubersicht-
lichkeit werden die so gewonnenen initialen Topologien ebenfalls mit o(X, L) und
o(L,X) bezeichnet. Ob sich die Symbole o(X, L) und o(£L,XK) auf die Topologien
oder uniformen Strukturen beziehen, entscheidet dann der Kontext. Man kann somit
in zusammenfassender Weise das folgende Abbildungsprinzip formulieren:

Abbildungsprinzipien Teil 9:

Als Bilder der physikalischen Unschirfe werden fiir die Menge K der Zustén-
de die Uniformitit o (K, £) und fiir die Menge £ der Effekte die Uniformitét
o(L,XK) gewihlt.

Im Abschnitt 4.3 wurden fiir den allgemeinen Fall einige Eigenschaften fiir die Men-
gensysteme physikalischer Unschérfe gefordert. Fiir die hier betrachteten Systeme
physikalischer Unschéirfemengen sind die betreffenden Eigenschaften aufgrund der
Konstruktion der Theorie auf ganz natiirlichem Wege erfiillt. Mit der Tatsache, daf
K und L geméfk Lemma 6.2.4 abzidhlbar sind, und mit der Tatsache, daf mit y eine
Abbildung in das reelle Intervall [0, 1] mit den Eigenschaften (ii) und (iii) aus Satz
6.1.9 vorliegt, gewinnt man die folgende Aussage, indem man Uberlegungen Ludwigs
in [Lud90b], Kapitel 8, Abschnitt 8.2, S. 97f. und |Lud85al, Kapitel IV, §2, S. 103

umsetzt:

Satz 7.1.1 (K,0(X, L)) und (L, 0(L, X)) sind separable, metrisierbare, prikompak-
te, uniforme Hausdorffriume. Wird das reelle Intervall mit der kanonischen Unifor-
mitdt der Absolutbetragsmetrik versehen, dann ist zum einen die Abbildung u( -, g)
fir jedes Element g aus L auf (K,0(XK, L)) gleichmdfig stetig, und zum anderen
ist fiir jedes Element w aus X die Abbildung p(w, -) auf (L,0(L, X)) gleichmdpig
stetig.

Beweis:

Beide Rdume konnen vollstdndig symmetrisch behandelt werden. Deshalb soll
der Beweis nur fiir X durchgefiihrt werden. Die Abzdhlbarkeit von X bedeutet
trivialerweise die Separabilitdt, denn eine Menge liegt stets in sich selbst dicht
unabhéngig von der verwendeten Topologie.

Die Menge L besitzt die Eigenschaft der Abzé&hlbarkeit. Zudem handelt es
sich bei dem reellen Intervall [0,1] um einen uniformen Hausdorffraum mit
abzdhlbarem Fundamentalsystem, denn die betrachtete Uniformitat auf [0, 1]
entstammt einer Metrik. Satz 6.1.9 (ii) liefert daher mit Satz C.1.4 (i) die
Metrisierbarkeit von o(X, L), woraus sich insbesondere auch die Hausdorffei-
genschaft von o(X, L) ergibt.
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Die Tatsache, daf [0,1] eine abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge von
R ist, liefert die Priakompaktheit von [0,1]. Da definitionsgeméf wu(-,g) fiir
jedes g € L in das reelle Intervall [0, 1] abbildet, ergibt sich mit Lemma A.6.18
fiir jedes g aus L die Prakompaktheit der Teilmenge ©(X,g) von [0,1]. Mit
Satz C.1.4 (ii) erhdlt man so die Prikompaktheit der Uniformitdt o(%K,L).
Die Eigenschaften der gleichméfigen Stetigkeit ergeben sich in trivialer Weise
aufgrund der Definition der initialen uniformen Strukturen vermittels y. MW

Man kann also auf der Basis der physikalischen Theorie, wie sie in den Kapiteln 5
und 6 dargestellt wurde, in einfacher Weise uniforme Strukturen als Bilder der phy-
sikalischen Unschirfe motivieren, so dak sowohl die Menge X der Zusténde als auch
die Menge L der Effekte zu relativ strukturreichen uniformen Rdumen werden und
so dafs p in der jeweiligen Komponente auf den so gewonnenen uniformen Raumen
gleichméfig stetig ist.

7.2 Uniforme Vervollstindigungen

Gemif den Ausfiihrungen in Anhang A kann jedem uniformen Raum ein vollstandi-
ger Hausdorffraum zugeordnet werden, der als Hausdorft-Vervollstiandigung bezeich-
net wird. Dafiir sei insbesondere auf Satz A.4.8 hingewiesen. Wenn der uniforme Aus-
gangsraum schon die Hausdorffeigenschaft besitzt, kann der Raum im Sinne einer
uniformen Isomorphie mit einer dichten Teilmenge der ihm zugeordneten Hausdorff-
Vervollstandigung identifiziert werden, so daf man in einem solchen Falle auch nur
von der Vervollstindigung spricht. Ist der Ausgangsraum mit (X, N) benannt, dann
sollen die Hausdorff-Vervollstindigung mit X und die zugehérige Uniformitéit mit
N bezeichnet werden. Daher werden mit (K, (%, £)) und (£, 5(L, %)) die Vervoll-
stdndigungen der uniformen Réume (X, (X, L)) und (L, o(L, X)) symbolisiert.
Wie im Falle metrischer Radume liegt es nahe, die Theorie mit Hilfe der Vervoll-
standigungen zu formulieren. Denn die Vervollstdndigungen erweisen sich als noch
strukturreicher, wobei die physikalisch relevanten Strukturen dicht darin eingebettet
sind. Also ist insbesondere jedes Element aus der Vervollstindigung beliebig genau
durch Elemente der Ausgangsmenge approximierbar. Unter Verwendung der Inter-
pretation der eingefiihrten Uniformitéten als Bild der physikalischen Unschérfe liegt
es nahe, die Uniformitit der Vervollstindigung als Uniformitét der physikalischen
Unschérfe der vervollstindigten Menge aufzufassen. Der Umstand des Dicht-Liegens
bedeutet also, daf man die Elemente der Vervollstindigung gar nicht physikalisch
von den Elementen der Ausgangsmenge unterscheiden kann.
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Als erstes soll nun die Frage beantwortet werden, welche Eigenschaften den Ver-
vollstéindigungen (X, (%, L)) und (£, 5(L,K)) auf der Basis der Eigenschaften der
uniformen Raume (X, o(X, L)) und (£, 0(L, X)) aus Satz 7.1.1 zukommen. In Aus-
fiilhrung einiger Bemerkungen in in [Lud90b|, Kapitel 8, Abschnitt 8.2, S. 97f. und
in |[Lud85a|, Kapitel IV, §2, S. 104 wird festgehalten:

Satz 7.2.1 Die Vervollstindigungen (K,6(X, L)) und (L,5(L,K)) der uniformen
Riume (X, 0(X, L)) und (L,0(L,XK)) sind separable, metrisierbare, kompakte, voll-
standige, uniforme Hausdorffriume. Insbesondere gibt es Isomorphismen der Riume
(K,0(K,L)) und (L,0(L,K)) auf dichte Teilmengen der zugehirigen Vervollstin-
digungen.

Bemerkung: Vermittels obiger Isomorphismen werden in Zukunft die Elemente von
K und L mit den zugehorigen dichten Teilmengen identifiziert.

Beweis:

Wie bereits in Beweis zu Satz 7.1.1 kénnen auch hier die beiden Raume vollig
analog untersucht werden, so dafs es hier geniigt, nur die Situation fiir X zu
untersuchen.

Aussagen iiber die Vollstdndigkeit und die Hausdorffeigenschaft der Vervoll-
stdndigung beinhaltet Satz A.4.8 iiber die Hausdorff-Vervollstindigung. Da
der uniforme Raum (X,o0(X,L)) nach Satz 7.1.1 zu den Hausdorffrdumen
gehort, kann man entsprechend Lemma A.4.10 die Identifikation mit einem
dichten uniformen Unterraum der Vervollstindigung vornehmen. Aus der Ab-
zdhlbarkeit von X folgt daher sofort die Separabilitdt der Vervollstdndigung.
Die Kompaktheit erhdlt man mit Satz A.6.17, wihrend sich die Metrisierbar-
keit aus Lemma C.2.2 ergibt. [ |

Wihrend Satz 7.2.1 zeigt, dak man bei den Rdumen problemlos zu den Vervollstéan-
digungen mit den ihnen zukommenden attraktiven Eigenschaften {ibergehen kann,
stokt man auf Probleme, wenn man versucht, in kanonischer Weise die Abbildung
p auf die Vervollstdndigungen gleichméafig stetig fortzusetzen. Die Art der dabei
auftretenden Probleme soll durch die folgenden Uberlegungen erliutert werden.

Bekanntermafen umfakt der Definitionsbereich der Abbildung p die gesamte Men-
ge X x L. Somit charakterisiert p die zwei Abbildungsfamilien (u(-,g))gec und
(u(w, +))wex- Mit Satz 7.1.1 sind die Mitglieder von (u( -, g))gec gleichméfig stetig
auf (X,0(X, L)), wiahrend sich diejenigen von (u(w, -))yex als gleichméfig stetig
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auf (L, 0(L, X)) erweisen. Also kann man unter Verwendung von Satz A.4.7 eindeu-
tig bestimmte gleichméfig stetige Fortsetzungen auf die Vervollstindigungen finden.
Es bietet sich an, neue Namen fiir die betrachteten Funktionen einzufiihren:

(i) Fiir g € £ wird die Abbildung hy(-) := u(-,g) definiert.
Die zugehérige Fortsetzung heifie

hy : K — [0,1]. (7.2)

(ii) Fiir w € X wird die Abbildung s,(-) := p(w, -) definiert.
Die zugehorige Fortsetzung heife §,, : L — [0, 1].

Offensichtlich ist izg fiir jedes g aus £ gleichmiRig stetig auf (K, 5 (XK, £)). Aber wie
bei p erhélt man auch hier eine zweite Abbildungsfamilie, wenn man izg (z) fiir festes
z € K als Abbildung in g auffaft. Uber die gleichmiRige Stetigkeit 1Rt sich vorerst
nur etwas fiir den Fall z € X sagen, denn dann gilt hy(z) = h,(z) fiir alle Elemente
g der Menge L. Also ist fzg(x) als Abbildung in g gleichméifig stetig auf (£, o (L, K)).
In analoger Weise stellt sich $,(y) zum einen fiir jedes w aus X als gleichméfig stetig
auf (£,5(L,%)) heraus und zum anderen erweist sich &, (y) fiir jedes y aus L als
gleichméfRig stetig auf (K, o (K, L)).

Man hat somit zwei Fortsetzungen von p gefunden:

~

M1 - j{ xL— [07 1]7 (l‘,g) — /,Ll(l',g) = hg(l'),
M2 - XxL-— [05 1]5 (w)y) — u2(way) = gw(y)

i1 ist im allgemeinen nicht fiir alle Elemente x aus X \ K gleichméﬁéig stetig auf
(L, (L, %K)). Entsprechendes gilt auch fiir yy und die Elemente y aus £ \ £, so daf
man auf beiden Wegen nicht zu einer Abbildung gelangt, die auf K x L definiert
ist und die in beiden Komponenten fiir alle Werte der jeweils anderen Komponente
gleichméfig stetig ist. Die maximale Forderung der Fortsetzbarkeit kann somit im
allgemeinen nicht erfiillt werden.

Dennoch sollte sowohl aus physikalischen als auch aus mathematischen Griinden in
einer bestimmten Weise iiber das von X, L und p Erfafte hinausgegangen werden.

Bevor dazu Erlduterungen folgen, werden die notwendigen mathematischen Unter-
suchungen zur Verfiigung gestellt. Es wird aber hier bereits betont, daf es sich bei
der nachfolgend erlduterten Fortsetzung, wie schon die obige parallele Betrachtung
der zwei Fille nahelegt, nicht um die einzig mogliche handelt. Man wihlt vielmehr
unter den moglichen Fortsetzungen eine solche heraus, die sich fiir die spéiteren Lud-
wigschen Hauptaxiome des Messens, die in Kapitel 9 ausfiihrlich dargelegt werden,
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besonders eignet. Auch muf bedacht werden, daf es in der vorliegenden Arbeit nicht
das Ziel ist, die entwickelte Theorie in allen Strukturfeinheiten zu untersuchen und
darzulegen. Es findet stattdessen eine Konzentration auf alle notwendigen Instru-
mente statt, die physikalisch wie mathematisch bené6tigt werden, um die Hauptaxio-
me des Messens und ihre wichtigsten Implikationen verstehen zu kénnen.
Zur Entwicklung der interessierenden Fortsetzung wird zunéchst ein neues Symbol
eingefiihrt. Fiir jedes Element x der Menge X und jedes Element g der Menge L
wird definiert: X

Hig) = hyla). (7.3
Da es sich im Grunde nur um eine Umbenennung von Abbildungen handelt, die
bereits untersucht wurden, ergeben sich die Aussagen zur gleichméfigen Stetigkeit
unmittelbar. H;(g) ist fiir jedes Element x aus X als Funktion in g gleichméRig stetig
auf (L,0(L,%K)). Aukerdem ist H,(g) als Funktion in z fiir jedes Element g aus £
gleichmiRig stetig auf (X, (X, £)). Mit Hilfe der Namensgebung in (7.3) wird nun
definiert:

= {x € X | H, gleichmiRig stetig auf (L, o(L, UC))} . (7.4)

Offensichtlich handelt es sich bei X um eine Teilmenge von X, und man kann H,
fiir jedes Element z aus X eindeutig gleichméfig stetig auf (L, 5 (L, K)) fortsetzen.
Somit erhilt man eine Abbildungsfamilie:

H,:L—[0,1], zeX.
Als Fortsetzung von p wird nun gewihlt:
pKxE— [0,1], (2,9) — e, y) = Haly). (7.5)

Die Eigenschaften von f hinsichtlich gleichméfiger Stetigkeit ergeben sich direkt
aus denjenigen der Mitglieder Funktionenfamilie {H, | z € X}. Folglich besitzt
fi(z, -) fiir jedes Element z aus X die Eigenschaft der gleichmiRigen Stetigkeit auf
(L,5(L,%)). Fiir ein Element g aus £ und ein Element z aus K erhilt man die
Identitat X X
Hy(9) = Hi(g) = hy(z).

Ob der gleichméaRigen Stetigkeit der Abbildung iLg auf (X, 6(K, L)) fiir jedes Element
g aus L folgt mit Lemma A.3.7 (ii) auch die gleichméfige Stetigkeit der Restriktion
auf dem Unterraum (X, 5(K, L) |5). Somit ergibt sich die gleichmiiRige Stetigkeit
der Abbildung fi( -, g) auf dem Unterraum (X, 6(X, L) |5) fiir jedes Element g aus L.
Der hier geschilderte Prozef zur Gewinnung von i fafst Abbildung 7.1 schematisch
zusammen.
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p: KxL—10,1] glm. stetig auf (X, o(XK, L)) fiir alle g € L,
glm. stetig auf (£, o(L, X)) fiir alle w € K,

Umbenennung
hg: X—10,1], ge kL glm. stetig auf (X, o (X, L)) fiir alle g € L,

w — hy(w) = p(w, g) glm. stetig auf (L, 0 (L, X)) fiir alle w € X,

Ubergang zur glm.
stetigen Fortsetzung

hy: K—10,1], ge L glm. stetig auf (K, (X, L)) fiir alle g € £,
glm. stetig auf (L, o(L, X)) fiir alle w € X,

Umbenennung

H,: L—10,1], z€X glm. stetig auf (K, (X, L)) fiir alle g € £,
L.o

w — Hy(g) == hy(z) glm. stetig auf (L, o(L, X)) fiir alle z € K,

Ubergang zur glm. stetigen Fortsetzung
fiir die z € X := {z € X | Hy glm. stetig auf (L,0(L, X))}
und Einschrinkung fiir alle g € £ auf X

H,: L—10,1], zeX glm. stetig auf (K, 5(K, L) |) fiir alle g € L,
L,6

glm. stetig auf (L, 5(L, X)) fiir alle z € K,

Umbenennung

f: KxL—10,1] glm. stetig auf (X, (X, L) |5) fiir alle g € L,
(z,y) — Mz, y) := Hy(y) glm. stetig auf (£, 5(L, %)) fiir alle z € K,

Abbildung 7.1: Schematische Darstellung der Vorgehensweise zur Gewinnung der
Fortsetzung ji zur Abbildung p. Die Abkiirzung glm. stehe fiir gleichmafig.
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Die zentralen Bausteine fiir die Theorie liefern somit einerseits die beiden uni-
formen Riume (X, 5(X, L) |5) und (£,5(L,%)) und andererseits die Abbildung
[ K x L— [0, 1]. Zur Vereinfachung der Sprechweise sei vereinbart, daf alle Ele-
mente von X als Zustéinde und alle Elemente von £ als Effekte bezeichnet werden.
Als wichtig mufs der Umstand erachtet werden, daf es bei ji nicht mehr die Sym-
metrie zwischen den beiden Faktoren des Urbildraumes gibt, die fiir u vorliegt. Das
macht sich aufer in der Struktur-Asymmetrie der Rdume selber, die sich weiter
unten im Fehlen der Vollstéindigkeit von (X, (X, L) |%) zeigen wird, vor allem in
der Asymmetrie der komponentenweisen gleichméfigen Stetigkeit bemerkbar. Denn
f( -, g) ist nur fiir die Elemente g aus £, aber nicht fiir die Elemente g aus L gleich-
miRig stetig. Die volle Rechtfertigung fiir den Ubergang zur Fortsetzung [ erschlieRt
sich erst Schritt fiir Schritt in den nachfolgenden Untersuchungen. Es kann hier al-
lerdings ein erster physikalischer Gesichtspunkt gezeigt werden, der die Wahl der
Fortsetzung geméf (7.5) motiviert. Dafiir erinnere man, daf in Abschnitt 4.3 die
zentrale Feststellung gemacht wurde, dak es stets nur endlich viele experimentelle
Tatsachen gibt. Daher kommt es in K und L physikalisch nur auf endliche, wenn
auch unbestimmt grofe Teilmengen an. Der Unbestimmtheit wurde in mathemati-
scher Idealisierung durch Forderung nach der Abzihlbarkeit der Bildmengen begeg-
net. Der Umstand der Endlichkeit der Erfahrungen und damit der Festlegung der
Bildmengen nur auf endlichem Niveau macht klar, daf im allgemeinen die gewihl-
ten abzdhlbaren Idealisierungen nicht vollstindig festgelegt sind. Die Endlichkeit
der Physik lift also einen gewissen Spielraum in der Wahl der Mengen X und L.
Das zeigt sich beispielsweise bei der Zustandsmenge darin, daf man X auf physi-
kalischem Wege nicht in X auszeichnen kann, denn jede abzdhlbare Teilmenge X
von K, die auf L beziiglich der Familie {H, | z € X} eine mit o(L,K) identische
Uniformitéat induziert, ist physikalisch von X nicht zu unterscheiden. Somit kann K
ebenso gut wie K als Bildmenge Verwendung finden. Aufgrund des nachfolgenden
Lemmas nimmt X beziiglich dieser Mengen eine ausgezeichnete Stellung ein, denn
es gilt in Ausfiihrung einer Anmerkung Ludwigs in [Lud85a|, Kapitel IV, §2, S. 104:

Lemma 7.2.2 K ist beziiglich der Mengeninklusion das grifte Element des folgen-
den Mengensystems:

{JNC C JAC| die initiale Uniformitit auf L beziiglich {H, | © € X} ist gleich (L, fK)} .

Beweis:

Zunidchst wird bewiesen, daf XK selbst die notwendigen Eigenschaften besitzt.
Offensichtlich gilt X C XK.



7.2 UNIFORME VERVOLLSTANDIGUNGEN 143

Die von der Familie { H, | z € X} auf L erzeugte initiale Uniformitit ist grober
als 0(£,%), denn definitionsgemif umfaft X alle die z € XK, fiir die H, auf
(L,0(L,K)) gleichmiRig stetig ist. Mit Satz A.3.1 bezeichnet o(L,X) aber
gerade die grobste Uniformitit, so daf alle H, mit z € X gleichmifig stetig
sind. Andererseits wurde weiter oben bereits bemerkt, daf K C X gilt. Somit
folgt mit Lemma A.3.2 sogar die Identitdt der beiden Uniformitéten.

Es bleibt jetzt noch zu zeigen, daR X die grofite Menge ist, die die geforderten
Eigenschaften besitzt. Sei dazu eine Menge X C K gewihlt, so daf die initiale
Uniformitdt beziiglich der Abbildungsfamilie {H; | z € X} auf L eine mit
(L, %) identische Uniformitét induziert. Da o(£, K) die grobste Uniformitét
auf L ist, so da® alle Mitglieder der Familie {H, | z € 32} gleichmifig stetig
sind, sind sie aufgrund der vorausgesetzten Identitét der beiden Uniformitéten
auch gleichmifig stetig beziiglich o(L,X). Da aber X definitionsgeméif alle
z € K enthilt, fir die H, gleichmiRig stetig auf (L, 0(L,%K)) ist, umfalt X
die Menge X. [ |

Also sind abzihlbare Teilmengen von X, die auf £ eine mit (£, %) zusammenfal-
lende Uniformitit erzeugen, in jedem Falle auch Teilmengen von K. Da man sich
nun aus physikalischen Erwéigungen auf keine der so charakterisierten Teilmengen
von X festlegen kann, liegt es nahe, zur Formulierung weiterer physikalisch relevan-
ter Axiome gleich mit der Menge X weiterzuarbeiten. Ob der recht unhandlichen
Definition von K muf dabei allerdings mit gewissen Problemen gerechnet werden.
Der Problematik widmet sich das Kapitel 8.

Eine vollig analoge Untersuchung kann man auch fiir £ anstellen, die auf die Defi-
nition einer Menge £ fiihrt. Da aber ohnehin schon ganz L verwendet werden soll,
eriibrigt sich eine weitere Diskussion.

Ein weiterer physikalischer Gesichtspunkt, der einen Ubergang von K, £ und pu zu
einer Fortsetzung von p und geeigneten Teilmengen der uniformen Vervollstdndigun-
gen von X und £ motiviert, besteht darin, daf man die sogenannten Hauptaxiome
des Messens in Kapitel 9 in kompakter Form formulieren kann. Dafiir muf auf Ka-
pitel 9 verwiesen werden.

Neben den physikalischen Beweggriinden gibt es eine Reihe mathematischer Vorteile
des Uberganges zu %,ﬁ und /i. Einen solchen Vorteil liefert die bereits in Satz
7.2.1 diskutierte Struktur von (L, (L, X)), die sich gegeniiber (L, 0(L, %)) durch
die Vollstandigkeit und die dadurch ebenfalls gewonnene Kompaktheit auszeichnet.
Um noch weitere Erkenntnisse zu erlangen und um insbesondere die Struktur von
(X, 5(XK, L) |5) zu analysieren, erweist sich der niichste Satz als wichtig. Zu seinem
Beweis bendtigt man allerdings zunéchst das folgende Lemma:
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Lemma 7.2.3 Es gilt fiir alle w aus X und alley aus L die Identitit Sw(y) = p(w,y).

Beweis:

Nach Konstruktion ist fi(w, -) insbesondere fiir alle w € X gleichméRig stetig
auf (£,6(L,%)). Aukerdem gilt fiir alle w € K und fiir alle g € £ die Gleichung
j(w,g) = p(w,g). Also ist ji(w, -) eine gleichméfig stetige Fortsetzung von
p(w, +), und somit muf ji(w, -) aufgrund der Eindeutigkeit der Fortsetzung
mit §,, zusammenfallen. |

Lemma 7.2.3 besagt, dak fiir alle w aus X die eindeutig existierende gleichméRig
stetige Fortsetzung von p(w, -) auf (£,6(L, X)), also §,, auf ganz L identisch ist
mit a(w, - ).

Damit kann nun die Aussage formuliert werden:

Satz 7.2.4 FEs gelten die nachfolgenden Beziehungen zwischen den Uniformitdten.

Dabei steht unterhalb der Klammer jeweils die Abbildungsfamilie, beziiglich derer die
wnitiale Uniformatdt gewonnen wird.

(i) 6(L,X) = (L, X) = (L, %),
N—— —_—
{i(w, -) [we X} {iz, ) |z € K}
(ii) 6(3,L) | = a(X, L) C a(X,L).
N—— S———
{a(-,9) g€k} {i(-,y) |y e L}
Beweis:

zu (i): Mit Satz C.3.2 und Lemma 7.2.3 folgt sofort (L, K) = o(£,%). Da die

Menge X die Menge K umfaft, folgt mit Lemma A.3.2 die Mengeninklusion
o(L,%K) C o(L,K). Andererseits bezeichnet o(£,X) die grobste Uniformitit,
so dak ji(z, -) fiir alle z € X gleichmifig stetig ist. Nach Konstruktion ist
auch fi(z, - ) gleichmiRig stetig auf (£, 6(L,K)) = (£, 0(L,K)) fiir alle z € K.
Somit folgt (L, %K) D o(L, K).

zu (ii): Mit Satz C.3.2 folgt sofort, daR 6(X,L) mit der initialen Uniformitét

auf K beziiglich (ﬁg) ger zusammenfillt. Damit fallen auch die Unterraumuni-
formititen dieser beiden Uniformititen auf K zusammen, so daR sie wegen Satz
C.3.1 auch mit der initialen Uniformitiit auf X beziiglich (b, |5¢) g identisch
sind. Es gilt nun fiir alle g in £ und alle z in X:

hg |3 () = Holg) = Hy(g) = iz, 9).
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Also sind fiir jedes g € £ die Abbildungen h, | () und fi(-,g) identisch.
Damit ist die Aussage bewiesen, die mit durch das Gleichheitszeichen repra-
sentiert wird. Die andere Aussage der Mengeninklusion folgt mit Lemma A.3.2
unmittelbar aus dem Umstand, daf L C L gilt. |

Mit Satz 7.2.4 ist es gelungen, die etwas unhandlichen Uniformitiaten 6(£, %) und
(X, L) |5 auf rein initiale Uniformitédten zuriickzufithren. Damit und mit den Er-

kenntnissen iiber £ und X entsprechend Satz 7.2.1 1iRt sich die folgende Aussage
gewinnen:

Lemma 7.2.5 Es gilt:
(i) L liegt beziiglich o(L,XK) dicht in L,

(ii) K liegt sowohl beziiglich o(X,L) dicht in K als auch beziiglich (K, L) dicht
in K.

Beweis:

A~

u (i): Mit Satz 7.2.1 liegt £ dicht in (£, 6(L,X)). Mit Satz 7.2.4 (i) gilt aber
gerade die Identitit 6(L, %) = o(L, K).

zu (ii): Die zweite Aussage folgt analog zu (i). Daraus folgt aber auch sofort,

daR der 6(X,L) |g-Abschluf von X mit X zusammenfillt. Man siehe dafiir
etwa [Bou66al, Kapitel I, §3.1, Prop. 1, S. 36. Satz 7.2.4 (ii) liefert dann die
erste Aussage. [ |

Damit kann man nun zusammenfassend iiber die Eigenschaften der betrachteten
Raume sagen.

Satz 7.2.6 Es gilt:

(i) (L,0(L,K)) ist ein vollstindiger, metrisierbarer, kompakter, separabler, uni-
former Hausdorffraum,

(ii) (K, o (XK, L)) ist ein metrisierbarer, prikompakter, separabler, uniformer Haus-
dorffraum.
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Beweis:

zu (i): Die Aussage ergibt sich offensichtlich mit Satz 7.2.4 (i) und Satz 7.2.1.

zu (ii): Mit Satz 7.2.4 (ii) gilt die Identitit (X, (X, L)) = (X,8(XK, L) |5)- Al-
so ist der zu untersuchende Raum ein uniformer Unterraum des entsprechend
Satz 7.2.1 vollstdndigen, metrisierbaren, kompakten, separablen, uniformen
Hausdorffraumes (K, 5 (X, L)). Die Unterraumeigenschaft liefert zum ersten
mit Lemma A.6.18 die Prakompaktheit, zum zweiten die Hausdorffeigenschaft
gemaf Satz 6.11 in [vQ01], Kapitel 6, Abschnitt B, S. 8 und zum dritten
mit Lemma A.5.4 die Metrisierbarkeit. Ob der Abzihlbarkeit von L folgt die
Separabilitdt mit Lemma 7.2.5 (ii). [ |

Folglich hat man durch den UberAgangAzur Fortsetzung i beziiglich der verwandten
Urbildriume (X, o(X, £)) und (£,0(£,X)) im Vergleich mit der , u-Situation® in
der Zustandskomponente dasselbe Strukturniveau wie vorher, wihrend man in der
Effektkomponente einen vollstindigen Raum gewonnen hat. Es stellt sich die Frage,
wie sich Aussagen iiber die Identitdt von Zustinden und Effekten aus Satz 6.1.9
bei Verwendung von ji darstellen. Da es sich im Grunde nur um Aussagen iiber die
Hausdorffeigenschaften handelt, kann die Frage schnell beantwortet werden.

Satz 7.2.7 Es qilt:
(i) Fiir beliebige Elemente y1,ys aus L sind Gquivalent:

(a) Es gilt die Identitit y; = yo.
(b) Fiir alle Elemente w aus X gilt die Gleichung ji(w,y1) = f(w, ys).
(c) Fiir alle Elemente x aus K gilt die Gleichung ji(z,vy1) = iz, ya).

(ii) Fiir beliebige Elemente x1, 2o aus X sind dquivalent:

(a) Es gilt die Identitit x1 = x.

A~

(b) Fiir alle Elemente g aus L gilt die Gleichung i(x1,9) = fi(xs, g).

A

(¢) Fiir alle Elemente y aus L gilt die Gleichung fi(z1,y) = ji(z2,7).
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Beweis:

zu (i): Mit Satz 7.2.6 (i) ist o(£,X) hausdorffsch, auRerdem folgt mit Punkt
(i) von Satz 7.2.4 die Identitit o(L,XK) = o(L,X). Die Aussage folgt dann
sofort mit Satz A.3.3.

zu (ii): Mit Satz 7.2.6 (ii) ist o(3, L) hausdorffsch, und es folgt mit Satz A.3.3
die erste Aussage. Bedenkt man nun die Mengeninklusion £ C L erhilt man
die Implikationen: z; =z, = [Ny €L : iz, y) = fi(z2,)]

- [VgEL:ﬂ(a:l,g)Zﬂ(a:g,g)] = I1=Z2.
[ |

Ein weiterer Punkt, der den Ubergang zur Fortsetzung i und den beteiligten Riu-
men attraktiv macht, offenbart sich, wenn man das Problem der Konvexitéit erneut
untersucht. Mit Satz 6.2.3 wurden die Eigenschaften der rationalen (u(-,g))gec-
Konvexitit von K und der rationalen (u(w, - ))wes-Konvexitéit von L erkannt. Der
niichste Satz zeigt nun, daf man davon ausgehend fiir die ,neuen Bildmengen* X
und £ zu einer reellen Konvexitit kommt. Dabei muf allerdings der vorhandenen
Asymmetrie in der komponentenweisen gleichméafigen Stetigkeit von i Rechnung
getragen werden.

Satz 7.2.8 (i) L ist reell o-(i(w, - ))wex-konvez,

(ii) K ist reell (- +Y))yes-konver.

Beweis:

zu (i): Die Aussage folgt mit Satz C.4.2 und mit Lemma 7.2.3 aus der ratio-
nalen (p(w, -))ypeg-Konvexitat von L gemafh Satz 6.2.3 (ii).

zu (ii): Mit Satz C.4.2 und den Bezeichnungen von Seite 139 folgt aus der

rationalen (u(-,g))gec-Konvexitit von X entsprechend Satz 6.2.3 (i), dah x
reell (iag) ges-konvex ist. Man bezeichne die (ibg) ger-Konvexkombination einer
Familie (z;)72; C X beziiglich einer reellen Gewichtsfamilie (a;)72; C (0,1]

mit z. Dann gehdrt z zu JAC, und es gilt fiir alle Elemente g aus L:

Hylg) = hla) =3 ajhela;) =) a; Hz(9)
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Fiir das oben gewéhlte z stellt sich also H, als eine reell gewichtete Summe
gleichmifig stetiger reellwertiger Funktionen dar, so dafs mit Lemma C.4.3
ebenfalls die gleichmiRige Stetigkeit von H, folgt. Das heifit, = liegt in X.
Mithin ist auch X reell (izg)geL—konveX, woraus sich insbesondere die reelle
(izg |72) ge-Konvexitét ergibt. Nun gilt aber fiir alle z € X und fiir alle g € £

h |z (x) = he(z) = Hy(g) = Halg) = ji(=, 9).

Folglich erhilt man auch die (i(-,g))ges-Konvexitit von X. Mit Satz 7.2.1
liegt £ dicht in (£,0(L,%K)). Dariiber hinaus folgt mit den Sitzen 7.2.1 und
7.2.4 die Metrisierbarkeit von (L, X). Also existiert mit Satz A.5.6 eine Folge
(gn)nen C L, die beziiglich (L, XK) gegen y konvergiert. Da aber fi(z, -) fiir
jedes x € X stetig ist, gilt fiir jedes z aus X:

m
Alz,y) = lim j(z,gn) = lim Z: o (2, gn)
]:
m
= Zl oj lim ji(zj,gn)
J:

m
= > o izj,y).
=1

~ -konvex. [ |

Damit ist X auch (4(-,y)),cz

Satz 7.2.8 zeigt also, dafs man physikalisch nicht die Konvexitét fiir reelle Gewichte
fordern muf, sondern daf die Forderung fiir rationale Gewichte bereits ausreicht. Ein
einfacher Ubergang zu einer geeigneten Fortsetzung auf geeignete Teilmengen der
Vervollstandigungen von Zustands- und Effektraum beziiglich der physikalisch inter-
pretierten Uniformitét liefert dann schon die Konvexitét fiir reelle Gewichte, ohne
dak weitere Axiome notwendig sind. Dabei sei nochmals betont, dat man bei einem
solchen Ubergang nur Elemente hinzunimmt, die beliebig genau durch Elemente der
urspriinglichen Menge approximiert werden konnen. Da man im Falle der Effekte
zur ganzen Vervollstdndigung iibergeht, hat man sogar schon die o-Konvexitét vor-
liegen. Eine gleichwertige Aussage kann man hier fiir die Zustandsmenge noch nicht
treffen, da man die Zugehérigkeit von o-(fi( -, g)) yec-Konvexkombinationen zu K auf
dem bisherigen Niveau der Theorie noch nicht beweisen kann. Das wird erst durch
einen Darstellungssatz moglich, der im Abschnitt 9.4 mit Hilfe der Hauptaxiome
des Messens gewonnen werden kann. Mathematisch besteht das Problem darin, daf
man Lemma C.4.3 nicht einfach auf abzidhlbare Familien erweitern kann.
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Die Ausstattung der Bildmenge der Zustdnde und Effekte mit Uniformitéiten der
physikalischen Unschérfe sowie der hier beschrittene Weg der Vervollstindigung
bieten nun eine geeignete Basis zur Formulierung weiterer physikalisch motivier-
ter Axiome. Wegen der mathematischen eher unhandlichen Menge X ist es aber
lohnend, zunéchst eine Reihe mathematischer Vorarbeiten zu leisten, die die Formu-
lierung der angestrebten Axiome in adidquater Weise ermdglicht.
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Kapitel 8

Einbettung in
Banachraum-Strukturen

Beschrinkt man sich bei der bisher entwickelten Theorie auf denjenigen Teil, der
sich mit Zustédnden und Effekten auseinandersetzt, und vergifit man zunéchst ein-
mal die ,vorgeschaltete Theorie der Préparation und Registrierung, wird die Theorie
durch die drei Grofsen K, L und p sowie durch die Uniformitéten der physikalischen
Unschirfe o(X, L) und o(L,X) charakterisiert. Der naheliegende Wunsch, zu den
zugehorigen Vervollstdndigungen iiberzugehen, kann Kapitel 7 zufolge nur partiell
befriedigend durchgefiihrt werden. Stattdessen wird eine unter gewissen Aspekten
,groftmaoglichen Vervollstindigung iibergegangen, die dann durch die GroRen X,
L und /i sowie die uniformen Strukturen der physikalischen Unschiirfe 5(%, £) und
(L, K) gefakt wird. Kapitel 7 hat bereits eine Reihe von Vorteilen einer solchen For-
mulierung gegeniiber derjenigen ohne Vervollstindigungen aufgefiihrt. Dabei sind
auf mathematischer Ebene insbesondere die Kompaktheit von £ beziiglich 6(£, K)
und die Ausweitung der Konvexititseigenschaften auf die reellen Gewichte zu nen-
nen. Auf physikalischer Ebene wird die Uberwindung einer gewissen Willkiir in der
Wahl der Bildmengen durch einen derartigen Ubergang beseitigt. Ein weiterer wich-
tiger Aspekt besteht in der Moglichkeit einer mathematisch kompakteren und damit
vorteilhafteren Formulierung weiterer Axiome im Rahmen der Quantenmechanik,
der sich Kapitel 9 widmet. Dennoch hat eine solche Formulierung offensichtliche
Mangel. Dabei sind in erster Linie die entstandene Asymmetrie und die auferor-
dentlich unhandliche Definition der Menge X zu nennen.

Der Problematik wird dadurch begegnet werden, dal man zumindest zunéchst doch
nicht mit X weiterarbeitet, sondern mit einer anderen Menge K, die mathematisch
attraktiver ist als K. Die Menge K wird dabei derart gewihlt, dak der Mengeninklu-

151
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sionskette K C K C X entsprochen wird. Daf K die Menge K enthilt, garantiert,
dak alle physikalischen Zustidnde erfafst werden, also physikalisch keine Einschrin-
kung des beschriebenen Wirklichkeitsbereiches stattfindet. Ob des Lemmas 7.2.2
muf K als Teilmenge von X gewihlt werden, denn die initiale Uniformitit der phy-
sikalischen Unschérfe, die auf £ induziert wird, soll nicht verindert werden. Das
folgende Kapitel soll zeigen, dak man eine solche Menge K derart finden kann, dafl
die sich daraus ergebende Formulierung der Theorie mathematisch giinstiger ist, oh-
ne die mathematischen Vorteile der Formulierung aus Kapitel 7 zu verlieren. Dazu
wird K als der Normabschluf von X in einem geeignet zu wihlenden Banachraum
definiert werden. Der Banachraum wird dergestalt sein, daf man gleichzeitig die
andere zentrale Menge £ im zugehorigen Norm-Dualraum wiederfindet und daf
auf K x £ mit der kanonischen Bilinearitit dieses normierten Raumes und seines
Norm-Dualraumes zusammenfillt. Auferdem werden sich die uniformen Strukturen
der physikalischen Unschérfe fiir die Elemente der Mengen K und L als initiale
Strukturen beziiglich des obigen Dualsystems formulieren lassen. Erst in Kapitel 9
wird man dann aufgrund der dort gewahlten weiteren Axiome dazu kommen, daf
sich K als Darstellung von K erweist. Genauer ergibt sich die Identitéit der Mengen
% und K. Daher hat man mit der Formulierung, wie sie im nun folgenden Kapitel
erlautert wird, dieselbe Theorie wie in Kapitel 7 vorliegen.

Um nun zu der oben skizzierten Formulierung der Theorie zu gelangen, werden im
ersten Abschnitt des Kapitel zunéchst eine Reihe mathematischer Vorarbeiten gelei-
stet, die in erster Linie in der Konstruktion geeigneter Familien normierter Rdume
bestehen. Ausgehend von den so gewonnenen normierten Riumen gelangt man auf
kanonischem Wege zu Familien uniformer und zugehoriger topologischer Réume,
indem man zu den normierten Rdumen noch ihre Norm-Dualrdume hinzuzieht.

Im zweiten Abschnitt werden dann zwei spezielle Rdume D und A der erwéhnten Fa-
milien herausgegriffen und gesondert untersucht. Dabei wird sich herausstellen, dafs
man in den zugehdrigen Dualsystemen aus normiertem Raum und Norm-Dualraum
die uniformen Riumen (X,o(X,L)) und (L,0(L,XK)) in eingebetteter Form wie-
derfindet. Der Raum A wird dann der Ausgangspunkt fiir das oben beschriebene
Dualsystem sein.

In der Folge werden im dritten Abschnitt die konvexen Strukturen auf K und £
diskutiert, da sie ein wichtiger Ausgangspunkt fiir die Formulierung der Axiome in
Kapitel 9 sind. Nach der Vorstellung der notwendigen Begriffe erfolgt die Einordnung
in den Rahmen der Konvexitidtsbetrachtungen aus den Abschnitten 7.2 und 6.2.

Im letzten Abschnitt des Kapitels wird A und damit insbesondere auch £ in natiir-
licher Weise mit einer Halbordnung ausgestattet. Abschlielend wird eine Aussage
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zum Verhéltnis von K und Ba zur Verfiigung gestellt, die zur Formulierung eines
Darstellungstheorems fiir die Elemente von B durch die Elemente von K fiihrt.

8.1 Konstruktion geeigneter normierter, uniformer
und topologischer Raume

Um geeignete mathematische Strukturen zur Uberwindung der mit der Menge X
verkniipften Problematik zu erhalten, werden X und L zunéichst in Vektorrdume
eingebettet. Dazu wird festgelegt:

Definition 8.1.1

Mit B wird die Menge aller Abbildungen z : L — R bezeichnet, fiir die man eine
Familie (w;)?_, von Elementen der Menge X und eine Familie reeller Zahlen (o;)? ,
so angeben kann, daf fiir jedes g aus L gilt:

z(g) = Z a; p(wi, g)-

Mit D wird die Menge aller Abbildungen y :  — R benannt, fiir die man eine
Familie (g;)?_; von Elementen der Menge £ und eine Familie reeller Zahlen (5;)%_,
derart finden kann, daf fiir alle Elemente w der Menge X gilt:

y(w) = Z B m(w, g;).

Die Eigenschaften der Mengen B und D und ihr Verhéltnis zu X und £ werden
erschopfend durch den nachfolgenden Satz behandelt, dessen Aussagen sich teilweise
als Bemerkungen und teilweise als Theorem T 1.2 in [Lud85a|, Kapitel IV, §§1 bis 3,
S. 101-104 finden:

Satz und Definition 8.1.2 Fs gilt:
(i) B, D sind lineare R-Vektorraume.
(i) Die Abbildungen

X — B, w+— p(w, -),
L’—>Da g'_):u’(ag)
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definieren Injektionen. Werden X und L vermittels dieser Injektionen mit Teil-
mengen von B und D identifiziert, ergeben sich die Relationen: X C B und
LCD.

(i1i) Werden die Identifikationen aus (ii) vorgenommen, dann ist B der lineare
Aufspann von X, und D ist der lineare Aufspann von L.

(iv) Die Vorschrift

n m

E: BxD—R, (xy)|—>§9cy :Zzaﬂjﬂwzag])

=1 j=1

definiert die emzzge bilineare Fortsetzung von p auf B x D. Dabei seien die

Darstellungen x = Z a; w; und y = Z B; g; entsprechend (i) verwandt.
i=1

(v) < B, D, & > bezeichnet ein Dualsystem.

(vi) Mit o(B, L) wird die initiale Uniformitit auf B beziglich (£( -, g))ger bezeich-
net, und mit o(B, D) wird die initiale Uniformitit auf B bezuglzch (&(+,Y))yen
benannt. Analog seien o(D,X) und o(D, B) definiert.

Es fallen zum einen o(B,L) und o(B, D) und zum anderen o(D,X) und
o(D, B) zusammen. Die Unterraumuniformitit o(B,L) |x ist mit o(X, L)
identisch. Ferner ist die Unterraumuniformitit o(D, X) | identisch mit o (L, K).

(vii) (B,o(B,D)) und (D,o(D,B)) sind topologische Vektorraume. Damit sind
(K,0(K, L)) und (L,0(L,K)) insbesondere in topologische Vektorrdume ein-
gebettet.

Bemerkung: Die Identifikation aus Punkt (ii) wird in der Folge zumeist ohne weiteren
Kommentar vorausgesetzt.

Beweis:

Punkt (i) ist offensichtlich. Punkt (ii) folgt direkt aus den Punkten (ii) und
(iii) des zentralen Satzes 6.1.9 iiber . Punkt (iii) ist direkte Folge der Definiti-
on von B und D in Definition 8.1.1. Die Abbildung ¢ in (iv) ist wohldefiniert,
da nach Punkt (iii) fiir jedes £ € B und jedes y € D die bendétigte Dar-
stellung existiert und da &(z,y) unabhéngig von der Darstellung ist, wie sich
leicht nachrechnen l4ft. Die Bilinearitdt von £ ist offensichtlich ebenso wie die
Fortsetzungseigenschaft beziiglich u. Es bleibt also noch, die Eindeutigkeit zu



8.1 KONSTRUKTION GEEIGNETER RAUME 155

beweisen. Man nehme dafiir an, daf es noch eine weitere bilineare Fortsetzung
n

m
¢ : BxD — R von p gibt. Selen z = ) o w; und y = ) B;g; gewdhlt,
i=1 j=1
dann liefern Bilinearitdt und Fortsetzungseigenschaft sofort:

n m n m
$la,y) =D > aiBjdwi i) = Y i Bj plwi, g;) = &(w,y).

i=1 j=1 i=1 j=1
Fiir Punkt (v) miissen die Trennungseigenschaften gezeigt werden. Wéhle da-
fiir Elemente x1,x9 € B mit {(z1,y) = {(z2,y) fiir alle y € D, dann gilt auch
z1(9) = &(z1,9) = &(z2,9) = z2(g) fiir alle g € L. Also gilt 1 = z2. Analoges
folgt fiir D. Die Aussagen o(B,L) = o(B, D) und o(D,X) = (D, B) in (vi)
folgen mit Lemma D.1.1 aus (ii), wihrend die Aussagen o(B,L) |x= o(X, L)
und (D, X) |g= o(L,XK) mit Satz C.3.1 folgen. Punkt (vii) schlieflich ist eine
bekannte Tatsache aus der Theorie der topologischen Vektorrdume, man siehe
etwa [SW99|, Kapitel IV, §1.1 S. 124. [ |

Das so gewonnene Dualsystem < B, D,¢ > kann mit einem anderen Dualsystem
verkniipft werden. Dafiir sei zunéichst die folgende Festlegung gemacht.

Definition 8.1.3
Mit B* wird der algebraische Dualraum zu B bezeichnet, und mit < -,- > wird die
kanonische Bilinearitit auf B x B* benannt, das heift, es wird definiert:

<+4-> BxB"—R, (z,y) —< z,y >:=y(x).
Der Umstand, dak < B, D, £ > eine Dualitdt darstellt, erlaubt es, < B, D, & > als
von dem Dualsystem < B, B*, < -, >> induziert aufzufassen, wie man [SW99|,
Kapitel IV, Einleitung, S. 124 entnehmen kann. Das heifft, D kann mit einem Un-

tervektorraum von B* identifiziert werden. Unter Verwendung der so gearteten Iden-
tifikation erhélt man die Identitét:

§ =< >|B><D .
Insbesondere gilt also fiir alle Elemente w aus X und alle Elemente g aus L:
§(w, 9) =<w,g >= p(w,g). (8.1)

Auflerdem sind die durch den zentralen Satz 6.1.9 iiber u eindeutig bestimmten
Elemente gy und g; mit obiger Identifikation auch Elemente von D. Also kann man
sie auch als Elemente von B* auffassen.

Definition und Lemma 8.1.4 Das neutrale Element beziiglich der Addition von
B* wird 0 genannt. Die Elemente O und gy sind identisch.
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Beweis:

Die Aussage folgt direkt aus der definierenden Eigenschaft von gg, der Definiti-
on von D und den Trennungseigenschaften des Dualsystems < B, B*, < -,- >>.
|

Da mit dem zentralen Satz 6.1.9 iiber u die Relation < w, g; >=1 fiir alle Elemente
w aus X gilt, soll in Zukunft ¢g; mit 1 bezeichnet werden. Die Wahl eines solchen
Namens wird sich erst spéiter in einem noch zu erliuternden verbandstheoretischen
Kontext vollstandig rechtfertigen.

Es ist jetzt naheliegend, die Menge

Definition 8.1.5

R:={yeB*| sup|<w,y> <oo}
weX

zu betrachten und auf ihr die nachfolgende Abbildung
Definition 8.1.6

[ R— R, yr— |yl = Su‘}?c|<w,y>|
we

zu untersuchen.
Die Abbildung || - || macht R zu einem normierten Raum. Dariiber hinaus gilt einer
Bemerkung in [Lud85al, Kapitel IV, §3, S. 105 folgend:

Satz 8.1.7 R bezeichnet einen Untervektorraum von B*, und bei (R, || -||) handelt
es sich um einen Banachraum.

Beweis:

Die Untervektorraumeigenschaft und auch die Normeigenschaften von || - ||
folgen unmittelbar aus den Definitionen. Es bleibt also, die Vollstédndigkeit zu
beweisen. Sei dazu durch (y,)nen eine Cauchy-Folge aus (R, || - ||) gewdhlt,
dann gilt:

Ve >0 dng(e) e NVn,m > nole) 1 ||yn — yml| < e. (8.2)

Es ist jetzt das Ziel, ein Element in R explizit anzugeben, das Grenzwert der
Folge (yn)nen beziiglich der Norm || - || ist.

Um ein solches Element definieren zu kénnen, wird zunéchst gezeigt, daf fiir
jedes z € B durch (< z,yn >)nen eine Cauchy-Folge in R gegeben ist. . Fiir
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z = 0 ist die Aussage trivial. Seien daher € > 0 und z € B\ {0} gewéhlt, dann
P

existiert, da B von X linear aufgespannt wird, eine Darstellung z = ) a; w;.
i=1
Damit gilt fiir jedes y € B*:

P
<z, >=Za,~ < wiY > . (8.3)

i=1
P

Wihlt man ng(e/(Y | @; |)) entsprechend (8.2), dann ergibt sich fiir alle
i=1

n,mZno(s/gilm )):

1< ZyYn > — < Zym > = |<T,Y0 — Ym >

D

8.3

&) \Zai<wiayn—ym>|
=1
p

< Y lai| sup [<w,yn — ym >
i—1 weXK
p

= Z\ailllyn—ymll<e-
=1

Aufgrund der Vollsténdigkeit von R ist damit die folgende Abbildung wohlde-
finiert:

f:B—Rz+— f(z):= lim <z,y, >.
n—oo
Da < -, > bilinear ist, liefern die Grenzwertsétze fiir reelle Folgen die Linea-
ritdt von f, so dak f zu B* gehort.

Als Néchstes ist zu zeigen, daf f auch in R liegt. Dafiir soll erst die folgende
Hilfsaussage zur Verfiigung gestellt werden:

Hilfsaussage: Wéhlt man ng(e/2) geméf (8.2), dann gilt fiir jedes € > 0,
jedes w € X und jedes n > ng(e/2):
|< w,yn > —f(w) |< e. (8.4)

Zum Beweis der Hilfsaussage wihle ein beliebiges ¢ > 0, und wihle ng(e/2)
geméf (8.2). Dann existiert fiir jedes w € X aufgrund der Konvergenz von
(< W, Yn >)nenN gegen f(w) eine natiirliche Zahl 7g(w,e) > ng(e/2), so dak
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der Ungleichung |< W Yo (w, €) —f(w) |< § entsprochen wird. Es folgt fiir
n > no(e/2):
|< way’rl/>_f(w) ‘ S |< wayn>_<wayﬁ0(w’g) >‘
-I_ |< wﬁyﬁo(w’&') > _f(w) |

3

Damit ist die Hilfsaussage bewiesen, und man kann jetzt die Zugehorigkeit von
f zu R beweisen. Wihle dafiir ein € > 0, no(e/2) wiederum mit (8.2) und ein
beliebiges n > no(e/2). Es gilt dann:

sup | f(w)| < sup(|[<w,yn > —f(w) |+ [< w,yn >])
weX weX
< sup [ w,yp > —f(w) | + sup |< w,y, >|
weX weX
(8.4)
<

€ + ||yn]| < oo.
~—~—

<00

f liegt somit in R. Der Beweis der Behauptung ist abgeschlossen, wenn man
zeigt, daf die eingangs gewéhlte Folge (yn,)nen beziiglich || - || gegen f konver-
giert. Die Konvergenz folgt aber unmittelbar aus (8.4), denn fiir n > ny(g/2)
erhilt man:

(8.4)
lyn — fll = sup |[< w,yn — f >| < e.
weX

Uber die Norm der Elemente von £ iRt sich sofort die folgende Aussage treffen, die
man als Teil von Theorem T 3.3 in [Lud85a], Kapitel IV, §3, S. 106 findet:

Lemma 8.1.8 Fir alle Elemente g aus L gilt die Ungleichung ||g|| < 1.

Beweis:
Mit (8.1) folgt: ||g|| = sup |< w,g >|= sup | p(w,g) |< 1. [ ]
weX weK N=—~—
€[0,1]
Fiir das Verhéltnis von D und R gilt

Lemma 8.1.9 D ist Untervektorraum von R.
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Beweis:

m
Da fiir y € D eine Darstellung y = }° f; g; mit einer Familie (g;)72, aus £
j=1
und einer Familie reeller Zahlen (58;)7L, existiert, gilt fiir alle w € X:

<w,y>= f(way) = Z/Bj M(w,g])
j=1

Aufgrund der Beschrinktheit von u(-,g) folgt daher, daf auch |< -,y >| be-
schrénkt ist. Also liegt y in der Menge R. Das heifit, mit D liegt eine Teil-
menge von R vor. Als solche kann man auf die Elemente von D auch die
Vektorraumoperationen der Addition und Skalarmultiplikation beziiglich des
Vektorraumes R anwenden.

Mit Satz 8.1.2 ist D aber bereits fiir sich stehend als Vektorraum erkannt und
mit Operationen der Addition und Skalarmultiplikation ausgestattet worden.
Es ist nun offensichtlich, dafs jeweils die beiden Formen der Addition und
Skalarmultiplikation auf D zusammenfallen. |

D und R bilden zwei Grenzuntervektorraume von B* derart, daf man mit Hilfe von
Untervektorraumen, die D enthalten und die selber in R enthalten sind, eine Norm
auch auf B definieren kann. Zur iibersichtlichen Formulierung weiterer Aussagen
wird deshalb zunéchst definiert:

Definition 8.1.10

Vr bezeichne die Menge aller D umfassenden Untervektorraume von R, jeweils aus-
gestattet mit der von || - | induzierten Norm.

Bemerkung: Die Norm ||-|| ist in Definition 8.1.6 als Abbildung auf ganz R eingefiihrt
worden. Mit Vi werden jetzt auch Untervektorrdume Rvon R betrachtet, die jeweils
mit der von ||-|| induzierten Norm ausgestattet sein sollen. Die auf R induzierte Norm
ist die Restriktion || - || |5 von || - || auf R, so daR man in formal richtiger Weise den
entstehenden normierten Raum mit (R, || - || | 7) bezeichnen miifite. Vereinfachend
sei aber fiir die weiteren Erérterungen die Schreibweise (R, || - ||) vereinbart.

Damit kann man die oben umschriebenen Aussagen formulieren, indem einer Be-
merkung in [Lud85al, Kapitel IV, §3, S. 106 gefolgt wird:

Definition und Lemma 8.1.11 Fiir ein Element R von Vg ist durch

< >
|- llz: B—R, =+ |lz]|z:= sup 7| Y >|
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eine Norm auf B gegeben. Fiir alle Elemente x aus B und alle Elemente y aus R
ergibt sich die Ungleichung:

[<zy>|< llzliz vl

Beweis:
Alle Eigenschaften folgen direkt aus der Definition bis auf die Aussage:
VzeB: |z|]zg=0 = z=0.

Dafiir muf auf die Eigenschaft zuriickgegriffen werden, dak < B, D, <-,- >>
ein Dualsystem ist. Damit folgt obige Implikation wegen D C R. Das zeigt
auch, warum man mindestens D mit R umfassen muf. Die Ungleichung folgt
in trivialer Weise aus der Definition der Norm. |

Damit gilt also insbesondere fiir ein Element R aus Vg:

(i) Fiir jedes Element y in R besitzt die Abbildung < -,y > die Eigenschaft der
Stetigkeit auf B beziiglich der Norm || - || .

(ii) Fiir jedes Element = aus B besitzt die Abbildung < z,- > die Eigenschaft der
Stetigkeit auf R beziiglich der Norm || - ||.

Wie bereits im Falle der uniformen Rdume kann man auch im Falle der jetzt betrach-
teten normierten Rdume zu Vervollstdndigungen iibergehen. Das folgende Lemma
fiithrt zum einen, um kleinere Aussagen erweitert, Anmerkungen in [Lud85a], Kapi-
tel TV, §, S. 106 aus, und zum anderen beinhaltet es Teile des ebendort notierten
Theorems T 3.3:

Definition und Lemma 8.1.12 Es bezeichne R ein Element der Menge Vg. Die
Vervollstindigung von B beziglich || - ||z erhalte den Namen Bg. Mit || - |5, wird
die zugehdrige Norm der Vervollstindigung benannt. Sie fillt auf B mit || - ||z 2u-

sammen. Fiir jedes Element y aus R kann die Abbildung < -,y > in eindeutiger
Weise linear und beziglich || - ||B§ stetig auf By fortgesetzt werden. Die Fortsetzung

wird mit E5(-,y) bezeichnet. £ ist Bilinearform auf By x ﬁ, und es qilt fir alle
Elemente x aus By und alle Elemente y aus R:
| €r(@,y) | < lllsg llyll-

Fir jedes Element x aus By gehort die Abbildung &5(x,-) zum Norm-Dualraum
((B)'s Il 7y ) vor (B, |||}, wobei ||-|| z) die kanonische Norm des Norm-Dualraumes
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bezeichnen soll. Fir jedes x aus By ist die Abbildung £5(x,-) insbesondere stetig auf

(Bo1l- 1)-

Es gilt fir jedes Element w aus X die Gleichungskette: ||w||z = |lw||s; = 1.

Beweis:

Mit Lemma 8.1.11 ist fiir y € R die Abbildung < -,y > linear und stetig
auf (B, || - ||z)- Da B auch beziiglich || - [|p; dicht in seiner Vervollstindigung
liegt, existiert mit [Wer97|, Satz II1.1.5, S. 48 die gesuchte lineare und stetige
Fortsetzung auf (B, || - ||p;) in eindeutiger Weise. Die Linearitét von {z(-,y)

ist damit fiir jedes y € R gegeben.
Seien € B, y1,y2 € R und A1, A2 € R gewdhlt, dann existiert eine Folge

1B 5 ~
(1) nen C B mit z,, —— z. Die Vektorraumeigenschaft von R garantiert

die Zugehorigkeit von A1 y1 + A2 y2 zur Menge R. Und da definitionsgeméf fiir
jedes y € R die Funktion {5(-,y) stetig auf (Bg, | - [|5;) ist, folgt nun:

Ep(z, Ay + Ay2) = nli_>l{.10§§(33na Ay +Aey) = nlglgo <Tpy AL Y1+ A2y >
= lim (A < Zp,y1 > +A2 < Tp, Y2 >)
n—oo
= lim (M&z(zn, y1) + A2 {5 (@n, v2))

= M &p(z,u1) + X ép(z,p2).

Also ist die Bilinearitidt der Abbildung £ auf By x R nachgewiesen.
Da der Fall y = 0 trivial ist, wiihle man jetzt z € By und y € R mit y # 0.

Il 5
Dann existiert wiederum eine Folge (2, )neny € B mit z,, ——— z. Da eine

Norm stets beziiglich ihrer selbst stetig ist, gilt
znllB; = llznllg — [l 5

Und da fiir jedes y € R die Funktion & 7(-y) auch beziiglich || - ||, stetig ist,
folgt mit Lemma 8.1.11
|< Zny y > | {2, y) |
[yl Iyl

Damit erhdlt man | {5(z,y) [< ||zllB; [lyl-
Mit der so gewonnenen Ungleichung folgt fiir jedes z € By ob ihrer Linearitét
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auch die Stetigkeit der Abbildung {z(, -). Folglich gehort z(r, -) insbesondere
zum Norm-Dualraum (R)' von (R, || - ||).
Es bleibt, die letzte Aussage zu beweisen. Sei dazu ein w € K gewihlt, dann

gilt einerseits

lwlz = sup %SL

yER,y#0
denn es gilt |< w,y >|< sup |< w',y >|= |ly||. Andererseits gilt fiir das
w'eX

Element 1, das in der Folge zu Lemma 8.1.4 definiert wurde,
<w,1>= ,U,(U],gl) =1,

womit sich |lw||z > 1 ergibt. |

Es besteht eine wichtige Verkniipfung zwischen den Banachrdumen Bjz und den

Norm-Dualrdumen (R)’, der in den folgenden Lemmata 8.1.13, 8.1.15 und Satz 8.1.16
erarbeitet wird. Bei den genannten drei mathematischen Aussagen handelt es sich
um Verallgemeinerungen einiger Bemerkungen Ludwigs im Vorfeld von T 3.3 und
im Beweis von T 3.10 in [Lud85al, Kapitel IV, §3, S. 106 und S. 109 auf beliebige
Elemente aus Vpg. _

Bevor der angestrebte Zusammenhang zwischen Bz und (R)’ vollstandig formuliert

werden kann, muf zunéchst das Verhéltnis von (B, ||-||5) zu (R)' untersucht werden,
das Inhalt des nichsten Lemmas ist.

Lemma 8.1.13 Sei R ecin Element der Menge Vg, dann definiert die Vorschrift
B, I 1z — (B[ - @), ¢ —<=,->[z (8.5)

eine lineare Isometrie.

Wird der normierte Raum (B, || - ||5) vermittels (8.5) mit einem Unterraum von
(R), ] - |(&y) tdentifiziert, gilt insbesondere die Mengeninklusion B C (R)', und es
ergibt sich beziiglich des Verhdltnisses der Normen fiir jedes Element x aus B:

el = ll=llz = [l zy-

Beweis:

Die Wohldefiniertheit der Abbildung folgt mit Lemma 8.1.12, denn fiir z € B,
y € R gilt {5(z,y) =< z,y >. Somit gehort < z,- >|z zur Menge (R)". Die
Linearitét der Abbildung aus (8.5) folgt aus den Linearitétseigenschaften von
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< -,- >. Zum Beweis der Aussagen iiber die Norm sei die Abbildung aus der
Behauptung mit ¢ benannt. Fiir jedes € B ergibt sich:

|<z,y > | t(z)(y) |
|zllz = sup = W=||t(x)||(§),.
yER,y#0 Yy yER,y#0 Y

Also kann man (B, ||| ) stets in (R)" einbetten. Um eine derartige Aussage auch fiir
die Vervollstindigung von B formulieren zu kénnen, bedarf es noch einiger Aussagen.
Dafiir wird zunéchst festgelegt:

Definition 8.1.14 o _
Die kanonische Bilinearform zum Dualsystem < R, (R)" > fiir ein Element R aus
Vg wird mit < -,- >z benannt. Sie wird definiert durch die Vorschrift:

<> Rx(R) — R, (y,2) —<y,z >5=1z(y).

Beziiglich der Norm auf (R)’ erhélt man fiir jedes Element x aus (R)

I,

<y, >p
||33||(ii)f = Sup —

Somit folgt insbesondere fiir jedes Element x der Menge (R)" und jedes Element y
der Menge R:

[<y,x >zl < lzll gy Iyll- (8.6)

Man kann zumindest zunéchst fiir die Elemente aus B eine einfache Verkniipfung der
drei Bilinearititen {5, <-,-> und <-,->z angeben, wenn man die identifizierende
Abbildung aus Lemma 8.1.13 verwendet.

Lemma 8.1.15 Bezeichnet R ein Element der Menge Vg, dann gilt fir alle Ele-
mente x der Menge B und alle Elemente y der Menge R die Gleichungskette:

<y, x> = <z,y> = &x(z,y).
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Beweis:

Es bleibt, das erste Gleichheitszeichen zu beweisen. Es moge ¢ die lineare

Isometrie aus Lemma 8.1.13 bezeichnen. Dann gilt fiir z € B und y € R:
<,y >=t(z)(y) =<y, tz) >3-

Nimmt man jetzt die Identifikation vor, erhilt man die Behauptung. |

Damit stehen jetzt die Instrumente und Tatsachen zur Verfiigung, um auch das

Verhéltnis von (Bg, || - ||5;) mit (R) zu kléren.

Satz 8.1.16 Sei R ein Element der Menge Vi. Wenn B im Sinne von Lemma
8.1.18 als Teilmenge von (R)" aufgefafit wird, dann existiert ein isometrischer Iso-
morphismus von (Bg, | - ||s;) nach (§||'||(§)', |- ll(g))- Werden die beiden Riume so
identifiziert, ergibt sich:

BR’ — E”-H(ﬁ)/ C (E)I

Fiir jedes Element x der Menge Bz und jedes Element y der Menge R qilt:

(e, y) =<y, >3-

Beziiglich des Verhdltnisses der Normen ergibt sich fiir jedes Element x aus Bj:

| €l y) |
lellog = lellay = su =H
YyeR,y#0 Y

By wird durch R getrennt, das heif$t, dafi ein Element x aus B mit dem Null-

Element des Vektorraumes By identisch ist, wenn fiir jedes Element y der Menge R
die Identitit 5(z,y) = 0 gilt.

Beweis:

(R)' besitzt beziiglich der kanonischen Norm die Banachraum-Eigenschaft, und
mit der Identifikation gem#f Lemma 8.1.13 ist (B, ||-||3) Unterraum von (R)".

Also liegt mit dem Abschluf von B C (R)’ besziiglich || - || (Ry ebenfalls ein
Banachraum vor. Bei (B, || - || 5) handelt es sich um einen dichten Unterraum

des Banachraumes (B|| H(E)', |- ||(§),). Die Vervollstdndigung eines normier-
ten Raumes ist etwa mit Satz 4.1.3 in [Heu92|, S. 251 bis auf isometrische
Isomorphie eindeutig bestimmt, so daf (EH'”@', | - ||(§),) und (B, | - [185)
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bis auf isometrische Isomorphie identisch sind. So folgt insbesondere die erste
Gleichheits-Beziehung zwischen den Normen.

Seien nun z € By und y € R gewihlt, dann existiert eine Folge (z,)nen C B,

I8
so daR die Konvergenz z, — = gilt. Dazu dquivalent ist wegen der obi-

IRIFY
gen Isomorphie die Konvergenz z, — . Aufgrund der Stetigkeit von

<y, >p beziglich || - ||(§), nach (8.6) und mit Lemma 8.1.15 gilt:
Also erhilt man schlieflich fiir alle z € Bg:

|<y,z >3] | €x(z,y) |
||-'E||B~ — ||(E||(§)/ = sup |17”R = sl %
YyeR,y#0 y YyeRy7#0 4

Die Trennungseigenschaft folgt mit obiger Identitét sofort aus dem Umstand,
daf (R)" die Menge By umfaft und dak < R, (R)’, < -,- >3> Dualsystem ist.
|

Umgekehrt stellt sich die Frage, wie R mit dem Norm-Dualraum von B’ zusam-
menhéngt. Die Antwort darauf liefert die néchste Aussage, die sich ohne Beweis als
Teil von T 3.4 in [Lud85a], Kapitel IV, §3, S. 106 findet:

Satz 8.1.17 Bezeichnet R ein Element der Menge Vg, dann definiert die Vorschrift
(Ra ” ) ||) — (B%z: || ) ”B%)a Yy gﬁ(ay)

eine lineare Isometrie. Dabei soll ||-||p.. die kanonische Norm des Norm-Dualraumes
bezeichnen. Die zugehdrige Umkehmbb@ldung auf dem Bildbereich obiger linearer Iso-
metrie ist die Restriktion auf B.

Identifiziert man die beiden Riume vermittels obiger Abbildung, ergibt sich die Men-
geninklusion R C B;}.

Beweis:

Die Wohldefiniertheit der Abbildung erhélt man direkt aus der Definition von
&5~ Die Linearitdt ergibt sich in trivialer Weise, da £ mit Lemma 8.1.12 eine
Bilinearform darstellt. Mithin muft noch die Isometrie gezeigt werden.
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Man wéhle dafiir ein y € R. Die untersuchte Abbildung sei fiir den weiteren
Verlauf des Beweises mit ¢ benannt. Mit Lemma 8.1.12 gilt die Ungleichung
| €52, y) [< llzllB; ly|| fiir jedes © € B, so dak man erhilt

Wy, = sup HWE gy, LEal) ]

—i == <yl
zEBg,z70 HxHBﬁ zEBg,T£0 ||3:||B§

Mit Lemma 8.1.12 gilt aber auch die Beziehung |[w[|p; = 1 fiir alle w € X,
mit deren Hilfe sich die folgende Ungleichungskette ergibt:

[#W)ll . 2 sup | Ez(w,y) [= sup [<w,y >|= [ly].
weX weX

Fiir die Aussage iiber die Umkehrabbildung sei y € R gewahlt, dann ergibt
sich
C(lBot)(y) = () lB =< y>=y() =y
|

Es besteht also fiir jedes Element R der Menge Vg die Moglichkeit einer Identifikati-
on mit einem Unterraum des Norm-Dualraumes von By im isometrisch isomorphen
Sinne. Offenbar ist es besonders giinstig, wenn die identifizierende Abbildung aus
Satz 8.1.17 auch surjektiv ist, so daf eine vollstindige Identifikation der beiden Rau-
me miteinander vorgenommen werden kann. Deshalb soll dafiir ein eigener Name
eingefiihrt werden.

Definition 8.1.18
Ein Element R der Menge Vg heift symmetrisch, wenn die lineare Isometrie aus
Satz 8.1.17 surjektiv ist.

Fiir ein symmetrisches Element R aus Vy wird die Abbildung aus Satz 8.1.17 zu ei-
nem isometrischen Isomorphismus, und man kann in identifizierender Weise R = B;}’
notieren. Die Frage nach der Existenz symmetrischer Elemente in Vi beantwortet
der néchste Satz, der einen Sonderfall eines Teils von T 3.4 in [Lud85a|, Kapitel IV,
§3, S. 106 darstellt:

Satz 8.1.19 R ist symmetrisch im Sinne von Definition 8.1.18.

Beweis:

Es sei ein f € Bj gewdhlt, dann liegt f |p in B*. Auferdem existiert ein
C > 0, so dab fiir alle z € Bg gilt: | f(z) | < C|lzfp;. Mit Lem-
ma 8.1.12 gilt [|w||p, = 1 fir alle w € X, so daf fiir alle w € X auch
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|fw)] = | fle(w) | < C gilt. Somit gehért f |p zu R. Es bleibt noch,
die Identitdt f = &gr(:, f|B) zu zeigen. Fiir jedes € B ergibt sich die Glei-
chungskette ér(z, f|B) =< z, f|p>= f(x). AuRerdem liegen f und &r(, f|B)
in By. Also bezeichnen f und &g(-, f |B) zwei lineare und normstetige Fort-
setzungen von f|p, die wegen Satz I1.1.5 in [Wer97], S. 48 zusammenfallen. ll

Es ist gerade zur spiteren Betrachtung initialer Strukturen sinnvoll, auch fiir die
Dualsysteme < Bg, B%z > die kanonische Bilinearitdat mit einem eigenen Namen zu
versehen. Dazu wird gewéhlt:

Definition 8.1.20
Fiir jedes Element R der Menge Vg wird die kanonische Bilinearitdt zum Dualsystem
< Bg, B;”i > mit < -,+ >p_ bezeichnet. Sie ist definiert durch die Vorschrift:

<+->p: B x By — R, (1,y) <,y >p.:=y(2).

Véllig analog zum Fall in (8.6) fiir das Dualsystem < R, (R)' > folgt fiir alle Elemente
x der Menge Bj und alle Elemente y der Menge B}é:

<@,y >p,|< [lllsg s - (8.7)

Mit der Identifikation entsprechend Satz 8.1.17 folgt zudem fiir alle Elemente y der

Menge R:

<,y >5g

Iyl = llylls, = sup (8.8)

.’EEBE,CL‘#O ||‘,'E||Bﬁ

Insbesondere erhilt man damit fiir alle Elemente x der Menge B und alle Elemente
y der Menge R
<2,y >p,|< [lz]ls llyll (8.9)

In Ergdnzung zu Lemma 8.1.15 14t sich notieren:

Lemma 8.1.21 Bezeichnet R ein Element der Menge Vg, dann gilt bei Identifizie-
rung vermittels der Abbildung aus Satz 8.1.17 fiir alle Elemente x der Menge By

und alle Elemente y der Menge R:

<zy >B§: gﬁ(x’y) =<y, >}‘i .
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Beweis:

Seien ¢ € B,y € R gewdhlt, dann folgt, wenn man die identifizierende Abbil-
dung aus Satz 8.1.17 mit ¢ benennt:

<zy >=Eg(z,y) = t\(’g)/(w) =< ,t(y) >p; -
€B’

R

Nimmt man jetzt die Identifikation vor, dann folgt: {z(z,y) =< z,y > -
AuRerdem liegt wegen (8.9) mit < -,y > B eine Abbildung aus B%z vor, so daf
die Identitét auf Bz mit [Wer97], Satz I1.1.5, S. 48 folgt. [ |

Es sei betont, daf das eben formulierte Lemma fiir den Fall symmetrischer Elemente
aus Vg besagt, dak die kanonische Bilinearitét < -,- >p_ und die Abbildung {5
zusammenfallen.
Wie im Kapitel 7 ausfiihrlich diskutiert wurde, haben initiale uniforme Strukturen
und die von ihnen induzierten initialen Topologien eine besondere Relevanz fiir die in
der vorliegenden Arbeit dargestellte Theorie, so dafk es nach der erfolgten Einfiihrung
geeigneter normierter Rdume auch der Betrachtung initialer Strukturen bedarf.
Zunachst sollen die verwendeten Symbole ausfiihrlich erldutert werden. Dabei sei
darauf hingewiesen, daf die Namensgebung fiir die initialen Strukturen im Prinzip
der Namensgebung derartiger Strukturen in Kapitel 7 folgt, so dak sich die dort
gewihlten Bezeichnungen nahtlos in die folgenden Erléduterungen einfiigen.
Es bezeichne R ein Element der Menge Vg. Sei A eine Teilmenge zu (R)’, dann
wird mit (R, A) die initiale uniforme Struktur auf R beziiglich (< -,z > 7)acA
benannt. Die Uniformitit o(R, A) induziert auf R die initiale Topologle beziiglich
(< -2 >g)zea- Um nicht unnétig viele Symbole einzufiihren, soll vereinfachend
(ﬁ A) auch fiir die Topologie verwandt werden. Welche Struktur dann gerade
gemeint ist, ergibt sich aus dem Zusammenhang. In véllig analoger Weise sei fiir
eine Tellmenge A von R das Symbol o((R)', A) als initiale Struktur auf Byj; beziiglich
(< ¥, >5)yca definiert.
Wiihlt man nun zu R die Teilmengen A; C (E)’ und A, C E, dann ist mit Satz C.3.1
die Unterraumuniformitiit o((R)’, A3) |4, identisch mit der initialen Uniformitit auf
A; beziiglich der Restriktionen (< y,- >5|4,)yea,. Deshalb wird fiir o((R)', A2) |4,
auch das Symbol o(A;, Ay) verwendet. Entsprechendes gilt fiir die Verwendung des
Symbols (A, Ay).
Neben den initialen Strukturen, die sich auf das Dualsystem < R, (R)' > beziehen,
bedarf es noch der initialen Strukturen, die sich auf das Dualsystem < Bj, BIE >
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beziehen. In analoger Weise sei dabei fiir eine Teilmenge A von BZ mit o(Bg, A)
die initiale Struktur auf By beziiglich (< -,y >p)yea bezeichnet. Ebenso sei fiir
eine Teilmenge A der Menge By mit G(B;'i’ A) die initiale Struktur auf B;'i beziiglich
(< z,-> Bé)ze 4 benannt. Wie im obigen Falle kann man auch hier wieder Unterrau-
muniformitéten und -topologien der Form o(A;, A2) und o(As, A;) fiir Teilmengen
A; von Bz und Teilmengen A, von B%z untersuchen.

Es muf erdrtert werden, warum es bei den gewihlten Bezeichnungen nicht zu Konsi-
stenzproblemen kommt. Welche initiale Struktur mit einem Ausdruck wie o(A;, As)
gerade gemeint, ergibt sich zunéchst aus den beteiligten Mengen A;, A, selbst, denn
im allgemeinen handelt es sich mit Satz 8.1.16 bei Bz um eine Teilmenge von (R)’,

und mit Satz 8.1.17 bezeichnet R eine Teilmenge zu Blﬁ' Fiir den Fall aber, dal A;

eine Teilmenge von Bj bezeichnet und daf A, fiir eine Teilmenge von R steht, fallen
die beiden oben betrachteten initialen Strukturen auf A; beziiglich (< -,y > Bﬁ)ye A,
einerseits und beziiglich (< y,- >5)yc4, andererseits wegen Lemma 8.1.21 zusam-
men. Somit ist der sich aus den obigen Betrachtungen ergebende gemeinsame Name
o(Ay, Ay) berechtigt. Es gelten dieselben Uberlegungen auch fiir den umgedrehten
Fall O'(AQ, Al)

Fiir die so eingefiihrten initialen Strukturen kann man zunéchst das folgende Lemma
notieren:

Lemma 8.1.22 FEs gelten die Aussagen:

(i) Sei R ein Element der Menge Vi, sei A, eine Teilmenge Bg, und sei Ay eine
Teilmenge von B’-. Dann sind (A1, 0(A1, Az)) und (A2, 0(As, A1) lokalkonve-
re Riume, sie sind damit insbesondere topologische Vektorriume. Dasselbe gilt
fiir die entstehenden Réiume bei Wahl einer Teilmenge Ay von R' und einer
Teilmenge Ay von R.

Bilden Ay, Ay zusammen mit der Restriktion der zugehdrigen kanonischen Bi-
linearitdt auf A, x Ay ein Dualsystem, dann handelt es sich bei den obigen
lokalkonvexen Rdume um Hausdorffriume.

(i) Sei R ein Element der Menge Vg, sei Ay eine Teilmenge von Bg, und sei
Ay eine Teilmenge von R. Dann ist zum einen 0(Aq, As) als Uniformitdt (als
Topologie) identisch mit der initialen Uniformitdt (Topologie) auf Ay beziiglich
(€5(-,¥))yen,- Zum anderen ist 0(Aq, A1) als Uniformitit (als Topologie) iden-
tisch mit der initialen Uniformitdt (Topologie) auf Ay beziiglich (£5(x,-))zea, -
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Beweis:

zu (i): Zur Eigenschaft der Lokalkonvexitit siehe [Bou87|, Kapitel II, §4, Pro-
position 4 oder [Heu92], Satz 63.1, S. 352 und Beispiel 64.3, S. 356. Die Haus-
dorffeigenschaft bei vorliegendem Dualsystem ist trivial.

zu (ii): Die Aussage folgt direkt aus Lemma 8.1.21. [ |

Auch die jeweilige Norm induziert eine Topologie auf R und Bg, so daf sich die
Frage nach dem Verhéltnis der bisher betrachteten Topologien zueinander stellt.

Satz 8.1.23 Sei R ein Element der Menge Vg. Es bezeichne in der Folge das in-
dizierte Symbol O die Topologie beziiglich der im Index stehenden Norm. Dann
qgilt:

(i) Die auf R von der Norm || - || induzierte Topologie ist feiner als die initiale
Topologie o(R, (R)"). Letztere ist feiner als die initiale Topologie o(R, By).
Das bedeutet, es gilt die folgende Mengeninklusionskette:

O 2 o(R,(R)) 2 o(R, Bp).

(i1) Die auf der Menge By durch die Norm |- ||p. erzeugte Topologie ist feiner als
die initiale Topologie o (B, B;-é), welche feiner ist als die Topologie o(Bg, E)
Das heifst:

Ollls, 2 0(Bg,By) 2 o(Bg R).

(iti) Die auf der Menge (R)" von der Norm |- ||z, erzeugte Topologie ist feiner als

die initiale Topologie o((R)', R), das heifst:

Oz, 2 o((R), R).

Ist R symmetrisch, dann gilt die Identitit o(Bg, }N%) = o(Bj, B;‘i)‘ Bei Identifikation
von R mit Blfz vermittels der Abbildung aus Satz 8.1.17 ergibt sich die Identitdt
(R, By) = o(BY, By).
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Beweis:

Nach Satz A.3.1 (iv) ist die initiale Topologie auf einer Menge beziiglich einer
Funktionenfamilie, die jeweils in einen vorgegebenen topologischen Raum ab-
bilden, die grobste Topologie, so dafs die Funktionen dieser Familie allesamt
stetig sind. Deshalb folgt die jeweils erste Mengeninklusion der drei Punkte aus
den Stetigkeitseigenschaften der beteiligten Bilinearformen, wie sie aus (8.6)

und (8.7) hervorgehen.
Als Nichstes werden die jeweils zweiten Mengeninklusionen der Punkte (i) und
(ii) gezeigt. Dafiir betrachte man zunéichst die Aussage in Punkt (i). Mit Satz

8.1.16 kann man By mit einer Teilmenge von (R)’ derart identifizieren, daf
{5(7,y) =<y,z > fiiralle z € By und alle y € R gilt. Mithin erhilt man:

{¢(z,-) | zeBi} C {<-,z>5 | z € (R)'}.

Damit ist wegen Lemma A.3.2 auf R die initiale Struktur beziiglich der Funk-
tionenfamilie {< -,z >3 | « € (R)'} feiner als die initiale Struktur beziiglich
der Funktionenfamilie {{5(z, -) | = € Bg}. Mit den Festlegungen der Bezeich-
nungen fiir die initialen Strukturen ab Seite 168 und Lemma 8.1.22 (ii) ist aber
o(R,(R)) gerade die initiale Struktur auf R beziiglich der Funktionenfamilie
{< -,z >3 | =€ (R)'}, wihrend o(R, Bj) gerade die initiale Struktur auf
R beziiglich der Funktionenfamilie {¢ (@, ) | = € By} bezeichnet. Also gilt
die zweite Mengeninklusion in Punkt (i).

Die zweite Mengeninklusion in Punkt (ii) kann in ganz analoger Weise gezeigt
werden. Mit Satz 8.1.17 und Lemma 8.1.21 kann man R mit einer Teilmenge
von B%z so identifizieren, dak < z,y >p.= {(z,y) fir alle z € By und alle

Yy € R gilt. Folglich ergibt sich:

{¢x(-o) | yeR} C {<-y>p, | yeB:} (8.10)
Also ist mit Lemma A.3.2 auf By die initiale Struktur beziiglich der Funktio-
nenfamilie {< -,y >p; | y € B}E} feiner als die initiale Struktur beziiglich

der Funktionenfamilie {z(-,y) | v € R}. Mit den Festlegungen der Bezeich-
nungen fiir die initialen Strukturen ab Seite 168 und Lemma 8.1.22 (ii) ist aber
o(Bg, BI’}%) gerade die initiale Struktur auf By beziiglich der Funktionenfamilie
{<-y>p; | ye€ B}i}’ wahrend o(BR,ﬁ) gerade die initiale Struktur auf
Bg; beziiglich der Funktionenfamilie {{5(-,y) | y € R} bezeichnet. Damit ist
die noch fehlende Aussage in Punkt (ii) bewiesen.

Es bedarf nun noch des Nachweises der beiden Zusatzaussagen. Die Identitét
der initialen Strukturen o(Bg, R) und U(Bﬁ,B'E) ergibt sich direkt aus den



172 KAPITEL & EINBETTUNG IN BANACHRAUM-STRUKTUREN

obigen Uberlegungeil. Denn die Symmetrie von R bedingt insbesondere, dafs
die Abbildung, die R mit einer Teilmenge von B%i identifiziert, eine Surjektion
ist. Also wird aus der Mengeninklusion in (8.10) sogar eine Identitdt der Men-
gen, und somit erhdlt man eine Identitédt der zugehorigen initialen Strukturen
o(Bg, R) und o(BE,B}é).

Schlieklich soll noch die zweite Identitéit bewiesen werden. Lemma 8.1.22 (ii)
besagt, daf o(R, Bj) fiir die initiale Struktur auf R beziiglich der Funktio-
nenfamilie {{5(z, ) | = €z} steht. Das Symbol a(B%é,BE) bezeichnet im
Sinne der Festlegungen ab Seite 168 die initiale Struktur auf B%Z beziiglich der
Funktionfamilie {< z, - >p.| = € Bg}. Nimmt man nun die Identifikation

von R und B’ durch die Abbildung aus Satz 8.1.17 vor, dann fallen die die
s R . . o1 e e

initialen Strukturen generierenden Funktionenfamilien und damit die initialen
Strukturen selber aufgrund von Lemma 8.1.21 zusammen. |

Fiir die spéteren Betrachtungen muf auch der Fall untersucht werden, in dem zwei
Elemente R; und Ry aus Vg so vorliegen , da die Menge R, die Menge R; umfafit.
Zunichst folgt sofort aus der Definition fiir die korrespondierenden Normen auf B:

Lemma 8.1.24 Seien él und Eg zwet Elemente der Menge Vg, so daf$ die Menge
Ry die Menge Ry umfaft. Dann gilt fiir alle Elemente x aus B die Ungleichung:

127, < ll=lz,-

In Anlehnung an Uberlegungen im Beweis zu T 3.5 in [Lud85a], Kapitel TV, §3,
S.107 kann man auch Aussagen iiber das Verhéltnis der beiden Vervollstindigungen
von B beziiglich [ - ||z und || - ||z, machen:

Satz 8.1.25 Seien El und 1§2 zwet Elemente der Menge Vg, so daf$ die Menge EQ
die Menge R, umfafit. Dann existiert zu jedem Element x' der Menge Bz, genau

ein Element x aus der Menge By, , so daf8 fir alle y aus R gilt:
$r, (@ y) = &5 (2, y). (8.11)

Beweis:

Il ~
Seiz' € B 7, gewdhlt, dann existiert eine Folge (Zn)nen C B mit zy, — g

Damit ist (zn)nen insbesondere eine Cauchy-Folge auf (B, || [/5,). Wegen
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Lemma 8.1.24 ist (25 )nen aber auch Cauchy-Folge auf (B, || - ||, ). Das heifit,

155 ~
es existiert ein # € By mit 1, ——— =. Fiir jedes y aus Ry gilt nun:

_ . _ _ . _ . _ _ _ !
Eg, (@) = lim &g (2n,y) = lim < zp,y >= lIm &5 (zn,y) = g, (1, 9)-
Es bleibt, die Eindeutigkeit von z zu zeigen. Dazu sei bedacht, daf mit Satz

8.1.16 R; die Menge B, vermittels 5}?1 trennt. Mithin folgt bei Annahme

zweier Elemente x4,z € th mit der Eigenschaft, daf fiir alle y € R, die
Identitat

éle (.Ta, y) = £}~22 (‘T,a y) = gﬁl (‘Tba y)
gilt, die Identitédt z, = xp. |

Offensichtlich liefert Satz 8.1.25 die Existenz einer Abbildung von By nach By ,
die dem Verhiltnis (8.11) zwischen den zugehérigen £-Funktionen geniigt. Erweitert
man die Voraussetzungen aus Satz 8.1.25 noch etwas, ist die so gewonnene Abbildung
sogar eine Injektion. Das 148t somit eine nur mengenmiRige Identifikation von By
mit einer Teilmenge von By zu. In Verallgemeinerung und Erweiterung eines Teils
von T 3.10 in [Lud85a], Kapitel IV, §3, S. 109 ergibt sich:

Satz 8.1.26 Seien }~21 und ﬁg zwei Elemente der Menge Vg, so daf die Menge
R, die Menge R, umfafit. Existiert eine Teilmenge R von Ry dergestalt, daf die
Topologie J(B§2,§) hausdorffsch ist, dann wird die Abbildung, die durch Satz 8.1.25
definiert wird, zu einer Injektion von By, nach By . Wird die Menge By, beziiglich
dieser Injektion mit einer Teilmenge von By identifiziert, ergeben sich die folgenden
Aussagen:

(i) Fiir alle Elemente x der Menge By gilt die Ungleichung ||ac||B§1 < ||ac||Bﬁ2.

1) Fiir alle Elemente x der Menge Bz und alle Elemente y der Menge R gilt
Ro
die Identitat

€§1 ($, y) = fﬁz(xa y)
Beweis:

Die Abbildung B R, Ry aus Satz 8.1.25 sei fiir den nun folgenden Beweis
mit ¢ benannt. Zum Beweis der Injektivitdt von ¢ selen z7,z5 € Bp mit

t(z!) = t(a}) gewshlt. Dann gilt fiir jedes y € Ry :

£§2 ("I"Il,y) = 51}1 (t(zll)a y) = £§1 (t(zIQ)a y) = £§2 (:E,Za y)'
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Die Hausdorffeigenschaft von U(Bj%?,}_%) liefert mit Satz A.3.3 dann z| = zi,.
Das Verhiltnis der Normen in Punkt (i) ergibt sich mit Satz 8.1.16, der defi-
nierenden Eigenschaft von ¢ aus Satz 8.1.25 und schliefslich der Identifikation
vermoge der Abbildung ¢ auf die folgende Weise:

) | €5, (@1, 9) | | €z, (z1,9) |
lzillB;, = sup —F—0—— > sup — Il ——
: yER2,y#0 Iy yE Ry ,y#0 [yl
| €z, (€(z1),9) | ,
= sup ———— = [[z1ll5; -
yER, y#0 ||y||

Punkt (ii) folgt ebenfalls aus der Identifikation mit Hilfe von ¢ und der defi-
nierenden Eigenschaft von ¢ aus Satz 8.1.25. |

Bisher wurden alle Aussagen fiir beliebige Elemente von Vg formuliert. Fiir den
weiteren Aufbau der mathematischen und damit auch der physikalischen Theorie
werden spiter nur zwei bestimmte Elemente aus Vg relevant sein. Bevor die ange-
sprochenen beiden Raume im néchsten Abschnitt definiert und genauer untersucht
werden, sollen noch zwei dafiir wichtige Aussagen formuliert werden, die in einem
Symmetriekriterium fiir Elemente aus Vg miinden werden. Zunéchst wird T 3.5 aus
[Lud8bal, Kapitel IV, §3, S. 107 notiert:

Satz 8.1.27 Sei R ein symmetrisches Element der Menge Vg, und sei T ein be-
ziiglich o (R, Bg) abgeschlossener Unterraum von R. Dann ist T beziiglich o (R, Bg)
abgeschlossen in R.

Beweis:

Die Hauptidee fiir den Beweis besteht in der Verwendung des folgenden Ko-
rollars von [SW99|, Kapitel IV, §6.4, S. 152:

Sei E Banachraum, und sei M Unterraum zu E’, dann folgt aus der o(E’, E)-
Abgeschlossenheit von M N E|'1| in E' schon die o(E', E)-Abgeschlossenheit

von M in E'.

Dabei bezeichne E' den Norm-Dualraum zu E. Des weiteren moge E|'1‘ die
abgeschlossene Einheitskugel in E’ symbolisieren, und o(E', E) stehe fiir die
initiale Topologie auf E’ beziiglich der kanonischen Bilinearitét.

!
R|1|
Einheitskugeln in Bj, und B;} bezeichnet. Bedenkt man die Giiltigkeit der

Zum Beweis der Behauptung seien mit B}illl und B die abgeschlossenen
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Inklusionskette T C R C R und die Symmetrie von R und }A%, dann folgt die

Also geniigt zum Beweis der Behauptung, daft 7'N B;'im beziiglich o(BY%, Br)
abgeschlossen in Bp ist. Um das zu zeigen, wird zunéchst bewiesen, daff auf
topologischem Niveau gilt:

o(B Bp) |TﬂB;~2: o(Bg, Br) |TﬂB;§ : (8.12)

Mit X :=TnN BI§\1|’ 0:= U(B'E,Bé) |TOB;§ und O := o(BY%, Br) ‘TnB% folgt

(8.12) aus Satz A.6.9, denn es gelten die drei Voraussetzungen:

() TN By,
Alaoglu [Wer97], Korollar VIII.3.12, S. 344, ist B}i\ll kompakt beziiglich
J(B%E,Bﬁ). Da T aber beziiglich O'(B%,BE) abgeschlossen ist, handelt
es sich auch bei TN B%z\ ;| um eine beziiglich U(B%z, Bp;) abgeschlossene
Teilmenge von B}é\lll Somit besitzt auch T'N B = die Eigenschaft der

R[]
Kompaktheit beziiglich U(B}%, Bg).

ist kompakt beziiglich U(B;},Bﬁ). Denn mit dem Satz von

(ii) Die Unterraumtopologie o(B%, Br) |rnp. N ist hausdorffsch, denn bei
R|1

< Bpg, B > handelt es sich um ein Dualsystem, so daf auch o(BY%, Br)
hausdorffsch ist.

(iii) Es gilt die Mengeninklusion o(BY, Br) |rnp. lg O'(Blﬁ,BE) lraB. >
R

1 R|1]
denn mit Satz 8.1.25 folgt, dak die Menge {{5(z, -) |TnB’~| | | = € Bg}die
R|1
Menge {ér(z,-) |TOB’~| | | z € Bg} umfaft. Mit Satz A.3.2 ist dann die
R|1

Topologie o(BY, Br) |T”B;i|1| grober als die Topologie o(B%, Br) |TnB’1~%lli

Also gilt (8.12) auf topologischem Niveau, und somit ist unter erneuter Verwen-

dung von Punkt (i) der obigen Aufzéhlung T'N B%ﬂl\ auch kompakt beziiglich
o(B}, Bg). Damit folgt insbesondere auch die Abgeschlossenheit von 7'N B%Em

in R beziiglich o(R, Bg). [ |

Der Beweis des néchsten Satzes bedarf einer Aussage, die zunéchst in Form ei-
nes Lemmas zur Verfiigung gestellt wird. Dabei gehe man von dem Dualsystem
< Bpg, By, < -,- >p,> aus, auf das sich auch das Bilden orthogonaler Rdume be-
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ziehen soll. Somit ist fiir eine Teilmenge V' von B}, der zugehorige Orthogonalraum
gegeben durch:

Vt = {z€Bg| &lz,y)=0 VyeV}
= {r€Br| <z,y>p,=0 VyeV}C Bg.

Es léft sich nun die folgende Aussage beweisen, die Ludwig im Beweis zu T 3.6 in
[Lud85al, Kapitel IV, §3, S. 107 skizziert:

Lemma 8.1.28 Sei R ein Element der Menge Vg, das beziiglich o(B}, Br) abge-
schlossen ist. Dann gilt:

(i) Bezeichnet w : Br — Br/R* die Quotientenabbildung und symbolisiert
(Br/R*)' den Norm-Dualraum von Br/R*:, dann definiert die Vorschrift

(Br/R*)' — R, f+— (fow)|s,
einen isometrischen Isomorphismus.
(ii) Die Vorschrift
Bz — Bgp/R*,
T — {:1:' € BR‘ fiir alle y aus R gilt: Eg(z,y) = fﬁ(:z:,y)}
definiert einen isometrischen Isomorphismus.

Beweis:

Zunichst erfolgen zwei Bemerkungen zur Wohldefiniertheit der verwandten
Terme. Nach Voraussetzung ist R Teilmenge von R. Mit der Symmetrie von
R muf dann aber R auch in BY, enthalten sein, so daf der Ausdruck Bg/R*
wohldefiniert ist. Aufserdem bedingt die Abgeschlossenheit von Rt beziiglich
| - || Bg, daft die kanonische Halbnorm auf dem Quotientenraum auch wirklich
eine Norm ist. Man siehe dafiir etwa [K6t66], §14.4(1), S. 131. Letzteres ist
zwar auch Folge des Lemmas, das unten im Beweis zum Teil (i) zitiert wird.
Die Norm-Eigenschaft soll hier aber bereits kurz erwdhnt werden, um dem
Leser zu versichern, daf der Ausdruck des Norm-Dualraumes von (Br/R%)
auch sinnvoll ist.
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zu (i): Mit [K6t66], §22.3, S. 282, definiert die Vorschrift
(Br/R*) — R C By, fr— fouw

einen isometrischen Isomorphismus. Bedenkt man den isometrischen Isomor-
phismus zwischen R und B, dann ist die Abbildung

(Br/R*) — R* CR, f+— (fow)|s

ebenfalls ein isometrischer Isomorphismus, denn die Umkehrabbildung des iso-
metrischen Isomorphismus aus Satz 8.1.17 ist gerade die Restriktion auf B. Da
auch < R, Bg,&r > ein Dualsystem ist und da R Untervektorraum zu R ist,
fallt die Bipolare der Menge R mit ihrer Biorthogonalen zusammen. Es gilt
also:

(ﬁ)oo — ﬁJ_J__
Der Bipolarensatz, wie er in [K6t66], §20.8 (5), S. 248 présentiert wird, liefert

dann aufgrund der Abgeschlossenheit von R beziiglich o(R, Br) die Identitét:

R =(R)*=R
Damit ist Teil (i) bewiesen.
zu (ii):

(a) Wohldefiniertheit der Abbildung: Es sei x € By gewihlt. Setze des wei-
teren

M, = {xl € Br | £R($I,y) = éﬁ(‘r,y) Vy € E}
Dann gilt fiir alle 2/, 2}, € M, und alle y € R:

§R(xll - $’27y) = gR(xllﬁy) - §R(xl21y) = gﬁ(xay) - £§($ay) = 0.

Also liegt z| — x4 in der Menge RL, das heift z} und z} sind dquivalent
beziiglich der kanonischenNAquivalenzrelation. Damit ist M, Teilmenge
einer Restklasse aus Br/R*. Es bleibt noch zu zeigen, dak M, die ge-
samte Restklasse bildet. Seien dafiir 2’ € Bg und z} € M, so gewihlt,
daR z' — ) zu R* gehért. Dann gilt fiir alle y € R:
/ ! ! ! TH EMy
éR(w 7y) = £R($1ay) + §R($ — Ty, y) = fﬁ(x, y)
—_——
= 0, da
' —z) € Rt

Also liegt ' in My, so daf die Wohldefiniertheit der Abbildung folgt. Im
weiteren Verlauf des Beweises wird die Abbildung mit ¢ bezeichnet.
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(b)

Linearitdt: Es seien z1, 72 € By und o, 8 € R gewihlt. Dann existieren
Elemente z) € t(z1) und 7}, € t(z2), so dak gilt:

t(z1) =2} + R, t(z2) =2 + R
Somit erhilt man
at(z) + Bt(zs) = (az) + Bzh) + R*.

Bezeichne nun z’ ein Element der Menge o t(x1) 4+ B t(x2), dann existiert
ein zjy € R* derart, daR man die Darstellung 2’ = oz + 3 o +z}) erhilt.
Damit gilt fiir jedes y € R:

gR(xlay) = OéfR(ZEll,y) + /BgR(iB,Q’y) + £R(x6ay)
N——
=0, da
zy € Rt
= alp(z1,y) + BEp(z2,y) = Ez(az + Bx2,y).
Also ist z' ein Element von t(az; + Bx2). Geht man umgekehrt von

einem Element 2’ der Menge t(azy + Bx2) aus, dann erhdlt man fiir
jedes y € R:

Er(z’ — (az) + Bah),y) = Er(e,y) — alr(al,y) — BER(H,Y)
= {plam + Bz, y) — alg(z1,y) — BEx(T2,Y)
= 0.

Das bedeutet die Zugehorigkeit von z’ zur Menge at(x1) + S t(z2). Also

sind die Mengen t(a 1 + S z2) und at(z1) + B t(ze) identisch.

Isometrie: Zur Wahrung der Ubersichtlichkeit sei fiir den Rest des Be-
weises die Norm des Norm-Dualraumes von Bg/R* mit || - ||; benannt.
Ausgehend von der bekannten Darstellung einer Norm mit Hilfe des Dual-
raumes, wofiir etwa [Wer97], Korollar II1.1.7, S. 98 genannt sei, erhilt
man fiir jedes z € By;:

[y, 5o =  sup LU (8.13)
B fE(BR/EL)’ ||f||1
[Iflln #0

Man wihle f € (BR/IéL)’. Dann liegt (fow) in BY, denn geméf [Wer97],
Definition I1.1.7 bis Satz I1.1.8 ist w stetig beziiglich der Norm auf Bp
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und der Quotientenraumnorm, woraus sich auch die Stetigkeit f o w er-
gibt. Die Linearitét erhdlt man unmittelbar. Da mit den Sétzen 8.1.17
und 8.1.19 die Restriktion auf B gerade die Umkehrabbildung zu

(Roll- 1) — (Br, |l - l8,)s v+ €r(-v)
darstellt, kommt man fiir k € Bg/ Rt und 2’ € k zu der Gleichungskette:
f(k) = (f ow)(z') = &r(a’, (f o w) |B). (8.14)

Also folgt fiir die Norm von ¢(z) unter weiterer Verwendung des isometri-
schen Isomorphismus aus Teil (i) dieses Satzes bei Wahl eines beliebigen
Elementes z’ € t(z):

/
||t($)||BR/EJ_ (8.13)’:(8.14) sup | £R($ ,|(|;||0 ’U)) |B) ‘
fE(BR/}AiJ-)’ 1
lIFllL #0
!
Ly @)
yER y#0 Iyl
et | gz, y) |
G sup Rllill = ||zl|B,-
yER,y#0 Y

Surjektivitét: Es sei ein Element Z + R der Menge Br/R' gewihlt.

Dann existiert mit Satz 8.1.25 ein Element z € By, so dab fiir alle y € R
gilt:
ER(Ea y) = Eﬁ(wa y)

Definitionsgeméf ergibt sich
t(@) ={a' € Br | &r(z',y) = &x(x,y) Vy € R},

also liegt Z in (x). Da es sich bei #(z) um ein Element der Menge Br/R*
handelt und da Aquivalenzklassen identisch oder elementfremd sind, er-
hilt man somit auch die Identitit t(z) = 7 + R*.

Damit kann man jetzt ziigig die folgende Aussage beweisen, die man als T 3.6 in
[Lud8bal, Kapitel IV, §3, S. 107 findet.

Satz 8.1.29 Sei R ein Element der Menge Vg. Ist R beziiglich o(R, Bg) abge-

schlossen,

dann ist R symmetrisch.



180 KAPITEL & EINBETTUNG IN BANACHRAUM-STRUKTUREN

Beweis:

Wiederum erhalte die Abbildung aus Lemma 8.1.28 (ii) fiir den folgenden
Beweis den Namen t. Mit ¢ stellt auch die zu ¢t adjungierte Abbildung

!, I 3RY] !
t:(B/R™) — Bj
einen isometrischen Isomorphismus dar.

Sei nun auferdem der isometrische Isomorphismus aus Lemma 8.1.28 (i) mit

s begeichnet. Dann ist auch ¢’ o s7!, also die Hintereinanderausfiihrung von

der zu s inversen Abbildung und von #, ein isometrischer Isomorphismus. Es

bleibt somit noch, zu zeigen, dak der so gewonnene isometrische Isomorphis-

mus gerade die Abbildung aus Satz 8.1.17 ist. Dazu sei y € R gewahlt, dann

existiert ein f € (Bg/RY) mit s(f) = (f ow)|p=y. Es gilt nun fiir z € Bg:
z'€ t(x)

(#osH) = #(H)=F(ta) =" (fow)()

(8.14) z'€ i(z)

Er(a’, (fow)|B) = Er(e’,y) " = &x(z,y).
[ |

Mit den Erdrterungen des zuriickliegenden Abschnitts stehen die relevanten ma-
thematischen Instrumente zur Verfiigung, um den Problemen der mathematischen
Theorie, die in Kapitel 7 aufgefiihrt werden, zu begegnen.

8.2 Formulierung der Theorie im Kontext eines nor-
mierten Raumes und seines Norm-Duals

Zur Uberwindung der Probleme der mathematischen Theorie aus Kapitel 7 werden
als erstes zwei spezielle Elemente aus Vg ausgewéhlt.

Definition 8.2.1

Mit D sei der Normabschlufs von D in R bezeichnet. Das heift, es wird D := D
gesetzt.

Mit A wird das beziiglich der Mengeninklusion kleinste unter den Elementen aus
Vg benannt, die beziiglich o(R, Bg) abgeschlossenen sind.

Die Definition verlangt eine Bemerkung zur Wohldefiniertheit von A. Offensichtlich
liegt mit R ein Element aus Vg vor, das beziiglich o(R, Br) abgeschlossen ist, so
dak die Menge aller beziiglich o (R, Bg) abgeschlossenen Elemente aus Vg nicht-leer
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ist. Bekanntermafien bezeichnet der Durchschnitt beliebig vieler beziiglich (R, Bg)
abgeschlossener und D umfassender Unterrdume von R wieder einen D umfassenden
und beziiglich o(R, Bg) abgeschlossenen Unterraum zu R. Damit folgt die Wohlde-
finiertheit von A.
Ausgehend von der obigen Definition kann man ohne Beweis sofort das folgende
Lemma notieren.

Lemma 8.2.2 D und A sind Elemente der Menge Vg, und D ist beziiglich || - || ein
Banachraum.

Einige wichtige Eigenschaften von A, die sich als Teil von T 3.7 in [Lud85al, Kapitel
IV, §3, S. 107 finden, kann man bereits jetzt formulieren.

Satz 8.2.3 FEs gelten die folgenden Aussagen:

(i) A ist der Abschluff von D beziglich o(R, Bg) in R, das heifst in Symbolen:

A — EU(R’BR)_

(ii) A ist symmetrisch im Sinne der Definition 8.1.18.

(7ii) A ist beziglich der Norm ||-|| abgeschlossen in R. Bei (A, ||-||) handelt es sich
um einen Banachraum.

(iv) Die Topologie o(Ba, L) besitzt die Hausdorffeigenschaft.

Beweis:

(RaBR)

zu (i): Dafiir reicht es zu zeigen, daf D’ zu Vg gehort. In einem sol-

chen Falle gehort p°Br) namlich auch zur Menge aller beziiglich (R, Bg)

abgeschlossenen Elemente von Vg. Damit ist EU(R’BR ) aber identisch mit A,
denn D°PP®) it offensichtlich die kleinste D umfassende beziiglich o(R, Br)
abgeschlossene Teilmenge von R.

Nun liegt aber EU(R’BR ) in Vg, da mit D auch der topologische Abschluf be-

ziiglich der Topologie des topologischen Vektorraumes (R, o (R, Bg)) ein Un-
tervektorraum von R ist, wie man etwa |[Ko6t66], §10.2 (6), S. 87 entnehmen
kann.

zu (ii) und (iii): Punkt (ii) folgt mit Satz 8.1.29. Die Abgeschlossenheitsaus-
sage in Punkt (iii) ergibt sich mit Satz 8.1.23. Das impliziert unmittelbar die
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Banachraumeigenschaft von (A, | - ||), da (R, || - ||) mit Lemma 8.1.7 Banach-
raum ist. Die Banachraumeigenschaft folgt aber auch schon direkt aus der
Symmetrie, denn die besagt eine isometrische Isomorphie zwischen (A, || - ||)
und dem Banachraum Bl,.

zu (iv): Aufgrund des Satzes A.3.3 und aufgrund der Bilinearitat von £a ge-
niigt zum Beweis der Behauptung der Nachweis der folgenden Aussage:

Liegt ein x € Ba derart vor, dak éa(z,g) = 0 fiir jedes g € L gilt,
dann ist z = 0.

Wiéhle z € BA mit éa(z, g) = 0 fiir jedes g € L. Dann gilt auch éa(z,y) =0
fiir alle y € D, da D der lineare Aufspann von £ ist. Damit folgt mit Hilfe der

Stetigkeit von {a(z, ) beziiglich o(A, Ba) fiir alle y aus D ABa)
{alz,y) = 0. (8.15)

Mit Punkt (ii) dieses Satzes gilt die Symmetrie von A, das heift, es gilt mit
Satz 8.1.23 die Identitit o(Ba, B)y) = o(Ba,A). Aufgrund der Dualitét der
beteiligten Rédume ist die Topologie o(Ba, B’y ), und damit auch die Topologie
o(Ba,A), hausdorffsch.

Damit kann man nun zeigen, daf z = 0 gelten mufs. Zum Nachweis sei der
Fall  # 0 angenommen. Es sind zwei Fille zu betrachten:

1.Fall: Es gilt D74P2) — A Dann nimmt (8.15) die folgende Form an:

Fiir alle y € A gilt : éa(z,y) = 0.

Satz A.3.3 aber wiirde damit aufgrund der besagten Hausdorffeigenschaft
erzwingen, daft z = 0 gilt. Es liegt also ein Widerspruch vor.

2.Fall: Es gilt D7 &8 S A. Wegen D C Do ABs) gilt auch:

R,B
N o(R,BR)

Mit Satz 8.1.27 ist D°“"52) aber auch beziiglich o (R, Bg) abgeschlossen.

Das heifit, es gilt die Inklusionskette

R,BR) —a(A,BA)"(R’BR)

C D — EU(A,BA)

A=D" :
womit man auch flir den Fall EG(A’BA) g A zu einem Widerspruch

kommt.
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Also fithrt die Annahme z # 0 stets zu einem Widerspruch, so dak z = 0
gelten mufs. Damit ist die Behauptung bewiesen. |

Nach den ersten wichtigen Eigenschaften der beiden Rdume A und D, bedarf es nun
einer Untersuchung des Verhéltnisses von A und D zueinander. Dafiir kann man den
folgenden Satz formulieren, dessen zentraler Punkt Inhalt von T 3.7 (7) in [Lud85a/,
Kapitel IV, §3, S. 107 ist:

Satz 8.2.4 FEs qilt die Mengeninklusionskette:
DCDCACRC B,

Dabei kann jede Menge aus der Inklusionskette beziiglich einer sie umfassenden Men-
ge aus der Kette als Untervektorraum aufgefafit werden.

Beweis:

Mit Satz 8.1.7 ist R Untervektorraum zu B*, und mit Lemma 8.1.9 ist D Un-
tervektorraum zu R. Lemma 8.2.2 garantiert, dal D und A Untervektorrdume
zu R sind. D und A umfassen D derart, dakt D auch jeweils Untervektorraum
ist. Es bleibt also zu zeigen, daft D Untervektorraum von A ist. Dafiir geniigt
der Nachweis der Inklusion A D D, denn die Vektorraumoperationen sind stets
dieselben wie bei B*. Da sowohl D als auch A die Menge D umfassen und da
mit Satz 8.1.23 die Normtopologie feiner als die schwache Topologie o(R, Bg)
ist, folgt sofort die Mengeninklusion D C A mit der Darstellung von A aus
Satz 8.2.3 (i). n

Nachdem mit dem letzten Satz Aussagen iiber das Verhéaltnis von A und D zuein-
ander gefunden wurden, stellt sich als Néachstes die Frage nach dem Verhéltnis der
zugeordneten Bz-Réume. Die ersten beiden Punkte des folgenden Satzes sind Inhalt
von T 3.10 in [Lud85a|, Kapitel IV, §3, S. 109:

Satz 8.2.5 Wird von den Identifizierungen gemaf der Sditze 8.1.16 und 8.1.26 aus-
gegangen, dann ergeben sich die folgenden Aussagen:

(i) Es gilt die Mengeninklusionskette:
BA C By CD.
(i) Fir alle Elemente x der Menge Ba gilt:

[zllor = llzllB, < [l]l5a-
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(#i) Fir alle Elemente x der Menge Ba und fiir alle Elemente y der Menge D gilt:

fA(x,y) = fg)(.??,y) =<Y,T>p .

Beweis:

zu (i): Die Sétze 8.2.3 (iv) und 8.2.4 sowie die Definitionen von A und D liefern
die Voraussetzungen fiir die Giiltigkeit der Folgerung aus Satz 8.1.26, so daf
die erste Inklusion gerechtfertigt ist. Die zweite Inklusion ergibt sich mit Satz
8.1.16.

zu (ii) und (iii): Beide Aussagen folgen wiederum mittels der Sétze 8.1.16 und
8.1.26. |

Zur mit der Formulierung von Einbettungssitzen fiir K und L ein erstes Ziel des
Abschnitts zu erreichen, bedarf es noch der folgenden noch des folgenden Lemmas.

Lemma 8.2.6 o(D',D) und o(D', L) sind hausdorffsch.

Beweis:
Die Hausdorffeigenschaft von o(D’, D) folgt aus der Dualitit der beteiligten
Raume.

Zum Beweis der Hausdorffeigenschaft von (D', L) seien z1,z2 € D' mit der
Eigenschaft gew#hlt, dakk < g,z1 >p=< g,x9 > fiir alle g € L gilt. Die
Bilinearitdt von < -,- >p und der Umstand, dak £ den Vektorraum D linear
aufspannt, liefern fiir alle Elemente y der Menge D:

<Y,z1 >p=<1Y,T2 >p .

Da mit (8.6) fiir alle z € D' die Abbildungen < -, >q stetig auf (D, || - ||)

sind, erhélt man weiter fiir alle Elemente y der Menge 5”'” =D:
<Y, 1 >p=<Y,T2 >D .

Die Hausdorffeigenschaft von (D', D) liefert dann z; = z2, und somit erhilt
man wiederum auch die Hausdorffeigenschaft von o(D’, L) mit Satz A.3.3.

Damit gelten nun die folgenden Einbettungsaussagen. Der erste Punkt wird als T
3.13 in [Lud85a], Kapitel IV, §3, S. 110 bewiesen, wihrend der zweite Punkt als T
3.9 in |[Lud85a|, Kapitel IV, §3, S. 109 vorliegt:
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Satz 8.2.7 (Einbettungssatz fiir K und L) Es gilt:

(i) (K,5(K, L)) ist im uniformen Sinne isomorph zu 5 7P

der zugehdorigen Unterraumuniformitit beziglich o(D', D).

ausgestattet mit

Unter Verwendung der so ermoglichten Identifikation der uniformen Rdume

ergibt sich:
DD

(K,5(%,£)) = (K7, 0(D, D) | o).

(i) (ﬁJ,&(fK,L)) ist im uniformen Sinne isomorph zu o8B

der Unterraumuniformitdt beziiglich o (A, Ba).

ausgestattet mit

Unter Verwendung der so ermdglichten Identifikation der uniformen Rdume

ergibt sich:
o(A,Ba)

(£,5(£,%) = (L , 0(8, Ba) [gean)-

Beweis:

zu (i): Fiir den ganzen Beweis wird davon ausgegangen, dafs fU(D D) mit

der Unterraumuniformitit beziiglich o(D’, D) ausgestattet ist, so daf sich alle
Aussagen beziiglich X (") auf die Unterraumuniformitit (D', D) |i (D!, D)
beziehen.

Mit dem Satz von Alaoglu, fiir den etwa auf [Wer97], Korollar VIII.3.12, S. 344
verwiesen sei, ist die abgeschlossene Dualraum-Einheitskugel DT 1] beziiglich

(D', D) kompakt. Mit Lemma 8.1.12 gilt X C DTH. Also ist K7@D gemafs

Satz A.6.6 kompakt, und somit ist K o(DD) vermittels Satz A.6.17 insbeson-
dere ein vollstdndiger uniformer Raum.

Als Néchstes wird gezeigt, daf (X, o(X, L)) ein dichter uniformer Unterraum
zu X o(P.D) ist. Die Eigenschaft des Dicht-Liegens ergibt sich offensichtlich,

so daf nur zu zeigen ist, dafs fiir die uniformen Strukturen die Identitdt
a(X,L) =a(D',D) |x

gilt. Zunichst beachte man, daf die Topologien o (D', D) |®Tl| und o (D', L) |g

zusammenfallen. Das ergibt sich aus Satz A.6.9, denn zum ersten gauramtier‘lcl,|
wie bereits erwéihnt, der Satz von Alaoglu die Kompaktheit von Dil\ beziig-
lich o(D', D), zum zweiten liefert Lemma 8.2.6 die Hausdorffeigenschaft von
o(D', L) und zum dritten bedingt der Umstand £ C D mit Lemma A.3.2, daf
a(D',D) D o(D', L) gilt.
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Aus der Identitdt der Topologien folgt aber mit Satz A.6.13 auch fiir die Uni-

formitdten:
U(DIaD) |®11| = O-(DI”E’) |CD’

1
Lemma 8.1.15 liefert < g,w >p =< w,g >= pu(w,g) fir alle w € X und alle
g € L. Damit gilt fiir die Uniformitéten:

U(KVE‘) = U(D,,D) |3<: U(DIaL) |J< -

u (ii): Der Beweis lduft aufgrund der Symmetrie von A laut Satz 8.2.3 véllig
analog zu Teil (i). Dabei sind aber etwas andere Voraussetzungen zu nut-
zen. Fiir die Vollsténdigkeit von ZU(A’BA) wird Lemma 8.1.8 verwandt. Die
Hausdorffeigenschaft von o (B, X) = o(A, X) ergibt sich mit folgender Uber-
legung. Mit Lemma 8.1.21 und der Definition von &a erhélt man fiir alle Ele-
mente w der Menge X und alle Elemente y der Menge A:

<w,y >py=<w,y > . (8.16)

Also ist o(A,X) identisch mit der uniformen Struktur auf A beziiglich der
Abbildungsfamilie (< w, - >)yex. Da K den Vektorraum B linear aufspannt,
ist 0(A,X) geméf Lemma D.1.1 auch identisch mit der uniformen Struk-
tur auf A beziiglich der Familie (< z,- >)zep. Nun handelt es sich aber bei
< B,B*,< -,- >> um ein Dualsystem, und es gilt die Inklusion A C B*, also
ist (A, X) hausdorffsch. Fiir den letzten Teil des Beweises muft dann auf den
Sonderfall von (8.16) fiir y € L zuriickgegriffen werden, denn es gilt fiir jedes
w € X und jedes g € L die Identitit < w,g >p, = p(w,g). [ |

Mit Satz 8.2.7 wurde ein wichtiges Ziel erreicht. Man hat die uniformen Vervoll-
stdndigungen der Zustands- und der Effektmenge in den Dualsystemen normierter
Raume wiedergefunden. Insbesondere sind die Uniformitéten der physikalischen Un-
schiirfe auf K und £ durch die zugehorigen Unterraumuniformitéten von o(D’, D)
und o(A, Ba) ausgedriickt. Dies stellt aber lediglich die Ausgangsbasis dar, die
Probleme der Theorie aus Kapitel 7 zu iiberwinden. Wie man an der Wahl der ver-
schiedenen Rdume A und D sieht, kann man natiirlich die Fortsetzungsproblematik
von 4, der man durch die Einfiihrung der Menge X entsprochen hat, nicht durch
eine solche Einbettung beseitigen. Denn durch den Aufbau einer mathematischen
Rahmentheorie kann nicht der Umstand verindert werden, dafs die Axiome nicht
ausreichen, um zu garantieren, daf es eine in beiden Komponenten gleichméfig ste-
tige Fortsetzung von u auf K x L gibt. Es soll auch gar nicht versucht werden, dies
axiomatisch sicherzustellen. Stattdessen wird der Weg beschritten, nicht mit K zu ar-
beiten, sondern eine andere Menge K zur mathematischen Abbildung der Zustinde
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zu verwenden, fiir die einerseits die Mengeinklusionskette X C K C X gilt, um phy-
sikalisch denselben Wirklichkeitsbereich zu erfassen, und die andererseits zusammen
mit fJ, i1 und den zugehorigen uniformen Strukturen der physikalischen Unschérfe in
einem Dualsystem bestehend aus einem normierten Raum, seinem Norm-Dual und
der zugehorigen kanonischen Bilinearitdt erfaft werden kann. Dafiir wird erst die
Menge K definiert, um danach die eben aufgezihlten Eigenschaften im einzelnen zu
diskutieren.

Definition 8.2.8 Der Abschluf von X in der Norm || - || g, wird mit K bezeichnet,
das heift, es wird gesetzt: K := @"HBA.

Offensichtlich umfaft K die Menge K, so daf sich K prinzipiell als mathematisches
Abbild der Zustandskomponente eignet. Es bleibt aber noch unklar, in welchem
Verhéltnis K zu den Mengen % und K steht. Die Frage ist relevant, denn K muf
Teilmenge von X sein, damit vermdge Lemma 7.2.2 auf £ dieselbe Uniformitit
der physikalischen Unschirfe induziert wird wie durch K. Dadurch wire dann die
physikalische Gleichwertigkeit beim Vergleich mit dem Realtext gewihrleistet.
Bevor die Frage nach dem Verhéaltnis von K zu den Mengen X und X beantwortet
werden kann, miissen erst einige Uberlegungen angestellt werden.

Betrachtet man zwei isomorphe uniforme Riume, dann ist der eine Raum genau
dann metrisierbar, wenn es der andere ist. Also liefert Satz 8.2.7 aufgrund der
aus Satz 7.2.1 bekannten Metrisierbarkeit von (L, %K) und (X, L), dak sowohl
(D', D) |4 als auch o(A, Ba) |; metrisierbar sind. Insbesondere folgt damit aus
Satz A.5.6:

Lemma 8.2.9 Fiir jedes Element y der Menge L kann eine Folge (gn)nen in L so
angegeben werden, daf8 (gn)nen beziiglich o(A, Ba) |z gegen y konvergiert. Insbeson-
dere konvergiert (gn)nen beziiglich o(A, BA) gegen y. Das heifit in Symbolen:

A’ ¢ Aa
gn w y und gn M} y

Damit kann man nun den folgenden Satz beweisen, der eine Verbindung zu den in
(7.2) und (7.3) eingefiihrten Abbildungen herstellt.

Satz 8.2.10 Flir alle Elemente x der Menge K und fiir alle Elemente g der Menge L
gilt:
he(z) = Hy(g) =< g,2>p .
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Beweis:

Vermittels Satz 8.2.7 wird ia(DI’D) mit K identifiziert. Trivialerweise ist fiir
alle g € L die Abbildung < g,- >p gleichmiRig stetig beziiglich o(D’, D).
Deshalb ist fiir jedes g € £ die Restriktion auf X gleichméfig stetig beziiglich
o(D',D) |4 Da mit Satz 8.2.7 die Uniformititen &(X,L) und o(D’,D)
zusammenfallen, heifit das also fiir alle g € L:

|5

< g,* >plg ist gleichmihig stetig beziiglich &(X,L).

Mit Satz 8.1.16 gilt aber fiir alle g € L:
<g,- >‘D|fK: <-g >|fK: ,u(,g) = hg()

Also ist fiir jedes g € L die Abbildung < -,g >opl4 eine beziiglich 6(X,L)
gleichméfig stetige Fortsetzung von hy. Das bedeutet aber mit Satz A.4.7,
daf man fiir alle Elemente ¢ der Menge L und alle Elemente z der Menge X
erhélt:

~

he(z) =< g,z > .

Die Beziehung zwischen ﬁg und H, gilt definitionsgemaf (7.3). [ |

Jetzt kann man das oben angesprochene Verhiltnis zwischen K und X formulieren.
Die Aussage findet man als T 3.17 in [Lud85al, Kapitel IV, §3, S. 112. Allerdings

wird er Beweis alternativ gefiihrt.

Satz 8.2.11 K ist eine Teilmenge der Menge K.
Beweis:

Sei x € K, dann existiert eine Folge (wy)neny € K mit wy, ”'”i) 2. Mithin

liegt = wegen Satz 8.2.5 (i) auch in der Menge D’. Wegen Punkt (ii) von Satz

II-ll-p7

8.2.5 folgt zudem die Konvergenz w, ——— z. Damit ergibt sich aus Satz
8.1.23 auch die Konvergenz wy, M) z. Also gehort z zu %G(D D) _ .

Es bleibt nur noch, zu zeigen, dafs H, auch gleichm#fig stetig ist beziiglich
o(L,X). Dafiir wird zunéchst gezeigt, dah (Hy, )nen gleichmifig gegen H

konvergiert. Ob der Konvergenz w, M} z gilt die Aussage:

Ve >0 Ing(e) € N Vn > no(e) : |lwp,—2z|pr = sup
yED,y£0 Iyl
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Damit erhdlt man mit Lemma 8.1.8 die Aussage:
Ve >0 Ing(e) N Vn > ng(e) Vge L : |<g,w,>p — <g,z>p| < €llg]| < e
Mit Satz 8.2.10 ergibt sich deshalb auch die gleichméafige Konvergenz:

Ve >0 3ng(e) e NVn >ng(e) Yge L1 | Hy,(9) — Hy(g) | < e. (8.17)

Jetzt kann man auch die gleichméfige Stetigkeit von H, beziiglich o(L,X)
beweisen, wenn man beriicksichtigt, daf fiir jedes n € N die Abbildung H,,,
auch beziiglich o(L,X) gleichméafig stetig ist.

Das heift, daf fiir alle n € N und alle € > 0 ein Element V(n,¢) € o(£L,X) so
existiert, daf fiir alle y1,y2 € V(n,¢) gilt:
| Hu, (y1) — Hu, (y2) | < e (8.18)

Wé&hlt man nun € > 0, n > ng(e/3) vermittels (8.17) und V(n,e/3) entspre-
chend (8.18), dann gilt fiir alle y1,y2 € V(n,€/3) :

| He(y1) — He(y2)| = |He(yr) — Ho, (y1) | + | Hu, (y1) — Hu, (y2) |
+ | Hy, (y2) — He(y2)| < e
Damit folgt die gesuchte gleichméfige Stetigkeit. |

Somit umfakt K nicht nur die physikalische Bildmenge der Zusténde, sondern ist
auch noch Teil von K. Daher besteht K insbesondere nur aus Elementen, die durch
Elemente aus K beliebig genau beziiglich der physikalischen Unschérfe approximiert
werden konnen. Also kann auch K zum Abbilden der Zustédnde gewéhlt werden eben-
so wie X oder K. Die Hauptaxiome, wie sie im nichsten Kapitel vorgestellt werden,
erlauben es aber sogar, in Abschnitt 9.4 die Identitiit von K und X zu folgern. Also
arbeitet man im Endeffekt sogar mit derselben Menge, so dal man auch den physika-
lischen Aspekten, die eine Betrachtung von X in Kapitel 7 nahegelegt haben, gerecht
wird. AuRerdem weiR man bereits aus Satz 8.2.7, daf die Relation L ¢ A = B}
gilt. Fiir die L zugehorige uniforme Struktur der physikalischen Unschéarfe liefert
Satz 8.2.7 zudem die Identitét der Uniformitaten 6(L, %K) und o(A, Ba) |z. Somit
fehlen fiir das angestrebte Ziel, alle physikalisch relevanten Grofien in einem Dualsy-
stem wiederzufinden, noch zwei Untersuchungen. Als erstes muf diskutiert werden,
wie die Uniformitit der physikalischen Unschérfe fiir die Menge K aussieht und wo
sie in dem Dualsystem < Ba, A > zu finden ist. Als zweites mufl noch die Abbildung
it in diesen Zusammenhang eingeordnet werden.

Die Frage nach der Uniformitét der physikalischen Unschérfe fiir K 145t sich einfach
beantworten. Denn K stellt eine Teilmenge von K dar, und somit ist die uniforme
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Struktur genau wie bei K einfach die zugehérige Unterraumuniformitiit der vervoll-
standigten Uniformitét, also 6 (K, L) |k. Zu der Frage, wo sich die uniforme Struktur
6(X,L) |k im Rahmen des Dualsystems < Ba, A > wiederfindet, gibt der nachfol-
gende Satz die Antwort:

Lemma 8.2.12 Die Uniformititen 6(X,L)|x und o(Ba, A) |k sind identisch.

Beweis:

Der Einbettungssatz Satz 8.2.7 liefert (X, L) |k= a(D', D) |k . Der Satz C.3.1
besagt, dak o(D’, D) |k identisch ist mit der initialen Uniformitdt auf K be-
ziiglich der Restriktionen der Abbildungen aus (£ép(-,¥))yep auf K. Mit Satz
8.1.26 folgt nun unter Verwendung der Hausdorffeigenschaft aus Satz 8.2.3 (iv)
fiir alle z € Ba und alle y € D:

£®($,y) = £A(.’E,y)-

Also folgt die Identitét o(D', D) |k= o(Ba,A) |k - [ |

Um aufzukldren, wo /i in dem betrachteten Dualsystem erscheint, sollen zunéchst
einige Aussagen gesammelt werden, die man als Theorem T 3.8 in [Lud85al, Kapitel
IV, §3, S. 109 findet:

Lemma 8.2.13 FEs gelten die folgenden Aussagen:
(i) Fir alle Elemente x der Menge K gilt:

lells =1 und &a(z,1) = 1.

(i1) Fir alle Elemente y der Menge A gilt:

llyll = sup |éa(w,y)|= sup [€a(z,y)]| .
weX zeK

(iii) Fir alle Elemente y der Menge L gilt die Relation ||y < 1.
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Beweis:

Die erste Aussage von (i) folgt aufgrund der Stetigkeit der Norm aus Lemma
8.1.12, und die zweite Aussage ergibt sich aufgrund der Stetigkeit von &a(-, 1)
aus (8.1) und Satz 6.1.9.

Das erste Gleichheitszeichen bei (ii) ist direkte Folge der Definition von || - ||
und &a. Zum Beweis des zweiten Gleichheitszeichens wihle man ein Element
z der Menge K C Ba. Dann liefern Lemma 8.1.12 und Punkt (i) fiir y € A :

| €al@,y) [< llzllBa Iyl < llyll-

Also gilt sup | éa(z,y) |< |ly||- Die umgekehrte Richtung erhélt man wegen
TeK

X C K ohnehin.

Fiir Punkt (iii) sei y € £ gewiihlt. Dann existiert mit Lemma 8.2.9 aufgrund

a(A,Ba)

der Metrisierbarkeit eine Folge (gn)nen C L mit g, y. Firw € X

gilt aber auch:

§a(w,y)|= lim [Ea(w,gn)|= Tim |p(w,gn)| < 1.
n—00 T 00 N e’
<1

Also folgt mit Punkt (ii) dieses Lemmas die Behauptung. [ ]

Mit den nun gewonnenen Aussagen kann man die Frage nach dem Verhéltnis von /i
zum Dualsystem < Ba, A > beantworten.

Satz 8.2.14 Fiir alle Elemente x der Menge K und alle Elemente y der Menge L
gilt:
<z,y >BA = SA(xvy) = ,&(-T,y)

Beweis:

Zunéchst sei erwidhnt, daf mit den Sétzen 8.2.7 (ii) und 8.2.11 die Wohldefi-
niertheit aller Ausdriicke gesichert ist, denn es gelten die Mengeninklusionen
LCAund K CX.

Es reicht, das zweite Gleichheitszeichen zu untersuchen, denn das erste gilt
bereits mit Lemma 8.6. Sei dafiir z € K gewé#hlt, dann ist €a(z,-) beziiglich
o(A, Ba) gleichmiRig stetig. Damit ist auch die Restriktion von & (z, -) auf £
gleichmiiRig stetig besiiglich der Unterraumuniformitiit von (A, Ba) auf L.
Die Unterraumuniformitét fallt aber wegen Satz 8.2.7 (ii) mit (L, K) zusam-
men. Das heift, die Restriktion von &a(z,-) auf £ ist auch beziiglich (L, K)
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gleichmifig stetig. Also reicht es wegen der Eindeutigkeit der gleichméfig ste-
tigen Fortsetzung laut Satz A.4.7 aus, zu zeigen, daf fiir x € K die Abbildung
&(z,-) auf L mit H, identisch ist. Wahlt man ein z € K, dann existiert eine

A

Folge (wp)neny C X mit wy, z. Damit gilt aber als Folge der Satze

8.2.5 und 8.1.23 auch wy, J(D—,’:D)> x, wie schon im Beweis zu Satz 8.2.11

erldutert wurde. Man gewinnt damit fiir jedes g € L unter Ausnutzung von
Satz 8.2.5 (iii) und Satz 8.2.10 die gesuchte Aussage:

alz,g) = lim Ea(wn,g) = lim <gw,>p = <gz>p = Hilg).

Auf der Basis der Untersuchungen des zuriickliegenden Abschnitts kann von der
durch

(X, (%, L) ) x (£,6(8,%) —2 [0,1]
charakterisierten Theorie iibergegangen werden zu der Struktur:

EA:<5>BA

(Kv U(BA’ A) ‘K) X (’6’7 U(Av BA) ‘ﬁ) [0, 1]'

A

8.3 Konvexe Strukturen von K und L

Bevor ausgehend von dem im vorigen Abschnitt neu gewonnenen (K, £, £4)-Stand-
punkt der Theorie weitere Axiome formuliert werden, sollen noch einige dafiir wich-
tige Instrumente aus dem Bereich der konvexen Analysis dargelegt und im Zusam-
menhang der vorliegenden Theorie erértert werden.

Zunachst wird der Begriff der o-Konvexitat im Kontext normierter Rdume erortert.
Zusétzlich dazu wird zur Vereinheitlichung der Sprechweise die iibliche Definition
der Konvexitit in Vektorraumen aufgefiihrt.

Definition 8.3.1
(i) Sei X ein Vektorraum.

Sei (z;)j-, eine Familie von Elementen der Menge X, und sei (o;)7_; eine

Familie von Zahlen des reellen Intervalls (0,1] mit > «; = 1, dann nennt man
7j=1
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das Element ) a; z; aus X die Konvexkombination der (z;)7_, beziiglich
j=1

der Gewichte (a;)7_;.

Eine Teilmenge A von X heikt reell (oder rational) konvex, wenn fiir

jeden endlichen Satz (z;)7_; von Elementen der Menge A und fiir jede Familie

(aj)7—; von Zahlen des reellen Intervalls (0,1] (oder von rationalen Zahlen

des Intervalls (0,1 N Q) mit Y «; = 1 die zugehorige Konvexkombination

7j=1
n
> ajzjin A liegt.
7j=1
Sei (X, || -||) ein normierter Raum.

Es bezeichne (7;)22, eine Familie von Elementen der Menge X, und es be-

zeichne (a;)$2; eine Familie von Zahlen des reellen Intervalls (0, 1] derart, da

o0 o0
zum einen Y, a; = 1 gilt und daf zum anderen die Reihe ) a; z; unbedingt
j=1 j=1
beziiglich der Norm || - || konvergiert. Dann heift der Grenzwert der Reihe

a; z; die o-Konvexkombination der (z,)2; beziiglich der Gewichte
7] 7/5=1
j=1

(O‘j)?il-

Eine Teilmenge A der Menge X heift reell (oder rational) o-konvex be-
ziiglich (X, || - ||), wenn A reell (oder rational) konvex ist und wenn fiir jeden
Satz (x;)32; von Elementen der Menge A und fiir jeden Satz (c;)$2, von Zahlen
des reellen Intervalls (0, 1] (oder von rationalen Zahlen des Intervalls (0, 1]NQ)

o
mit Y a; = 1 die o-Konvexkombination in A existiert.
=1

Es seien zur obigen Definition der o-Konvexitit zundchst einige Punkte angemerkt.
Die geforderte unbedingte Konvergenz der beteiligten Reihe bedeutet, da die Reihe
unabhingig von der gewdhlten Reihenfolge stets gegen denselben Grenzwert kon-
vergiert. Also kann man fiir beliebige, aber hiochstens abzéhlbare Indexmengen [
die o-Konvexkombination einer Familie von Elementen (z;);c; der Menge A und
einer Familie von Zahlen (¢;);cs des reellen Intervalls (0,1] mit > o; = 1 auch das

jeI

Symbol ) «;x; verwenden, ohne eine explizite Reihenfolge angeben zu miissen.

Jjel
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Letzteres gilt natiirlich nur, wenn fiir eine bestimmte Reihenfolge die unbedingte
Konvergenz feststeht. Einen derartigen Sachverhalt sichert im Zusammenhang mit
o-Konvexkombinationen auf Banachraumen bereits die absolute Konvergenz der zu-
gehorigen Reihe, wie sich etwa mit [Heu91b|, Satz 109.13, S. 21 ergibt. Es ist auch
die natiirliche Forderung erfiillt, daf die reelle (oder rationale) o-Konvexitét einer
Teilmenge eines normierten Raumes die reelle (oder rationale) Konvexitét derselben
Menge nach sich zieht.

Nach der Definition 6.2.1 steht mit obiger Definition der Konvexitit bereits der
zweite Konvexititsbegriff zur Verfiigung. Zumindest fiir die hier relevanten Fille
kann man beziiglich des Verhiltnisses der beiden Konvexitits-Begriffe zunédchst den
folgenden Satz formulieren.

Satz 8.3.2 Es gilt:

(i) Sei X ein Vektorraum, und sei I eine Teilmenge des algebraisch dualen Raum-
es X*, so dafs I die Menge X trennt. Sei ferner H eine Teilmenge von X.
Bezeichnet < -, - > die kanonische Bilinearitat der Dualitit < X, X™* >, dann
qgilt:

H ist reell (oder rational) konvex genau dann, wenn H reell (oder rational)
(< -,y >)yer-konver ist.

(i) Sei (X,||-||) ein normierter Raum, und sei H eine Teilmenge von X. Bezeich-
net < -,- > die kanonische Bilinearitat der Dualitat < X, X' >, dann gilt:

Wenn H beziiglich (X, || - ||) reell (oder rational) o-konvez ist, dann ist H reell
(oder rational) o-(< -, &' >)yex -konvet.
Beweis:

zu (i): Man kann sich auf den reellen Fall beschréinken. Seien dafiir (z;)7_; C H

n
und (a;)7_; C (0,1] mit Zl a; =1 gewdhlt.
]:

n
»,=": Die Summe ) «;z; liegt in H, und damit gilt fiir alle y € I
i=1

n n
<Z Qi Tj,Y >:Z aj <ZTjY>.
Jj=1 Jj=1

Die Eindeutigkeit folgt dann aus der Trennungseigenschaft.
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,<=": Es existiert genau ein x € H, so daf man fiir alle y € I erhilt:

n n
<z,y>= Zaj <xj,y>:<Zajmj,y>.
J=1 Jj=1

n
Mit der Trennungseigenschaft folgt dann z = ) «; ;.
j=1

zu (ii): Die Konvexitét folgt mit Punkt (i). Fiir abzéhlbare Familien ()52,

o0
aus der Menge H und (a;)72; aus dem reellen Intervall (0,1] mit >  a; =1
j=1

folgt aus den Stetigkeitseigenschaften von < -,z' > fiir jedes ' € X' die zu
beweisende Eigenschaft:

o0 o0
<Z aja:j,m'>: Z Qa; <xj,:c'> .
Jj=1 J=1
Die Eindeutigkeit folgt wiederum mit der Trennungseigenschaft. |

Man sieht an Punkt (ii), daf im allgemeinen die Konvexitatsbegriffe nicht vollstéindig
ineinander iibergehen. Das liegt daran, daf die o-(< -, 2" >) e x-Konvexitit nicht
fiir die unbedingte Konvergenz der beteiligten Reihen sorgt. Fiir die hier vorliegende
Arbeit wird die Umkehrung aber nur fiir den Fall der Menge L benétigt und dort
wird sie sich als moglich erweisen, da £ noch weitere iiber die Voraussetzungen aus
Punkt (ii) hinausgehende Eigenschaften besitzt. Man kann sich also auf die Unter-
suchung von £ und K auf Konvexitit im Sinne der obigen Definition beschrinken.

Zunéchst sei aber die Entsprechung zum Satz 6.2.3 {iber die rationale (u(-,g))gec-
Konvexitidt von X und die rationale (u(w, - ))wesc-Konvexitdt von L genannt, wie
man sie als T 1.2 in [Lud85a|, Kapitel IV, §1, S. 103 findet:

Lemma 8.3.3 K und L sind rational konvere Mengen.

Beweis:

Der Beweis lauft fiir beide Mengen parallel, so daf hier die Beschrankung auf
den XK-Fall erlaubt ist. Setzt man X := B und I := L, dann folgt die Be-
hauptung mit Satz 8.3.2 (i), denn mit Satz 8.1.2 (iii) und (v) trennt L die
Menge B beziiglich des kanonischen Bilinearsystems. Und mit (8.1) fallt die
kanonische Bilinearitdt mit g zusammen, so daf mit der rationalen Konvexi-
tétseigenschaft aus Satz 6.2.3 den notwendigen Voraussetzungen entsprochen
wird. |
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Damit konnen jetzt die Konvexititseigenschaften von K und L formuliert werden.
Auf die Konvexitat weist Ludwig in [Lud85a|, Kapitel IV, §3, S. 108 hin. Dariiber
hinaus kénnen aber auch weitergehende Aussagen getroffen werden:

Satz 8.3.4 Es gilt:

(i) K ist reell o-konvere Menge beziiglich (Ba, || - ||BA),

(ii) L ist reell o-konveze Menge beziiglich (A, ]| - ||).

Beweis:

zu (i): Der Umstand der reellen Konvexitit der Menge K folgt direkt daraus,

dak einerseits K der Normabschluf einer rational konvexen Menge ist und daf

andererseits die rationalen Zahlen dicht in den reellen Zahlen liegen. Es bleibt

also, die reelle o-Konvexitét zu zeigen. Seien dafiir zwei Familien (z;)°; aus
o0

K und (o;)$2; aus dem reellen Intervall (0,1] mit ) «o; = 1 gewdhlt. Dann

=1
ergibt sich aus der Ungleichungskette

. = Satz 8.2.13
Z O.4.
1Y aimillsy <D aillzillss > =" Y ai <1,
=1

i=1 i=1

o0
dak die Reihe ) «;z; absolut und damit auch unbedingt konvergiert. Be-

=1
00

zeichnet man den Grenzwert der Reihe ) «; z; mit z, dann liegt z in Ba. Es

=1
bedarf also noch des Nachweises, daf x auch in K liegt. Man betrachte dazu
die Folge (zn)nen definiert geméf der Vorschrift

n
Zn ::Z M a; i, n €N,
i=1
n
wobei 7, := (> «@;)7! fiir n € N gesetzt sei. Da K reell konvex ist, liegt die
i=1
Folge (z)nen offensichtlich in der Menge K. Auferdem impliziert die Kon-
Y n—00

vergenz »  «; = 1 auch die Konvergenz 1, — 1. Seien nun ¢ > 0 und

=1
ng € N so gewihlt, dab fiir alle n > ng gilt:

n
I —11< €/2 und || aizi— x|,y < /2.
=1
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Dann gilt fiir alle n > nyg :

n n
lzn —2llBs < D Imn—1] i |lzmillsy + I cimi —z|Bs
i=1 e i=1
= €
< -1 e + 5 < e
i=1
<1
Also ist z Grenzwert einer beziiglich || - ||, konvergenten Folge aus K. Die
definitionsgeméfe Abgeschlossenheit von K beziiglich || - ||, liefert dann die

Zugehorigkeit von z zu K.
zu (ii): Der endliche Fall folgt sofort aus der aus Satz 7.2.8 hervorgehenden

reellen (fi(w, - ))wegc-Konvexitit von L. Es fehlt also noch der Beweis des ab-

zéhlbaren Falles. Seien dafiir (y;)52; aus L und ()32, aus dem reellen Inter-

o0

vall (0,1] mit »  «; =1 gewahlt, dann gilt wegen Lemma 8.2.13 (iii) fiir alle
i=1

n,m € N mit m < n die Ungleichung

n n
Syl <) oy,

n
und somit ist ( > aj yj)n cn absolut konvergent. Die aus Satz 8.2.3 bekannte
=1

Banachraumeigenschaft von (A, || - ||) liefert dann auch die unbedingte Kon-
vergenz. Also existiert die o-Konvexkombination in A. Der zugehérige Grenz-
wert der Reihe, also die o-Konvexkombination, sei mit § bezeichnet. Damit
mufs man jetzt noch zu zeigen, dak y auch in L liegt. Es folgt mit Satz 7.2.8
iiber die reelle o-(fi(w, -))wegc-Konvexititseigenschaft von L die Existenz eines
Yy € £ derart, daf fiir alle w € X gilt:

o0
aw,y) = aj p(w, y;).
j=1
Das heifst, es gilt mit Satz 8.2.14 und mit der Definition von £a fiir alle w € K

o
<w,y >= Zaj <w,y; > .
Jj=1
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Daraus ergibt sich aufgrund der Stetigkeit von < z,- > auf R beziiglich || - ||
fiir jedes w € K:

o
<w,y >:<w,2 a;y; >=<w,y > .
J=1

Die Bilinearitéit von < -,- > ergibt dann fiir jedes x € B:
<z,2y>=<z,Y>.

Die Dualitdt von B und B* zueinander liefert dann y = 3. Also fallen beide
o-Konvexkombinationen zusammen, so daff insbesondere auch i zu L gehort.
[ |

Bevor weitere konvexe Strukturen eingefiihrt und untersucht werden, soll noch die
folgende Aussage notiert werden, die sich aus der Konvexitit von L zusammen mit
den Aussagen des zentralen Satzes 6.1.9 iiber y ergeben und die Ludwig in [Lud85al,
Kapitel VI, §1.4, S. 162 anmerkt:

Lemma 8.3.5 FEs gilt:

(i) Sei o eine reelle Zahl mit 0 < a < 1, und sei y ein Element in ﬁ;, dann gehort
ay zu L.

(ii) Fir jedes Element y von L liegt 1 —y in L.

Beweis:

zu (i): Mit Satz 8.3.4 ist £ insbesondere konvex, und mit den Sitzen 6.1.9 und

8.1.4 liegt 0 in L. Also liegt fiir ein y € £ und ein reelles o mit 0 < o < 1
auch ay in L, denn man kann notieren:

ay = ay + (1 — a)0.

zu (ii): Mit Satz 6.1.9 weif man, daf es zu jedem Element g der Menge L ein
Element ¢’ in £ derart gibt, daR fiir alle Elemente w der Menge X gilt:

<w, g >= p(w,g') =1 - p(w,g) = p(w,1) — p(w, g) =<w,1—g>.

Da A Vektorraum ist, gehort insbesondere 1 — g zu A. Und da X den Raum
B linear aufspannt, folgt aus den Trennungseigenschaften von < B, B* > die
Behauptung zumindest fiir alle Elemente aus £, das heifit:

Vyel: 1—-gelL. (8.19)
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Sei nun y € f;, dann existiert mit Lemma 8.2.9 die Existenz einer Folge
(9n)nen C L mit gy, M} y. Da mit A = Ba der Raum (A, 0(A, Ba))

insbesondere ein topologischer Vektorraum ist, definiert die Abbildung
t: A— A, gr—1-73g

einen Homdomorphismus, wie man etwa mit [SW99|, Kapitel I, §1.1, S. 13
folgern kann. Also ist ¢ stetig, womit sich die folgende Konvergenz ergibt:

o(A,Ba)

1-g9, 1-—y.

Mit (8.19) gewinnt man damit, dal 1 — y zu Lo&Bs)

= L gehort. [ |

Die Konvexitit der Zustandsmenge K motiviert eine weitergehende Diskussion der
konvexen Struktur von K. Dafiir ist es wichtig, weitere Konzepte einzufiihren. Zu-
nichst wird der Begriff der Dimension einer konvexen Menge definiert.

Definition 8.3.6

Sei X ein reeller Vektorraum, und sei C eine konvexe Teilmenge von X, dann wird
unter der Dimension von (' in Zeichen dim C, die Dimension der affinen Hiille
verstanden.

Bemerkung: In Abschnitt D.2 sind einige der wichtigsten Aussage zur Theorie affiner
Mengen zusammengestellt.

Nach der Abklirung des Dimensionsbegriffes konvexer Mengen kommt man mit
der nichsten Definition zu einem Begriff, der dazu dient, die innere Struktur einer
konvexen Menge weiter zu untersuchen.

Definition 8.3.7
Sei X ein Vektorraum, und sei C' eine konvexe Teilmenge von X.

(i) Eine Teilmenge F' von C heifit Seite oder auch Extremalmenge von C, wenn
die F' die folgenden Eigenschaften besitzt:

(a) F ist konvexe Menge.

(b) Sind z1, 25 zwei beliebige Elemente aus C, und ist mit « eine beliebige
Zahl aus dem reellen Intervall (0, 1), dann folgt aus der Zugehorigkeit von
azi+ (1 —a)ze zu F, dak z; und x5 in F liegen.
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(ii) Ein Element x der Menge C heift Extremalpunkt von C, wenn die einele-
mentige Menge {z} eine Seite von C ist. Das heift, gilt fiir beliebige Elemente
x1, Ty der Menge C und eine beliebige Zahl « des reellen Intervalls (0, 1) die
Identitit a 21 + (1 — a) zo = x, dann folgt, dak = und z; zusammenfallen. Die
Menge aller Extremalpunkte von C wird mit 9.C' bezeichnet.

Bei einem Extremalpunkt einer konvexen Menge handelt es sich also um einen
Punkt, der sich nicht als echte Konvexkombination schreiben léft. Seiten bezeichnen
dahingehend extremale Mengen, die nicht nur abgeschlossen gegeniiber endlichen
Konvexkombinationen ihrer Elemente sind, sondern in Anlehnung an den Sprachge-
brauch aus Abschnitt 6.2 auch abgeschlossen gegeniiber endlichen Entmischungen
in Konvexkombinationen sind. Eine Seite einer konvexen Menge ist mithin vom kon-
vexen Standpunkt aus ,eigenstéindig”. Fiir die Zustandsmenge K ergibt sich genau
daraus die physikalische Relevanz der Seiten von K. Es ist zu erwarten, dafs derar-
tige im konvexen Sinne ,eigenstindige Segmente von K die eigentlichen Trager der
wichtigen Strukturen sind, die insbesondere die Quantenmechanik ausmachen.

Da man im Umgang mit Bildmengen zumeist auch die zugeordnete Uniformitét der
physikalischen Unschérfe zu beriicksichtigen hat, liegt es nahe, derartige Teilmen-
gen der Bildmengen oder ihrer Hausdorff-Vervollstindigungen zu betrachten, die
neben der Eigenschaft der Abgeschlossenheit gegeniiber Konvexkombinationen und
-entmischungen auch die der Abgeschlossenheit beziiglich der Topologie der physika-
lischen Unschérfe besitzen. Dazu erinnere man, daf sich die Elemente aus dem Rand
nicht auf physikalischem Wege, das heiflt mit endlicher Genauigkeit, von denen der
Ausgangsmenge unterscheiden lassen. Deswegen werden im weiteren vor allem die
abgeschlossenen Seiten von K wichtig sein.

Beziiglich der Seiten konvexer Teilmengen gelten die folgenden Transitivitatseigen-
schaften:

Lemma 8.3.8 Sei X ein Vektorraum, und sei C eine konvere Teilmenge von X.
Bezeichnet F' eine Seite von C, und bezeichnet G eine Seite von F', dann ist auch
G eine Seite von C. Insbesondere gilt beziiglich der Extremalpunkte die Identitdt:

9.F = 9,CNF. (8.20)

Beweis: Siehe Lemma VIII.4.2 in [Wer97|, Kapitel VIII, S. 349.

Man braucht in Zusammenhang der Seiten von K nicht explizit zu erwdhnen, ob man
sich bei der Abgeschlossenheitsaussage auf die Topologie der Norm || - ||, oder auf
die Topologie o(Ba, A) bezieht, denn es gilt gemal einer Anmerkung in [Lud85al,
Kapitel IV, §5, S. 121:
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Lemma 8.3.9 FEine Seite von K ist genau dann beziglich || - ||, abgeschlossen,
wenn sie beziiglich o(Ba, A) abgeschlossen ist.

Beweis:

Daf die Abgeschlossenheit beziiglich o(Ba,A) die Abgeschlossenheit beziig-
lich || - ||, impliziert, ist schon bekannt, denn die Normtopologie ist mit
Satz 8.1.23 (ii) feiner als o(Ba,A). Die umgekehrte Richtung ergibt sich aus
[SW99], Kapitel I1, §9.2, Korollar 2, S. 65, demnach insbesondere auf normier-
ten Rdumen X der NormabschluR und der Abschluf beziiglich o(X, X') von
konvexen Mengen zusammenfallen. |

Im Falle endlichdimensionaler Seiten von K braucht man iiberhaupt nicht auf die
Abgeschlossenheit einzugehen, da sie mit dem nachfolgenden Lemma stets gegeben
ist:

Lemma 8.3.10 Sei F' eine endlichdimensionale Seite von K, dann ist F' abge-
schlossene Seite von K.

Beweis:

Der Fall dim F' = 0 ist trivial, da in Hausdorffriumen Einpunktmengen stets
abgeschlossen sind. Sei daher dim F' = m > 0 mit m € N gewihlt. Dann exi-
stieren ein m-dimensionaler Untervektorraum V von Ba und ein zg € Ba in
der Form, dal zo + V die affine Hiille von F' ist. Endlichdimensionale Unter-
rdume von normierten Rdumen sind stets normabgeschlossen, also ist V' auch
beziiglich || - ||p, abgeschlossen. Sei nun z € Ba, und sei (Tp)nen C F eine
Folge, die beziiglich || - ||p, gegen z konvergiert. Dann konvergiert auch die
Folge (T, — zo)nen C V gegen z — xp, und somit liegt z in der Menge z¢ + V.
Da aber auch K normabgeschlossen ist und da F' eine Teilmenge von K ist,
gehort ¢ zu K. Die Menge xg + V ist die affine Hiille von F, also 18ft sich z
als Affinkombination von Elementen aus F' schreiben. Das heifst, es existieren

n
Familien (z;)j~, in F und (o4)?_; aus dem reellen Intervall R mit )" o; =1,
i=1

n
so daR z = ) a; z; gilt. Man kann ohne Beschréinkung annehmen, daf alle
i=1
n
a; von 0 verschieden sind. Ob der Beziehung >  a; = 1 muf es aber in der
i=1
Familie (a;)?_; mindestens ein echt positives Mitglied geben. Also kann man
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ein n1 > 0 so angeben kann, dafs fiir alle 1 < n; die Relation «; > 0 gilt und
dak fiir alle 2 > n; die Ungleichung «; < 0 gilt. Man erhélt damit:

n ni
T+ Z |ozi\a:i:2aia:,~.
i=1

i=ni+1
Also ergibt sich weiter:
n i ni .
z n Z | o | I = Z Y
ni ni J - ni J*

Z o j=ni+1 Z a; Jj=1 Z a;
=1 =1 =1

Nun steht auf der rechten Seite der Gleichung offensichtlich eine Konvexkombi-
nation von Elementen aus F', die aufgrund der Konvexitdt von F' wiederum
in F liegt. Aufserdem liegt auf der linken Seite der Gleichung eine Konvex-
kombination von Elementen aus K vor, so daf mit der definitionsgeméafien
Abgeschlossenheit gegeniiber konvexen Entmischungen insbesondere z in F
liegt. Damit folgt die Abgeschlossenheit von F. |

Es gibt Seiten und Extremalpunkte, die sich durch die Figenschaft der sogenannten
Exponiertheit auszeichnen. Den damit zusammenhingenden Konzepten widmet sich
die folgende Definition:

Definition 8.3.11
Sei X ein topologischer reeller Vektorraum.

(i) Sei f eine lineare reellwertige Abbildung auf X, der nicht auf ganz X der
Funktionswert 0 zukommt. Sei ferner « eine reelle Zahl, dann heift die Menge

H:={zeX| f(z)=a}
eine Hyperebene in X. Die Menge
{z e X|[f(z) <a}
wird Halbraum in X genannt.

(ii) Sei M Teilmenge von X. Dann heifit eine Hyperebene H = {z € X | f(z) = a}
Stiitzhyperebene von M beziiglich des topologischen Vektorraumes X, wenn
H beziiglich der Topologie von X abgeschlossen ist, wenn H mindestens einen
Punkt aus M enthélt und wenn die Menge M vollstindig in einem der beiden
Halbraume {z € X | f(z) < a} oder {x € X | f(x) > «a} liegt. Die Abbildung
f bezeichnet wird dabei als Stiitzfunktional bezeichnet. Ein Punkt von M,
der zu einer Stiitzhyperebene von M gehort, heiflt Stiitzpunkt von M.
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(iii) Sei C eine konvexe Teilmenge von X, dann heifst eine Teilmenge F' der Menge
C eine exponierte Seite von C beziiglich des topologischen Vektorraumes X,
wenn es eine Stiitzhyperebene H von C so gibt, dal F' = H N C gilt. Die leere
Menge wird explizit als exponierte Seite definiert. Ein Element z der Menge C
heifst exponierter Punkt von C' beziiglich des topologischen Vektorraumes
X, wenn die einelementige Menge {z} eine exponierte Seite ist.

Die obige Definition der exponierten Seite lafst sich in folgender Weise in eine fiir die
vorliegende Arbeit giinstigere Form bringen, denn, Uberlegungen in [Roc70], Kapitel
18, S. 162 folgend, gilt das Lemma:

Lemma 8.3.12 Bezeichnet X einen topologischen reellen Vektorraum, und bezeich-
net C' eine konveze Teilmenge von X, dann sind die beiden folgenden Aussagen fiir
eine nicht-leere Teilmenge F' von C' dquivalent:

(i) F ist eine exponierte Seite von C beziglich des topologischen Vektorraumes X .

(ii) Es existiert eine lineare und beziiglich der Topologie von X stetige reellwertige
Abbildung f auf X so, daf8 gilt:

F={zeC| f(z)=max f(z)}.

' eC

Beweis:

»==": Sei F eine exponierte Seite von C, dann existiert eine Stiitzhyperebene
H von C beziiglich X mit FF = HNC'. Das heift, es existiert ein stetige, lineare
Abbildung f: X —> R und ein @« € Rso,dakR H ={z € X | f(z)= o} gilt,
und so, dak C entweder in {z € X | f(z) < a} oder {z € X | f(z) > a} liegt.
Also hat man in f oder —f die gesuchte Abbildung gefunden.

,<—" : Liege F in der Form F = {z € C | f(z) = max f(z")} mit ei-
ner den Voraussetzungen geniigenden Abbildung f vor. Dann bezeichnet die
Menge H :={z € X | f(z) = max f(z')} eine Stiitzhyperebene von C. Die
Abgeschlossenheit folgt aus der Stetigkeit von f mit [SW99], Kapitel I, §4.2,
S.24. Da HNC = F # o gilt, gibt es offensichtlich Punkte aus C in H.
Zudem liegt C' in einem Halbraum beziiglich H, denn es ergibt sich fiir alle
z € C natiirlich f(z) < max f(z). [ |

Beziiglich der Wohldefiniertheit bemerke man, dafs jede exponierte Seite insbeson-
dere eine Seite ist, wie sich leicht aus obigem Lemma 8.3.12 ergibt. Auferdem sieht
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man leicht ein, dafs exponierte Punkte auch Extremalpunkte sind. Dariiber hinaus
ist mit Lemma 8.3.12 ob der Stetigkeit von f offensichtlich, daf jede exponierte Seite
auch abgeschlossen ist beziiglich der betrachteten Vektorraumtopologie.

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden vor allem die Seiten von K relevant sein, so
daf es sich lohnt, dazu einige Uberlegungen anzustellen. Zunichst muf wie bei den
abgeschlossenen Seiten erortert werden, ob sich die exponierten Seiten von K be-
ziiglich der Normtopologie || - || 5, von denjenigen beziiglich der Topologie o(Ba, A)
unterscheiden. Auferdem stellt sich die Frage, ob sich fiir die nun betrachtete spe-
zielle Situation die Aussage des Lemmas 8.3.12 noch weiter konkretisieren 1afst. Be-
ziiglich der beiden Punkte gilt das nachfolgende Lemma, das entscheidend auf der
Symmetrie von A im Sinne von Definition 8.1.18 beruht:

Lemma 8.3.13 Sei F' eine nicht-leere Teilmenge von K, dann sind dquivalent:
(i) F ist eine exponierte Seite von K beziglich (Ba,o(Ba,A)).

(ii) Es existiert ein Element y der Menge A, das fiir alle Elemente x der Menge
K der Relation Ea(x,y) > 0 gendigt, so daf gilt:

F={ze K| ¢{alz,y) =0}
(#ii) F ist eine exponierte Seite von K beziglich (Ba, | - ||B,)-

Beweis:

(i) = (ii): Sei F eine exponierte Seite von K beziiglich (Ba,0(Ba,A)). Dann
existiert mit Lemma 8.3.12 eine lineare und beziiglich o(Ba, A) stetige Abbil-
dung f: BA — R,sodaR F = {z € K| f(z) = max f(z")} gilt. Da nach
Satz 8.2.3 (ii) die Identitdt A = B/ gilt und da somit < Ba, A, < -,- >p,>
ein Dualsystem ist, existiert mit [SW99|, Kapitel IV, §1.2, S. 124, ein y € A,
so dalk wegen Lemma 8.2.5 fiir alle z € Ba gilt:

énlz,y) =< z,y >B,y= f(2).

Man setze

Y=~y + (max f(=") -1,

dann gehort 7 zu A, und man erhélt fiir alle x € K die Ungleichung éa (z,7) > 0.
Zudem ergibt sich die Identitit F = {z € K | {a(z,7y) = 0}.

(ii) = (i): Die Richtung ist offensichtlich, wenn man f(z) := —€a(z,y) fiir
alle £ € Ba setzt und wenn man dann Lemma 8.3.12 anwendet.
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(i) <= (iii): Es gilt B}y = A, so daf wegen [SW99], Kapitel IV, §1.2, S. 124,
der Norm-Dualraum und der Dualraum beziiglich o(Ba, A) von Ba identisch
gleich A sind. Das heifst insbesondere, eine lineare Abbildung auf Ba ist genau
dann normstetig, wenn sie auch beziiglich o(Ba, A) stetig ist. Also gilt die
Behauptung offensichtlich, wenn man die Darstellung von F' geméif Lemma
8.3.12 ausnutzt. |

Lemma 8.3.13 rechtfertigt es, in Zukunft bei Betrachtung exponierter Seiten von K
den Zusatz, auf welche der beiden Topologien man sich bezieht, wegzulassen.
Um den weiteren Umgang mit den neu eingefiihrten Begriffen in der Zukunft et-
was zu erleichtern, seien zunéchst die in der Folge wichtigsten Mengen mit eigenen
Namen versehen:
Definition 8.3.14

(i) W :={F C K| F ist eine abgeschlossene Seite von K}.

(ii) Fiir jede Teilmenge N der Menge L sei definiert:
Ko(N) :={z € K| éa(z,y) =0 Vy € N}.

(i) W; := {Ko(N)| N C L}.
(iv) Fiir jede Teilmenge k der Menge K sei definiert:
Lo(k) :={y e L| éalz,y) =0 Vz € k}.

(v) Uk :={Lo(k)| k C K},

Bemerkung: Bei Einpunktteilmengen {y} von £ soll vereinfachend Koy(y) anstatt

Ko({y}) geschrieben werden. Entsprechendes sei fiir Lo(k) vereinbart. Eine Verein-
fachung der Schreibweise wird auch im folgenden Zusammenhang eingefiihrt. Fiir
eine Teilmenge k der Menge K bezeichnet f)o(k) definitionsgeméf eine Teilmenge
von L, so daR der Ausdruck Ky(Lg(k)) sinnvoll ist. Es wird nun fiir den Aus-
druck Ko( Lo(k)) die vereinfache Schreibweise Ko Lo(k) vereinbart. Analog komme
die Vereinbarung wiederum auch fiir den umgedrehten Fall zur Anwendung. Fiir
die Definition von W erinnere man nochmals Lemma 8.3.9. Demnach hat die Wahl
zwischen Normtopologie und o-Topologie keinen Einflufl auf W.

Mit der Namensgebung aus Definition 8.3.14 kénnen die ersten Eigenschaften der
verwendeten Gréfen notiert werden. Dafiir ist zundchst das Verhéltnis zu den oben
in Definition 8.3.11 eingefiihrten Begriffen zu kléren. Es gilt das Lemma geméf T 5.2
und einiger Anmerkungen Ludwigs in [Lud85a|, Kapitel IV, §5, S. 121 und S. 123:
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Lemma 8.3.15 Die Elemente von W; sind exponierte Seiten von K, das heifit, es
gilt die Mengeninklusion W; C W. Die Elemente von Uy sind beziglich o(A, Ba)

abgeschlossene Seiten von L.

Beweis:

Zunichst ist zu zeigen, dak fiir jedes N C £ durch Ky(N) eine exponierte
Seite von K gegeben ist. Dafiir sei bemerkt, daf 6(L,K) dem zweiten Abzihl-
barkeitsaxiom geniigt, also 6(L,X) eine abzéhlbare Basis besitzt. Dies folgt,
da mit Satz 7.2.4 (i) die Identitiit 6(L, %) = (£, X) gilt und da K abzihlbar
ist. Also folgt mit [Dug66], Kapitel VIII, Theorem 7.3, S. 176 die Separabilitét
jedes Unterraumes von (L, (L, %)). Damit existiert zu N C £ eine beziiglich
der Unterraumtopologie auf N abzéhlbare dichte Teilmenge (y,),en von N.
Also folgt insbesondere, daff N Teilmenge des Abschlusses von {y, | v € N}
beziiglich 6(A, Ba) |z ist. Man wéhle nun eine Familie (A, )yen € (0,1) mit
> Ay = 1, dann ist wegen der mit Satz 8.3.4 (ii) bekannten o-Konvexitit

veN

von £ beziiglich (A, || -||) auch die o-Konvexkombination yo := > A, %, ein
veN

Element aus L. Sei nun z € K derart, daf éan(z,y) = 0 fiir alle y € N gilt,

dann folgt aufgrund der Stetigkeit von &a(z,-) beziiglich || - || und aufgrund

der unbedingten Konvergenz der Reihe:

éa(w,y0) = lim Zl An € (@, yn) = 0.
n= =0

Also erhilt man die Mengeninklusion Ko(N) C Ko(yo)-

Umgekehrt ergibt sich fiir ein z € K mit &a(z,y0) = 0 sofort &a(z,y,) = 0 fir
alle v € N, da A\, # 0 fiir alle v € N angesetzt wurde. Weil N aber Teilmenge
des Abschlusses von {y, | v € N} beziiglich 6(A, Ba)|; ist, erhélt man damit
auch &a(x,y) = 0 fiir jedes y € N. Das heift, es gilt Ko(N) D Ky(yo). Also
folgt mit Lemma 8.3.13, daf Ko(NN) exponierte Seite ist.

Das behauptete Verhiltnis der Mengen W; und W zueinander folgt dann
direkt aus den allgemeinen Uberlegungen zu exponierten Seiten und Seiten,
die im Anschluf an die Definition der exponierten Seite gemacht wurden.
Abschliefsend muft damit nur noch gezeigt werden, dafs fiir jede Teilmenge &
der Menge K durch Lo(k) eine beziiglich (A, Ba) abgeschlossene Seite von
L gegeben ist. Konvexitdt und Abgeschlossenheit gelten offensichtlich. Seien
yi,y2 € Lund a € (0,1) derart, dab ay1 + (1 — ) y2 in ﬁ;g(k) liegt, dann gilt
also fiir jedes x € k:

a§A(a:,y1) + (1 - a) fA(eT,yQ) =0.
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Da aber a und 1 — o im offenen reellen Intervall (0,1) liegen, bedeutet das
auchAfA(w,yl) = éa(x,y2) = 0 fiir jedes z € k. Also sind y; und yo Elemente
von Lo (k). [ |

Nach der Einordnung der neuen Mengen folgen im nichsten Lemma die ersten in-
teressanten strukturellen Aussagen, die im weiteren Verlauf der Axiomatik immer
wieder von Bedeutung sein werden und die zum einen als Anmerkungen und zum
anderen als T 5.3 und T 5.4 in [Lud85al, Kapitel IV, §5, S. 121f. prisentiert werden:

Lemma 8.3.16

(i)

(i)

(iii)

(i)

(v)

Bezeichnen Ny, Ny zwei Teilmengen der Menge L derart, daff N, eine Teil-
menge von Ny ist, dann gilt die Mengeninklusion Ko(N1) D Ko(Na).

Bezeichnen ki, kz zwei Teilmengen der Menge K derart, daf k1 eine Teilmenge
der Menge ko ist, dann ergibt sich die Mengeninklusion Lo(k1) 2 Lo(ke).
Bezeichnet y ein Element der Menge f;, dann gehort y zu f;o Ko(y).
Bezeichnet x ein Element der Menge K, dann gehért x zu K ﬁ;o(x).

Sei (N;)ier eine Familie von Teilmengen von L mit einer Indexmenge I belie-
biger Mdachtigkeit, und sei (k;);er eine Familie von Teilmengen von K, dann
gelten die folgenden Identitdten:

Ko(lJ M) = [ KoV,

i€l i€l
Lo(lJ k) = () Lolks)
el i€l

W, W; und Uk sind vollstindige Verbinde beziglich der Mengeninklusion als
Halbordnung. Das Infimum fdillt dabei jeweils mit dem Mengendurchschnitt
zusammen.

Bei W; handelt es sich um eine Teilmenge von W, so daff W; einen Sub-
verband von W darstellt. Fir W und W; liefert die leere Menge jeweils das
Null-Element, wihrend mit K das Eins-Element gegeben ist. In Ux handelt es
sich bei L um das FEins-Element, und {0} ist das Null-Element.

Die Vorschrift
Uk — Wﬁ, Lo(k) — K Lo(lﬁ)
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definiert einen dualen Verbandsisomorphismus. Die Umkehrabbildung ist durch
Lo gegeben. Es gilt insbesondere fir beliebige Teilmengen k von K und beliebige
Teilmengen N von L:

Lo KoLo(k) = Lo(k),
KOfCJ()Ko(N) = K()(N)

Beweis:

zu (i) - (iii): Die Punkte ergeben sich unmittelbar.

zu (iv): Dafiir erinnere man zunéchst, daf es sich bei W; geméf Lemma 8.3.15
um eine Teilmenge von W handelt. Es werden nun die Verbandseigenschaf-
ten von W bewiesen. Die Halbordnungseigenschaften sind dabei offensichtlich.
Bezeichne (F;)ier eine Familie beliebiger Méchtigkeit von Elementen aus W.
Man muf nur zeigen, daf der Mengendurchschnitt der Mitglieder der Familie
wiederum in W liegt. Bekanntermafien ist der Durchschnitt beliebig vieler ab-
geschlossener, konvexer Mengen wiederum abgeschlossen und konvex, wie man
etwa [K6t66], §16.1, S. 177 entnehmen kann. Der Abschluf gegeniiber den kon-
vexen Entmischungen 14t sich ebenfalls schnell einsehen. Seien z1,z9 € K, sei
zo € N;er Fi, und sei a € (0,1) mit z = az; + (1 — ) x2. Da fiir j € I nach
Voraussetzung Fj in W liegt und da [;.; F; C Fj gilt, gehoren fiir jedes j € T
auch z1,z2 zu Fj. Also ist auch der Mengendurchschnitt gegeniiber konvexen
Entmischungen abgeschlossen. Somit existiert zu beliebigen Teilmengen von
W das Infimum.

Fiir jedes Element z € K gilt mit Lemma 8.2.13 (i) die Identitdt {a(z,1) = 1.
Also ist fiir jede Teilmenge N von f;, die 1 als Element enthilt, die Menge
Ko(N) leer. Da bekanntermafen die Mengeninklusionskette {1} C £ C £ gilt,
erhilt man somit auch die Inklusion & € W; C W. Da aukerdem K mit
der Menge K (&) zusammenfillt, handelt es sich bei K um das Eins-Element
sowohl in W; als auch in W. Damit folgt vermittels Satz F.7 aber auch die
Existenz des Supremums fiir beliebige Teilmengen von W. Also liegt mit W
ein Verband vor. Die Verbandseigenschaften von W; und U folgen direkt aus
obigem Punkt (iii). Mit der Identitiit Lo(@) = £ folgt die Aussage zum Eins-
Element. Offensichtlich enthilt fiir jede Teilmenge k von K die Menge Lo(k)
das Element 0. Damit gilt {0} C Lo(k). Fiir y € Lo(K) ergibt sich aufgrund
der Trennungseigenschaften des Dualsystems < B, B* > und aufgrund der aus
Lemma 8.1.15 bekannten Identitdt von £A und < -,- > auf B x A die Identitét
y = 0. Das bedeutet aber, daR {0} in Ugk liegt. Es gilt aber auch {a(z,0) =0
fiir alle z € K, so daf es sich bei {0} um das Null-Element handeln muf.
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zu (v): Es werden zunéchst die folgenden beiden Hilfsaussagen bewiesen:

VE' CK: K CKoLo(k), (8.21)
VN'CL: N'CLyKyN. (8.22)

Der Nachweis von (8.22) lduft in vollig analoger Weise zu demjenigen von
(8.21), so daf nur (8.21) betrachtet wird. Sei dafiir &' C K gewihlt. Mit
obigem Punkt (i) gilt z € Ko Lo(z) fiir jedes € k. Mit obigem Punkt (i)
gilt ebenso fiir alle z € k' die Mengeninklusion Ko Lg(z) C Ko Lo(k'). Also
erhilt man fiir jedes z € k' die Zugehérigkeit von z zu Ko Lo(k'), woraus sich
unmittelbar (8.21) ergibt.

Mit (8.21) und (8.22) kann man nun zum Beweis der beiden in der Behauptung
explizit erwdhnten Aussagen iibergehen:

VECK: LoKoLo(k) = Lo(k), (8.23)
VN CL: KoLoKo(N)=Ko(N). (8.24)

Wiederum verlduft der Beweis von (8.24) analog zu demjenigen von (8.23),
so daf man sich hier auf den Nachweis von (8.23) beschrinken darf. Es sei
eine Teilmenge k¥ C K gewihlt. Dann erhélt man mit (8.21) die Relation
k C Ko Lo(k), woraus mit obigem Punkt (i) die Inklusion Lo (k) 2 Lo Ko Lo(k)
folgt. Wendet man nun (8.22) fiir den Fall N’ = Lo(k) an, erhilt man die
umgekehrte Mengeninklusion Lg(k) C Lo Ko Lo(k), womit (8.23) bewiesen
wire.

Nach der Bereitstellung der Eigenschaften aus (8.23) und (8.24) kann man
den Nachweis fithren, daf die in der Behauptung angegebene Abbildung einen
dualen Verbandsisomorphismus darstellt. Nur fiir die folgenden Betrachtungen
sei die Abbildung mit s benannt.

Zunichst wird gezeigt, dak eine Bijektion vorliegt. Dabei ist die Wohldefiniert-
heit auf ganz Uk offensichtlich, so dafs noch Injektivitdt und Surjektivitdt zu
zeigen sind. Zum Beweis der Injektivitdt wihle man zwei Teilmengen k1, ko von
K mit Ko Lo(k1) = Ko Lo(kz). Es ergibt sich mit Hilfe von (8.23) unmittelbar:

Lo(ki) = Lo Ko Lo(k1) = Lo Ko Lo(k2) = Lo(ka),

und somit ist die Injektivitat von s bewiesen. Die Surjektivitat von s ergibt sich
mit der folgenden Uberlegung. Es sei ein Ko(N) aus W; gewihlt, dann gilt mit
(8.24) die Identitit Ko(N) = Ko Lo Ko(N). Also ist mit Lo Ko(N) ein Element
aus Uy derart gewonnen, daR das zugehorige Bildelement s(Lo Ko(N)) mit
Ky(N) zusammenfillt. Also ist s auch surjektiv, und die Umkehrabbildung ist
durch L gegeben.
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Da mit Punkt (iv) dieses Satzes Ux und W; Verbande sind, folgt mit Punkt
(1) schlieflich, daf es sich bei s tatsdchlich um einen dualen Verbandsisomor-
phismus im Sinne von Definition F.11 handelt. |

Mit Punkt (iv) von Lemma 8.3.16 kann man den Begriff der erzeugten abgeschlosse-
nen Seite von K priagen, denn zum einen ist K das Eins-Element in W, so daf es zu
jeder Teilmenge k C K eine k umfassende abgeschlossene Seite von K gibt, und zum
anderen ist der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Seiten von K wiederum
eine abgeschlossene Seite von K. Daher wird die folgende Definition gewé&hlt:

Definition 8.3.17 Fiir £ C K sei mit F'(k) die kleinste k£ umfassende abgeschlos-
sene Seite von K bezeichnet. Bei F'(k) soll auch von der von k erzeugten abge-
schlossenen Seite von K gesprochen werden.

Es ergibt sich unmittelbar aus den einleitenden Uberlegungen das folgende Lemma,
dessen Aussage in [Lud85al, Kapitel IV, §5, S. 121 angemerkt wird:

Lemma 8.3.18 Bezeichne k eine beliebige Teilmenge von K, dann gilt die Identitdt:

Fky= () F

FeW,kCF

Bemerkung: Fiir den Ausdruck F(k) soll im Falle von Einpunktmengen k£ = {z} ab-
kiirzend der Ausdruck F'(z) der korrekten Schreibweise F'({x}) vorgezogen werden.

Zum Abschluf des Abschnitts folgen noch vier Aussagen, auf die spiter mehrfach
zuriickgegriffen werden wird.

Dabei wird zunéchst die Separabilitdt von Ba untersucht, die Ludwig ohne Beweis
als T 3.14 in [Lud85a|, Kapitel IV, §3, S. 111 formuliert:

Lemma 8.3.19 (Ba,| - ||s,) ist ein separabler Banachraum.

Beweis:

Ba ist die Vervollstéindigung des Vektorraumes B, der der lineare Aufspann
von X ist. K ist aber abzdhlbar, so dak sich Ba als der Normabschluf des
linearen Aufspann einer abzdhlbaren Menge darstellt. Damit folgt die Separa-
bilitdt aus Lemma 1.2.9 in [Wer97], S. 28. [ |

Die abgeschlossenen Seiten von K haben die folgenden Eigenschaften, die im Beweis
zu T 5.6 in [Lud85al, Kapitel IV, §5, S. 123 zum Ausdruck kommen:
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Lemma 8.3.20 Jedes Element F' der Menge W ist sowohl separabel beziiglich der
| - [| B5 - Unterraumtopologie als auch reell o-konvex beziiglich (Ba, || - ||B,)-

Beweis:

Mit Lemma 8.3.19 ist Ba beziiglich der Norm || - || g, separabler Banachraum,
also handelt es sich bei (Ba, || - ||B,) insbesondere um einen separablen metri-
sierbaren topologischen Raum. Ob der Inklusionskette F' C K C Ba und ob
des Lemmas A.5.8 ist F' bei Ausstattung mit der zugehérigen Unterraumto-
pologie ebenfalls ein separabler metrisierbarer topologischer Raum. Damit ist
die erste Behauptung bewiesen.

F ist definitionsgeméfs reell konvex, also bleibt es, die reellen o-Konvexkombi-
nationen zu untersuchen. Seien dafiir mit einer Indexmenge I beliebiger Méch-
tigkeit die Familien (z;)icr aus F' und (o;)icr aus dem reellen Intervall (0, 1]

mit Y. a; = 1 gewdhlt. Dann konvergiert Y. «; z; absolut in K, denn K ist
i€l 1€l
laut Satz 8.3.4 (i) reell o-konvex. Der Grenzwert ) «; z; ist aber, wie in Be-
el
n
weis zu Satz 8.3.4 (i) gezeigt, auch der Grenzwert der Folge (> 7, @ Zi)neN
i=1

n n
mit 7, := (. o)~ ! fiir n € N. Die Folge (3 7, ; T;)nen konvergiert auf-

=1 =1
grund der reellen Konvexitdt und aufgrund der Abgeschlossenheit von F' be-

ziiglich || - || g, in F. Somit gehort > o z; zu F. [ |
i€l

In den folgenden beiden Aussagen illustriert sich die wichtige Aussage, daf es fiir die
abgeschlossenen Seiten von K und im besonderen fiir die Elemente aus W; gewisse
charakteristische Element gibt. Die erste Aussage ist Teil von T 5.6 in [Lud85al,
Kapitel IV, §5, S. 123.

Lemma 8.3.21 Zu jedem nicht-leeren Element F' der Menge W existiert ein Ele-
ment xo der Menge F', so dafi F' mit der im Sinne von Definition 8.3.17 erzeugten
Seite F(xq) zusammenfdllt.

Beweis:

Mit Lemma 8.3.20 ist F' separabel beziiglich der || - || g,-Unterraumtopologie.
Damit gibt es eine abzéhlbare Teilmenge {z; | ¢ € I} von F, die beziiglich
| - llB, dicht in F' liegt. Wihle eine Familie von Gewichten («;)icr aus dem

reellen Intervall (0,1] mit )  a; = 1, und setze zy := ) a; z;. Dann liegt
iel i€l
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zo in F, da F mit Lemma 8.3.20 reell o-konvex ist. Damit handelt es sich
definitionsgeméf bei F'(z() um eine Teilmenge von F'. Es bleibt also, die andere
Inklusion zu zeigen. Dafiir wird zunéchst die folgende Aussage bewiesen:

VF'eW: e F' = [Viel: z; € F']. (8.25)

Zum Beweis seien F' € W mit 9 € F' und ig € I gewihlt. Fiir den Fall
o, = 1 liegt der Fall einfach, denn dann sind I und damit auch F einelementig.
Somit erhalt man sofort die Mengeninklusion F' C F(zg). Es kann also fiir den
restlichen Beweis o, € (0, 1) vorausgesetzt werden. Man setze nun @; := —%

1—a;
fiir jedes i € I\ {io}, dann gilt: ’
{@i|ieI\{ig}} C(0,1] und »  a@=1.

ieI\{io}

Da z; fiir jedes i € I\ {ig} auch in F liegt, folgt mit der aus Lemma 8.3.20
bekannten reellen o-Konvexitét von F' die Zugehorigkeit von >,  @;x; zu

icI\{io}
F C K. Auflerdem gilt:
1 _
zo = Qi Tig+ (1—0y) — o T | = gy Tip+ (1—g) Z Q; Tj.
0 jen\{io} ieI\{io}

Also hat man z( dargestellt als Konvexkombination zweier Elemente aus K,
und damit folgt aus der Seiteneigenschaft der Abgeschlossenheit gegeniiber
endlichen konvexen Entmischungen, daf z;, in F' liegt. Folglich ist die Be-
hauptung in (8.25) bewiesen.

Jetzt kann man zum Beweis der eigentlichen Aussage zuriickkehren. Mit Lem-
ma 8.3.21 ist F'(zp) der Durchschnitt aller Elemente aus W, die ¢ enthalten.
Die Aussage aus (8.25) besagt nun aber, daf alle Elemente aus W, die zg
enthalten, auch die Familie {z;| 7 € I} umfassen. Die Normabgeschlossenheit
von F' liefert damit die fehlende Inklusionsaussage F' C F(zg). |

Es erweist sich als giinstig, eine zu Lemma 8.3.21 verwandte Aussage explizit anzu-
geben:

Lemma 8.3.22 Bezeichne Ko(N) ein nicht-leeres Element der Menge Wy, dann
existiert ein Element xo in Ko(N), so daf8 gilt
)

K(N)= [ KN
N'CL
2oE€Ko(N')
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Beweis:

Sei ein Element Ko(N) € W; gewihlt, dann existiert ob der Zugehéorigkeit
von Ko(N) zu W und wegen Lemma 8.3.21 ein zg € Ko(N) derart, dal man
F(zo) = Ko(N) erhilt. Mit den Bezeichnungen

M := {Ko(N") e W;

70 € Ko(N')} und T:={FeW | zo€ F}
ergibt sich sofort:

Ko(N)=F(zo) = [| F' C [ Ko@).
F'eT Ko(N")eM

Andererseits liegt aber auch zy in Ko(N), und somit gehért Ko(N) zu M.
Also gilt die Mengeninklusion

KoN)2 [\ Ko,
Ko(N")eM

und damit gilt auch die Behauptung. |

8.4 Eine Halbordnung auf A und ein Darstellungs-
theorem fiir die Elemente von Bx

Fiir eine Reihe wichtiger Anwendungen im Zusammenhang mit den im néchsten
Kapitel diskutierten Hauptaxiomen des Messens ist es hilfreich, auf A und damit
auch auf £ eine bestimmte Halbordnung zu etablieren.

Auf A wird dafiir zunéachst eine Relation definiert.

Definition 8.4.1 Fiir alle Elemente y;, y, der Menge A wird die Relation y; > y,
genau dann notiert, wenn fiir alle z aus K die Ungleichung &a(z,y1) > éa(x, y2)
gilt.

Sind g1, g2 Elemente der Menge L, also aus der Menge der Effekte, dann soll fiir die
Relation g; > g9 auch gesagt werden, dall g; empfindlicher sei als gs.

Man erhélt unmittelbar die Aussagen:

Lemma 8.4.2 FEs gult:

(i) (A, <) ist eine Halbordnung.
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(ii) Bezeichnen yy,y, Elemente der Menge f), dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(a) y1 > ys.
(b) Fiir alle Elemente x der Menge K gilt die Ungleichung fi(z,y1) > fi(z, ys).
(c¢) Fiir alle Elemente w der Menge X gilt die Ungleichung fi(w,y1) > u(w, ys).

(#ii) Bei 0 handelt es sich um das kleinste Element von LA), wédhrend mit 1 das grifste
Element von L vorliegt.

Beweis:

zu (i): Es miissen die Halbordnungseigenschaften iiberpriift werden. Dabei sind
Reflexivitdt und Transitivitdt evident. Somit muR noch die Antisymmetrie
iiberpriift werden. Man wéhle dafiir Elemente y1,y2 € A mit y; > y2 und
y1 < y2. Das heifit, es gilt fiir alle z € K die Identitit &a(z,y1) = €a(z, y2).
Damit erhélt man aber insbesondere <z,y; > = <z, y9 > fiir alle x € B, denn
zum ersten ist X C K, zum zweiten spannt X den Raum B linear auf und zum
dritten gilt Lemma 8.1.15. Da A eine Teilmenge von B* ist und da es sich bei
< B,B*,<:,»>> um ein Dualsystem handelt, folgt die Identitdt y; = yo.

zu (ii): Die erste Aquivalenz folgt sofort mit Satz 8.2.14. Zum Beweis der zwei-

ten Aquivalenz braucht wegen der Inklusion X C K nur noch die Riickrichtung
gezeigt werden. Seien dafiir y1,yo € L mit f(w,y1) > j(w,ye) fir alle w € X
gewdhlt. Auferdem sei ein Element z € K gewédhlt. Dann existiert eine Folge

(wn)nen € K mit wy, Iz 2. Damit gilt dann aufgrund der Stetigkeit von
n:
ﬂ(wayl) = £A($ay1) = lim £A(wn7y1) = lim ﬂ(wn,yl)
n—0o0 n—0o0

> lim p’(wnayQ) = lim £A(wnay2) = fA(xayQ) = /:’/(-Z‘,yQ)

zu (iii): Mit Lemma 6.1.9 weifl man, daf 0 und 1 zu der Menge L gehéren.

Also gehoren sie auch zur Menge £ D L. Fiir die Bezeichnungen 0 und 1 sei
nochmals an Lemma 8.1.4 und die Bemerkung danach erinnert. Offensicht-
lich gelten aber fiir jedes y € L und fiir jedes z € K die Ungleichungen
j(z,y) > 0= f(x,0) und j(z,y) < 1= jg(z,1). Beziiglich der zweiten Unglei-
chung bedenke man Lemma 8.2.13 (i). [ ]



8.4 EINE HALBORDNUNG AUF A, EINE DARSTELLUNG DER ELEMENTE VON Ba 215

Also hat kann auf A in einfacher Weise vermittels o eine Halbordnung definieren.
Insbesondere wird durch Punkt (ii) des obigen Lemma deutlich, warum man fiir Ele-
mente g;, g» aus L die Relation g; > g5 durch den Begriff ;,empfindlicher verbalisiert
hat. Denn die Relation g; > go gilt genau dann, wenn fiir jeden Zustand die Wahr-
scheinlichkeit eines Anschlagens des Effektes g; grofer ist als die Wahrscheinlichkeit
des Anschlagens bei Effekt g5.

Da auch 0 und 1 Elemente von A sind, kann man in sinnvoller Weise in A das
folgende Intervall definieren:

Definition 8.4.3 [0,1]a:={ye A | 0<y <1}

Als grundlegende Eigenschaften erhilt man das folgende Lemma, bei dem Punkt (i)
Inhalt von T 4.5 in [Lud85a], Kapitel IV, §4, S. 115 ist:

Lemma 8.4.4 Das Intervall [0,1]a besitzt die folgenden Eigenschaften:

(i) Es gilt die Mengeninklusionskette:

L C[0,1]a C Am.

(71) [0,1]a ist abgeschlossen beziiglich (A, Ba).
(#i) [0, 1]a ist konvere Menge.

Beweis:

zu (i): Die erste Mengeninklusion folgt direkt aus Punkt (iii) des Lemmas 8.4.2.
Die zweite ergibt sich unmittelbar aus der Definition von [0, 1]a, denn fiir ein
y € [0,1]a gilt fir alle z € K:

0 S fA(‘T,y) S 1.

Also muf auch das Supremum von | éa(z,y) | tiber alle z € K kleiner oder
gleich 1 sein. Das heift aber gerade ||y|| < 1, also ist y Element der Normein-
heitskugel von A beziiglich || - ||

zu (ii): Sei (y;)icr ein Netz aus [0, 1]a, das gegen ein Element y € A beziiglich
(A, Ba) konvergiert. Offenbar ergibt sich dann fiir alle 4 € I und alle z € K:

0 <éa(z,y;) <1.

Da fiir jedes Element z aus K die Abbildung éa (z, -) stetig beziiglich o(A, Ba)
ist, folgt sofort fiir alle z € K:

0< fA('T’y) <L
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Damit ist aber gerade die gesuchte Abgeschlossenheit gewonnen.

zu (iii): Seien y1,y2 Elemente aus [0,1]a, und sei A aus dem reellen Intervall
(0,1) gewdhlt, dann gehort Ay; + (1 — A) yo aufgrund der Vektorraumeigen-
schaft zu A. Aufierdem gilt aufgrund der Zugehérigkeit von y; und y9 zu [0, 1]a
fiir jedes £ € K die Ungleichungskette:

0 <Aéa(z,y1) + (A=A éalz,12) <A+(1-X) <1

Also gilt 0 < Ay + (1 — A) y2 < 1, und somit gehdrt auch Ay; + (1 — A) y2 zu
[Oa l]A- |

Da [0,1]s die Menge £ umfa®t, kann man in sinnvoller Weise die Definition 8.3.14
von L auf [0, 1]a erweitern.

Definition 8.4.5
Fiir eine beliebige Teilmenge N von [0, 1]o wird definiert:

Ky(N):={z € K| éa(z,y) =0 Vy € N}.

Nachdem nun auf A und £ eine Halbordnung zur Verfiigung steht und nachdem
mit [0, 1]ao ein Ordnungsintervall in A definiert wurde, soll zum zweiten Teil des
Abschnitts iibergegangen werden.

Mit der Bereitstellung des Konvexitiatsbegriffes aus Definition 8.3.1 kann man gemaf
T 4.2 aus [Lud85al, Kapitel IV, §4, S. 115 ein Charakteristikum fiir das Verhéltnis
von K zu Ba formulieren:

Lemma 8.4.6 Die Norm-Einheitskugel Ba von Ba ist zum einen identisch mit
dem Abschluf der konvexen Hille der Menge K U(—K) beziiglich der Norm || - || 54,
und zum anderen fallt Bap mit dem Abschluf der konvezen Hiille von K U (—K)
beziiglich der Topologie o(Ba,A) zusammen. Das heifit, es gilt die folgende Glei-
chungskette:

wlliea (KU (-K)) = @K U(-K)) = Bay
Dabei sei mit co die konvexe Hiille bezeichnet, also der Durchschnitt aller konvezren

Teilmengen von Ba, die KU(—K) umfassen. Mit co™ sei der Abschluf der konvexen
Hiille beziiglich der im Superskript bezeichneten Topologie gemeint.
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Beweis:

Die Identitdt der beiden Abschliisse der konvexe Hiillen von K U (—K) folgt
mit [SW99], Kapitel II, Abschnitt 9.2, Korollar 2, S. 65. Der zweiten Identitét
gelten die folgenden Uberlegungen.

Das zugrundeliegende Dualsystem fiir die nun angestellten Betrachtungen ist
stets das Norm-Dualsystem < Ba, A,{a >. Dabei ist zu bedenken, dafs A laut
Satz 8.1.17 vermittels eines isometrischen Isomorphismus mit ganz B/, identi-
fiziert werden kann, denn A ist mit Satz 8.2.3 (iv) symmetrisch. Identifiziert
man so A und Ba, wie es bisher schon 6fters getan wurde, fallen €A und die
kanonische Bilinearitdt < -,- >p, des Norm-Dualsystems < Ba, B)\ > gemif
Lemma 8.1.21 zusammen. Damit fallen auch die beiden Dualsysteme insge-
samt zusammen. Bezeichnet M eine Teilmenge von Ba, dann bezeichnet man
die Menge {y € A| |éa(z,y)|< 1 Vz € M} als die M zugehorige absolutpo-
lare Menge. Sie soll mit dem Symbol M°l belegt werden. Einer Teilmenge N
von A wird dagegen die Menge {z € Ba| |€éa(z,y)|< 1 Vy € M} als absolut-
polare Menge zugeordnet. Sie erhiilt den Namen N9, Fiir Teilmengen M von
Ba und N von A wird Mlellel .= (Mlol)lol und Nlollel .= (N'o))lol definiert.
Mengen des Typs M!°/°l nennt man absolutbipolare Mengen.

Zum Beweis der Behauptung werden zunéchst zwei Hilfsaussagen formuliert
und bewiesen.

Hilfsaussagen:

(i) Ay ist gleich der absolutpolaren Menge zu K U (—K),
(ii) die absolutpolare Menge zu Ay ist identisch mit Bjy|.

zu (i): Es gilt: (KU(-K)ll = {yeA| |éa(z,y)|<1VzeKU(-K)}

= {ye Al [lalz,y)[<1VzeK} = Ay,
Fiir die letzte Identitét sei an Lemma 8.2.13 (ii) erinnert.

zu (ii): Es gilt: Am = {zeBa| [éalz,y)[<1Vye Ay}
— {z€Ba| 7|£A”(;|’|y)‘ <1VyeA\{o}}
yeayzo Iyl

= {ze€Bal |zll, £1} = Bap-

Mit den Hilfsaussagen (i) und (ii) erhélt man zunéchst Baj;| = (KU(-K ))letlel,
Der Bipolarensatz, vergleiche etwa [K6t66], §20.8 (5), S. 248, besagt jetzt, daf
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die absolutbipolare Menge zu K U (—K), also (K U (—K))ll°l gleich dem Ab-
schluft der absolutkonvexen Hiille von K U(—K) beziiglich o(Ba, A) ist. Dabei
bezeichnet die absolutkonvexe Hiille von K U(—K) den Durchschnitt aller ab-
solutkonvexen Teilmengen von Ba, die K U (—K) umfassen. Geméaf [K&t66],
Kapitel 3, §15.10, S. 164 nennt man eine Teilmenge A eines reellen Vektorrau-
mes X absolutkonvex, wenn sie mit 1 und z9 stets auch oy x1+ a9 x2 enthilt,
wobel a1, g € Rmit |ag | + |ae|< 1 gilt.

Damit bleibt also nur noch zu zeigen, daf fiir K U (—K) die konvexe und
die absolutkonvexe Hiille zusammenfallen. Trivialerweise ist die konvexe Hiille
Teilmenge der absolutkonvexen Hiille, so dal man sich auf den Nachweis der
umgekehrten Mengeninklusion beschrinken kann. Sei dafiir z aus der absolut-
konvexen Hiille von K U (—K) gewdhlt, dann existieren eine Familie (a;)7

n
aus dem reellen Intervall R\ {0} mit > |a;|< 1 und eine Familie (7;)}_; aus
=1

n
der Menge KU(—K) so, dak z = ) «;7; gilt. Es werden zwei Fille betrachtet.
i=1

n
Gilt > |a;|= 0, dann folgt auch z = 0. Nun handelt es sich bei 0 aber um
i=1
ein Element von co(K U (—K)), denn man erhilt 0 = 32’ + 3(—2') fiir ein
n

beliebiges ' € K U (—K). Folglich gehort im Fall Y | ;| = 0 das Element z
i=1

zur konvexen Hiille von (K U (—K)).
n

Sei nun Y |@;|> 0. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann von |a;|# 0
i=1

fiir jedes 7 € {1,...,n} ausgegangen werden. Ob ihrer Endlichkeit kann man

n
die Summe ) ;T; derart umsortieren, daf fiir ein geeignet zu wihlendes

=1
ny1 < n gilt:

Vi<nig: a; <0,

Vi > ng: a; > 0.

Setzt man dann noch

-y fﬁr’iE{l,"',’l’ll} —; fﬁriE{l,---,nl}
A= und z; := ,
a;firie{n;+1,---,n} z;firie{ni+1,--- ,n}
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dann kann man die folgenden Umformungen vornehmen:

ni n
r = Zaiwi + Z ;T

=1 1=ni1+1
ni n

= Z(—ai)(—@) + Z 04T
=1 t=n1+1
n n n )\

= > iz = O N>
i=1 j=1 =1 (D N)

= MY + (1= ()0
j=1 i=1 (l;/\l) i=1

n n n
Offensichtlich gilt Y- A; = Y | @; |, so dak man auch 0 < Y7 A; <1 erhilt.

i=1 i=1 1=1
Auferdem liegt fiir jedes i € {1,--- ,n} mit Z; auch —%; in K U(—K). Ebenso
n
ist fiir jedes i € {1,--- ,n} das zugehdrige \; positiv. Also stellt > —2i—u;
i=1 (X M)
=1

eine Konvexkombination von Elementen aus K U (—K) dar, und somit ist
n

Y —2i—x; auch Element von co(K U (—K)). Wie weiter oben bereits er-
=1 (El Aj)

lautert wurde, liegt auch 0 in der Menge co(K U (—K)). Demnach zeigt die
obige Gleichungskette, dak z sich als eine Konvexkombination von Elemen-
ten aus co(K U (—K)) darstellen 14ft, wodurch die Zugehorigkeit von z zu
co(K U (—K)) gesichert ist. [ ]

Im Rahmen der Theorie der geordneten normierten Rdume fiihrt die durch Lemma
8.4.6 zur Verfiigung stehende Aussage beziiglich des Verhiltnisses von K zu Ba zur
sogenannten Basis-Normiertheit von Ba. Die Basis-Normiertheit von B ist von
zentraler Bedeutung, um das nachfolgende Darstellungstheorem fiir die Elemente
von Ba durch die Elemente von K zu beweisen. Da die Darlegung des angedeuteten
Zusammenhangs zur Theorie der geordneten normierten Rdume und der anschliefsen-
de Beweis des Darstellungstheorems aufserordentlich umfangreich sind, werden im
Interesse der Ubersichtlichkeit die zugehorigen Erérterungen in Anhang D.3 durch-
gefiihrt. Es wird hier nur das Theorem formuliert, das einen Teil von T 4.10 in
[Lud8bal, Kapitel IV, §4, S. 117 darstellt:
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Satz 8.4.7 (Darstellungstheorem fiir die Elemente von Bj)

Zu jedem Element x der Menge Ba und zu jeder echt positiven reellen Zahl ¢ exi-
stieren zwei reelle Zahlen o, B > 0, zwei Elemente x1,xy der Menge K sowie zwei
Elemente 4o,y der Menge Ay so, daf$ die folgenden Beziehungen gelten:

r=ar — B.’L‘g und §A($lay0) Z 1- g, é-A(xlay()) ]-7

sowie  Ea(x2,y0) = —1, En(z2,yp) < —1+¢.

Beweis:

Siehe Anhang D.3. Die obige Behauptung ist dort identisch mit Satz D.3.19.
|

Das Darstellungstheorem 8.4.7 erweist seine Niitzlichkeit im néchsten Kapitel an
mehreren Stellen. Zum einen wird es benétigt, um die zwei wichtigen Darstellungs-
sitze X = K und £ = [0, 1]a in Abschnitt 9.4 zu beweisen. Zum anderen geht es
in den Beweis hinsichtlich des Verhéltnisses einer besonderen Teilmenge der Effekte
zur gesamten Menge L in Satz 9.5.1 ein.

Damit stehen nun alle wichtigen Instrumente und Aussagen zur Motivation weite-
rer Axiome in Kapitel 9 zur Verfiigung. Dabei kann die Theorie, von der fiir die
nichsten Schritte ausgegangen wird, zusammenfassend durch das folgende Schema
charakterisiert werden:

Menge Uniformitdt der physikalischen Unschérfe
Zusténde K o(Ba,A) |k
Effekte L o(A, Ba) |z

Wabhrscheinlichkeitsfunktion: fi|g.; = &alger = < >Barxi



Kapitel 9

Hauptaxiome des Messens

In Kapitel 5 wurde die Préaparier-Registrier-Struktur und darauf aufbauend in Kapi-
tel 6 die Zustands-Effekt-Struktur vorgestellt. Es wurde dort auch motiviert, warum
es sich bei dem Wirklichkeitsbereich, der durch die Quantenmechanik erfafst werden
soll, um eine besondere Form einer Zustands-Effekt-Struktur handelt. Im Anschluf
an die Einfiihrung geeigneter uniformer Strukturen der physikalischen Unschérfe in
Kapitel 7 und an die Einbettung der Theorie in geeignete Banachraum-Strukturen
im vorhergehenden Kapitel ist es das Ziel des nachfolgenden Kapitels, die bisher
gewonnene Struktur zur Begriindung des Begriffs des Mikrosystems weiterzuent-
wickeln. Dadurch kommt der in Kapitel 5 begonnene Prozef der immer genaueren
Charakterisierung des Grundbereichs der Quantenmechanik hier zu einem ersten
Abschluf. Basierend auf dem Begriff des Mikrosystems wird dann die Quantenme-
chanik in realistisch fundierter Weise als diejenige physikalische Theorie definiert,
die die durch Mikrosysteme vermittelte Wechselwirkung beschreibt.

Dazu werden zunichst die zwei Axiome AV 1.1 und AV 1.2 vorgestellt, die sich mit
der Konstruktionsmoglichkeit von Effekten auf der Basis vorgegebener Effekte be-
stimmter Eigenschaften befassen. Bereits AV 1.1 wird sich als ausreichend erweisen,
in der Menge der Effekte die sogenannten Entscheidungseffekte auszuzeichnen, die
fiir die gesamte Theorie eine wichtige Rolle einnehmen. Insbesondere wird sich her-
ausstellen, daf die mit G bezeichnete Menge der Entscheidungseffekte beziiglich der
durch Definition 8.4.1 gegebenen Halbordnung ein vollstiandiger Verband ist.

Die darauffolgenden Axiome AV 2 und AV 2f setzen Uberlegungen um, inwieweit
die Elemente einer Seite von K von anderen Zusténden, die nicht zu derselben Seite
gehoren, unterschieden werden kénnen. Das Axiom AV 2 erweist sich im Verbund
mit Axiom AV 1.2 als geeignet, die Darstellungstheoreme £ = [0, 1] und X = K
zu beweisen. Auferdem stellt sich heraus, daf der beziiglich o(A, Ba) gebildete

221



222 KAPITEL 9. HAUPTAXIOME DES MESSENS

Abschluf der konvexen Hiille der Menge G der Entscheidungseffekte mit der Menge
L zusammenfillt. Also kann die Menge aller Effekte L vollstdndig durch den Verband
der Entscheidungseffekte charakterisiert werden.

Das in der Folge formulierte Axiom AVid, das sich als rein mathematische Idealisie-
rung erweisen wird, ermdglicht es, in natiirlicher Weise eine Orthokomplementation
auf dem Verband der Entscheidungseffekte zu definieren. Auch wird sich die Ortho-
modularitdt des so orthokomplementierten Verbandes zeigen lassen.

Im Anschluf daran wird der Einfiihrung des Begriffes der Koexistenz im Zusam-
menhang mit Effekten ein Axiom folgen, das die apparative Realisierbarkeit von
Mengen koexistenter Effekte zum Ausdruck bringt. Bei Betrachtung von Entschei-
dungseffekten fiihren Betrachtungen zu ihrer Nicht-Koexistenz auf das Axiom AV 3.
Zusammen mit dem danach motivierten Hauptaxiom der Quantisierung AV 4s wer-
den Aussagen in die mathematische Theorie integriert, die typische Erfahrungen
mit quantenmechanischen Experimenten wiedergeben. Daher werden AV 3 und AV
4s zur Begriindung des Begriffes des Mikrosystems fiihren. Mathematisch wird sich
der Verband der Entscheidungseffekte insbesondere als atomarer Verband mit Uber-
deckungseigenschaft darstellen.

Bei der Formulierung der genannten Axiome wird sich an vielen Stellen die besondere
Leistungsfahigkeit der mathematischen Strukturen erweisen, die das Kapitel 8 zur
Verfiigung stellt.

9.1 Hauptaxiome der Empfindlichkeitssteigerung von
Effekten

Die Weiterentwicklung der mathematischen Theorie beginnt mit der Formulierung
der Axiome der Empfindlichkeitssteigerung der ersten und zweiten Art.

Dabei wird zunéichst motiviert, daf man unter bestimmten Voraussetzungen rela-
tiv zu zwei vorgegebenen Effekten auf die Konstruktionsméoglichkeit eines weiteren
Effektes mit bestimmten Eigenschaften schliefen kann. Anschliefend wird eine ver-
wandte Situation untersucht, in der auf die Konstruktionsmoglichkeit eines Effektes
beziiglich eines einzelnen vorgegebenen Effektes eingegangen wird.

9.1.1 Empfindlichkeitssteigerung beziiglich zweier Effekte

Mit Lemma 8.4.2 (iii) wurde bereits festgestellt, daf man ohne weitere Nebenbe-
dingungen durch 1 in £ stets ein grofites Element angeben kann. Physikalisch ist
das aber trivial, denn 1 gewinnt man fiir jede Registriermethode by als zugehorigen



9.1 HAUPTAXIOME DER EMPFINDLICHKEITSSTEIGERUNG VON EFFEKTEN 223

Effekt des Effektverfahrens (bg,by). Im weiteren Verlauf soll nun auch die Forde-
rung nach der Existenz eines grofiten Elementes unter gewissen Nebenbedingungen
formuliert und dann anhand einiger Beispiele diskutiert werden. Anschlieflend wird
dann noch der wichtige Schritt der Idealisierung zu einer auch mathematisch zu-
friedenstellenden Aussage fiihren, die dann das zum Abschluft des Unterabschnittes
geforderte Axiom liefert.

Eine physikalisch interessante Nebenbedingung besteht in der Beschrinkung auf
Effektverfahren, die mit Sicherheit zu ,echter Wechselwirkung“ in der Lage sind.
Darunter seien Effektverfahren f aus der Menge F verstanden, fiir die es Zustinde
w aus K so gibt, dak die relative Haufigkeit bei Pridparation entsprechend w ver-
schwindend gering wird. Ist das der Fall, weif man, dafs das Effektverfahren nicht
ohnehin stets mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit anschliagt. Wenn es aber zu ei-
ner signifikanten Haufigkeit bei einem Préparierverfahren a kommt, dann weif$ man,
dak eine Wechselwirkung von a nach f stattgefunden hat. Fiir solche Effektverfahren
soll das Folgende verlangt werden:

Zu je zwei Effektverfahren fi, fo der Menge F, fiir die es einen Zustand
wy aus K so gibt, dak die relative Haufigkeit des Eintretens sowohl von f;
als auch von f5 bei Priaparation entsprechend dem Zustand wy klein ist,
existiert ein drittes Effektverfahren f aus der Menge F derart, daf f in
jedem Zustand w aus X in physikalischer Approximation, also unter Be-
riicksichtigung der gewahlten physikalischen Unschéirfemengen, mit gro-
erer relativer Haufigkeit anschligt als f; und fs, aber bei Priparation
im Zustand w, ebenfalls eine kleine relative Haufigkeit liefert.

Die Aussage ist zunéchst recht abstrakt und vor allem durch die Formulierungen
»klein“ vom mathematischen Standpunkt noch nicht exakt genug gefaltt, so dak die
obige Formulierung noch nicht die geeignete Form eines Axioms hat. Bevor dem mit
Hilfe eines Idealisierungsprozesses begegnet wird, werden einige Beispiele erdrtert,
die die obige Aussage illustrieren und damit auch motivieren.

Dazu eignen sich einige bereits friither verwandte experimentelle Aufbauten. Als Re-
gistriermethode by wird ein Auftreffzihler gewdhlt, der durch die sensible Fléche F
charakterisiert sei und der dariiber hinaus derart abgeschirmt sei, dafs die Nullrate
verschwindend gering ist. Man teile nun die Fliche F' in zwei disjunkte Teilflichen
F} und F5. Die den Flichen F} und F, zukommenden Registrierprozeduren werden
mit b; und by benannt. Zu den sich ergebenden Effektverfahren (bg, b;) und (by, b2)
14Kt sich problemlos ein Préparierverfahren und damit ein Zustand konstruieren,
der beide Effektverfahren nur mit vernachlissigbarer relativer Héufigkeit anspre-
chen lafst. Man wéihle dazu etwa eine Uranprobe mit einem Blendensystem, das
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derart konstruiert ist, dafs die Vorzugsrichtung des Probenblendensystems nicht auf
die Flache F' zeigt. Dann ergeben sich relative Haufigkeiten, die verschwindend ge-
ring sind, da die Nullrate nach Voraussetzung abgeschirmt sein soll. Um der oben
formulierten Forderung zu geniigen, muf jetzt ein weiteres Effektverfahren mit den
geforderten Eigenschaften angegeben werden. Das ist aber in einfacher Weise mog-
lich. Der Fliache F' bestehend aus F} und F5 kommt ebenfalls eine Registrierprozedur
b zu. Offensichtlich ist fiir jeden Zustand w die relative Haufigkeit des Eintretens von
(bo, b) grofer als diejenige des Eintretens von (bg, 1) oder (by, b2). Und ebenso leicht
einsichtig ist der Umstand, dak (o, b) auch bei Praparationen geméf dem Zustande
wq verschwindend geringe relative Hiufigkeiten liefert. Véllig analoge Uberlegungen
kann man anstellen, wenn man als Registrierapparatur eine Nebelkammer wihlt und
wenn man dort geeignete Raumgebiete auszeichnet. Oder man nimmt als Registrier-
methode einen fluoreszierenden Schirm und als Zustand w, etwa die Klasse, die dem
Préaparierverfahren zukommt, das aus einem bestimmten Laser und einem bestimm-
ten Doppelspalt besteht. Man kann auf dem Schirm gewisse Gebiete auszeichnen,
bei denen es nie leuchtet. So gewinnt man dann wiederum ein Effektverfahren mit
geringer relativer Haufigkeit, und die Vereinigung der Flichen liefert in derselben
Weise ein Effektverfahren mit den geforderten Eigenschaften wie im obigen Falle des
Auftreffziahlers.

Die Aufzéhlung von Beispielen soll mit einer etwas komplizierteren Situation ab-
schliefen. Dazu werden zwei baugleiche Auftreffzéhler verwandt. Vor den beiden
Auftreffzahlern positioniere man jeweils einen Filter. Die beiden Filter mégen mit
T; und T benannt sein, und sie mogen sich unterscheiden. Als Beispiel denke man
etwa an verschieden gefirbte Glasscheiben. Es sei vereinfachend angenommen, daf
bei beiden Filtern keine Reflexion, sondern nur Absorption und Transmission vor-
kommt. Damit hat man nun zwei Registriermethoden gewonnen. Trifft man die
Abmachung, dafs bei beiden das Nicht-Eintreten eines Zahlimpulses auf der sensi-
blen Fliche als interessante Verinderung gilt, liegen zwei Effektverfahren f; und f,
vor, die jeweils das Absorptionsverhalten des Filters untersuchen. Durch p(w, ¥/(f1))
und p(w,¥(fe)) werden jeweils die Absorptionskoeffizienten im Zustande w abge-
bildet. Die Filter sollen derart gew#hlt sein, dafl es moglich ist, einen Zustand wy
durch ein Préparierverfahren zu realisieren, bei dem bei beiden Filtern nahezu keine
Absorption stattfindet. Bei Priparation im Zustand wg werden also die relativen
Héufigkeiten sowohl von f; als auch f; verschwindend gering sein. Im Falle der
gefiarbten Glasscheiben hiefle das einfach, daf es einen beiden Scheiben gemeinsa-
men Spektralbereich fiir die Transmission geben soll. Nun stellt sich die Frage, in
welcher Weise ein Apparat zu bauen ist und in welcher Weise an ihm eine Verin-
derung zu definieren ist, so dak die Anforderungen der obigen Aussage erfiillt sind.
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Haufig besteht eine Mdoglichkeit darin, daf man vor einen Auftreffzihler einen Fil-
terblock der Form 7Y T,T0 T, - - - T Ty“ plaziert, wobei der Auftreffzihler baugleich
zu den bei f; und fy; verwandten Auftreffzihlern sein moge. Warum ein derartiger
apparativer Aufbau den Anforderungen geniigt, sollen die folgenden Uberlegungen
plausibel machen. Wenn im Zustand wy sowohl bei T} als auch bei Ty kaum Absorp-
tion stattfindet, dann sollte auch bei haufiger Aneinanderreihung beider Filter wenig
Absorption stattfinden. Je geringer die Absorption bei 7} und 75 ist, desto geringer
ist sie es auch am Filterblock. Andererseits sollte bei Zustdnden, in denen an 77 oder
T, nennenswerte Absorption stattfindet, auch beim Filterblock mindestens genau-
so hohe Absorption stattfinden, so dak die relative Haufigkeit des Nicht-Eintretens
eines Zahlimpulses fiir das Effektverfahren mit Filterblock stets grofer ist als die re-
lative Haufigkeit fiir einen der Filter alleine. Allerdings muf angemerkt werden, daf
es entscheidend ist, hinreichend viele T;75-Blocke hintereinanderzuschalten, wie das
folgende Beispiel zeigt. Als Filter 77 und 75 werden zwei baugleiche Polarisationsfil-
ter fiir Licht gewahlt, wobei der eine Filter gegeniiber dem anderen um 45° gedreht
ist. Mit Hilfe eines dritten ebenfalls baugleichen Polarisationsfilters wird Licht so
prapariert, daf beziiglich T, volle Absorption vorliegt, also pu(w,¥(f2)) ~, 1 gilt.
Die Polarisationsebene des zur Priaparation verwandten Filters ist somit senkrecht
zu derjenigen von T5. Zur Illustration siehe man Abbildung 9.1 auf Seite 226. Dann
erhdlt man fiir einen Filterblock mit n-facher Aneinanderreihung von 7775 im Zu-
stand w eine Wahrscheinlichkeit von 1 — (3)?". Das heift, wenn n nicht hinreichend
grof$ ist, erhilt man auch bei Beriicksichtigung der physikalischen Unschéarfe einen
signifikant kleineren Absorptionskoeffizienten fiir den Filterblock als fiir den Filter
T5 alleine.

Nachdem nun einige Beispiele und Uberlegungen zur Motivation dargestellt wor-
den sind, sollen die nédchsten Schritte zur Formulierung eines Axioms durchgefiihrt
werden.

In einem ersten Schritt soll die obige Formulierung etwas mehr in das mathematische
Bild iibersetzt werden. Die so gewonnene Aussage wird mit A; benannt:

Gibt es zwei Effekte g1, g2 in L, einen Zustand wy in K und echt positive,
aber kleine reelle Zahlen €1, eo mit p(wo, g1) < &1 und p(wp, g2) < &3,
dann gibt es einen weiteren Effekt g in L sowie zwei echt positive und
ebenfalls kleine reelle Zahlen 6,7 derart, dafl einerseits der Ungleichung
p(wo, g) < 6 entsprochen wird und daf andererseits u(w, g;)—n < p(w, g)
fiir jedes w aus K und i € {1, 2} gilt.

Von der Aussage A; kann zu der folgenden physikalisch gleichwertigen Aussage iiber-
gegangen werden:
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Abbildung 9.1: Erlauternde Darstellung der relativen Stellung der Pola-
risationsebenen fiir die im Text geschilderte Situation, bei der der Filter-
block 1775 nicht stirker absorbiert als der Filter T, alleine. P steht dabei
fiir die Polarisationsebene des Filters, der fiir die Praparation verwendet
wird. Die Ausbreitungsrichtung des Lichtes stehe dabei senkrecht auf der
Seite und zeige in die Seite hinein.

Al Gibt es zwei Effekte g;, go in L, einen Zustand z( in K und echt positive,
aber kleine reelle Zahlen £1,e9 mit [i(xg, g1) < &1 und fi(zo, g2) < &2,
dann gibt es einen weiteren Effekt g in L sowie zwei echt positive und
ebenfalls kleine reelle Zahlen 6,7 derart, dafl einerseits der Ungleichung
(g, g) < 0 entsprochen wird und da® andererseits iz, g;) —n < ji(z, g)
fiir jedes z in K und ¢ € {1, 2} gilt.

Wie angedeutet, handelt es sich bei A; und A} um physikalisch gleichwertige Aus-
sagen. Die zugehorige Diskussion birgt aber keine neuen physikalischen Einsichten,
so dafs sie hier ausgespart wird. Es sei dafiir auf Abschnitt E.1 verwiesen.

Da man aus der Erfahrung heraus keine genaue Grenze angeben kann, wie klein
die in der Formulierung A} vorkommenden Zahlen £1,e5,0 und 1 werden kénnen,
und da auch kein physikalischer Umstand bekannt ist, der €1,e9,6 und 7n prinzi-
piell nach unten begrenzt, ist der Weg der Idealisierung geboten. Das heifit, wenn
man ohne Begrenzung Schritt fiir Schritt immer kleinere ; und e, experimentell
realisieren kann, dann sollte man auch ohne Begrenzung Schritt fiir Schritt immer
kleinere § und 7 verwirklichen kénnen. Das Realisieren immer kleinerer Abschét-
zungen £; und €9 wird sicher dadurch vonstatten gehen, daff man immer bessere
Effektapparaturen baut, die im Zustand w zu immer kleiner abschétzbaren Wahr-
scheinlichkeiten p(wg, g) fiihren. Wenn man idealisierend davon ausgeht, daf das
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beliebig gut gemacht werden kann, dann heifft das mathematisch, daf man zwei
Folgen (g1n)nen, (92n)nen in L findet, fiir die beziiglich eines Zustandes xy aus K
die Konvergenzen [i(zg, g1,) — 0 und fi(zg, g2,) — 0 gelten. Die Forderung ohne
Idealisierung bestand nun darin, daf man zu jedem n € N einen Effekt g, angeben
kann, fiir den pu(wo, g,) durch eine kleine Zahl §,, abgeschétzt werden kann und der
bis auf eine kleine Zahl 7, empfindlicher als g1, und g, ist. Idealisiert man nun,
heifit das, dak man verlangt, daf (6,)nen und (7,)nen Nullfolgen sind. Dabei kann
man die Forderung nach der Nullfolgeneigenschaft von (8, ),en auch gleich durch die
Forderung ji(xo, g,) — 0 ersetzen.

Also erhélt man aus der Aussage A} durch Idealisierung die folgende Aussage:

Fiir zwei Folgen (¢in)nen; (g2n)neny in L und einen Zustand zg in K
mit [i(xg, g1n) — 0 und [i(zo, go,) — 0 existieren eine Folge (g, )nen
in £ und eine positive reelle Nullfolge (7,)nen derart, daf einerseits
({0, gn))nen gegen 0 konvergiert und dak andererseits fiir jedes z in K,
jedes n € N und jedes i € {1, 2} die Ungleichung ji(z, gin) — 1 < (2, gn)
gilt.

Damit ist jetzt eine mathematisch exakte Aussage gewonnen. A, ist aber noch recht

unhandlich. Deshalb soll stattdessen eine mathematisch ansprechendere Aussage

AV 1.1 gefordert werden, die von A, impliziert wird. Wie bereits mehrfach in Kapitel

8 angedeutet, bietet die dort aufgebaute mathematische Rahmentheorie gerade die

Moglichkeit mathematisch attraktiverer Formulierungen. Die Aussage AV 1.1, die

identisch ist mit der gleichnamigen Aussage in [Lud85a|, Kapitel VI, §1.1, S. 155,

lautet:

AV 1.1 Hauptaxiom der Effekt-Empfindlichkeitssteigerung der 1.Art:
Seien y,1ys zwei Elemente der Menge fJ, dann existiert ein Element y der Menge
fJ, so dal zum einen die Relationen y > y;,ys gelten und daf zum anderen die
Mengeninklusion

Ko(y) 2 Ko(y1) N Ko(y)

erfillt wird.

Das besagte Verhéltnis von AV 1.1 zu der Aussage A, ist Inhalt nachfolgenden
Satzes, das Ludwig als T 1.1.1 in [Lud85al, Kapitel VI, §1.1, S. 155 notiert:

Satz 9.1.1 Die Aussage Ay impliziert die Aussage AV 1.1.
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Beweis:

Seien y1,y2 € L, dann existieren mit Lemma 8.2.9 zwei Folgen (g1n)nen und
(92n)nen in L, so dak fir ¢+ € {1,2} die Konvergenzen g¢;,, — y; beziiglich
der Topologie 6(L,X) gelten. Man betrachte die zwei Falle:

1.Fall: Sei Ko(y1) N Ko(y2) = @. Dann ist in 1 das gesuchte Element gefunden,
denn zum einen gelten mit Lemma 8.4.2 (iii) die Beziehungen y1,y2 < 1
und zum anderen folgt mit Lemma 8.2.13 die Identitidt Ko(1) = @.

2.Fall: Seinun zy € Ko(y1)NKo(y2) # @, dann ist (zo, gin) — 0 fiir s € {1,2},
da fi(zo, -) beziiglich 6(L,K) stetig ist. Also existieren mit As eine Folge
(9%9)pen C L und eine positive reelle Nullfolge (7, )nen, so dab gilt:

(20, 90) — 0, (9.1)
Vo€ K VneNVie{L,2}: i, gin) - < s, g20). (9:2)

Da £ nach Satz 7.1.1 beziiglich 6(£, %) kompakter, metrisierbarer uni-
former Raum ist, ergibt sich mit Lemma A.6.5 insbesondere die Folgen-
kompaktheit. Also existiert eine konvergente Teilfolge von (g&°)nen, die
der Ubersicht halber wiederum mit (g2°),en bezeichnet werden soll. Der
zugehdrige Grenzwert sei mit y™® bezeichnet.

(9.1) liefert offensichtlich fi(zg,y"°) = 0, und mit (9.2) erhdlt man die
Ungleichungen y*® > y1,y2. Mit den Lemmata 8.3.16 und 8.3.22 folgt die
Existenz eines Elementes Ty € K derart, daf Ko(y1)NKo(y2) das kleinste
Element aus W} ist, das To umfakt. Die bisherigen Betrachtungen waren
aber vollig unabhéngig davon, welches zy man aus Ky(y1) N Ko(y2) ge-
wahlt hat, und somit sind sie auch fiir alle zy € Ko(y1) N Ko(y2) gliltig.
Somit kann man auch xzg = To wihlen. Wie oben errechnet, gilt dann
y*0 > y1,y2 und (To,y%°) = 0. Also liegt Ty in Ko(y*°). Da nun aber
Ko(y1) N Ko(y2) das kleinste Element aus W ist, das Tp als Element
besitzt, folgt also auch Ky(y*°) O Ko(y1) N Ko(y2), wodurch auch der
letzte Teil der Behauptung bewiesen ist.

Damit ist die Aussage AV 1.1 als Konsequenz der physikalisch motivierten Aussage
Ay erkannt. Wenn nicht explizit etwas anderes gesagt wird, soll AV 1.1 ab jetzt
vorausgesetzt werden.

Bereits hier sei erwdhnt, daf AV 1.1 in enger Verkniipfung mit der sogenannten
Jauch-Piron-Eigenschaft steht, die im Rahmen der sogenannten verbandstheoreti-
schen Formulierung der Quantenmechanik eine prominente Rolle spielt, ohne jedoch
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eine tiefergehende physikalische Motivation zu erfahren. Es sei etwa auf [PP91], S. 41
und |Giu91], S. 37 verwiesen. Um die kanonische Form der Jauch-Piron-Eigenschaft
aber auch in der hier dargestellten Theorie wiederzufinden, miissen noch einige Un-
tersuchungen angestellt werden, und die Theorie muf um weitere Axiome angerei-
chert werden. Da es lohnenswert ist, das Verhaltnis zwischen der verbandstheoreti-
schen Formulierung und dem hier prasentierten Ludwigschen Standpunkt auch in
einer gewissen Gesamtheit zu untersuchen, wurde die zugehorige Analyse in einem
eigenen Kapitel durchgefiihrt. Dafiir und insbesondere fiir den erwdhnten Zusam-
menhang zwischen AV 1.1 und der Jauch-Piron-Eigenschaft sei auf Kapitel 12 ver-
wiesen.

Der Unterabschnitt soll enden mit dem folgenden Lemma, das die Form von AV 1.1
noch etwas vereinfacht und das einer Erlduterung in [Lud85a], Kapitel VI, §1.1,
S. 155 folgt:

Lemma 9.1.2 Seien y1,ys zwei Elemente der Menge ﬁ, dann ezistiert ein Element
y der Menge L, so daf§ zum einen die Relationen y > yi,ys gelten und daff zum
anderen die Identitdt

Ko(y) = Ko(y1) N Ko(y2)
gilt.

Beweis:

Mit der Giiltigkeit von AV 1.1 muf® lediglich gezeigt werden, daf unter den
gegebenen Voraussetzungen auch Ky(y) C Ko(y1) N Ko(y2) gilt. Seien dafiir
Y1,Y2,Y € L mit y > y1,y2 gewdhlt. Dann gilt mit ¢ € {1,2} aber, daf fiir alle
z € K mit Ea(z,y) = 0 auch éa(z,y;) = 0 folgt, das heifit:

Ko(y) ={z € K| &a(z,y) =0} C {z € K| {a(z,yi) = 0} = Ko(yi)-

Damit folgt dann die gesuchte Aussage. |

9.1.2 Empfindlichkeitssteigerung beziiglich eines Effektes

Im vorigen Unterabschnitt 9.1.1 wurden die experimentellen Erfahrungen im Zu-
sammenhang mit Filterblocken der Form T)7T,T|T;... untersucht. Dabei wurde
stillschweigend davon ausgegangen, dal 7} und 75, verschieden sind. Der Sonder-
fall der Identitdt von 77 und 75 wurde allerdings nicht explizit ausgeschlossen, da
die zugehorige Aussage, die mit dem Axiom AV 1.1 korrespondiert, trivial wird. In
einem solchen Falle wiren g; und ¢, identisch, und somit wiirde durch ¢, = g, das
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gesuchte Element aus £ auch gefunden. Dennoch birgt die Situation der Identitit
von 77 und 75, also die Betrachtung eines einzelnen Filters 77, im Verhéaltnis zu
einem Filterblock der Form 7777 ... noch physikalische Erfahrungswerte, die nicht
im Axiom AV 1.1 verarbeitet wurden.

Dazu sei ein Filter 7" betrachtet, der vor einem Auftreffzahler steht. Das zugehorige
Effektverfahren sei wiederum derart definiert, da die ausgezeichnete Veranderung
darin besteht, daf kein Zahlimpuls am Auftreffzihler stattgefunden hat. Der zuge-
horige Effekt sei mit g benannt. Bei Praparation im Zustande w aus X beschreibt
also p(w, g) wiederum die Absorption. Schaltet man nun den Filter n-mal hinterein-
ander und benennt man den damit gewonnenen Effekt mit g, dann ergibt sich im
Zustand w in der Regel die Wahrscheinlichkeit

M(way) =1- (1 - :u'(wa g))n (93)

Dabei soll wie stets der Einfachheit halber von der Reflexion abgesehen werden.
Wenn man in Zustidnden w aus X préipariert, die an g zu geringer Absorption fiihren,
wenn also u(w, g) relativ klein ist und wenn man von der obigen Wahrscheinlich-
keitsfunktion (9.3) ausgeht, dann liegt bei g eine grofere Absorption vor, denn es
gilt offenbar p(w, g) < p(w,q) fiir alle Elemente w aus der Menge K. Aber wenn n
nicht zu grok ist und wenn p(w, g) hinreichend klein ist, dann ist auch fiir u(w,3g)
mit, einer entsprechend kleinen Zahl zu rechnen. Pripariert man allerdings in Zu-
stdnden mit deutlich von 0 abweichender Eintrittswahrscheinlichkeit des Effektes g,
hat man auch schon bei recht kleinem n fiir die Eintrittswahrscheinlichkeit von g
einen Wert nahe bei 1 zu erwarten. Das ist insbesondere der Fall, wenn man einen
Zustand w' derart wahlt, daf die Wahrscheinlichkeit u(w’, g) in der Nahe des Ma-
ximalwertes von p(w, g) iiber alle Zustinde w aus K liegt und wenn g sich deutlich
von 0 unterscheidet.

Motiviert durch derartige Uberlegungen soll verlangt werden:

Zu jedem von 0 verschiedenen Effekt g, fiir den ein Zustand w mit ver-
schwindend geringer Wahrscheinlichkeit p(w), g) angegeben werden kann,
existiert ein anderer Effekt g, der fiir w ebenfalls mit verschwindend ge-
ringer Wahrscheinlichkeit anspricht, der aber in Zusténden, in denen die
Wahrscheinlichkeit des Eintretens von g nahe des Maximums iiber alle w
aus KX liegt, eine Ansprechwahrscheinlichkeit p(w,g) nahe der 1 besitzt.

Um aus einer solchen Forderung ein vollwertiges Axiom zu erhalten, sind noch einige
Schritte der Prézisierung und Idealisierung notwendig.

Zu jedem Element g aus £ und jedem Element wq aus X mit sehr kleinem g (wy, g)
liegt mit g/||g|| ein Element aus A vor, das die geforderten Eigenschaften besitzt.
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Es ist allerdings nicht gesichert, daR g/||g|| auch zu £ oder zumindest zu £ gehért.
Man bedenke nun, daf mit Lemma 8.2.13 (ii) das Maximum von pu(w, g) iiber die
Elemente von X gerade durch ||y|| gegeben ist. Daher konnte man, einem Vorschlag
von H. Neumann in [Neu03| folgend, die obige Motivation dazu nutzen, ein Axiom
der Form

JFiir alle Elemente y der Menge £ \ {0} gehort ﬁ zur Menge L.

zu fordern. Eine solche Aussage ist sicher mathematisch attraktiv, aber durch die
einleitenden Uberlegungen scheint eine derartig weitreichende Aussage nicht hinrei-
chend motiviert. Stattdessen soll ausgehend von der obigen Forderung etwas vor-
sichtiger vorgegangen werden.

In einem ersten Prazisierungsschritt, bei dem derselbe Sprachgebrauch wie in Un-
terabschnitt 9.1.1 im Zusammenhang mit der Aussage A; angewandt werden soll,
lautet die Forderung:

Gibt es einen Effekt g aus £ \ {0}, einen Zustand wy aus X und echt
positive, aber kleine reelle Zahlen €1, e, mit p(wy, g) < €1, dann gibt es
einen weiteren Effekt g aus L sowie echt positive, ebenfalls kleine reelle
Zahlen 0,7 derart, dal einerseits die Relation p(wg,g) < ¢ erfiillt ist
und daf andererseits fiir jedes w aus X mit p(w,g) > ||g|| — e2 auch
p(w,g) > 1 —n gilt.

Dabei sei nochmals daran erinnert, dal mit Lemma 8.2.13 (ii) die Norm von g das

mathematische Aquivalent fiir das oben verwandte Maximum der Wahrscheinlichkeit

von u(w, g) iiber alle Zustande w aus X ist.

Entsprechend dem Ubergang von der Aussage A; zu der Aussage A} im vorigen

Unterabschnitt kann die folgende der Aussage As physikalisch gleichwertige Aussage

A} gewonnen werden. Fiir die zugehorige Diskussion sei auf Abschnitt E.2 verwiesen.

Al Gibt es einen Effekt g in £\ {0}, einen Zustand z, in K und echt positive,
aber kleine reelle Zahlen €1, g9 mit ji(xg, g) < €1, dann gibt es einen wei-
teren Effekt g in £ sowie zwei echt positive, ebenfalls kleine reelle Zahlen
d,n derart, dak einerseits die Relation fi(zo,g) < ¢ erfiillt ist und daf an-
dererseits fiir jedes z aus K mit ji(x, g) > ||g|| — €2 auch p(z,9) > 1—1n
gilt.

Da, wie bei A}, auch im Falle von A} keine Aussage iiber eine prinzipielle Begrenzung
der vorkommenden Zahlen &1,¢9,9,7 gemacht werden kann und da vielmehr die
Erfahrung zeigt, daft es schrittweise mdéglich ist, immer kleinere Zahlen experimentell
zu realisieren, soll wiederum der Weg der Idealisierung beschritten werden.
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Wenn man zu einem vorgegebenen Effekt g aus £ \ {0} schrittweise Zustinde der-
gestalt realisieren kann, daf die zugehorige Wahrscheinlichkeit des Eintretens von
g immer kleiner wird, dann soll es moglich sein, einen anderen Effekt g aus L mit
den folgenden beiden Eigenschaften anzugeben. Einerseits soll g fiir dieselbe Folge
von Zustédnden ebenfalls mit immer geringerer Wahrscheinlichkeit eintreten. Ande-
rerseits soll fiir den Effekt § die Wahrscheinlichkeit fi(z',g) seines Eintretens im
Zustand z’ aus K umso besser gegen 1 abgeschétzt werden konnen, je ndher man
mit fi(z', g) bei ||g|| liegt. In mathematisch priziser Form fordert man somit von A}
ausgehend in idealisierender Weise:

Zu jedem Effekt g aus £ \ {0} und jeder Folge von Zusténden (z,)nen

in K mit j(z,,g) — 0 existieren ein weiterer Effekt g in £ und eine
e—0

Abbildung § aus der Menge {t : R, — R, | t(¢) —— 0} derart,

dak einerseits (/i(xn,9))nen gegen 0 konvergiert und dak andererseits fiir
jedes ¢ > 0 und jeden Zustand z' aus K mit (z',g) > ||g|| — ¢ auch
(2, g) > 1 = d(e) gilt.

Da die Elemente aus £ von den Elementen aus £ physikalisch nicht unterscheidbar
sind, soll die obige Forderung erweitert werden auf alle Elemente von L. Dabei kann
man sich im weiteren auf Folgen (z,)n,en C K beschrinken, die beziiglich der Norm
||| 5, konvergieren. Das ist nicht zwingend, aber fiir das angestrebte Axiom ist eine
derartige Beschriankung ausreichend. Es wird somit als eine echte Erweiterung der
vorigen Aussage gefordert:

Zu jedem Effekt yo aus £ \ {0} und jeder beziiglich || - ||z, konver-
genten Folge von Zustdnden (z,)neny € K mit fi(z,,y) — 0 existie-
ren ein weiterer Effekt 7 in L und eine Abbildung 6 aus der Menge
{t: Ry — Ry |t(e) =2 0} derart, dak einerseits (fi(zn,¥))nen ge-
gen 0 konvergiert und daf andererseits fiir jedes £ > 0 und jeden Zustand
z' aus K mit (2, y0) > ||yo|| — € auch a(2',35) > 1 — 6(¢e) gilt.

Man bedenke jetzt erstens Satz 8.2.14, zweitens die Tatsache, dafk K beziiglich ||-| s,
abgeschlossen ist, und drittens den Umstand, daf mit yo nicht zwangslaufig auch
Yo/||lyo|| Element von L sein muf und daf somit yo/||yo|| nicht im Definitionsbereich
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von fi, sondern nur im Definitionsbereich von £a liegt. Dann ist A, offensichtlich
dquivalent zur nachfolgenden Aussage A :

Al

Zu jedem Element yo der Menge £\ {0} und jedem Element zo der Menge
Ky (yo) existieren ein weiterer Effekt 7 der Menge £ und eine Abbildung

e—0

d in der Menge {t: Ry, — Ry |t(e) — 0} derart, dak einerseits z
zu Ky(y) gehort und daf andererseits die nachfolgende Aussage gilt:

Ve>0Va' € K: [Eala HZ—EH) >1—e] = [a(,7) > 1 —6(e)]. (9.4)

Wahlt man nun bei Verwendung der Bezeichnungen aus A/ ein y aus der Menge
[0,1]a mit y < yo/||lyo||, dann gilt mit Hilfe von (9.4) die folgenden Implikationen:

Ve>0Vr' € K: [Ea(z,y) >1—¢] = [p(z',y) > 1—6(e)].

Da auRerdem mit der Zugehorigkeit von xy zu Ky(yo) auch die Zugehorigkeit von
xo zu Ky(y) folgt, erhdlt man ausgehend von Aj:

"
A4

Zu jedem Element 3o der Menge £\ {0}, zu jedem Element z, der Menge
Ky(yo) und zu jedem Element y der Menge [0, 1]a mit y < yo/||yo|| und o
in Ky(y) gibt es ein Element 3 aus £ und eine Abbildung § in der Menge
{t: Ry — R, |t(e) = 0} derart, dak einerseits xy zu Ko(y) gehort
und daf andererseits fiir alle ¢ > 0 und 2z’ in K mit éa(z’,y) > 1 — ¢
auch (2, 7) > 1 —4§(e) gilt.

Es stellt sich nun die Frage, ob man die Aussage AJ auf besagte Elemente y aus
[0,1]a mit y < yo/||yo]| beschrinken muf oder ob man auch eine grofere Teilmenge
von [0, 1] wihlen kann. G. Ludwig fordert die Ausweitung auf die Menge L, die de-
finiert ist als die kleinste konvexe und beziiglich o(A, Ba) abgeschlossene Teilmenge
von [0,1]a, die die folgenden Eigenschaften besitzt:

(i) L ist Teilmenge von L.

(ii) Sei y Element in f, und bezeichne A eine echt positive reelle Zahl. Dann folgt

aus der Giiltigkeit der Relation ||\ y|| < 1 die Zugehérigkeit von Ay zu L.

(iii) Fiir jedes y der Menge I gehort 1 — y zur Menge L.
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Der Nachweis der Wohldefiniertheit von L wird in Anhang E.3 geklirt. Jenseits
der mathematischen Eignung fiir den Fortgang der Theorie wird fiir die Wahl von

L allerdings keine weitergehende Motivation angefiihrt, so daf eine derartige Wahl
als physikalisch nicht ausreichend motiviert bezeichnet werden muf. Da aber das

durch die Wahl von L im weiteren Verlauf gewonnene Axiom AV 1.2 von besonderer
Bedeutung fiir die Weiterentwicklung der Theorie ist, soll die Ausweitung der obigen

Aussage auf die Menge L auch hier nachvollzogen werden. Unter Verwendung der

Identitiit L = [0, 1]a aus Lemma E.3.4 kommt man somit zu dem folgenden Axiom,
das mit der gleichnamigen Aussage [Lud85a|, Kapitel VI, §1.4, S. 162 zusammenfllt:

AV 1.2 Hauptaxiom der Effekt-Empfindlichkeitssteigerung der 2.Art:

Sei yo Element der Menge £, sei o Element der Menge Ko(yo) und sei y Element
der Menge [0, 1] mit zy in Ky(y). Dann gibt es ein 7 in £ und eine Abbildung &
aus der Menge {t : R, — R, | t(¢) = 0} derart, dak zum einen zy zu Ko(7)
gehort und dak zum anderen fiir alle £ > 0 und alle ' aus K mit &a(2',y) > 1 —¢
die Ungleichung fi(z',7) > 1 — d(¢) gilt.

Zunéchst sei angemerkt, daf man die Aussage von AV 1.2 fiir yy = 0 und beliebiges
y aus [0, 1]a in trivialer Weise erfiillen kann, indem man 7 := y und §(¢) := ¢ fiir alle
echt positiven reellen Zahlen ¢ setzt. Somit besteht also eigentlich keine Notwendig-
keit, den Fall 4o = 0 in obigem Axiom zu beriicksichtigen. Die Aufnahme des Falles
Yo = 0 in obige Formulierung geschieht nur aus Bequemlichkeit. Formal korrekt wére
die Forderung von AV 1.2 fiir yy aus £\ {0} gefolgt von einem gleichlautenden Satz,
der den Fall yy = 0 dann unter Verwendung obiger Argumentation miteinschlieft.

Neben dem oben angefiihrten Motivationsproblem fiir die endgiiltige Formulierung
von AV 1.2 muf aus prinzipiellen Erwiagungen noch ein weiterer Kritikpunkt ange-
sprochen werden, denn mit [0, 1]o und £x kommen Groéfen vor, deren physikalische
Interpretation nicht unproblematisch ist. Figentlich sind nur die Grofen K, £ und
i als physikalisch interpretiert anzusehen. Allerdings umfaft [0, 1]o die Menge L
gemiR Lemma 8.4.4 (i), und die Restriktion von £y auf K x L fillt dem Satz
8.2.14 zufolge gerade mit ji zusammen, so dalk man davon sprechen konnte, dafs
es sich bei [0,1]a und & lediglich um Erweiterungen einer Bildmenge und einer
Bildrelation handelt. Der Ubergang von Bildtermen zu sie umfassenden Bildtermen
wurde in Kapitel 4 als prinzipiell unproblematisch eingeordnet. Es ist aber etwas
unbefriedigend, da man bei allen anderen Axiomen dieses Kapitels mit K, L und /i
auskommen wird. Dennoch wird wegen der oben bereits angedeuteten besonderen
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Bedeutung von AV 1.2 fiir die Fortentwicklung der Theorie an der genannten Form
von AV 1.2 festgehalten.

9.2 Der Verband G der Entscheidungseffekte

Das Axiom AV 1.1 erlaubt es, in wohldefinierter Weise den fiir die weitere Theo-
rie wichtigen Begriff des Entscheidungseffektes zu begriinden. Es mufl aber betont
werden, daf fiir die Erorterungen des folgenden Abschnitts tatsichlich das Axiom
AV 1.1 bereits vollig ausreichend ist. Die Motivation und Einfiihrung des Axioms
AV 1.2 wurde den nun folgenden Erérterungen lediglich aufgrund der physikalischen
Néhe zum Axiom AV 1.1 vorgezogen.

Zunichst bedarf es der beiden nachfolgenden Lemmata, die Inhalt von T 1.3.1 (ii)
und (iv) in [Lud85al, Kapitel VI, §1.3, S. 160 sind. Die Beweise weichen allerdings
ab.

Lemma 9.2.1 Fiir jede Teilmenge k von K bezeichnet fJo(k) eine aufwdrts gerich-
tete Menge.

Beweis:

Seien fiir eine Teilmenge k C K Elemente y1,y2 € Lo(k) gewshlt, dann exi-
stiert mit AV 1.1 ein y € L mit y > y1,y2 und Ko(y) = Ko(y1) N Ko(y2)- Das
heift:

Vi € K: éa(z,y) =0 < [¢a(z,y1) =0 und &a(z,y2) = 0].

Y1,Y2 € ﬁ;q (k) impliziert also, daf fiir alle x € k auch £a(z,y) = 0 gilt. Damit
liegt y in Lo(k). [ |

Satz 9.2.2 Fiir jede Teilmenge k von K existiert ein griftes Element von ﬁo(k) n
Lo(k).

Beweis:

Mit X := £, O := 0(A,Ba) |, J := K und Lemma 9.2.1 sind die Voraus-
setzungen von Satz E.5.1 erfiillt. Damit folgt dann die Behauptung, da Lo(k)
insbesondere auch o(A, Ba) |z -abgeschlossen ist. [ ]

Mit Hilfe der Aussagen der letzten beiden Lemmata lassen sich in der Menge der
Effekte besondere Elemente auszeichnen. Dafiir wird definiert:
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Definition 9.2.3 . A
Sei k eine Teilmenge von K, dann wird das grofte Element von Lo(k) mit eLg(k)

bezeichnet. Die Elemente aus £ von der Form ef)o(k) sollen Entscheidungseffekte
heiflen. Mit G sei die Menge aller Entscheidungseffekte benannt, das heifst:

G = {elo(k)| k C K}.

Entscheidungseffekte sind also diejenigen Effekte, die beziiglich einer Menge k von
Zustédnden nicht ansprechen, aber ansonsten mit héherer Wahrscheinlichkeit eintre-
ten als alle anderen Effekte, die ebenfalls bei allen Zustdnden aus & nicht ansprechen.
Wenn es also bei einem Zustand z aus K fiir einen Entscheidungseffekt eLo(k) zu
einer Wahrscheinlichkeit ji(z,eLo(k)) = 0 kommt, dann ist damit entschieden®,
daR fi(z,y) = 0 auch fiir alle Effekte y aus Lo(k) gilt. Daher wurden die Elemente
von G auch als Entscheidungseffekte bezeichnet. Die prinzipielle Situation im Ver-
hiltnis von Effekten und Entscheidungseffekten illustriert Abbildung 9.2. Dazu sei
angemerkt, dak nicht alle Entscheidungseffekte so steile Graphen haben miissen. ITh-
re Wahrscheinlichkeitsfunktion in Abhéngigkeit von den Zustidnden muf nur stets
iiber denjenigen aller anderen Graphen von Effekten liegen, die im k-Bereich auf der
K-Achse liegen. Auferdem ist klar, daff K im allgemeinen nicht eindimensional ist.

iz, y) , )
4 Entscheidungseffekt eLg (k)

Wl

Effekte aus Lo (k)

Abbildung 9.2: Illustration des Begriffes des Entscheidungseffektes

Wie die Definition zeigt, ist ein Entscheidungseffekt ein Element aus £ und somit
nicht unbedingt aus der urspriinglichen Bildmenge £ der Effekte. Es handelt sich
also im allgemeinen um ideale Effekte in dem bekannten Sinne, daf sie durch eine
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Folge von Effekten aus £ beziiglich der Topologie der physikalischen Unschérfe belie-
big genau approximierbar sind. Man kann sich den Begriff des Entscheidungseffektes
auch anhand des Beispiels der beiden Filter aus Unterabschnitt 9.1.1 veranschau-
lichen. Dazu sei daran erinnert, da bei dem dort verwendeten Beispiel Filter, wie
etwa gefarbte Glasscheiben als Filter fiir Licht, vor einem Auftreffzihler aufgebaut
sind. Wenn man nun zwei Filter T} und 75 entsprechend zweier Effekte g; und g
verwendet, die einen gemeinsamen Zustandsbereich der Transmission haben, dann
hat auch eine hdufige Hintereinanderschaltung eines Filterblockes 7175 in demselben
Bereich in physikalischer Approximation ein hohes Maf an Transmission. Bei Zu-
stdnden aber, die bei 77 oder bei 75 zu signifikanter Absorption fiihren, kommt es bei
der Hintereinanderschaltung vieler Filterblocke zu noch gréferer Absorption als bei
den Filtern alleine. Bezeichnet n die Anzahl der einzelnen 7775-Blocke im Gesamt-
filterblock, dann sieht man sofort, dal man sich bei steigendem n in Abbildung 9.2
immer mehr der Stufenfunktion annéhert, die im k-Bereich bei Null bleibt, aber au-
fserhalb des k-Bereiches bei 1 liegt. Dabei wére der k-Bereich im Prinzip, wenn man
also von der physikalischen Ungenauigkeit einmal absieht, durch Ky(g1) N Ko(g2)
gegeben. Zu einem Entscheidungseffekt kime man hier, wenn man den Filterblock
unendlich oft hintereinanderschalten wiirde. Das ist natiirlich nicht konkret, sondern
stets nur anndherungsweise realisierbar. Das Beispiel illustriert in anschaulicher Wei-
se, dakl im allgemeinen ein Entscheidungseffekt eben nur ein idealer Effekt ist, also
physikalisch nur beliebig genau, aber nicht exakt realisierbar ist.

Fiir die weiteren Untersuchungen sei zunichst die folgende Aussage bewiesen, die
T 1.3.2 aus [Lud85a|, Kapitel VI, §1.3, S. 160 wiedergibt:

Lemma 9.2.4 Fiir eine Teilmenge k von K gilt:
(i) Lo(k) ={y € L| y < eLo(k)},
(ii) KoLo(k) = Ko(eLo(k)),

(iii) Lo(k) = Lo Ko(eLo(k))-

Fiir jedes Element e aus G gilt:

(iv) Lo Ko(e) = {ye L| y<el}.
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Beweis:

zu (i): ,,C“ ist offensichtlich. Zum Beweis der anderen Inklusion seien z € k

und y € £ mit y < eﬁ;q(k) gewihlt. Man erhélt dann 0 = &a(z,elo(k)) >
{alz,y), da elo(k) € Lo(k) gilt. Damit ergibt sich aber auch {a(z,y) = 0,
also y € Lo(k).

zu (ii): Wiederum ausgehend von el (k) € Lo(k) ergibt sich {eLo(k)} C Lo(k),
und damit erhilt man Ko(eﬁo(k)) D Ky ﬁ;o(k) ob des Lemmas 8.3.16 (i). An-
dererseits gilt aber auch {a(z,eLo(k)) = 0 fiir jedes z € Ko(eLo(k)), und
damit gilt {a(z,y) = 0 fiir alle y € L mit y < eLo(k). Mit Punkt (i) dieses
Satzes heift das sogar, dak &a(z,y) = 0 fiir alle y € Ly(k) gilt. Also ergibt

A

sich die Zugehorigkeit von z zu KoLo(k).

zu (iii): Mit Punkt (i) gilt: Lo Ko(eLo(k)) = Lo Ko Lo(k) = Lo(k). Dabei ist
das letzte Gleichheitszeichen Folge von Lemma 8.3.16 (v). )
zu (iv): Sei e € G, dann existiert definitionsgeméf ein k C K so, daf e = eLo(k)

gilt. Damit ergibt sich {y € L] y < e} u Lo (k) (19 Lo Kole). [ |

Damit kann man nun im folgenden Lemma erste Eigenschaften von G, insbesondere
die tiefe Verkniipfung von G zu den bereits in Definition 8.3.14 eingefiihrten Mengen
Uk und W3, zeigen, wie sie in T 1.3.3 und T 1.3.4 in [Lud85al, Kapitel VI, §1.3,
S. 160 festgehalten werden:

Lemma 9.2.5 Es gilt:

(i) G ist beziiglich < ein vollstindiger Verband. Er besitzt O als kleinstes und 1 als
grofstes Element.

(ii) Die Abbildung Ux — G, Lo(k) —> eLo(k) ist ein Verbandsisomorphismus.

(iit) Die Abbildung G — W3, e — Ky(e) ist ein dualer Verbandsisomorphismus.

Beweis:

zu (i) und (ii): Die Eigenschaft, daf G vollstdndiger Verband ist, folgt mit den
Lemmata 8.3.16 (iv) und F.13, wenn man zeigen kann, daf die Abbildung aus
Punkt (ii) eine in beide Richtungen ordnungserhaltende Surjektion ist. Dabei
ist die Figenschaft, eine surjektive Abbildung zu sein, bereits bekannt, denn
sie ist gerade Inhalt des Satzes 9.2.2.

Zum Beweis der ordnungserhaltenden Eigenschaften seien zunéchst ki, ky C K
mit Lo(k1) C Lo(k2) gewdhlt, dann folgt mit Lemma 9.2.4 (i), dak y < eLg(k2)
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fiir alle y € Lo(k1) gilt. Es ist also insbesondere Aef;(kl) < e{:(kg). Wiahlt man
jetzt andersherum eLo(k1),eLo(k2) € G mit eLo(k1) < eLo(ks), dann folgt
ebenfalls mit Lemma 9.2.4 (i) die Inklusion Lo(k1) C Lo(k2)-

Zum Beweis der Aussagen iiber 0,1 wihle man zuerst £ = K. Dann erhilt
man aufgrund der Antisymmetrie der Halbordnung < auf £ gemif Lemma
8.4.2 (i) die Identitdt Lo(k) = {0}. Damit ergibt sich 0 = eL(K). Fiir k = @
folgt Lo(@) = L, so dak 1 = el (@) gilt, da mit Lemma 8.4.2 (iii) das Element
1 das grofte Element von £ ist. Somit hat man gezeigt, dak 0 und 1 Elemente
von G sind. Die Aussagen iiber 0 und 1 als kleinstes und gréfites Element von
G ergeben sich dann durch erneutes Verwenden aus Lemma 8.4.2 (iii).

zu (iii): Mit Lemma 8.3.16 (v) definiert die Vorschrift

Uk — Wﬁ,ﬁao(k) — K ﬁ;o(k)

einen dualen Verbandsisomorphismus. Die Umkehrabbildung der Abbildung
aus Punkt (ii) ist ein Verbandsisomorphismus von G nach Uk, so daf die Hin-
tereinanderausfiihrung beider Abbildungen einen dualen Verbandsisomorphis-
mus von G nach W; liefert. Man kann die Behauptung nun beweisen, indem
man zeigt, daf die derart zusammengesetzte Abbildung mit der betrachteten
Abbildung identisch ist.

Sei dafiir e € G gewahlt, dann gibt es mit Hilfe der Abbildung aus Punkt
(i) eine Menge Lo(k) € Ux mit e = eLo(k). Also ist das Bild von e beziiglich
der oben betrachteten Hintereinanderausfithrung gegeben durch K ﬁ;o(k). Mit
Lemma 9.2.4 (i) gilt aber gerade Ko Lo(k) = Ko(eL(k)) = Ko(e). Also ist
die obige zusammengesetzte Abbildung identisch mit der Abbildung aus der
Behauptung. |

Zwei besonders wichtige Konsequenzen von Punkt (iii) des Lemmas 9.2.5 sollen ex-
plizit hervorgehoben werden. Die zweite Aussage findet man als T 1.3.7 in [Lud85a),
Kapitel VI, §1.3, S. 161:

Lemma 9.2.6 Seien e, e; Elemente der Menge G, dann gilt:

(i) e1 und ey sind identisch genau dann, wenn die Mengen Ko(e1) und Ko(es)
identisch sind.

(7i) Ko(er) N Ko(ez) = Ko(e1 V e3).
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Beweis:

Punkt (i) folgt direkt aus 9.2.5 (iii). Fiir Punkt (ii) sei daran erinnert, daf mit
Lemma 8.3.16 (iv) Mengendurchschnitt und Infimum auf W; zusammenfallen.
|

Als Néchstes werden die folgenden drei Aussagen gezeigt, von denen die ersten bei-
den T 1.3.5 in [Lud85a], Kapitel VI, §1.3, S. 161 wiedergeben.

Lemma 9.2.7 Es gilt:

(i) Fir alle Elemente y der Menge L und alle Elemente e aus G gilt die Relation
y < e genau dann, wenn die Mengeninklusion Ko(y) 2 Ky(e) gilt.

(ii) Zu jeder Teilmenge N von L ezistiert genau ein e in G mit Ky(N) = Ky(e).
Das Element e ist das kleinste Element aus G mit y < e fiir alle y aus N.

(11i) Bezeichnet e ein Element aus G mit e # 1, dann ist Ko(e) eine nicht-leere
Menge.

Beweis:

zu (i): Seien y € Lundee G gewahlt. Ist y < e, dann gilt mit Lemma 9.2.4

(iv) auch y € Lo Ko(e). Damit erhilt man wegen Lemma 8.3.16 (i) und (v):
Ko(y) 2 Ko Lo Ko(e) = Ko(e).

Ist andersherum Ko(y) 2 Ky(e), folgt mit Lemma 8.3.16 (i) die Inklusion
Lo Ko(y) C Lo Ko(e), und damit gilt insbesondere y € Ly Ky(e). Wiederum
kann man jetzt Lemma 9.2.4 (iv) verwenden, und man erhélt so y < e.

zu (ii): Sei N C £, dann existiert mit 9.2.5 (iii) genau ein Element e in G mit

Ky(e) = Ko(N). Weiter kann man zeigen, daf e obere Schranke der Elemente
aus N ist, denn es gilt fiir alle 3’ € N:

Ko(e) = Ko(N) = () Koly) € Ko(y/).
yeEN

Punkt (i) dieses Satzes liefert dann die Schranken-Eigenschaft. Wenn es noch
eine andere obere Schranke ¢’ € G gibt, dann folgt wiederum mit obigem
Punkt (i), daR Ko(e') C Ko(y) fiir alle y € N gilt. Damit erhélt man nun:

Ko(e') € [ Koly) = Ko(N) = Ko(e).
yeEN
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Das liefert bei erneuter Verwendung von obigem Punkt (i) die Ungleichung
e<e.

zu (iii): Sei e € G\ {1} mit Ky(e) = &, dann gilt Ky(e) = @ = Ky(1). Lemma
9.2.6 liefert damit e = 1, also einen Widerspruch. |

Zu Punkt (ii) sei angemerkt, daf das dort betrachtete Element e aus G nicht als
Supremum aufgefalt werden kann, da es sich bei e um das kleinste Element aus G
handelt, das obere Schranke einer Menge von Elementen aus L ist. Also ist e kein
Supremum beziiglich G' und auch keines beziiglich L, denn dafiir miifte man ent-
weder N auf G beschrinken oder fiir e ganz £ und nicht nur G zulassen. Man muf
offensichtlich genau beachten, in welchem Kontext man sich bewegt. Es wird deut-
lich, dak es einer genaueren Betrachtung des Verhéltnisses von Suprema und Infima
einerseits beziiglich L und andererseits beziiglich G bedarf. Zumindest fiir den Fall
der Infima kann man schon eine allgemeine Antwort geben. Fiir den Fall der Su-
prema sei auf Satz 9.5.9 verwiesen, der sich erst als Konsequenz weiterer noch zu
diskutierender Axiome erweisen wird.

Der folgende Satz stellt T 1.3.9 aus [Lud85al, Kapitel VI, §1.3, S. 161 dar:

Satz 9.2.8 Fiir jede Teilmenge A von G ezistiert das Infimum beziglich ﬁ, und es

fallt mit dem Infimum M\ e von A beziglich G zusammen.
ecA

Ist A eine abwarts gerichtete Teilmenge von G, dann konvergiert das Netz (€)eca bei

Ausstattung von A mit der zu < inversen Ordnung beziglich o(A, BA) gegen M e.
ecA

Bemerkung: In Zukunft wird nicht mehr zwischen den Infima beziiglich G' und L fiir

Teilmengen aus G unterschieden. Es wird dabei stets das Symbol A e verwandst.
ecA

Beweis:

Sei A C G. Mit Lemma 9.2.5 (i) existiert das Infimum von A beziiglich G, also
ist A e Element von G. Da G C L ist, ist A e auch Element von £, und
ecA ecA
somit gibt es mit A e auch in £ eine untere Schranke von A. Es bleibt also
ecA

zu zeigen, daf A e auch in L grofte untere Schranke ist. Sei dafiir ein y € £
ecA
derart gewdhlt, daR y < e fiir alle e € A gilt. Mit Lemma 9.2.7 (i) gilt dann
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Ko(y) 2 Ko(e) fiir alle e € A. Da W; mit Lemma 8.3.16 ein vollstandiger
Verband ist, folgt mit Hilfe von Lemma 9.2.5 (iii):

Ko(y) 2 \/ 