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Zusammenfassung/Abstract

In dieser Arbeit studieren wir Einheitengruppen E(KG) =
(g + rad(KG)) x (K \ {0k}) - 1¢ von Gruppenalgebren KG fiir
nicht-abelsche p-Gruppen G und Korper K der Charakteristik p.

Wir zeigen zunéchst fiir jede Untergruppe U von G, dafl Z(G)NU das Herz
und Ng(U) - Cyiradxe)(U) der Normalisator von U in 1g + rad(KG)
ist. Dadurch erweitern wir Resultate von K.R. Pearson ([19]) und D.B.
Coleman ([7]).

Fiir die Untersuchung des Zentrums von 1g + rad(KG) entwickeln wir das
Konzept der sogenannten endvertauschbaren Anordnung von Algebren-
Elementen. Es zeigt sich, daf3 eine endliche nilpotente Gruppe G genau dann
nilpotent ist, wenn sich jede Konjugiertenklasse von G endvertauschbar
anordnen liaft. Daraus erhalten wir auf einfache Weise ein Ergebnis von
A.A. Bovdi und Z. Patay ([3]), das zeigt, dal und wie der Exponent von
Z(lg + rad(KGQG)) allein durch Berechnungen innerhalb der Gruppe G
ermittelt werden kann. Anschliefend bestimmen wir diesen zum Beispiel
flir direkte Produkte mit vereinigten zentralen Untergruppen und fiir
Kranzprodukte und geben eine Beschreibung der Gruppen an, fiir die jener
Exponent extremal wird.

Das Konzept der endvertauschbaren Anordnung erlaubt neben der Berech-
nung des Exponenten von Z(1g +rad(KG)) auch — im Falle eines endlichen
Korpers K — die Ermittlung der Invarianten dieser abelschen p-Gruppe.
Fiir diese geben wir zwei Beschreibungen an.

Aus unseren Resultaten folgern wir weiter, dal die Gruppen
Z(lg + rad(KQ)), (1g + rad(KG))" und (1g + rad(KG))P nicht zyklisch
sind, und wir geben schliefflich einige Eigenschaften fiir Einheitengruppen
von Gruppenalgebren iiber extra-speziellen 2-Gruppen und Koérpern der
Charakteristik 2 an.

We analyse unit groups E(KG) = (1g+rad(KG)) x (K\{0x})-1¢ of group
algebras KG for non-abelian p-groups G and fields K of characteristic p.
By calculating the core and the normaliser of U in 1¢ + rad(KG) for every
subgroup U of G, we generalise results of K.R. Pearson ([19]) and D.B.
Coleman ([7]).

Our concept of so-called ” end-commutable ordering ” leads to a new
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method of studying the center of 1g + rad(KG). We proof that a finite
group G is nilpotent if and only if every conjugacy class possesses an
ordering to the end. As a simple consequence we get a result of A.A. Bovdi
and Z. Patay ([3]), which shows how the exponent of Z(1g + rad(KGQG))
may be determined by calculations purely within the group G. We describe
the groups for which this exponent is extremal. We calculate the exponent
for wreath products and for central products.

Another application of our concept of end-commutable ordering is a
description of the invariants of Z(1g + rad(KG)) (for a finite field K).

As a consequence of our results we prove that Z(lg + rad(KG)),
(1g + rad(KQG))" and (1g + rad(KG))? are not cyclic. Furthermore, we
obtain some properties of unit groups of group algebras for extra-special
2-groups and fields of characteristic 2.



Einleitung

Die Gruppentheorie hat sich {iber Jahrzehnte zu einem zentralen Gebiet
der Algebra entwickelt. Neben spezifisch gruppentheoretischen Methoden
werden auch Methoden aus anderen Bereichen der Algebra zur Kliarung
der Struktur von Gruppen eingesetzt. An vorderer Stelle sind hier etwa
die Darstellungstheorie und die damit eng verkniipfte Charaktertheorie
zu nennen. Das genaue Studium der Gruppenalgebra ist die Quelle der
FEinsichten iiber Moduln und Charaktere, die jene Theorien so {iberaus
erfolgreich machen. Es ist daher seit langem zu einem inhaltsreichen For-
schungsgebiet von eigenstindigem Interesse innerhalb der Algebrentheorie
geworden (S. Jennings [13], 1941 und D.S. Passman [18], 1977). Ob eine
Gruppenalgebra iiber einem Korper K halbeinfach ist oder der modulare
Fall vorliegt, 148t sich bekanntlich an der Charakteristik von K erkennen.
Die vorliegende Arbeit widmet sich dem Studium der Einheitengruppen
von Gruppenalgebren iiber p-Gruppen und Koérpern der Charakteristik p.

Die Struktur der Einheitengruppe der Gruppenalgebra wurde fiir abelsche
p-Gruppen und endliche Korper der Charakteristik p von R. Sandling
in [21], von A. Albrecht in [1] sowie von A.A. Bovdi und A. Szakacs in
[6] behandelt. Ein Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Untersuchung des
Zentrums der Einheitengruppe E(KG) = (1g +rad(KG)) x (K \{0x})1la
der Gruppenalgebra KG fiir eine nicht-abelsche p-Gruppe G und einen
Korper K der Charakteristik p.

In Verallgemeinerung eines Resultats von K.R. Pearson [19] zeigen
wir im ersten Kapitel fiir eine beliebige Untergruppe U von G zunéchst, dafl
Z(G)NU das Herz von U in 1g + rad(KG) ist (1.2.3). Der Normalisator
von U in 1g + rad(KG) ist durch Ng(U) - C14rad(kc)(U) gegeben, wie im
Anschlufl bewiesen wird (1.3.6). Der Spezialfall U = G findet sich bereits in
einer Arbeit von D.B. Coleman ([7]).

Unser Zugang zum Zentrum von FE(KG) verwendet das Konzept der
sogenannten ,,endvertauschbaren Anordnung” von Algebren-Elementen,
das im zweiten Kapitel vorgestellt wird. Wir zeigen in 2.3.6, dafl eine
endliche Gruppe G genau dann nilpotent ist, wenn jede Konjugierten-



klasse von G endvertauschbar angeordnet werden kann. Dariiber hinaus
erhalten wir in 2.1.5 auf einfache Weise fiir endvertauschbar angeordnete
n n
K-Algebren-Elemente ay, ..., a, die wichtige Identitit (3 a;)?" = 3. o
i=1 i=1
(p = char(K),r € N). Fiir den — auch fiir unsere Zwecke — besonders inter-
essierenden Fall, daf§ {a1,...,a,} eine Konjugiertenklasse einer endlichen
p-Gruppe G ist, haben A.A. Bovdi und Z. Patay in [3] diese bereits auf
andere Weise hergeleitet. Als Anwendung erhalten wir einen Satz derselben
Autoren, der zeigt, dafl und wie sich der Exponent von Z(1g + rad(KG))
allein durch Berechnungen innerhalb der Gruppe G bestimmen 148t (2.4.8).
Schliellich beweisen wir als Vorbereitung auf Kapitel 3 einige Abschétzun-
gen fiir diesen Exponenten.

Die Zahl L%l ist der maximal mogliche Wert, den der Exponent von
Z(1lg + rad(KQ@)) fiir eine nicht-abelsche p-Gruppe G annehmen kann
(2.5.3). In Abschnitt 1 von Kapitel 3 gelingt es uns, die Gruppen zu
beschreiben, bei denen dieser Maximalwert angenommen wird: Entweder
ist das Zentrum von G zur zyklischen Gruppe der Ordnung L% isomorph
oder es gibt eine zyklische maximale Untergruppe in G (3.1.6).

Die Gruppen, fiir die das Zentrum von 1g +rad(KG) elementar-abelsch ist,
konnen wir andererseits in Abschnitt 2 von Kapitel 3 wie folgt kennzeichnen:
Das Zentrum von G ist elementar-abelsch, und fir alle g € G\ Z(G) gilt
Ca(g) < Ca(gP) (3.2.1). Zum Beispiel erfiillen die p-Sylow-Untergruppen
von GL(n, GF(p")) diese Bedingungen (3.2.2.6).

In diversen interessanten Féllen ist der Exponent von Z(lg + rad(KQG))
einfach gleich dem von Z(G): Wir beweisen dies fiir p-Gruppen G, fiir
die exp(G/Z(G)) < exp(Z(G)) gilt (3.2.3) sowie — mit ganz anderer
Begriindung — fiir regulére p-Gruppen (3.2.5).

In den weiteren Abschnitten dieses Kapitels studieren wir das Verhalten
des Exponenten unter Gruppenkonstruktionen. Bei direkten Produkten
zweier p-Gruppen G, H mit vereinigten zentralen Untergruppen ergibt
sich derselbe Exponent wie spezieller beim direkten Produkt, nédmlich
max{exp(Z(lg + rad(KG))),exp(Z(1g + rad(KH)))} (3.3.7).

Weiter gelingt es uns, die Berechnung des Exponenten auf die zur Kon-
struktion des Kranzproduktes G5 H verwendeten Ingredienzien G, H und §
zu reduzieren (3.4.11). Insbesondere erhalten wir, dafl er sich bei beliebiger
Operation ¢ nach unten durch exp(Z(1g +rad(KG))) und nach oben durch
exp(Z(lgxm + rad(G x H))) abschitzen 148t (3.4.18). Die untere Schranke
wird zum Beispiel bei treuer (3.4.16) und die obere Schranke zum Beispiel
bei trivialer Operation angenommen (3.4.17).

Bei Dieder- und Quaternionengruppen gleicher Ordnung ist der Exponent
des Zentrums von lg + rad(KG) derselbe. In der generellen Situation
von Erweiterungen abelscher p-Gruppen bei gleicher Operation erhalten
wir, allerdings nur unter einer geeigneten Zusatz-Voraussetzung, das



entsprechende Resultat (3.5.6).

Das Konzept der endvertauschbaren Anordnung erlaubt neben der Berech-
nung des Exponenten von Z(1lg + rad(KG)) auch die Beschreibung der
p-Potenz-Struktur von Z(1g+rad(KG)) und damit — in dem Fall eines end-
lichen Korpers — die Ermittlung der Invarianten dieser abelschen p-Gruppe.
Dieses Problem reduziert sich auf das entsprechende fiir den direkten Faktor

lg + rad(KZ(G)) und den Kofaktor 1 + ({ > = | g € G\ Z(G)})k des
ngG

Zentrums von lg + rad(KG) (4.1.5). Die Invarianten des ersten Faktors
sind — wie eingangs erwihnt — vollstdndig bekannt, und die des zweiten
Faktors beschreiben wir auf zweierlei Weisen allein durch Berechnungen
in der Gruppe G und in dem Korper K (4.3.1.3, 4.3.2.6). Eine weitere
Beschreibung findet sich in der Arbeit von A.A. Bovdi und Z. Patay in
[4]. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels berechnen wir die Invarianten in
einigen Beispielen. Dabei zeigt sich u.a., dafl die Zentren von 1 + rad(KG)
fiir die Quaternionen-, Dieder- und Semidiedergruppen gleicher Ordnung
und einem endlichen Kérper der Charakteristik 2 isomorph sind (4.5.2.2).

Im letzten Kapitel dieser Arbeit beweisen wir zunéchst, dafl die Ableitung
von lg + rad(KG) nur fiir abelsches G zyklisch ist (5.1.4). Unerwartet
aufwendiger ist der anschlieBend bewiesene Satz, dal (1g + rad(KG))P
genau dann zyklisch ist, wenn entweder G elementar-abelsch ist oder G
abelsch ist und p =| G2 |=| K? | =2 gilt (5.2.11).

Leicht 148t sich einsehen, da die Gruppe lg + rad(KG) nur fiir eine
extra-spezielle 2-Gruppe G speziell sein kann (5.3.9). Fiir eine solche
stimmt das elementar-abelsche Zentrum von 1g + rad(KG) stets mit
der Frattini-Untergruppe von lg + rad(KG) tberein (5.3.2, 5.3.3). Die
vollstandige Klarung der Frage, fiir welche extra-speziellen 2-Gruppen G
und Korper K der Charakteristik 2 die Gruppe 1+ rad(KG) eine spezielle
2-Gruppe ist, erfolgt im Rahmen dieser Arbeit nicht. In dem kleinsten
relevanten Fall besitzt die Ableitung von 1g + rad(KG) genau den Index 2
in Z(1g + rad(KGQG)) (5.3.10).
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i=1
| T | die Méchtigkeit einer endlichen Meznge T;1.1.9, 14
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Kapitel 1

Herzen und Normalisatoren
in Einheitengruppen von
Gruppenalgebren

1.1 Erste einfache Reduktion

In dieser Arbeit verwenden wir die Sprechweise ,,K-Algebra” fiir eine Alge-
bra iiber einem kommutativen unitidren Ring K.

1.1.1 Definition

Ist A eine K-Algebra, so definieren wir fiir alle a,b € A
axb:=a-+b+ab

und nennen, B.L. van der Waerden folgend, * die Sternverkniipfung auf A.

1.1.2 Bemerkung
Fiir jede assoziative K-Algebra A gelten:

(i) (A;x*) ist ein Monoid mit neutralem Element 04.

(ii) Ist A unitér, so ist die Abbildung A — A, a +— 14 + a ein Monoidiso-
morphismus von (A4;x*) auf (A4;-).0

1.1.3 Definition

Ist A eine assoziative K-Algebra, so bezeichnen wir mit Q(A) die Einhei-
tengruppe des Monoids (A;*) und fiir jedes a € Q(A) mit a das Inverse
von a in Q(A). Die Elemente von Q(A) nennen wir sternreguldr und die
Gruppe Q(A) die Sterngruppe von A. Ist zusétzlich A unitér, so sei E(A)

12
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die Einheitengruppe von A.

Die folgende triviale Bemerkung zeigt uns, dafl fiir eine nicht notwen-
dig unitdre assoziative K-Algebra ihre Sterngruppe als Einheitengruppe
angesehen werden kann.

1.1.4 Bemerkung
Fiir jede K-Algebra A gelten:

(i) Fiir alle a,b,c,d € A gilt (a+b) * (c+d) =a*xc+bxd+ ad+ be.
(ii) Ist A assoziativ, so gilt fiir alle a,t € Q(A) a *txa =t+a't+ta+a'ta.

(iii) Ist A assoziativ und unitér, so ist die Einschrinkung der Abbildung
A — A a— 14+ a auf Q(A) ein Gruppenisomorphismus von Q(A)
auf E(A).o

1.1.5 Proposition
Fiir jede assoziative K-Algebra A gelten:

(i) Fiir jede Teilalgebra T von A ist Q(T') eine Untergruppe von Q(A).

(ii) Fiir jedes Ideal I von A ist Q(I) ein mit Q(A) N I {ibereinstimmender
Normalteiler von Q(A).

Beweis: ad(i): Diese Aussage ist offensichtlich.

ad(ii): Nach (i) ist Q(I) eine Untergruppe von Q(A). Fiir alle a € Q(A)N I
gilt @ = —a —ad € I, woraus wir Q(A) NI = Q(I) schlieBen. Ist
t € Q) und a € Q(A), so gilt nach Teil (ii) von Bemerkung 1.1.4
a xtxa=t+dt+ta+a'ta, alsod xtxaecQANI=QU).o

1.1.6 Definition

Ist A eine K-Algebra, so nennen wir ein Paar (I,T') eine semidirekte/direkte
Zerlegung von A, falls A die innere direkte Summe des Ideals I und der
Teilalgebra /des Ideals T' von A ist.

Fiir eine Gruppe G nennen wir ein Paar (N,U) eine semidirekte/direkte
Zerlegung von G, falls G das Produkt des Normalteilers N und der Unter-
gruppe/des Normalteilers U von G ist sowie N NU = {14} gilt.
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1.1.7 Proposition

Ist A eine assoziative K-Algebra und (I,T) eine semidirekte Zerlegung von
A, soist (Q(I),Q(T)) eine semidirekte Zerlegung von Q(A).

Beweis: Nach Proposition 1.1.5 ist Q(I) ein Normalteiler und Q(T)
eine Untergruppe von Q(A), deren Schnittmenge offenbar {04} ist.

Sei ¢ € Q(A). Dann existieren 4,5 € I und t,s € T mit ¢ = ¢ + ¢ und
¢ = j+s. Aus 04 = ¢ * ¢ folgt mit Teil (i) von Bemerkung 1.1.4
04 =t*xs+ixj+tj+is, woraus wir t * s = 04 schliefen. Mit Hilfe
der Gleichung 04 = ¢ * ¢ konnen wir analog s x t = 04 beweisen. Also
gelten t € Q(T) und ¢t = s. Aus Teil (i) von Bemerkung 1.1.4 erhalten wir
(i4is)xt =ixt+is+ist =i+t+it+is+ist =i+t+i(sxt)=q.
Wegen ¢ € Q(A) und t € Q(T) ergibt sich i +is € Q(A) N I, und aus Teil
(ii) von Proposition 1.1.5 folgt die Behauptung. ¢

1.1.8 Folgerung

Ist (I, T) eine semidirekte Zerlegung der assoziativen K-Algebra A, so gelten:

(i) Ist T ein Ideal von A oder T zentral in A, so ist (Q(I),Q(T)) eine
direkte Zerlegung von Q(A).

(ii) Ist A unitér, soist (14 +Q([),14 + Q(T')) eine semidirekte Zerlegung
von E(A).

(iii) Ist A unitdr und (Q(I), Q(T)) eine direkte Zerlegung von Q(A), so ist
(14 + Q(I),14 + Q(T)) eine direkte Zerlegung von E(A).

Beweis: ad(i): Diese Aussage folgt direkt aus Proposition 1.1.7 und Teil (ii)
von Proposition 1.1.5, da Q(T') in den aufgefiihrten Fillen ein Normalteiler
von Q(A) ist.

ad(ii) und (iii): Diese Aussagen ergeben sich direkt aus Proposition
1.1.7 und Teil (iii) von Proposition 1.1.5. ¢

1.1.9 Definition

n
(i) Ist K ein Korper und n € Ny, so sei nxg := Y 1k.
i=1
(i) Fiir jede endliche Teilmenge M einer K-Algebra A setzen wir

M := 3 m. Zudem sei fiir eine Gruppe G, eine endliche und nichtleere
meM
Teilmenge H von G und einen Kérper K, dessen Charakteristik nicht | H |

teﬂt, eg = ﬁH
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1.1.10 Proposition

Sei G eine Gruppe, H eine endliche und nichtleere Teilmenge von G und K
ein Korper, dessen Charakteristik nicht | H | teilt.
Genau dann ist ey ein Idempotent von K G, wenn H eine Untergruppe von

G ist.

Beweis: Ist H eine Untergruppe von G, so gilt fiir alle h € H die
Gleichung hH = H, woraus wir " =| H |k H und damit (ey)? = ey
schlieflen.

Ist umgekehrt ey ein Idempotent von KG, so gilt "’ =| H |x H. Seien
x,y € H. Dann gibt es ein k € K und ein h € H, so dafl kzy =| H | h
gilt. Wiére zy # h, so miifite | H |k = Ox gelten, was ein Widerspruch ist.
Aus diesem erhalten wir xy = h € H, und wegen der Endlichkeit von H ist
H eine Untergruppe von G.o

1.1.11 Definition

(i) Ist K ein Korper, so bezeichnen wir mit g, (...)x etc. die Isomorphie,
das Erzeugnis etc. innerhalb der Klasse der K-Vektorrdume.

Mit A, Ay, £ bzw. G bezeichnen wir die Klasse der assoziativen Algebren
iiber K, die Klasse der assoziativen unitdren Algebren iiber K, die Klasse
der Lie-Algebren iiber K bzw. die Klasse der Gruppen. Ist X eine dieser
Klassen, so bezeichnen wir mit =y, (...)x etc. die Isomorphie, das Erzeug-
nis etc. innerhalb der Klasse X.

(ii) Fir alle n € N seien n,:= N<,, und n :=n U {0}.

1.1.12 Definition

Seien K ein Korper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.
Fiir eine K-Basis B von V sei Augp(V) := ({b1 — b2 | b1,b2 € B}) k.

Ist v € V, so gibt es zu jedem b € B genau ein k, € K, so dal v = ) kb
beB
gilt, und wir definieren augp(v) := > k.
beB
Fiir ein endliches Magma M setzen wir Aug(KM) := Augp (KM) und

nennen in diesem Fall Aug(K M) das Augmentationsideal von K M.
Ist = € KM, so schreiben wir aug(z) an Stelle von augps(z) und nennen
aug(z) die Augmentation von z.

1.1.13 Bemerkung

Sei K ein Korper, M ein endliches und nichtleeres Magma sowie
aug : KM — K die K-lineare Fortsetzung (kurz:,,Linearisierung”) der Ab-
bildung M — K, m — 1g.



16

Dann ist die Augmentationsabbildung aug ein Algebren-Epimorphismus,
und es gilt Kernaug = Aug(KM). Insbesondere ist Aug(K M) ein Ide-
al der Kodimension 1 von KM, und fiir jedes m € M ist die Menge
{z —m|x € M\ {m}} eine K-Basis von Aug(KM).c

1.1.14 Definition und Bemerkung

Sei K ein Korper, G eine Gruppe, N ein Normalteiler von G und
pn : KG — K(G/N) die Linearisierung des natiirlichen G-Epimorphismus
G — G/N, g — Ng. Nach Lemma 1.8 von Kapitel 1 in [18] ist der Kern
von py durch KG Aug(KN) = Aug(KN) KG gegeben.

Zu dem folgenden Lemma existieren in der Literatur zahlreiche Be-
weise (vgl. etwa die Arbeiten von D.A.R. Wallace in [26], von L.E. Dickson
n [10] oder von R.L. Kruse und D.T. Price in [15]). Wir geben nun eine
weitere Beweisalternative an.

1.1.15 Lemma (Wallace)

Ist p eine Primzahl, G eine p-Gruppe und K ein Kérper mit char(K) = p,
so ist Aug(K @) das Radikal von KG.

Beweis: Wir beweisen dieses Lemma durch vollstdndige Induktion
nach der Gruppenordnung von G. Sei n € N, und es gelte | G | = p".

1.Fall: Sei G abelsch.

Dann ist KG kommutativ, und das Radikal von KG besteht genau aus den
nilpotenten Elementen von KG. Die Ordnungen der Elemente von G sind
p-Potenzen, und daher gilt fiir alle ¢ € G wegen char(K) = p und wegen
des Binomialsatzes die Gleichung (g — 15)°@) = ¢°9) — 15 = Ok ¢. Daraus
schlieBen wir, dafl G — 1¢ und damit auch Aug(K Q) in rad(KG) enthalten
ist. Wegen der Maximalitéit von Aug(KG) ist die Behauptung in diesem
Fall bewiesen.

2.Fall Sei GG nicht abelsch.

Da G eine nicht-abelsche p-Gruppe ist, gilt {1} < Z(G) < G. Der erste
Fall zeigt uns, dafl Aug(KZ(G)) A-nilpotent ist, und nach Definition und
Bemerkung 1.1.14 erhalten wir die A-Nilpotenz von Kernpyz ). Also gilt
Kernpya) € rad(KG), und Kernpz) ist in jedem maximalen Ideal von
K G enthalten. Aus Induktionsgriinden enthilt K (G/Z(G)) und damit auch
KG/Kernpyz) genau ein maximales Ideal. Mit dem Homomorphiesatz
ergibt sich, dafl auch KG nur ein maximales Ideal besitzt. ¢
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rad(KG) ,/0 e

= Aug(KQG)

G| -1

/'K-lG
1

el

1.1.16 Bemerkung

(i) Ist K ein Korper, so gilt E(K) = K \ {Ox}, und damit folgt aus Teil
(iii) von Bemerkung 1.1.4 die Gleichung Q(K) = K \ {—1x}. Eine leichte
Rechnung zeigt uns k' = —k(k + 1x)~" fiir alle k € K \ {1}

(ii) Sei A eine assoziative K-Algebra und a ein nilpotentes Element

von A. Dann existiert ein n € N, so daf§ a™ = 04 gilt. Wie wir leicht
nachweisen konnen, gelten a € Q(A) und ' = > (—1x)'a’.0

=1

1.1.17 Folgerung

Sei p eine Primzahl, G eine p-Gruppe und K in Kérper mit char(K) = p.
(i) K@ ist eine lokale K-Algebra.
(ii) (rad(KG), (K \{—1Kk}) - 1l¢) ist eine direkte Zerlegung von Q(KG).
(i) (1g+rad(KG),(K\{0x}) 1g) ist eine direkte Zerlegung von E(KG).
)

(iv) Q(KG) bzw. E(KG) ist die Menge der Elemente von K G, deren Aug-
menation nicht —1g bzw. nicht O ist.

(v) G bzw. G — 1¢ ist eine Untergruppe von (1g + rad(KG);-) bzw. von
(rad(KG); *).

(vi) Ist K endlich, so gilt | rad(KG) |=| 1g + rad(KG) |=| K UG|*1.

Beweis: ad(i): Die Radikalfaktorstruktur von KG ist nach Lemma 1.1.15
zu K A;j-isomorph, woraus wir (i) erhalten.

ad(ii): Das Paar (Aug(KG), K - 1¢) ist eine semidirekte Zerlegung von KG.
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Da K - 1 zentral ist, folgt aus Proposition 1.1.7 und Teil (i) von Folgerung
1.1.8, daB (Q(Aug(KG)),Q(K - 1g)) eine direkte Zerlegung von Q(KG)
ist. Wegen des Lemmas 1.1.15 und der Bemerkung 1.1.16 ergibt sich nun (ii).

ad(iii): Diese Aussage folgt aus (ii) und Teil (iii) von Folgerung 1.1.8.

ad(iv): Da das Augmentieren ein Aj-Homomorphismus ist, besitzen
nach (iii) und Lemma 1.1.15 alle Elemente von E(KG) eine von Null
verschiedene Augmentation.

Sei z € KG, und es gelte aug(z) # Og. Da (Aug(KG),K - 1g) ei-
ne semidirekte Zerlegung von KG ist, gibt es ein £k € K und ein
r € Aug(KG), so daBl x = r+ klg gilt, woraus wir k # Ok schlieBen. Wegen
x=(lg+k7'r)- (klg) € (1g + Aug(KQ)) - (K \ {0k }) - 1) und (ii) gilt
somit x € E(KG).

Aus dieser Aussage iiber F(KG) und aus Teil (iii) von Bemerkung 1.1.4
folgern wir, dafl Q(KG) genau aus den Elementen von KG besteht, deren
Augmentation ungleich —1 ist.

ad(v): Offenbar ist G — 1¢ in Aug(K Q) enthalten. Nach Lemma 1.1.15 und
Teil (ii) von Bemerkung 1.1.16 ist Aug(KG) beziiglich * eine Gruppe. Die
Behauptung folgt nun aus Teil (iii) von Bemerkung 1.1.4.

ad(vi): Diese Aussage folgt aus Bemerkung 1.1.13. ©

1.1.18 Bemerkung

Fiir eine Primzahl p, eine p-Gruppe G und einen endlichen Koérper K mit
char(K) = p stimmen G und lg + rad(KG) genau dann iiberein, wenn
sowohl G als auch K zweielementig ist.o

1.1.19 Beispiel

Sei G := Qg und K ein Korper mit zwei Elementen.

Nach Folgerung 1.1.17 besteht die Sterngruppe bzw. die Einheitengruppe
von KG genau aus den Elementen T, fiir die T' eine Teilmenge von G mit
gerader bzw. ungerader Méchtigkeit ist. Dies sind nach Teil (vi) von Folge-
rung 1.1.17 genau 27 = 128 Elemente.

1.1.20 Bemerkung

Ist K ein Korper und G die triviale Gruppe, so ist KG zu K Aj-isomorph
und damit insbesondere lokal.
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1.1.21 Satz

Ist K ein Korper und G eine endliche, nicht triviale Gruppe, so sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) K@ ist lokal.
(ii) G ist eine p-Gruppe, und es gilt char(K) = p.

Beweis: Sei als erstes KG lokal. Dann besitzt KG genau ein maximales
Ideal, woraus wir Aug(KG) = rad(KG) erhalten. Wére char(K) = 0, so
miifite nach einem Satz von Maschke rad(KG) und damit auch Aug(KQG)
der Nullraum sein, was allerdings | G |# 1 widerspricht. Also gibt es eine
Primzahl p mit char(K) = p. Angenommen es existiere ein Primteiler ¢ # p
von | G |. Dann sei g € G mit o(g) = ¢, und wir definieren H := (g)g.

Wegen der Proposition 1.1.10 ist ey := qu igi ein Idempotent von
i=

KG, fir das aug(eyg) = 1i gilt. Also ist 1g — ey ein Idempotent von

Aug(KG) = rad(KG). Aus der A-Nilpotenz von rad(KG) erhalten wir

l¢ — ey = Ogg, was ein Widerspruch ist. Somit ist G eine p-Gruppe,

und es gilt (ii). Die Implikation (i) = (¢) haben wir in Folgerung 1.1.17

gezeigt.o

 B(KG  Q(KG)
lg + rad(KG) Q) rad(KG) ./

G G—1lg

* (K\{0k}) - 1a /' (K\{-1x}) - 1¢

{1c} {0ka}

1.2 Herzen

1.2.1 Definition und Bemerkung

Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G.

Mit coreq(U) := [\ U9 bezeichnen wir das Herz von U in G, also den
geG

groBten in U enthaltenen Normalteiler von G.
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1.2.2 Satz

Sei p eine Primzahl, G eine p-Gruppe, K ein Korper mit char(K) = p und
T eine Teilmenge von G. Es sind dquivalent:

(i) Fir alle x € E(KG) gilt T* C G.
(ii) Fiir alle x € 1g + rad(KG) gilt T* C G.
(iii) T ist zentral in G.

Beweis: Die Aussagen (i) und (ii) sind wegen des Teils (iii) von Folgerung
1.1.17 &quivalent, und offenbar folgt aus (iii) die Aussage (ii).
Es gelte nun 7% C G fiir alle z € E(KG), und wir nehmen an, da8 U nicht
zentral in G ist. Dann gibt es ein ¢t € T und ein g € G, so dafl

(1) tg # gt gilt.

1.Fall: char(K) # 3

Wir definieren z := 1g + (1¢ — 9) + (1¢ — t). Aus Satz 1.1.21 erhalten wir
x € 1g + rad(KG), und wegen T'* C G existiert ein h € G, so dafl tx = zh
gilt. Aus dieser Gleichung ergibt sich

(2) 3xt — 3ch —tg —t2 + gh +th = Okg.
Wegen (1) gilt t ¢ {t?,tg,g,1g}. Wire t = h, so wiirde mit (2) die

Gleichung —hg — h% + 2 gh = Ok gelten. Doch (1) zeigt uns h? # hg # gh,
und wir erhalten einen Widerspruch. Also haben wir

(3) t ¢ {tQatgahvga 1G}

gezeigt. Wegen char(K) # 3 zeigen (2) und (3), dal zumindest ¢t = gh oder
t = th gelten mu#f.

1.1 Fall: Es sei t = th, was zu h = 1g dquivalent ist.
Aus Gleichung (2) folgt dann

(4) 4t — 3 lg —tg — 12+ g = Okq.
Mit Hilfe von (3) und (4) ergibt sich, dal p = 2 und 1 +tg+t>+ g = Oxc
gelten miissen, und aus (1) schliefen wir daraus t? = 15 sowie tg = g. Das

bedeutet insbesondere t = 1¢, was (1) widerspricht.

1.2 Fall Es sei t # th.
Dann gilt t = gh, und mit (3) und (2) erhalten wir p = 2 sowie
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(5) h+tg+t?+th =0kq.

Wiirde ¢? = tg und damit ¢ = g gelten, so wire (1) nicht erfiillt.

Aus t? = th wiirden wir mit (5) die Bedingungen t = h und h = tg
erhalten, woraus wir ¢ = tg und damit g = 1 schliefen. Wiederum lége ein
Widerspruch zu (1) vor.

Somit miissen ¢ = h und tg = th gelten. Aber daraus folgern wir g = ¢,
was erneut (1) widerspricht.

2.Fall char(K) =3

Wir definieren y := 1g + (1g — 9) + (1¢ — t) + (1¢ — tg). Aus Satz 1.1.21
folgern wir y € 1g + rad(KG), und wegen TY C G gibt es ein h € G, so
dafl ty = yh gilt. Daraus erhalten wir wegen char(K) = 3 die Gleichung

(6) —tg —t> +t—t?g+ gh+th — h+tgh = Okq,
und (1) zeigt uns

(7) t ¢ {tg,t*,t?g}.

2.1 Fall: Es gelte t = th und damit A = 1¢.

Aus (6) ergibt sich somit 2xt — 2 — 29+ g — 1g = Ogg. Da wegen (1) das
Element ¢ nicht in der Menge {t2, g, 15} enthalten ist, liegt ein Widerspruch
zu p = 3 Vor.

2.2 Fall: Es gelte t = h.
Aus Gleichung (6) erhalten wir —tg — t?g + gt + tgt = Oxg. Wegen (1) ist
tg kein Element der Menge {t?g, gt,tgt}, was ein Widerspruch ist.

2.3 Fall: Es gelte h # t # th.
Mit (6), (7) und p = 3 ergibt sich ¢t = gh = tgh, woraus unmittelbar ¢t = 1¢
folgt. Das widerspricht erneut der Aussage (1). ¢

1.2.3 Folgerung (Pearson [19])

Ist p eine Primzahl, G eine p-Gruppe, U eine Untergruppe von G und K
ein Korper mit char(K) = p, so gelten:

(i) Genau dann ist U normal in E(KG) bzw. in 1g + rad(KG), wenn U
zentral in G ist.

(ii) Genau dann ist G normal in E(KG) bzw. in 1g + rad(KG), wenn G
abelsch ist.

Beweis: Diese Aussagen folgen direkt aus Satz 1.2.2. ¢
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1.2.4 Folgerung

Ist p eine Primzahl, G eine p-Gruppe, U eine Untergruppe von G und K
ein Korper mit char(K) = p, so gelten:

(i) coregka)(U) = coreiiraqxay(U) = Z(G)NU

(i) COT@E(KG)(@ = 007’€1G+md(KG)(G) =Z(G)

Beweis: ad(i): Da Z(G)NU ein in U enthaltener Normalteiler von E(KG)
und von lg + rad(KG) ist, gilt nach Definition und Bemerkung 1.2.1
offenbar (Z(G) NU) C (coregka)(U) N corey,yradqxa)(U)). Aus Teil (i)
von Folgerung 1.2.3 ergeben sich die anderen Inklusionen.

ad(ii): Diese Aussage ist eine direkte Folgerung von (i).o

1.2.5 Beispiel

Sei G := Qg und K ein Kérper mit char(K) = 2.

Da jede Untergruppe von G ein Normalteiler von G ist, stimmt nach De-
finition und Bemerkung 1.2.1 jede Untergruppe von G mit ihrem Herz in
G iiberein. Jede nicht-triviale Untergruppe U von G enthilt das Zentrum
von G, und damit gilt nach Teil (i) von Folgerung 1.2.4 die Gleichung

corep(kg)(U) = corei, raaxa)(U) = Z(G).

1.3 Normalisatoren

1.3.1 Definition

Sind M und N Mengen, so bezeichnen wir mit Abb(M, N) die Menge der
Abbildungen von M in N.

1.3.2 Bemerkung

Seien M eine Menge, T' eine Teilmenge von M und «, 5 € Abb(M, M).

Ist T unter o und [ invariant, so gilt (« ﬂ)|T =a B,

Das Einschrénken auf T ist also ein Homomorphismus zwischen dem Monoid
der T-invarianten Abbildungen von M in M und dem Monoid Abb(T,T).o

1.3.3 Proposition

Sei K ein Korper und U eine Gruppe, die auf einer Gruppe G vermoge §
operiere. Fiir alle u € U seien ué die Linearisierung von ud auf KG und
uo = (u5)|E(KG).

Dann operiert U vermoge 5 auf E(KG), und fiir alle w € U, g € G und

oy € K gilt (5 kyg)(ud) = 52 kyg(u).
geG geG
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Beweis: Sei v € U. Dann ist ud ein G-Automorphismus von G. Also
ist ud ein A;-Automorphismus von KG. Insbesondere ist E(KG) unter
ué invariant. Da § ein G-Homomorphismus ist, ist auch 5 ein solcher,
und damit operiert U auf E(KG). Die angegebene Gleichung ist leicht zu
verifizieren. ¢

1.3.4 Definition

Sei K ein Koérper und U eine Gruppe, die auf einer Gruppe G vermoge §
operiere.

Wir nennen die in Proposition 1.3.3 konstruierte Gruppenoperation 5 die
auf E(KG) erweiterte Gruppenoperation von U beziiglich ¢.

Das néchste Lemma untersucht die Beziehung zwischen § und 4 hin-
sichtlich der Existenz von Fixpunkten.

1.3.5 Lemma

Sei p eine Primzahl, K ein Koérper mit char(K) = p und U eine p-Gruppe,
die auf einer p-Gruppe G vermége J operiere. Es sind dquivalent:

(i) G besitzt einen Fixpunkt beziiglich 4.
(i) E(KG) besitzt einen Fixpunkt beziiglich 4.

Beweis: Offenbar ist nur die Implikation von (ii) nach (i) zu zeigen.
Sei x € E(KG) ein Fixpunkt von E(KG) beziiglich 6. Nach Satz 1.1.21

gibt es zu jedem g € G genau ein k; € K, so dal « = ) kg9 und
geG
Ox # aug(x) = kg gelten. Mit Proposition 1.3.3 erhalten wir
geG

M VueU: Y kegg= > kgg(ud).
geG geG

Seien n € N, By,..., B, die U-Bahnen von G beziiglich § und g; € B; fiir

alle i € n,. Nach (1) gilt fiir alle ¢ € n, und a € B; die Bedingung kq = kg,

und somit erhalten wir

(2) Ok # aug(x) = z | Bi i kg

Da U eine p-Gruppe ist, sind die Langen der U-Bahnen von G beziiglich §
p-Potenzen. Wegen (2) und char(K) = p folgern wir, da mindestens eine
U-Bahn B; (i € n)die Lénge 1 besitzt. Das einzige Element g; von B; ist
ein Fixpunkt von G beziiglich §. ¢
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Mit Hilfe des Fixpunkt-Lemmas 1.3.5 gelingt es uns, den Normalisa-
tor der Untergruppen U von G in E(KG) zu berechnen. Der Spezialfall
U = G wurde von D.B. Coleman in [7] betrachtet.

1.3.6 Satz

Sind p eine Primzahl, K ein Koérper mit char(K) = p, G eine p-Gruppe
und U eine Untergruppe von G, so gilt Ngx)(U) = Na(U) - Cgka)(U).

Beweis: Sei a € Npq)(U). Dann gilt fiir jedes u € U per Definition
u® € U, und wir definieren die Abbildung ué : G — G, g — u~'gu®. Dann
ist fiir jedes u € U die Abbildung ué eine Permutation von G. Sind u,v € U
und g € G, so gilt g((uv)d) = (uwv)Lg(uv)?® = v lutgu?® = g(ud)(vd).
Also ist die Abbildung § : U — Sg,u — ué ein G-Homomorphismus, und
fiir alle w € U gilt

(1) a(ud) = u tau® = a.

Somit ist @ ein Fixpunkt von E(KG) beziiglich §, und aus Lemma
1.3.5 folgern wir, daf} es einen Fixpunkt g von G beziiglich ¢ gibt. Aus der
Definition des Fixpunktes erhalten wir

(2) Vu e U:utgu® = g.

Sei v € U. Aus (2) ergibt sich u* = w9 € U, woraus wir ¢ € Ng(U)
und ag~! € Crka)(U) folgern.o

1.3.7 Folgerung

Ist p eine Primzahl, K ein Kérper mit char(K) = p, G eine p-Gruppe und U
eine Untergruppe von G, so gilt Ny, 4 ,qq(xq)(U) = Na(U)-C4radxa)(U)-

Beweis: Wegen Ng(U) C 1g + rad(KG) folgt die Behauptung mit
Satz 1.3.6 und der Dedekind-Identitét.o
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Aus den Folgerungen 1.3.7 und 1.2.4 ergibt sich:

lg 4+ rad(KG) lg + rad(KG)

N trad(xa)(U) N trad(ka)(G)

Clg-‘rT’CLd(KG) (U) G Z(lG + Tad(KG))

Ca(U) Z(G) = coreyyqraa(x ) (G)

Z(G) nU = Corelc—&-rad(KG)(U)

{1} v {1c}

1.3.8 Definition
Seien G eine Gruppe und g, h € G.

(i) Es sei [g, h] := g 'h~'gh der Kommutator von g mit h.

(ii) Ist G endlich, so sei ¢(G) die Anzahl der Konjugiertenklassen von
G, auch Klassenzahl von G genannt.

FEine weitere Konsequenz von Satz 1.1.21 ist:

1.3.9 Proposition
Sei p eine Primzahl, G eine p-Gruppe und K ein Kérper mit char(K) = p.
(i) Z(rad(KQG)) = Z(rad(KG)*) = Z(KG) Nrad(KG)

(i) Z(rad(KG)) = rad(KZ(G)) @k ({¢% | g € G\ Z(G)})x
Insbesondere gilt dimg (Z(rad(KG))) = (¢(G) — 1).

(iii) Ist K endlich, so gilt | Z(rad(KG)) |=| K |49
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1.3.10 Beispiel

Sei G := Qs und K ein zweielementiger Korper.

Dann gelten nach Satz 1.1.21 die Gleichungen E(KG) = 1g + rad(KG)
und | 1g + rad(KG) |= 27. G besitzt genau drei nicht-zentrale Konju-
giertenklassen, und es gilt | Z(G) | = 2. Aus Proposition 1.3.9 folgern wir
| Z(1g + rad(KQ)) | = 2%

Der Normalisator von G in lg + rad(KG) ist nach Folgerung 1.3.7 ein
Normalteiler von 1¢ + rad(KG) der Ordnung 2°.

Ist U eine maximale Untergruppe von G, so ist U normal und
selbstzentralisierend in G, und aus Folgerung 1.3.7 ergibt sich
| Nigirade)(U) =2+ | Crgiraaca)(U) | > 2°.

Wire | Nigiraaxey(U) |= 2°, dann miiBten Z(1g + rad(KG)) und
C1g+rad(kc)(U) die gleiche Ordnung besitzen und wéren demnach gleich.
Da U abelsch ist, wiirde sich ergeben, dafl U zentral in G ist, was offenbar
ein Widerspruch ist.

Wire | Nigiraaxe)(U) |= 27, so wire U ein Normalteiler von
lg + rad(KG). Da U nicht zentral in G ist, ergibt sich ein Wider-
spruch zu Folgerung 1.2.4.

Also gilt | N1, 4rad(xa)(U) | = 26, woraus wir schlieen, daf Nigtrad(xa)(U)
ein Normalteiler vom Index 2 in 1lg + rad(KG) ist. Daraus folgt
| Crotradxc)(U) | = 2° und damit Cy 4 raaxey(U) = U - Z(1g +rad(KG))
und Ny, radqxe)(U) = G- Z(1g + rad(KG)).

Ist also g € G\ Z(G), so besitzt g in 1¢ + rad(KG) genau 4, in G genau 2
Konjugierte.

lg + rad(KG)

Nig4rad(x6)(U) = Nigtrad(xka) (G)

Clg-i-rad(KG) (U)

Z(1g + rad(KQ))
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Zum Abschlufl dieses Kapitels geben wir eine Beschreibung fiir den Zentra-
lisator der Untergruppen U von G in E(KG) an.

1.3.11 Definition

Sei U eine Gruppe, die auf einer Menge M vermdge ¢ operiere und K ein
Korper. Fiir jedes u € U sei ud die Linearisierung von ué auf KM, und wir

definieren Crcpr,6(U) := () Kern(ud —idg ).
ucelU
Diese Menge nennen wir den Zentralisator von U in KM beziiglich 6.

1.3.12 Proposition

Seien U eine Gruppe, die auf einer endlichen Menge M vermoge 0 operiere,
By, ..., By, die U-Bahnen von M und K ein Kérper.
Dann ist {B; | i € n} eine K-Basis des K-Teilraums Cg s, 5(U) von K M.

Beweis: Aus der Definition 1.3.11 erkennen wir, da Cgas,s(U) ein
K-Teilraum von KM ist. Ist x € KM, so gibt es zu jedem ¢ € n, und zu
n

jedem b € B; genau ein ky € K, so dal z = ) Y kpb gilt. Fiir alle u € U
i=1bEB;

gilt genau dann z(ud) = z, wenn die Gleichung

n n

(1) 22 20 keb(ud) = 35 > kb

i=1beB; i=1bEB;

erfiilllt ist. Da U auf jeder U-Bahn von M transitiv operiert, folgt
mit (1) die Behauptung. ¢

1.3.13 Definition

Ist G eine Gruppe, so definieren wir fiir alle ¢ € G die Abbildung

kg : G — G, x +— 29 sowie die Funktion x : G — Inn(G), g — Ky.
1.3.14 Folgerung

Sei p eine Primzahl, K ein Koérper mit char(K) = p, G eine p-Gruppe, U
eine Untergruppe von G und B die Menge der U-Bahnen von G beziiglich
K|, - Es gelten die folgenden Aussagen:

(i) Die Menge {B | B € B} ist eine K-Basis des K-Vektorraums Cxq(U).
(i) Crag(rc)(U) = Aug(KCq(U)) &x ({B | B € B,| B |# 1})k

(111) Clg—l—rad(KG) (U) =1lg+ C’rad(KG) (U)



28

(iv) Ist K endlich, so gilt | 1y, yraaxc)(U) |=| K |71,

Beweis: ad(i): Diese Aussage folgt direkt aus Proposition 1.3.12.

ad(ii): Wegen (i) ist die angegebene Summe direkt. Nach Satz 1.1.21
gilt rad(KG) = Aug(KG), woraus wir folgern, daf jene Summe in
Crad(kc)(U) liegt. Wegen 1¢ ¢ rad(KG) folgt aus Dimensionsgriinden (ii).

ad(iii): Diese Aussage ist offensichtlich.
ad(iv): Diese Aussage ergibt sich direkt aus (i) und (iii). ¢

1.3.15 Folgerung

Ist p eine Primzahl, K ein endlicher Kérper mit char(K) = p und G eine
p-Gruppe, so gelten:

(i) Ist g € G\ Z(G) und B die Menge der (g)g-Bahnen von G beziiglich
Rl igyg SO besitzt g genau | K |- 1Bl Konjugierte in 1g + rad(KG).

(ii) Ist U eine Untergruppe von G und B die Menge der U-Bahnen von G
\NG U)I | K| 1B

beziiglich K|y » SO gilt | Nig4rad(ka) (U) |—

Insbesondere gibt es in 1g + rad(KG) genau % | K ||G‘ Bl 2u

U konjugierte Untergruppen.

Beweis: ad(i): Diese Aussage folgt aus Teil (iv) von Folgerung 1.3.14.

ad(ii): Diese Aussage ergibt sich aus Teil (iv) von Folgerung 1.3.14
und Folgerung 1.3.7. ¢

1.3.16 Beispiel

Sei G = Qs = {1g,4%,4,5,k,i" %771, k7'} und K ein Kérper mit zwei
Elementen. Die (i)g-Bahnen von G unter Rl sind {1¢}, {i%}, {i}, {i"'},
{5,77'} und {k,k™'}. Aus Folgerung 1.3.15 ergibt sich, daB8 es in 1g +
rad(KG) genau 4 zu i konjugierte Elemente und genau 2 zu (i)g konjugierte
Untergruppen gibt (vgl. Beispiel 1.3.9). Eine leichte Rechnung zeigt uns, daf$
it =i, ¢ =i dletiti = —l—jG—l—k‘G und jletitk = ('3)1G+i+j = i+jG+EC
gelten. Damit erhalten wir

ilG+ra%i(KG) — {i,ig,i1G+i+j,ilc+j+k} und

<i>é¢’+’+] _ {17Z'2’Z'1g+i+j7 (Z'3)10+i+j} 75 (i)g.



Kapitel 2

Endvertauschbare
Anordnungen

2.1 Erste Eigenschaften endvertauschbarer An-
ordnungen
2.1.1 Definition

Seien A eine K-Algebra, n € N und a; € A fiir alle i € n,.
Das n-Tupel (ay,...,ay) heiBe endvertauschbar, falls gilt:

n n
Vien—1:a;( Y aj)=( > aj)a.
j=it1 j=i+1

Ist T eine endliche und nichtleere Teilmenge von A, so nennen wir ein

| T |-Tupel (ay,...,ap) iiber T eine endvertauschbare Anordnung von T
(beziiglich der in A gegebenen Verkniipfungen), falls es endvertauschbar ist
und T = {a1,...,a/p} gilt. Wir sagen in diesem Fall auch, daf sich die
Menge T endvertauschbar anordnen 1&8t. Mit FA(T) bezeichnen wir die
Menge der endvertauschbaren Anordnungen von 7.

2.1.2 Beispiele

(i) Seien A eine K-Algebra, n € N, a € S, und a; € A fir alle i € n,.
Sind aq, ..., a, paarweise vertauschbar, so ist (a1q,- - -, ana) endvertausch-
bar.

(ii) Seien A eine K-Algebra, char(K) =2 und a,b € A mit ab # ba.
Das 3-Tupel (a, b, b) ist endvertauschbar, aber {a, b, b} = {a, b} besitzt keine
endvertauschbare Anordnung.

(iii) Sei K ein Kérper und G := Dys.
Sind a,b € G mit G = (a,b)g, o(a) = 8, o(b) = 2 und ba = a~'b, so ist

29
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{ab, ab, a®b, a”b} eine Konjugiertenklasse von G. Dann ist (ab, ab, a®b, a”b)
eine endvertauschbare Anordnung fiir (ab)® beziiglich KG (siehe Teil (i)
des Konstruktionsverfahrens 2.2.4), (ab, a®b, a®b, a’b) jedoch nicht.

2.1.3 Bemerkung

Sei K ein Korper, G eine Gruppe, T eine endliche nichtleere Teilmenge von
G und (t1,...,t)) eine endvertauschbare Anordnung von 7" beziiglich KG.
Aus der Basis-Figenschaft von G beziiglich des K-Vektorraums KG folgt
leicht die Aquivalenz der genannten Endvertauschbarkeit mit der Aussa-
ge, da.B fi:lr alle 7 € \.T \ —1, die Mengep {tfﬁH, . ,tf%,l} und {t;i41, e i)
tibereinstimmen. Wir kénnen also bereits in der Gruppe G entscheiden, ob
eine endvertauschbare Anordnung von T beziiglich K G vorliegt. In der Folge
sprechen wir daher auch ohne Bezugnahme auf einen Kérper K von endver-
tauschbaren Anordnungen auf 7'

2.1.4 Bemerkung

Seien A eine K-Algebra, n € N und a; € A fiir alle i € n,.
Genau dann ist (ay, ..., a,) endvertauschbar, wenn fiir alle i € n, (a;, ..., an)
endvertauschbar ist.o

Der folgende Satz ist fiir die Berechnung des Exponenten des Zentrums von
lg 4 rad(KG) ein entscheidenes Hilfsmittel.
2.1.5 Satz

Sind A eine assoziative K-Algebra, p eine Primzahl, char(K) = p, n € N,
a; € A fiir alle i € n, und (aq, ..., a,) endvertauschbar, so gelten:

n n
(i) Fiir alle s € N gilt (> a;)?" = > a;”°
i=1 i=1

(ii) Fiir alle s € Nist (a;?",...,a,”") endvertauschbar.

Beweis: Zunichst bemerken wir, daf fiir alle x,y € A mit zy = yxr wegen
char(K) = p und wegen des Binomialsatzes

(1) (e g = a7
gilt. Die Aussagen (i) und (ii) beweisen wir zunéchst fiir s = 1.

ad(i): In dem Fall n = 1 ist diese Aussage trivialerweise wahr. Da
n

nach Definition a; und ) a; vertauschbar sind, gilt nach (1) die Gleichung
i=2
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n n
(3> a)? = a1? + (3 a;)?. Mit Bemerkung 2.1.4 folgt per vollstindiger
i=1 =2
Induktion nach n die Aussage (ii).

ad(ii): Sei i € n — 1,. Es gilt

a?( Y a;P) (siehe (ii) und Bemerkung 2.1.4)
j=it+1
n
=a?( Y a;)? (siehe (1) und Definition 2.1.1)
j=it+1
n
=(a; ( > aj))? (siehe Definition 2.1.1)
j=it+1
n
=(( > aj)a)? (siehe (1) und Definition 2.1.1)
j=it+1
n
=( > a;)Pa? (siehe (ii) und Bemerkung 2.1.4)
A
j=it
=( 2 aP)a”
Jj=i+1

Also ist auch (ii) erfillt, und eine einfache Induktion nach s ergibt
die Behauptung. ¢

2.1.6 Beispiel

Sei K ein Korper mit char(K) =2 und G := Djs.

Sind a,b € G mit G = (a,b)g, o(a) = 8, o(b) = 2 und ba = a~'b, so ist
C := {ab,a’b, a®b,a”b} eine Konjugiertenklasse von G. Wegen der Beispiele
2.1.2 ist (ab,a’b,a3b,a’d) eine endvertauschbare Anordnung von C. Mit
Satz 2.1.5 ergibt sich (ab+a3b+a’b+a"b)? = (ab)?+ (a®b)?+ (a®b)? + (a7b)2.
Da alle Elemente von C Involutionen sind, erhalten wir (C)? = 0.

Um zu zeigen, dafl eine endliche Gruppe G genau dann nilpotent ist,
wenn jede normale Teilmenge von G endvertauschbar angeordnet wer-
den kann, bendtigen wir die folgenden Eigenschaften endvertauschbarer
Anordnungen:

2.1.7 Proposition

Sind A eine K-Algebra, n € N und a; € A fiir alle ¢ € n,, so gelten:

(i) Ist a ein K-Algebrenendomorphismus von A und (ay,...,a,) endver-
tauschbar, so ist (aja, ..., a,) endvertauschbar.

(ii) Sei € ny, und es gelte a; € Ca({a1,...,an}).
Genau  dann st (a1,...,an) endvertauschbar, wenn
(a1,...,4i—1,Qi41,...,a,) endvertauschbar ist.



(iii) Seien r € N, b; € A fiir alle ¢ € r,und (a1, ...,a,), (b1,...,b,) endver-

bj) = (22 bj) ai, so
=1 j=1

tauschbar. Gilt fiir alle ¢ € n, die Gleichung a; (

J
ist (a1,...,an,b1,...,b,) endvertauschbar.

(iv) Seien A assoziativ, r € N, b; € A fir alle i € r, und (ay,...,an),
(b1,...,b,) endvertauschbar. Gelten fiir alle ¢ € n, und fiir alle

j € n die Gleichungen a;b; = bja; und b;(>_ b)) = (D by)bj, so ist
t=1
(aiby,...,a1by, ..., anby, ..., apb,) endvertauschbar.

Beweis: ad(i): Sei ¢ € n — 1,. Es gilt:

(3 ao)aa =3 aja)a=(a( > a)a=aal ¥ o).
Jj=i+1 Jj=i+1 Jj=i+1 j=i+1

ad(ii): Diese Aussage ist offensichtlich wahr.

ad(iii): Sei ¢ € n,. Dann gilt

ai (22 aj) + (22 bs)) = ai( X0 aj) +ai(X bs) =
j=it1 s=1 j=it+1 s=1

= (2 aj)ai+ (X bs)ai = (( 20 aj) + (X bs)) ai.
j=it1 s=1 j=it1 s=1

Da (by,...,b,) endvertauschbar, ergibt sich nun (iii).

,
ad(iv): Seien x := ) b;, i € n,und j € ;. Es gilt:

i=1
(aibj) (( 22 aibs) +( 2 ax)) =b; ( X bs)ai’ +ai( 3 a)bjw=
s=j+1 t=it1 s=j+1 t=it1
=( 2 bs)bjaiai+( X3 ar)aibje =(( X abs) +( X ax))(aibj).o
s=j+1 t=i+1 s=j41 t=it1

2.1.8 Folgerung
Sei G eine endliche Gruppe.

(i) Ist U eine Untergruppe von Aut(G), o € EFA(G) und v € U, so gilt
ay € EA(G). Insbesondere operiert U auf FA(G), und fiir alle a €
EA(G) gilt Staby («) = {idg}.

(ii) Ist U eine Untergruppe von Aut(G), und ist n die Anzahl der FA(G) -
Bahnen unter U, so gilt | FA(G) |=n | U |.

Beweis: ad(i): Sei U eine Untergruppe von Aut(G). Nach Teil (i) von
Proposition 2.1.7 operiert U auf FA(G) in der angegebenen Weise. Ist
(91,---,9)q|) eine endvertauschbare Anordnung von G, so gilt fiir alle v € U



33

die Bedingung (g1,...,9/q))Y = (91,--,9|¢|) genau dann, wenn fiir alle
g € G die Gleichung gy = g erfiillt ist.

ad(ii): Nach dem Burnsideschen Fixpunktsatz gilt die Identitét

n= |le| > | Staby(t) |, und mit (i) folgt die Behauptung. ¢
te EA(G)

2.1.9 Beispiel

Sei K ein Kérper und G := Qg = {1¢,i%,4,7,k, i1, 71 k1),

Nach Proposition 2.1.7 geniigt es zur Berechnung von FA(G), die endver-
tauschbaren Anordnungen von 7' := {i,j, k,i~*, 571, k~!} zu bestimmen.
Sei (z1,...,26) € EA(T). Nach Definition der endvertauschbaren An-
ordnung sind x5 und xg vertauschbar, und daher ist {zs5,z} eine
Konjugiertenklasse von G. Insbesondere ist x5 + xg ein zentrales Element
von KG. Es folgt (z4+x5+w6) " = x,° + x5+ 26, woraus wir schlieflen, dafl
auch z3 und x4 vertauschbar sind. Somit sind auch {z3,z4} und {x,z2}
Konjugiertenklassen von G.

Sind umgekehrt z1, z2 und x3, x4 und x5, zg je zwei vertauschbare Elemente
von T, so sind {z1,z2}, {x3,24} und {x5, 26} Konjugiertenklassen von G,
und nach Proposition 2.1.7 ist (z1,...,xs) endvertauschbar.

Insbesondere gibt es genau 23 - 3! = 48 endvertauschbare Anordnungen von
T, und aus Proposition 2.1.7 erhalten wir | FA(G) | =48 -8 - 7 = 2688.
Wegen Aut(G) =g Sy bzw. Inn(G) =g V, gibt es nach Proposition 2.1.7
genau 112 bzw. 672 Bahnen von FA(G) unter Aut(G) bzw. unter Inn(G).

In dem folgenden Abschnitt zeigen wir, dal und wie spezielle endver-
tauschbare Anordnungen fiir eine endliche nilpotente Gruppe und fiir ihre
Konjugiertenklassen konstruiert werden kénnen.

2.2 Endvertauschbare Anordnungen von Konju-
giertenklassen

2.2.1 Proposition

Sei G eine endliche nilpotente Gruppe, C eine Konjugiertenklasse von G
und T eine Teilmenge von C.
Wird G von T G-erzeugt, so ist G eine zyklische Gruppe.

Beweis: Je zwei in G konjugierte Elemente sind modulo G’ identisch. Aus
der Voraussetzung erhalten wir, dafl G/G, zyklisch ist. Nach einem Satz
von Wielandt gilt G’ < ®(G). Somit ist die Frattini-Faktorgruppe von G
und damit auch G zyklisch. ¢
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2.2.2 Lemma

Sei G eine endliche nilpotente Gruppe.
Dann 148t sich jede Konjugiertenklasse von GG endvertauschbar anordnen.

Beweis: Wir zeigen diese Aussage durch vollstiandige Induktion nach
der Gruppenordnung. Ist G eine abelsche Gruppe, so ist die Behauptung
offenbar wahr. Sei also G eine nicht-abelsche Gruppe und C' eine nicht-
zentrale Konjugiertenklasse von G. Wegen der Proposition 2.2.1 kénnen
wir annehmen, dal N := (C)g ein echter und C enthaltender Normalteiler
von G ist. Die Konjugiertenklasse C' von G zerfillt in N in Konjugier-
tenklassen von N. Seien also n € N und (1, ..., C, Konjugiertenklassen
von N, so daB C die disjunkte Vereinigung der Mengen Ci,...,C), ist.
Nach Induktion gibt es zu jedem i € n, eine endvertauschbare Anordnung

(Cias---yCip) von C;. Da Cj fiir alle i € n, ein zentrales Element von KN
(K ein beliebiger Korper) ist, folgt aus Teil (iii) von Proposition 2.1.7, dafl
(C11s---,Clyys--rCnls---,Cnyr,) €ine endvertauschbare Anordnung von C
ist.o

2.2.3 Folgerung

Ist G eine endliche nilpotente Gruppe, so laft sich G endvertauschbar
anordnen.

Beweis: Nach Lemma 2.2.2 besitzt jede Konjugiertenklasse von G ei-
ne endvertauschbare Anordnung. Ist C eine Konjugiertenklasse von G, so
ist C' zentral in KG (K ein beliebiger Korper). Die Behauptung folgt nun
aus Teil (iii) von Proposition 2.1.7. ¢

2.2.4 Ein Konstruktionsverfahren

Sei G eine endliche nilpotente Gruppe.

Der Induktionsbeweis von Lemma 2.2.2 zeigt uns, wie wir fiir jede Kon-
jugiertenklasse C' von G eine endvertauschbare Anordnung konstruieren
konnen: In dem Normalteiler N := (C)g zerfillt C' in Konjugiertenklassen
Ci,...,C, von N. Haben wir fiir jede dieser Konjugiertenklassen eine
endvertauschbare Anordnung berechnet, so sind diese einfach per Teil (iii)
von Proposition 2.1.7 ,,nebeneinanderzulegen”. Fiir die Konjugiertenklassen
Ci,...,Cy von N gilt dasselbe wie fiir C. Diesen Zerfallsprozefl miissen wir
nun solange durchfithren, bis wir elementweise vertauschbare Konjugierten-
klassen erhalten, was durch Proposition 2.2.1 garantiert wird.

Haben wir fiir jede Konjugiertenklasse von G eine endvertauschbare
Anordnung ermittelt, so besagt die Folgerung 2.2.3, dal wir erneut durch
,,Nebeneinanderlegen” dieser Anordnungen nach Teil (iii) von Proposition
2.1.7 eine endvertauschbare Anordnung von G erhalten.
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Dieses Konstruktionsverfahren sei an zwei Beispielen vorgefiihrt.

(i) Sei G := Dqg, und seien a,b € G mit G = (a, b)g, o(a) = 8, o(b) = 2 und
a® = a7t Es gilt Z(G) = {1g,a*}, und C; := a% = {a,a"}, Oy := (a®)¢ =
{a%,a%}, C3 := (a®)¢ = {a®,a°}, Cy = (ab)® = {ab,a’b,a®h,a"b} und
Cs = & = {b, a®b, a*b,a%b} sind die nicht-zentralen Konjugiertenklassen
von G. Die Konjugiertenklassen C7, Co und C5 bestehen aus vertauschbaren
Elementen.

Wegen (ab) @) = a5, (a3b)(@) = ¢7b und der Proposition 2.2.1 zerfillt
Cy in (C4)g in die beiden Konjugiertenklassen {ab,a’b} und {a®b,a’b}
von (Cy)g, die ihrerseits aus vertauschbaren Elementen bestehen. Also ist
(ab, a®b, a®b,a’d) eine endvertauschbare Anordnung von Cj. Diese hatten
wir in den Beispielen 2.1.1 angefiihrt.

Wegen (a2b)? = abb, (a?0)(@*®) = b und der Proposition 2.2.1 zerfillt Cs
in (C5)g in die beiden Konjugiertenklassen {a?b,a’b} und {b,a*b} von
(Cs)g, die ihrerseits aus vertauschbaren Elementen bestehen. Also ist
(a®b, a%b, b, a*b) eine endvertauschbare Anordnung von Cs.

Daraus erhalten wir, dal zum Beispiel das Tupel

(1g,a*,a,a",a?,a®, a3, a%, ab, a®b, a3b, a"b, a®b, a®b, a*b, b)

eine endvertauschbare Anordnung von G ist.

Fiir das Vorgehen im zweiten Beispiel mag die folgende Graphik hilf-
reich sein.

Ny = ((ab)%)g

Ny = ((ab)M)g N3 = ((a®b)")g
(ab)N2 (@)™ (a®p)™s (aTb)™s

(ii) Sei G := Dsg, und seien a,b € G mit G = (a,b)g, o(a) = 16, o(b) = 2
und a® = a7, Es ist (ab)¥ = {ab,a’b,a’b,a’b,a’b,a''b, a'3b, a'®b} eine
Konjugiertenklasse von G, die in {(ab)®)g in die beiden Konjugiertenklas-
sen {ab,a’b, a’b, a*®b} und {ab,a"d, a''b, a*®b} von ((ab)%)g zerfillt.

Die erste zerfillt in ({ab,a®b,a’b,a'3b})g in die Konjugiertenklassen
{ab,a®b} und {a’b, a'3b}, die zweite in ({a®b, a”b, a''b, a'®b})g in die Konju-
giertenklassen {a3b, a''b} und {a”b,a'>b}. Diese vier zweielementigen Men-
gen bestehen aus vertauschbaren Elementen.
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Also ist (ab, a®b, a®b, a®b, a3b, a''b, a’b, a'®b) eine endvertauschbare Anord-
nung von (ab)? iiber KG.

2.3 Ein Nilpotenzkriterium

2.3.1 Beispiel

In Zykelnotation sind die Konjugiertenklassen der Gruppe S3 genau die fol-
genden drei: C := {(1)}, Ca := {(12),(13),(23)} und C3 := {(123), (132)}.
Offenbar besitzen die Konjugiertenklassen C7 und C's endvertauschbare An-
ordnungen. Da alle Elemente der Menge Cy paarweise nicht vertauschbar
sind, besitzt die Konjugiertenklasse Cs keine endvertauschbare Anordnung.
Das n#chste Lemma zeigt uns, dafl auch fiir G keine endvertauschbare An-
ordnung existieren kann.

2.3.2 Lemma
Fiir eine endliche Gruppe G sind dquivalent:
(i) G laBt sich endvertauschbar anordnen.
(ii) Jede Konjugiertenklasse von G ldfit sich endvertauschbar anordnen.

Beweis: Die Implikation von (ii) nach (i) ist nach Teil (iii) von Proposition
2.1.7 wahr. Nun existiere fiir G eine endvertauschbare Anordnung @ :=
(g1,---,9r), und es sei C eine Konjugiertenklasse von G. Wir geben nun
eine rekursive Definition an:

Sei 7 minimal aus r, so dafl g; € C gilt. Wir definieren a1 := g;. Ist a; schon
definiert, so wéhlen wir & minimal aus der Menge M :=r\ {t |3l € j;: g: =
a;} mit g € C, falls M nichtleer ist, und definieren aj;1 = gi. Ist M die
leere Menge, so sei die rekursive Definition beendet.

Offenbar gilt per Definition C' = {a1,...,ac}, und wir zeigen, daf Q¢ :=

(a1,...,a)c|) eine endvertauschbare Anordnung von C' ist. Ist i € | C' |, so
existiert ein ¢ € r,mit a; = g;. Sei X := {gi11,...,9-}\{air1,...,0/0)}. Da @
eine endvertauschbare Anordnung von G ist, folgt {ajy1,..., a0/ }* UX% =
{ait1,. . aqopuX. Ist j € {i+1,....| C |}, sogilt af' € {ai+1,..., a0/ JUX.
Da nach Definition die Menge X kein Element aus C enthélt, erhalten wir
mit af* € C sogar aj' € {ajt1,...,qc|}. Dies zeigt {ait1,...,q/ 0} =
{ait1,. .., a)c|}. Somit ist Q¢ ist eine endvertauschbare Anordnung von C'.o

2.3.3 Folgerung

Sei G eine endliche Gruppe.
Genau dann 148t sich G endvertauschbar anordnen, wenn jede normale
Teilmenge von G eine endvertauschbare Anordnung besitzt.
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Beweis: Nach Lemma 2.3.2 besitzt mit G auch jede Konjugiertenklasse
von (G eine endvertauschbare Anordnung. Ist T' eine normale Teilmenge von
G, so ist T eine disjunkte Vereinigung von Konjugiertenklassen von G. Mit
Teil (iii) von Proposition 2.1.7 folgt die Behauptung. ¢

2.3.4 Lemma

Sei G eine endliche Gruppe, die sich endvertauschbar anordnen lafit. Ist
jeder echte Normalteiler von G nilpotent, so ist bereits G nilpotent.

Beweis: Wir nehmen an, dal G nicht nilpotent ist. Nach Vorausset-
zung liegt jeder echte Normalteiler von G in der Fitting-Untergruppe
F(G) von G. Sei € G\ F(G). Dann ist N := (z%)g ein nicht-trivialer
Normalteiler von G. Wiare N # G, so miifite N in dem Normalteiler
F(G) enthalten sein, und somit wire insbesondere x € F(G), was ein
Widerspruch ist. Also gilt N = G. Nach Lemma 2.3.2 besitzt mit G auch
die Konjugiertenklasse 2 eine endvertauschbare Anordnung (g1, ..., gn).
Fiir alle ¢ € n, definieren wir U; := (¢;,...,9n)g. Aus der Definition der
endvertauschbaren Anordnung folgern wir, daf8 fiir alle @ € n,\ 1 U; ein
Normalteiler von U;_; ist. Wegen = ¢ F(G) kann keine der Untergruppen
Ui,...,Uy, in F(G) enthalten sein, und wir erhalten G = U,, = (gn)g-¢

[ ] G:U1

2.3.5 Lemma

Ist G eine endliche Gruppe, die eine endvertauschbare Anordnung besitzt,
so ist G nilpotent.

Beweis: Wir beweisen diesen Satz durch vollstindige Induktion nach
der Gruppenordnung von G. Ist G die triviale Gruppe, so ist nichts zu
zeigen. Sei N ein echter Normalteiler von G. Dann ist N eine normale
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Teilmenge von G und besitzt daher nach Folgerung 2.3.3 eine endvertausch-
bare Anordnung. Per Induktion kénnen wir also annehmen, dafl jeder echte
Normalteiler von G nilpotent ist, woraus mit Lemma 2.3.4 die Behauptung
folgt. ©

Zusammenfassend erhalten wir die folgende Kennzeichnung der Nilpotenz
endlicher Gruppen, die auch unabhéingig von den spiteren Untersuchungen
in dieser Arbeit Interesse verdienen mag:

2.3.6 Satz

Fiir eine endliche Gruppe G sind dquivalent:
(i) G ist nilpotent.

)
(ii) G besitzt eine endvertauschbare Anordnung.
(iii) Jede Konjugiertenklasse von G 148t sich endvertauschbar anordnen.
(iv) Jede normale Teilmenge von G 1&8t sich endvertauschbar anordnen.
Beweis: Die Aussagen (ii), (iii) und (iv) sind nach Lemma 2.3.2 und
Folgerung 2.3.3 dquivalent. Die Implikation von (i) nach (ii) ist der Inhalt
von Folgerung 2.2.3, und die Implikation von (ii) nach (i) ist zuvor in
Lemma 2.3.5 bewiesen worden. ¢

Eine Anwendung dieses Kriteriums ist die folgende Erweiterung von
Proposition 2.2.1.

2.3.7 Folgerung

Fiir eine endliche Gruppe sind dquivalent:

(i) G ist nilpotent.

(ii) Jede Untergruppe U von G, die von einer Konjugiertenklasse von U
G-erzeugt wird, ist zyklisch.

(iii) Jede Untergruppe U von G, die ein G-Erzeugendensystem aus in U
konjugierten Elementen besitzt, ist zyklisch.

Beweis: Die Implikation von (i) nach (iii) zeigt uns die Proposition 2.2.1,
und offensichtlich ist die Implikation von (iii) nach (ii) wahr.

Wir beweisen durch vollstdndige Induktion nach der Gruppenordnung von
G die Implikation von (ii) nach (i). Dazu geniigt es nach Satz 2.3.6 zu bewei-
sen, daf} jede Konjugiertenklasse von G eine endvertauschbare Anordnung
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besitzt. Sei g € G\ Z(G) und N := (¢%)g. Ist N = G, so ist nach Vor-
aussetzung G zyklisch. Sei also N ein echter Normalteiler von G. Die Kon-
jugiertenklasse ¢¢ zerfiillt in N in Konjugiertenklassen C,...,C, von N.
Da sich die Induktionsvoraussetzung auf jede Untergruppe von G iibertrigt,
gibt es zu jeder der Konjugiertenklassen C1,...,C, eine endvertauschbare
Anordnung. Aus Teil (iii) von Proposition 2.1.7 erhalten wir, daf} sich auch
g% endvertauschbar anordnen 1i8t. o

2.3.8 Folgerung

Ist G eine endliche nilpotente Gruppe, so besitzt jede nicht-zentrale
Konjugiertenklasse von GG zwei vertauschbare Elemente.

Beweis: Sei C' eine nicht-zentrale Konjugiertenklasse von G. Nach
Satz 2.3.6 besitzt C eine endvertauschbare Anordnung (cy, ..., ¢, ), und aus
der Definition der endvertauschbaren Anordnung folgern wir, dafl ¢,,_1 und
¢y, vertauschbar sind. ¢

Die Folgerung 2.3.8 konnte man alternativ auch per Induktion nach
| G | beweisen. Sie a8t sich in folgender Weise auf beliebige endliche
Gruppen erweitern:

2.3.9 Proposition

Jede endliche, nicht-abelsche Gruppe besitzt eine Konjugiertenklasse mit
zwei vertauschbaren Elementen.

Beweis: Sei G eine endliche Gruppe. Wir beweisen diese Aussage
mit Induktion nach der Gruppenordnung von G. Der Induktionsanfang ist
trivialerweise erfiillt, und wegen der Folgerung 2.3.8 kénnen wir annehmen,
dafl G nicht nilpotent ist. Wiirde es eine nicht-abelsche echte Untergruppe
U von G geben, so gibe es nach Induktion eine nicht-zentrale Konjugierten-
klasse von U, die zwei vertauschbare Elemente beséfle. In diesem Fall wére
der Satz also bewiesen. Somit kénnen wir weiter annehmen, dafl jede echte
Untergruppe von G abelsch ist. Insbesondere ist G minimal nicht-nilpotent.
Aus dem Satz von Seite 181 in [12] folgern wir, dafl | G | genau zwei
verschiedene Primteiler p und ¢ besitzt, und dafl es eine abelsche normale
p-Sylow-Untergruppe P sowie eine zyklische ¢-Sylow-Untergruppe ) von
G gibt, so dafl (P,Q) eine semidirekte Zerlegung von G ist. Da G nicht
abelsch ist, gibt es ein ¢ € P und ein h € Q, so da8 g # ¢g" gilt. Wegen der
Kommutativitit des Normalteilers P von G sind die Elemente g und g”
vertauschbar. ¢
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2.3.10 Anmerkung

Seien G, H endliche Gruppen, U eine Untergruppe und N ein Normal-
teiler von G. Besitzen G und H endvertauschbare Anordnungen, etwa
Qc == (g1,---,9n) und Qg = (hi,...,h;), so sind G und H nach Satz
2.3.6 nilpotent, woraus folgt, da§ auch U, G/N und G x H nilpotent sind.
Wiederum nach Satz 2.3.6 besitzen diese drei Gruppen endvertauschbare
Anordnungen, und es stellt sich die Frage, ob und wie diese aus Qg und Qg
konstruiert werden kénnen.

Dazu iiberlegt man sich leicht, daf§ das Verfahren aus Lemma 2.3.2 auch fiir
U und G/N angewendet werden kann: Entfernen wir aus Q¢ alle nicht zu U
gehorigen Eintrége, so ist das auf diese Weise entstehende Tupel eine end-
vertauschbare Anordnung von U. Rechnen wir alle Eintrage von Q¢ modulo
N und entfernen anschlieend — beim Eintrag ¢,/N beginnend — mehrfach
vorkommende Restklassen, so ist das so erhaltene Tupel eine endvertausch-
bare Anordnung fiir G/N. Schliefilich zeigt uns Teil (iv) von Proposition
2.1.7,daB (g1h1,...,91hr, ..., gnh1, ..., gnh,) eine endvertauschbare Anord-
nungen von G x H ist.

2.4 Der Exponent des Zentrums

2.4.1 Bemerkung und Definition

Sei T eine endliche Teilmenge von N.
Beziiglich der natiirlichen Ordnung auf | 7' | und T gibt es genau eine mo-
notone Bijektion von | T' | auf T', die wir mit @7 bezeichnen.

2.4.2 Definition

Sei T' eine Menge und ¢ € Ny.
Mit (:ZF) bezeichnen wir die Menge der i-elementigen Teilmengen von 7.

Die folgende Proposition 1&8t sich induktiv leicht bestatigen:

2.4.3 Proposition

Seien A eine assoziative K-Algebra, n € N und z1,...,x, € A.
n

Esgilt o1 % ... %20 = Y0 D T(1pp) - T(ipg)-©
Srely

2.4.4 Folgerung

Ist A eine assoziative K-Algebra, n € N und a € A, so gelten:

n .
(i) a*...xa = 2 (?)KCLZ
n—mal =1
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(ii) Ist p eine Primzahl und gilt char(K) = p, so gilt
ax...xaq=aP"),
—

pr—mal

Beweis: ad(i): Aus Proposition 2.4.3 erhalten wir

n n

n
ax...xa=>Y > a=>1®)]kd=>(7),d.
m = Te(?) = (z) = (Z)K

Y2

ad(ii): Da fir alle i € p" —1 die Primzahl p = char(K) ein Teiler
von (p:) ist, folgt (ii) aus (i).¢

2.4.5 Proposition

Sei p eine Primzahl, G eine p-Gruppe und K ein Kérper mit char(K) = p.
Ist G abelsch, so gilt fiir allen € N : (1g+rad(KG))?" = 1g+rad(K?"GP").
Insbesondere ist 1g + rad(KG) eine Torsionsgruppe, und es gilt
exp(G) = exp(lg + rad(KG)).

Beweis: Sei G abelsch. Dann ist K G kommutativ, und wegen char(K) = p
und wegen des Binomialsatzes gilt fiir alle a,b € KG die Identitét

(1) (a+b)P = aP + bP.

Nach Satz 1.1.21 gilt rad(KG) = Aug(KG). Ist z € rad(KG), so
existiert zu jedem g € G\ {1g} ein ky; € K mit x = ) kq(g — 1g).
geG\{1}
Ist n € N, so folgern wir durch eine wiederholte Anwendung von (1), da8
(lg+2)?" =1+ > kP (g7 — 1¢) gilt. Aus dieser Gleichung und
9€G\{1c}
mit Satz 1.1.21 folgt nun leicht die Behauptung. ¢

2.4.6 Bemerkung
Sei G eine Gruppe, n € N, a € G und b € a©.

Ist a™ zentral in G, so gilt ™ =0".¢

Ist A eine assoziative K-Algebra, fiir die jedes Element sternregulér
ist, so benutzen wir an Stelle von Q(A) auch das Symbol A*.

Die folgende Proposition reduziert die Ermittlung des Exponenten von
Z(rad(KG)*) auf ein Teilproblem:

2.4.7 Proposition
Sei p eine Primzahl, K ein Kérper mit char(K) = p und G eine p-Gruppe.
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(i) Z(rad(KG)*) ist eine Torsionsgruppe.
(ii) Die Ordnungen der Elemente von Z(rad(KG)*) sind p-Potenzen.
(iii) exp(Z(rad(KG)*)) = maz{exp(Z(G)), maxz{o(¢C) | g € G\ Z(G)}}

Beweis: Nach Folgerung 2.4.4 gilt fiir alle * € KG und fiir alle n € N
zx...xx = @) Sei ¢ € G\ Z(G). Da G eine nilpotente Gruppe
p*—mal

ist, zeigt uns der Satz 2.3.6, daB ¢g© eine endvertauschbare Anord-
nung (ay,...,a,) besitzt. Also gilt nach Satz 2.1.5 fir alle n € N

(g&)P") = Z az(-p "), Daraus folgern wir mit Bemerkung 2.4.6 die Glei-

T

chungskette (¢g&)eer(G/Z(G) Z eap(G/Z(G)) _ igexl) G/2(@) = Opq.
=1 i=1
Somit haben wir die Teile (i) und (ii) bewiesen. Zudem zeigt uns die Pro-

position 2.4.5, daB fiir alle r € rad(K Z(Q)) die Gleichung r **P(?(@)) = 0

gilt. Ist * € Z(rad(KG)), so existieren wegen der Proposition 1.3.9

r € rad(KZ(G)), n € N, ¢g1,...,9, € G\ Z(G) und kyq,...,k, € K,
n

so daB x = 7+ Y ki(¢¢) gilt. Da Z(rad(KG)) kommutativ ist, gilt
i=1

wegen des Binomialsatzes und der Folgerung 2.4.4 fiir alle e € N

n JE—
. ey e (p®) e . ) . . .
e xx=zP) = @) 4 > k" (g&) %), Hieraus sowie mit (i) erhalten
pe—mal
wir die Behauptung. ¢

An dieser Proposition erkennen wir, dafl nur noch die Ordnungen der
Konjugiertenklassensummen zu bestimmen sind. Mit den Resultaten iiber
endvertauschbare Anordnungen kénnen wir dieses Problem leicht 16sen. Ein
weiterer Zugang zu den Teilen (ii) bis (iv) des folgenden Satzes findet sich
in dem Artikel [3] von A.A. Bovdi und Z. Patay. Insbesondere erhalten wir
in Teil (iv), dafl und wie sich der Exponent von Z(rad(KG)*) allein durch
Berechnungen innerhalb der Gruppe G bestimmen lift.

2.4.8 Satz

Ist p eine Primzahl, G eine nilpotente Gruppe, K ein Korper mit char(K) =
pund g € G\ Z(G), so gelten:

(i) (99 = (FZEEh) i (99)7

(ii) Ist G eine p-Gruppe, die Ca(g) < Cg(gP) erfiillt, so gilt (¢&)? = Oxq.

(iii) Ist G eine p-Gruppe, die Cg(g) = Ca(gP) erfiillt, so gilt (¢@)? = (gP)C.

(iv) Ist G eine p-Gruppe, so gilt o(¢C) = pmm{”EN|CG(9)<CG(9pn)}.
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Beweis: ad(i): Aus Folgerung 2.4.4 erhalten wir

p—mal

Da G eine nilpotente Gruppe ist, besitzt ¢© nach Satz 2.3.6 eine
endvertauschbare Anordnung. Mit (1) und Satz 2.1.5 ergibt sich

(2) gCx...xgG = S aP.
N e’ z€gC
p—mal
Ist z € g% so ist P zu gP konjugiert. Aus (1) und (2) folgern wir,
daB es ein k € K gibt, so daB (¢%)? = k(gP)C gilt. Offensichtlich muf

_ /ICa(g?)]
k= (e

)i erfiillt sein, und (i) ist bewiesen.

ad(ii),(iii): Da G eine p-Gruppe ist und char(K) = p gilt, folgen (ii)
und (iii) aus (i).

ad(iv): Diese Aussage ergibt sich aus den Teilen (i) bis (iii). ©

Ca(g®™)

Ca(g) = Ca(g® ™)

Z(G)

{1}

2.4.9 Definition

Ist A eine assoziative K-Algebra so definieren wir fiir alle a,b € A
aob:=ab-—ba.

Dann ist (A;+;0) eine K-Lie-Algebra, fiir die wir abkiirzend das Symbol
A° benutzen. Sie wird die zu A assoziierte K-Lie-Algebra genannt.

Aus Satz 2.4.8 erhalten wir:



44

2.4.10 Folgerung

Sei p eine Primzahl, G eine p-Gruppe, K ein Kérper mit char(K) = p und
n € N. Der Teilraum ({g¢ | g € G\ Z(G),| g% | = p"}) Kk von Z(rad(KG))
ist eine Lie-Teilalgebra der restringierten Lie-Algebra K G °.¢

2.4.11 Beispiel

Seien K ein zweielementiger Korper, G := Dig und h,a € G, so dafl G =
(h,a)g, o(h) = 8, o(a) = 2 und h® = h™! gelten. Ist U := (h?)g, so gilt
aV = {a,h%a}. Da a und h2a nicht vertauschbar sind, besitzt aV keine
endvertauschbare Anordnung. Zudem gilt (a + h%a)? = a? + ah?a + h% +
(h?a)? = hS + h? # 0kq = a® + (h2a)?.

Dieses Beispiel zeigt uns, da8 der Exponent von C,.qxq)-(U — 1g) (vl
Folgerung 1.3.14) mit dem Konzept der endvertauschbaren Anordnungen
nicht ermittelt werden kann.

2.5 Abschitzungen

2.5.1 Definition

Ist G eine Gruppe, so bezeichnen wir mit I(G) die Menge der Konjugier-
tenklassen von G.

2.5.2 Proposition
Sei p eine Primzahl, G eine p-Gruppe und K ein Kérper mit char(K) = p.

(i) Ist C eine nicht-zentrale Konjugiertenklasse von G, so gilt
o(C) | pHXIXER(G), IXI=ICH,

(ii) Ist C eine nicht-zentrale Konjugiertenklasse von G und ¢ € C, so gilt

o(C) | o(Z(G)c).
(ili) exp(Z(Q)) | exp(Z(rad(KG)*)) | maz{exp(Z(G)), exp(G/Z(G))}
(iv) exp(Z(rad(KG)*)) | exp(G)

Beweis: Die Aussage (i) folgt aus den Teilen (ii) und (iii) und die Aussage
(ii) aus Teil (iv) von Satz 2.4.8. Die letzten beiden Aussagen ergeben sich
offenbar aus (ii) und aus Proposition 2.4.7. ©
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2.5.3 Folgerung

Ist p eine Primzahl, G eine nicht-abelsche p-Gruppe und K ein Korper mit
char(K) = p, so gilt p < exp(Z(rad(KG)*)) < .

Beweis: Da G nicht-abelsch ist, gilt p | exp(Z(G)). Ist die Zentrumsfak-
torgruppe zyklisch, so ist G abelsch. Daher besitzt Z(G) hochstens die
Méchtigkeit | 2', und wir folgern exp(Z(G)) | 4l

Da Z(QG) mcht die triviale Untergruppe ist, kann G/Z(G) hochstens die
Ordnung % besitzen. Also ist der Exponent der nicht-zyklischen Gruppe

G/Z(G) hochstens %, und aus Teil (iii) von Proposition 2.5.2 ergibt sich
nun die Behauptung. ¢

2.5.4 Proposition

Ist p eine Primzahl, G' eine p-Gruppe, U eine Untergruppe von G, K ein
Korper mit char(K) =pund u € U\ Z(U), so gilt o(u®) < o(ul).

Beweis: Wir merken zunédchst an, dafl uw nicht zentral in G ist. Fir
alle a,b € U mit Cg(a) = Cg(b) ergibt ein Schnitt mit U die Gleichung
Cy(a) = Cy(b). Daraus und mit Satz 2.4.8 folgt nun die Behauptung. ¢

2.5.5 Folgerung

Sei p eine Primzahl, G eine p-Gruppe, K ein Koérper mit char(K) = p,
g € G\ Z(G) und r € N mit o(¢g%) = p".

Ist U beziiglich Inklusion minimal mit g € U \ Z(U), so gilt | U | > p"+?2
Insbesondere ist in dem Fall p" = % G die einzige Untergruppe von G, in
der g nicht zentral ist.

2. Aus Proposition 2.5.4

Beweis: Angenommen es gelte | U |[< p"
und Folgerung 2.5.3 wiirde sich nun p" < o(gV) < |U| < p = p" ergeben,

was ein Widerspruch ist. ¢

2.5.6 Bemerkung

Es stellt sich die Frage, ob die minimal méogliche Ordnung p" 2 in Folgerung
2.5.5 angenommen wird. Daf} diese Frage zu verneinen ist, zeigen wir am
Ende von Kapitel 3 an einem Beispiel.

2.5.7 Lemma

Sei p eine Primzahl, n € N, G eine nicht-abelsche p-Gruppe und K ein
Koérper mit char(K) = p. Fur alle a,b € G kommutiere a?") genau dann
mit b, wenn b*") mit a kommutiere.
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Dann gilt fiir jede nicht-zentrale Konjugiertenklasse C' von G die Unglei-

chung o(C) < p™.

Beweis: Wir beweisen dieses Lemma durch vollstdndige Induktion
nach der Gruppenordnung von G. In dem Fall | G |= p? gilt die Behaup-
tung nach Folgerung 2.5.3. Sei x € G\ Z(G).

1.Fall: Es existiere eine x enthaltene maximale Untergruppe von G,
die von x nicht zentralisiert wird.

Daxz € U\ Z(U) gilt und sich die Induktionsvoraussetzung auf U iibertrigt,
folgern wir mit Proposition 2.5.4 o(zC) < o(zU) < p". Also ist in diesem
Fall die Behauptung bewiesen.

2.Fall: Jede z enthaltene maximale Untergruppe von G werde von x
zentralisiert.

Sei U eine z enthaltene maximale Untergruppe von G. Dann gilt z € Z(U).
Ist y € G\ U, so folgt aus der Nilpotenz von G, dai G = U(y)g gilt. Wegen
x € Z(U)\ Z(G) wird y von z nicht zentralisiert. Aus der Maximalitét
von U erhalten wir y? € U und damit [yP,z] = 1. Insbesondere ergibt
sich [z,y®")] = 1¢, und nach Voraussetzung folgt nun [z®"), y] = 15. Wir
haben bewiesen, daB y das Element z®"), _jedoch nicht das Element x
zentralisert. Daher gilt nach Satz 2.4.8 nun o(z¢) < p", und die Behauptung
ist bewiesen. ¢

2.5.8 Bemerkung

Sei p eine Primzahl, G eine nicht-abelsche p-Gruppe, K ein Koérper mit
char(K) = p und n € N, so daB p" = exp(G/Z(G)) gelte. Dann ist
mit diesem n trivialerweise die Voraussetzung von 2.5.7 erfiillt. Somit
stellt sich die Frage, ob es fiir ein solches, minimal gewéhltes n € N eine
Konjugiertenklassensumme von G gibt, deren Ordnung genau p™ ist. Das
wiederum wiirde bedeuten, dafl die maximale Ordnung der Konjugierten-
klassensummen genau p™ ist. Diese Frage ist jedoch zu verneinen, was durch
ein Beispiel am Ende von Kapitel 3 gezeigt wird.

Die bisher hergeleiteten Abschitzungen dienen der Vorbereitung auf
Kapitel 3. Zum Abschlufl dieses Kapitels zeigen wir, wie sich der Exponent
von Z(rad(KG)*) fiir einen Normalteiler N von G durch exp(Z(rad(KN)*))
und exp(Z(rad(KG/N)*)) abschétzen 148t.

2.5.9 Proposition

Ist p eine Primzahl, G eine p-Gruppe, N ein Normalteiler von G und K ein
Koérper mit char(K) = p, so gelten:
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(i) exp(Z(G)) < exp(Z(N)) - exp(Z(G/N))
(i) Fiir alle g € Z(N) \ Z(G) gilt 0(4C) < exp(Z(N)).

(ili) Fiir alle g € G\ N mit gN € Z(G/N) und g¢**Z(G/N) ¢ Z(N) gilt
o(9%) < exp(Z(N)) - exp(Z(G/N)).

(iv) Fiir alle g € G\ N mit gN € Z(G/N) und g*?Z(E/N) e N\ Z(N)
gilt 0(g%) < exp(Z(G/N)) - o (ge=PlZ(G/ND)),

Beweis: Seien n, f € N, so da8 p" = exp(Z(N)) und pf = exp(Z(G/N))
gelten.

ad(i): Es ist (Z(G)N)/N eine zentrale Untergruppe von G/N woraus
wir Z(@)®") € NN Z(G) C Z(N) folgern. Also gilt (Z(G)®))®") = {14},
und es folgt (i).

ad(ii): Sei g € Z(N)\ Z(G). Wegen gP") = 14 gilt Cg(g) < G = Cq(g?"),

woraus wir mit Satz 2.4.8 die Aussage (ii) erhalten.

ad(iii): Sei g € G’\N so daB gN € Z(G/N) und ¢®") € Z(N) gel-
te. Daraus folgt g(p ") = 15, und aus Satz 2.4.8 ergibt sich (iii).

ad(iv): Sei ¢ € G\ N, so daB gN € Z(G/N) und ¢®") € N\ Z(N)
gelte. Sei r € N mit p* = o((g®))V). Nach Satz 2.4.8 gilt
Cn(g® ™) < Cn (@), und daher auch Ce(g® ™) < C(g® ™),
woraus wir erneut mit Satz 2.4.8 die Behauptung erhalten. ¢

2.5.10 Lemma

Sei p eine Primzahl, G eine p-Gruppe, N ein Normalteiler von G, K ein
Korper mit char(K) = p und g € G\ N, so dafl gN nicht zentral in G/N
ist. Sei s € N, so daB p* = o((gN)E/N) gilt.

Dann gibt es ein h € G, fiir das [¢?*), h] € N und [g(pkl), h] ¢ N gilt.
Definieren wir zo := [¢\?"), h] und z,, := [x,_1, g] fiir alle n € N, so gelten:

(i) Fir alle n € N gilt x,, € N.

(i) Fiir 2o = 1¢ gilt o(g%) < p°.
(iii) Fiir zo # 1g = 1 gilt 0o(gF) < p® - o(wo).
(iv)

Beweis: Aus Satz 2.4.8 erhalten wir Cq/n(gN) = Cg/N(g(pS_l)N) <
CG/N(g(”S)N). Also gibt es ein h € G, fiir das 29 = [¢®"),h] € N und

Fiir alle r € N mit z, # 1g = 2,41 gilt 0o(g%) < o(z,).
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(g% h] ¢ N erfiillt ist.
ad(i): Diese Aussage ist offensichtlich wahr.

ad(ii): Aus zo = lg schlieBen wir h € Cg(g®")) \ Ca(g® ™), woraus
mit Satz 2.4.8 die Aussage (ii) folgt.

ad(iii): Es gelte g # 1g = 1.

Sei k € N mit p¥ = o(xg). Wegen x; = 1g vertauscht zy per Defi-
nition mit ¢ und damit auch mit ¢®). Mit Hilfssatz 1.3 von Kapitel
IIT in [12] folgt nun 1l = a:(()pk) = [¢®), @) = [g®P") B]. Wir
nehmen an, dal h das Element g(ps+k71) zentralisiere. Dann wiirde
wiederum nach Hilfssatz 1.3 von Kapitel III in [12] die Gleichung
1g = [¢® "7, b = [(¢®))P ™) b] = [g®), BT = mépk_l) gelten, was
ein Widerspruch zu o(zg) = p* ist. Die Aussage (iii) ergibt sich nun aus
Satz 2.4.8.

ad(iv): Sei 7 € N, und es gelte x, # 1lg = Tp41.

Sei k € N mit o(z;') = o(z,) = p*. Da per Definition z, mit g und
damit auch ! mit g vertauscht, gilt nach Hilfssatz 1.3 in Kapitel IIT
von [12] die Gleichung 1¢ = (z;)#) = [g, 2,17 = [¢¥") z,_4].
Wir nehmen an, da z,_; auch das Element g(pk_l) zentralisiere. Dann
wiirde wiederum nach Hilfssatz 1.3 in Kapitel III von [12] die Gleichung
1g = [¢@ ), 1] = [g, 21?7 = mfnpkil) gelten, was ein Widerspruch
zu o(x; 1) = p¥ ist. Die Aussage (iv) ergibt sich nun aus Satz 2.4.8. o

2.5.11 Bemerkung

Sei p eine Primzahl, G eine p-Gruppe und K ein Kérper mit char(K) = p.
Fiir alle g € G\ Z(G) mit g? € G\ Z(G) gilt nach Satz 2.4.8 die Bezichung

o(g%) <p-o((g?)%).

2.5.12 Lemma

Sei p eine Primzahl, G eine p-Gruppe, N ein Normalteiler von G und K
ein Kérper mit char(K) = p.

Ist N oder G/N abelsch oder G/N vom Exponenten p, so gilt
exp(Z(rad(KG)*)) < exp(Z(rad(KN)*)) - exp(Z(rad(K(G/N))*)).

Beweis: Ist G/N abelsch, so folgt die Behauptung aus Proposition
2.5.9, Proposition 2.4.7 und Satz 2.4.8.
Ist N abelsch, so folgt die Behauptung aus Proposition 2.5.9, Lemma
2.5.10, Proposition 2.4.7 und Satz 2.4.8.
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Ist GP in N enthalten und g € G \ Z(G), so gilt g” € N.

Ist g? ¢ Z(N), so folgt mit Proposition 2.5.4 und Bemerkung 2.5.11 die
Ungleichung o(g%) < p-o((97)) < p-o((g?)").

Ist ¢ € Z(N), so gilt gPezr(Z(N))) = 14, und aus Satz 2.4.8 erhalten
wir 0o(¢g¢) < p - exp(Z(N)). Die Behauptung ergibt sich nun aus den
Propositionen 2.5.9 und 2.4.7 sowie aus Satz 2.4.8. ¢

2.5.13 Satz

Sei p eine Primzahl, G eine p-Gruppe, K ein Korper mit char(K) = p und
{l¢} = N, < Nr 1 < ... < Ny < Ni; = G eine Subnormalreihe von G, so
daB fiir allev € r — 1, dle Faktorgruppe N;/N;;1 abelsch ist.

Dann gilt fiir alle teEr—1

exp(Z(rad(KG)*)) < exp(Z(rad(KN;)*)) i]:[i exp(Ni/Nit1).

Beweis: Die Behauptung ergibt sich durch eine leichte Induktion
nach 7 aus Lemma 2.5.12 und Teil (iii) von Proposition 2.5.2. ¢

2.5.14 Bemerkung

Sei p eine Primzahl, G eine p-Gruppe, U eine Untergruppe und N ein Nor-
malteiler von G. Die Frage, ob exp(Z(rad(KG)*)) durch exp(Z (rad(KU)*)),
exp(Z(rad(KN)*)) oder exp(Z(rad(K(G/N))*)) nach oben oder unten be-
schrankt ist, muf} im allgemeinen verneint werden. Die dazu nttigen Beispiele
geben wir am Ende von Kapitel 3 an. Zudem betrachten wir dort Beispiele
zu Lemma 2.5.12 und Satz 2.5.13.



Kapitel 3

Der Exponent des Zentrums
fiir spezielle Gruppenklassen
und Gruppenkonstruktionen

3.1 Der maximal mogliche Exponent

3.1.1 Proposition

Sei p eine Primzahl, K ein Kérper mit char(K) = p, G eine p-Gruppe und
M eine maximale Untergruppe von G.
Fiir alle m € Z(M) \ Z(G) gilt o(m&) = o(mZ(Q)).

Beweis: Aus den Voraussetzungen ergibt sich leicht, da M der Zen-
tralisator von m in G ist. Fiir alle r € N gilt daher Cg(m) < Cg(m?")
genau dann, wenn m?" zentral in G ist. Also ist das minimale r € N mit der
Eigenschaft Cg(m) < Cg(mP") genau die Ordnung von mZ(G) in G/Z(G).
Die Behauptung ergibt sich damit aus Satz 2.4.8. ¢

3.1.2 Beispiele
Sei K ein Korper mit char(K) = 2.

(i) Diedergruppen

Sei n € N>3 und G := Dgn. Dann gibt es a,b € G, so daBl G = (a,b)g,
o(a) =271 o(b) =2 und a® = a~! gelten.

Bekanntlich gilt Z(G) = (" ))g, und die Untergruppe M := (a)g ist
abelsch und maximal in G. Wegen n € N> 3 ergibt sich a € Z(M) \ Z(G),
und aus Proposition 3.1.1 folgt nun o(a®) = 0(aZ(G)) = 2" 2.

(ii) Semidiedergruppen
Sei n € N>3 und G := SDy». Dann gibt es a,b € G, so dafl G = (a,b)g,

50
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o(a) =271, o(b) = 2 und ab = a=12""* gelten.
Durch einen zu Teil (i) analogen Beweis konnen wir einsehen, daf§ auch hier
0(a%) = o(aZ(@G)) = 2" 2 gilt.

(iii) Quaternionengruppen

Sei n € N>3 und G := Qgn. Dann gibt es a,b € G, so daBl G = (a,b)g,
o(a) =271 2 =¥ ” und a® = a~! gelten.

Wie in Teil (i) zeigt sich o(a®) = o(aZ(G)) = 2" 2.

(iv) Sei p eine Primzahl, G eine p-Gruppe und char(K) = p.

Wir verwenden die Propositionen 3.1.1 und 2.5.4, um eine weitere
Abschiitzung fiir 0(g%) herzuleiten.

Seien n € N, fiir alle ¢ € n, M; eine maximale Untergruppe von M;,1, so
daB M,y1 = G, g ¢ Z(M;) fir allei € n+ 1\ L und g € Z(M;) gelten.
Dann erhalten wir o(g&) < o(gM2) = 0(gZ(Ma)) (in My/Z(M>)).

Anhand von Teil (i) zeigen wir in dem Fall n = 4, wie sich diese
Abschiitzung auf G auswirkt. Es seien Mz = G, My = (h%)g und
M; = (h*)g. Dann gilt a ¢ Z(M3) U Z(Ms) sowie a € Z (M), und wir

erhalten o(a®) < o(aM2) = o(aZ(Ms)) = 2.

3.1.3 Bemerkung

Sei p eine Primzahl, K ein Korper mit char(K) = p und G eine nicht-

abelsche p-Gruppe. Aus exp(Z(G)) = % ergibt sich mit Proposition 2.4.7

sowie mit Folgerung 2.5.3, da8 exp(Z(rad(KG)*)) die maximal mogliche
|G|

obere Schranke _5' annimmt.

3.1.4 Proposition

Sei p eine Primzahl, K ein Korper mit char(K) = p und G eine nicht-
abelsche p-Gruppe.

Besitzt G eine zyklische maximale Untergruppe, so ist der Exponent von
Z(rad(KG)*) genau L%'.

Insbesondere wird von exp(Z(rad(KG)*)) die maximal mogliche obere
Schranke angenommen (sieche Folgerung 2.5.3).

Beweis: Den Seiten 98 und 99 in [25] ist zu entnehmen, da wir
aufgrund der Beispiele 3.1.2 nur noch zwei Gruppentypen zu betrachten
haben: Es sind die der Teile (a) und (d) von Satz 5.3.2 aus [25].

1.Fall: Seien p # 2, n € N>3 und h,a € G, so dafl o(h) = p", o(a) = p,
G = (h,a)g, | G |=p™" und h* = H1*P""" gelten.
Aus (hP)® = (h®)P = (K1*P" 7" )P = hP erhalten wir Z(G) = (h?)g. Daraus
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folgt exp(Z(G)) = 19 ynd mit Bemerkung 3.1.3 ist in diesem Fall die
P
Behauptung bewiesen.

2.Fall: Hier betrachten wir die Gruppe G aus Teil (d) von Satz 5.3.2
in [25]. Das ist dieselbe Gruppe wie im ersten Fall, nur fiir p = 2.0

3.1.5 Lemma

Sei p eine Primzahl, K ein Koérper mit char(K) = p, n € N>4 und G eine
nicht-abelsche Gruppe mit | G | = p™.

Fiir alle g € G\ Z(G) mit o(g%) = |p£2‘ gilt o(g) = %'

Beweis: Ist ¢ € G\ Z(G), und gilt o(g%) = p" 2, so folgt aus Satz
2.4.8

(1) Calg) = Ca(g” ") < Calg” ™).

1 2

Wir erkennen, dafl g von der Ordnung p"~" oder p"~“ ist, und wir

nehmen daher im folgenden

(2) o(g) = p" 2

an. Aufgrund von (1) und (2) erhalten wir

(3) Z(G) N (g)g = {1c}-

Wegen (g)gZ(G) < Ca(g) < G ergeben (1) und (2), daBl (Z(G), (g)g) eine
direkte Zerlegung von Cg(g) ist, das Zentrum von G die Ordnung p sowie
der Zentralisator von ¢ in G die Ordnung p"~! besitzt. Insbesondere ist
Ci(g) ein Normalteiler von G, und die Konjugiertenklassen zu g, ..., "
sind alle von der Linge p. Aus g € Cg(g) ergibt sich ¢¢ C Cg(yg).
Daraus folgern wir (gP" )G = (47" C Ca(g)?" " = (¢?"’)g. Da
die erste und die letzte Menge dieser Inklusionskette die Méchtigkeit p
besitzen, sind 14 und gprh3 in G konjugiert. Das ist ein Widerspruch zu (2). ¢

Wir koénnen nun diejenigen p-Gruppen G beschreiben, fiir die der Ex-
ponent von Z(rad(KG)*) den maximal mdglichen Wert 1G] annimmt.

P
3.1.6 Satz

Ist p eine Primzahl, K ein Koérper mit char(K) = p und G eine nicht-
abelsche p-Gruppe, so sind die folgenden Aussagen #dquivalent:

(i) exp(Z(rad(KG)*)) = |p£2|
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(ii) G besitzt eine zyklische maximale Untergruppe, oder es gilt
2(G) =g Zjc
P2

Beweis: Die Implikation von (ii) nach (i) folgt aus Proposition 3.1.4 und
Bemerkung 3.1.3. Ist (i) erfiillt, so gilt nach Proposition 2.4.7 entweder
exp(Z(G)) = %, oder es gibt ein g € G\ Z(G) mit o(g%) = L%‘. Die
Aussage (ii) ergibt sich nun aus Bemerkung 3.1.3 und Lemma 3.1.5.¢

3.1.7 Bemerkung

Sei p eine ungerade Primzahl und G eine nicht-abelsche p-Gruppe von der
Ordnung p? und vom Exponenten p. Dann gilt | Z(G) | = %, und G besitzt

keine zyklische maximale Untergruppe.

Ist n € N>y, so enthélt die Diedergruppe Da» eine zyklische maximale Un-
| Dan |
22

tergruppe, und ihr Zentrum hat die Ordnung 2 < RS

3.2 Der minimal moégliche Exponent

3.2.1 Satz

Sei p eine Primzahl, K ein Kérper mit char(K) = p und G eine p-Gruppe.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Z(rad(KG)*) ist elementar-abelsch.

(ii) Z(G) ist elementar-abelsch, und fir alle g € G\ Z(G)
gilt Ca(g) < Calgh).

Beweis: Dieser Satz ergibt sich aus Proposition 2.4.7 und Satz 2.4.8.¢
Jede endliche p-Gruppe G ist zu einer Untergruppe einer p-Sylow-
Untergruppe von GL(| G |,GF(p)) G-isomorph. Im folgenden zeigen wir,
dafl diese Gruppen die Bedingung (ii) von Satz 3.2.1 erfiillen.

3.2.2 Die p-Sylow-Untergruppen von GL(n,GF(p"))

3.2.2.1 Bemerkung

Sei p eine Primzahl, n € N und K ein endlicher Koérper mit char(K) = p.
Die Gruppe P, der um Eins verschobenen strikt unteren Dreiecksmatrizen
von K ™*™ ist eine p-Sylow-Untergruppe von GL(n, K).o

3.2.2.2 Definition und Bemerkung

Sei K ein Korper und n € N,
Sind 7,j € n,, so bezeichnen wir mit F;; diejenige n x n-Matrix, fiir die
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(1;7)E; j = 1 und (k;1)E; ; = O fiir alle k,1 € n,mit (k;1) # (i;4) gilt.
Die Menge {FE;; | i,j € n} ist eine K-Basis von K"*", und fiir alle
1,7, k,l € nymit j # k gelten Ei’jEjJ = Ei,l und Ei,jEkJ = 0g nxn.

Mit su(n, K) bezeichnen wir die Menge der strikt unteren Dreiecksmatrizen.

Die folgende Proposition 148t sich leicht verifizieren:

3.2.2.3 Proposition

Ist p eine Primzahl, n € N und K ein endlicher Kérper mit char(K) = p,
so ist Z(Py,) = lgnxn + (En1) Kk elementar-abelsch.o

Wegen der Produktregel fiir Matrizen gilt:

3.2.2.4 Proposition
Sind K ein Koérper, n € N und A, B € su(n, K), so gelten:

(i) Es gebe ein r € n,, so daf fiir alle i, € n,\ r — 1,
(1:9)A = (i;§) B = Ok gelte.
Dann gilt fiir alle p € N und fiir alle 4,5 € n,\ 7 — 2
(i 5)(AB) = (i;j)(AP) = Ok

(ii) Es gebe ein r € n,, so daf fir alle i,5 € n,\ r — 1, (3;j)A = O gelte.
Dann gilt £,1A =0 = AE,.1.

(iii) Ist r € ny, so gilt genau dann AE, ; = O, wenn fir alle i € n
(1;7)A = 0k gilt.o

3.2.2.5 Folgerung

Ist p eine Primzahl, n € N und K ein endlicher Kérper mit char(K) = p,
so ist Z(rad(K P,)*) elementar-abelsch.

Beweis: Wegen des Satzes 2.4.8, der Proposition 2.4.7 und der Pro-
position 3.2.2.3 miissen wir nur noch einsehen, daf fiir alle g € P, \ Z(F,)
die Gruppe Cp,(g) echt in Cp,(g”) enthalten ist. Sei g € P,. Dann gibt es
ein M € su(n,K), so dal g = 1gnxn + M gilt. Wegen g = 1gnxn + MP
geniigt es zu zeigen, dafl Cyy () (M) echt in Cyy, k) (MP) enthalten ist.
Im folgenden nehmen wir an, dafl diese Mengen iibereinstimmen.

Wegen M € su(n, K) ergeben die Aussagen (i) und (ii) von Proposition
3.2.2.4, dal MPE,_11 = Ognxn = Ep_11MP gilt. Aus unserer Annahme
und mit F,_11M = Ognxn folgern wir ME,_11 = Ognxn. Also gilt
nach Teil (iii) von Proposition 3.2.2.4 fir alle i € n die Bedingung
(i;m — 1)M = Og. Daher ist Teil (i) von Proposition 3.2.2.4 mit n — 1
erfiillt. Mit Hilfe von FE,_o1 erhalten wir durch einen analogen Schluf3
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(i;n — 2)M = O fiir alle i € n,. Auf diese Weise ergibt sich induktiv die
Aussage M = O nxn, was unserer Annahme widerspricht. ¢
3.2.2.6 Folgerung

Sei p eine Primzahl, n € N und K ein endlicher Korper mit char(K) = p.
Dann ist fiir jede p-Sylow-Untergruppe P von GL(n,K), PGL(n,K),
SL(n,K) und von PSL(n,K) das Zentrum von rad(KP)* elementar-
abelsch.

Beweis: Nach Satz 7.1 auf Seite 185 in [12] sind die p-Sylow-Untergruppen
dieser Gruppen G-isomorph. Die Behauptung ergibt sich damit aus Folge-
rung 3.2.2.5. ¢

In diversen interessanten Fillen ist der Exponent des Zentrums von
1g + rad(K Q) schlicht gleich dem von Z(G):

3.2.3 Proposition

Sei p eine Primzahl, K ein Kérper mit char(K) = p und G eine p-Gruppe,
die exp(G/Z(G)) < exp(Z(G)) erfiillt.
Dann gilt exp(Z(rad(KG)*)) = exp(Z(G)).

Beweis: Diese Aussage folgt aus Teil (iii) von Proposition 2.5.2. ¢

3.2.4 Folgerung
Sei p eine Primzahl, G eine p-Gruppe und K ein Kérper mit char(K) = p.

(i) Ist die Nilpotenzklasse von G kleiner oder gleich zwei, so gilt
exp(Z(rad(KG)*)) = exp(Z(G)).

(ii) Ist | G' |< p, so gilt exp(Z(rad(KG)*)) = exp(Z(Q)).

(iii) Ist GP zentral in G, so gilt exp(Z(rad(KG)*)) = exp(Z(G))
(iv) Ist ®(G) zentral in G, so gilt exp(Z(rad(KG)*)) = exp(Z(Q)).
(v) Ist G eine spezielle p-Gruppe, so gilt exp(Z(rad(KG)*)) = p.

Beweis: ad(i): Ist die Nilpotenzklasse von G kleiner oder gleich zwei, so gilt
nach Teil (a) von Satz 2.13 auf Seite 266 in [12] exp(G/Z(G)) < exp(Z(G)).
Also folgt (i) aus Proposition 3.2.3.

ad(ii): Diese Aussage folgt direkt aus (i).
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ad(iii): Ist GP zentral in G, so gilt exp(G/Z(G)) < p < exp(Z(Q)).
Somit gilt (ii) nach Proposition 3.2.3.

ad(iv): Diese Aussage folgt aus (iii).
ad(v): Diese Aussage folgt aus (iv).o

3.2.5 Proposition

Ist p eine Primzahl, G eine reguldre p-Gruppe und K ein Koérper mit
char(K) = p, so gelten:

(i) Fiir alle g € G\ Z(G) gilt o(¢%) = p.
(i) exp(Z(rad(KG)*)) = exp(Z(G))

Beweis: ad(i): Nach Teil (b) von Satz 10.6 auf Seite 326 in [12] ist fiir alle
a,b € G die Gleichung [aP,b] = 1 genau dann erfiillt, wenn [a,b?] = 1g
gilt. Die Aussage (i) folgt nun aus Lemma 2.5.7.

ad(ii): Diese Aussage ergibt sich aus (i) und aus Proposition 2.4.7.¢

Wir zeigen nun, dafl auch die minimal nicht-abelschen p-Gruppen die
Voraussetzung von Proposition 3.2.3 erfiillen und geben anschliefend den
Exponenten des Zentrums fiir die verschiedenen Isomorphietypen dieser
Gruppen an.

3.2.6 Minimal nicht-abelsche p-Gruppen
3.2.6.1 Proposition
Ist G eine endliche, minimal nicht-abelsche Gruppe, so gilt ®(G) = Z(G).

Beweis: Sei ¢ € G\ Z(G). Ist U eine g enthaltene maximale Unter-
gruppe von G, so zentralisiert nach Voraussetzung U das Element g. Wegen
g ¢ Z(G) und der Maximalitét von U erkennen wir Cg(g) = U.

Sei U eine maximale Untergruppe von G. Wére U zentral in G, so miifite
Z(@G) eine maximale Untergruppe von G sein. Aus der Endlichkeit von G
wiirde sich ergeben, dafl G abelsch ist. Also ist U nicht zentral in G, und
es existiert ein g € U \ Z(G). Da U abelsch und g nicht zentral in G ist,
folgern wir U = Cg(g).

Somit haben wir bewiesen, dafl die maximalen Untergruppen von G genau
die Zentralisatoren der nicht-zentralen Elemente von G sind, woraus die
Behauptung folgt.c
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3.2.6.2 Folgerung
Ist p eine Primzahl, G eine minimal nicht-abelsche p-Gruppe und K ein

Korper mit char(K) = p, so gilt exp(Z(rad(KG)*)) = exp(Z(QG)).

Beweis: Diese Folgerung ergibt sich aus Proposition 3.2.6.1 und aus
Teil (iii) von Folgerung 3.2.4.¢
3.2.6.3 Anmerkung

Sei p eine Primzahl und G eine minimal nicht-abelsche p-Gruppe.
Nach Aufgabe 22 von Seite 309 in [12] gibt es drei Typen solcher Gruppen:

Typ 1: G =g Qs
Es gilt exp(Z(Qg)) = 2.

Typ 2: Es existieren r € N>9, s € N und a,b € G, so da G = (a,b)g,
o(a) = p", o(b) = p* und a® = a'*P"" gelten. Es ist ((a)g, (b)g) eine
semidirekte Zerlegung von G. Eine leichte Rechnung zeigt uns, dafl

((aP)g, (b?)g) eine direkte Zerlegung von Z(G) ist, und wir erhalten
exp(Z(G)) = max{p"™!, p~1}.

Typ 3: Es exsitieren r,s € N, und a,b € G, so daB G = (a,b)g,
o(a) = p*, o(b) = p", o([a,b]) = p und | G | = p*T"F! gelten.

Wir zeigen zunichst, da G’ = ([a, b])g gilt.

Sei g € G\ Z(G). Da jede Untergruppe von G abelsch ist, besitzt Cg(g)
den Index p in G. Also hat jede nicht-zentrale Konjugiertenklasse von G
die Linge p. Nach [14] gilt | G’ | = p, und es folgt die Behauptung.

Als né#chstes beweisen wir, daf§ fir p # 2 GP = (aP)g(b’)g und
G? = G’ (a?)g ()¢ gelten.

Sei z := [a,b] € Z(G). Es gilt ab = baz, und mit einer leichten Induktion
konnen wir fiir alle j, k,n € N

(1) (albk)n = b+ kg

herleiten. Sei g € G. Wegen (1) und G = (a,b)g existieren j € p°,
k € p"und i € p mit g = 2'a/b*. Aus (1) und wegen o(z) = p ergibt sich

. )i . .
g? = (a'¥)P = P ok i | Py p # 2 erhalten wir daraus gP = bP*aP7,

und fiir p = 2 gilt g% = 2%7p?*a?.
Aus Proposition 3.2.6.1 ergibt sich Z(G) = (aP)g(b?)g(z)g, und daher ist
der Exponent dieser abelschen Gruppe genau maz{p*~!,p" !, p}.

In den folgenden Abschnitten dieses Kapitels untersuchen wir das Verhalten
des Exponenten von Z(rad(KG)*) unter diversen Gruppenkonstruktionen.
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3.3 Direkte Produkte mit vereinigten zentralen
Untergruppen

Wir erinnern zunéchst an die Definition und an einige Eigenschaften dieser
direkten Produkte:
3.3.1 Definition

Seien G1,G9 Gruppen, U; < Z(G;) fir alle i € 2 und p : Uy — Us
ein G-Isomorphismus. Es ist D, = {(u; (up)™!) | u € Uy} eine zentrale
Untergruppe von Gy x Go. Wir definieren G1Y,G2 := (G1 x G2)/D,, und
nennen diese Gruppe das direkte Produkt von G; und G2 mit den vermoge
v vereinigten zentralen Untergruppen U; und Us. Besteht Klarheit iiber u,
so schreiben wir auch D und G1YG> an Stelle von D, und G1Y,G5.

Der néchste Satz rechtfertigt diesen Sprachgebrauch:

3.3.2 Satz

Sind G1,Gse Gruppen, U; < Z(G;) fir alle i € 2 und p : Uy — Us ein
G-Isomorphismus, so gelten:

(i) an : G1 — G1YG2, g — (g;1¢,)D ist ein G-Monomorphismus.
(il) ag: Gy — G1YG2, g — (1¢,;9)D ist ein G-Monomorphismus.

(iii) Gy und Goag sind zwei sich zentralisierende und G G-erzeugende
Normalteiler von G.

(iv) Fiir alle u € Uy gilt uay = u(p az).
(V) Gia1 N Gaag = Uiy = Uz

Beweis: Dieser Satz folgt aus Satz 3.10 von Seite 49 in [12].¢

Fine Symmetrieeigenschaft dieser Gruppenkonstruktion beschreibt die
néchste Bemerkung:

3.3.3 Bemerkung

Seien G1,G2 Gruppen, U; < Z(G;) fir alle i € 2 und p : Uy — Uj ein
G-Isomorphismus.
Dann ist ® : G1Y,G2 — G2Y,1G1, (91;92) Dy = (92;91) D)1 ein G-
Isomorphismus.o
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3.3.4 Proposition

Sind G1,Gs Gruppen, U; < Z(G;) fir alle i € 2 und p : Uy — Us ein
G-Isomorphismus, so gelten:

(ii) Sind p eine Primzahl und Gy, G2 p-Gruppen, so gilt
exp(Z(G1YG3)) = max{exp(Z(G1)),exp(Z(G2))}.

Beweis: ad(i): Offenbar ist (Z(G1) x Z(G2))/D zentral in G1YGs. Sei
(g1;92) € G1 X Ga, so daB (g1;92)D im Zentrum von G1YGy liegt. Ist
a € G, so ergibt sich (g1;92)D(a;1¢,)D = (a;1¢,)D(g1; g2) D, woraus wir
([91,a]; 1g,)D = D schlieflen. Aus Teil (i) von Satz 3.3.2 folgt [g1,a] = 1,
und g1 ist zentral in G;. Wenden wir dieses Ergebnis an, so zeigt uns die
Bemerkung 3.3.3, dafl g2 zentral in G ist. Die zweite Gleichheit in (ii) gilt
per Definition 3.3.1.

ad(ii): Aus (i) und den Teilen (i) und (ii) von Satz 3.3.2 schlieflen
wir exp(Z(G1YG2)) > maz{exp(Z(G1)),exp(Z(G2))}. Da Z(G1YGs) eine
abelsche Gruppe ist, ergeben (i) und Teil (iii) von Satz 3.3.2 die fehlende
Ungleichung.o

3.3.5 Proposition
Sind G1,G2 Gruppen, U; < Z(G;) fir alle ¢ € 2, p : Uy — Uy ein G-
Isomorphismus und (g1; g2) € G1 x Ga, so gelten:
(i) Ist g2 zentral in Ga, so gilt Cy, vy, ((91592)D) = (Ca, (91)a1)(G2az).
(ii) Ist g1 zentral in Gy, so gilt Cp v, ((91592) D) = (G1on)(Ca,(92)a2).

Beweis: Wegen der Bemerkung 3.3.3 geniigt es, Teil (i) zu beweisen. Of-
fenbar zentralisiert (Cg, (g1)a1)(Gaas) das Element (g1;g2)D. Sei (a;b) €
G1 % G, so dal (a;0)D € Cf; yg, ((91592) D) gelte. Dann gibt es ein u € Uy
mit [a,91] = w und [b, go] = (up)~!. Da go zentral in Go ist, folgern wir
(up)~t = 1g,, woraus sich u = 1g, und a € Cg, (g1) ergeben.o

3.3.6 Lemma

Sind p eine Primzahl, K ein Koérper mit char(K) = p, G1,G2 p-Gruppen,
U < Z(G;) fur alle i € 2, p: Up — Uz ein G-Isomorphismus und (g;; g2) €
G1 x Ga, so gelten:

(i) Aus g2 € Z(G2) und g1 ¢ Z(Gy) folgt

o(((g1592) D)F1YG2) = o(g™).
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(ii) Aus g1 € Z(G1) und g2 ¢ Z(G2) folgt

0(((g1; 92)D)G1YG2) = 0(¢5?).

(iii) Aus g1 ¢ Z(G2) und g2 ¢ Z(G3) folgt

o(((g1: 92) D)G1YG2) < min{o(gS"), 0(g52)}.

Beweis: ad(i): Fiir alle n € N gilt ((91;92)D)" = (91"; 95°)D. Aus Proposi-
tion 3.3.5 ergibt sich fiir alle n € N die Beziehung C, vy, (((91;92)D)") =
(Cq,(g{")a1)(Gaaz). Wegen des Satzes 2.4.8 miissen wir noch einsehen,
daf fiir alle n € N genau dann (1) Cg (g91") > Cg (1) gilt, wenn (2)
(Cq,(g1")a1)(Gaaz) > (Cq,(g1)an)(Gaae) erfiillt ist. Die Implikation von
(2) nach (1) ist per Kontraposition leicht zu zeigen. Es gelte nun (1), und
es sei © € Cg,(9{") \ Cqy(g91). Dann zentralisiert (z;1¢,)D das Element
(91"; g2)D. Wir nehmen an, dafl (z; 1¢,)D auch (g1; g2)D zentralisiere. Dann
existiert ein u € Uy, so daB [z, ¢1] = w und 1g, = [1g,,92] = (up)~! gelten.
Somit wiirden sich u = 1, und [z, ¢1] = 1, ergeben.

ad(ii): Diese Aussage folgt aus (i) und aus der Bemerkung 3.3.3.

ad(iii): Wir zeigen o(((g1;92)D)C1YG2) < 0o(g%"). Daraus ergibt sich
mit der Bemerkung 3.3.3 die Behauptung. Sei n € N, so daf} o(gle) = p"
gilt. Nach Satz 2.4.8 existiert ein = € CGl(glpn) \ Cg,(g1). Offenbar
zentralisiert (z;1¢,)D das Element ((g1;g2)D)P", und wir nehmen an, daf
(z;1g,)D auch (g1;92)D zentralisiere. Dann wiirde ([¢1,x];1¢g,)D = D
gelten, und aus Teil (i) von Satz 3.3.2 ergébe sich [g1,z] = 1lg,. Das
ist ein Widerspruch zur Wahl von z, und mit Satz 2.4.8 ergibt sich die
Behauptung. ¢

3.3.7 Satz

Sind p eine Primzahl, K ein Koérper mit char(K) = p, Gi1,G2 p-
Gruppen, U; < Z(G;) fir alle i € 2 und g : Uy — U ein G-
Isomorphismus, so ist der Exponent von Z(rad(K(G1YGs))*) genau
maz{exp(Z(rad(KG1)*)),exp(Z(rad(KG2)*))}.

Beweis: Dieser Satz ergibt sich aus Proposition 2.4.7, aus Satz 2.4.8,
aus Proposition 3.3.4 und aus Lemma 3.3.6. ¢

3.3.8 Folgerung

Sind p eine Primzahl, K ein Korper mit char(K) = p und Gp,Go
p-Gruppen, so ist der Exponent von Z(rad(K(Gp x G3))*) genau
max{exp(Z(rad(KG1)*)),exp(Z(rad(KGsz)*))}.
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Beweis: Diese Folgerung ist ein Spezielfall von Satz 3.3.7.¢

3.3.9 Beispiel

Die nicht-abelschen Hamiltonschen p -Gruppen sind nach Satz 7.12 von Seite
308 in [12] genau diejenigen 2-Gruppen G, fiir die es ein n € N gibt, so daf§
G g Qs x Zy" gilt. Ist K ein Kérper mit char(K) = 2, so erhalten wir aus
Folgerung 3.3.8 sowie aus den Beispielen 3.1.2, dafl Z(rad(KG)*) elementar-
abelsch ist.

3.3.10 Folgerung

Ist p eine Primzahl, K ein Korper mit char(K) = p und G eine extra-
spezielle p-Gruppe, so ist Z(rad(KG)*) elementar-abelsch.

Beweis: Jede extra-spezielle p-Gruppe ist zu einem direkten Pro-
dukt mit vereinigten Zentren von nicht-abelschen Gruppen der Ordnung
p3 G-isomorph. Damit ergibt sich die Behauptung aus Satz 3.3.7 und aus
Folgerung 2.5.3.¢

3.3.11 Weitere Anwendungen

(i) Sei p eine Primzahl, K ein Kérper mit char(K) = p und G eine nicht-
abelsche p-Gruppe, fiir die jede abelsche charakteristische Untergruppe
zyklisch sei. Nach Satz 11.10 auf Seite 357 in [12] ergeben sich fiir die
Struktur von G die folgenden fiinf Moglichkeiten:

1.Fall: Es gelte p # 2. Dann ist G das direkte Produkt mit vereinig-
ten zentralen Untergruppen einer extra-speziellen p-Gruppe und der
zyklischen Gruppe Z(G). Aus Satz 3.3.7 und Folgerung 3.3.10 erhalten wir,
daB der Exponent von Z(rad(KG)*) genau | Z(G) | ist.

2.Fall: Es ist p = 2 und G eine extra-spezielle 2-Gruppe. Aus Folge-
rung 3.3.10 ergibt sich, da Z(rad(KG)*) elementar-abelsch ist.

3.Fall: G ist eine Dieder-, eine Semidieder- oder eine Quaternionengruppe.
Wegen der Beispiele 3.1.2 gilt in diesem Fall exp(Z(rad(KG)*)) = g%‘

4.Fall: Es ist p = 2 und G ein direktes Produkt mit vereinigten zen-
tralen Untergruppen einer extra-speziellen 2-Gruppe und einer zyklischen
2-Gruppe Q. Dann gilt nach Folgerung 3.3.10 und nach Satz 3.3.7, daf} der
Exponent von Z(rad(KG)*) genau | Q | ist.
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5.Fall: Es ist p = 2 und G das direkte Produkt mit vereinigten zen-
tralen Untergruppen einer extra-speziellen 2-Gruppe und einer Dieder-,
Semidieder- oder einer Quaternionengruppe der Ordnung 2". Dann gilt
nach Satz 3.3.7, nach den Beispielen 3.1.2 und nach Folgerung 3.3.10, dafl
der Exponent von Z(rad(KG)*) genau 2" ist.

(ii) Sei p eine Primzahl mit p > 3, K ein Koérper mit char(K) = p
und G eine nicht-abelsche p-Gruppe der Ordnung p™, fiir die jeder abelsche
Normalteiler mit hochstens zwei Elementen G-erzeugbar sei. Nach Satz 12.4
von Seite 343 in [12] gibt es drei Klassen derartiger Gruppen:

1.Fall: G ist metazyklisch. Wegen p # 2 ist G nach Satz 10.2 auf
Seite 322 in [12] eine regulidre p-Gruppe. Aus Proposition 3.2.5 erhalten wir
exp(Z(rad(KG)*)) = exp(Z(Q)).

2.Fall: G ist das direkte Produkt mit vereinigten zentralen Untergruppen
einer nicht-abelschen p-Gruppe der Ordnung p? und einer zyklischen
Gruppe der Ordnung p"~2. Aus Satz 3.3.7 und Folgerung 3.3.10 ergibt sich
exp(Z(rad(KG)*)) = p" 2.

3.Fall: Es existieren z,y,z € G, so dal G = (z,y, 2)g, o(x) = o(y) = p,
o(z) = p" 2,y = yz‘*pw3 und z% = yz gelten. Dabei ist n > 4 und s ein
quadratischer Nichtrest modulo p, was bedeutet, dafl p nicht s teilt und fiir
kein a € N die Kongruenz a? = smod p erfiillt ist. Es ist ((y, z)g, (x)g) eine
semidirekte Zerlegung von G, und der Normalteiler (y,z)g = Cq(G') ist
abelsch.

Wir bestimmen zuniichst das Zentrum von G. Es gilt Z(G) C Ca(G') =
(y)g(z)g. Seien i € pund j € p"~%. Dann ist g := y’2’ genau dann zentral,
wenn dieses Element mit x vertauscht. Es gilt:

g7 =g == ()T =y = (y2 P )i(y2) =yl = 2
= pljAp sy = pliAp]i

Daraus erhalten wir Z(G) = (2P)g.

Wir zeigen nun, da$ fiir alle g € G\ Z(G) die Ungleichung C(g) < Ca(gP)
gilt. Sei g € G\ Z(G). Dann gilt ¢* € Cq(G'), und ¢P wird von z zentra-
lisiert. Wir nehmen an, dafl z auch g zentralisiere. Es gibt ein £ € p—1,

-3

y =1

so daB g € Cq(G')z' gilt. Es wiirde sich ergeben, da z auch z* und damit
auch z zentralisiert, was ein Widerspruch ist.

Insgesamt ergibt sich mit Proposition 2.4.7 und mit Satz 2.4.8, daf
exp(Z(rad(KG)*)) = p"=3 gilt.
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3.4 Kranzprodukte

Wir erinnern zunéchst an die Definition des Kranzproduktes, wofiir die fol-
gende, leicht zu zeigende Proposition von Bedeutung ist.

3.4.1 Proposition

Seien X eine Menge, H und S Gruppen, und S operiere auf X vermdoge 6.
Fiir alle ¢ € HX und s € S sei ¢* : X — H, x — (z(s715)).

(i) Fiir alle s € S ist die Abbildung § : HX — HX, ¢ — ¢°® ein Auto-
morphismus von HX.

(i) f: S — Aut(HX), s+ 3 ist ein G-Homomorphismus.o

3.4.2 Definition

Seien H und S Gruppen. Es operiere S auf einer Menge X vermoge 6. Wir
nennen das zu dem G-Homomorphismus f aus Teil (ii) von Proposition 3.4.1
gebildete semidirekte Produkt von HX und S das Kranzprodukt von S mit
H zu der Operation ¢. Fiir diese Gruppe benutzen wir die Schreibweisen
H s S und Hx S. Wir nehmen 0.B.d.A. an, daf§ S und fiir jede Teilmenge
T von X die Menge HT in H 1x S enthalten sind.

Ist X = S und ¢ die Rechtsmultiplikation von S auf S, so nennen wir dieses
Kranzprodukt das regulidre Kranzprodukt von S mit H und benutzen dafiir
die Schreibweise H ! S.

3.4.3 Bemerkung
Seien H,.S Gruppen und X eine Menge, auf der S vermdoge § operiere.
Ist H die triviale Gruppe, so ist das Zentrum von Hlx S zu Z(.S) G-isomorph.

3.4.4 Proposition

Seien H,S Gruppen, H nicht die triviale Gruppe, X eine endliche Menge,
auf der S vermoge § operiere und Bi, ..., B, die Bahnen von X unter S.
Ist N:={p|pc HX Vicn3h; € Z(H): ©|B; = hi}, so gelten:

(i) N ist eine zentrale Untergruppe von H 1x S.
(i) Z(Hix S) =N -(Z(S) N Kernd)
(iii) Z(H 1x 8) =g Z(H)" x (Z(8) N Kernd)

Beweis: Offenbar miissen wir nur einsehen, dafl das Zentrum von H (x S
in N - (Z(S) N Kernd) enthalten ist. Sei z € Z(H 1x S). Da (HX,S) eine
semidirekte Zerlegung von H 1x S ist, existieren ¢ € Z(H¥X) und s € Z(S),
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so dal z = p s gilt.

Wir nehmen an, daf ein x € X mit x5~ # z existiere. Fiir ein h € H\ {1y}
sei : X — H durch x — 1y und y — h fiir alle y € X \ {z} definiert. Da
@ zentral in HX ist, wiirde sich nun a = («)?® = o® ergeben, und damit
insbesondere 1y = ra = ra® = (xs~')a = h gelten, was ein Widerspruch
ist. Somit erhalten wir s € Z(S) N Kernd.

Seien i € 1, und z1,z2 € B;. Dann gibt es ein ¢ € S, so dafl zo = =1t gilt.
Aus ¢ = ¢t ' ergibt sich z1¢ = 210" = (21t)p = 220, und damit gilt die
Behautung.o

3.4.5 Folgerung

Sind p eine Primzahl, H,S p-Gruppen und X eine endliche Menge, auf der
S vermoge 0 operiere, so gelten:

(i) exp(Z(H1x S)) = max{exp(Z(H)),exp(Z(S) N Kernd)}
(ii) exp(Z(H)) < exp(Z(H 1x S)) < maz{exp(Z(H)), exp(Z(5))}

Beweis: Die Aussage (i) folgt aus Teil (ii) von Proposition 3.4.4, die
Aussage (ii) ergibt sich aus (i).¢

Die Hauptschwierigkeit unserer Untersuchnung ist, die Ordnungen der
Konjugiertenklassensummen zu Elementen auerhalb des Normalteilers HX
zu bestimmen. Dafiir sind die néchsten beiden Lemmata von Bedeutung;:

3.4.6 Lemma

Seien p eine Primzahl, H, S p-Gruppen, und S operiere vermoge § transitiv
auf einer Menge X. Sei s € S, so da S = (s)g und s ¢ Kernd gelten.
Dann existiert ein a € Z(HX) mit o® # a = a*".

Beweis: Da S transitiv auf X operiert, kénnen wir 0.B.d.A. anneh-
men, dafl es eine Untergruppe U von S gibt, so daf X = S/, U gilt und ¢
die Rechtsmultiplikation von S auf den Rechtsnebenklassen von U in S ist.
Aus s ¢ Kernd folgern wir U C (sP)g.

Sei R ein Représentantensystem fiir die Rechtsnebenklassen von U in S,
fiir das {lg,s} C R gelte, und h ein von 1y verschiedenes Element des
Zentrums von H. Wir definieren « : S/, U — H durch Ur — 1p bzw.
Ur — h fiir alle r € R mit r € (sP)g bzw. mit r ¢ (sP)g. Dann gilt per
Definition o € Z(HX). Aus s ¢ (sP)g ergibt sich (Us)a = h, und wegen
(Us)a® = (Ulg)a = 1y gilt a # a®. Sei r € RN (sP)g. Dann gilt per
Definition (Ur)a = 1p. Ist @ € R und gilt Urs™ = Ua, so ergibt sich
a € (sP)g und damit (Ur)a® = 1y. Sei r € R\ (sP)g. Aus der Definition
von « folgt (Ur)a = h. Ist a € R mit Urs™? = Ua, so erkennen wir
a ¢ (sP)g, woraus wir (Ur)a® = h folgern.o
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3.4.7 Lemma

Seien p eine Primzahl, K ein Korper mit char(K) = p, H,S p-Gruppen,
und S = (s)g operiere nicht-trivial vermoge ¢ auf einer endlichen Menge X.
Dann gilt fiir alle ¢ € HY : o(p s)Hx5) = p.

Beweis: Seien Bi,..., B, die S-Bahnen von X. Offenbar ist Fizx(s™!)
unter (s)¢g invariant. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dafl es ein t € r, gibt,
so daB Fizx(s~!) die disjunkte Vereinigung der Bahnen Bi,...,B; ist.
Da s nicht im Kern der Operation liegt, gilt ¢ < r. Fiir das Kranzprodukt
HPB"S erhalten wir, da8 S transitiv auf B, operiert. Nach Lemma 3.4.6
gibt es ein a € Z(HPr), das von sP, aber nicht von s zentralisiert wird. Sei
© € HX. Wir zeigen, daB8 (¢ s)P, jedoch nicht ¢ s von « zentralisiert wird.
Fiir alle i € r,sei ¢; € HP so daB ¢ = ¢1...p, gelte. Angenommen ¢ s
werde von « zentralisiert. Dann ldge wegen

(ps)*=ps=

(P1. . Qro1r8) ¥ =ps = ([HBi, HBi] = {1x} fiir alle i # )
Ol Pro1psY = ps = (nach Wahl von «)
s*=s

ein Widerspruch zur Wahl von « vor.

Durch eine einfache Induktion zeigt sich, da8 es ein ¢ € HX gibt, fiir das
(ps)P = 1 sP erfiillt ist. Fiir alle i € r, sei ¢; € HB mit o = 41 ...9,. Es
gilt (1 $)% = (1 - o1y P)* = Y1 .. 1 th2 (sP)% = o (s7)% = ¢ P,
Wir haben gezeigt, da Cry, s(¢ ) < Crys((¢ s)P) gilt, und aus Satz 2.4.8
ergibt sich die Behauptung.o

3.4.8 Folgerung

Seien p eine Primzahl, K ein Korper mit char(K) = p, H,S p-Gruppen,
und S operiere vermoge ¢ auf einer endlichen Menge X.
Fiir alle s € S\ Kernd und ¢ € HX gilt o((¢ s)Hx5) = p.

Beweis: Sei s € S\ Kernd und ¢ € HX. Das Kranzprodukt H* (s)g erfiillt
die Voraussetzungen von Lemma 3.4.7, und mit Propostion 2.5.4 ergibt sich
o((¢p s)Hx5) < o((ps)Hx(19) = p. o

3.4.9 Proposition

Seien p eine Primzahl, K ein Korper mit char(K) = p, H,S p-Gruppen,
und S operiere vermoge ¢ auf einer endlichen Menge X.
Fiir alle h € H sei ap, : X — H, x — h.

(i) Fiir alle h € H\ Z(H) gilt o((ap)HxS) = o(hH).
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(ii) Fiir alle s € Kernd \ Z(S) gilt o(sHxS) = o(s9).

Beweis: ad(i): Sei h € H \ Z(H). Fiir alle n € N gilt (ap)” = apn und
damit auch Cpy, s((a)?) = C(h™)XS. Aus Satz 2.4.8 ergibt sich nun die
Aussage (i).

ad(ii): Sei s € Kernd \ Z(S). Fiir alle n € N gilt Cpp,, 5(s") = HXCg(s"),
woraus wir mit Satz 2.4.8 die Behauptung erhalten.o

3.4.10 Lemma

Seien p eine Primzahl, K ein Koérper mit char(K) = p, H, S p-Gruppen,
und S operiere vermoge ¢ auf einer endlichen Menge X.
Seien ¢ € HX und s € Kernd, so da8 ¢ s nicht zentral in H 1x S ist.

(i) Ist o zentral in H 1x S, so gelten s € Kernd \ Z(S) und
o((¢p 5)1x%) < o(s%).

(i) Ist @ ¢ Z(H™X), so gilt o( (¢ s)Hx5) < o(cp *) und damit
insbesondere o((¢ s)Hx5) < exp(Z(rad(K H)*)).

(iii) Aus ¢ € Z(HX)\ Z(H 1x S) und s € Z(9) folgt o((¢ s)Hx5) < o(p).
Insbesondere gilt o((¢ s)7x5) < exp(Z(H)).

(iv) Aus ¢ € Z(HX)\ Z(H 1x S) und s ¢ Z(S) folgt

o((¢p 5)x8) < maz{o(p), o(s%)}. -
Insbesondere gilt o((p s)7xS) < max{exp(Z(H)),o(s%)}.

Beweis: ad(i): Wire s zentral in S, so wiirde sich wegen s € Kernd ergeben,
da s und damit auch ¢ s zentral in H 1x S ist. Also gilt s € Kernd \ Z(S).
Sei r € N mit o(sS) = p". Aus Satz 2.4.8 erhalten wir die Existenz
eines Elementes a aus Cg(s?") \ Cs(s). Da ¢ zentral in H 1x S ist, gilt
(¢ s)* = ps® und damit wird a von ¢ s nicht zentralisiert. Ferner gilt:

(¢ s)P ) (i ist zentral)
= ((‘P) (Sp ))* (¢ ist zentral)
= (@) (s7)" (nach Wahl von a)
= (p)¥" 8" (p ist zentral)

= (ps)”"

Also wird (¢ s)P" von a zentralisiert, und mit Satz 2.4.8 folgt (i).

ad(ii): Sei r € N, so daB o(pf™) = p" gilt. Nach Satz 2.4.8 existiert ein
a € Cyx (¢ )\ Cyx (). Da s im Kern von § liegt, gilt (p5)* = 0% s # ps.
Also wird ¢ s von « nicht zentralisiert. Weiter gilt:
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((¢ S)I:T')(j (s € Kernd)
= (pP sP)® (nach Wahl von «)
=7 (") (s?" € Kernd)
= P 5P (s € Kernd)
= (ps)?

Somit wird (¢ s)?" von « zentralisiert, und aus Satz 2.4.8 ergibt sich
der erste Teil von (ii). Der Zusatz folgt aus Teil (iii) von Lemma 3.3.6.

ad(iii): Sei 7 € N mit o(p) = p". Wegen ¢ € Z(H™X) gilt p" < exp(Z(H)).
Da s in Kernd liegt, gilt (¢s)? = ¢ s» = sP. Da das Element s”
nach Voraussetzung zentral in Hx S ist, folgt die Aussage (iii) aus Satz 2.4.8.

ad(iv): Sei r € N mit p" = maz{o(yp),o(s%)}. Offenbar gilt
p" < maz{exp(Z(H)),0(s%)}. Da s im Kern der Operation liegt,
gilt (ps)?" = PP = sP. Wegen des Satzes 2.4.8 gibt es ein

a € Cg(s?") \ Cs(s). Offensichtlich wird (¢s)?" von a zentralisiert.
Wiirde a auch ¢ s zentralisieren, so ergiibe sich ¢ s = ¢%s®. Weil (HX,S)
eine semidirekte Zerlegung von H lx S ist, wiirde insbesondere folgen, daf} s
von a zentralisiert wird. Aus diesem Widerspruch ergibt sich mit Satz 2.4.8
die Behauptung.o

Fassen wir die bisherigen Untersuchungen zum Kranzprodukt zusam-
men, so erhalten wir das folgende Hauptergebnis dieses Abschnittes:

3.4.11 Satz

Seien p eine Primzahl, K ein Korper mit char(K) = p, H,S p-Gruppen,
und S operiere vermoge ¢ auf einer endlichen Menge X.

Sei m := maz{o(s%) | s € Kernd \ Z(S)}.

Der Exponent des Zentrums von rad(K(H 1x S))* ist
max{exp(Z(rad(KH)*)),exp(Z(S) N Kernd), m}.

Beweis: Nach Proposition 2.4.7 sind der Exponent des Zentrums so-
wie das Maximum der Ordnungen der Konjugiertenklassensummen von
H x S zu berechnen. Den Exponenten des Zentrums von H {x S haben
wir in Proposition 3.4.4 bestimmt, die Ordnungen gewisser Konjugierten-
klassensummen in Folgerung 3.4.8 und in Proposition 3.4.9 berechnet sowie
die fehlenden Ordnungen der Konjugiertenklassensummen in Lemma 3.4.10
abgeschitzt.o



68

3.4.12 Folgerung

Seien p eine Primzahl, K ein Kérper mit char(K) = p, H,S p-Gruppen, U
eine Untergruppe von S, und S operiere vermoge Rechtsmultiplikation auf
S/.U. Sei m := maz{o(s°) | s € cores(U) \ Z(S5)}.

Der Exponent des Zentrums von rad(K (H lg/, i S))* ist
maz{exp(Z(rad(KH)*)),exp(Z(S) Ncores(U)), m}.

Beweis: Der Kern der Operation von S auf S/,.U ist das Herz von
U in S. Daher ergibt sich diese Folgerung aus Satz 3.4.11.¢

3.4.13 Folgerung

Seien p eine Primzahl, K ein Korper mit char(K) = p, H,S p-Gruppen,
und S operiere vermoge § auf einer endlichen Menge X treu.
Es gilt exp(Z(rad(K(H 1x S))*)) = exp(Z(rad(KH)*)).

Beweis: Nach Definition der treuen Operation gilt Kernd = {lg}.
Die Behauptung ergibt sich damit direkt aus Satz 3.4.11.¢

3.4.14 Folgerung
Seien p eine Primzahl, K ein Korper mit char(K) = p und H, S p-Gruppen.
Es gilt exp(Z(rad(K(H1S))*)) = exp(Z(rad(KH)*)).

Beweis: Die Behauptung ergibt sich direkt aus Folgerung 3.4.13.¢

3.4.15 Beispiele

(i) Sei p eine Primzahl, K ein Kérper mit char(K) =p und n € N.
Nach Folgerung 3.4.14 gilt exp(Z(rad(K(Zyn 1 Zy))*)) = p".
Auf diese Weise konnen wir Exponenten beliebiger Grofie konstruieren.

(ii) Sei p eine Primzahl, K ein Kérper mit char(K) = p und G eine
p-Gruppe. Dann ist Z(rad(K(Z,! G))*) nach Folgerung 3.4.14 elementar-
abelsch.

(iii) Sei p eine Primzahl, K ein Kérper mit char(K) = p, n € N, so
dafl p ein Teiler von n! ist, und P eine p-Sylow-Untergruppe von S,.
T

Stellen wir n p-adisch dar, etwa n = 3. a;p’, und ist fiir jedes i € r, P

i=0
eine p-Sylow-Untergruppe von Sy, so kénnen wir den Seiten 176 und 177
in [20] entnehmen, daB P =2g P{™ x ... x P/ gilt. Nach einem Satz von

Kaloujnine gibt es zu jedem ¢ € r,ein n; € N, so daBB P; =g Z,1...12,
N——

n; —mal



69

gilt. Die Folgerungen 3.4.14 und 3.3.8 zeigen uns, dafl Z(rad(KP)*)
elementar-abelsch ist.

(iv) Sei K ein endlicher Korper, ¢ :=| K | und p eine Primzahl, fiir
die g9T(p,2) = g9T(p,q) gelte. Seien e := min{n € N | p | ¢¢ — 1}
und z,7 € N, so da8 ¢° — 1 = p"x und ggT'(p,x) = 1 gelten. Ist P eine
p-Sylow-Untergruppe von

GL(n,q) (lineare Gruppe),

C(2m, q) (symplektische Gruppe),

U(n,q?) (unitire Gruppe) oder von

Op(n,q) (orthogonale Gruppe),

so gibt es nach [27] ein n € Nmit P =g Z,r 1 Z, ... 0 Z,.
—_——

n—mal

Nach Folgerung 3.4.14 ist der Exponent von Z(rad(K P)*) genau p".

3.4.16 Folgerung
Seien p eine Primzahl, K ein Kérper mit char(K) = p und H, S p-Gruppen.

(i) S operiere vermoge Konjugation auf S.
Dann ist der Exponent des Zentrums von rad(K(H g S))* genau

mazx{exp(Z(rad(KH)*)),exp(Z(S))}.

(i) Sei s € S, und S operiere per Konjugation auf 5.
Definieren wir m := max{o(s°) | s € cores(Cs(s)) \ Z(S)}, so ist der
Exponent des Zentrums von rad(K(H ;s S))* genau
max{exp(Z(rad(KH)*)),exp(Z(S)), m}.

Beweis: Der Kern der Operation von S auf S bzw. der von S auf s° vermoge
Konjugation ist Z(S) bzw. cores(Cgs(s)). Aus Satz 3.4.11 erhalten wir die
Behauptung.o

3.4.17 Bemerkung

Seien p eine Primzahl, K ein Kérper mit char(K) = p und H, S p-Gruppen.
S operiere trivial auf einer endlichen Menge X.

Dann ist Hx S zu HX x S G-isomorph, und nach Folgerung 3.3.8 ist der
Exponent des Zentrums von rad(H 1x S)* genau
mazx{exp(Z(rad(KH)*)),exp(Z(rad(KS)*))}.

Zu diesem Ergebnis konnen wir auch mit Hilfe von Satz 3.4.11 gelangen, da
der Kern der trivialen Operation S ist. Allerdings haben wir in dem Beweis
von 3.4.11 bereits die Aussage von Folgerung 3.3.8 benutzt.
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3.4.18 Folgerung

Seien p eine Primzahl, K ein Korper mit char(K) = p und H, S p-Gruppen.
Operiert S auf einer endlichen Menge X, so gelten:

(i) exp(Z(rad(KH)*)) < exp(Z(rad(K(H1x S))*))

(ii) exp(Z(rad

(K

(
(iii) Fir exp(Z(rad(KH)*)) > exp(Z(rad(KS)*)) gilt
exp(Z(rad(K(H 1x ))*)) = exp(Z(rad(KH)*)).

(iv) Sind Bj,..., B, die Bahnen von X unter S, so gilt
exp(Z(rad(K(H 1x 5))*)) < min{exp(Z(rad(K(H g, 5))%)) | i € r}

Beweis: Alle Aussagen ergeben sich direkt aus Satz 3.4.11.¢

3.4.19 Anmerkung

(i) Die untere bzw. die obere Schranke in Teil (i) bzw. in Teil (ii) von
Folgerung 3.4.18 wird zum Beispiel bei treuer bzw. bei trivialer Operation
angenommen (siehe Folgerung 3.4.13 und Bemerkung 3.4.17). Die folgenden
zwei Beispiele zeigen uns, dafl dies auch bei anderen Operationen moglich ist:

(ii) Sei U die Untergruppe der Ordnung 2 in Zg. Zg operiert per
Rechtsmultiplikation auf Zg/,.U, und wir betrachten das Kranzprodukt
Z21z4),U Zs. Als untere bzw. obere Schranke erhalten wir 2 bzw. 8, und der
genaue Wert ist nach Folgerung 3.4.12 die Zahl 2.

(ili) Sei m» € Ns>4 und Dan die Diedergruppe der Ordnung 2", die
von h,a G-erzeugt werde. Dabei sei o(h) = 2" !, o(a) = 2 und h* = h~L.
Dgn operiert per Rechtsmultiplikation auf Dan /,.(h)g.

Wir betrachten das Kranzprodukt Zs ip,, () Don. Als untere Schranke
erhalten wir den Wert 2, und als obere Schranke nach den Beispielen 3.1.2
die Zahl 272, welche nach Folgerung 3.4.12 auch der genau Wert ist.

(iv) Sei U die Untergruppe der Ordnung 4 in Zg. Zg operiert per
Rechtsmultiplikation auf Zg/,U, und wir betrachten das Kranzprodukt
Z2 75,0 23 Als untere bzw. obere Schranke erhalten wir 2 bzw. 8. Der
genaue Wert ist nach Folgerung 3.4.12 die Zahl 4.

3.5 Andere Erweiterungen

Wir skizzieren zunéchst die Erweiterungstheorie von O. Schreier.

K(Hx5))")) < maz{exp(Z(rad(KH)")), exp(Z(rad(KS)*))}
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3.5.1 Satz

Seien H, N Gruppen sowie N(+;:) : H x H — N und o : H — Aut(N)
Abbildungen mit den folgenden Eigenschaften:

(a) Vhl, hg, h3 c H: N(hl; hghg)N(hg; hg) = N(hlhg; h3)(N<h1; hg)Oz(h;;))
(b) Vn € N, hy, hy € H : n(a(h1)a(hy)) = (na(hyhy))N i)
(C) Vh e H : N(h, lH) =1y = N(lH;h).

Definieren wir fiir alle hy,ho € H,n1,n0 € N
(hl; nl) ‘a,N(+) (hg;’ng) = (hth; N(hl; hg)(nla(hg))HQ), SO gelten:

(i) (H x N;- n(:)) ist eine Gruppe.

(ii) Die Menge {(1z;n) | n € N} ist ein zu N G-isomorpher Normalteiler
von (H x Nj-q n(.)), dessen Faktorgruppe zu H G-isomorph ist.

(iii) (1g;1n) ist das neutrale Element in (H x N;-o n(...))-

(iv) Fiir alle h € H,n € N gilt (h;n)~! = (A=5 (N(R~ 5 h)n~Ya(h)™h).
(V) Oé(lH) = idN

(vi) Ist N abelsch, so kann (b) durch die Bedingung
(b’) « ist ein G-Homomorphismus
ersetzt werden.

Beweis: Dieser Satz folgt aus Satz 14.2 von Seite 87 in [12].0

3.5.2 Definition

Seien H, N Gruppen sowie N(-;-) : H x H — N und o : H — Aut(N)
Abbildungen, die die Eigenschaften (a) bis (c) von Satz 3.5.1 erfiillen.
Die Gruppe (H x N; -4 n(.)) nennen wir die Erweiterung von H und N zu

dem Faktorensystem N(-;-) und den Automorphismen a(h),h € H.

3.5.3 Satz

Sei G eine Gruppe, N ein Normalteiler von G und R ein Représentanten-
system von N in GG, welches das Element 15 enthalte.

Fiir alle r,s € R sei Ng(r;s) bzw. t, ; das Element von N bzw. von R, so
daB rs =t, (Ng(r;s) gilt.

Sei Nr(+;+) : G/N x G/N — N definiert durch (rN;sN) — Ng(r;s) sowie
agr: G/N — Aut(N) definiert durch N + (rk)|, fiir alle r,s € R.

Diese Abbildungen erfiillen die Bedingungen (a) bis (c¢) von Satz 3.5.1.
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Beweis: Dieser Satz folgt aus Satz 14.1 auf Seite 86 in [12].¢

Ein entscheidener Zusammenhang zwischen den Sétzen 3.5.1 und 3.5.3 ist,
dafl simtliche Erweiterungen zweier Gruppen bereits durch die speziellen,
in Satz 3.5.3 konstruierten, gegeben sind:

3.5.4 Proposition

Sei G eine Gruppe, N ein Normalteiler von G und R ein Reprisentanten-
system von N in G, welches das Element 14 enthalte.
Es gilt G =g (G/N X Njqp Np(+))-

Beweis: Wir definieren ® : G/N x N — G durch (rN;n) —
fiir alle r € R und n € N. Da R ein Représentantensystem fiir NV in G
ist, erhalten wir die Bijektivitit von ®. Seien r,s € R und n,m € N. Aus
rs = tr s Ng(r;s) ergibt sich ((rIN;n) -, np() (SN;m))® =t s Nr(1; s)n°m.
Zudem gelten per Definition (rN;n)® = rn und (sN;m)® = sm. Aus
rnsm = t, sNgr(r; s)n*m < rns = t, s Ng(r;s)s ns <= rs = t, {Ng(r;s)
folgt nun die Behauptung.c

Unter gewissen Bedingungen, die wir an zwei Erweiterungen FE und

B stellen, konnen wir einsehen, daf§ die Exponenten von Z(rad(K E)*) und
von Z(rad(KFE)*) identisch sind. Dazu benétigen wir das folgende Lemma:

3.5.5 Lemma

Seien H,N und H,N Gruppen mit Faktorensystemen N (+;+) und N (5+)
sowie Automorphismen a(h),h € H und &(h),h € H.
Seien ¢ : N — N und ¢ : H—H G-Isomorphismen

sowie ¢ : Aut(N) — Aut(N), 8 +— (3%.
Es seien die folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) ¥ = ao S
(Das bedeutet, daf§ die Operationen von H auf N und von H auf N
dquivalent sind.)

(ii) N(-;-) und N(-;-) sind symmetrisch. R
(Das ist insbesondere erfiillt, wenn N und N abelsch sind.)

(ili) Fiir alle v € Bild N(+;-) bzw. & € Bild N(-;-) und alle h € H baw.
h € H gilt za(h) = x bzw. 2&(h) = &.

Seien h € H,n € N und s € N.
Der Zentralisator von (h;n)® in (H X N;-o n(..)) besitzt dieselbe Kardina-

litéit wie der entsprechende von (hi); ng)® in (H x N; ‘4 N(~-))'
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Beweis: Eine leichte Induktion nach s zeigt uns
(1) (hsn)® = (B N(h; h* =) (na(h*™1)) ... N (h; h) (na(h))n).

Sei (hi;n1) € H x N. Dieses Element zentralisiert (h;n)® wegen (ii)
und (iii) genau dann, wenn hyh = hh; und

(2) (n1a(h®))(na(h*h) ... (na(h))n = (na(h*1)) ... (na(h))n)a(hy) ny

gelten. Fiir alle ¢ € s gilt wegen (i)

(3) (n@)(a(h')) = (na(h?))e.

Mit (1) und (3) erhalten wir

(4) (hth;np)* = (h*4; N (haps hp* 1) (na(h* 1))@ . .. N (hp; hp) (na(h)) o nep).

Mit (2), (4), (ii) und (iii) ergibt sich, dafi (hi®;ni1p) genau dann
(h; n)® zentralisiert, wenn (hi;n;) das Element (h;n)® zentralisiert. Da
die Abbildung H x N — H x N, (a;b) — (a1; bp) eine Bijektion ist, folgt
die Behauptung.o

3.5.6 Satz

Seien p eine Primzahl, K ein Korper mit char( )=np, G, G p-Gruppen, N
bzw. N ein Normalteiler von G bzw. von G und R bzw. R ein Repréisentan-
tensytem fiir N in G bzw. fir N in G mit 1¢ € R bzw. mit ls € R.

Seien p: N — N und ¢ : G/N — G/N G-Isomorphismen

sowie ¢ : Aut(N) — Aut(N), 8 — 3.

Fiir die Abbildungen Ng(-;-), N(:;-), ar und ap seien die folgenden Be-
dingungen erfiillt:

(i) Yap = are
(ii) Ng(-;-) und Npg(+;-) sind symmetrisch.

(ii) Fiir alle © € Bild Ng(-;-) bzw. T € BildNR(~; -) und alle r € R bzw.
reRgﬂtx—wbzw = 7.
(Das ist insbesondere erfiillt, wenn Bild Nr(;-) € Z(G) und
Bild Np(+5-) € Z(G) gelten.)

Dann stimmen die Maxima der Mengen {o(g ¢%) | g € G\ Z(G)} und

{o( &) ge G\ Z(G)} iiberein. A
Sind zudem die Zentren von G und G zyklisch, so sind die Exponenten von
Z(rad(KG)*) und Z(rad(KG)*) identisch.



74

Beweis: Der erste Teil der Behauptung folgt aus Satz 2.4.8, aus Pro-
position 3.5.4 und aus Lemma 3.5.5.

Nach Lemma 3.5.5 besitzen die Zentren von G und G die gleiche Méchtig-
keit. Daher sind sie — falls zyklisch — G-isomorph. Aus Proposition 2.4.7
erhalten wir die Behauptung.¢

3.5.7 Beispiel

Sei K ein Korper mit char(K) =2 und n € N> 3.

Sei G := Dan die Diedergruppe der Ordnung 2", und seien h,a € G, so daf3
G = (h,a)g, o(h) = 2" o(a) = 2 und h® = h™! gelten.

Sei G := Qo die Quaternionengruppe der Ordnung 2", und seien =,y € G,
so daB G = (z,y)g, o(y) =271, 22 = y2n72 und y* =y~ ! gelten.

In den Beispielen 3.1.2 hatten wir bewiesen, dal exp(Z(rad(K Dan)*)) =
exp(Z(rad(KQan)*)) (= 27?) gilt.

Sei N := (h)g und N := (y)g. Dann ist R := {1g,a} baw. R := {14, y} ein
Repréasentantensystem fiir N in G bzw. fiir N in G.

Seip: N — N definiert durch a® y* fiir alle 4 € 271,

und ¢ : G/N — G/N definiert durch N — N und aN — yN. Dann sind
o und Y G-Isomorphismen.

Offenbar sind die Bedingungen (i) und (ii) sowie der Zusatz von Satz 3.5.6
erfiillt. Wir zeigen, daf auch Bedingung (iii) dieses Satz wahr ist, denn fiir
die Faktorensysteme gilt:

Nr(lg;1le) = Nr(le;a) = Nr(a; 1¢) = Nr(a;a) = 1 € Z(G),

Np(lgile) = Np(lgiy) = Np(yilg) = 1 € Z(G) und

Ni(yiy) =y € Z(G).

3.6 Anmerkungen zu den Abschitzungen in 2.5

3.6.1 Beispiel zu Bemerkung 2.5.6

Sei p eine Primzahl, K ein Korper mit char(K) = p, n € N>4 und G =
(h,a)g eine p-Gruppe, so daf o(h) = p", o(a) = p, | G |= p"*! und h® =
R+ gelten. Wegen (hP)® = (h®)P = (h1P"" 1P = hP erhalten wir Z(G) =

(hP)g. Mit Satz 2.4.8 ergibt sich o(hG) = p < p?, und zudem ist G die einzige
Untergruppe von G, in der h nicht zentral ist.

3.6.2 Beispiel zu Bemerkung 2.5.8

Sei K ein Korper mit | K |= 2 und G := lgnxn + su(4, K). Wegen der
Folgerung 3.2.2.5 ist das Zentrum von rad(KG)* elementar-abelsch. Im
folgenden zeigen wir, dal 2,y € G existieren, so daB [z2,y] = 1g und

[z,y?] # 1g gelten.
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lx Or Ox Og g O0x Ox Og

. | 1x 1x 0Ox Og | 0k 1x Ox Og

Es seien z := 0k Ok 1x Og und y := 0k 1x 1x O
Ok Ox Ox 1g 0 Ox 1x g

1k Ox Ox Og
Ok 1x Ox Og
Ok Ok 1k Og
Ok 1x 1x 1k

Dann gelten 22 = 1 und y? =

Offenbar ist also [z2,%] = 1¢ erfiillt, und wegen

1k Ox Ox O 1x O0x Ox O
R B I I LV 1
0k Ox 1k Og Ok Ok lx Og
1k 1x 1x 1k 0k 1x 1x lg

erhalten wir [y?,2] # 1g. Es sei angemerkt, daB fiir alle z € G die
Gleichung z* = 14 gilt. Das minimale n € N mit der Eigenschaft, da$} fiir
alle 2,y € G genau dann 22"
und nicht 1.

mit y, wenn z mit ¥ kommutiert, ist also 2

3.6.3 Beispiele zu Bemerkung 2.5.14

(1) Sei K ein Korper mit char(K) =2, n € N>4 und G die Diedergruppe
der Ordnung 2". Dann gibt es a,b € G, so dal G = (a,b)g, o(a) = 271
o(b) = 2 und a® = a~! gelten. Bekanntlich ist (2" *))g das Zentrum und
(a?)g die Ableitung von G.

(i) Mit Hilfe der Beispiele 3.1.2 erhalten wir exp(Z(rad(KG)*)) = 272,
272 = 2773 .2 = exp(Z (rad(KG/Z(G))*)) ~exp(rad(KZ(G))*) und
o=l = 9n=1.9 — exp(rad(KG')*) - exp(rad(KG/G')*).

(ii) Es gelten exp(Z(rad(K Z(G))*)) =2 < 2772,
exp(Z(rad(KG')*)) = 272 und exp(Z(rad(K (h)g)*)) = 2"~ > 272,

(iii) Mit Folgerung 3.3.8 erhalten wir

exp(Z(rad(K(G x G))*)) = 2" % = exp(Z(rad(K((G x G)/(G x {1c})))"))
und exp(Z(rad(K(G/Z(G)))*)) = 2773 < 2n=2,

(2) Sei p eine Primzahl, p # 2, K ein Korper mit char(K) p und
G das semidirekte Produkt von (a)g und (b)g, so dafl o(a) = p o(b) = p?
und a® = a'*P gelten. Sei a : (a)g — (a)g definiert durch a’ — (a?)P*!.
Dann ist a ein G-Automorphismus von (a)g, und es gilt o(a) = p°.
Da G’ zyklisch ist und p # 2 gilt, ist G eine regulire p-Gruppe (sie-
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he Satz 10.2 auf Seite 322 in [12]). Aus Folgerung 3.2.5 erhalten wir
exp(Z(rad(KG)*)) = exp(Z(G)). Wir zeigen, dafi exp(Z(G)) = p und
damit auch exp(Z(rad(KG)*)) = p < p* = exp(Z(rad(K(G/{a)g))*)) gilt:
Sind i € pj und j € ﬁ, so gilt:

(@) = a'V = (ab)! = 0’ <= o't = ¢ = p? | .

Zudem gilt (a'd’)® = a'b’ genau dann, wenn a € Cg(()g) gilt. Wiire
(Vg = (b)g, so wiirde & = a® = a!'*P und damit a? = 1g gelten, was
ein Widerspruch zu o(a) = p? ist. Wire (b/)g = (bP)g, so ergibe sich
a” = a. Das wiirde a(a?) = a und damit o = id(4), bedeuten, was ein
Widerspruch zu o(a) = p? ist. Also gilt (¥)g = {lg}, und wir erhalten
2(G) = ()¢ =g 7.



Kapitel 4

Die Invarianten des
Zentrums

4.1 Eine direkte Zerlegung

4.1.1 Beispiel

Sei G := Dig, und seien h,a € G, so dal G =< h,a >g, o(h) = 8,
o(a) = 2, h* = h~! gelten. Die Konjugiertenklassen von G sind {h,h"},
{h2, K8}, {n3, kY, {1}, {n*}, {a, h?a, h*a, hSa} und {ha,h3a,h’a,h7a}. Sei
K ein Korper mit char(K) = 2. Wir geben die Multiplikationstafel fiir die
kommutative K-Algebra Z(rad(KG)) an (siehe Proposition 1.3.9):

ne (h2)C (h3)C o @h)e hi—1g
G | (h2)G  hG + (h3)C (h2)@ Oke Okxe hO+ (K37
(h?)¢ Ora (h?)C + (h3)¢ Oke  Okc OxG
(h3)¢ (h2)¢ Oke Okxg  hC+ (h3)C
aC Oke  Oka Orc
(ah)“ Oxc Oxa
ht—1g Orc

In diesem Beispiel gelten die folgenden zwei Aussagen:

(1) Der K-Teilraum ({¢g¢ | g € G\ Z(G)})k ist ein K-Ideal von
Z(rad(KG)).
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(2) Die Aussage (1) verfeinernd stellen wir fest, dal sogar die K-
Teilriume (hG, (h2)C, (h3)G)  und (aC, (ha)C)x K-Ideale von Z(rad(KG))
sind. Dabei besitzen die Konjugiertenklassen h®, (h2)%, (h3)¢ die Linge 2
und die Konjugiertenklassen a%, (ha)® die Linge 4.

Wir werden zeigen, dafl die Aussage (1) stets erfiillt ist, jedoch ein
K-Erzeugnis von Konjugiertenklassensummen zu Konjugiertenklassen
gleicher Lénge im allgemeinen kein K-Ideal von Z(rad(KG)) ist.

4.1.2 Bemerkung

Sei GG eine endliche Gruppe, U eine Untergruppe von G, g € G und ¢ €
Cq(U). Sind g*1, ..., g% die Konjugierten von g unter U, so gelten:

(i) cg*,...,cg" sind die Konjugierten von cg unter U.

¢, ...,g" csind die Konjugierten von gc unter U

1

(iii) (¢g~H“,..., (g7 Y% sind die Konjugierten von g~! unter U.o

4.1.3 Lemma

Seien K ein Korper, G eine endliche Gruppe, U eine Untergruppe von G,
B die Menge der U-Bahnen von G vermoge Konjugation und C, D € B.

Fiir alle B € B sei kg € K, sodaB C-D = Y. kB gelte (siehe 1.3.12).
BeB
Ist z € Cg(U), und existiert ein Paar (¢;d) € C x D mit c¢d = z, so gilt

Beweis: Seien ¢, ..., c% die Konjugierten von c unter U. Aus d = ¢~ 'z
und Bemerkung 4.1.2 erhalten wir, daf3 d“t,...,d"" die Konjugierten von
d unter U sind. Wegen cd = z € Cg(U) gilt fur alle i € r, die Gleichung
z = z% = (ed)" = c*d". Seien i,j € 1, und es gelte c*d" = z. Aufgrund
von c%d“ = z ergibt sich d% = d%“, woraus wir ¢ = j schliefen. Somit
erhalten wir die Behauptung.c

4.1.4 Satz

Ist p eine Primzahl, K ein Kérper mit char(K) = p, G eine p-Gruppe, U
eine Untergruppe von G und B die Menge der U-Bahnen von G vermoge
Konjugation, so gelten:

(i) ({B| B € B, | B |# 1})k,KCg(U)) ist eine semidirekte Zerlegung
der K-Algebra Cxq(U).
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(i) ({B| B € B, | B |# 1})k,rad(KCg(U))) ist eine semidirekte Zerle-
gung der K-Algebra C, .4k (U).

(iii) ({B| B € B, | B |#1}),rad(KCx(U))*) ist eine semidirekte Zerle-
gung der Gruppe Cyqq(xq)-(U — 1).

(iv) g+ {B|B€B,|B|#1})k,1¢ +rad(KCg(U))) ist eine semidi-
rekte Zerlegung der Gruppe Ci 4 rqd(xa)(U)-

Beweis: ad(i): Diese Aussage ergibt sich aus Proposition 1.3.12, Lemma
4.1.3 und den Teilen (i) und (ii) von Bemerkung 4.1.2.

ad(ii): Diese Aussage erhalten wir aus (i) und Folgerung 1.3.14.
ad(iii): Diese Aussage ergibt sich aus (ii) und Folgerung 1.1.8.
ad(iv): Diese Aussage folgt aus (iii) und aus Folgerung 1.1.8.¢

4.1.5 Folgerung
Ist p eine Primzahl, K ein Korper mit char(K) = p und G eine p-Gruppe.

(i) (({C|CeK(@Q),]|C|# 1}k, KZ(G)) ist eine semidirekte Zerlegung
der K-Algebra Z(KG).

(i) (({C | C € K(G),| C |# 1})k,rad(KZ(G))) ist eine semidirekte
Zerlegung der K-Algebra Z(rad(KGQG)).

(iii) (({C | C € K(Q), | C |# 1})},rad(KZ(G))*) ist eine direkte Zerle-
gung der Gruppe Z(rad(KG)*).

(iv) (Ig+{{C | C e K(Q), | C|# 1}k, 1g+rad(KZ(QG))) ist eine direkte
Zerlegung der Gruppe Z(1g + rad(KG)).

Beweis: Durch die Spezialisierung U = G erhalten wir diese Folgerung aus
Satz 4.1.4.¢
4.1.6 Definition
Ist K ein Korper und G eine endliche Gruppe, so definieren wir
K(G) = {C| CeK(G), |C|#1})k.

Dies ist — in dem Fall char(K) = p > 0 und einer p-Gruppe G — nach Teil
(i) von 4.1.5 ein K-Ideal von Z(K (@), also insbesondere eine K-Teilalgebra
von K@G.
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4.1.7 Beispiel

(i) Sei p eine Primzahl und G eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung p?.
Dann ist G extra-speziell, und daher gilt fiir alle g € G\ Z(G) | g% |= p.
Ist n € N, so gilt fiir alle g € G\ Z(G) | (g,...,9)¢™ | = p™

(ii) Seien K ein Korper, A, B Gruppen und (a;b) € A x B, so dafl
a ¢ Z(A) und b ¢ Z(B) gelten. Eine leichte Rechnung zeigt uns
(a;1g)A%B . (14;0)4%B = (a;b)4*B. Dabei ist die Liinge der Konjugier-
tenklasse (a;b)4*P genau das Produkt der Lingen von (a;15)4*® und
(L43b)A<E.

(iii) Aus (i) und (ii) erhalten wir, daf ein K-Erzeugnis von Konju-
giertenklassensummen gleicher Lénge im allgemeinen nicht multiplikativ
und auch nicht unter der Sternverkniipfung abgeschlossen ist.

4.2 Kommutative Gruppenalgebren

4.2.1 Die Invarianten
4.2.1.1 Definition

Ist G eine Gruppe und n € N, so sei nG := G™.

Die folgende Proposition 148t sich leicht einsehen:

4.2.1.2 Proposition

Seien p eine Primzahl, e € N, n; € N fiir alle ¢ € ¢ und G eine zu
n1Zp X ... X neZpe G-isomorphe Gruppe.

Dann ist fiir alle i € e — 1, U {0} die Faktorgruppe G /GP'"" zu
(njg1 + ... + ne)Z, G-isomorph.o

4.2.1.3 Bemerkung
Ist p eine Primzahl, K ein perfekter Kérper mit char(K) = p und G eine
abelsche p-Gruppe, so gilt fiir alle n € N (rad(KG)*)?" = rad(KGP").

Beweis: Diese Aussage folgt aus Proposition 2.4.5 und Folgerung 2.4.4.¢

4.2.1.4 Satz

Seien e,k € N, p eine Primzahl, K ein Kérper mit p* Elementen und G
eine abelsche p-Gruppe vom Exponenten p°. _

Fiir alle i € g sei s;:= k(| GP' | =2 |G | +|GP'" ).

Dann ist rad(KG)* zu $1Z, X ... X S¢Zpe G-isomorph.
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Insbesondere ist k(| G | — | GP |) der Rang von rad(KG)*, und es gilt
soc(rad(KG)*) =g (k(| G | = [ G 1)) Zp.

Beweis: Wegen der Bemerkung 4.2.1.3 gilt exp(G) = exp(rad(KG)*), und
fiir alle « € e — 1,U {0} ist die Gleichung

(1) | (rad(KG)*)?' /(rad(K Gy )P |=| K | 1671=16""]

erfiillt. Fiir alle ¢ € ¢ sei s; € No, so dal rad(KG)* zu $1Z, X ... X SeZpe
G-isomorph ist. Mit (1) und Proposition 4.2.1.2 erhalten wir

(2)Vice:si+...+s.=k(|GV | —|GP).

Durch Auflésen des Gleichungssystemes (2) ergibt sich der erste Teil
der Behauptung. Der Zusatz ist eine Umformulierung von (2) in dem
Spezialfall 1 = 1.0

4.2.1.5 Beispiele

Im folgenden seien p eine Primzahl, e,n € N, G eine abelsche p-Gruppe
mit exp(G) = p°, K ein Korper mit | K |= p* und sy,...,s. wie in Satz
4.2.1.4.

(1) Ist G = Zpe, so ergibt sich fiir alle i € e —1 s; = kp* " L(p — 1)2
sowie s = k(p — 1). In dem Spezialfall p = 2 erhalten wir
(SeySe—1,...,51) = k(1,2,2,4,...,2°72).

(2) Ist G = nZye, so ergibt sich fiir alle i € e — 1, s; = kp¢~" =D (pn — 1)?
sowie se = k(p" — 1)

(3) Ist G = Z, X ... X Zy, so erhalten wir, da8 fiir alle i € e—1
s; = kplemt= (=005 (p2Ae=)+1 _ 9pe=i 4 1) sowie s, = k(p — 1) gelten.
Zum Beispiel ergibt sich fiir den Fall p = 3, £k = 1 und e = 4
(81,82,83, 84) = (57618,678,22,2).

(4) Ist G = nZ, x ... X nZy, so gelten fir alle i € e—1
s = kp(e—i—l)(e—i)O.S(pn(2(e—i)+1) _ 2pn(e—i) + 1) sowie s, = k(pn _ 1)

Die Beispiele zeigen uns, dafl die Invarianten ein stark ausgeprégtes
Monotonieverhalten aufweisen. Auf dieses gehen wir in den néchsten
beiden Abschnitten néher ein und zeigen dort zudem, dafl G ein direkter
Faktor von 1g + rad(K Q) ist. Als eine Folgerung erhalten wir fiir beliebige
p-Gruppen G, dal Z(G) ein Komplement in Z(1g + rad(KG)) besitzt.
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4.2.2 Komplementierbarkeit
4.2.2.1 Proposition

Sei p eine Primzahl, K ein Kérper mit char(K) = p, G eine p-Gruppe und
(A, B) eine direkte Zerlegung von G.

Dann ist (rad(KB)KG,rad(KA)) eine semidirekte Zerlegung der K-
Algebra rad(KG).

Beweis: Nach Definition und Bemerkung 1.1.14 gilt Kernpp =

KGrad(KB) = rad(KB)KG. Da fiur alle aj,aa € A genau
dann a1B = «aoB gilt, wenn a1 = a9 erfillt ist, ergibt sich
rad(KA) N Kernpp = {0x¢}. Aus Dimensiongriinden erhalten wir

die Behauptung.o

4.2.2.2 Definition

Seien p eine Primzahl, G eine abelsche p-Gruppe und e € N sowie s; € N
fiir alle i € ¢, so daB G zu 512, X ... X Zpe G-isomorph ist.
Wir nennen G liickenlos zerlegbar, falls fiir alle i € ¢ s; # 0 gilt.

4.2.2.3 Satz

Ist p eine Primzahl, G eine abelsche p-Gruppe und K ein endlicher Kérper
mit char(K) = p, so ist rad(KG)* liickenlos zerlegbar.

Beweis: Sei ¢ € G mit o(g) = max{o(x) | x € G}. Bekanntlich be-
sitzt M ein Komplement in G. Aus Proposition 4.2.2.1 und Folgerung 1.1.8
erhalten wir, da§ rad(KM)* ein direkter Faktor von rad(KG)* ist. Die
Behauptung ergibt sich aus Teil (1) der Beispiele 4.2.1.5.¢

4.2.2.4 Bemerkung

Seien G eine endliche Gruppe und U,V Untergruppen von G.
Dann gilt |G/, (UNV) |<|G/,U| - | G/, V |0

4.2.2.5 Satz

Ist p eine Primzahl, G eine abelsche p-Gruppe und K ein endlicher Kérper
mit char(K) = p, so ist G ein direkter Faktor von 1¢ + rad(KG).

Beweis: Wir beweisen diese Aussage durch Induktion nach der Grup-
penordnung von G. Nach Satz 4.2.1.4 und Folgerung 2.4.4 besitzen G
und lg + rad(KG) denselben Exponenten. Ist G zyklisch, so ist G ein
Maximalfaktor von 1¢ + rad(KG), und die Behauptung ist bewiesen.

Sei also G nicht zyklisch. Dann gibt es eine nicht-triviale direkte Zerlegung
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(A, B) von G. Aus Proposition 4.2.2.1 erhalten wir
(1) rad(KG) = (rad(KA)KG)®grad(KB) = (rad(K B)KG) &g rad(K A).

Mit Folgerung 1.1.8 ist nach Induktion A bzw. B ein direkter Faktor
von lg + rad(KA) bzw. von 1g + rad(KB). Sei Ny bzw. Np ein Kom-
plement von A bzw. B in 1g+rad(K A) bzw. in 1g+rad(K B). Wir definieren

(2) N = ((1(; + Tad(KA)KG)NB) N ((1G + T‘CLd(KB)KG)NA)

und zeigen, da N ein Komplement von G in 1g + rad(KG) ist. Aus
Bemerkung 4.2.2.4 und (1) erhalten wir, dafl der Index von N in
1g + rad(KG) kleiner oder gleich | A | - | B |=| G | ist. Ferner ergeben
sich aus (1) die Gleichungen ((1g¢ + rad(KA)KG)Ng) NG = A und
((1g +rad(KB)KG)Na) NG = B, woraus die Behauptung folgt.o

4.2.2.6 Folgerung

Ist p eine Primzahl, G eine p-Gruppe und K ein endlicher Kérper mit
char(K) = p, so ist Z(QG) ein direkter Faktor von Z(1g + rad(KG)).

Beweis: Diese Aussage folgt aus Satz 4.2.2.5 und Teil (iv) von Fol-
gerung 4.1.5.¢

4.2.2.7 Folgerung

Ist p eine Primzahl, G eine nicht-triviale p-Gruppe und K ein Korper
mit char(K) = p, so ist Z(rad(KG)*) genau dann zyklisch, wenn
|G |=2=| K| gilt.

Beweis: Sei Z(rad(KG)*) zyklisch. Aus Proposition 2.4.7 erhalten
wir, dafl K endlich ist. Daraus ergibt sich mit Folgerung 4.2.2.6 die Kom-
mutativitdt von KG. Also ist auch 1 + rad(KG) zyklisch. Da nach Satz
4.2.2.5 G ein direkter Faktor von 1g+rad(KG) ist, mul G = 1g+rad(KQ)
gelten, was nach Bemerkung 1.1.18 nur in dem angegeben Fall moglich ist.
Gilt |G|=2=| K |,soist 1g +rad(KG) = G zu Zy G-isomorph.o

4.2.3 Monotonie

4.2.3.1 Definition

Seien p eine Primzahl, G eine abelsche p-Gruppe und e € N sowie s; € N fiir
alle i € ¢, so daB8 G zu 512, X ... X 8cZpe G-isomorph ist.

Wir nennen G monoton bzw. streng monoton zerlegbar, falls s1 > ... > s,
bzw. s1 > ... > s, gilt.
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4.2.4 Satz

Seien p eine Primzahl, K ein endlicher Kérper mit char(K) = p, G eine zu
t1Zy % ...teZpe G-isomorphe Gruppe und s; (i € ) wie in Satz 4.2.1.4.

(i) AuBerindem Fallt, = 1,t.—1 = 0 gilt fiir alle i € e — 1, die Ungleichung
8;i Z D Si+1-
(ii) rad(KG)* ist fiir p # 2 streng monoton zerlegbar.

(iii) Aufler in dem Fall t, = 1, t._1 = 0 ist rad(KG)* fiir p = 2 streng
monoton zerlegbar.

(iv) rad(KG)* ist fir p = 2 monoton zerlegbar.

Beweis: Der Beweis ergibt sich durch Nachrechnen mit Hilfe der in Satz
4.2.1.4 hergeleiteten Beschreibung der s;, 7 € e. ¢

4.3 Die Invarianten

4.3.1 Die Frattini-Reihe
4.3.1.1 Lemma

Sei p eine Primzahl, K ein perfekter Kérper mit char(K) = p und G eine
p-Gruppe. Dann ist fiir alle i € N {(¢?") ¢ | g € G\ Z(G),Ca(g) = Ca(g?)}

*

eine K-Basis des K-Vektorraums (IC(G) )7 .

Beweis: Nach Definition ist K(G) von G-Konjugiertenklassensummen
K-erzeugt und damit zentral in rad(KG). Ist fiir alle C € K(G) k¢ € K,
so gilt wegen char(K) =p

M ( X keO)P = ¥ (k)" (O)7

CeK(G) Cer(G)
Aus (1), der Perfektheit von K und Folgerung 2.4.4 erhalten wir, daf}
(K(G)")?P" ein K-Vektorraum ist, der von {(¢%)" | g € G\ Z(G)}
K-erzeugt wird. Die Behauptung erhalten wir nun aus Satz 2.4.8.¢
4.3.1.2 Definition

Sei p eine Primzahl, K ein Koérper mit char(K) = p und G eine p-Gruppe.
Fiir alle ¢ € N definieren wir

K@), = 1{(¢")9 | g € G\ Z(G). Calg) = Calg™)} |
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4.3.1.3 Satz

Seien p eine Primzahl, K ein endlicher Kérper der Michtigkeit p*, G eine p-
Gruppe und si,...,s. € N, so daBl IC(G) zu s1Z, x ... X s¢Zpe G-isomorph
sei. Dann gilt fiir alle ¢ € ¢ die Gleichung

si = k(K(G)i1 — 2-K(G), + k() i)

Beweis: Fiir alle i € ¢ erhalten wir aus Lemma 4.3.1.1

Zudem gilt nach Proposition 4.2.1.2 fiir alle ¢ € ¢
(2) (K(G) )P /(K(G) )" =g (sig1+... + 502,

Aus (1) und (2) ergibt sich fiir alle ¢ € g

i — k(G>pi+1) = S’H—l + ...+ Se

Durch Auflésen des Gleichungssytems in (3) folgt die Behauptung.o

4.3.1.4 Beispiel

Sei K ein Korper mit 2¢ Elementen und G die Diedergruppe der Ordnung
16. Dann gibt es h,a € G, so dafl o(h) = 8, o(a) = 2, G = (h,a)g und
h® = h~! gelten. Die nicht-zentralen Konjugiertenklassen von G sind a®,
(ha)®, K&, (h3)E und (h?)%. o

Da a, ha Involutionen sind, gilt nach Satz 2.4.8 (a©¢)? = ((ha)%)? = Okq.
Da (h')g = Z(G) und (h)g = Cg(h) = Ci(h?) = Cq(h?) = Cq(h®) gelten,
ergibt sich mit Satz 2.4.8 (hG)? = (h2)G = ((h3)&)2.

Wir erhalten k(G)q0 = 5, k(G)y1 = 1 und k(G)y2 = 0, und nach Satz 4.3.1.3
gilt K(G)" =g (3k)Zy x (1k)Zs.

4.3.2 Die Sockelreihe
4.3.2.1 Definition und Bemerkung

Sei p eine Primzahl, n € Ng und G eine abelsche p-Gruppe.

Wir definieren soc,(G) = {g | g € G,¢”" = 1g} und nennen soc,(G) den
n-ten Sockel von G. Offenbar ist fiir alle n € N soc, (G) eine Untergruppe
von soc,+1(G).

4.3.2.2 Beispiel

Sei p eine Primzahl, K ein Koérper mit char(K) = p und G eine p-Gruppe.
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(i) Ist U eine nicht-triviale Untergruppe von G, so gilt die Gleichung

i =| U |g U = Ogg. Insbesondere sind G und Z(G) im 1-ten Sockel von
Z(rad(KG)*) enthalten (siehe Folgerung 2.4.4).

(ii) Sei p™ die maximale Lénge der Konjugiertenklassen von G. Fiir
alle 1 € n, sei C}; die Vereinigung der Konjugiertenklassen der Lénge p' von

G. Wegen (i) gilt Oxg = G" = (Z(G) + 3 Ci)P =% CT,ZP. Also liegt das
i=1 i=1

Element J C,; nach Folgerung 2.4.4 im 1-ten Sockel von Z(rad(KG)*).
i=1

Da nach Satz 2.4.8 fiir alle C' € K(G) entweder C” = Ogg oder C* = CP
und | C |=| CP | gilt, ist sogar fiir jedes i € n, das Element C,; im 1-ten
Sockel von Z(rad(KG)*) enthalten (siche Folgerung 2.4.4).

Leicht 148t sich einsehen:

4.3.2.3 Proposition

Seien p eine Primzahl, s1,...,5. € N und G eine zu 512, X ... X 8¢ Zpe
G-isomorphe Gruppe. Fiir alle i € ¢ gilt | soc;(G)/soci—1(G) | = p*it—+se.o

4.3.2.4 Definition und Bemerkung

Sei K ein Korper, G eine Gruppe und n € N.

Fiir alle nicht-zentralen Konjugiertenklassen C, D von G sei C ~,, D durch
C" =D" definiert. Dann ist ~,, eine Aquivalenzrelation auf der Menge der
nicht-zentralen Konjugiertenklassen von G.

4.3.2.5 Lemma

Seien p eine Primzahl, n,r € N, K ein Korper mit char(K) = p, G eine
p-Gruppe und Ly, ..., L, die Aquivalenzklassen von ~p». Es gelte 0.B.d.A.
ct = O fur alle C € Lq.
r — %
Dann ist (L1)x ©x D xwAugr,((Li) k) der n-te Sockel von K(G) .
i=2

Beweis: Fiir alle ¢ € r,sei C; € L;. Ist z € K(G), so gibt es zu je-
dem % € r,und zu jedem D; € L; ein kp, € K, so dafl

W) z=Y 5 kpDi

i=1D;eL;

gilt. Wegen char(K) = p erhalten wir aus (1) die Aussage

@) 2" =3 ( % kp)" T

=2 D;eL;
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Nach (2) ist die Aussage 2?" = Ogg dazu dquivalent, daf fiir alle

r\ {1} ( X kp,)?" = Ok gilt. Aus der Injektivitit des Frobeniusmo-
’Le 1
nomorphismus sowie aus Folgerung 2.4.4 ergibt sich die Behauptung.¢

4.3.2.6 Satz

Seien p eine Primzahl, K ein endlicher Kérper mit p* Elementen, G eine
*
p-Gruppe, p° der Exponent von K(G) , fir alle i € ¢ [; die Anzahl

der Aquivalenzklassen beziiglich ~pi und m* U $1Zp X ... X Selpe
G-isomorph.

Dann gelten s, = k(le—1 —l¢), si = k(li—1 — 2l; + ;1) fur alle2 <i<e—1
und s; = k(c(G) — | Z(G) | =211 + 1+ 12).

Beweis: Fiir alle ¢ € ¢ besitzt der i-te Sockel von IC(G)* nach Lem-
ma 4.3.2.5 die Méchtigkeit phle(@) —1Z2(G)|=E=1)) - Mit Proposition 4.3.2.3
ergeben sich

Se:k(le—l_le)a
Sit ...+ 8 =k(li—1—1;) firalle2<i<e—1und
s14 ...+ se = k(c(G ) | Z(G) | =11 +1).

Durch Auflésen dieses Gleichungssytems erhalten wir die Behauptung.o

4.3.2.7 Bemerkung

Seien p eine Primzahl, K ein Kérper mit char(K) = p, G eine p-Gruppe,
neNund g,h € G\ Z(G).

Nach Satz 2.4.8 gilt genau dann g“ ~pn h¢, wenn entweder

Ca(g9) = Ca(gP") und Cg(h) = Cg(h?") oder

Ca(g9) < Ca(g"") und Ca(h) < Cg(R?") gilt.

4.3.2.8 Beispiel

Wie in Beispiel 4.3.1.4 sei K ein Korper mit 2¢ Elementen und G die Die-
dergruppe der Ordnung 16.

Seien h,a wie in Beispiel 4. 3 1.4. Mit Bemerkung 4.3.2.7 erkennen wir,
dafl {hG (R} und {a®, (ha)®, (h?)%} die Aquivalenzklassen beziiglich ~s
sind. Zudem sind alle nicht- zentralen Klassen beziiglich ~qy2 &quivalent. Mlt
den Bezeichnungen von Satz 4.3.2.6 gelten also I3 = 2 und ls = 1, und wir
erhalten aus Satz 4.3.2.6 s, = k(2—1) = 1k sowie s; = k(5—4+1+1) = 3k.
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4.4 Der Klassengraph

Der im folgenden definierte Graph veranschaulicht in dem Fall einer p-
Gruppe G und eines (endlichen) Korpers K mit char(K) = p die Bestim-
mung der Invarianten und die Ermittlung des Exponenten des Zentrums von

rad(KG)*:

4.4.1 Definition und Bemerkung

Sei p eine Primzahl, K ein Kérper mit char(K) = p und G eine p-Gruppe.
Wir definieren einen gerichteten Graphen, den wir den Klassengraph von
G nennen. Seine Eckenmenge sei {¢g¢ | g € G\ Z(G)} U {0k¢}, und seine
Kantenmenge sei {(¢%; (¢%)?) | g € G\ Z(G)}.

Die Kantenmenge des Klassengraphens kénnen wir mit Hilfe von Satz 2.4.8
ermitteln.

4.4.2 Beispiel

Sei K ein Korper mit 2¢ Elementen und G die Diedergruppe der Ordnung
32. Seien h,a € G, so daB o(a) = 2, o(h) = 16 und h® = h'® gelten. Die
nicht-zentralen Konjugiertenklassen von G sind a®, (ha)® und (h")¢ fiir
alle i € 7,. Der Klassengraph von G hat nach Satz 2.4.8 die folgende Gestalt:

Oka

hG (h7)G (h3)G (hS)G

(i) Die Bestimmung des Exponenten:

Sei g € G\ Z(G). Dann gibt es genau einen Weg von g& zum Knoten 0x¢.
Ist n die Lénge dieses Weges, so gilt o(giG) =p".

Also besitzt zum Beispiel h¢ die Ordnung 23, und dies ist das Maximum
der Menge {0(¢9%) | g € G\ Z(G)}, also der Exponent von K(G)  (siche

Proposition 2.4.7 und Beispiele 3.1.2).

(ii) Die Bestimmung der Invarianten mit Hilfe der Frattini-Reihe:
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Sei e € N mit p¢ = maz{o(¢¢) | g € G\ Z(G)} und n < e. Von jedem
Knoten # Ox¢g gibt es genau einen Weg der Linge n. Die Anzahl der von
O verschiedenen Endknoten aller dieser Wege ist die Zahl k(G)yn.

In unserem Beispiel gelten k(G)y = 9, k(G)y1 = 3, k(G)y = 1 und
mQ;,» = 0. Benutzen wir die Bezeichnungen von Satz 4.3.1.3, so erhalten
wir s1 = k(9—2-3+1) = 4k, so = k(3—2-140) = k und s3 = k(1—2:0+0) = k.

(iii) Die Bestimmung der Invarianten von mit Hilfe der Sockelreihe:

Sei e € N mit p¢ = maz{o(g®) | g € G\ Z(G)} und n < e. Von jedem
Knoten # Ox ¢ gibt es genau einen Weg der Lénge n. Zwei Knoten # Og¢
sind genau dann beziiglich ~,» &quivalent, wenn die Endknoten dieser
Wege identisch sind.

In unserem Beispiel gibt es I; = 4 Aquivalenzklassen beziiglich ~91 (némlich
(RS, (W)}, {(B9)E, (W), {(BA), (h¥)S} und {a®, (ha)C, (W)C}), lp = 2
Aquivalenzklassen beziiglich ~q2 (nimlich {h9, (h3)%, (h%)%, (RT)Y} und
{a9, (ha)¥, (K1Y, (R)Y, (h5)E}) und I3 = 1 Aquivalenzklasse beziiglich ~qs.
Mit den Bezeichnungen von Satz 4.3.2.6 erhalten wir s3 = k(2 — 1) = k,
so=k(4—2-2+1)=kund sy =k(9—-2-4+1+2) =4k.

4.5 Bestimmung der Invarianten in Beispielen

4.5.1 Der Minimalfall
4.5.1.1 Satz

Sei p eine Primzahl, K ein endlicher Korper mit p* Elementen und G eine
p-Gruppe, so daf fiir alle g € G\ Z(G) Cg(g) < Cq(gP) gelte.

Dann ist Z(rad(KG)*) eine zu (rad(KZ(G))*) x (k(c(G)— | Z(G) |)Zp)
G-isomorphe Gruppe.

Beweis: Nach Teil (iii) von Folgerung 4.1.5 ist Z(rad(KG)*) zu
rad(KZ(G))* x (G)* G-isomorph. Die abelsche Gruppe K(G) be-
sitzt nach Satz 2.4.8 den Exponenten p, und hat nach Definition die

Ordnung p*((&) =12 woraus wir die Behauptung erhalten.o

4.5.1.2 Beispiele

Sei p eine Primzahl, K ein endlicher Korper mit p* Elementen und G eine
p-Gruppe.

(i) Ist GP zentral in G, so erfilllt G nach Satz 2.4.8 die Vorausset-
zungen des Satzes 4.5.1.1. Zum Beispiel ist GP zentral, falls G eine spezielle
oder eine minimal nicht-abelsche p-Gruppe ist (siche Proposition 3.2.6.1).
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(ii) Die reguldren p-Gruppen erfiillen nach Satz 2.4.8 und Folgerung
3.2.4 die Voraussetzungen von Satz 4.5.1.1.

(i) Es sei Z(G) elementar-abelsch und | G | = p.
Nach Teil (ii) von Folgerung 3.2.4 ist Z(rad(KG)*) elementar-abelsch. Aus
[14] erhalten wir, da jede Konjugiertenklassen von G die Linge p besitzt.

IG|-12(G)
P

Also gibt es genau | Konjugiertenklassen der Lange p, und damit

gilt ¢(G) = WM. Mit Satz 4.5.1.1 ergibt sich, da Z(rad(KG)*)
21 (le\-‘r(P—l)lZ(G)l—P)
P

Zy G-isomorph ist.

(iv) Es gelte Z(G) = G' =g Z,.

Dann folgt aus (iii), daB Z(rad(KG)*) eine zu (k('%‘ +p—2)Z, G-
isomorphe Gruppe ist. Die Voraussetzung von (iv) wird zum Beispiel von
den extra-speziellen p-Gruppen erfiillt.

(v) Es sei G nicht-abelsch und von der Ordnung p>.
Dann zeigt uns (iv), daB Z(rad(KG)*) zu (k(p* +p — 2))Z, G-isomorph ist.

4.5.2 Der Maximalfall

Im folgenden sei p eine Primzahl, K ein Kérper mit p¥ Elementen und G

eine nicht-abelsche p-Gruppe, so dafl exp(Z(rad(KG)*)) = L}%l gilt.

Es sei daran erinnert, daf§ nach Folgerung 2.5.3 L%' der maximal mogliche
Wert fiir exp(Z(rad(KG)*)) ist. Aus Satz 3.1.6 erhalten wir, dal entweder

exp(Z(G)) = % gilt oder G eine zyklische maximale Untergruppe besitzt.

4.5.2.1 Der Fall ezp(Z(G)) = p£|

Sein € N>g mit | G |= p™ Aus | Z(G) |= p"~? erhalten wir, daf8 jede
nicht-zentrale Konjugiertenklasse von G die Lénge p besitzt. Deren Anzahl

betragt somit W =p"~1 —p" 3. Da G/Z(G) nicht zyklisch ist, gilt

GP C Z(G), und aus Satz 2.4.8 ergibt sich, da K(G)  elementar-abelsch
und von der Ordnung p*®" " =7""") ist. Wegen Z(G) =g Zyn-2 erhalten
wir mit Satz 4.2.1.4 und mit Teil (iii) von Folgerung 4.1.5 die folgende

Zerlegung von Z(rad(KG)*) in zyklische p-Gruppen:

(k(p — 1)) Zpn—2
X (kp3(p — 1)) Zyn—i (fiir alle i € n — 3\ 2)
(k" p -1 +p" ' ")) 2,

Wir untersuchen nun den Fall, dal G eine zyklische maximale Unter-
gruppe besitzt. Den Seiten 98 und 99 in [25] konnen wir entnehmen, dafl G
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eine Diedergruppe, eine Semidiedergruppe, eine Quaternionengruppe oder
die Gruppe aus Teil (a) oder Teil (d) des Satzes 5.3.2 aus [25] ist. Man
iiberlegt sich leicht, da} die beiden letzten Gruppentypen sich dem Fall
4.5.2.1 unterordnen.

4.5.2.2 Dieder-, Semidieder- und Quaternionengruppen

Wir betrachten zunéchst die Dieder- und Quaternionengruppen.

Seien p = 2, n € N>3 und h,a € G, so daB G = (h,a)g, o(h) = 2"~ 1,
o(a) = 2 und h® = h~! gelten. Die Konjugiertenklassen von G sind {1g},
{h2" 7}, a%, (ha)® und {h",h~"} fiir r € 2~2 — 1. Insgesamt gibt es also
2"=2 4 1 nicht-zentrale Konjugiertenklassen. Aus Satz 4.2.1.4 erhalten wir
rad(KZ(G))* =g kZ3. Nun betrachten wir die Gruppe m*

Den Beispielen 3.1.2 entnehmen wir, dal der Exponent dieser Gruppe
272 ist. Sei i € n — 2,. Ist G ein Diedergruppe, so sind a, ha Involutionen,
im anderen Fall sind a,ha Elemente der Ordnung vier, deren Quadrate
zentral in G sind. Daher gilt nach Satz 2.4.8 (a%)? = Ogg = ((ha)%)?".
Sei r € 2" 2_—1. Dann sind A" und h™" vertauschbar, woraus wir
(h" + h™")?" = h%7" 4 h=2?" erhalten. In dem Normalteiler (h?')g sind
genau 2"7'~2 — 1 nicht-zentrale Konjugiertenklassen von G enthalten.
Also gelten k(G)y = 2772 — 1 und k(G)y = 2772 + 1. Fiir alle
i € n—2 sei s; die Anzahl der zu Z, G-isomorphen direkten Faktoren

in einer direkten Zerlegung von W* Aus Satz 4.3.1.3 erhalten wir
(Sn—Qa Sn—3; Sn—4,Sn—5, - -+, 52, 51) = k(la L, 217 227 s ’2n75, 2n—4 + 2)

Ist nun fiir alle i € n — 2 t; die Anzahl der zu Zy: G-isomorphen direkten
Faktoren in einer direkten Zerlegung von Z(rad(KG)*), so erhalten
wir aus Teil (iii) von Folgerung 4.1.5 (tp—2,tn—3,tn—a,tn—5,...,t2,t1) =
k(1,1,24,22, ... 2773 2n—4 1 3),

Nun betrachten wir die Semidiedergruppen.

Seien h,a € G, so daB G = (h,a)g, o(h) = 271 o(a) = 2 und h* = h—1p2"?
gelten. Es sei z := h2" . Dann ist Z(G) = (z)g, und fiir alle r € N gilt
(h")* = h~'2". Die Konjugiertenklassen von G sind {1g}, {2}, a®, (ha)®
und {h", h7"2"} fiir alle r € 272 — 1,. Wegen 22 = 15 ist das Zentrum von
G zu Zy G-isomorph.

Seii € n—2. Aus a® = 1g und (ha)? = z € Z(G) ergibt Satz 2.4.8, daB
(a®)? = 0gg = ((ha)@)? gilt. Ist 7 € 22 — 1, so gilt wegen 22 = 1g
(h" +h~"27")2 = h?" +h=2"". Somit sind die Invarianten von Z(rad(KG)*)
dieselben wie im obigen Fall.




Kapitel 5

Konsequenzen fiir
ausgewihlte Typen von
Einheitengruppen

5.1 Einheitengruppen mit zyklischer Ableitung

5.1.1 Proposition
Sei p eine Primzahl, K ein Kérper mit char(K) = p und G eine p-Gruppe.
Gibt es ein z € G mit G = (z)g, so gilt rad(KG) = (z — 1¢)KG.

Beweis: Aus Satz 1.1.21 erhalten wir z — 1g € rad(KG), und damit ist
(2—1¢)KG inrad(KG) enthalten. Sein € N, so dal o(z) = p™ gelte. Eine er-
neute Anwendung von Satz 1.1.21 zeigt rad(KG) = ({z'—1g | i € n — 1} k.
Ist i € n—1,, so ergibt sich mit Hilfe der geometrischen Summenformel

. i—1
die Gleichung 2' — 1g = (2 — 1¢) 3. 2*. Somit ist fiir jedes i € n — 1, das
k=0
Element z° — 15 in (2 — 1¢) KG enthalten.o
5.1.2 Bemerkung

Sei A eine assoziative unitdre K-Algebra und a € A, so dal Aa = a4
gilt. Eine leichte Induktion zeigt uns fiir alle n € N die Gleichungskette
(Aa)™ = Aa"™ = a"A = (aA)".

5.1.3 Lemma

Sei p eine Primzahl, K ein Korper mit char(K) = p und G eine p-Gruppe.

(i) Ist G' zyklisch, so gilt exp(G') = exp((rad(KG)*)").

92
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(ii) Ist ®(G) zyklisch und K endlich, so haben ®(G) und ®(rad(KG)*)
denselben Exponenten.

Beweis: Sei N € {G',®(G)}, und es existiere ein z € N mit
N = (z)g. Nach Proposition 1.1.14 und Satz 1.1.21 gilt Kernpy =
KGrad(KN) = rad(KN) KG C rad(KG), und aus Proposition 5.1.1 er-
halten wir Kernpy = (z — 1¢)KG = KG(z — 1¢). Wegen der Bemerkung
5.1.2 ergibt sich, daB fiir alle z € Kernpy z°®) = 0x¢ gilt. Also besitzt die
Gruppe (Kernpy)* nach Folgerung 2.4.4 hochstens den Exponenten o(z).
Wegen der Proposition 1.1.14 ist die Faktorgruppe rad(KG)*/(Kernpy)*
zu einer Untergruppe von rad(KG/N)* G-isomorph. In dem Fall N = G’
ist rad(KG/N)* eine abelsche Gruppe, und damit gilt (rad(KG)*)" C
Kernpy. Fiir N = ®(G) und endliches K besitzt die abelsche p-Gruppe
rad(KG/N)* nach Satz 4.2.1.4 den Exponenten p. Somit ist in diesem
Fall ®(rad(KG)*) ebenfalls in Kernpy enthalten, und daraus folgt die
Behauptung.o

5.1.4 Satz

Sei p eine Primzahl, K ein Kérper mit char(K) = p und G eine p-Gruppe.
Genau dann ist (rad(KG)*)" zyklisch, wenn G abelsch ist.

Beweis: Sei (rad(KG)*)" zyklisch. Dann ist G — 1g = (G — 1g)*)’
als Untergruppe von (rad(KG)*)" zyklisch. Aus Lemma 5.1.3 erhalten
wir, daB G’ — 1g und (rad(KG)*)" denselben Exponenten besitzen. Da
beide Gruppen zyklisch sind, stimmen sie iiberein, und folglich liegt
G — 1¢ oberhalb von (rad(KG)*)'. Somit ist G — 1g ein Normalteiler von
rad(KG)*, und aus Folgerung 1.2.4 ergibt sich die Behauptung.o

Fiir ungerade Primzahlen kann der Satz 5.1.4 auch folgendermafien
eingesehen werden:
5.1.5 Anmerkung

Sei p eine Primzahl, K ein Korper mit p Elementen und G eine p-Gruppe.
Nach [8] ist Z,1Z, in E(KG) involviert. Die Gruppe Z,!Z, ist nicht regulér
und besitzt daher fiir p # 2 keine zyklische Ableitung.

5.1.6 Folgerung
Ist p eine Primzahl, K ein Korper mit char(K) = p und G eine p-Gruppe,
so ist rad(KG)* genau dann metazyklisch, wenn | K |=| G | = 2 gilt.

Beweis: Diese Folgerung ergibt sich aus Satz 5.1.4 und Folgerung
4.2.2.7.¢



94

5.1.7 Folgerung

Ist p eine Primzahl, K ein endlicher Kérper mit char(K) = p und
G eine p-Gruppe, so ist ®(rad(KG)*) genau dann zyklisch, wenn G
elementar-abelsch ist oder | K |= 2 gilt und ein n € Ny existiert, so daf
G =g Zy X Zy X ... X Zy gilt.

n—mal

Beweis: Nach Satz 5.1.4 ist ®(rad(KG)*) genau dann zyklisch, wenn
G abelsch und (rad(KG)*)P zyklisch ist. Wegen der Bemerkung 4.2.1.3
ist dies dazu #quivalent, dafl G abelsch und rad(KGP)* zyklisch ist. Aus
Folgerung 4.2.2.7 erhalten wir, dafl letztere Aussage genau dann erfiillt ist,
wenn G elementar-abelsch ist oder | K | = 2 =| G? | gilt. Daraus ergibt sich
offensichtlich die Behauptung.c

5.1.8 Anmerkung

Im folgenden sei p eine Primzahl, K ein Koérper mit char(K) = p und G
eine nicht-abelsche p-Gruppe.

In [22] wird von A. Shalev bewiesen, dal rad(KG)* fir p > 5 nicht
metabelsch ist. Einige Jahre spéter zeigen D.B. Coleman und D.S. Passman
in [9], daB} fir p = 3 bzw. fir p = 2 rad(KG)* genau dann metabelsch
ist, wenn | G’ |= 3 bzw. G " zentral in G und zu einer Untergruppe der
Kleinschen Vierergruppe G-isomorph ist.

Dieselbe Anwort erhalten F. Levin und G. Rosenberger in [16] auf die
Frage, wann die Lie-Algebra rad(K G)° metabelsch ist.

Diese Parallelitit wird durch einen Satz von B. Amberg und Y. Sysak in [2]
erklart: Fiir einen Radikalring R ist R* genau dann metabelsch, wenn R°
metabelsch ist.

Wir geben eine Beweisalternative dafiir an, dafl rad(KG)° und damit auch
rad(KG)* fiir p > 5 nicht metabelsch ist:

Seien a,b € G mit ab # ba. Aus (aob)o (a~!ob) = 0xq, erhalten wir

(1) aba='b+ baba™t + a~'b%a — ab’a=! — a~tbab — ba"'ba = Okq.
Wegen ab # ba und p # 2 gelten ba~'ba # a~'b%a und ba~'ba # baba~".

1.Fall: ba~'ba = aba='b
Aus (1) ergibt sich

(2) baba™! + a~'v?a — ab*a! — a7 tbab = Okg.

Wegen ab # ba und p # 2 gilt a~'v?a ¢ {ab’a"',a"'bab}. Nun folgt
aber aus (2) schon p = 2, was ein Widerspruch ist.
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2.Fall: ba~'ba # aba~'b
In diesem Fall ergibt sich aus (1) und aus ba~'ba ¢ {a~'b%a, baba=!, aba=1b}
die Bedingung p = 3, was ein Widerspruch ist.

5.2 Einheitengruppen mit zyklischer p-Potenz-
untergruppe

Die folgende Proposition 1&8t sich induktiv leicht bestatigen:

5.2.1 Proposition
Sind A eine assoziative K-Algebra und =,y € A, so gelten:
n
(i) VneN:zoyo...oy= > (Z)K(—lK)kykmy"_k.

k=0
n—mal

(ii) Ist p eine Primzahl, und gilt char(K) = p, so gilt
xoyo...oy=uxy? —yPr.o
—_—
p—mal

5.2.2 Satz

Sei p eine Primzahl, G eine nicht-abelsche p-Gruppe und K ein Koérper mit
char(K) = p. Dann sind dquivalent:

(i) c(rad(KG)*) =p
(ii) cl(rad(KG)°) =p

(iii) Fir alle z,y € rad(KQG) gilt zoyo...oy = 0ggq.
—_—

p—mal

(iv) Fiir alle z in rad(KG) ist aP zentral in rad(KG).

V) |G |=p

(vi) Jede nicht-zentrale Konjugiertenklasse von G hat die Lénge p.
(vii) exp(rad(KG)*/Z(rad(KG)*)) =p

Beweis: Die Aquivalenz der Aussagen (i) und (ii) gilt nach [11], die von (v)
und (vi) nach [14], die von (i) und (v) nach [24], die von (iv) und (vii) nach
Folgerung 2.4.4 und die von (iii) und (iv) nach Teil (ii) von Proposition 5.2.1.
Schlielich zeigt uns [23] die Implikation von (iii) nach (v), und offenbar ist
die Implikation von (ii) nach (iii) wahr. ¢
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5.2.3 Folgerung

Sei p eine Primzahl, G eine nicht-abelsche p-Gruppe und K ein Koérper der
Charakteristik p. Ist eine der Aussagen von Satz 5.2.2 erfiillt, so gelten:

(i) exp(Z(rad(KG)")) = exp(Z(G))

(i) exp(G) | exp(rad(KG)*) | p-exp(Z(G))

(iii) Fir H := rad(KG)* gilt exp(Z(rad(KH)*)) = exp(Z(rad(KG)*)).
Beweis: ad(i): Die Aussage (iv) von Satz 5.2.2 zeigt uns, dafl GP zentral in
G ist. Daher folgt (i) aus Satz 2.4.8 und Proposition 2.4.7.

ad(ii): Diese Aussage ergibt sich aus (i) und Teil (vii) von Satz 5.2.2.

ad(iii): Da (rad(KG)*)P nach Satz 5.2.2 zentral in rad(KG)* ist,
folgt (iii) aus Satz 2.4.8 und Proposition 2.4.7.¢

5.2.4 Folgerung

Sei K ein Korper mit char(K) = 2 und G eine nicht-abelsche 2-Gruppe,
fiir die | G' | = 2 gilt und Z(G) elementar-abelsch ist.
Dann gilt exp(rad(KG)*) = 4.

Beweis: Diese Aussage ergibt sich direkt aus Folgerung 5.2.3.¢

Ist G eine Gruppe bzw. L eine Lie-Algebra, so sei fiir alle n € N
Zn(G) bzw. Z,(L) das n-te Zentrum von G bzw. von L.
Die folgende Aussage findet sich in der Arbeit [3] von A.A. Bovdi.

5.2.5 Satz (Bovdi)

Sei A eine K-Radikalalgebra und p eine Primzahl mit char(K) = p.
Dann gilt fiir alle n € N exp(Z,,4+1(A*)/Z,(A*)) = p.

Beweis: Nach [11] stimmen fiir alle n € N die Mengen Z,,(A*) und Z,,(A°)
iiberein. Fiir alle a € A gilt wegen der Folgerung 2.4.4 a x...xa = aP. Die
—

p—mal

Behauptung folgt nun leicht aus Proposition 5.2.1.¢

Entscheidend fiir den Beweis von Satz 5.2.5 ist, dafl fiir eine Radika-
lalgebra A nach einem Satz von Du ([11]) die aufsteigenden Zentralreihen
von A* und A° ,in jedem Schritt” {ibereinstimmen. Dafl ein analoges
Theorem fiir die absteigenden Zentralreihen im allgemeinen nicht gilt, zeigt:
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5.2.6 Bemerkung

Ist p eine Primzahl, G eine nicht-abelsche p-Gruppe und K ein Kérper mit
char(K) = p, so gilt (rad(KG)*)' # rad(KG) o rad(KG).

Beweis: Es gilt rad(KG) o rad(KG) = ({goh | gh € G})k. Also
gibt es eine Teilmenge B von {go h | g,h € G}, so dal B eine K-
Basis von rad(KG) o rad(KG) ist. In der Ableitung von rad(KG)* ist
G' — 1¢ enthalten. Da G nicht-ablesch ist, gibt es z € G’ mit z # 1¢.
Wiirde rad(KG) = rad(KG) o rad(KG) gelten, so miifite z — 1g in
rad(KG) o rad(KG) enthalten sein. Also wire z — 1g € (B)g. Fir alle
g,h € G mit gh = 15 gilt jedoch goh = O ¢ B, was ein Widerspruch ist.o

Nach diesen Vorbereitungen und Exkursen kehren wir zur Hauptfrage
dieses Abschnittes zuriick.

5.2.7 Bemerkung

Sei p eine Primzahl und K ein Kérper mit char(K) = p.

Fiir alle k,1 € K gilt wegen char(K) = p genau dann kP = [P, wenn k und [
identisch sind. Insbesondere gilt genau dann kP = 1 fiir alle k € K \ {Ox},
wenn K zweielementig ist.o

5.2.8 Lemma

Sei p eine Primzahl, K ein Kérper mit char(K) = p und G eine p-Gruppe.
Ist (rad(KG)*)P zyklisch, so gilt | K | = 2 oder exp(G) < p.

Beweis: Sei exp(G) > p?. Dann gibt es ein ¢ € G, so daB o(g) = p?
gilt. Wegen p = o(g”) = o(g” — 1g) = o((g — 1g)?) (siehe Folgerung 2.4.4)
ist (g — 1g)g die einzige Untergruppe der Ordnung p in (rad(KG)*)P.
Sei k € K\ {0k}. Es gelten (k(g9 — 1g))? = kP(¢? — 1g) # Ox¢ und
(k(g—1¢))?" = Oxq, woraus wir erneut mit Folgerung 2.4.4 die Bedingung
kP(gP — 1g) € (¢9° — 1lg)g erhalten. Also gibt es ein ¢ € p—1, so daf
kP(gP — 1) = gP" — 1 gilt. Ein Koeffizientenvergleich liefert k” = 1, und
aus Bemerkung 5.2.7 folgt die Behauptung.o

5.2.9 Lemma

Sei p eine ungerade Primzahl, K ein Korper mit char(K) = p und G eine
nicht-abelsche Gruppe der Ordnung p? und vom Exponenten p.
Dann existieren x,y € rad(KG), so dal dimg (zP, yP)x = 2 gilt.

Beweis: (1) Dem Beweis von Satz 14.10 auf Seite 93 in [12] entneh-
men wir, daf§ a,b,c € G existieren, so dafl G = (a,b,c)g, b* = bec, ¢* = ¢,
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(b,c)g N {a)g = (c)g N (b)g = {1g} und (c)g = ®(G) = G = Z(G) gelten.
Induktiv bestédtigt man leicht, daf§ fiir alle r,s € N b"a® = a®b"c*" gilt.
Ferner sei angemerkt, da es zu jedem g € G genau ein Tripel (i, j, k) € p?
gibt, so dafl g = a’b/F gilt.

(2) Wir definieren z := a — b und y = (a + b) — (1g + ¢). Nach Satz
1.1.21 gilt z,y € rad(KG), und aus ¢ € Z(G) erhalten wir a? = (a — b)P
sowie y? = (a + b)? — 2k - 1¢.

(3) Fiir alle g,h € G und n € N gelten die Gleichungen

n

(g+h)"=> > Y1 ... Y und
k=0 y;€{g,h}
H{iliem,y;=g}|=k
n

(g—h)" =3 S (=10)" Ry
k=0 y;€{g,h}
[{ili€n,y;=g} =k

(4) Wegen (1) gibt es zu jedem k € nyg ein z; € K(c)g, so dafl

> Yi ..y = aFPFz
y;i€{a,b}
H{iliepy;=a}l=k

gilt. Mit (3) und wegen exp(G) = p erhalten wir daraus

_ p:p_1 kpp—k(_1 \p—k p:p_l keyp—k
(a—10) > a"tPF(—1g)P %z, und (a + b) > atbP Rz,
k=1 k=1

(5) Wir zeigen z; = (c)g, woraus sich insbesondere z; # Ogg ergibt.
Ist i € p— 1, so gilt nach (1) die Gleichung blabP~ =1 = abP~ !¢t und diese
zeigt die Behauptung iiber 2.

Zudem beweisen wir, dafl auch zo von 0g ¢ verschieden ist. Dazu miissen wir

(5a) > Y. Yp = a?bP—2 2,
y;€{a,b}
H{ilieppy;=a}|=2

Summanden. Aus (1) er-

betrachten. Diese Summe besteht aus p(pigl)

p=2 , p=2
halten wir Y ablab?~27" = a?0P~2 3" (. Die Anzahl der Summanden dieser
i=0 i=1
Summe betriagt p — 1, und sie sind paarweise verschieden. Wire zo = Og ¢,
so miifite die Summe aus (5a) wegen char(K) = p also mindestens p(p — 1)

Summanden besitzen, was ein Widerspruch ist.

(6) Nun beweisen wir die Behauptung des Satzes fiir x und y aus
(2). Wir nehmen an, dafl es ein | € K gibt, so daf§ [aP? = yP gilt. Aus (4)
erhalten wir
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p—1
(6a) 3= aFbP~F 2 (I(—1g)P7F — 1) = 0kq.

k=1
Wegen p # 2 gibt es ein k € 2 mit (—1x)P % — 1 # O0g.
Mit (5) erhalten wir daraus, da ein k£ € 2 exisitiert, so daf§
aFbP~F 2 (I(~1k)P7% — 1) # Ogce gilt. Insbesondere gibt es ein r € p
und ein t, € K mit a*P*t.c"(I(~1x)P* — 1) # Ogq. Da nach (1) die
,,a, b, c-Darstellung” der Elemente aus G eindeutig ist, unterscheidet sich
a*bP=kt,.c"(1(—1x)P~F — 1) von jedem der Summanden der Summe aus (6a).
Also kann diese Summe nicht mit Ox ¢ iibereinstimmen.o

5.2.10 Satz

Ist p eine Primzahl, K ein Kérper mit char(K) = p und G eine nicht-
abelsche p-Gruppe, so ist (rad(KG)*)P nicht zyklisch.

Beweis: Da fiir jede Gruppe A die Ungleichung A" < A? gilt, kénnen wir
aufgrund von Satz 5.1.4 die Bedingung p # 2 annehmen. In diesem Fall
beweisen wir die Behauptung mit Induktion nach der Ordnung von G.

Sei H eine echte Untergruppe von G. Dann ist mit (rad(KG)*)?P auch
(rad(KH)*)P und damit nach Induktion auch jede maximale Untergrup-
pe von G zyklisch. Es ist wohlbekannt (siche etwa [12], S.309, Aufgabe
22), daf nun fiir die Struktur von G drei verschiedene Fiélle eintreten kénnen:

1.Fall: G ist zur Qg G-isomorph, was ein Widerspruch zu p # 2 ist.

2.Fall Es gibt g,h € G und a,b € N, so da8 u.a. o(g) = p?, o(h) = p® und
| G |= p®T? gelten. Aus p # 2 und Lemma 5.2.8 erhalten wir exzp(G) = p,
und damit ist G wegen | G | = p? abelsch, ein Widerspruch.

3.Fall: Es gibt g,h € G und a,b € N, so daB w.a. o(g) = p?% o(h) = p°
und | G | = ptP*! gelten. Aus Lemma 5.2.8 erhalten wir exp(G) = p und
damit | G |= p3. Dann hat die Ableitung von G die Ordnung p, und aus
Satz 5.2.2 erhalten wir, dafl (rad(KG)*)P zentral in rad(KG)* ist. Wegen
| G |= p* ergibt Folgerung 2.5.3, dal Z(rad(KG)*) den Exponenten p
besitzt. Da (rad(KG)*)?P zyklisch ist, erhalten wir mit Lemma 5.2.9, daf§
| (rad(KG)*)P |= p gilt. Sei x € rad(KG) mit 2P # Ogg. Ist k € K mit
k # Ok, so gilt (kx)P = kPxP # Ogq. Sind k,l € K und gilt kPaP = [PaP,
so ergibt sich kP = [P und damit wegen char(K) = p auch k = [. Also
miissen | K |= p und (rad(KG)*)? = KaP gelten (siche Folgerung 2.4.4).
Insbesondere enthélt (rad(KG)*)? keinen zwei-dimensionalen K-Teilraum,
was ein Widerspruch zu Lemma 5.2.9 ist.o
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5.2.11 Folgerung

Fiir eine Primzahl p, einen Koérper K mit char(K) = p und eine p-Gruppe
G sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) (rad(KG)*)P ist zyklisch.

(ii) Entweder ist G elementar-abelsch oder G ist abelsch, und es gelten
p=2sowie | G?|=| K?|=2.

Beweis: Die Folgerung ergibt sich aus Satz 5.2.10, aus Proposition 1.1.14
und aus Folgerung 4.2.2.7.¢

5.2.12 Folgerung

Ist p eine Primzahl, K ein Kérper mit char(K) = p und G eine p-Gruppe,
so gilt exp(rad(KG)*) > p?.

Beweis: Diese Folgerung ergibt sich aus Satz 5.2.10.¢

5.2.13 Folgerung
Ist p eine Primzahl, K ein Korper mit char(K) = p und G eine p-Gruppe.

Genau dann ist rad(K G)* vom Exponenten p, wenn G elementar-abelsch ist.

Beweis: Die Folgerung ergibt sich aus Folgerung 5.2.12 und Proposi-
tion 1.1.14.0
5.2.14 Folgerung

Sei p eine Primzahl, G eine nicht-abelsche p-Gruppe, deren Zentrum
elementar-abelsch ist und K ein Korper der Charakteristik p.
Ist eine der Aussagen von Satz 5.2.2 erfiillt, so gelten:

(i) exp(Z(rad(KG))) =p
(ii) exp(rad(KG)*) = p?
(i) Fir H :=rad(KG)* gilt exp(Z(rad(KH)*)) = p.
Beweis: Die Folgerung ergibt sich aus den Folgerungen 5.2.12 und 5.2.3.¢

5.3 Einheitengruppen im Falle extra-spezieller 2-
Gruppen
5.3.1 Bemerkung

Sei p eine Primzahl und G eine p-Gruppe mit | G’ | = p.
Dann gilt fiir alle g € G\ Z(G) : ¢¢ = gG .0
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5.3.2 Lemma

Ist K ein Koérper mit char(K) = 2, G eine 2-Gruppe und z € G \ {1} mit
G’ =Z(G) = {1g, 2}, so gelten:

(i) KG(z + 1¢) ist eine Zero-Algebra.

(i) rad(KG) o rad(KG) = ({¢€ | g € G\ Z(G) Pk
(iil) Z(rad(KG)) = (2 +1¢)KG = KG(2 + 1g) = Kernpy )
(iv) Z(rad(KG@G)) ist die Aj-Ableitung von KG.

Beweis: ad(i): Es gilt (z + 1¢)? =22+ 1g = 1g + 1¢ = Okq-

ad(ii): Sei ¢ € G\ Z(G). Dann gibt es ein h € G, so daB g # g¢"
gilt. Aus Bemerkung 5.3.1 erhalten wir ¢¢ = {g,¢"}. Wegen
(hlg+1g)o(h+1g) = (h"'g)oh = ¢g" + g und Satz 1.1.21 ergibt
sich ¢@ € rad(KG) o rad(KG).

Nach Satz 1.1.21 gilt rad(KG) o rad(KG) = (goh | g,h € G)k. Seien
g,h € G mit gh # hg. Aus g7'h™'(go h) = [g,h] + 1g = 2z + 1 erhalten
wir g o h = hgz + hg. Ist hg zentral in G, so gilt g o h = 0. Im anderen
Fall ergibt sich mit Bemerkung 5.3.1 die Gleichung g o h = (hg)“. Also gilt
jedenfalls goh € ({g“ | g€ G\ Z(G)})k-

ad(iii),(iv): Aus den Propositionen 5.1.1 und 1.1.14 ergibt sich Kernpz ) =
KG(KZ(G)(z+1g)) = KG(2+1g) = (2 + 1g) KG. Wegen der Proposition
1.3.9 gilt Z(rad(KG)) = Aug(KZ(G)) &k ({g° | g € G\ Z(G)}) k. Offenbar
ist Aug(K(Z(G)) = K(z+1g) in KG(z + 1) enthalten. Sei g € G\ Z(G).
Nach Bemerkung 5.3.1 gilt ¢¢ = g+ gz = g(z + 1g) € KG(z + 1¢).
Insgesamt erhalten wir Z(rad(KG)) C KG(z + 1¢). Sei g € G. Dann gilt
g(1g + z) = g + gz. Ist g nicht zentral in G, so ergibt sich aus Bemerkung
5.3.1 die Gleichung g+ gz = ¢©. Im anderen Fall erhalten wir wegen 22 = 14
die Beziehung g + gz = 1g + 2. Somit gilt KG(1g + z) C Z(rad(KG)),
und wir haben Z(rad(KG)) = (2 + 1¢)KG = KG(z + 1g) = Kernpyq)
bewiesen. Insbesondere ist Z(rad(KG)) ein Ideal von KG. Es geniigt also
wegen (ii) zu zeigen, dafl 1 + z in dem kleinsten rad(KG) o rad(KG)
enthaltenen Ideal von KG liegt. Sind g, h € G mit gh # hg, so zeigt uns die
Gleichung g 'h=!(go h) = [g,h] + 1g = z + 1g die Behauptung.o

5.3.3 Satz

Ist K ein perfekter Korper mit char(K) = 2 und G eine extra-spezielle
2 -Gruppe, so gelten:

(i) Z(rad(KG)*) = (rad(KG)*)?2.
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(ii) Z(rad(KG)*) ist elementar-abelsch.

Beweis: ad(i): Nach Satz 5.2.2 gilt (rad(KG)*)? C Z(rad(KG)*). Sei
z € G,s0 daB G = G? = Z(G) = (2)¢ gilt. Aus Proposition 1.3.9
erhalten wir Z(rad(KG)*) = K(z + 1¢) ®x ({¢¢ | g € G\ Z(G)}) k. Sei
k € K. Dann gibt es ein | € K mit [? = k. Ist ¢ € G mit g> = z, so ergibt sich

(1) ((lg+9)? =12(1g+2) = k(1g + 2) € (rad(KG)*)%.

Sei @ € G\ Z(G). Dann gibt es ein b € G mit a # a’, und nach Be-
merkung 5.3.1 gilt a® = {a,a’} = {a,az}. Aus

(I(h~tg+h)2 =13(h~tgh+ g+ (h"tg)? + h?) = kgC + k(h% + (h~1g)?)
sowie (1) und Teil (i) von Lemma 5.3.2 erhalten wir (i).

ad(ii): Diese Aussage folgt aus Teil (i) von Lemma 5.3.2.¢

5.3.4 Proposition

Seien A eine assoziative unitdre K-Algebra und a,b € Q(A).
Dann gilt [a,b] = (14 +a *b')(aob).

Beweis: Aus Teil (ili) von Bemerkung 1.1.4 erhalten wir
{14 + a,14 + b} C FE(A). Mit derselben Bemerkung und mit
[la+a,la+b = (1a+a)t(1a+b)7H1a +a)o (1a+ b)) + 14 er-
gibt sich [a,b] = (14 + a')(14 4+ b )(a o b), woraus leicht die Behauptung
folgt.co

5.3.5 Folgerung
Sei K ein Korper mit char(K) = 2 und G eine extra-spezielle 2-Gruppe.

(i) Va,b € rad(KG) : [a,b] = (1g +a*b)(aob)
(ii) Ya € rad(KG),h € G : [a,1¢ + h] = (1g¢ + a)h(aoh)

Beweis: Sei a,b € rad(KG). Nach Folgerung 5.2.14 gilt exp(rad(KG)*) =
4, woraus wir a? = b* = Og¢ erhalten. Mit Teil (ii) von Bemerkung 1.1.16
ergeben sich @' = a + a? + a® und b’ = b+ b% + b3. Nach Lemma 5.3.2 und
Satz 5.2.2 sind aob, a® und b* zentral in rad(KG). Daher zeigt uns der Teil
(i) von Lemma 5.3.2, daf fiir alle = € {a?,b%,a3,b3} x(aob) = Ogg gilt. Aus
Proposition 5.3.4 ergibt sich nun leicht die Aussage (i), und aus dieser folgt

(ii).o
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5.3.6 Beispiele

Seien K ein Korper mit char(K) = 2, k,l € K, G eine extra-spezielle
2-Gruppe, z € G\ {1g} mit Z(G) = (z)g und ¢,h € G.

(i) Mit Bemerkung 5.3.1 und Folgerung 5.3.5 erhalten wir

[k(1c +9), l(la + h)] = (kL + KL+ kI® + k*1%) (gh)©
(k1?2 + E212)gC (K21 + K212)hG +(K21?)(1g + 2).

(ii) Aus (i) erhalten wir fiir | = 1 die Gleichung

[k(1g +9).1c + h] = (k+ k*)gC + k> (1 + 2).

(iii) In (i) gilt in dem Spezialfall k£ = [ die Gleichung

k(lg +9), k(1g + h)] = (k> + E*(gh) + (k> + kY (g% + h%) + k*(1g + 2).
(iv) Wenden wir (i) fiir k£ und [ zweimal an, so erhalten wir

(16 + 9), 116 + )] + [ + g), k(L + h)] = (81 + k%) (g8 + BE).

(v) Aus (iv) erhalten wir fiir & # Ox die Gleichung

[k~ (1a+9). k(e + h)] + [F2(la + 9), k™ (1g + h)] = (1x + k%) (g9 + hO).
(vi) Die Bemerkung 5.3.1 und Folgerung 5.3.5 zeigen uns

[9+h,1g +h] = gC + (gh)C + 16 + =.

(vii) Aus (vi) erhalten wir die Identitét

[g+gh™ 1t 1g+gh™' = 1¢ + 2z + ¢C + hC.

5.3.7 Definition
Fiir eine Gruppe G und einen Kérper K definieren wir

Ueven :={x | In € Ng,C1,...,Cs, e K(G)\{{2} | 2 € Z(G)},z = 223101}

5.3.8 Satz

Ist K ein endlicher Koérper mit char(K) = 2 und G eine extra-spezielle
2 -Gruppe, so gelten die folgenden Aussagen:

(i) (’I“CLd(KG)*)/ < Z(rad(KG)*)



104

(i) Vk € K,g,h € G\ Z(Q) : k(g% + hG) € (rad(KG)*)'
(iii) Der Index von (rad(KG)*) in Z(rad(KG)*) ist hochstens 1K

(iv) Besitzt K zwei Elemente, so gilt (rad(KG)*) = Z(rad(KG)*) oder
(rad(KG)*) = {0ka, 1g + 2} + Ucven-

Beweis: ad(i): Diese Aussage folgt direkt aus Satz 5.2.2.

ad(ii): Es sei zunidichst angemerkt, daB (rad(KG)*) wegen (i) und
Teil (i) von Lemma 5.3.2 additiv abgeschlossen ist. Seien g, h € G.

1.Fall: gh # hg
Sei k € K. Wenden wir Gleichung (ii) der Beispiele 5.3.6 auf k% an Stelle
von k und gh an Stelle von g an, so erhalten wir

(1) (k2 + k*)(gh)C + k*(1g + 2) € (rad(KG)*)".
Durch Addition von (1) mit Gleichung (iii) der Beispiele 5.3.6 gilt
(2) (k* + k*)(g% + hC) € (rad(KG)*) .

Addieren wir die Gleichungen (v)-(vii) der Beispiele 5.3.6, so erhalten
wir fiir k£ # O die Aussage

(3) K3(gC + h0) € (rad(KG)*)'.

Aus (2) und (3) ergibt sich k*(g¢ + h¥) € (rad(KG)*)', und mit der
Perfektheit von K folgt (ii).

2.Fall: gh = hg

Seien k € K und z € G\ (Cg(g) U Cg(h)). Aus dem ersten Fall erhalten
wir, daB k(2% + ¢@) und k(2% + h%) in (rad(KG)*)' enthalten sind. Die
Summe dieser Elemente ist k(g% 4+ h&), und es folgt (ii).

ad(iii),(iv): Diese Aussagen folgen direkt aus (ii).o

5.3.9 Proposition

Sei p eine Primzahl, K ein endlicher Kérper mit char(K) = p und G eine
p-Gruppe, so dal rad(KG)* eine spezielle p-Gruppe ist.
Dann ist G eine extra-spezielle 2-Gruppe.

Beweis: Da die Nilpotenzklasse von rad(KG)* genau zwei ist, er-
halten wir aus Satz 5.2.2, da p = 2 und | G |= 2 gelten. We-
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gen Z(rad(KG)*) = (rad(KG)*)? = (rad(KG)*) ergeben die Sitze
G' = (g4 rad(KG)) NG (siehe [7]) und ®(G) = &(1g + rad(KG)) N G
(siehe [17]) die Gleichung Z(G) =G’ = G2.0

5.3.10 Beispiel

Sei K ein Korper mit zwei Elementen und G = Dg oder G = Qs.
Ist z € Z(G) \ {1¢}, so gelten:

(i) (rad(KG)*) = {0kg,1c + 2} + Ueven
Insbesondere ist 1¢ 4 rad(KG) keine spezielle 2-Gruppe.

(ii) Die normale Hiille von G+ 1¢ in rad(KG)* ist (G+1¢) * (rad(KG)*)".

Beweis: ad(i): Nach Proposition 1.3.9 ist (G + 1g) * Z(rad(KG))* ein
Normalteiler vom Index 2 in rad(KG)*. Dieser Normalteiler ist wegen der
Folgerung 1.3.7 der Normalisator von G + 1¢ in rad(KG)*. Also wird fiir
alle z € rad(KG)* \ ((G + 1g) * (Z(rad(KG)*)) die Gruppe rad(KG)*
von G + 1g und x G-erzeugt. Somit wird die nach Teil (i) von Satz 5.3.8
zentrale Ableitung von rad(KG)* von den Kommutatoren [1g + ¢, 1g + hj
und [lg + g,z] (9,h € G) G-erzeugt. Wegen der Beispiele 5.3.6 und des
Satzes 5.3.8 miissen wir nur noch einsehen, daf§ fiir alle g € G das Element
[lg 4+ g,2] in {Oxg,1g + 2} + Ueyen liegt. Da (rad(KG)*)" nach Satz 5.3.8
zentral ist, geniigt es, diese Behauptung auf einem G-Erzeugendensystem
von (G nachzuweisen.

LFall: G = Qs = {1¢,i2,4, 7.k, i~ 1, j7 L k™1 = (i, j)g

Mit Folgerung 5.3.5 verifizieren wir leicht, dafl die Gleichungen
[i+j,1g+i =7 +kC +1g+zund [i +j,1g +1i] =i+ kG + 1g + 2
gelten. Mit z = 4 + j ergeben sich z ¢ Nygra-(G + 1g) und
[z,1¢ + 9] € {0k, 1lg + 2} + Uepen fiir alle g € G.

92.Fall: G = Dg

Seien h,a in G, so da} G = (h,a)g, o(a) = 2, o(h) = 4 und
h® = h3 gelten. Mit Folgerung 5.3.5 verifizieren wir leicht die Giiltig-
keit der Gleichungen [a + h,1g + a] = hC + (ha)? + 1g + 2z und
[a + h,1¢ + h] = a% + (ha)® + 1g + 2. Mit * = a + h erhalten wir
T ¢ Nygaxe)(G + 1g) und [z,16 + g] € {Okg, lg + 2} + Uepen fiir alle
g€ qG.

ad(ii): Seien N ein G + 1g enthaltener Normalteiler von rad(KG)*
und g,h € G. Aus Teil (vii) der Beispiele 5.3.6 erkennen wir, daf§ fiir

gh # hg

(1) [g+gh L 1g+gh Y =1g+ 2+ g% + hC
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gilt. Ist gh = hg, so wéhlen wir ein x € G\ (Cg(g) U Cg(h)). Wen-
den wir (1) auf x und g bzw. auf z und h an, so erhalten wir, daf a,b € G
und 7,5 € rad(KG) existieren, so daB [r,1q + a] + [s,1¢ + b] = ¢C + hC
gilt. Zudem ist offensichtlich [1g + ¢,1g + h| = 1 + z erfiillt. Aus Teil (i)
von Satz 5.3.8 ergibt sich, dal N die Menge {Ox¢, 1g + 2} + Uepen enthélt,
und aus (i) folgt die Behauptung.o

Durch das folgende Hasse-Diagramm fassen wir die im Laufe der Ar-

beit hergeleiteten Eigenschaften iiber die Gruppe J := rad(GF(2)Qs)*
zusammen:

J = Z5(J)

NJ(G+1G):NJ(Ui) (Ug—l—lg)*Z(J) :CJ(U3+1G)

{(G+1g)" [z € J}g

Z(J) = J% = ®(J) =g (2)*

G+ 1g = Ng(U;) + 1 KG)=JoJ

Ueven

Ui+ 1g

= Cq(Uy) + 1a 2(G) + 10

= corej(G + 1g)
= core;(U; + 1g)

{0,y ="
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