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In der vorliegenden Arbeit wird eine Abschétzung der LP-Operatornorm
des Vektors der Riesz-Transformationen auf den Heisenberg-Typ-Gruppen
gegeben.

Ist H,, ,, eine Heisenberg-Typ-Gruppe, so besitzt H,, ,, die Lie-Algebra b, 1,
die man als Aufspann einer Orthonormalbasis linksinvarianter Vektorfelder
{&;|l < i < n} auffassen kann. Dabei bezeichnet m die Dimension des
Zentrums der Gruppe, n die Anzahl der linear unabhéngigen Vektorfelder
die bendtigt werden, um als Lie-Algebrenerzeugnis b, ,, zu erhalten. Es gibt
dann auf H, ,, ein Aquivalent A zum euklidischen Laplace-Operator auf

R" A = —>" X2 Die Riesz-Transformationen R; werden dann unter
Ausnutzung des Spektralsatzes fir Funktionen f € A (C§° (Hy, ;,,)) definiert
durch R; = XZ-A*I/ 2. Der Vektor der Riestransformationen ist dann die
Abbildung
R:A(CE (Hnm)) = C Hum), [ Z ‘Rif‘Q- (1)
i=1

Das zweite Kapitel widmet sich der Bereitstellung unter anderem dieser
Grundlagen. Fiir den klassischen Fall des R™ wurde von Stein in [S1] be-
wiesen, dass fiir p € (1,00) die LP-Operatornorm des Vektors der Riesz-
transformationen nicht von n abhéngig ist. Meyer hatte in [M1] schon die
Beschrinktheit der R; gezeigt. In dieser Arbeit wird fiir den Operator R
nun das folgende Theorem bewiesen:

Theorem 1.1: Sei p € (1,00), H,,,, eine Heisenberg-Typ-Gruppe, R der
Vektor der Riesz-Transformationen auf H,, ,, wie in (1). Es existiert eine
von n und m unabhdngige Konstante C), so, dass fir alle f € LP (H,,,,) gilt:

Cp e ™| Fll ot ) < 1 IRF 20 H0m) < Coe™ ™ £ L0 (1)

Bekannt war vorher nur, dass die Operatornorm nicht von n abhéngig ist
(siche [LP]), das Verhalten in m war jedoch génzlich unbekannt.

Der vorliegende Beweis von Theorem 1.1 orientiert sich an einem Beweis,
der fiir eine Klasse von Spezialfiillen, den Heisenberg-Gruppen, in [C-M-Z]
gefiihrt wurde. Dabei ist Parallelitdt nur bis zu einem frithen Punkt im Be-
weis gegeben, der Hauptteil dieser Arbeit widmet sich dem spéteren Teil.
Jedoch werden Aussagen, wie eine Formel fiir R; oder die uniforme Be-
schrianktheit einer Hilberttransformation, die ohne Beweis in [C-M-Z] ge-
nutzt wurden, hier bewiesen. Im spéteren (und neuartigen) Teil des Beweises
wird das Verhalten von gewissen oszillierenden Integralen, die vom Wéarme-
leitungskern auf der betreffenden Heisenberg-Typ-Gruppe herstammen, ab-
geschétzt. Die naive Abschitzung liefert nur fiir einen Teil befriedigende
Ergebnisse, deswegen werden die iibrigen durch wiederholte Anwendung des
Cauchyschen Integralsatzes zunéchst auf eine geeignetere Form gebracht.
Der letzte Teil beschéftigt sich dann mit der Abschitzung der Integrale in
ihrer neuen Form.



This paper gives en estimate of the LP-operator norm of the vector of
the Riesz transforms on the Heisenberg type groups.
A given Heisenberg type group H, ,, has a Lie algebra b,, ,,, which can be
understood as the span of an orthonormal basis of leftinvarant vector fields
{Xi]1 < i < n}. In this connection, the dimension of the center of the group
is denoted by m, the number of linearly independent vector fields which
are necessary to span by, by n. On Hj, ,,, there is an equivalent A of the
euclidian Laplacian on R", A = —>"" | Xf. Using the spectral theorem,
the Riesz transforms of a function f € A (C§° (H,, )) are then defined by
R; := X;A~1/2_ The vector of the Riesz transforms is then defined by

R A(CE (Hum)) = C (Hum), [ > |Rif[* (1)
i=1

The second chapter is devoted to the preparation of amongst others these
fundamentals. For the classical case of R”, it has been proven by Stein
in [S1] for p € (1, 00), that the LP-operator norm of the vector of the Riesz
transforms does not depend on n. Meyer had already shown the boundedness
of the R; in [M1]. In this paper, there will be proven the following result for
the operator R:

Theorem 1.1: Let p be in (1,00), H, ,, a Heisenberg type group, the vector
of the Riesz transforms on H,, , defined like in (1). There exists a constant
C, independent of n and m such that for every f € LP (H,, )

Co e M Fllzo(ity ) < HRF lzo(it,m) < Coe® ™ 1] 0(,m)-

It has hitherto been known that the operator norm does not depend on n
(see [LP]), however the behaviour in m has been entirely unknown.

The present proof of Theorem 1.1 is geared to a proof which had been given
for a class of special cases, the Heisenberg groups in [C-M-Z]. Parallelism is
thereby provided only up to an early point in the proof, the major part of this
paper is devoted to the subsequent part. However, there will be proven some
results like a formula for R; or the uniform bound of a Hilbert transform,
which have been used in [C-M-Z] without proof. In the subsequent (and
novel) part of the proof there will be estimated the behaviour of certain
oscillatory integrals, which originate from the heat kernel on the concerning
Heisenberg type group. The simple-minded estimation provides satisfying
results only for a part of the cases, which is why in the other cases the
integrals will be converted into a more suitable form using repeatedly the
Cauchy Integral Theorem. The final part deals with the estimation of these
integrals in its new form.



Notation

|| euklidische Norm

N natiirliche Zahlen, angefangen bei 1

Ny NU {0}

N<z {n € N|n < z}. Entsprechend (und auch auf R) definiert fur ,, > “,
, < ¢ sowie ,, > “.

0ij Kronecker-Delta, d;; = 1 falls ¢ = j, 0 sonst

Re Realteil einer komplexen Zahl

Jm Imaginérteil einer komplexen Zahl

T Gamma-Funktion

B Beta-Funktion, B(z,y) = I'(z)I'(y)/T'(z + y)

H, Heisenberg-Gruppe der Dimension 2n + 1, siehe S.7

bn Heisenberg-Algebra der Dimension 2n + 1, siehe S.7

Hm Heisenberg-Typ-Gruppe der Dimension n + m, siehe S.8

Bn,m Heisenberg-Typ-Algebra der Dimension n + m, siehe S.8

Q homogene Dimension von H, ,,, @ = n + 2m, siehe S.10

Jz < JzU,V > =< [U,V],Z >, siche S.8

Afj Afj =< [Xi,X] Zy, >, siehe S.11

or §e(z,2) = (rz,r?2), 6,(X + Z) =rX +r2Z, siehe S. 10

S Koranyi-Sphére der Dimension n + m, siehe S. 19

»k Fuklidische Sphére der Dimension k + 1, siehe S. 19

dp(w) Oberflichenmafl der Koranyi-Sphére, siehe S. 19
dok(n) Oberﬂéchenmaﬁ der euklidischen Sphire %*

X; sz -3 Ly kA x] 8 linksinv. Vektorfelder, siehe S.11
Z; linksinv. Vektorfelder siehe S.11

A Sub Laplace-Operator, siehe S.12 f.

A siehe S.14

R; i-te Riesztransformation, siehe S.33

R Vektor der Riesztransformationen, siehe S.33
H,y Hilberttransformation, siehe S.30

Py Wirmeleitungskern, siehe S.13

Jo Besselfunktion, siehe S.13

W A (CF(Hy, m)), siche S.15

Qy Holomorphiebereich, siehe S.57

= Holomorphiebereich, siehe S.71

I7 ., (9)  siehe S.40

Jo(v,m)  Io(v,m) = /0,9(m (v + 1), siehe S.52
Yi(v,m) Yi(v,m)=+/0,9- m/u, 51ehe S.52

evm (v+m+1/2)/(m— 1), siche S.40
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Ziel dieser Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist der Beweis des folgenden Theorems:

Theorem 1.1 Seip € (1,00), H,, ., eine Heisenberg-Typ-Gruppe,
R=(XA"2,. .. X,A2)

der Vektor der Riesz-Transformationen auf Hy, ,. Es existiert eine von n
und m unabhingige Konstante Cy, so, dass fir alle f € LP (H,, ) gilt:

Cp e ™| Fll ot ) < 1 IRF 20 H0m) < Coe™ ™ £l L0 (1)

1.2 Zur Historie des Problems

E.M. Stein bewies als erster in [S1] ein Theorem dieser Art fiir den
Fall des R™. Definiert man ndmlich die i-te Riesztransformierte R;f einer
Funktion f € C§°(R™) durch

so folgt mit [S1], dass fiir jedes p € (1, 00) eine Konstante C), derart existiert,
dass fiirallen € N, f € LP(R™) und den auf L? (R™) fortgesetzten und wieder
mit R; bezeichneten Operatoren gilt:

n

1 flly < <Z\Rif2> < GylIf
=1
p

Bemerkenswert an dieser Aussage ist nicht die Beschrinktheit an sich, son-
dern die Dimensionsunabhéngigkeit der Operatornorm der R; und sogar des



Vektors der Riesztransformationen (als sublinearer Operator). Steins Beweis
beruht unter anderem auf der Dimensionsunabhéngigkeit der Operatornorm
des zentrierten Hardy-Littlewoodschen Maximaloperators. Nach diesem er-
sten Beweis von Stein wurden weitere gefunden, die anderer Natur waren
wie z.B. stochastischer (siehe [B], [Be] und [G-V]) oder analytischer (siehe
[D] und [P]). Die LP-Beschrénktheit der R; wurde schon vor Steins Ergebnis
von Meyer in [M1] nachgewiesen, allerdings ohne Beachtung der Abhéngig-
keit der Operatornorm von der Dimension des zugrundeliegenden Raumes.
Zudem bewies er in [M2] ein zu dem von Stein &hnliches Resultat fiir die
Situation, in der die Warmeleitungshalbgruppe durch die Halbgruppe von
D’Ornstein-Uhlenbeck ersetzt wurde.

Statt als Fouriermultiplikationsoperator kann man nun den Operator R;
auch folgendermaBen verstehen: definiert man A~'/2 iiber den Spektralsatz,
so ist im Fall des (als Lie-Gruppe kommutativen) R"

R, = alA_% .

(Diese Operatoren sind zuerst nur auf einer dichten Teilmenge von C§° (R™)
definiert.) Versucht man nun dieses Ergebnis auf den nichtkommutativen Fall
zu iibertragen, so bietet sich die Familie der Heisenberg-Gruppen (H, ), oy
als natiirlicher Kandidat an. Jede Heisenberg-Gruppe ist ndmlich eine zwei-
stufig nilpotente Lie-Gruppe mit eindimensionalem Zentrum, was bedeutet,
dass falls zwei Elemente nicht miteinander kommutieren, so zumindest doch
ihr Kommutator zentral ist. H,, ist als Menge R***1, ausgestattet mit dem
Produkt

(x17y17 cee 733n,3/m2’)(33l172yia .. 7x/n)y;mz/) =

1 n
(:Ul + 2 YL T Ty T Y 22+ 3 z:(:c;yZ - xwi)) .
i=1
Linksinvariante Vektorfelder, die in jedem Punkt den Tangentialraum als
Basis aufspannen, sind gegeben durch

Xo;_q = 812 + %yiaz, Xo; = Oyl. — %xi@, fir 7 € {1, e ,n}
Z = 0,.

Dabei erfiillt die Menge der {X;| ¢ € {1,...,n}} die sogenannte ,,Hérmander-
Bedingung*, was bedeutet, dass die Menge selbst zusammen mit der Menge
aller Kommutatoren beliebiger Ordnung ihrer Elemente in jedem Punkt ei-
ne Basis des Tangentialraums bildet. Allgemein kann man auf beliebigen
Lie-Gruppen einen Sublaplace-Operator A als das Negative der Summe
der Quadrate linksinvarianter Vektorfelder definieren, der, falls diese die
Hormander-Bedingung erfiillen, in den Eigenschaften wie wesentliche Selbst-
adjungiertheit und Hypoelliptizitdt mit dem euklidischen Laplace-Operator



tibereinstimmt. Mithilfe von A kann man dann auf diesen Lie-Gruppen -
analog zum Fall des R™- Riesztransformationen R; definieren durch

R, .= XZA_%

wobei A = — >0 | A2,

Bekannt war seit [L-V], dass die so definierten R; und damit auch der Vektor
der Riesztransformationen im Fall einer nilpotenten Lie-Gruppe beschréank-
te Operatoren von LP nach LP fiir p € (1,00) darstellen, es wurde jedoch
nicht auf eine mogliche Abhéngigkeit der Operatornorm von den auftreten-
den Dimensionen des zugrundeliegenden Raumes (Gesamtdimension sowie
Dimension des Zentrums) eingegangen. T. Coulhon, D. Miiller und J. Zien-
kiewicz sollten die ersten sein, die sich dieses Problems fiir die Heisenberg-
Gruppen annahmen. Der Beweis von Stein [S1] zur Dimensionunabhéngig-
keit der Operatornorm des Vektors der Riesztransformationen auf dem R"
lasst sich allerdings nicht auf den Fall der Heisenberg-Gruppen iibertragen.
Deswegen nutzten die eben genannten Autoren in [C-M-Z] eine der nicht-
kommutativen Situation angepasste Idee, um folgendes Theorem zu zeigen:

Theorem 1.2 Seip € (1,00), H,, eine Heisenberg-Gruppe,
R=(XA"2,... X,A"2)

der Vektor der Riesz-Transformationen auf H,,. Es existiert eine von n un-
abhdngige Konstante Cy, so, dass fir alle f € LP (H,,) gilt:

Cp_leHLP(Hn) <R Nzr,) < Copllfllzem,)-

Thr Beweis fiihrt die Berechnung der Operatornorm von R auf die von
Hilberttransformationen in zweidimensionalen Untergruppen von H,, (sie-
he dazu [C]) sowie auf Abschétzungen von Integralen iiber Ableitungen des
Warmeleitungskernes p; zuriick. Hier geht stark die explizite Form von p;
ein, die von Gaveau [G] und Hulanicki [H] gegeben wurde.

Dies war also der erste Schritt in Richtung einer Ubertragung des Ergebnis-
ses von Stein in den nichtkommutativen Fall. Die Heisenberg-Gruppen haben
jedoch immer ein eindimensionales Zentrum, so dass noch nichts iiber die
Auswirkungen eines hoherdimensionalen Zentrums der zugrundeliegenden
Lie-Gruppe auf die Operatornorm des Vektors der Riesz-Transformationen
und damit die Abhéngigkeit der Operatornorm von den kennzeichnenden
Dimensionen der Stratifizierung bekannt war.

Der néchste Schritt in diese Richtung wurde von F. Lust-Piquard gemacht.
Sie befasste sich in [LP] mit dem Vektor der Riesz-Transformationen auf den
sogenannten Heisenberg-Typ-Gruppen Hj, ,,,. Diese wurden von A. Kaplan in



[K] eingefiihrt und stellen eine natiirliche Verallgemeinerung der Heisenberg-
Gruppen dar. Es handelt sich hierbei- wie auch bei den Heisenberg-Gruppen-
um zweistufig nilpotente Lie-Gruppen, die jedoch ein hoherdimensionales
Zentrum besitzen koénnen. Ist H, ,, eine Heisenberg-Typ-Gruppe der Di-
mension n +m, so bezeichnet n die Dimension der ersten Schicht der Strati-
fizierung, m die Dimension des Zentrums. Heisenberg-Typ-Gruppen treten
z.B. als nilpotenter Anteil in der Iwasawa-Zerlegung G = K AN von halb-
einfachen Lie-Gruppen von reellem Rang 1 auf. F. Lust-Piquard bewies,
dass die Operatornorm des Vektors der Riesz-Transformationen nicht von n
abhingig ist. Uber eine eventuelle Abhingigkeit von der Dimension des Zen-
trums konnte sie keine Aussage treffen. Thr Beweis nutzt stark die Zerlegung
der ersten Schicht der Stratifizierung in irreduzible Clifford-Moduln und da-
mit die Tatsache, dass der Warmeleitungskern in ein Faltungsprodukt von
Wairmeleitungskernen auf Heisenberg-Typ-Gruppen ,,minimaler® (und nur
von m abhéngiger) Dimension zerféllt. Sie fithrt dann die Abschétzung der
Operatornorm auf die Abschétzung einer Norm von Ableitungen ebendieser
Wairmeleitungskerne zuriick und erhélt auf diese Weise die Unabhéngigkeit
von n. Ihr Beweis liefert aber keine expliziten Abschétzungen, so dass nicht
klar war, ob und eventuell wie die Operatornorm des Vektors der Riesz-
Transformationen von der Dimension des Zentrums abhéngt.

1.3 Vorgehensweise und Ausblick auf die weiteren
Kapitel

Der in dieser Arbeit vorliegende Beweis von Theorem 1.1 ist eine Aus-
dehnung der im Beweis in [C-M-Z] fiir den Fall der Heisenberg-Gruppen
benutzten Methodik auf den Fall der Heisenberg-Typ-Gruppen. Die Zerle-
gung in Clifford-Moduln, die so fundamental in [LP] ist, wird in der Form
nicht benétigt.

In Kapitel 2 werden die Heisenberg-Typ-Gruppen H,, ,, (sieche Abschnitt 2.2)
und der Sublaplace-Operator A (Abschnitt 2.4) definiert. Es werden zudem
die benstigten Grundlagen wie Eigenschaften von A, der Warmeleitungs-
kern und Potenzen von A (Abschnitt 2.4) sowie Polarkoordinaten auf H,, ,,
(Abschnitt 2.5) bereitgestellt. Zusétzlich wird noch auf das Verhéltnis der
Dimensionen der Stratifizierung einer Heisenberg-Typ-Gruppe zueinander
eingegangen, was fiir die weiteren Rechnungen von duflerster Wichtigkeit ist
(Abschnitt 2.6). Dies ist einer der beiden Punkte, an denen die definierende
Eigenschaft einer Heisenberg-Typ-Gruppe eingeht.

Kapitel 3 wird sich der Berechnung der folgenden Formel fiir die i-te Riesz-
Transformierte R;f einer Funktion f € A (C§° (H,,,)) widmen (siehe Lem-



ma 3.8):
Ri@ =5 [ X, @

Hierbei bezeichnet H,, eine parabolische Hilberttransformation, p; den Wér-
meleitungskern zum Zeitpunkt 1. Diese Formel wurde schon in [C-M-Z] ge-
geben. Sie beinhaltet zwei wesentliche Komponenten: zum einen die Hilbert-
transformation, zum anderen Ableitungen des Wiarmeleitungskernes. Da (wie
in [C-M-Z]) im spéteren Beweis die dimensionsunabhéngige Beschrinktheit
der Hilberttransformation gebraucht wird, wird dies in 3.2 bewiesen (ein
allgemeineres Resultat dieser Art wurde schon in [C] gegeben). Zusétzlich
wird in diesem Kapitel auf die zweite Komponente eingegangen: es werden
Ableitungen des Wirmeleitungskernes berechnet und damit eine Funktion
®,(w) definiert, deren Abschitzung den Hauptteil der Arbeit einnehmen
wird. Dabei wird ab diesem Punkt zumeist angenommen, dass das Zentrum
der betrachteten Heisenberg-Typ-Gruppe H, ;, die Dimension m > 2 hat.
Dies ist ausreichend, da das Ergebnis fiir Heisenberg-Typ-Gruppen der Form
H,, 1 schon seit [C-M-Z] vorlag: die Existenz einer Heisenberg-Typ-Gruppe
H,, 1 bedingt, dass n gerade ist und die Isomorphie von H, ; zur Heisenberg-
Gruppe H,, /. Zudem wird mit Lemma 3.12 eine Methode bereitgestellt, um
eine Abschétzung der Operatornorm des Vektors der Riesztransformatio-
nen zu erhalten. Diese verlduft bis auf eine Ausnahme bis zu einem gewissen
Punkt parallel zum Beweis in [C-M-Z]. Dort wurde die Invarianz von A unter
einer groffen Gruppe von orthogonalen Transformationen ausgenutzt, diese
ist aber fiir den Laplace-Operator auf Heisenberg-Typ-Gruppen im Allge-
meinen nicht mehr gegeben (siehe [K-R]). Im spéteren Beweis wird man aber
sehen, dass dies nur eine Vereinfachung des Beweises von [C-M-Z] lieferte
und keine Notwendigkeit darstellte. Jedoch wird auch hier die Heisenberg-
Typ-Eigenschaft ausgenutzt.

7Zu Beginn des 4. Kapitels wird dann mit Theorem 4.2 das Hauptergebnis
prisentiert und unter der Annahme der Giiltigkeit von Satz 4.1 bewiesen.
Der Rest des Kapitels beschéftigt sich dann mit dem Beweis dieses Sat-
zes. Dafiir wird Satz 4.3 bereitgestellt, der die Giiltigkeit von Satz 4.1 auf
das Uberpriifen gewisser Abschitzungen reduziert. Im Fall der Heisenberg-
Gruppen wie auch beim vorliegenden Fall der Heisenberg-Typ-Gruppen ge-
langt man schliellich zur Abschéitzung eines von einem Parameter ¢ abhéngi-
gen oszillierenden Integrals I, (¥9) (siehe die Sitze 3.15 und 4.3). Der groBite
Teil von Kapitel 4 wird sich dieser Abschiitzung widmen. In I7,, (9) geht die
Form des Wirmeleitungskernes auf Hy, ,,, ein. Ahnlich wie schon in [C-M-Z]
die relativ explizite Form des Wérmeleitungskernes aus [G] und [H] genutzt
wurde, wird im hier betrachteten Fall der Heisenberg-Typ-Gruppen die von
Randall in [Ra] gegebene Formel (siche Lemma 2.11) fiir die auftretenden
Rechnungen verwendet. Weniger explizite Formeln fiir den Warmeleitungs-
kern auf einer beliebigen zweistufig nilpotenten Lie-Gruppe wurden schon



wesentlich frither von J. Cygan in [Cy] berechnet, jedoch erwies sich Ran-
dalls Formel als fiir die Berechnungen niitzlicher. War eine fiir das gewiinsch-
te Ergebnis ausreichende Abschitzung von I, (9) bei [C-M-Z] noch durch
einfache Anwendung des Cauchy-Integralsatzes moglich, so muss im Fall
der Heisenberg-Typ-Gruppen subtiler herangegangen werden. Im Falle ei-
nes ,kleinen®* 9 geniigt noch das Anwenden der Dreiecksungleichung (also
Abschitzen gegen das Integral iiber den Betrag), im Falle eines , groflen®
¥ ist jedoch eine doppelte Anwendung des Cauchy-Integralsatzes iiber spe-
ziell gewihlte Wege notwendig, da die naive Abschétzung einen Ausdruck
mit einer Singularitéit liefert. Auf diese Weise erhiilt man eine neue Formel
fiir das oszillierende Integral I, (), bei der durch Dreiecksungleichung auf
hinreichende Art abgeschitzt werden kann.



Kapitel 2

Die Heisenberg-Typ
Gruppen Hy,

2.1 Die Heisenberg-Gruppen H,,

Definition 2.1 (Heisenberg-Gruppen und -Algebren) Sei zu n € N
der R?"*H! ausgestattet mit der folgenden Multiplikation:

(xlayla s 733n,2/mz)(33/172/17 e 733;17347,1,2/) =

1 n
(CL‘l + $llvyl + y/b R x;zayn + y':wz + 2 + 5 Z(x;yl - xwi)) .
i=1
Der R?"*+1 bildet dann zusammen mit dieser Multiplikation eine Lie-Gruppe,
die mit H,, bezeichnet und Heisenberg-Gruppe genannt wird.

Die mit b,, bezeichnete Lie-Algebra einer Heisenberg-Gruppe H,, wird von
den linksinvarianten Vektorfeldern

Xoi—1 = 8% + %yﬁz, Xo; =0 ; %x,@z, fiir ¢ € {1, R ,n}
Z =0,

aufgespannt. Es gelten dort die folgenden Kommutatorbeziehungen:
[Xoi, Xoj1] = Z firie{1,...,n},

und alle anderen Kommutatoren verschwinden.

2.2 Die Heisenberg-Typ-Gruppen H, ,,

Die Heisenberg-Gruppe ist die einfachste zweistufig nilpotente Lie-Gruppe
in der Hinsicht, dass das Zentrum eindimensional ist. Im Folgenden wird eine
,, Verallgemeinerung“ dieses einfachsten Typs gegeben.



Definition 2.2 (Heisenberg-Typ-Gruppen und -Algebren) Seien n,
m € N. Sei V = v @ 3 ein Vektorraum derart, dass v ein reeller Vektorraum
der Dimension n, 3 ein reeller Vektorraum der Dimension m ist, und ( :
b X b — z eine schiefsymmetrische bilineare Abbildung. Auf der direkten
Summe v@3 sei ferner ein Skalarprodukt < -, - > mit < v,3 >= {0} gegeben,
also so, dass v und 3 aufeinander senkrecht stehen. Auf v & 3 ist eine Lie-
Klammer gegeben durch

U+ 2V +2]=pUV)

fir alle U, V € v, Z, Z' € 3. Es ist ndmlich unmittelbar klar, dass [-, ]|
schiefsymmetrisch und bilinear ist, und da § : v x v — 3, gilt fir U, V,
Wev, Z,7',7" €y

U+2Z,[V+2Z W+ 2" =[U+Z3(V,W)]=BU,0) =0
und damit die Jacobi-Identitdat. Auf diese Weise ist also
(U 5] 3 +7 ['7 ])

eine Lie-Algebra, die offensichtlich zweistufig nilpotent ist, falls 5 # 0 ist.
Auf natiirliche Weise ist zudem ein Vektorraum-Homomorphismus J : 3 —
End(v), Z — Jz gegeben durch die folgende Definition von Jy:

< JLUV >=< BU,V),Z >

fir alle U, V € v.
Gilt nun fiir alle Z € 3, dass

Jo = — < Z, 7 > idy, (2.1)
so heisse die Lie-Algebra

hn,m = (U D3+, ['7 ])

vom Heisenberg-Typ oder verallgemeinerte Heisenberg-Algebra.

Die Bezeichnung b, ,, besagt nicht alles {iber die Lie-Algebren-Struktur. So
kann es nicht isomorphe Lie-Algebren-Strukturen bei gleicher Gesamt-und
Zentrumsdimension geben. Siehe dazu [LP].

FEine zusammenhéngende, einfach zusammenhéngende Lie-Gruppe heifle Hei-
senberg-Typ-Gruppe und wird mit H, ,, bezeichnet, falls ihre Lie-Algebra
eine Heisenberg-Typ-Algebra b, , ist.

Bemerkung 2.3 (i): Es gilt [v,0] = 3. [v,0] C 3 ist trivial, die andere In-
klusion folgt aus der Regularitdt der Jz.



(73): Aufgrund der Definition der Jy ist klar, dass Jz stets schiefsymme-

trisch ist. Ist < Z,Z >= 1, so folgt aus (2.1), dass dann Jz sogar immer

orthogonal ist.

(241): Ist by (Hy,,m) eine Heisenberg-Typ-Algebra (Heisenberg-Typ-Gruppe),
so ist stets n eine gerade Zahl, das heifit n = 2v fiir ein v € N. Dies folgt

sofort aus der Schiefsymmetrie und Regularitdt der Jz. In Abschnitt 2.6

wird weiter auf das Verhéltnis der Zahlen n und m zueinander eingegangen.

Die Namensgebung Heisenberg-Typ-Algebren/Heisenberg-Typ-Gruppen ist
natiirlich, da es sich bei Heisenberg-Gruppen (bzw. Heisenberg-Algebren)
auch tatsdchlich um Heisenberg-Typ-Gruppen (bzw. Heisenberg-Typ-Alge-
bren) handelt, wie das folgende Lemma zeigt:

Lemma 2.4 Heisenberg-Algebren sind Heisenberg-Typ-Algebren.

Beweis: Sei b, = v @ 3 eine Heisenberg-Algebra. Im Folgenden wird v mit
dem R?" identifiziert, 3 mit R. Fasst man den Kommutator [-, -] auf b, als
Abbildung von R?" x R?" — R auf, so wird dieser offensichtlich vermittelt
durch

J 0 - 0
0 J 0 0
B := 0 2n,
Do 0
o o -~ 0 J

wobei
0 —1
(01,
Dann folgt aber sofort wegen B? = —Ig2n. fiir alle Z € 3, dass
J2 = — < Z,7 > idy.
Damit ist also jede Heisenberg-Algebra eine Heisenberg-Typ-Algebra. O

Bemerkung 2.5 (i): Ist b, ; eine Heisenberg-Typ-Algebra, so ist n gerade
und by, 1 ist isomorph zur Heisenberg-Algebra b, /5.

(7i): Im Folgenden wird stets eine Orthonormalbasis zum gegebenen Skalar-
produkt gewihlt sein. Ferner wird in Koordinaten (u, z) gerechnet.

(797): Versieht man V = v @ 3 mit dem Baker-Campbell-Hausdorff-Produkt,
so ist auf Hj, ,, eine Realisierung der Multiplikation gegeben durch

(u,2) - (W, 2) = (u,2) + (', 2') + %[(u, z), (u, 2")].



(tv): Da die Lie-Gruppe H,, ,, zweistufig nilpotent ist, kann als Haar-Ma8
d(u, z) das Lebesgue-Ma$, das vermége des durch < -,- > gegebenen Volu-
menelementes induziert wird, gewéhlt werden (siehe z.B. [C-G]). Insbeson-
dere ist Hl, ,, unimodular.

(v): Eine Gruppe von Automorphismen, die Dilatationen {d;| t # 0}, ist auf
der Lie-Algebra b, ,, gegeben durch

S X +2Z) :=tX + 1227,

fiir alle X € v, Z € 3. Entsprechend definiert man auf der Lie-Gruppe H,,
die Dilatationen durch
O¢(u, 2) := (tu, t%2).

(vi): Mit @ := n+ 2m bezeichnet man die sogenannte homogene Dimension
von H,, ,,. Es gilt dann fiir den push-forward des Haar-Mafles d(u, z) unter
den Dilatationen §;:

(60)xd(u, 2) = t~9d(u, 2).

(vii): Sind f, g € LY(H,,m), so ist die Faltung auf H,, ,, definiert durch

fg(x) :—/H fW)g(y™ z)dy.

Da das Lebesgue-Mafl unimodular ist, zeigt eine einfache Substitution, dass
dann auch

fog(x) = /H Fay g (y)dy.

Definition 2.6 Sei M := {f|f : H,, ,, — (CU{oco})", f messbar}. Fiir p €
[1,00) definieren wir folgende Funktionenrdume:

ﬁp(]l-]lmm,li) = {fGM‘/H Hf($)||f%daz<oo}

LP (Hn’m, l%) besitzt die folgende Halbnorm:

11120 i2) 3= ( /H Hf(w)lié’%dx)

Mit A o= {f € £2 (Hp 2) | [1F]]oe

3=

nmid2) = 0} sei
LP (Hpm, 12) o= LP (Hym, 12) /N

ausgestattet mit der Quotientennorm

f + N e mz) = e, .2)-

10



Bemerkung 2.7 Sei p € (1,00), ¢ der zu p konjugierte Exponent (1/p +
1/q = 1). Offensichtlich gilt dann fiir den Dualraum von L? (Hy, ,, [2)

(LP (Hym, 12)) = L9 (Hym, 12) -

2.3 Der Tangentialraum von H,, ,,

Lemma 2.8 Sei {X;|i=1,...,n}U{Z;|i=1,...,m} eine Orthonormal-
basis der Lie-Algebra by, m,. Linksinvariante Vektorfelder, die in jedem Punkt
p = (u,2) € Hy ., als Basis den Tangentialraum T,H,, ., aufspannen, sind
gegeben durch

. .0 .
& = Bul 2Z;k 7% 92y l<i<mn,
Z; = % 1<e<m,

wobet
Al =< [X;, X)), Zr > .

Beweis: In der folgenden Rechnung sei H,, ,, mittels der Orthonormalbasis
des R" ™ durch e; := X; fiiri = 1,...,n, ey := Z; fiiri = 1,...,m iden-
tifiziert. Eine Basis des Tangentialraumes T},H,, ,,, ist dann durch folgende
Abbildungsvorschrift gegeben: fiir f € C* (H,, ,,) sei

Xi(p)f = %‘tzof(p - te;) 1<i<n,

Z)f = | _of(p-teirn) 1<i<m.
Ausrechnen ergibt fiir 1 <¢ < n:
a
dt
da
dt

f(p-tei)

t=0

Xi(p)f =

f ((u, 2) + te; + %[(u, 0), ei]>
1
+ 5[(u, 0),e;] >

= <Vfp),e+ = Zu]ej,ez

t=0
= < Vf(p), €;

= < Vf(p),ei+= ZZ% (e, €], €htn > €hgn >
] 1 k=1

11



= <Vf(p),e — fZA“u]e;H_n >
7.k

- 8ul 2 ZA”% 82 )

also
_ 0 1 K, O
Y ou; 24 i ]8zk
Ji.k

Fir 1 < < m gilt punktweise:
d

Zip)f = —| [flp-teign)
dt|,_, +
= L1 () +tesn + Ll(1,0), i)
T o o u, z €it+n 9 U,Y), €i+n
= LN 2) + tein)
- dt 0 u, z €itn
0
und damit 5

2.4 Der Sub-Laplace-Operator auf H,, ,,

Definition 2.9 (Sub-Laplace-Operator) Sei H,, ,,, eine Heisenberg-Typ-
Gruppe, {X1,..., A, } das System linksinvarianter linear unabhéingiger Vek-
torfelder aus Lemma 2.8. Der Sub-Laplace-Operator A auf H,, ,, sei dann
folgendermaflen definiert:
n
=-> a7
i=1

A ist offensichtlich auf C§° (H,, ,,,) wohldefiniert.

A spielt eine dhnliche Rolle fiir die Heisenberg-Typ-Gruppen wie der Laplace-
Operator auf dem R". Dies zeigt die folgende Bemerkung, die ein paar der
wesentlichen Eigenschaften zusammenstellt:

Bemerkung 2.10 (4): A ist in L?(H,,,,) ein wesentlich selbstadjungierter
Operator. Betrachtet man A namlich auf dem urspriinglichen Definitions-
bereich C§° (H,, ), so ergibt der Abschluss des Graphen von A einen in

12



L*(H, ) dicht definierten selbstadjungierten Operator, der wieder mit A
bezeichnet werden soll. Fiir den Beweis siche [St].

(74): A ist nicht-negativ und hypoelliptisch. Mit (i) ergibt sich somit, dass
das L?-Spektrum von A, das mit o(A) bezeichnet wird, in [0, 00) enthalten
ist. 0 liegt im Spektrum, ist aber kein Eigenwert. Siehe dazu [F].

(7i1): Es existiert eine eindeutige Halbgruppe {H|t > 0} von linearen Ope-
ratoren auf L' + L, deren LP-Erzeuger A, fiir 1 < p < oo auf C§° mit A
iibereinstimmt und die durch Rechtsfaltung mit Wahrscheinlichkeitsmaflen
pt gegeben ist, H;f = f * p;. Die py heilen Warmeleitungskerne und haben
die zusétzliche Eigenschaft, glatte Funktionen zu sein. Auf L°° kann dann
H; durch eben diese Faltungsoperatoren definiert werden. Da A, der die
Halbgruppe H; erzeugende Operator ist und A, f = Af fir f € C§°, wird
H,; auch mit e *® bezeichnet und stimmt mit dem iiber den Spektralsatz
definierten Operator e~*2 iiberein. Dies wird in [F] bewiesen.

Lemma 2.11 Der Wirmeleitungskern p; (siehe Bemerkung 2.10) zum Sub-
Laplace-Operator A auf einer Heisenberg-Typ-Gruppe Hy, n, ist fir t > 0
gegeben durch

Cum o )\V+% —”U|2)\
_ Cu Tm_1(\ ——— ] d\,
Pt(“vz) |z|2_1/0 (sinht)\)” 2 1( ]z|)exp (4tanht)\>

wobes
Com = (2m) 2 7V27Y

und Jy, /21 die Besselfunktion zum Index m /2 —1 ist. Gilt m > 2, so ist fiir

re Rzo
2_(%_1)7’%_1 1 . m—
Jo (1) = / eir(1 — 2)"F dt.
2 T(m 1 1
(3 —3)m2 /-
Ist m =1, so stimmt der Wirmeleitungskern auf H,, ,, mit dem der Hei-
senberg-Gruppe H, /5 iberein.

Desweiteren gilt fiirt > 0

pez(u, z) = ¢ 9p1(6; H(u, 2)). (2.2)

Beweis: Die explizite Form des Wirmeleitungskernes wird in [Ra] bewiesen.
Fiir die Formel der Besselfunktion siehe [S2]. Aus der Homogenitéit des
Sub-Laplace-Operators kann man die Formel (2.2) leicht herleiten, aber
auch eine einfache Substitution liefert das gewiinschte Ergebnis tiber die
Homogenitédt des Warmeleitungskernes p; in t. O

13



Lemma 2.12 Fir allet >0, f € Cg°(Hy, 1), € Hy, p, gilt:
frpe() = (fod)*p1(6; ' (2)).

Beweis: Mit Lemma 2.11 folgt fiir t > 0, f € C3°(Hy ), « € Hy,
frpp(@) = 79« (prod ") ()
= [ o8 ) ey

n,m

_ 0 /H F)p (67 ()07 () dy

n,m

= /H S @))pr(y~10; () dy

= (fod)*pi(8; " (2)).

Bemerkung 2.13 Mit Lemma 2.12 und Bemerkung 2.10 folgt dann also
fir alle t > 0, f € Cg°(Hy, m):

e A = (e2(fody))od; L.

Definition 2.14 Sei E : B([0,00)) — L(L?*(H,,,,)) das Spektralmal zu A
so, dass A = [“ AdE()A). Da 0 nach Bemerkung 2.10 kein Eigenwert ist,
gilt nach [Rul] (Theorem 12.29), dass E({0}) = 0 ist. Damit ist fiir jedes
a € C in der Definition von A* die Setzung von 0% := 0 moglich. Die
Funktion A — A% ist dann eine E-Borelmessbare komplexwertige Funktion
auf o(A) = [0,00) (siehe dazu [D-S]). Es ist also

A = / A“dE(N)
0

ein wohldefinierter abgeschlossener Operator auf dem maximalen Definiti-
onsbereich

D(a%) = {1 € L2(E,,) | [ ePary 00 <o }.

Lemma 2.15 Seien o, 5 € C. Dann gilt:

(i): falls f € D(AP) N D(A*TP) so folgt APf € D(A®) und A“APf =
Aa-l-ﬁf_

(i1): falls f € D(AY) ND(AP) und Re(a) < Re(B3), so folgt f € D(AY) fiir
alle v € C mit Re(a) < Re(y) < Re(P).

14



Beweis: Siehe [F] sowie [Kol. O

Definition 2.16 Ist H, ,, eine Heisenberg-Typ-Gruppe, so bezeichne W

den Raum
W =A(Cy° (Hpm)) -

Wie das folgende Lemma zeigt, ist W ein Core zu A~1/2.

Lemma 2.17 Seip € (1,00). Es gelten die folgenden Aussagen:
(1): W C Cg° (Hanm),
(13): W ist ein beziiglich der LP-Norm dichter Teilraum von LP (H,, ),
(iii): W C D(A"2AA™2), und in L2 (H, ) ist
1 1
AT2AAT2f=f

fir alle f € W.
Beweis: W C C§° (H,,,y,) gilt trivialerweise, und nach [F] gilt die Dichtheit

in L? (H,,,,) beziiglich der LP-Norm, also (¢) und (it).

Insbesondere gilt also W C D(A). Ist f € W, also f = Ag fiir ein g €

Cs° C D(A)ND(AY), so folgt ferner mit Lemma 2.15, dass Ag € D(A™)
und damit f € D(A™!). Es ist also

W c D(A)ND(A™).
Nach Lemma 2.15 (i7) gilt dann
W C D(A2) N D(A"2). (2.3)

Lemma 2.15 (i) impliziert jetzt folgendes: Ist f € W, so folgt aus f €
D(A2)ND(A272), dass

A2feD(A™2) und ATzAIf=f. (2.4)
Aus f € D(A~2) N D(A~2+Y) folgt

A"2feD(A) und AA“Zf=A3f. (2.5)
Aus (2.4) und (2.5) folgt dann fiir alle f € W

F=ATIATf=AT3AATIS.

15



Lemma 2.18 Fiir alle f € W (siehe Definition 2.16) gilt: es existiert ein
L?-Reprisentant h € C® (H,,,m) wvon A=YV2f fir alle z € Hy, m ist der
Term [y f * pz(x)dt wohldefiniert, und

h(z) = \/27? /Doo [ * pp(x)dt. (2.6)

Beweis: Sei f € W.Da W C C°, gilt f € D(AF) fiir alle k € N. Es gilt also
f € D(A%) N D(AF) und mit Lemma 2.15: f € D(A®) fiir alle 0 < a < F,
also insbesondere f € D(AF~1/2), Da nach (2.3) gilt: f € D(A~1/2), folgt
wiederum mit Lemma 2.15: A~Y2f € D(A*) fiir alle k € Ny. Nach [9]

gilt dann:
D IDPATE ]y < oo
181<k

und mit dem Sobolevschen Einbettungssatz folgt die Existenz eines Re-
prisentanten h von A~Y2f in C®(H,, ).

Nun soll der rechtsseitige Ausdruck in (2.6) betrachtet werden. Es gilt fiir
alle z € H,,

pi(z) = py*pi(z) = / p1@)p1 (™ w)dy < |lpLll3 = p1(0),
Hn,m 2 2 2
und mit (2.2) folgt sofort fiir alle ¢ > 0:

pile) =173 p (51 (2) <3 pa(0).

Damit ist o
|f ()| < ClIfl[1t™ 2. (2.7)
Fiir alle t > 0 und x € H, ,, gilt weiterhin wegen ||p¢||; = 1, dass
|f# pe(@)] <[] f]oo- (2.8)

Da auflerdem die Funktion ¢ +— f % p;(x) nach t auf (0, c0) differenzierbar
ist, existiert fiir alle 1 > >0, N ¢ N

1 , N
5/, f*pt(sc)t2dt:/ f *pe(x)dt.
€ 5
Es folgt:
N 1 N
/ f*Ptz(:C)dt} < / |f>kpt2(x)|dt+/1 |f * p(z)|dt
€ 5
N
< Iflloo + €I / 9t
1— N—Q@+1
= Hfl!ooJrCHflhﬁ
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Dieser Ausdruck konvergiert fiir N — oo, und damit existiert

/ f * pp(x)dt.
0

Sei nun zusétzlich g € W. Dann gilt mit dem Spektralsatz (siehe [D-S]):

<A2fg> = / A"2dEj4(N)

0
2 oo (e.9]

- = / / e PAAtdE 5 ().
TJo Jo

Als n#chstes soll die Integrationsreihenfolge vertauscht werden, was moglich
ist, falls das letzte Doppelintegral absolut konvergiert (siche dazu [Ru2],
Theorem 6.12 und [El], Satz 2.1). Dies ist aber wegen e *** > 0 genau
dann der Fall, wenn das Integral

/ - A"2dE;4(\) (2.9)
0

absolut konvergent ist, d.h. wenn mit der Variation |E¢ 4| des komplexen
Mafles Ey , gilt:

o0 1
/ A"2d|E4|()) < oo.
0

Die Variation von Ef, ist folgendermafien definiert (siehe [El]): fiir A €
B([0,00)) ist

(4) == sup & > [Bry(4,)]|A; € B(0,00)), A= | 4;
j=1 JjeN

|Ef,g

Da E eine Zerlegung der Identitét ist, ist E(A) ein selbstadjungierter
Projektor, und es folgt

| <EA)f,g>| = |<E(A)f,E(A)g> |
< B(A)f,E(A)f >2< E(A)g, E(A)g >2
= < EB(A)f f>i<E(A)g,g>2.

Sind nun A; € B([0,00)) mit A = U;eN Aj;, so folgt aufgrund der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung und mit Ef4(A) =< E(A)f,g >, dass

00 oo i B
S IE (Al < Y 1B (A7 Egg(45)]2
j=1 j=1

2

o 2 o
< DD IErsADH] D Beg(A))
j=1 j=1
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und damit ) )

[Ergl(A) < (B (A))2 (Egg(A))2, (2.10)
da auBlerdem Ey; und E,  positive Mafle sind und somit |Eyf | = Eff
und |E, 4| = E44 gelten. Da aulerdem FEy ¢([0,00)) =< f,f > < o0,
handelt es sich bei Ef; und natiirlich auch bei E,;, um endliche Mafe.
Sei nun n € N, und fiir ¢ < n seien k; € R, A; € B([0,00)) mit A,;NA; =0
fiir ¢ # j. Sei

h:[0,00) — R, AHZnilAi()\).
=1

Eine solche Funktion i wird einfache Funktion genannt. Fiir A gilt dann
mit Cauchy-Schwarz und der Ungleichung (2.10):

n

> kil Epgl(As)

i=1

< Z Ki (Ef,f(Ai))% (Eg,q9(Ai))
i—1

/0 hNIE;,

()

VI

2

<Z “?Efyf(Ai)> (Z Eg,g(f‘h))
i=1 i=1

<
_ (/Ooo \h()\)|2dEf7f(/\)>% (zn; Eg,g(A,-)>é
< gl ( I rh<A>|2dEf,f<A>)% .

(2.11)

Nimmt man nun auf beiden Seiten der Ungleichung (2.11) das Supremum
iiber alle einfachen Funktionen h mit 0 < h(X\) < A~/2] so folgt

[e.e] 1 [e’s) B 3
/0 A—QdEf,gwsngu(/o AldEf,fm) < o0,

da wegen f € D (A*1/2)

o)
/ )\_ldEﬁf()\) < 0
0

ist. Es darf also Fubini angewandt werden, und es folgt

2 /OO/OO —2) 2 /OO/OO —12)
— e "AdtdE; ,(\) = e PAE ,(N)dt.
Vo Jo 19 NG 19
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Dann gilt aber wieder mit dem Spektralsatz:

;E/OOO /OOO e B (Nt = \Qf/oo <e"Afg>dt
_ \F/ / e A () g(z)ddt.

Da g € W C Cf°, ist der Integrand absolut iiber H,, ,, und [0,00) inte-
grierbar. Dann ist aber mit Fubini die Integrationsreihenfolge vertausch-

bar, und es gilt
2 [ 2 [
ﬁ/o <e PAfg>dt <ﬁ/0 e_tQAfdt,g>
2 oo
= <ﬁ/0 f*pt2dt79>'

Damit folgt h(z) = 2/\/7 [;° f * pz(2)dt fiir fast alle z. Der rechtsseitige
Ausdruck definiert aber immer eine stetlge Funktion. Dies gilt, da fiir alle
t > 0 die Funktion z — f * p;2(z) stetig ist und das Integral

/ [ xpe(z

absolut konvergent ist, und somit die Stetigkeit mit dem Satz iiber majo-
risierte Konvergenz folgt. Da die linke Seite aber eine glatte Funktion ist,
die rechte eine stetige, mufl sogar iiberall die Gleichheit gelten. O

2.5 Die Koranyi-Sphire S™™
Definition 2.19 Sei

Smm = {(u, z) € R™™ ‘ | + |22 = 1}

die Koranyi-Sphére im R"*"™. Sei dyu(w) das ,,subriemannsche® Oberfliichen-
maf} du(w), das gegeben ist durch

[ f)due)

2”/ / /2 f(2 cosz 9 - n',sin® - n?)(cos )’ (sin )" Ld)
yn—=1Jym-1 Jo
doy-1(n*)don-1(n").
Mit ¥#~1 fiir k& € N sei die euklidische Sphiire des R* bezeichnet,
Y= {2z e RY| 2] =1}

und mit dop_; das Riemannsche Oberflichenmaf auf ZF1.
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Satz 2.20 Fiir alle integrierbaren Funktionen f : R — C gilt mit du(w)
wie in Definition 2.19

/ f(u, 2)d(u, z) = / prt2m=1 F(0p(w))du(w)dr.
R™xR™ ,

Damit ist dann insbesondere

Beweis: Ein Element w der Sphéire S™" hat die Form
W= (wlv sy Wny Wity - 7wn+m717wn+m)-

Es bezeichne dann

ol = (Wi, wp), o2 = (Wnt1s -y Wntbm—1)s W= (&)1,&2).

Sei
78V SR x R W @

m ist also die Projektion von S™™ auf die ersten n + m — 1 Koordinaten.
Sei zu e € {—1,1}
Re" :=A{y € R"|eym > 0},

also der Halbraum des R mit positiver (e = 1) bzw. negativer (e = —1)
letzter Koordinate. Sei

e + wSTM x Ryg — R" x R

~14
(0,r) — (T&l,r2®2,6r2\/1 - |Ui6 - |&)2]2>

=6, (@)

mit 1 (@) = @1,w2,e\/1 — B @22 ).

Die Jacobi-Matrix von 1 hat dann die Form

r, 0 bl
Dipe(@,7) = 0 2L, 1 | 2rtQ? ,
2|~1|2~1 € 2~92 -
& S(IU(@)W — ;(530) e2rl(w)
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wobei

. [
= 1 —_ —_ 2 2
1) = g1 - 2 g
und @ ¢ 9w S™™.

Als néchstes soll der Betrag der Determinante dieser Matrix berechnet
werden. Dazu wird sie zunéchst auf obere Dreiecksgestalt gebracht. Dies
geschieht durch Multiplikation der j-ten Zeile (fiir j = 1,...,n) mit dem
Faktor 67"]&)1|2¢DJ1- /(8l(@)) und Addition zur letzten Zeile sowie (fiir j =
n+1,...,n+m—1) mit e@?/l(&)) und Addition zur letzten Zeile. Die
entstandene Matrix ist nun eine obere Dreiecksmatrix. Das Element an
der Stelle (n 4+ m,n + m) hat dann offensichtlich die Form

er|w N2 = 2r€ g2
e2rl(@ Ei (@) +]Z:1l(a))(wj)
€2r . |c7)1|4 N
_ 1) 212
(@) <(“’) g T
€2r

(@)
Fiir die Determinante folgt dann sofort
2rn+2m71

| det Dype(@,7)| = )

Also ist
u,z)d(u,z) = B n+2m=1 g,
[t {Z}/R/Sm (6@ ) 4
2
= he(@)))
e 11}/R>0 /anm 1@
(2.12)

Sei also ein Maf§ ji auf S™"™ folgendermafien definiert:

f(w) ZLsnmfwe ()

Mit (2.12) gilt dann also:
/ f(u, 2)d(u, 2) = / F(6,(@))di(w)r™ 2 dr.
R™ xR™ Rso JS™™

Sei zu €1, e € {—1,1}

S {we > 0},
(m(S™))e, {@ € n(S™™)|eaiwy, > 0},

et = {n'leany, > 0},

st = ey, > 03,
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T vkl rE—-1

n—= (M, Mk—1),
he, ﬂn(E”‘l)"xwm(Em‘l)" x (0,m/2) — (w(S5™™))e,

(71,72, 0) = (2(cos 9) 277", 265 (cos 9)2 (1 — |77 |2) 2, sin 9772).

Dann ist h., wohldefiniert und bijektiv. Ist ndmlich (7!, 772, 9) € m, (X" 1)°x
T (8™ 71)° x (0,7/2), so gilt

1 1 112y 4 2

ED(COS%?)Q(?? e(1—[7°)2)]" = (cos9)7,

|sin977?|? = (sin®)?|7%|? < (sin®)?,

und damit existiert ein z € Ry mit

(he, (7", 72,9), 2) € S™™,

also
h€2 (ﬁlv ﬁza 79) € W(Sn,m)o’

und da weiter
€2+ (hey (71", 7%, 9))n = €2265(cos 9)7 (1 [7'[2)2 = 2(cos 9)2 (1—|77'[?)7 > 0
ist

he, (i, 712, 9) € (w(S™™))2,.

Damit ist he, also wohldefiniert.

Sei nun ((Ijl,w ) € (m(S™™))g,. Dann existiert ein z > 0 so, dass

1@t

S22 4+
=1.

Da @} # 0 und |@'*/16 # 1, existiert ein ¥ € (0, 7/2) mit

@' 2 ~212 .2 )2
6 = (cos?)*, |@&*|* 4 2% = (sin?)”.
Daraus folgt:
1 1
ot =1, (0% 2)] =1
2(cos ¥)2 sind
und damit dann
L ) € (E771) L en (zm1y°
2(cos¥))2 bt " " sind i
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da auBlerdem @} # 0, ist

1 1
hey | T 71&)1 ,——a% 0
2(cos )2 sind

ist he, surjektiv. Die Injektivitét ist offensichtlich.
Die Jacobi-Matrix von h., hat die Form

DhEz (ﬁla 7727

wobei

2(cos 19)%1”_1 0 — sin9J(cos 19)7% til
2 9 3 1
= | —e (Cf(sﬁ)) it 0 —egsind(cos?) "2 A(7])
0 sin 91,1 cos? tn?
AG) = VI= T,

Auch hier wird die Matrix vor der Berechnung des Betrags der Determi-
nante auf eine obere Dreiecksgestalt gebracht. Dafiir wird zuerst die n-te
Zeile mit der die untersten m Zeilen umfassenden Teilmatrix vertauscht.
Dann wird die j-te Zeile (fiir j = 1,...,n—1) mit 6277]}/()\(77)) multipliziert
und zur letzten Zeile addiert. Offensichtlich liegt nach diesen Zeilentrans-
formationen eine obere Dreiecksmatrix vor. Das Element an der Stelle
(n+m —1,n+m — 1) hat dann die Form

n—1 .
—eg sin ¥(cos 19)_%/\(77) — Z o
j=1

_ €28in9(cos 19)_%

A1)

_ ezsind(cos 19)_%

A7)

Y(cos 19)7%

(@) + [7'[?)

(7))’

A1)

Fiir den Betrag der Determinate von Dh,, folgt dann sofort

| det Dhe, (7', 7%, 9)]

271 (sin )™ (cos ¥) 2 !

VI-I?
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Es gilt dann
| fwdn)
SN R AT T

616{ 1 1}

2
-3 /%mn e (@) 540

€1 626{ 11}
— Z on
e1,e26{—1,1}
1 =2 : m 2-1
/ / f ¢€1( 62(77 19)))(811119) (COSﬂ)Q d’lgdﬁZdﬁl
T (E01) nm(zm 1) \/1 — |0t |2\/1— cos )2 — (sin)?|7?|?

61,626{ 1 1}

/ / / ¢61< 62(7717ﬁ27?)))(Sin’ﬁ)wiil(cosrﬁ)%_l dﬁdﬁQdﬁl
7T7L Zn 1 7T'm(2m 1 \/]' - |T]1|2\/1 - ‘7]2|2

Ve, (hea (7',7%,9))
= e, ((2(cos9) 37", 2ea(cos )3 (1 = |7 )%, sinvi?) )
= (2(cos)37", 2ex(cos )3 (1 = 7' )%, sin v, e sin 0(1 — [72)F ) ,

folgt mit der Summation iiber €; und €9, dass
i)

= Z on

61,626{ 1 1}

/ 1/ 1/ 2(cos 1) %nl,sim%f) (sin 9)™ (cos ¥) 2 L dy
Z’VL E'VVL
dom—1(n*)don—1(n")

/ / / 2(cos ) %nl,sinﬁnQ) (sin®)™ L (cos ¥) 2 ~1dv
yn—1 Jym—1

dom—1 (772)d0-n*1 (nl)
= fw)dp(w).
Sn,m

Das Mafl der Koranyi-Sphére ergibt sich mit der bekannten Formel

m“%—f—f

r'(3)

IMES TP
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fiir das Oberflichenmafl der euklidische Sphére zu:

u(smmy = / ldu()

= / / / (cos )2 (sin )™ dddo—1 (n?)dopn_1 (")
yn—1 Jym-—1

= 2"‘2”_1‘ |=m- 1‘ (cosﬁ) L(sin®)™1aw

0
2 2
N 2nr27(rg) 1??@);3 (73)
_ 2HaTE T (R (3)
BRNCOINCIRNCEEY
2T (3)
CTETE+S)

O

Nun wollen wir uns der asymptotischen Berechnung von p(S™™) zuwenden.

Korollar 2.21 FEs existiert C' > 0 unabhdngig von n, m so, dass mitn = 2v
gilt:

m

p(S™) < CRPFE T T LTS (v 4 om) (5 S 2),

Beweis: Mit der Stirlingschen Formel aus Lemma A.8 gilt:
ont+l 5+3 1 (%)

M S T )

IN
Q

2.6 Die Dimensionen der Stratifizierung von H, ,,

Eine Heisenberg-Typ-Gruppe H,, ,,, besitzt zwei kennzeichnende Dimen-
sionen: zum einen die minimale Anzahl linksinvarianter Vektorfelder, deren
Lie-Algebrenerzeugnis die Lie-Algebra von H,, ., ergibt (die Dimension n der
ersten ,,Schicht“ der Stratifizierung von H, ,,), zum anderen die Dimensi-
on des Zentrums m. Bisher wurde nicht auf das Verhéltnis dieser beiden
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Groflen zueinander eingegangen. Kaplan, der die Heisenberg-Typ-Gruppen
eingefiihrt hatte, lieferte in [K] eine fiir die Existenz einer Heisenberg-Typ-
Gruppe H,,,, notwendige und hinreichende Bedingung an n und m. Auf
diesem Ergebnis beruht das folgende Lemma. Besonders der Teil (i) ist von
ausschlaggebender Bedeutung fiir die weiteren Berechnungen, da er besagt,
dass bei einer Heisenberg-Typ-Gruppe H, ,, grob gesagt n mindestens so
grofl sein muss wie 2m=1)/2 Djes wird in Kapitel 4 hilfreich sein, da dort
Terme der Art (1 + m/v)” abgeschiitzt werden miissen.

Lemma 2.22 Sei H, ,, eine Heisenberg-Typ-Gruppe der Dimension n+m,
wobei m die Dimension des Zentrums von H, ,, ist.

(i): Es gilt
27 |n, falls m =g 1 fir ein | € {0,6},
2mT+1|n, falls m =g 1 fir ein l € {1,3,5},
2%+1|n, falls m =g 1 fir ein | € {2,4},
2m771|n, falls m =g 7.

(ii): Es gilt mit n = 2v:

m < 2logy(v) + 3

Beweis: Das Ergebnis in (i) findet sich schon in [K-R], allerdings ohne Be-
weis.
Sowohl der Beweis von (i) als auch von (ii) basieren auf folgendem Er-
gebnis von Kaplan, das in [K] gezeigt wurde:

m < 8p + 29,

falls
n = 24P+q . 77L

ist mit 7 € N ungerade, p € N, q € {0,1,2,3}.
zu (i): Sei fiir L € {0,...,7}

g(l) :==min{¢| ¢ € {0,1, 2,3},2‘1/ > 1}

Dann ist
g(l) = falls | gerade,
g(l) = 5L falls 1€ {1,7},
g(l) = YL falls I €{3,5}.
Sei I € {0,...,7} so, dass m =g .
Esgilt m+1 <8 +2%, m+1=gl fiir ein [ € {0,...,7}, das heit

| pole~
——

m‘—i—w

+1-1 - -
mri-t,

m+1=28 3 l=8k+1
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mit k = 2=l e N,
Dann ist also ~
8k+l=m+1<8p+ 29,

was nur in den folgenden drei Féllen moglich ist:
Fall 1: p > k.
In diesem Fall gilt

+ 1.

1-1 9—1
4p+q>4p>4(/~c+1):4<m++1> m %

-7 >
8 2 -

Also gilt in diesem Fall 2% T'|n (falls m gerade) bzw. 2mTH|n (falls m
ungerade). Damit folgt in Fall 1 die Behauptung.

Fall 2: p =k und 29 > L.

In diesem Fall gilt

~ m+1-1 =~ m+1 ~
4p+q24k+g(l):4T+g

also:

dp+q > ™ falls | gerade <<= 1€ {1,3,57},
dp+q > % falls [ € {1,7} <= 1€{0,6},
dp+q > H 41 falls le {3,565} <= [e{24}.

Auch in diesem Fall folgt also die Behauptung.
Fall 3: p=k —1,1=0, ¢ = 3. Dann ist

1 1 1
4p+q=4(k—1)+3:4<”j—1>+3 mt m

Es gilt also im Fall 3: [ = 7 und 2%4\n
zu (ii): Es ist fiir ¢ € {0,1, 2,3} stets 2¢ < 2¢ 4 2 und damit

8p+27—1
8p+2q¢+1

= 2M4p+q—-1)+3

= 2logy (277971 -3

< 2logy (2971 7) 43
= 2logy(v) + 3.

m

Bemerkung 2.23 Aussage (ii) ldsst sich auch sofort aus (i) herleiten.
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Das folgende Korollar aus Lemma 2.22 wird fiir die Abschétzungen in Kapi-
tel 4 wichtig sein. Dabei wird die unten gegebene Form der Aussage in (i)
so benétigt, um weitere Fallunterscheidungen in Kapitel 4 zu vermeiden.

Korollar 2.24 Es existieren Konstanten C, C' so, dass fiir alle Heisenberg-
Typ-Gruppen H,, ., der Dimension n +m und mit 2v = n gilt:
(i): = < C,

(id): /22 < T,
1

(4i7): (0’9'm>7 >C' (w>%, falls zusdtzlich m > 2.

v—1

3
ol

Beweis: Zu (i): Es gilt 22 < e2. Es folgt fiir  mit x > 2 mit Lemma A.1:
2 \% 2 z—2)? 2 r-2,2 _
T° = (5) 2< [ 1+ — et < e et =e”.

Daraus folgt sofort fiir alle v > 4:

und damit

Da weiter fiir v > 4 gilt: 2log, v = log, 2 > log, 16 > 3, folgt mit Lemma
2.22 fiir alle v > 4:

mi2 (2logy v + 3)? < 16(log, v)?
v

< <C.

v v

Da fiir v < 4 gilt: m?/v < (2log, v + 3)? /v < C, gilt die Behauptung (7).
Zu (ii): Fiir m = 1 ist die Behauptung offensichtlich. Sei im Folgenden
also m > 2.

Es ist zu zeigen, dass m < vn?/(3,6) ist. Da nach obigem Lemma aber
stets m < 2logy(v) + 3 gilt, reicht es zu zeigen, dass

2

s
21 3 < .
ogy(v) + V3,6

Nach Kaplan [K] gilt 2 < m < 8p + 29 falls n = 2*7197 wie in obigem
Lemma. Es gilt also p > 1 oder ¢ > 2 und damit n > 4. Damit ist also
v > 2. Fir v = 2 gilt:

18 32 2 72
3,6 3,6 3,6 3,6

2logov +3=2logy,24+3=5=
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Gilt die Behauptung fiir v > 2, so folgt fiir v + 1:
2logy(v+1)+3 = 2logyeln(r+1)+3
1
< 2logye (lny+ > +3
v

1
= 2<log21/+ 0%76) +3

< uﬂz +glog2e

3,6 v
PR 2%
= (I/+1)£26_3,6+2
< (”“);26'

Zu (4ii): Im Fall m > 2 gilt mit dem vorangegangenen Lemma, dass v > 2.
Falls nun m = 2 gilt, so gilt die Ungleichung in (7i¢) offensichtlich. Ist nun
m > 3, so reicht es zu zeigen, dass eine Konstante C’ existiert mit

o < 0,9-m v—1 mTfl_ - 2 mrt 1_2 m
- v 0,9(m +2) N m+ 2 v

Nach Lemma A.1 gilt

92 m—1 ) m
l1—— >(1— —— 26_2,
m + 2 m+ 2
2
(1—2) 2671.
m+ 2

Da aufierdem 72/(3,6-3) < 1, 72/(3,6) > 1, gilt mit Teil (7i) und Lemma
Al fir alle m > 3

und damit

[un

1 mt 7T2/36 =
(-2) " = (=)
v m
m—n2/3,6 72/3,6—1
_ (; 2/3,6\ % ) 72/3,6 2
N m m

~3
(V)

2 72/3,6\
L o8 (259
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Kapitel 3

Der Vektor R der
Riesz-Transformationen R,

3.1 Die Hilberttransformation H,

Definition 3.1 Wir definieren fiir f € C°(H,,,) und z, y € H, ,, mit
y#0 .
Hyf (@) = oo [ fabiy) e

die Hilberttransformation von f im Punkt x entlang der Kurve ¢ — d;(y).
Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des folgenden Satzes:

Satz 3.2 Sei p € (1,00). Es existiert eine Konstante Cp, > 0 so, dass fir
alle Heisenberg-Typ-Gruppen Hy, 1, y = (u, 2) € Hy, p, mit u, z # 0 und alle
feCrM ) gilt:

Hy fllp < Cpll fllp- (3.1)

Damit ist dann H, auf LP(H,, ) eindeutig fortsetzbar und es gilt die Un-
gleichung (3.1) fir alle f € LP(H,, ).

Bemerkung 3.3 Der Beweis von Satz 3.2 wird ausnutzen, dass &;(y) !
stets in einer zweidimensionalen Untergruppe von H,, ,, liegt und dann die
fiir festes p gleichméflige Beschréanktheit der parabolischen Hilberttransfor-
mation auf R? verwenden. Damit folgt er der Beweisskizze von Lemma 5
in [C-M-Z]. Satz 3.2 kann auch aus den Ergebnissen in [C] sofort abgeleitet
werden.
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Im Beweis von Satz 3.2 wird die nachste Definition hilfreich sein:

Definition 3.4 Sei H,, ,, eine Heisenberg-Typ-Gruppe, y = (u,2) € H,,
derart, dass weder u = 0 noch z = 0 gilt. Sei

Gy = {0, u2)| M €R}, 7y RE = Hy (A, 1) > (At 12).

Lemma 3.5 Sei G wie in Definition 3.4. m, ist ein Gruppenmonomorphis-
mus der additiven Gruppe R? in die Heisenberg- Typ- Gruppe H,, 1. Insbeson-
dere ist Gy = my (RZ) eine abelsche Untergruppe von Hy, p,.

Beweis: Fiir alle \, u, N, i/ € R gilt

i) Wa'2) = (o4 X+ )2 + 510w ), (V')
= (A +XN)u, (u+p)z).

Ferner gilt

my((A ) + (N, 1) = (A + N, i+ )
= (A +XN)u, (u+1)2)
= (Au,p2) - (Nu, ')
= (A ) -y (N 1),

also ist 7, ein Gruppenhomomorphismus. Da 7, offensichtlich injektiv ist,
ist m, Gruppenmonomorphismus. O

Definition 3.6 Sei G, wie in Definition 3.4. Fiir ¢ € C5°(Gy), h € G, sei
Hyo(h) i=po. | olhdily)

—0o0

und fiir p € C§°(R?), (A, p) € R? sei

o

H'G(A 1) = pov. / B p) — ()t dt

—0o0

die ,,parabolische* Hilberttransformation auf R2.

Beweis: (von Satz 3.2) Sei f € C5°(Hym), € Hp . Mit fr : Gy — R, b —
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f(z - h) gilt dann f, € C§°(G,) und mit Definition 3.6
)0 = po [ Lhdd)

— p.v./_oo f(z-hé(y) Dt Lat
Hyf(z - h) (3.2)

Es folgt mit [C-G], dass auf dem homogenen Raum H, ,,,/G, ein linksin-
variantes Mafl dz existiert, so dass gilt:

/H . f(z)dx = /H e /G y f(zh)dhdi. (3.3)

Damit und mit Gleichung (3.2) gilt dann

[Hy £117

/ Hy f () P
Hp,m

= / / |H, f (zh)[Pdhd::
Hn,m/Gy Gy

= [ e
Hym /Gy J Gy
-/ P (3.4)

Es wird als néichstes gezeigt, da§ die Operatorennormen ||H} || zr(c,)—Lr(G,)
gleichméfig in y und in den Dimensionen n, m beschriankt sind.
Betrachtet man die parabolische Hilberttransformation H” auf R? so folgt
mit

my(—t,—12) = (—tu, —22) = dy(y)~

und
T:pr— pomy

unmittelbar, dass fiir alle A\, p € R gilt
(ToH)p(\p) = Hyp(my(A p)
= o [ elm ) et

— 00

= p-U-/OO @(%Oﬁﬂ)“y(‘ﬂ _t2))t_1dt

—0o0

= po [ elmlOun) - )

—00
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= p.u. /OO To((\, p) — (t,t2)t " dt

—0o0

= H'(Te)(\ p)
= (H"oT)p(X, p).

Nach [S-W] gilt aber, dass fiir p € (1,00) die Hilberttransformation H” :
LP(R?) — LP(R?) beschrinkt ist durch eine nur von p abhiingige Kon-
stante C). Fiir eine C§°-Funktion ¢ auf G, gilt also (da das Haar-Ma8
dh auf G, wegen der Nilpotenz von G, wieder ein konstantes Vielfaches
des Lebesgue-Mafles ist):

Hyelln,y = [ MyelPan

Yy

= ¢, [ Ior)etmPd
= ¢, [ 100 o T (A
< e, [ 1TetnmPao.

= CPllellio,)- (3.5)

Fiigt man nun die Gleichung (3.4) und die Ungleichung (3.5) zusammen,
so erhélt man

Mol = [ I,
Hyp,m /Gy

< / ol flL,
= C’p/ / f(zh)|Pdhdz

= CprHLp (Hp,m)"

Also gilt die Ungleichung (3.1) fir alle f € C§°(H,, ). Damit ldsst sich
dann aber H, unter Beibehaltung der Abschitzung 3.1 eindeutig zu ei-
nem Operator, der wieder mit H, bezeichnet werden soll, auf LP(H,, ,,)
fortsetzen. a

3.2 Die Riesz-Transformationen R; und die Hilbert-
Transformation H,

Definition 3.7 Sei H,, ,, eine Heisenberg-Typ-Gruppe, Afé, X; zu 1 €
{1,...,n} wie in Definition 2.14 und Lemma 2.8. Ist f € W = A (CF (H,, 1)),
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so besitzt (nach Lemma 2.18) A_%f einen L2-Repriisentanten h € C*(H,, ),
das heifit, Xjh ist im klassischen Sinn wohldefiniert und X;h € C*°(H,, ).
Fir f € W sei also

die i-te Riesz-Transformierte der Funktion f.

Lemma 3.8 Sei f € W. Fir alle x € H, ,, gilt

Rif(x) = Xip1(y)Hy f(z)dy

1
VT JH,
Beweis: Fiir eine Funktion f € W gilt mit Bemerkung 2.13 und 2.5 (Defi-
nition der Faltung) fiir alle ¢ > 0:

Xe A f(2) = (e A(fod))06)
= e 280 ()t
<< 0 81) % p1) (61
= (fod)*(Xip1)(dp—1
_ / X1 (1) ( 0 6) (B (2)y~Y)dy

-1 / "mX@-pl(y)f(fwt(y_l))dy- (3.6)

Mit Formel (2.6) gilt weiterhin fiir alle f € W, x € H,, ,,, und mit h €
C*(Hpm), h = A7Y2f:

Rif(@) = ha) = X / D f ().

Als néchstes soll gezeigt werden, dass die Differentiation unter das Inte-
gralzeichen gezogen werden kann. Es gilt fiir alle x € H,, ,,, t > 0:

Xi(f *pe)(x) = f* Xipe(x).

Definiert man eine Funktion g, : Hy,m — C, y — f(zy™1), so folgt mit
partieller Integration und der Formel fiir die Faltung in Bemerkung 2.5:

Fr Xp(a) = / 00(y)Xipi(y)dy

= L Xige (y)pe(y)dy.
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Es gilt fiir alle y € H,, 5, mit f(y) := f(y™):

d
Xigz(y) = %t:09$(y'tei)
d ~1
= 2| Jey e
d ; -1
= gtzof(yiezx ).

Da aber mit der Exponentialabbildung exp der Lie-Algebra gilt:
y-tejrt =y tote;r ! =yl exp (t Ad 2(X5)),
ist
&| Tt = (Ada(X) flua™).

Das entstandene Vektorfeld Ad z(X;)(z) soll nun genauer betrachtet wer-
den. Im Einselement e gilt wegen der zweistufigen Nilpotenz von H, ,,:

l

o 1 n m
Adz(X;)(e) = Zﬂ ad ijXj+an+ka X;
=0 j=0 k=0

n
= Xﬁzxj[xj X

= X+sz] (X;, Xi], Zx > Zy,
7=0 k=0

- x- 3 S,
=0 k=0
und damit ist
Adz(X;)(z ZZA i 2 (2
=0 k=0

Offensichtlich ist Adz(X;)f € C§° (Hy,m). Es folgt mit (2.7) und der
Rechtsinvarianz des Haarmafes fiir alle ¢t > 1:

X(fep) ()| < ct % /H |Ad2(X) flyz )| dy

= Ct_g/ ’Adx(XZ)f(y)} dy. (3.7)
Ist 0 < ¢ < 1, so gilt mit (2.8):
1(f *pe)(z)| < [ sup [(Adz(X,)) f(y)] - (3.8)
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Die beiden Terme in (3.7) und (3.8) wachsen nun aber hochstens linear in
x, so dass fiir zg € H,, ,, gilt: es existiert eine Umgebung U von xg, so dass
| X (f *pe)(x)| gleichméBig in ¢ > 0 und auf U durch eine in ¢ integrierbare
Funktion beschrankt ist. Damit ist das Hereinziehen der Differentiation
durch X; unter das Integralzeichen méglich, und es gilt mit Formel (3.6):

Rif(z) = \37?/000 Xie D f(z)dt

- L[ ammseaea
2

1
: dt
= = X; 1i Se(y~ ) —
V7 S pi(y) m [ fleoly=))3

wobei die Vertauschung der Integrationsreihenfolge wegen der absoluten
Konvergenz moglich ist.
Da nun aus der Formel fiir p; (siche Lemma 2.11) ersichtlich ist, dass

dy,

Xipi(—u,z) = —Xipi(u,z)
ist, gilt ebenso

Rif(z) = \j% : Xipl(u,z)elir‘%/e f(zdi(—u, —z))%d(u,z)

1
2 . € dt
— _ﬁ/n,m Xip1(—u, 2) alir& f(zde(—u, —z))7d(u, z)

£

: d
_ _\; / ) [ s, —z))%d(u,z)

e—0t J¢

und insgesamt

Rif(x)

s dt
Xopn(a,2) lim, [ f@i =) = fadifu,—2)) Gl 2).

1
VT St

Wegen
6 ¢(u, —2) = (—tu, —t22) = 6y(—u, —2) = 6:(y ™)
folgt
: dt —% dt
J A R R
e dt

=~ fahly™)

t )
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damit dann

Jim [ pas(u =)~ St =) = po [ faitr )T
= Hyf(x)a
und schlie3lich
Rif(r) = = / Xipa(y)Hy f(2)d
i ﬁ o iP1\Y) My Y.
O

3.3 Der Operator R und seine Operatornorm

Definition 3.9 Im Folgenden bezeichne fiir f € W, z € H,, p,

=

2

R ()] = (Z IRif(l‘)l2>
1=1

Bemerkung 3.10 Ist f € W reellwertig und = € H, ,, so, dass Rf(x) #
0, so findet man nach dem Rieszschen Darstellungssatz ein von f und =z
abhingiges k € X"~ ! derart, dass

IRf(@)| = riRif(x).
=1

Definition 3.11 Zu einem Element x € X" ! sei die folgende Funktion ®,
auf der Koranyi-Sphére S™™ (siehe 2.19) definiert durch:

o M
(I),i ;S R, w — / ZmiXipl(ér(w))r"Hm’ldr.
0 =1

Das folgende Lemma ist fundamental fiir die Berechnung der Operatornorm
des Vektors der Riesztransformationen: sie wird auf die Bestimmung eines
Integrals iiber die Ableitungen des Wirmeleitungskernes reduziert.

Lemma 3.12 Sei H,, ,, eine Heisenberg-Typ-Gruppe, p € (1,00) und q der
zu p konjugierte Exponent, also 1/p+1/q = 1. Falls eine nur von m abhdingi-
ge Konstante A, > 0 und eine nur von q abhdngige Konstante C; > 0
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existiert, so dass fiir alle k € "1 gilt

n,my=—1
H(DH(W)HLq(dM(w)) < CoAnmp (S™Mya
s0 folgt mit einer von n, m unabhingigen Konstanten C,, > 0 fir alle f € W :

H‘Rf‘HLp(Hn,m) < C;;AmeHLP(Hn,m) :

Beweis: Sei f € W reellwertig, € H,, ,, so, dass Rf(xz) # 0. Nach Be-
merkung 3.10 existiert dann ein von f und x abhiingiges £ € X"~ mit
|Rf(x)] => 1 kiRif(x). Nach Lemma 3.8 gilt

VERI@I = [ 3 miipi ) @)y

nm =1
Da fiir alle w € ™™, ¢ > 0 gilt

Mo @) = po. [ s )

_ p.v./_oo f(xést(w)_l)%
= Hof(z)

gilt mit Polarkoordinaten (siehe Satz 2.20) beziiglich S™™:
VT Rf(z)| = /S /O > RiXip1 (6:(w))H, ) [ ()" 2" drdp(w)
o i=1

= oo M o 5T y n+2m—1
/sn,m/o ;n Xip1(6r(w))He f(x)r drdp(w)

= [ @Mt @)dne).

Wendet man die Holder-Ungleichung beziiglich des Oberflichenmafles dj(w)
an, so ergibt sich

VT R (@) < (@) o dputeoy) Heo f @] Lo (i)

Da wir nach Voraussetzung annehmen, dass

1_
124 ()| pa(autuy < CaAmp (S™™)a

folgt

1_
IR Lo(st, ey < Camatt (5™ ||1Hsf @) o

LP (Hymdz)
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Ist w € §™™ derart, dass w!' # 0 und w? # 0 gelten, so existiert nach Satz
3.2 eine von w unabhéngige Konstante C}, mit

Heo fll Lo, o dzy < Cpllfl o1 0 da) -

Diejenigen w € S™™ mit w! = 0 oder w? = 0 bilden offensichtlich eine
Nullmenge beziiglich des Mafles du(w). Es folgt

1_
IR Ao,y < Cadmn (8™ ™)1 |10 d (@) ||

= Gy ((S™™) 7

Lr (Hn7m ,d(E)

[|Ho f(2)] |LP(Hn,m7d$) LP (dp(w))

_1 n.m 1
< Gy (w (™M) % Cpll fll Lo moda) (1 (S™™)) P
= ColIfllLr(H,m)-

Fiir eine komplexwertige Funktion werden Real-und Imaginérteil separat
auf gleiche Weise behandelt. O

Im Folgenden Kapitel wird gezeigt werden, was im vorangegangenen Lemma
noch angenommen wurde: nimlich die Existenz einer Konstante A,,, so dass
die gleichméflige Beschranktheit von

/ 1) 9dpa(w)
Sn,m

durch
CyAmp (577)1

erfiillt ist. Zudem wird eine Abschitzung der Konstante A,, gegeben werden.
Diese wird den Hauptteil der Arbeit ausmachen und ist, im Gegensatz zu
den theoretischen Grundlagen die bisher gegeben wurden, vor dieser Arbeit
unbekannt gewesen.

3.4 Nihere Berechnung von ?,(w) und Reduktion
auf die Komponenten

Bemerkung 3.13 Ist w = (w!,w?) € §™™, so gilt

112\ 2
w
(’4| ) +|w2|2:1

und damit existiert genau ein ¥ € [0, 7/2] mit

1)2
il = cos v, |w?| = sin .
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Der nachfolgende Teil der Arbeit wird sich immer wieder mit Integralen,
die von der Ableitung des Warmeleitungskernes herstammen, beschéftigen.
Folgende Definition wird dabei hilfreich sein:

Definition 3.14 Sei zu 7 € {0,1}, v € No, v > 7, m € N>y, ¥ € [0,7/2)
L7 ()

1"
/ / ( ) = —dt(cosh \)7 (sinh \)™ 1
(cos ¥ cosh A — it sin ¥ sinh \)"T™ 3

1
sinh A\ 2
. dM.

Dies ist stets ein absolut konvergentes Integral, wie z.B. sofort aus dem
Beweis von Lemma 4.5 folgen wird.

Satz 3.15 Sei H, ,, eine Heisenberg-Typ-Gruppe mit m > 2. Sei k € ¥l
w = (whw?) € S mit w', w? # 0. Sei ¥ = Y(w) € [0,7/2) so, dass
sin = |w?|. Dann gilt

(I)H(w) = _dV,m (fz},m(/iv w)L},m(ﬁ) + Cv,m sin ﬁfz?,m(’i7w)flgfl,m+2 (19)) ’
wobei

2 1 V—i—m—l—%
ﬁf V+m+§ 5 ewm:ﬁ,
I(%—3)m2

2 wiw?
1 2
St =3 (Soa) S
i=1 Ik
und I7 ., (9) wie in Definition 3.14 ist.

Beweis: Fir 1 <1i <2v, (u,z) € H,,,, gilt:

0 1
Xipi(u,z) = o 2 Afjuja
gk

p1(u, 2)

0
(w,2) — 5 3 Abu; Gom(2)

0
ou; gk

und mit m > 2 und
Com [ ANTZ [u|?\
=—mn Jm, A dA,
mins) = s [T e O e (i
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gilt

p1(u, 2)

m2~ Bl oo ywme1 el o e
= Cy, 2 : / )\. _ / ezAlz\t(l . 752)Tsdtexp ( [u|* A ) I
rz-4HrzJo (sinh \)¥ J_ 4 tanh \
T+l A\V+m— 1 —‘U‘QA .
. Ly
/ / (sinh \)¥ <4tanh)\ +Z)‘|z|t> (1 —1t%) 2 dtdA

~ 2d, / / \v+m—1 “uf?A Vil (1_t2) ; dtd/\
smh)\ 4 tanh \

wobei

Cum a

_m
2

Damit ist

i 2)

A T2} —[uf) s
— / i ] B e
- / / (sinh A)” <4tanh)\> P <4tanh)\ +M‘z|t> (1—1%)" dtdx

Ay+m _|’U/’2)\ m—3
_ —luPA . | pyme3
= hm / / (sinh \)v+1 P <4tanh)\ —H)“Z‘t) (1—1%7)"2 dtcosh A dA,

und folglich fiir w = (w!,w?) € S™™:

0 0
8U‘p1(5T(w>) = 871[191(7’&}1,7’2&)2) - _Td;/m le Vm(r w)

wobei

Ilzzm TW

/ / \v+m 2 w2\ — w2t (1—t2) 52 coshiA
(sinh \)r+1 SPAT" \dtanny — cos

Fiir die Ableitung von p; in zentrale Richtung gilt

0
872?1(“7 Z)
)\V-i-m 1 2k _|u|2)\
= 2d/ P Ll Azl (1 — t2 dtd)\
/ / (sinh \)¥ (l |z |>exp <4tanh)\+Z |Z|)( )z
AV —|u?X

— 92id . 1

Zdym‘ | / / Slnh)\ (4tanh/\ + l)\’z‘t> t(1—t ) > dtd).
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Es folgt

mit
IQVm T, w

AT o WIPA ,
_ _ 1 — .
/ / (sinh \)¥ < " <4tanh)\ iAw ’t> t(1—1%)" 7  dtd)

Insgesamt ist dann also

rw w?
Xip1(6,(w)) = —d’um rw; Ill,mrw ZZA” ® 2|k121,m(r w)

wwk

= —d, v | wilym(rw) ZZA”| 3 Lym(r,w) |,

und damit

2v
Z KiXip1 (67 (w))
=1
= —d; Zﬁlw Ill,m(rw *ZZ (ZI‘% ) | 2| IQI/’ITL(T w)

=1
= ﬂzw(ﬁmmMﬁmMmww4ﬁmmwﬂwmvww

mit f} . (k,w), f2,,(k,w) wie in der Behauptung. Es ergibt sich

oo 2v
@H(w) = / Z Ki')(ipl (5T(W))T2y+2m71d7“

= —d’ ( m(E W)y m(w) — if37m(/i,w)127y7m(w)) , (3.9)

wobei
oo - o0 ~

117,,7m(w):/ I17V7m(r,w)r2”+2mdr, Iy m(w) :/ Ig’%m(r,w)rb”mdr.
0 0

Nun sollen die Terme I;,,,(w) und Iz, ,(w) ndher betrachtet werden.
Bei I, m(w) kann die Integrationsreihenfolge wegen der absoluten Inte-
grierbarkeit vertauscht werden, und mit der Formel aus Lemma A.7 fiir
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das r-Integral gilt:

Iy m(w)
= / jl Vm(r UJ) 21/+2de

)\l/—l—m ‘(UIP)\ .
) / / / (sinh AT P <_T2 <4tanh)\_m‘u)2’t>)

(1 - tQ)Mngdt cosh A d\r?/T2mqy

oo 1 poo 112
2 ’W|)\_. 9 Swtam
/0 /—1/0 exp( " (4tanh/\ iAlw |t>> r dr

9\ m=3 Avtm
(1—¢7) 2 dtm cosh A d\
1 1 oo pl 1_ 42 m—3
- 2F<V+m+2>/ / ( t) - V+m+ldt
o I (s )T
AVer
W cosh A dA.

Es ist mit ¢ wie in Bemerkung 3.13

1
w1|2)\ ' —(v+m+3)
(4’tanh)\ - MW“)

A N
= (cos ﬁtanh)\ — g\t sin 19)

A (v+m+3) 1
B (Sinh )\> (cosd) cosh A — it sinh Asin 9)~*F"+2)

—(v+m+3)

wobei der letzte Schritt, das Herausziehen der negativen Potenz von (A/ sinh \)
moglich war, da (A/sinh A) > 0 ist. Schliefllich ist

Iy m(w)
1 1
= 51“ <1/ +m + 2)
o] 1

L/ -t) i
0 J-1 (cos¥cosh A — it sin ¥ sinh )\)’”rm*%

1
AV-Fm—l/—m— 5

) cosh A dA
(sinh )\)”H*”*m*%
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1 1
0o 1

/ / 2t dt
0 J-1 (cosdcosh A — itsin ¥ sinh )\)”er*%

m—

1
inh \\ 2
- cosh A(sinh \)™~! (“1) A

1 1
= 5T <u +m+ 2> I (9). (3.10)
Fiir I, m(w) gilt:

I20m(w)
oo
= / Iy m(r,w)r wt2m gy

)\V+m 9 |wl|2)\ » 9
B / / / s1nh)\ P <T <4tanh)\ il ’t>)

(1 —12)"T dtd\r2 T 2my

00 1 fe'e) 12
_ 2 ’W|)‘_- 2 2w42m
= /0 /_1/0 exp( r (4tanh/\ iNw |t>> r dr

(1 — t2) dtﬂd)\
(sinh \)¥

t(1—t2)"7 AvEm
= 711 dt d\
2 (V T > / / |w1‘2)\ , )V+m+21, (sinh \)¥

4tanh/\ _’L)\‘WQH
1 1

1
t1—t3)" inh A 2
/ / -t = _dt(sinh \)™ <Sm > dA.
(cos ¥ cosh A — it sin ¥ sinh \) ™+ 3 A

(3.11)

Wir werden nun im inneren Integral einmal eine partielle Integration
ausfiithren, um dieses Doppelintegral auf eine 1), (w) &hnliche Gestalt zu
bringen. Es gilt ndmlich:
1 m—1
ts ———(1—t%) "2
(1)

ist eine Stammfunktion der Z#hlerfunktion ¢ — #(1 — t2) ® des Inte-
granden, die sowohl in 1 als auch in —1 verschwindet. Es folgt dann mit
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partieller Integration:

m—3

~1 (cos ¥ cosh A — it sin ¢ sinh )\)”+m+%

m—1

1 ) ,
1 -
— iy—'_mhsinﬁsinh)\/ (1) 3
m—1 —1 (cos ¥ cosh A — it sin ¥ sinh )™ "3
2 1 g\ (m+2)=3
1 .
m—1 ~1 (cos ) cosh A — it sin ¥ sinh /\)(11—1)+(m+2)+5

Durch die partielle Integration gewinnt man unter anderem einen Faktor
sinh A, so dass sich die Potenzen wie folgt ergédnzen:

sinh A(sinh A)” = (sinh )2~
Insgesamt ergibt sich also
I2,V,m(°-’)
1 1 .
= z§F v+m-+ 3 €y,m Sin v
(m+2)—3
2

0 J-1 (cos® cosh A — itsin ¥ sinh )\)(”71”(’"*2)*%

: 1
(sinh \)(m+2)-1 <sm;1)\> N

1 1

Setzt man nun die Ergebnisse fiir Iy, (w) und Io , m(w) aus (3.10) bzw.
(3.12) in die Formel (3.9) fiir ®,(w) ein, so ergibt sich

Pu(w) = =y (fym (5 ) 10m (@) = if5 0 (5 @) T2 pm (@)
1 1
= _idi/,mr (u +m+ 2)

. (fl}m(ﬁ’ w)Iz},m(ﬁ) - Z.fzim(ﬁ'v w)(iel/,m sin ﬁIBfl,erZ (19))) .

)

" r(vemei)=ta r(vemal
—— T (v+m+=-) == v+m+ =
r(-pn 2) g 2
folgt dann, dass

Pp(w) = —dym (fl},m(I{?w)Il},m(ﬂ) + eym sin 29f37m(li, W)Ig—l,m+2(19)) .
O
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Kapitel 4

Die Operatornorm des
Vektors der
Riesztransformationen

4.1 Das Hauptergebnis

In diesem Kapitel werden nun alle nétigen Berechnungen durchgefiihrt,
um die Operatornorm des Vektors der Riesztransformationen auf einer Hei-
senberg-Typ-Gruppe abzuschéitzen. Um dieses Hauptergebnis herzuleiten,
ist nach Lemma 3.12 eine Abschétzung des Terms |[®x(w)|| 4(4(wy) hilfreich.
Ziel dieses Kapitels ist daher der Beweis des folgenden Satzes:

Satz 4.1 Sei H,, ,,, eine Heisenberg-Typ-Gruppe mit m > 2, p € (1,00) und
q der zu p konjugierte Exponent (also 1/p+1/q=1). Es existiert eine nicht
von n, m abhdngige Konstante Cy > 0 so, dass fiir alle k € Yl gilt

1_
120 ()] a(auuyy < Cae®** ™ (S™™)a "

Der Beweis wird sich aus verschiedenen Lemmata zusammensetzen, die in
diesem Kapitel bewiesen werden.
Mithilfe dieses Satzes kann dann das Hauptergebnis formuliert werden:

Theorem 4.2 Seip € (1,00), H,, ., eine Heisenberg-Typ-Gruppe,
R:W — LP (Ham, ln),  f (Rif,..., Raf)

der Vektor der Riesz-Transformationen auf H, ,, mit R; wie in 3.7 fir i €
{1,...,n}, |Rf(z)| wie in Definition 3.9. Es existiert eine von n und m
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unabhingige Konstante C, so, dass fiir alle f € W gilt:

Gy e | Fll o) < N IRF 20 0m) < Coe™ ™ 1 Fll Lo (i1,,m) - (4:1)

Damit ist dann R; fiir jedes i € {1,...,n} eindeutig stetig auf LP (H, )
fortsetzbar und die Ungleichungskette ( 1) gilt damit auch fir jedes f €
LP (H,, ) mit den fortgesetzten Operatoren.

Beweis: Im Fall m = 1ist H, ; stets isomorph zur Heisenberg-Gruppe H,, /.
Auf dieser ist das Ergebnis seit [C-M-Z] bekannt; wegen der Isomorphie
gilt es deswegen auch auf H,, 1. Sei im Folgenden also m > 2. Mit Satz 4.1
gilt fiir alle f € W:

1_
120(@)]] o(dp(wy) < Cae® > (S™™)a "
(du()

Also gilt mit Lemma 3.12 die rechte Seite der Ungleichungskette (4.1) fiir
alle f € W. Damit lésst sich R eindeutig stetig auf LP (H,, ,,) fortsetzen,
so dass der fortgesetzte und mit R bezeichnete Operator dieselbe Ope-
ratornorm hat wie R. Ferner gilt, dass fiir p’ € (1,00) die LP- und die
LP -Fortsetzung von R auf LP (H,, ) N LP (H,,,) iibereinstimmen. Das
gleiche gilt fiir die R; auf LP (H,,,,), auch sie lassen sich eindeutig stetig
zu Operatoren R; fortsetzen. Ist ¢ der zu p konjugierte Exponent, so wis-
sen wir also, dass R : LY(H,, ,,) — L¢ (Hn,m, l,%) durch die Operatornorm
C,e%4™ beschrénkt ist. Dann muss nach [Rul], Theorem 4.10 aber auch

(R)*: (L (H nm,zi)) = LP (Hp . 12) — LP(Hy ) = (L9 (Hpm))'

durch dieselbe Operatornorm beschréinkt sein. Hierbei ist wieder die Be-
zeichnung (R)* eindeutig, da fiir p’ € (1,00) die zu R adjungierten Ope-
ratoren auf LP (H,,,,) bzw. LP (H,,,) auf dem Schnitt L4 (Hpm, 12) N
L (Hnm,ln) uberemstlmmen Ist f wie in Lemma 2.17 in W, so gilt
nach 2.17 in L? (H,, ,):

f o= A2AARf
_ oAb < ZXf) A-by
=1
Z 1,9 1
= A 2Xz A~ 2 f
= —ZA_%QQRZ- £, (4.2)
1=1
Fir f € W gilt nun:
(Ri)" Rif = —A 2 XRif. (4.3)
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Dies zeigt sich sehr schnell im Fall p = 2. Es gilt dort namlich fiir alle
g 61W, da R;f nach Lemma 2.18 stets eine glatte L?-Funktion ist, und
A~ 2g einen glatten L2-Reprisentanten besitzt: es darf partiell integriert
werden, und

< XiRif,A‘%g > = —< Rif,XiA‘%g >

= —<R;f,Rig>. (4.4)
Da R; beschréinkt und W dicht in D(A~'/?) ist, ist die Abbildung
g < XRif,A2g >
stetig auf D(A~Y/2). Damit ist X;R;f € D((A~'/2)*), und fiir alle g € W
gilt
1 1
< XiRif,A_ig >= (A_i)*XiRif,g > .
Da nach dem Spektralsatz A~1/2 = (Afl/z)* gilt, ist dann auch
< XiRif, A‘%g >=< A‘%XiRif,g >

fiir alle g € W. Mit Gleichung (4.4) folgt aber ebenfalls fiir alle g € W

<XRif,A"3g> = — <Rif Rig>

= —< (E)*Riﬂg >
Da W dicht in L? (H,, ) ist, muss dann auch
(R)" Rif = —A 2 X,Rif

in L? gelten. Fiir p # 2 folgt die Gleichung (4.3) dann unter Ausnut-
zung der Tatsache, dass der zu R; adjungierte Operator auf L?(H,, ,,) auf
LP(Hy, ) N L*(H,,,) mit der Hilbertraumadjungierten iibereinstimmt.
Mit Gleichung (4.2) folgt dann:

[ = Z (R:)" R f
i=1
= (R)*Rf.
Damit folgt dann fiir alle f € W
112 8 ) = R RN 2o t1,) < Cae® ™ I RF| 201,y (4:5)

Da aber W dicht in LP(H,, ,,) beziiglich der LP-Norm ist und R stetig
fortsetzbar, muss die Ungleichung 4.5 auch fiir alle f € LP(H, ,,) und
fiir den fortgesetzten Operator R gelten. Insgesamt ist also mit C’I’J =
max{Cp, C,} fur alle f € LP(H,, ,»,):

Crle ™ ™|l o ) < RF 2o < Cope® ™ 11| 1o, 0m)-
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4.2 FEine hinreichende Bedingung an die Kompo-
nenten von ¥, (w)
Satz 4.3 Sei H,, ,, eine Heisenberg-Typ-Gruppe mit m > 2. Falls die fol-

genden Abschdtzungen gelten:
(7): es existiert eine von v und m unabhingige Konstante C, so dass

Lym ()| < C - Cv,m)
und
ey,m sin ﬁ’IB*I,er?(ﬁ” <C-C(v,m)
fir alle ¥ € (0,7/2) und mit
1
T+m+4)"

m
2

m_q1 .,
m?2 16 v m+0745m’

C(v,m) = v2(v+m)zt

evm wie in Lemma 3.15,
(11): es existiert eine von v und m unabhingige Konstante Cy, so dass

157 (5, My < CaD (w1, 0)
fiir alle k € X1, i € {1,2} und mit
D(v,m,q) :=2"+ 27" % e vty T (1/—|—m+ g) e

so gilt: es existiert eine nur von q abhdingige Konstante Cq > 0 so, dass fiir
alle k € X1 gilt

1
19| gy < Cae® ™M (s™™)a"

also die Aussage von Satz 4.1.

Beweis: Wir setzen nun voraus, dass die Aussagen (i) und (i7) gelten. Dann
folgt mit der in Satz 3.15 gegebenen Formel fiir @, (w):

q
H(I)ﬁ(w)HLq(du(w))

_ / 1P du(w)
=l [ k) (0)

+eym sin I (w) 2

(5, W) L)1 42 (9(w))|7dpa(w)

< oa@,, / b (5, ) I (0()) |7
Sn,m
+leym sind(w) f;; 2 (K, W)IB—1,m+2(19(W))|qu(w)
< CJdl,Cv,m) D(v,m, q). (4.6)
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Nun sollen die einzelnen Faktoren mithilfe der Stirlingformel (siche Lem-
ma A.8) abgeschétzt werden. Fiir d,,,, gilt mit ¢, ,, wie in Lemma 2.11:

om2 21 1
du7m = Cvm 121F<V+m+2>
m f
I(%—3)n2
o) V=32V g 1 1
= (27) : 12 F(V—i-m—i-)
NCEDE :
2721/7171717.‘.—1/—%—% 1
= r <V+m+ >
1
r'(3-3) 2

also ist

q
d} < Cq2_2q”_q77r_q”_q7eq7(m — 1)_%'“1{‘ (1/ +m+ ;) .

Multipliziert man nun den Term (4.6) aus, so ergibt sich

CldL,.Cv,m)?D(v, m,q)

q
_ogy_4dm  _,_gm gm _gm 1
= C;'Z 2v="5 g zez (m—1) 2+qF<V—|—m+2)
]. qu qu | qm qm
5 S +5 ., 5 —q9,—qv—qm+0,45gm
T(v+ +l)qw(y+m)2 e
vV+m+ 5

v 1
m m m  _v_4 q —3 % 4t3
QWG RVt eVt TS 4(u+m—|——)

m gm

01/2—2qu— T 42v+ 3 T L+ ez —qu—qm+0,45gm+v+3
q

~im’ T (m - 1)" % (4.7)

Die letzte Zeile dieses Terms soll nun weiter abgeschétzt werden. Dafiir be-
trachten wir zunschst den Term v~ 1: Nach Lemma 2.24 ist m /v gleichméBig

50



durch eine Konstante C' beschrinkt. Dann folgt fiir jedes ¢ € (1, 00):

< 1+0O)iw+m) i
< G (V‘i‘m)i% .

Da auflerdem mit Lemma A.1 gilt, dass

am _ —qam ]- m=2 q
mz2 I(m-1)"2"9=||14+—— <e2,
m—1

folgt mit (4.7)

ok

crdi . C(v,m)iD(v,m,q)

q V7m

— _gm m gy 4dm m. 4, 9m m
< 01111/60,45(17%2 2qu—"5-+2v+3 PR Lo +v+5 P i +r+3

qu v qv _m_ g, 1
.V7*§(y+m)7+7*§ 2 213,

Da nach Korollar 2.21 mit einer von v und m unabhéngigen Konstante C
gilt:
(8™ < CTE AR T R TR (v 4 m)_(%Jr%_%)
folgt sofort mit 1 — ¢ < 0, dass mit einer nur von ¢ abhéngigen Konstante
C//// lt
g gilt:
C(/]//Id&mC(V, m)qD(V, m, Q) < 60,45qmu(sn,m)lfq’

und damit )
m n,m\-—1
1@ ()] Ladu(uy) < Cae®* ™ (S™™)a .

4.3 Die Abschitzung der Komponenten von &, (w)

In diesem Abschnitt sollen die Integrale I, (¢) sowie die Terme
S (s )1, (du(w)) 2bgeschitzt werden. Ist dies fiir die letzteren eher Stan-
dard (siehe Unterabschnitt 4.3.4), so miissen fiir die I, () differenzierte

Methoden angewendet werden. Wie man im Folgenden Unterabschnitt 4.3.1
sehen wird, liefert die naive Abschitzung durch Anwenden der Dreicksun-
gleichung nur fiir ,kleine“ 1 eine hinreichend gute Abschétzung. Der Unter-

abschnitt 4.3.2 wird dann eine andere Formel fiir I, () erbringen, mit der

im Unterabschnitt 4.3.3 auch fiir ,,grofie* 1 hinreichend gute Abschitzungen
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erzielt werden konnen. In der folgenden Definition wird nun fir 7 € {0,1}
eine Grenze ¥, gegeben, so dass die erzielten Abschitzungen fiir ¥ < ¢, und
¥ > 19, in etwa gleich gut sind. Dabei ist die Unterscheidung aus einem tech-
nischen Grund notwendig: fiir gegebenes v und m bendtigt man von I}, (1)

und 1)) .. (1) Abschétzungen fiir groBere und kleinere 9 als /0,9 - m/v.

Definition 4.4 Sei fiir v, m € N, m > 2

0,9(m — 2) 9 (v.m) = 0,9-m.

9 =
O(va) v+ 1 ; U

Nach Lemma 2.24 gilt dann fiir 7 € {0, 1} stets ¥-(v,m) € (0,7/2).

4.3.1 Das Integral ], (9) fiir ¥ <9,(v,m)

Im Folgenden Abschnitt werden die Integrale I, (9) fiir kleine Winkel ¢ un-
tersucht, und es wird gezeigt, dass sie sich auf die gewiinschte Art abschéitzen
lassen (siehe Satz 4.3).

Lemma 4.5 Seien v, m € N, m > 2 so, dass eine Heisenberg-Typ-Gruppe
H,,  existiert. Sei ¥ € (0,91(v,m)). Dann gilt: es existiert eine von v, m,
¥ unabhdngige Konstante C so, dass

1)) < C - C(v,m)

mit C(v,m) wie in Satz 4.3.

Beweis: Sei ¥ < ¥1(v,m). Es gilt mit Lemma A.2:

(1_t2)m;3
= ’ —dt cosh A(sinh )™~
cosz?cosh)\—ztsmzﬁ‘smh)\)’”r”””r
1
sinh A\ 2
: ax
()

s (1— )7 o
= / / —dt cosh \(sinh \)™
0 J—1]cosdcosh A —itsindsinh A\|"T™*2
1
sinh A\ 2
: d\
()
2y
= C/ / dtcosh)\(sinh)\)m_l(cosh)\)%d)\
Cosﬂcosh /\)

V+m+ 5
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1 00
- ¢ (1—)"°dt | (sinh \)™ *(cosh \)~+m=D )
(cos®)Tmta J o 0

_ € p(mt D) p(my

Mit der Stirlingformel (siehe Lemma A.8) gilt

Ly (9)]
C m_q1 _m 1l m_ 1 p_ 1 —v_my 1
< (ﬁ)m(m_l)Q m-272m2 2v2 2(V—|—m) 27273
COS 2
C m_q1 v_1 _yx_m, 1
< 2 w2 2(v+m) 2272, (4.8)

—m
(cos '19)”+m+%

Es gilt nun aber mit einer von v, m, ¥ < ¥ (v, m) unabhéngigen Konstante
C:
(COS ,19)7(1/+m+%) < CeD,45m.

Um dies zu beweisen, betrachten wir zuerst den Fall, dass v < 9 ist. Da
eine Heisenberg-Typ-Gruppe H,, ., existiert, gilt nach Lemma 2.22, dass
m < 2logy v+ 3. Offenbar ist dann m beschrénkt. Also existiert ein C' > 0
unabhéngig von v, m und ¥ < ¥ so, dass

(cos 19)_(”+m+%) < Cebm,
Falls aber v > 9 gilt, so ist stets
v>1,8logyv+2,7=1,8logyelogr+2,7. (4.9)
Definiert man ndmlich

f i [9,0) =Rz,
g : [9,00) =R,z 1,8logyelogz +2,7

soist f(9) =9 >5,76+2,7=1,8-3,24+2,7 > 1,8logy, 9+2,7 = ¢g(9), und
fiir v > 9 folgt (4.9) mit einer Standardabschétzung tiber den Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung. Es folgt dann mit (4.9) und Lemma
2.22:

0,9-m 0,9(2logy v + 3)
v o v
~ 1,8logyv +2,7
N v
< 1
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und damit insbesondere auch v — 0,9 - m > 0. Damit ist dann

(cos 19)*(”””*%) < (cos ¥ (v, m))*(”‘Lm*%)

9 u+m+%
= (1—(sin(v,m))*)” 2
y+m+%
< 0,9- m) 2
< (1-
v
v=0,9-m 7179'7”‘*%
_ (1_0,9-m> 2 <1_0,9~m> 2
v v
(4.10)
Der erste Term lisst sich nun mit Lemma A.1 gegen %™ abschiitzen,

da —(v — 0,9 - m)/2 negativ ist. Nun wollen wir uns dem zweiten Term
widmen. Wieder mit Lemma 2.22 und (4.9) ist dann

1,9-m+ 1,9-m+3

<10,9-m)_ 2 S(11,810g2u—i—2,7)_ 2
v v

Da (1 —(1,8logyv +2,7)/v) < 1 ist, kann im Exponenten wieder mit
Lemma 2.22 m gegen 2log, v + 3 abgeschétzt werden, so dass

1,9-m+31
(1 1,810g2y+2,7>22 - (1 1,810g21/+2,7>1’910g2”3’1
14 - v .

Dann ist mit wiederholter Anwendung von Lemma A.1 und (4.10) insge-
samt

(COS ﬁ)—(u-i-m-‘r%)

—1,9logy v—3,1

1,8logo v + 2,7 wEe2 TS

< A (T g2 )
14
( ) 1,9logo v+3,1
v—(1,8logy v+2,7 ~ v—(1,8logg v+2,7)
— 60,45m 1 — 1,810g2y+2,7 2 2
14
_ 1,9logo v+3,1

< OAm <671,810g21172,7> v—(1,8logy v+2,7)
S 060,45m7

da die Funktion f : R>g — R, v+ (1,8logy v+2,7)(1,9logy, v+3,1) /(v —
(1,8logy v + 2, 7)) beschrénkt ist.
Setzt man dies nun in (4.8) ein, so folgt
C m v_1 v_m_ 1
I ) < —————m2 Wi i(v+m) 2z 2t
B < (v+m)
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m_q1 v_1 _v_m 1
< CeOPmmEr s (4 m)T2 2t

v+
NEETIES A N S A
v+m 2 '

Da mit den Lemmata 2.24 und A.1 gilt:
1 1 v+m
<y+m>2<0’ <u+m+2> s
v B v+m o
sowie mit A.8

1 1 v+m
F<V+m+>§06”m<u+m+> ,

2 2
folgt
@) < —— O S m)EtEmE Lm0t
’ L'(v+m+1)
= C-C(v,m).

Wir wollen nun e,,,,, sin9|I7)_; . . o(¥)| fiir kleine 9 abschéitzen.

Lemma 4.6 Scien v, m € N mit m > 2 so, dass eine Heisenberg-Typ-
Gruppe H,, ., existiert. Sei ¥ € (0,91(v,m)). Dann gilt: es ezistiert eine von
v, m, ¥ unabhdngige Konstante C so, dass

€v,m Sinﬁ’IBfl,erQ(ﬁ)‘ < C- C(Vv m)

mit eym, C(v,m) wie in Satz 4.3.

Beweis: Nach den Gleichungen (3.12) und (3.11) geniigt es zum Beweis, den
Betrag von

m—3
2

ot (1 — 12 O b
[ (o
0 J-1 (cos¥cosh A — itsin® sinh \)*T™*3 A
gegen C - C(v, m) abzuschitzen. Mit Lemma A.7 ist

v SINVLY 1 yo(9)]

© 1 9\ m=3 . 1
/ / ( )2 dt(sinh A" <sm > "
0 J-1 (cosdcosh X\ — itsind sinh \)* ™3 A
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IN

1
¢ (1 — ¢ inh A 2
/ / 101 = ) Cdt(sinh )™ (Sm > dA
—1 |cos ) cosh A — itsinz?sinh)\\”*"”ﬁ A

42
C’/ / (1 — )77 _dit(sinh \)™ (cosh \)Z d)

(cos ¥ cosh )\)”+m+ 2

IN

= / (1—t2)m2_3dt/ (sinh A)™(cosh A)~#+™) g
(cosﬁ)”+m+§ 0 0

B c 1 B m+1 v
© (cosg)rtmts m—1 2 '2)°

Dies ergibt sich offenbar, da

1 1 me
- = /t(th) T
m—1 0

Die asymptotische Berechnung dieses Termes ergibt mit der Stirling-Formel
(Lemma A.8)

ley,m sin V1,1 m42 ()|

< —C - ) wrm 1) Y
(Cosﬁ)u+m+§

< — C N dwam) sy
(COS’L9)V+m+§

Der Beweis von Lemma 4.5 zeigt, dass dieser Ausdruck durch C'- C(v,m)
beschrénkt ist.

Gegeniiber der Abschitzung von |1}, (9)| fiir kleine Winkel 9 ist die
Abschétzung von e, p, sin 19|IB_17m+2 (9)| also um den Faktor (v + m)~1/?
besser. a

4.3.2 Das Integral ], (V) fiir ¥ > 9, (v,m)

Wir wollen nun ;). () fiir grofie 9 abschétzen. Dafiir wird auf jedes der In-
tegrale dieses Doppelintegrals der Cauchysche Integralsatz angewendet wer-
den, um eine Abschétzung zu erhalten, die fiir grofie 9 glinstig ist. Ziel dieses
Abschnitts ist der Beweis des folgenden Satzes:

Satz 4.7 Sei T € {0,1}. Seien v € No, m € N>o mit v > 7, falls m > 2
und v > 1, falls m = 2. Sei ¥ € (0 w/2). Dann ist

I,.0) = 2Jm/ /°° £ (—2 sinh(\ + #9) + tcosh A) "2 gt
(14 tsin 79)”+m+§

1
(cosh(A + i)™ sinh (A + i) ( ShALI) ) 2
| (55)”

(cosh \)V 2 +!
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Fiir den Beweis werden verschiedene Lemmata benutzt, die im Folgenden
bereitgestellt werden. Fiir den endgiiltigen Beweis siehe Seite 79.

Als erstes wird der Cauchysche Integralsatz auf das innere, von der Bessel-
funktion J,, /5_; herstammende Integral angewandt werden. Dafiir wird also
fiir jedes feste A > 0 ein Holomorphiebereich der Funktion

m—3

(1-22)""

(cos ¥ cosh A — iz sin ¥ sinh )\)”+m+%

iz

angegeben, so dass sich das innere Integral iiber den Weg [—1, 1] als Integral
iiber andere Wege in diesem Holomorphiebereich berechnet.

Bemerkung 4.8 In den Definitionen und Lemmata 4.9 bis 4.29 seien 7, v,
m, 9 wie in Satz 4.7.

Definition 4.9 Sei fiir A € Ry

Q) :=C\ ((—o0,—1] U [1,00) U {—ircotdcothA|r > 1}).

4

-icot ¥ coth A

Lemma 4.10 Se: fiir A > 0

m—3

(1-22)"

(cos ¥ cosh A — iz sin ¥ sinh )\)”+m+%

fA:Q)\—>(C, Z =
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wobei die Potenz mittels des auf der geschlitzten Halbebene C\R<q definier-
ten Hauptzweiges des Logarithmus definiert sei. Dann ist fy holomorph.

Beweis: Zuerst wird bewiesen, dass die Funktion z — (1—22)(m=3)/2 auf Q,
holomorph ist. Dies ist klar im Fall eines ungeraden m, aber nicht im Fall
eines geraden. Fiir z € Q, ist 22 ¢ R>1, also 1 — 22 ¢ R<g. Definiert man
den Hauptzweig des Logarithmus auf der geschlitzten Halbebene C\ R<q,
so ist damit der Logarithmus von 1 — 22 und damit auch (1 — z2)(m=3)/2
wohldefiniert unabhéingig davon, ob m gerade oder ungerade ist.

Damit ist dann natiirlich die Funktion
m—3

2 (1=2%)"2

auf Q0 holomorph.
Nun soll gezeigt werden, dass auch die Nennerfunktion

z +— (cos ¥ cosh A — iz sin ¥ sinh /\)*(’”Lm*%)

auf ) holomorph ist. Dafiir reicht es offensichtlich zu zeigen, dass fiir
jedes z € Qy gilt: coscosh\ — izsin¥sinh A ¢ R<g. Da z € Q) gilt
z ¢ {—ircot ¥ coth A|r > 1}, und damit folgt fiir alle s < 0: mit

s
=1-—>1
r(s) cosvcosh A —

ist
z # —ir(s) cot ¥ coth \.
Dann folgt:

cost cosh A —izsind¥sinh A # cos® cosh A — r(s) cot ¥ coth A sin ¥ sinh A
= cosvcosh A — r(s)cosv cosh A
(1 —r(s))cosvcosh A

= S’

d.h.
costtcosh A — izsin¥sinh A # s fiir alle s <0

bzw.
cos cosh A —izsindsinh A ¢ R<g.
Dann ist aber auch die Funktion
z + (cos ¥ cosh A — iz sin ¥ sinh /\)_(”+m+%)

auf € holomorph. a
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Bemerkung 4.11 Ferner gilt offenbar fiir alle z € Qy: —z € Q) und damit

m—3

1-2)%
(cos 9 cosh A + iz sin @ sinh \)* 7 +2

= fil?). (4.11)

(=2) =

Diese Beobachtung wird im Folgenden niitzlich sein.

Definition 4.12 Fiir A > 0 sei

~cosh(A —v)
TP W

Bemerkung 4.13 Dann ist

iCOS ¥ cosh A — ¢sin¥ sinh A

sinh A
= sind + icosd coth A,

Uy —

und damit
lua|? = (sin®)? + (cos¥)?(coth \)? > 1.

Dann ist also 1/]vy| < 1, und fiir alle € € (0,1/]v,|) gilt:

1 1
Ctefon] < —14 —Jun| = 0= 1 — —Jup| < 1 —zlu].
Y Y

Definition 4.14 Sei nun fiir alle N € N, e € (0,1/|vy])

Vi [—1+¢lval, 1 —¢lvp]] — C, t—t

Y2\N [, N] — C, t— 1+ tvy

BANe &N —C, t —1 =1y = =y Ne(t)
Yare : [0,m—argvy] — C, t—1—clvyle™™

V5,\,¢ [0,7 —argvy] — C, t —1+¢clvylet = —Yare(t)
Y6,0,N [—(1+ Nsind),1+ Nsind] - C, t+— t+iN costcoth\.
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V6,0, N

V2,\,N,e

Y4\ e

-1 —1+4e€lvy] Te 1—elvn] 1

it

-icot ¥ coth A

Wir wollen nun zeigen, dass die Vereinigung dieser Integrationswege ein
geschlossener Integrationsweg in §2) ist.

Lemma 4.15 Sei N € N, € € (0,1/|vy]). Dann bildet v1,cU~yaxcUv2x NeU
—Y6 AN U =13 \N,e U =5 €inen geschlossenen Integrationsweg in .

Beweis: Sei N € N, e € (0,1/]vy]). Es gilt

YeaNe(N) = 1+ Nuy
= 1+ N (sin? 4 icosv coth \)
= 1+ Nsind + iN cos ¥ coth A,
Y3aNe(N) = =12 ne(N) = —1 = Nsind 4 iN cos v coth A.

Damit ist dann
Yo N (1 4+ Nsind) = y9 3 ne(V),

Yo AN (—(1 + Nsindd)) =3 N (V).
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Weiter ist
Yare(0) =1 —elun| = 11..(1 —€lva]),

’74,)\,5<7T —arg U)\> = 1 - €|UA‘e—i(ﬂ'—arguA)
1+ €|UA‘eiargv>\
1+ cevy

= YeaNe(e),

Y re(0) = =1+ elvp| = 11(—=1+€lval),

Ysre(m—argvy) = —Yare(m —arguvy)
= —maANe(E)
= ANe(E).

Damit ist nun gezeigt, dass die Vereinigung obiger Wege einen geschlosse-
nen Weg darstellt. Dieser liegt komplett in 2y, da fiir alle A > 0, N € N,
e € (0,1/|vyl), t € [e, N] gilt:

Jm(y2aNe () = Tm(vaaNe(t) = teosd coth A > 0,

also gilt

V2N (1) € Y3 Ne(t) € Q.
AuBlerdem ist fiir alle ¢ € (0,7 — argv,]

Im(yaane(t) = Jm(l—clvale™™)
—el|vy|sin(—t)

= cluy|sint
> 0,

Tm(ysane(t) = Tm(=1+efvrle™)
= ¢lvy|sint
> 0

und damit gilt dann auch
Yare(t) € Qay Y5ae(t) € Qa.

Ferner ist offensichtlich auch 74 5 -(0) € Q, v51(0) € Q).
Firt € [-(1 4+ Nsind),1 4 N sind)] gilt:

Jm(ve N (t)) = N cosdcoth A > 0,

also ist auch
Yo N (t) € Q.

Damit bildet 1 Uy4xe U2 Ne U =638 U =73 N U =75 )¢ einen
geschlossenen Integrationsweg in 2. O
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Bemerkung 4.16 Mit dem Cauchyschen Integralsatz ist fiir alle N € N,
e € (0,1/[val)

[ oneus = <[ neee [ e [ e
s pes [ pee
V3,0, N e V5,06

Es sollen nun erst die Integrale iiber 74 ) . und 75 ) . betrachtet werden.

Lemma 4.17 Sei A > 0, y4 1., V5,0, wie in Definition 4.14. Dann gilt:

lim fa(z)dz =0 = lim fa(z)dz.
e=0 Y4\, e e—0 Y5,\,e

Beweis: Seie € (0,1/[vy]), t € [0,m1—argv,]. Dann gilt [1—~4 5 (¢)| = €|va|.
Ferner existiert ein C) y so, dass fiir alle z € M) mit

My :={z[0 < |z—1| <1lund arg(z — 1) € [argvy, 7|}

gilt:
m—3
1+ z| 2
| cos ¥ cosh A — iz sin ¥ sinh )\]”+m+%

Es folgt fiir alle t € [0, 7 — argwy], da 1 — 22 = (1 — 2)(1 + 2):

< Chy-

m=—3
|fx (ane@®) | < (glual) 2 Chw
und damit

m

m—3
< 271’8’1))\‘(6‘1))\’) 2 C)\’g.

A G

Da (m—3)/2+1 > 1/2, existiert der Limes von [ f\(2)dz fiir € — 0,
und es gilt .

lim (z)dz = 0.

e—0
Y4,\ e

Da nach Bemerkung 4.11

T—arg vy
/ f(@)dz = / FrOrsne ()7 o ()
Y5,\,¢ 0

- /megvA In(=vane(1)) (_74/1,/\,5(75)) dt
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0

T—arg vy
- / PGare () (Bt

gilt also auch, dass

Definition 4.18 Seien nun fiir alle N € N folgende Integrationswege gege-
ben:

- D [-1,1] — st
YN ¢ [0, ]—> t— 1+ tuy
Y3 AN [0, N] — t— —1—toy = =y \n~(t)
Y6, 0N [—(1+ sm19) 1+ Nsind] — C, t~—t+iN cosdcothA
Y6, N
T Ux
Y3,\N Y2,AN
-1 il 1
it
-icot ¥ coth A

63



Bemerkung 4.19 Es gilt, da f) iiber v, ) v integrierbar ist:

lim fa(z)dz = / fa(z)dz
V2,\,N

e—0
Y2,\,N,e

und genauso

lim/ fA(z)dz:/ a(z)dz.
e—=0 Y3,\,N,e Y3,\,N

Natiirlich gilt aber fiir den Weg ~; .: Der Limes von fw _ fa(z)dz existiert
und ’

lim fA(z)dz—/ fia(z)dz

e—0

Yi,e

Korollar 4.20 Aus den Bemerkungen 4.16 und 4.19 sowie Lemma 4.17
folgt fiir alle N € N:

/71 H()dz = —/WA’N fA(z)der/%’A’N fA(z)der/%’A’N Fr(2)dz.

Lemma 4.21 Es gilt:

lim / fa(z)dz = 0.
Y6, N, N

N—oo

Beweis: Fiir das Integral iiber den Weg 6\ v gilt

/% . a(z)dz

- /1+Nsm19 (1 — (t + N cosd coth /\)Q)m_3 dt
(1+Nsin¥) (cos ¥ cosh A — i(t + N cos ¥ coth \) sin ¥ sinh )\)”+m+2

B /1+Nsm19 |1 — (t + i cos ¥ coth \)? |T

~ J—(14Nsinv) | cos ¥ cosh A — i(t + iN cos ¥ coth \) sin ) sinh )\|l’+m+%

Dabei gilt fiir den Nenner des Integranden:

MRe(cos v cosh A — i(t + N cos ¥ coth \) sin ¥ sinh A
= costcosh A + N cos ¥ sin ¥ cosh A
> N cos¥sin cosh A,

also

| cos ¥ cosh A — i(t + N cos ¥ coth \) sin ¥ sinh A| > N cos ¥ sin ) cosh .
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Da fir t € [-(1 + Nsind),1 + N sind] gilt

1 < NZ%(coth))?
[t|] < 14+ Nsind <1+ N < NcothA+ N cothA = 2N coth A,
NcosdcothA < N cothA,

folgt im Zahler des Integranden:

|1 — (t 4+ iN cos ¥ coth \)?| 1+ (|t| + N cos ¥ coth \)?
NZ%(coth \)? + (2N coth A + N coth \)?

= 10N?(coth \)2.

<
<

Dann gilt insgesamt im Fall m > 3, da die Linge des Integrationsweges
2(1 4+ N sind) betragt:

[YMN a(z)dz

und somit

m=9
2

1077 N™3(coth \)™—3

< 2(14 Nsinv) Y - el
NYT"72 (cos ¥ sin ) cosh A)V 772

lim / fa(z)dz = 0.
Y6, N

N—oo

Im Fall m = 2 ist (m—3)/2 = —1/2, und es gilt im Zahler des Integranden:

1 — (t+iN cos ¥ coth \)?
= 1—1t>—2tiN cos coth A + N?(cos9)?(coth \)2.

Falls [¢t| < 1, so lésst sich der Betrag hiervon nach unten abschéitzen gegen

|1 — (t4iNcos®¥coth \)?| > |1 —t2+ N?(cos9)?(coth\)?|
NZ%(cos¥)?(coth X)?

>
> N(cos®)?coth .
Falls hingegen |t| > 1 ist, so gilt

|1 — (t +iN cos¥ coth \)?| > 2tN cos®coth A
> N(cos®)?coth \.
Also gilt in jedem Fall

|1 — (t + N cos ¥ coth \)?| > N(cos¥)? coth A.

Damit ist dann

|1 — (t + iN cos ¥ coth >\)2\—% < N_%(cos 9)~Y(coth )\)_%.
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Im Fall m = 2 gilt also die folgende Abschéitzung:

/76 . a(z)dz

und offensichtlich konvergiert auch letzterer Ausdruck fiir N — oo gegen
0. Damit ist also in jedem Fall

N2 (cos¥)~!(coth )\)_%

(N cos ¥ sin ¥ cosh )\)”+2+% ’

< 2(14 Nsind)

lim / fr(z)dz = 0.
Y6,\, N

N—oo

Lemma 4.22 Sei A > 0. Es gilt:

f(z)dz

7
— 9m /°° £ (—2isinh A + tcosh()\l— 113‘)mT_3 gt
0 (1 + tsing)” "2

(sinh \)~m+2
(cosh(A — i)V T2+ |

Beweis: Es gilt fiir alle A > 0, ¢t > 0:

B 2 4 _cosh(A — i9)\?
L= (ran()” = 1 <1+tzsinh)\
o s 2
_ —2tiCOSh(>\ i) 2 (cosh(A — iv}))

sinh A (sinh )2
= (—2isinh A + t cosh(\ — i19))t cosh(\ — 309)(sinh \) 2.

Sei fir A>0,¢t>0
z1 = —2isinh A + ¢ cosh(\ — v)
= tcos?cosh A — 2isinh A — it sin ¥ sinh A,
z9 = cosh(\ — i) = cos ) cosh A — isin ¥ sinh \.

Dann gilt:
Rezy > 0, Rezo > 0.

Damit sind dann mit dem 1.Hauptzweig /- der Wurzel
V21, V725V 2172
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definiert und es gilt
JAm = VAV
Da ferner ¢, sinh A > 0 gilt

V z122t(sinh \)—2 = JZ\/Zt% (sinh /\)71.

Es folgt

N

(1= (aan(8)?)? = (—2isinh A+t cosh(A—iw))? (cosh(A—i?))2£2 (sinh A) !

und insgesamt

m=3
(1= (yoan(t)?) 2
= (—2isinh A+ tcosh(\ — i)™= (cosh(\ — i) "2 ¢"% (sinh \)~ (™3

Ferner gilt fiir alle A >0, N € N, ¢t € [0, N]

cos ¥ cosh A — iy \ n(t) sin ¥ sinh A
= cosz?cosh)\—i(l—ktiw
sinh A
= cosvcosh A —isin¥sinh A 4+ ¢t cosh(A — i¥) sin
= cosh(\ —i9) 4 tsin ) cosh(\ — iv)
= (1+tsind)cosh(A — iv),

) sin ¥ sinh A

und da 1+ ¢sin® > 0 und Re(z2) > 0:

— (1+ tsin®)? (cosh(A — i¥))?,

D=

((1 + tsin) cosh(A — 1))
und damit
((1+tsind) cosh(A _iﬁ))y+m+% = (1+tsin 19)”+m+% (cosh(A—W))”*mJF%.
Damit gilt dann

I(r2an(t))
(—2isinh A + ¢ cosh(A — i9))“Z ¢ "2 (cosh(\ — i9)) ™" (sinh \)~"+3
(1 + tsin9)* ™+ 2 (cosh(\ — i)V tm T2

sowie b\ i9)
p .cosh(A —1¢
t = = ]—
VQ,,\,N( ) =v\ =1 sinh \
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Es folgt fiir oz n:

/w’A i a(z)dz

N
- /0 SO ()0 (B)dt

B /N (—2isinh X + ¢ cosh(A — i9)) ™2 ¢ "2 (cosh(\ — i9)) ™" (sinh \)~™+3
0 (1 + tsin )"+ +2 (cosh(\ — i9))V+m T2
_cosh(\ — 99)
N sinh A di

m—3
2

_ i/N "2 (—2isinh A + t cosh(\ — i¥))) (sinh \)~™m+2
0 (1+tsing)” "2 (cosh(\ — i) T3+
(4.12)

Fiir 3, v gilt mit Bemerkung 4.11:

N
/ fa(z)dz = / I AN ()3 v (t)dt
V3, N 0

— /ON Ix(=r2n(t)) (_%’A’N(t)) “

N
- - / o n (D)7 ()t

- [ neu
Y2,\,N
das heifit

_ A - fa(z)dz + /7 . Mh(dz = - A . fA(z)dz—W

= —29%/ fa(z)dz. (4.13)
V2,0, N

Nun soll gezeigt werden, dass imy_. /. fa(z)dz existiert. Dies gilt,

V2,0, N
falls limy o0 fw v |[/A(2)]dz existiert, und dafiir reicht es zu zeigen, dass

m—3
2

dt

/N t"2"| — 2isinh A + ¢ cosh(\ — i0)|
0 (1+ tsing) Tz

fiir N — oo konvergiert. Da aber

| — 2isinh A + t cosh(A — )| < 2cosh A + tcosh A,
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ist dieses Integral im Fall m > 3 durch

m—3
2 m—3
2

N m=3
/ tz @2+ dt(cosh \)
0

(1 +tsin 19)”+m+%
beschriankt. Der Limes dieser Folge von Integralen existiert, also gilt mit
Y2 ¢ [0,00) = C, t— 1+ tuy,

dass

N—oo

a(z)dz = lim/ fa(z)dz
V2,0, N

Y2,

existiert. Daraus folgt sofort, dass

N—o0

lim D‘ie/ fr(z)dz
Y2\, N

existiert, wobei die Existenz dieses Grenzwerts auch mit Korollar 4.20,
Lemma 4.21 und (4.13) folgte.
Im Fall m = 2 gilt

| — 2isinh A + tcosh(A — )] = | — 2isinh A\ + ¢t cos¥ cosh A — it sin ¥ sinh |
2sinh A + ¢sin ¥ sinh A

>
> 2sinh ),

und damit ist in diesem Fall das Integral beschrinkt durch

/N t~2(sinh )2
0o (

1+ tsin 19)”+2+%

Da auch hier offensichtlich der Grenzwert fiir N — oo existiert, ist

/VMN a(z)dz

in jedem Fall fiir N — oo konvergent. Insgesamt gilt also mit Korollar
4.20, Lemma 4.21 und den Gleichungen (4.12) sowie (4.13):

fa(z)dz

71

- lm (— / G / B / N fA(Z)dZ>

= lim (—Z%e/ f,\(z)dz—l—/ f,\(z)dz>
N—oo V2,0, N V6,0, N
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N—oo N—o0

= -2 lim 9%/ r(z)dz + lim / fa(z)dz
Y2,\,N Y6,\,N

= —2%¢ lim A (z)dz

N—
& Y2,\,N

= —2Re [ fi(2)dz

V2,2

. m=3
~ 99m / t7T ( 2isinh A + tcosh()\l— i9)) 2 @t
0 (1 +tsing)" T2

(sinh \)~m+2
(cosh(\ —409))»+=2+1 |

O
Korollar 4.23 Es gilt:
,(0)
- 2Jm/ /OO "2 (—2isinh A + tcosh(/\l— u?))mT_g 0
(1 +tsing)" "tz
(ot s (22}

(cosh(\ — 09))»+3 +1

Beweis: Es ist mit Lemma 4.22:

15 (9)
1
o) . .
- / fa(z)dz(cosh \)7 (sinh \)™ ! (sm/\) :
0 Jm 3

_ /oo 2jm/0<>t T ( 2zsmh)\—|—tcosh()\1— w))mT_gdt
0 0 (1 +tsing)" "2

inh \)—™+2 inh 1
‘ (oin /\.) 7 ) (cosh \)"(sinh )™~ ! (Sm /\> ’ d\
(cosh(\ — 219))”“‘**'1 A

o\ m=3
_ 2§m/ / t" 7 —2i Slnh)\—i-tCOSh()\l— i) 2 r
(1+ tsinﬂ)”+m+§

(cosh \)™ sinh A (Smh)‘)
(cosh(\ — i)+ 3 +1

d.

O
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Nun wird noch einmal der Cauchysche Integralsatz angewendet, diesmal
beziiglich der A-Integration. Dabei wird der Integrationsweg iiber Rsg in
die komplexe Zahlenebene verlegt. Dies hat den Hintergrund, dass spéter
das Integral absolut abgeschéatzt wird und die Oszillationen hoher negativer
Potenzen des Terms cosh(z — i¥) sich bei grofem Winkel ¥ negativ auf die
Abschétzung auswirken.

Dafiir wird nun also ein Holomorpiebereich = des Integranden gesucht.

Definition 4.24 Da ¢ < 7/2, gilt ¥/2 —7/4 < 0.
Seien

== {2 € C|Imz € (9/2 — v/, w/2)}\ {it| t € (9/2 — 7/4,0]}

vl

~.
=
(SIS
|
1R
2

und auf = fiir t € [0, 00) folgende Funktionen definiert:

g : =Z—C,
_ . . .
s (—2isinh z 4 t cosh(z — zﬁ))TS (cosh 2)7 sinh z (%) 2
(1 +tsin 19)”*””% (cosh(z — i9))* T2+

Z

Lemma 4.25 Seien firt € [0,00) die g;, = wie in Definition 4.24. Dann
gilt: fiir jedes t € [0,00) ist mit dem auf der geschlitzten Halbebene C\ R<g
definierten Hauptzweig des Logarithmus g auf = wohldefiniert, fiir jedes
z € E ist g1(z) tber R>g in t integrierbar und mit

g:2—C, z»—>/ gt(z)dt
0

gilt: g ist auf = holomorph.
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Beweis: Betrachte fiir alle ¢ € [0, 00) die ganze Funktion
z +— —2isinh z 4 t cosh(z — i¥).

Diese ist offensichtlich holomorph auf =. Aber auch

m—3
2

z +— (—2isinh z 4 t cosh(z — i1}))

ist auf = mit dem ersten Hauptzweig der Wurzel wohldefiniert und holo-
morph. Wir zeigen dafiir, dass —2isinh z + ¢ cosh(z — 1) nie in R<q ist,
da in diesem Fall der (auf der geschlitzten Halbebene C \ R<( definierte)
Logarithmus und damit jede Potenz von —2isinh z + ¢ cosh(z — i) wohl-
definiert ist.

Es gilt fur alle z € =, z = o + iy:

—2isinh z + ¢ cosh(z — 1)
= —2i(cosysinhx + isiny coshx)
+t(cos(y — 9) cosh x + isin(y — ) sinh z)
= 2sinycoshx + tcos(y — ) coshz
—2i cosysinhz + tisin(y — 9J) sinhz
= coshz(2siny +tcos(y — ¥)) + isinh x(—2cosy + tsin(y — ).
(4.14)

Offensichtlich ist die Unterscheidung in die Fille y > 0 (1.Fall) sowie y < 0
und x # 0 (2.Fall) vollstéindig. Zuerst jedoch sei folgendes bemerkt: ist
x4y € E, so gilt

——<———<y<i (4.15)
und

_,<_7_f:7_ﬁ_ﬁ<y—ﬁ<g (4.16)

also sowohl y € (—m/2,7/2) als auch y — 9 € (—7/2,7/2).
Sei also zuerst y > 0. In diesem Fall gilt mit (4.14), (4.16) und siny > 0
fiir den Realteil von (—2isinh z + t cosh(z — i1})):

Me(—2isinh z + tcosh(z — i) = coshz(2siny + tcos(y — V)
> tcos(y — V)
> 0.

Somit ist (—2isinh z + ¢ cosh(z — i)™ ~3)/2 wohldefiniert.
Sei nun y < 0 und =z # 0. In diesem Fall gilt fiir den Imaginérteil von
—2isinh z + t cosh(z — @) mit (4.14):

Jm(—2isinh z + t cosh(z —i¥)) = sinha(—2cosy + tsin(y — )).
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Wegen (4.15) gilt cosy > 0. Da tsin(y — ) < 0, und wegen x # 0 auch
sinh x # 0 ist, folgt

Jm(—2isinh z + ¢ cosh(z — iv9)) # 0.
Dann ist also auch in diesem Fall und folglich fiir alle z € =

(—2isinh z + t cosh(z — u?))mT_3
wohldefiniert und
m—3
2

z +— (—2isinh z 4 t cosh(z — i1}))

holomorph auf =.
Da wegen (4.15) fiir alle z = = + iy € E gilt: cosy > 0, folgt fiir alle
r € R>o im Fall x # 0 mit sgn(sinh ) = sgn(x):

cosysinhz # —rzx.
Im Fall x = 0 gilt y # 0, und damit
siny coshz = siny # —ry,
da sgn(siny) = sgn(y). Damit ist fiir alle z = x + iy € =
sinh z = cosysinhx + isiny coshx # —r(x + iy),

also )
sinh z

%+ —r.

z

1
sinh z \ 2
Z
z

wohldefiniert und holomorph auf =. Ferner gilt fiir z = = 4 iy € = mit
(4.16): cos(y — ) coshx > 0, und damit

Damit ist dann

cosh(z — i) = cos(y — V) coshx — isin(y — ) sinhz ¢ R<g.

Damit ist dann .

= m
(cosh(z —i))* T2 1!

auf = wohldefiniert und holomorph.

Insgesamt ist also fiir jedes ¢ € [0, 00) die Funktion g; als Produkt von auf
= holomorphen Funktionen auch auf = holomorph.

Ferner gilt fiir jedes z = x + iy € = mit Lemma A.5 im Fall m > 3:

sinh 2

| cosh z| < coshz, | sinh z| < coshz, < Ccoshz,

z
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und damit

|9:(2)]
m—3 m—3

. 1
t 2 (—2isinhz + tcosh(z —i9)) 2 (coshz)” sinhz (—szhz) 2
(1 + tsing) e (cosh(z — i)+ 2 +1

_ — B 1
5 (2] sinh z| + ¢| cosh(z — u9)|)T3 | cosh z|™| sinh z| ‘bmthP

(1+tsin 19)”+m+% | cosh(z — i) T2+

IN

m—3

CtmTig (2coshx +tcoshz) 2 coshx coshz(cosh a:)%
(11 tsing)y ™5 (cos(y — 0)cosha)* 11

IN

m—3 m—3
t 2 (2+1t) 2
(1 +tsin19)l’+m+%
m—3 m—3
t7 2 (241t) 2
(1 +tsin19)”+m+%

= C(cos(y —9))~¥+2 ) (coshz) ™"

—(u+%+1)(

< Gy coshz)™” (4.17)

mit Cy := min {cos (7/2 — V), cos (—m/4 —9/2)}. Damit existiert offen-
sichtlich [ g¢(z)dt.

An den Fall m = 2 muss etwas differenzierter herangegangen werden. In
diesem Fall ist die Potenz (m — 3)/2 von —2isinh z + t cosh(z — i) ne-
gativ, weswegen eine Abschitzung nach unten benttigt wird. Fiir jedes
e € (0,19/2) sei folgende Menge definiert:

Ec:==2N{z=a+1y| |z|] > codery > e}.

Wie eben gezeigt wurde, ist fiir jedes ¢ € [0,00) die Funktion g; auf =
holomorph.

Sei nun ¢ € (0,9/2). Es gilt fiir jedes 2 = x +iy € Z. mit y > e: siny > 0,
und mit (4.16): ¢ cos(y — ) > 0. Damit ist dann im Fall y > & mit Formel
(4.14):

| — 2isinh z + t cosh(z — i)| > coshx(2siny + t cos(y — ¥)) > sine.

Nun soll der Fall y < e betrachtet werden. Da z € E,, gilt || > . Es folgt
cosy > 0, und mit (4.16) ist auch sin(d¥ — y) > 0. Damit ist dann wieder
mit Formel (4.14) in diesem Fall

| — 2isinh z + ¢ cosh(z — )|

v

|sinhz|(2cosy + tsin(d — y))

sinh € min < cos Q cos Q—E
B 2)’ 2 4/

da y <e <19/2. Also existiert ein Cy . so, dass

V

| — 2isinh z + ¢ cosh(z — i19)|_% < Cye.
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Es folgt, analog zu obiger Rechnung, fiir jedes z € =, t € [0, 00):

D=

-
(1 +tsin 19)"+2+%

()] < Cy Py c(coshx) 3 (4.18)

Damit ist |g.(z)| auch im Fall m = 2 zumindest auf jedem =. unabhingig
von z durch eine in ¢ integrierbare Funktion beschrinkt.

Genauso wie |g(z)| sind im Falle jedes beliebigen m € N>y auch die
partiellen Ableitungen des Real- und Imaginérteils von g; auf jedem =,
unabhéngig von z durch eine in ¢ integrierbare Funktion beschrénkt. Dann
gilt aber nach dem Satz iiber Differenzierbarkeit parameterabhingiger
Integrale, dass Real- und Imaginérteil von ¢ differenzierbar sind und dass
das Ableiten unter das Integralzeichen gezogen werden kann. Die Cauchy-
Riemann-Differentialgleichungen gelten dann fiir g auf =, da sie fiir alle
gr mit ¢ > 0 gelten. Damit ist dann auch g auf =; holomorph. Da dies fiir
beliebig kleine € gilt, muss g auch auf = holomorph sein. O

Bemerkung 4.26 Wie aus Ungleichung (4.17) sofort ersichtlich ist, gilt fiir
alle z =z + iy € = im Fall m > 3:

m—3 m—3
2

© tTz (241)

dt
(1 + tsing) ™2

o) < 6 cosha)
0
= Cl(coshx)™"

mit
m—3
2

m—3
(pam ottt (24t
C{?chﬁ(+2+l)/ - ( +) 1
0 (14 tsing)’ ™tz
und im Fall m = 2 folgt mit (4.18) fiir alle z = z + iy € E, € € (0,9/2):

)

g(z) < C§(cosh x)"“r% (sin 5)_%
falls y > e,
g(z) < Cf(cosh :c)_”+%(sinh 5)_%

falls y < e und mit
1
—(v Y 9 B e t~
Ch = Cﬁ( +2) (min {COS () , COS ( — W) }) / —dt.
2 2 4 0 (1 +tSin19)V+2+§

Wir werden nun auch auf g den Cauchyschen Integralsatz anwenden. Das
eigentliche Ziel ist es, die Integration von R>o auf die Halbgerade {z €
C| Imz =i, Rez > 0} zu verlegen. Dafiir bendtigen wir folgende Definition
von Wegen:

N
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Definition 4.27 Seien fiir alle M € N>g, € € (0,9)

01,M,e [57 M] —C, A=A

oM [0,M] = C, A+ A,

o1 [0,00) = C, A+ A,

o.M [0,9] = C, X+ M+ i,
o3.M [0,M] - C, X+ A+,
03 [0,00) = C, A+ X+,
04 [€,9] = C, A},

o4 [0,9] = C, A i),

O5.¢ [0,2] = C, A~ ee.

(SIE

v

O 02,
05)

Q.
=
NS
|
~1a
-

Lemma 4.28 Mit 01, o3, o4 wie in Definition 4.27, g wie in Lemma 4.25
gilt: g ist iber o3 und o4 integrierbar und

/al g(z)dz:/USg(z)dz—{—/mg(z)dz.

Beweis: Fiir alle M € N>o, € € (0,9) gilt: 01 pc Uoo U —03. U =040 U
—o05, bildet einen geschlossenen Integrationsweg in =. Wegen der Holo-
morphie von g auf E (siche Lemma 4.25) folgt daher fiir alle M € Nxo,
e €(0,9):

0 :/ g(z)dz+/ g(z)dz—/ g(z)dz—/
01,M,e o2, M 03, M o4

Falls m > 3, gilt fiir das Integral iiber o5, mit C}; wie in Bemerkung 4.26:

/05,5 g(z)dz

76

g(2)ds— /U gl

€ €

< 2meCy,




das heifit,
lim g(z)dz = 0.

e—0
05.¢

Falls m = 2 ist, so betrachten wir g auf =, 5. 05 ([0, 7/2]) liegt dann ganz
in 2, /o, da fiir ein z + iy € 05.([0,7/2]) stets gilt: 2% + y* = €2, und
damit z > ¢/2 oder y > ¢/2. Der Weg o5 . unterteilt sich disjunkt in die
Teilwege 0'51)"5 und U;E, wobei die y-Komponente von aé,g(t) stets < g/2

sei, und die von o3 _(t) stets > £/2 sei. Dann gilt aber

/05,59(2)61,2 /01 g(2)dz /ag g(2)dz

5,e

_ 1
2meCly (sinh (g)) + 27eCy (sin (%)) ’.
Damit konvergiert dieser Ausdruck fiir & — 0 auch im Fall m = 2 ge-
gen 0. Da g auf = im Fall m > 3 stetig und beschrinkt ist, existieren
lim._,o fUl .. 9(2)dz und lim. o f045 g(z)dz und es gilt:

IN

+

= ®

IN

lim g(z)dz = / g(z)dz,
o1,M

N
e—0 O01,M,e

lim g(z)dz:/ g(z)dz.
e—0 o4

04,e
Aber auch im Fall m = 2 gelten diese Aussagen, da |g(x + iy)| sich um die
0 herum auf der z-Achse hochstens wie (sinh w)_% bzw. auf der y-Achse
wie (sin y)_% verhélt. Es folgt fiir alle M € N>o:

0= /JLM g(z)dz + /UZM g(z)dz — /US,M g(z)dz — /04 g(z)dz.

Fiir das Integral {iber den Weg o2 3 gilt
9
| sz = [ glona)atu()ax
o2, M 0

9
= z/ g(M +iX)dA,
0

und mit Bemerkung 4.26 folgt

/ g9(2)dz
02, M

9
< / lg(M + iX)|dA
0

< 9CY (cosh M)_”+%.
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Es gilt also
/ g(z)dz — 0 fir M — co.
02, M

Da das Integral iiber o4 nicht von M abhéingig ist und limp;_, o fol o g(z)dz
wegen Bemerkung 4.26 existiert, gilt: 7
/ g(z)dz
o1
= lim g(z)dz
M—o0 o1,M
= lim —/ g(z)dz +/ g(z)dz —|—/ g(z)dz | .
M—o0 02, M 03, M o4
Da
lim / g(z)dz +/ g(2)dz :/ g(z)dz
M—o0 o2, M o4 o4
existiert limp—.oo [, g(2)dz mit
lim g(z)dz —/ g(z)dz,
M—o0 o3,M 03
und es gilt insgesamt
/ g(z)dz = / g(z)dz +/ g(z)dz.
o1 o3 04
O

Lemma 4.29 Es gilt:
/ g(z)dz € R.
04

Beweis: Fiir alle A € (0,9] gilt, dass

o4(A))
iN)

m—3

9(
= g(
—2isinh(i\) + ¢ cosh(iA — zﬁ))mTi?j

[
— ‘ dt
0 (1 +tsing)" T2

1

NNNT . sinh(z\) 2

(cosh(i\))7 sinh(i\) (f)
(cosh(iX — i09))+= T
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_ m— Lol
B Z,/OO " (251nA+tcos(A—19))T3 (cos A)7sin A (8122)>
0 (14 tsin 19)”+m+% (cos(A — 9))" 2+
€ iR,
und damit

v 9
/U 9(z)dz = /O g(o4(N))os(\)d = i /O g(aa(\)dr =: CJ" € R.
0

Nun sind alle benotigten Hilfsaussagen bewiesen, und wir kénnen uns dem
Beweis von Satz 4.7 zuwenden.

Beweis: (von Satz 4.7).
Es gilt mit Korollar 4.23 sowie Lemma 4.28 und Lemma 4.29:
o
7.9 = 2im /0 g(\)dA
= 23m/ g(z)dz
o1
= 23m/ g(z)dz,
o3
also

17 (0)

v,m

. /oo /oo £7" (—2isinh(X\ + i) + tcosh N »
0 Jo (1+tsind)" "2

1
(cosh(A + i9))™ sinh(\ + i) (M) 2
dA.

A+id
(cosh \)¥+2+1

4.3.3 Abschétzungen von I, (9) fiir © > 9.(v,m)

Im vorangegangen Kapitel wurde das abzuschitzende Integral I, () mit-
hilfe des Cauchyschen Integralsatzes auf eine Form gebracht, die bei der
naiven Abschitzung (Majorisieren des Betrags des Integrals durch das In-
tegral iiber den Betrag des Integranden) fiir ¢ nahe 7/2 bessere Ergebnisse
liefern soll als die der urspriinglichen Form. Zuerst wird in Lemma 4.31 fiir
m > 3 der Term I, (9) gegen einen Ausdruck B, () abgeschitzt. In den
folgenden drei Abschnitten werden dann drei Fille unterschieden: zum einen
der Fall eines ungeraden m > 3. Dies ist der technisch aufwéndigste Teil.
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Der darauffolgende Abschnitt deckt den Fall eines geraden m > 4 ab. Wie
man sehen wird, kann die Abschitzung hier auf den vorangegangenen Fall
eines ungeraden m reduziert werden. Der letzte der drei Abschnitte wird sich
dann der Vollstdndigkeit halber mit dem Fall m = 2 beschéftigen. Bekannt
war ja seit [LP], dass die Operatornorm des Vektors der Riesztransforma-
tionen fiir p € (1,00) von L (H,,2) nach L” (H,2) nicht von n abhéngt.
Durch Bearbeiten des Falls m = 2 wird ist der Beweis des Haupttheorems
4.2 dieser Arbeit also vollstéindig unabhéingig von [LP].

4.3.3.1 Der Fall m ungerade (m > 3)

Sei im Folgenden m ungerade, m > 3. In diesem Fall ist (m — 3)/2 € Ny,
was bedeutet, dass (—2isinh(\ + i) 4 tcosh \)(™=3)/2 mit der Trinomi-
schen Formel (sieche Lemma A.6) entwickelt werden kann; dies stellt somit
einen einfacheren Fall dar. Im Folgenden Abschnitt soll eine Abschétzung
fiir |1}, ()| gefunden werden. Dafiir ist folgende Definition hilfreich:

Definition 4.30 Sei fir v, m € Nmit m > 3, k, s, € Ryomit k+s5+1 <
v+ (m—1)/2

Il?,ls,l
o /OO /OO T gt (sinh A\)*(sin 9 cosh A + cos 1 sinh \)
. o Jo (1+ sinﬁ)”+m+% (cosh /\)”+%_s_l_%

und zu k+s+1=(m—3)/2

A\,

3

L(™)

all. ;= .
BT Dk + DD(s + DE(25E — k= 5)

N ‘

Lemma 4.31 Sei 7 € {0,1}, ¢ € (0,7/2). Seien v € Ng, v > 7 und m €
N>3, m ungerade. Dann gilt: es existiert eine von v, m, 7, ¥ unabhdngige
Konstante C' > 0 so, dass

[ (0)] < CBym(0),

wobei
Bym(9) = Z aj’s 1 2F5 (sin ) I, .
ktsHl=m53

Hierbei ist die Summe diber k, s, | € Ny zu verstehen.

Beweis: Mit der Trinomischen Formel (Lemma A.6) folgt:
(—2isinh(\ + @) + t cosh \) "z~
= (—2icos¥sinh A + 2sin 1 cosh A + ¢ cosh A)mT_a
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= Z ay's 1 (—2i cos U sinh M) (2sin 1 cosh \)*( cosh \)!
kstl=m53

= Z aﬂsvl(—i)ka“(cos 9)*(sinh \)*(sin9)* (cosh A)* 1!,
ktstl=m23

denn mit Lemma A.6 und Definition 4.30 gilt

e n(mg)
sl T(k+1)D(s + 1)0(2L — k — s)
) r(nsh)
T(k+DI(s+ DI +1)
Es folgt:
11, m (D)
0o oo m—3
- m ¢ hobts oo s t T
= | Y a2 (cos v) (sinv) 1
ket stl=m=3 o 0 Jo (1+tsing)”mta
- 2
1
(cosh(X + i99))7 sinh(\ + i19) (W) 2
-(sinh A)¥(cosh \)**! m dA
(cosh \)¥T2+!
) K5 (cos ) T
S ams 2 S COS'[9) Sinﬁ)s/ / dt
ktstl=m23 oo o Jo (14tsinv)tmts
- 2
1
| sinh AJ| cosh A cosh(A + i0)|7| sinh(A + ¢9)| | S2hE 2

dX.

(cosh \)¥ 2 +!
Es gilt mit Lemma A.5, dass
| cosh(A +i9)|" < cosh A,

. . 1
sinh( + 409) '2 < C(cosh )\)%

A+
sowie sinh A > 0 und |sinh(A +49)| < sin ¥ cosh A + cos ¥ sinh A\. Damit ist
dann

D) < C > a2 (cos ) (sin9)° I}
ktsHl="53

C > ap 28 (sind) I
ktstl=m23

2

= CB,m(®).

IN
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Lemma 4.32 Sei I, wie in Definition 4.30 und zusdtzlich k + s +1 =
(m —3)/2. Dann gilt:

m
Ik,s,l

1 5
= B<m—2—k—s,l/—|—2+k—|—s>

2(sin9)m—2-k-s
kE+1 k+2
- | sin¥B Z,i + cos VB Z,i .
27 2 27 2

Beweis: Das t-Integral liefert einen bekannten Ausdruck, mit Lemma A.4
gilt

Jh () /Oo £ dt
Y ‘ 0 (1+tsind vtm+ts
1 -3 1 -3
_ L p(m=8 ppmel ™3
(Sin,ﬂ)T"rH-l 2 2 2

m—1
o
(sinﬁ)Tl'H 2

Damit ergibt sich

+z,u+7§+1—z).

m
Iisa

m,v

00 inh \)*
(19)/ (sin m) - (sin ) cosh A + cos ¥ sinh X\)dA
0 (coshA\)VT2s7l=2

)

o ) o0 (sinh \)¥ ° (sinh \)F+1
= Jp () (smﬁ/() ( 5 + cos ¥ 0 T —

cosh \)V+2 -2~ cosh \)V+2 72

B 1, . v k+1 v k+2
= §Jm,y(7‘9) <SIH§B <2,2> +COS7.9B <2,2)> s

da die Differenz der Potenzen des cosh A und des sinh A mit k+s+1 =
(m—3)/2

+m 3 I 1 +m 3 m-—3
v _— = — _ — =V -_— - = — — =V
2 2 ° 2 2 2

beziehungsweise

<1/+T;—;—s—l>—(k‘+1):y

betriagt und Lemma A.2 somit die obigen Formeln fiir die beiden Integrale

liefert. Da 3
=0 ks,
2
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berechnet sich der Vorfaktor zu

1 )
l

= B(m-2—k- 2

I (D) (sin 9) 2= <m k—s,v+ 5 +k+ s) ,

und damit ist

Il?,ls,l
= ! B m—2—k—sv+§+k+s
2(sin)m—2-k-s ’ 2
v k+1 v k+2
- sinIB (| =, —— B -, — .
<51m9 (2, 2 >+COSQ9 (2, 5 >>

Lemma 4.33 Sei v € (0,7/2). Sei v € Ng, m € N>3, m ungerade. Dann
existiert eine von v, m, ¥ unabhdngige Konstante C, so dass gilt

B, m(¥) <

CI‘(mT_l)F(%) QSF(m—Q—k—s)F(l/—i-%-l-k—i-S)

Pwv+m+3) | S T(5+ D0(s + DI — k — ) (sing)m—3-k-2T (454
- 2

C /m\z
' <1 * sin ¢ (;) >
mit By, (9) wie in Lemma 4.31.

Beweis: Setzt man die Formel fiir die IlTs,l aus Lemma 4.32 in die Formel

fiir B, (9) ein, so erhélt man

By, m(0)
(2T (%) 3 kI (m —2 -k —s)[(v+ 3 +k +3)
L(v+m+1) oy s T+ 10 (s + DI (2L — & — ) (sing)m—2-k—2s

- 2

. (sinﬁf(kgl) N cosﬁl“(’“'f)) '

Y) (w442

Diesen Term wollen wir nun weiter vereinfachen, um ihn abschitzen zu
konnen. Dazu betrachten wir den zweiten Summanden im Klammeraus-
druck. Da cos? < 1 gilt mit den Abschétzungen aus Lemma A.8

cos ﬁf(%) I‘(k—‘y)
F( V+é?+2) — P( I/+l2f+2)
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O3 (A1) 7T (kL >
Cy (Lt y o p(uthid
1 T(E)
< C<U) 1‘\(1/ z€+1)

Mit der Legendreschen Verdoppelungsformel (sieche [B-S]) ist

T _ (emae+s  regk

rk+1)  1t+1)  TE+)

Insgesamt ist dann

CT(m4T(%) 2T(m—2—k—s)T(v+3+k+s)
LD+ DD (s + D)I(252E — k — ) (2

1 C (m\z
(sin 9)m—3—k=2s <1 t o (1/) ) '

O

Dieser Term soll nun abgeschitzt werden, indem die Summanden gegen ein
gemeinsames Maximum abgeschétzt werden. Dafiir sollen jetzt die Terme
mit sin ¥ betrachtet werden.

Lemma 4.34 Sei 7 € {0,1}. Seien v, m € Ny, m ungerade so, dass im
Fall 7 =1 eine Heisenberg-Typ-Gruppe H,, ,, mit m > 3 bzw. tm Fall 7 =0
eine Heisenberg-Typ-Gruppe Hy, 4o m—o mit m > 5 existiert. Sei ¥,(v, m)
wie in Definition 4.4. Nach Korollar 2.24 ist dann 9,(v,m) € (0,7/2).
Dann ezistiert eine von v, m, T unabhdngige Konstante C' so, dass fiir alle
Ve (@-(v,m),7/2), k, s e Nmitk+s < (m—3)/2 gilt:

_m=3_ kg
(sin )~ (m—3-k=2) < ¢ (0,9m) SRR

v

sowte

Beweis: Nach Definition ist Jg(v,m) = (0,9(m — 2)/(v + 1))%, V1(v,m) =
(0,9- m/u)% Da k+ s < (m—3)/2, gilt

m—3—k—2s>m—-3—-2k—2s=m—-3-2(k+s) >m—-3—(m—3)=0.

84



Also ist der Exponent des sin? in jedem Fall negativ. Da sin auf [0, /2]
monoton steigend ist, gilt sinv > sin ¥, (v, m) und damit

(sin ﬁ)_(m_?’_k_%) < (sin¥, (v, m))_(m_?’_k_%).

Wegen Lemma A.9 gilt

. _ @r@m)?
sind;(v,m) > ¥, (v,m)e 5,

also ist

(sin 19)—(m—3—k—2s) (197_(1/7 m))—(m—?;—k—2s)ew(m—iﬁ—k—l@)

IN

0,9-m?2

< (197_(1/7 m))f(mefkaS)e =

Wegen Lemma 2.24 ist im Fall 7 = 1 der Ausdruck (0,9 - m?)/(5v) stets
durch eine von v, m unabhingige Konstante C’ beschrinkt, da in diesem
Fall eine Heisenberg-Typ-Gruppe H,, ;,, existiert. Aber auch im Fall 7 =
0 ist (0,9 - m?)/(5v) durch eine solche Konstante beschrinkt, da dann
eine Heisenberg-Typ-Gruppe H,, 12,2 existiert und aus der uniformen
Beschrinktheit von (m — 2)2/(v + 1) (die von Lemma 2.24 garantiert
wird) leicht die von (0,9 - m?)/(5v) folgt. Damit ist

(sin ﬁ)f(m737k72s) < Cl(ﬂTO/?m))f(mefkas).

Im Fall 7 =1 ist damit die Behauptung bewiesen. Im Fall 7 = 0 reicht es
zu zeigen, dass

0,9(m —2)\ T
v+1
In Lemma 2.24 wurde bewiesen, dass im Fall m — 2 > 3 gilt:
0,9(m —2)
v+1

Es folgt dann

+E+S _7n73+ﬁ+s
2 < 0,9-m 2 2
o v

(m—2)—1 (m—2)—1
2 2

20(0,9-771)
v

0,9(m—2)\ T TFT_ (0,9m-2)\ "7 (0,9-m) "
v+1 - v+1 v
0,9-m\ “T (0,9-m):*
<e(®5m) ()
1% 1%

0,9.m\ T Tats
S R
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Desweiteren folgt sofort fiir 7 = 1:

1
T (m)é L+C<O£'m>_28&“(m>é
sin?d \ v v v
Cl

IN

IN

und im Fall 7 = 0:

1 -1 m, 1
C (™) < 1+C<079<m2>) L (1)

sind \ v v+1 v
C/

IN

Korollar 4.35 Seien die Voraussetzungen an v, m, 7, ¥ wie in Lemma

4.84. Dann existiert eine von v, m, T unabhdngige Konstante C, so dass fiir
alle ¥ € (U, (v, m), 7/2) gilt

|Bum (V)] <
CT(m T (%) 3 2T(m—2—k—s)T(v+35+k+s)

Dlvtm 3, 22, T+ Dl DN — k= o) ()
0.9.m\ T tats
(5
Beweis: Dies folgt sofort aus den Lemmata 4.33 und 4.34. O

Um die Notation in den folgenden Rechnungen zu erleichtern, ist folgende
Definition hilfreich:

Definition 4.36 Sei fiir v, m wie in Lemma 4.34, k, s € Ny mit k& + s <
(m—3)/2

Cum,k,s =

2T(m—2—k—s)[(v+2+k+s) (O,Q-m>_m23+§+8

D(§ +DI(s + DI("5E — k= s)D(“H5E) v

2

Bemerkung 4.37 Dann ist also mit v, m, 7 wie in Lemma 4.34 fiir alle
Ve (0-(v,m),m/2)

CT (") (%)
Bym(¥) < ——2—2 % vmk,s
5 () — F(V—{—m—l—%) _367 7k7
k+$§m2'
CT("FHI(5)
< —=—=m*max{c, mrslk +5<(m—3)/2}
F(l/—f—m—i-%) { ) 7k»'7 | ( )/ }
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Im Folgenden sollen nun also die ¢, ,, ks ndher betrachtet werden. Wir wer-
den zuerst den Quotienten der beiden Funktionswerte der Gamma-Funktion
betrachten, bei denen ein v im Argument vorkommt.

Lemma 4.38 Scien v, m, 7 wie in Lemma 4.34, k, s € Ng mit k 4+ s <
(m—3)/2. Dann gilt: es existiert eine von v, m, k, s unabhingige Konstante
C so, dass

5

LW TRTS) _ pomg-3o5+5,20 503 (4 4 m)5+3.

F(V+12€+1) —

Beweis: Es ist mit der Stirling-Formel A.8

Tv+3+k+s)

v+k
(54
v+2+k+s —vtk
< Qe (vtithts)+rigtt (V—l—;—i-k—i—s) <u+l;:+1) >
B , 5 v+2+k+s vk
— Qe 5-37%95+3 <y—|—2—|—k+3> (v+k+1)" 272 3t3
v k_govk ERS AR R 1
= Ce 272772272 v+ -+ k+s (v+k+1)2
+k+1\ 2
v24k+s) ’
v+k+1
_v_k_g vk ) %—&-%—i—%-&-s 1
= Ce 272772272 v+§+k+s (v+k+1)2
14 _2t5
v+k+1
_v_k_s_ v,k ) %+%+§+S 1
< Ce 272722272 1/—|—§—|—k‘—|—s v+k+1)2,
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Also ist
F(v+5+k+s)

D(45T)
_v_k_s_ v,k 5 %+%+%+S 1
< (Ce 272722272 V+§+k3+8 (v+k+1)2
_v_k_s_ v,k ) %+%+%+§+87% yvom_v_m
= (Ce 2727292272 y+§+k+3 (V—i—m)2 2 27 2
(wHk+1)2
3 k m
vk s v 5 ptats—y vom
= Ck2§222+§<u%—2-+k—%s> (v+m)stE
v+m 1
v+ 3 +k+s ’ 1
3 k m
vk s v 5 2tats—y vom
— (e 37373953 <V+2—|—k+s> (v+m)2tz
m+5+k+s”“”%
— 5 1
-<(LF Vim ) > (v+k+1)2
v _m v,k 5 %+§+S_% v, m
< Ce 2722312 <1/—|—2+l<:—|—8> (v+m)ztz
(wtk+1)7,
da

5 ) )
V—l—m2m—§2m—§—k—5:— —m—l—§+k+s :

Hieraus folgt mit Lemma A.1:

5 v+m
(1+—m+2+k+s> < Comtkis

vV+m
Es ist
3 k m 3 m 3 m-—3 m
2+2+S 2_2+k+8 2_2—|— 9 5 0,
und da
<I/++k‘+s>>u,
gilt



Da auflerdem
v+k+1<v+m,

gilt

D=

(1/—|—l<:—|—1)%§01/ .

Insgesamt folgt dann

Tv+3+k+s)
==

S

Definition 4.39 Seien v, m, 7 wie in Lemma 4.34, k, s € Ng mit &k + s <
(m — 3)/2. Seien

Korollar 4.40 Mit v, m, T wie in Lemma 4.84, k, s € Ng mit k + s <
(m —3)/2, Bum, Ymk,s Wie oben, cym s wie in Definition 4.36 gilt dann:
es existiert eine Konstante C, so dass fiir alle v, m, k, s

Cum,k,s < Cﬁu,m'}’m,l@s

1st.

Beweis: Es gilt:
Cum,k,s

2°T'(m — 2 —k — s)
FE+DI(s+ (2L —k—s)

m—3_, k
—m-8 ks
k k 0,9-m 2 "2
%2%+§y2+§+87%(1/—|—m)% m( ! )
14

IN

k
v, ,m m— v_m v 1 8 . 7“1‘51" _ 2 _ k} _
= Cri(v+m)2t2(0,9-m)” e 5395 (k, m)2 T (m 2 s)
5+ DD(s+ )02 — k — s)
m k
sty m-3 _¥ ve2 (1,8 2T 2 —
— Cvr(r+m)EtE(0,9-m) T e 525 2,5 ,8 -m)2 T (m —
(5 4+ 1)I(s + D2 —

= /Bv,mf)/m,k,s-
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Im Folgenden soll v, 1 s abgeschétzt werden. Dafiir wird zuerst wieder die
Stirlingsche Formel angewendet.

Die in der folgenden Definition erklédrte Hilfsfunktion wird sich als niitzlich
fiir weitere Rechnungen erweisen.

Definition 4.41 Sei m € N>3. Sei

h:[0,(m—3)/2] =R, (

2
= exp <§log(0,9-e-m)x+

Lemma 4.42 Seien m € N>3, k, s € Ng mit k +s < (m — 3)/2, h wie in
Definition 4.41. Dann gilt mit einer von m, k, s unabhdingigen Konstante

C:
m—1

Tmkys < CQ%mmTis(Oﬁ ce-m) 2 max _h(x).

Beweis: Zuerst wird wieder die Stirlingformel A.8 angewendet, um die vor-
kommenden Gammafunktionsterme abzuschétzen.

Ym,k,s
e7(1,8- m)§+sf(m —2—k—s)
P&+ DI(s+ 12L&k —s)

C’e%(l, 8. m)%+sef(m72fkfs)+(§+1)+(s+1)+(’"T*17kfs)

IN

—(3+3)
(m—2—k—s)m25k=s (k + 1> © (s + 1)—(5+%)

2
-1 — (5 —k—s-1)
mT —k—s)
= C(1,8-e-m)2t(m—2—k— s)m257k=s
E_1 "
k 272 1 T ksl
2“) (s+1)°"2 (7”2—1<;—5>
= C(1,8-¢ m)2+5(m 2_]{_8)% 1—k—s+ o2
- o k Tkt st
<2+1> (s+1)7°7222 %5 (m —1—-2k—2s5)" 2 s



1 1
L -£-3 1 k+s—1 m—2—2k—2s\ 2
G e (e ) |

Der Term )
k 45— 1 m—2—2k—2s\ 2
1+
(( m—1-—2k— 25) )

muss nun naher betrachtet werden. Fiir den Exponenten m — 2 — 2k — 2s
gilt wegen k + s < (m — 3)/2 stets

m—2—2k—232m—2—2<m2_3>—1,

alsoist imFall k+s—-1>0

k 1 m—2—2k—2s k 1 m—2—2k—2s
(1 N +s ) < <1 N +s )

m—1—2k—2s m—2—2k — 2s
< ek+sfl

)

und im Fall k4+s—1<0,indem k =0 = s ist

m—2—2k—2s
1y kAs—l <1=chts,
m—1—2k—2s

Insgesamt ist also

m—3

Vs < C(L8-e-m)sto2F F=5eiti(m —2 — k —5)™

k1
k 272
-<2+1> (s+1)"*"z.

Es folgt mit

1
m—-2—k—s>m—2— = :%—1—1(771—2)2

dass
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und damit

Ym,k,s
k _k_1
m s m— 27 2
< 0(1,8-e.m)§+523—k—se§+§m73 <2_|_1> (S—Fl)_s_%
m=2-k—s\%
m
k _k_1
m s m— 27 2
= C(1,8-¢-m)steo% koschtsy, mr <2+1> (s 413
1 24 k+s\"™)2
m
Da :
m m m m —
" 2 + 2 — 9 + 9 + > 24+ K+s,

gilt mit Lemma A.1

m

(1 _ 2—}—]{2—|—S>m < 6*2*]{?75

woraus folgt:

Ym,k,s
k _k_1
m s m— 2 2 s
< C(1,8 e-m)§+527_’“_se§+§m 5 (2+1> (S—Fl)_s_%e_g_i
k _k_1
m — 2 2
= s emirea o s (San) T e
= C(1,8-¢-m)sTo25 5o m T (h42) 2 7 (s 1) 2
= 00,9 ¢-m)5™2Fm™ T (k+2) 72 2 (s+ 1) 73
k 1 1
m ms (0.9-e-m\272 /0.9-¢-m\°"2
= CEmer (e - 4.20
e ( k+2 ) ( s+ 1 (4.20)

Definiert man nun

foio0,(m—3)/2 —R,
0,9-e-m %4'%_ r 1 1 0.9-¢-m
()
und
g : [0,(m—3)/2] =R,

0,9-e-m vts +1 1 0,9-e-m
_ | — —e o (226 m
Y J+1 Xp Yy 5 g | ,
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so sind f und g monoton steigend, was im Folgenden gezeigt werden soll.
Die Isotonie von f und g bedingt dann, dass das Maximum des Terms in
(4.20) auf der Menge {(k,s)|k + s = (m — 3)/2} angenommen wird. Es

gilt:
f'(@)
1 0,9-e-m z 1 1
- f(fU)‘(z g( v 42 >+<2+2)'(m+2>)
1 0,9-e-m z+1
= = 1 ’ — .
2f(:1:)(0g< T+ 2 > x+2>
Es ist
o 0,9-e-m _:c—i—l N 0,9-m n 1
S\ 12 etz B\ atr2 ) Tar2
> 1o 0,9-m
= 8 m=3 42
. 1,8-m
N & m+1
> 0,
da
1,8 m=m+0,8- m>m+1.
Fiir g gilt
0,9-e-m y+ 3
/ _ 1 ) o 2 )
e g<y>(og( ) y+1>
Ferner ist
0,9-e-m\ y+3 <0,9-m> 1
1 — = 1 +
Og( y+1 ) TR C\yr1 ) oyt
> o <0,9-m>
o & y+1
N 1()g(og-m>
m—3
5t
N 1,8-m
N B m—1
> 0,
da



Also sind f und g beide monoton steigend. Es gilt also mit Ungleichung
(4.20):

TYm,k,s
k 1 1
m m—s (0,9-e-m\2"2 /0,9-e-m\*"?
< C2zm z |—— -
= bermes ( kot 2 ) < s+ 1 >
m=3_ 1
m  m=5 0,9‘6‘771 g—i_% 0,9-e-m 2 2
< C22m 2 max - —_—
k
m m— m— 09 Y
= C’25st(0,9-e-m)Tl max (k’l e-m)” —
ke(0,., 252} (K +2)2 T2 (2 — k) 2k
k 1
m m— m— 0,9-e-m) z2((k+2) (2L —k))2
= (02zm 25(0,9-6-71@)71 max ( ¢ m)HQ(( I zl,l )
kef0,..., ™31 (k+2)2 (221 —k) 2 -k
k
m m— m— 09 . )
S 02?m73(079€m)71 max (k:J»Z Sl 2Wn—l 9
Re{0,..72) (K +2) 2 (ML — k)72 F
da 5
m—1 m+1 m—-—1 m*—-1 9
E+2)— -k ) < . = <C
(k+ )< 2 ) 2 2 g ="
Es folgt
Ym,k,s
m  m=3 m—1 (0,9'6‘7”)7%
< C22m 2z (0,9-em) 2 max o P —

ke(0... 50} (k+2) 2 (L — k) 2
m—1

< 02%mm7_3(0,9-em) 2 max_h(z)
xe[&%

mit h wie in Definition 4.41. O

Das folgende Lemma untersucht nun das Maximum der Funktion A in Abhéngig-
keit von m.

Lemma 4.43 Die Funktion h nimmt fiir m > 10 im Punkt

Cim)m 1

2 2

thr Maximum an, wobei

5,4
C(m):=1,9—4/2,61+ —,
m

und fiir 3 < m < 10 im Punkt 0.
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Beweis: Sei x € [0, (m — 3)/2]. Dann ist
W ()

1 1 1 -1
= h(z)- (—2log(0,9-em)—2log(x+2)——|—log <m—:c> —|—1>

2
1

= —h(z)- (—1og(0,9-e-m)—log(:c+2)+1+2log <m2_—x)>

2
1 m—1
= §h(x) . <—log(0,9‘m) — log (z +2) + 2log <2 —x)) .
Sei nun
1 1 2 0 m—3 ym 1
D=1l = —_ —— = —.
p m7 m ? 2 9 y 2 2
Dann ist p surjektiv und streng monoton wachsend. Es ist
K (p(y))
1
= —h
5p(y))
ym 1 m—1 ym 1
=1 . —1 - — 42 21 —_— =+ =
< 0g (0,9 - m) og<2 2+>—|— Og< 5 2+2>>

= %h(p(y)) ‘ (— log (0,9 -m) —log <ym s 3) + log <(m_ym

2

1 (m — ym)?
_ 2h<p<y>>1og<1,8.m<5m+s>>

1 m(1—y)?
= Shlp@)log (W)

5,4
C'(m) :=1,9+ /2,61 + > 1
m
ist y — C’(m) <0 fiir alle y € [L,1— 2]. Es gilt:

m(y — C(m))(y — C'(m))
= m(y* = (C(m) + C'(m))y + C(m)C’'(m))

4
— m<y2—2~1,9y+1,92— (2,61+5’ ))

m

= m<y2—2y—1,8y+1—5’4>
m
= m(l-y)? - 1,8 (ym+3),
also ist fiir y € [%, 1-— %}
m(l—y)?—1,8-(ym+3) >0 falls y < C(m),
m(l—y)?—-1,8-(ym+3)=0 falls y=C(m),
m(l—y)?—-1,8-(ym+3) <0 falls y > C(m).
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Daraus folgt sofort

Fiir m > 3 gilt:

W (p(y)
"(p(y)

h(

)>0 falls y < C(m),
)=0 falls y=C(m),
)< 0  falls y > C(m).
— 1,9 4/2,61+
< 1,9- /2,61
1
< —
-3
S 1-— 37
m

und es gilt C(9) < 1/9, C(10) > 1/10. Da C(m) eine streng monoton
wachsende Folge ist, 1/m streng monoton fillt, gilt fiir m > 10 stets
C(m) € [1/m,1 —2/m], fir m < 9 gilt C(m) < 1/m. Wegen der Sur-
jektivitdt und der strengen Isotonie von p hat dann h ein Maximum in
p(C(m)) = C(m)m/2 —1/2 falls m > 10, in 0, falls m < 9.

O

Lemma 4.44 FEs gilt mit h wie in Definition 4.41: es existiert eine von m
unabhdngige Konstante C' so, dass

fir alle x € [0, (m

h(x

—3)/2].

) < Cm~ "2 1,56™

Beweis: Es folgt fiir m > 10, z € [0, (m — 3)/2]:

h(z)

< max h
z€[0, 5]

-s(m

(z)

(0,9-e-m)7( 4

C(m) 0(72)7”—%-}—1 ()

m)m 1 m—1 m)m

() e (2
_C(m)m 1

B (0,9-e-m)”~ & 1

- C(m)7n+§ m—C(m)m

(C(m)m+3 4 4 (m—C(m)m 2
2 2
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C
e (O’g.e.m)_ 4 +i

C’(m)m_3 C(m)m—m
([ C(m)m +3
2
+

1 (m—C(m)m 2
2
C(m)m

_ 1 C(m)m 1 m—C(m)m C(m)m | 3
= (0,9-¢) 1 4m’ ti- 9= Tit

Em)m _m=C(m)m
(Clmm +3)” 7T (1 - Cm))
< Om (0,96 T T g
_C(m)m _3 _m
(C(m)m+3)" "1 "1(1-C(m))” 2
— Om T2 (0,9 ) T2 T (1= C(m)) ETTET

_Cmm _3

W (e ) Om)~ <54,

m—C(m)m
2

(m)m

+y
C(m)m
2

Da m > 10, ist C(m) > C(10) > 0 und damit C(m)~3/* < C(10)~%/%. Es
folgt mit C'(m)m/(C(m)m +3) <1

h(z)
< omTFE (0,90 h 2 T (1 C(m) EYT T O(m) S
C(m,)m.+
C(m)m T T
C(m)m+ 3
< Om "% (0,9 ¢ T 2T (1= O(m) " EHTET Om) T

w3
AR

= Om " 2% ((2C(m)0,9-e)_ (1- C(m))“*C(m))

Nun soll der Faktor (2C(m)0,9 - ¢)~C™/* (1 — C(m))~V*+¢M)/2 psner
betrachtet werden. Sei

[ : (0,1 =R,
z— (1,8 €-2)71 =exp (—Zlog(l,&e‘x)).

Dann ist
1 z 1
! = —Zlog(1.8 - e-x)— = .=
') = i) (~qlos(tsee0) - 5 1)
1
= Zl(x) (_IOg(laS "€ l’) - 1)7
das heif}t, es gilt fiir z > 1186*2:
I'(z) < 11() —1log(1,8 ! H-1)=0
z) < Sl Og’€1,8e =0.

97



Also ist [ auf [1/(1,8 - €?),1] monoton fallend. Da die Folge {C(m)}mn>10
monoton wachsend ist, ist die Folge {{(C(m)) };nm>10 monoton fallend. Sei
nun C’ :=1,9 — /2,61 = lim,;,,oc C(m). Wie man z.B. mit Maple iiber-
priifen kann, gilt
1_c!
1(C(300)) <1,56-272 (1—C")? " 2,
und damit fiir alle m > 300:
C(m) 1
(2C(m)0,9- €)™ 1 =1(C(m)) <1,56-272 (1—C")>

Weiter ist

1>1-C(m)>1-C"
und
1-C"'=-0,942,61>—-0,94+1,5>¢ %
Es folgt
(1= Clm)) =€) < (1 - 01y 0=,
dal—C">1/e und x — 2~* auf [1/e, 1] monoton fallend ist. Damit ist

C(m) _1,c

1-Cm) 2t <(1-C)2hz,

Insgesamt ist fiir m > 300

_cm) _1,Cm)

(20(m)0,9-€)” 1 (1—C(m)) 2" 2

1_c c’

< 1,56-272 (1—C)2 7 (1-¢') 2t 7
< 1,56-273.

Es folgt fiir m > 300:

Korollar 4.45 Sei m € N>3, k, s € Ng mit k +s < (m — 3)/2. Dann
existiert eine von m, k, s unabhdngige Konstante C so, dass

Ymks < C2Em 20,9 € -m)™T 1,56™.

Beweis: Nach Lemma 4.42 und 4.44 gilt

m m—3 m—1

Ymks < C22m 2z (0,9-e-m) 2

E[o,”L;S]
C27m 7 (0,9-¢-m) 2 m*mTﬂl,SGm
= 02%m 20,9 -¢-m)"7 1,56™
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Satz 4.46 Sei 7 € {0,1}. Seien v, m € N, m ungerade so, dass im Fall
7 = 1 eine Heisenberg-Typ-Gruppe H,, ,, mit m > 3 bzw. im Fall 7 = 0
eine Heisenberg-Typ-Gruppe Hy 4o m—2 mit m > 5 existiert. Sei 0-(v,m) zu
7 € {0, 1} wie in Definition 4.4. Dann existiert eine von v, m, T unabhdngige
Konstante C' so, dass fir alle 9 € (9,(v,m),/2) gilt:

B, m(0) < C-C(v,m)

und damit auch

mit C(v,m) wie in Satz 4.3.

Beweis: Nach Lemma 4.31, Bemerkung 4.37 und den Korollaren 4.40 sowie
4.45 gilt

()] < Bum(V)
CT("zH)T(})
< 2 22 m? max{c k+s<(m-—3)/2
= F(V—i—m—i—%) { V,m,k,5| —( )/ }
Or(mhr(s)
< ——~ 2 72023 ma k+s<(m-—3)/2
— F(V—l—m—i—%) ﬁ 1 X{"ym,k-’s‘ —( )/ }
CI‘(L—l)F(Z) m m—1
< 2 202 22m~2(0,9-e-m) z 1,56™
> F(l/ T ma %) ﬁl/,m ( )
CT(=- (% vom ms _u
= —( 2 ) (f)y%(y+m)§+7(079.m)_TBe_i_m2§
Fv+m+3)
27(0,9-e-m)"z 1,56™
m—1\p(v
= ODING) ) )i+ E et 325481, 56
Fv+m+3)
Da
1 1N\ oy 5
(2 =)r(y) < cemm s (20 (3)”
2 2 2 2
< 06_7_%2_%_%m2_1y% %7
folgt
Bym() < e T

me 27222751 56™
C v v, m m

- vr(v+m)2trm2 eV, 56™

Lv+m+3)

¢

T(v+m+13)

IN



und da fiir m > 1400
m1’56m S 60,45m’

< S v+m 2Hom e levmA0AM — 0L v,m).
T(v+m+1) ( ) .

O

4.3.3.2 Der Fall m gerade (m > 4)

Nun soll der Fall m gerade, m > 4 behandelt werden. Zuerst wird hierbei
wieder das Integral I, (¢) durch die Dreiecksungleichung abgeschétzt.

Lemma 4.47 Seit € {0,1}. Seien v, m € Ny, m gerade und m > 4. Dann
gilt fiir alle ¥ € (0,7/2):

.0 <C 3 ap2Fe(sing)? (Im

1
Kl T (sind)zL” . + 1" ) ;

k,s—i—%l k,s,l—i—%
kts+i=m4

wobei a?;ll, ", wie in Definition 4.30 und die Summe wieder diber alle k,
s, I € Ny zu verstehen ist.

Beweis: Da m gerade und m > 4, gilt m — 1 ungerade und m — 1 > 3. Es
ist dann

m—3
2

(—2isinh(\ 4 i) + t cosh \)
= (—2isinh(X + i) + t cosh )\)mT_4 (—2isinh(\ 4 i) + tcosh \)
= Z aZf;ll (—2i cos 9 sinh A\)¥(2sin 9 cosh A)* (¢ cosh A)!

ktsti=m51

o=

-(—2isinh(\ + #9) + t cosh )\)%
— 3 (—)h2R(cos 9) (sinh M) (sin 9)" (cosh A) ¢
bt sl=mt

-(—2isinh(\ 4 ) 4 t cosh )\)%
Mit
|(—=2isinh (X + 9) + t cosh )\)%|

= |—2icos¢9sinh)\—|—2sinﬁcosh/\+tcosh)\]%
1 1 1 1 1 1
< C((cos?)2(sinh A)2 4 (sind)2(cosh A)2 4 t2(cosh \)2)
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folgt
17 m (D)

v,m

= Z ap's. ll( i)*2k+5 (cos 9)F (sin0)®

k—‘,—s+l:m2
T
/ / - (—2isinh(\ + 99) + t cosh \) 2dt
(14 tsin 79)”+m+2
1
(cosh(A + )7 sinh(X + i) ( S2hAEI) ) 2
(sinh A)¥(cosh A)*+ - 1( ) d\
(cosh A2+
< C D> a2 (cos9)F(sinv)®
ktsti=m1
<(C0819)21k+2, Nha (sin19) " 1 + 1" l+2>
< C Z ap's 12MS (sin )
ket sl="4
(I;QT GO U ).

O

In obiger Summe gilt fiir die Indizes k, s, I: k + s+ 1 = (m — 4)/2. Die

Abschétzung der Terme Ik+1/2 sl I,Z"SHQ B I]Ts 112 soll nun auf eine Ab-

schitzung von Termen der Art I} sl ! reduziert werden. Gelingt eine Reduk-
tion dieser Art, so kann die in Unterabschmtt 4.3.3.1 erhaltene Abschéitzung
von By, m(¥) benutzt werden um [I7,, ()| zu majorisieren, da k + s +1 =
((m—1) —3)/2 gilt und m — 1 ungerade, m — 1 > 3.

Lemma 4.48 Sei 7 € {0,1}. Seien v, m € Ny so, dass im Fall T =1 eine
Heisenberg-Typ-Gruppe H,, ,, mit m > 4 bzw. im Fall 7 = 0 eine Heisenberg-
Typ-Gruppe Gruppe H, 4o m—o mit m > 4 existiert. Sei 9.(v,m) wie in
Definition 4.4. Dann existiert eine von v, m, 7 unabhdngige Konstante C
so, dass fir alle 9 € (9,(v,m),7/2), k, s, e Nmitk+s+1=(m—4)/2
gilt:

1

m\ 2 1

R < €(5) 10
1

m\ 2 1

(sml?) ks+l < C(u) L', und

1

m\ 2 1

IITSH-2 B C<U> Ilznsl
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Beweis: Es gilt mit Formel (4.19) auf Seite 82 fiir ¥, ¢/, I’ € R>( mit

E+s4+1=(m-3)/2:

Ik/ /l/
1 —1
+l/B<m +l’u+m+1—l’>

B 2(sind) "z 2 7 2
v K +1 v K +2
B _ B|-,—— .
(s1n19 (2 5 )+COST9 (2, 5 ))
Es folgt, da k+1/2+s+1=(m—3)/2:
I;:i- ,8,0
1 —1
_ _ B(m +z,y+m+1—l>
2(sin®) "z T 2 2
v k+3+1 v k+35+2
. B -2 - B -2 =
(sm19 (2 5 >+COS?9 (2 2 ))

2 2
v k+1 1 v k+2 1
B B - .
<s1n19 < — +4> + cos ¥ ( 5 +4>>

Mit Lemma A.8 konnen nun beide Eintrige des Arguments der Beta-
Funktion um 1/2 reduziert werden, indem mit dem Faktor

1
i 2 —1)—-1 1 -1
(Sln??) B<(m ) +l+,7/+m++1—l>
—+1 2 2

(MH) (v+msl 41 —0)

1
Z/—I-m—§

multipliziert wird. Dieser kann nach oben gegen (m/v)'/? abgeschitzt

werden. Es gilt ndmlich:

(tm= +z) (v+ o5t +1-1)2

Z/+m7% o l/+m7%
m2(u+m—%)%
V—&-m—%
< (3)
v
Damit ist also
(m—-1)—1 1 m—1 1
B{———+1+ < —F+ - +1-1
< 5 —I——|—2,1/+ 2 +2+

C’(m)éB((m_;)_lJrl,u%—m;lJrl—l). (4.21)
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Mit Lemma A.8 gilt dann auch
v E+1 1 BLONT v k41
B, —4-) < — 2 | p(Z, 2~
(2’ 2 +4> = C(gwﬂgl 2" 2
sowie

Daraus folgt

m

k+3 .8,
1
2(sind) " 2 m\ 5 m—1)—1 m —
< Loy (= QB<( 2) +l,u++1—l)
(sing) =z LNV

IA
Q
—

E
~—
3

da sin® > sin¥,(v,m) > C - (m/v)"/? (falls 7 = 0 und m = 4 folgt dies
sofort aus Lemma A.9, in allen anderen Fillen siche Lemma 4.34). Fiir
(sin 19)% fs+1/2, 8ilt mit Ungleichung (4.21):

. 1
(Slnﬁ)2I£TS+%7l
1
i 2 -1)—-1 1 -1 1
_ (Sln”&n)lil B<(m ) ++l,l/+m++1—l>
2(sin19)72 +l 2 2 2 2

. v k+1 v k+2
. <smﬁB <2,2> + cosvB (2,2>)

i —1)-1 -1
¢ (m)23<(m )2l et +1—z>
+1 2

(m—1)—1 v 2

2(sing) 2
v k+1 v k+2
A sinvB (2,2~ B(z,x2
<s1n19 (2, 5 )—i—cosq? <2, 5 ))

1
m\ 2 1
= (%)

1%

IN

Fiir I™  , gilt wieder mit Lemma A.8 und mit 1/sin? < C - (v/m)"/?:

k,s,l+5
1 m—1 1 m 1
B i+ v+ 24112
sin 9 ( g titgvtag 2)
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1 1) -1 1
- B<(m ) +l+1,u+m2+1—l>

1 m=2 | —1) — _
< oLy S ) p(mE oty m e
m v+m— g 2 2
1 _ _ _

>2B<(m ) 1+Z,V—i—m21+1—l>,

woraus sofort folgt

m

ks, i+

1 1 1 1
_ . B<m2 +l+2,v+?+1—l—2>
2(sin®g) =z Tt

- | sin¥B Z,E + cos B z,w
27 2 27 2

1 —1)-1 -1
e (m)zB((m)H,HmH—l)
2(sin19) 5 +l 1% 2 2

. v k+1 v k+2
. <sm193 <2,2> + cosvB (2,2>)

IN

Insgesamt gilt also im Fall m gerade, m > 4 der folgende Satz:

Satz 4.49 Sei T € {0,1}. Seien v, m € Ny so, dass 2|m und im Fall T =
1 eine Heisenberg-Typ-Gruppe Hy, ,, mit m > 4 bzw. im Fall T = 0 eine
Heisenberg-Typ-Gruppe Hy, 49 m—o mit m > 6 ezistiert. Sei ¥, (v, m) wie in
Definition 4.4. Dann existiert eine von v, m, T unabhingige Konstante C
so, dass fir alle 9 € (9,(v,m),/2) gilt:

1L m(0)] < C-C(v,m).

Beweis: Mit Lemma 4.47 und Lemma 4.48 ist

1] (9)]

< C m—12k+s nd)s (1™ . ﬁl]m m

= > A (sin ) (k+%,s,l+(81n L, t k,s,z+§)
ktsti=m1
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1
m—1ok+s/: s(M\2 ym—1
C Z ag's; 27 (sin ) <;> L'
kstl={m=1=3
1

- C (T) 2 Bym-1(9).

14

IN

Mit dem Satz von Kaplan, der besagt, dass eine Heisenberg-Typ-Gruppe
H,, genau dann existiert, wenn m < 8p + 29, wobei n = 2914 7 7 € N
ungerade (siehe [K]), bedingt die Voraussetzung im Fall 7 = 1 die Existenz
einer Heisenberg-Typ-Gruppe H,, ;,—1 mit m — 1 > 3 sowie im Fall 7 =0
die Existenz einer Heisenberg-Typ-Gruppe H,, 5 (,;,—1)—2 mit m — 1 > 5.
Es lédsst sich also auf B, ,,—1(0) die in Satz 4.46 erhaltene Abschétzung
durch C - C(v,m — 1) anwenden. Es folgt:

1] (9)]
1
< C (@)2 Clv,m — 1)
v
m\ 3 1 -1 -1
= C’(—)2 vi(v+(m—1)2t" (m—1)"7 !
v/ T+ (m-1)+3) v+ ) ( )
'e—u—(m—1)+0745(m—1)
< c 1 : l/%ié (v + m)%erT*lm%flefuferO,%m
1
= C ! T <V+m>2 va(v+m)ztzmz lemvmmt04sm
(v+m)I'(v+m—3) v
1 v v m m
< C V2 V—I—m §+7m?—1e—u—m+0,45m
(v+m—3)Iv+m-—3) ( )
1 v v m m
_ va(v+m 5+3m7—16—u—m+0,45m
L(v+m+1) ( )
= C-C(v,m)

Korollar 4.50 Seien v, m € Ng, m > 3 so, dass eine Heisenberg-Typ-
Gruppe H,, ,, existiert. Dann existiert eine von v, m unabhdngige Konstante
C so, dass fir alle 9 € ((0,9-m/v)'/? 7/2) gilt:

€v,m Sinﬂ|lg—1,m+2(79)| <C-C(v,m).

Beweis: Sei v == v — 1, n := 20, m = m + 2. Benétigt wird also ei-
ne Abschitzung fiir |Ig,m(79)‘~ Mit Lemma 2.22 folgt aus m > 3, dass
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2v > 4 und damit 7 € N ist. Nach Voraussetzung existiert zudem eine
Heisenberg-Typ-Gruppe H,, ,,=Hj 12 7—2. Da m > 3 ist m > 5. Die Sétze
4.46 und 4.49 sind damit auf |19 5 (9)] fiir ¥ > /0,9 (m —2)/(7 +1) =
/0,9 - m/v anwendbar, so dass |Ig,rh(79)’ <C-C(v,m)=C-Cv—1,m+
2). Mit ey, = (¥ +m +1/2)/(m — 1) folgt

€y,m S ’19|IS—1,m+2 (9)]

< " I00, 1mte)
m—1
_ V+m—|—% C
- om=1 T(v—1)+(m+2)+3)
W—1)T (v —1)+ (m+2) T 7" (m +2)"2" ~Le~W-D-(m+2)+045m
V+m—|—% c

m—1 Tv+m+1+1)

(W—=1)"T (v+m+1)ET5T3(m 4 2)% e v-m-1H045m

B 1 C
N m—ll"(y—l—m—ké)
v 1\z"2
(w—1)5r—1)"2 (m) (v+m+1)2
m_g
o m)%Jr% <m + 2> 2 (m+ 2)m%—1€—y—m—1+0745m
m
< m + 2 C
< — 1
m—1T(v+m+ 3)
rim i
,,;(H L ) : <V+m+1>
v+m v—1
m_q
(v+m)zts <1 + > f B levomo1t045m
m
’ 1 v vim 2 % n_1 —v—m+0,45m
< O ——v2(v+m)272 ([1+—] m2 "e ’
F'v+m+3) m
1 v v m m
§ /,—11/5(”+m)§+7m7—le—y—m+0,45m
L(v+m+ 3)
= C" - C(v,m)

4.3.3.3 Der Fall m =2

Fiir den Fall einer Heisenberg-Typ-Gruppe mit zweidimensionalem Zentrum
liefern die folgenden beiden Lemmata die bendétigten Abschétzungen von
|13,2(19)| bzw. e, m sin 19|IB_174(19)|.

106



Lemma 4.51 Sei m = 2, v € N. Dann ezxistiert eine von v unabhdngige
Konstante C' so, dass fiir alle 9 € ((0,9-m/v)'/2 7/2) gilt:

Beweis:

1,2(9)] < C-C(1,2).

Es ist folgendes Integral abzuschétzen:

1
II/2

//°°“

—2isinh(\ + @0) 4 t cosh \) ™2

1

dt

(14 tsin 19)”+2+§

1
cosh(A + 40) sinh(A + 909) (ml;\gr%m)) 2
‘ dA.

(cosh \)v+2
Da
| — 2isinh(\ + i) +tcoshA| = | —2i(cos¥sinh A + isind cosh \) + ¢ cosh |
= |2sinv cosh A + ¢t cosh A — 24 cos ¥ sinh )|
>  2sincosh A,
folgt
| — 2isinh(\ + i) + t cosh >\|_% < 2_%(Sin19)_%(cosh )\)_%
und damit
< / /‘X’t 2|—2@smh()\+u9)+tcosh)\| 2 @t
B (14 tsin 19)”+2+2
1
| cosh(A + i0) || sinh(X + i09)| | LRALD) | 2 "
. (cosh \)v+2
1 1
SIS —= h\)~"3
< C(sin®) "2 / / efcoshA) 2
o Jo (1+tsing) t?+2
cosh A(cos ¥ sinh A + sin ¥ cosh A)(cosh )\)%
. dA
(cosh A)v+2
1 [ t_%
= (C(sind)" 2 / —dt
0 (1+tsing) 22

sinh A
(cosﬁ/ (cosh V)1 — _d)\+ smz?/ cosh)\)d/\>
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Mit Lemma A.4 folgt fiir das t-Integral:

* t~ 1 1 1 1
/ rdt = 1B(,V+2+—<—)—1>.
0 (1+4tsing) 22 (sin®) "2+t 2 2 2

1
= (sinﬁ)_%B <2, v+ 2)

N|=

Fiir die Integrale iiber die hyperbolische Funktionen ergibt sich mit Lem-

ma A.2: - _ )
sin v
A n=-B(1.2
/0 (cosh A)v+1 ax 2 ( ’2)

o0 1 1 1 v
—————d\==-B| -, —|].
/0 (cosh \)¥ 2 <2’ 2>

Zusammen ergibt sich

und
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N
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<
N |
oy

R
—
NN
~—
+

12

B

<
O |

™
7N
N |
VIIN
N———
N———

_or (3)T(v+2) (v cos YT'(1) r(l)
B 2F(12/+2+%) F( )( vizy Tt ’é))

Cr(v+2) (v L :
S Fhgaan)t (3) <sim9r(” 7y ¥ F(”*l)).

e )

und mit Lemma A.8 ist

(452 (8)'r (5o (2)

+

Es folgt

a0l < po B (),
' F(V+2+§)V§ sin Yv2

Wir betrachten nun den Ausdruck 1/(sin 191/%). Es ist mit Lemma A.9:

1
1 1 1 (91 (v,m))? vz 0,92
< e 5 =———¢sw <(C,

(NI
—~
=)

Ne
[\
~—

[

X

[NIE

sindyz Sinﬂl(y,m)yé ~ O1(v,m)v

und damit ist or 2 1
v+
1Lo(0)] < =————5v—
I (U + 2+ 5) V2
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Mit der Stirlingschen Formel A.8 ergibt sich
< ¢
- I'(v+2+1)

1 v
S — NEE LA G R o) R PR
F(V+2+%) v v

1

C v 2\"\2 » _,_

— =  _ (v+2)2" 1+ = vze V72,
Twe2rn @2 ((0+2))

und mit Lemma A.1 ldsst sich (1 + %)V nach oben gegen e? abschétzen.
Es folgt:

Njw
N|=

[15,5(9)) e (v +2)"T

v

[1,2(0)] < C-C(v,2).

Lemma 4.52 Sei m = 2, v € N. Dann existiert eine von v unabhdngige
Konstante C' so, dass fir alle 9 € ((0,9-m/v)'/? 7/2) gilt:

evmsinV|I)_; ,(9)] < C-C(v,2).

Beweis: Nach Lemma 4.47 gilt:
NG|
L4 < C (I g+ imd)3 gy + 1)

Lemma 4.48 besagt, dass dieser Term gegen

1
1 2
¢(;25) fas

abgeschitzt werden kann. Formel (4.19) liefert

1 3 vr—11 v—1
3,n=——B(1 — indB | ——, = Bl ——,1 .
bu0= gmay® (1 +3) (098 (“5g) +eosom (1))

Es folgt mit ey, = v+ 5/2:

1
) 1 2 3
1 0 < / — —
evmsind|l,_y 4(9)] < C <1/—|— 2) <U_ 1) B <1,1/—i— 2)

. vr—11 v—1
. (smz?B (2,2) + cos VB <2,1>)
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4.3.4 Die Terme Hf;m( )HLq (dpw

Lemma 4.53 Sei [}, (k,-) wie in Satz 3.15, q € (1,00), dp(w) wie in De-
finition 2.19. Es existiert eine von n, m, k unabhdingige Konstante Cy so,
dass

/S (k) dpu(w) < CyD(wym, q),

mit D(v,m,q) wie in Satz 4.3.

Beweis: Mit f}, (k,w) = Zf;l rk;w} und der Formel fiir das Oberflichen-
maB du(w) aus Definition 2.19 ist

/ B rfs,mm,w)wdu(w)

cos19 (cos )L (sin )™ 1dv

damfl(WQ)dUnfl(nl)

- 22”/ | /
yn—1 Jym-—1

22 +a ’Em_l‘/ | < r,nt > ]qdanl(nl)/2 (cos )12 (sin 9)" 1 dy.
sn-1 0
(4.22)

Sei T € O(R™) eine Rotation mit Tx = (1,0,...,0). Da do,_1(n') rotati-
onsinvariant ist, gilt

Lo i<nat > ot = [ <> ()
= /2 » | < Tr,n' > |do,—1(n")

= [ it
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Es folgt mit n' = (cosg,tsinp), t € ¥"~2 und Lemma A.3:

/ < o' > [Ydon () / 0} {do 1 (7))
Enfl Enfl

2/ /2 (cos p)4(sin )" 2dydt
sn-2.J0

_ +1 n—-1
= |z 2B (1= S (42
s () e
Auflerdem gilt mit Lemma A.3:
2 g 1
/02 (cos )12 (sin )™ 1do) = §B <g + %, %) .

Es ergibt sich mit Gleichung (4.22):

L b))

Ww+q—1 [yim—1| [yn—2 g+1 n—-1 (5 q @)

2 D) \B<2 ) B3t 5) (42)

In diesen Term wird nun die bekannte Formel fiir |21,

k
T2

r (3

’Zk_l‘ -9

)

eingesetzt. Um die Gamma-Terme abzuschétzen, wird die Stirlingsche For-
mel A.8 benutzt. Es gilt dann:

/ L () ()
Sn,m

— gita |yt g2 g (4H ] 2v 2] B(Z+4.2)
2 2 2 4’2
m v +1 v—1
e 2? 2 T T r (e T (y)
- 2u—1
r(g)r(®+) T(E+v) TD(5+%+7)
T Z_|_2
S Cq22uﬂ_y+7 - (2 ,,4)m 7
P+ (5+%+9)
. vig_ 1 ,(,,+1,l)
< C’q22”7r”+2e_5_% (g—l—%)Q TP erts (1/—1-%) :
Vym ~(§+2+4-1)
.§+7+%<Z m 2) 2rEaTe
¢ 5 T3y
vyg_ 1 _ qg_ 1
< ittt (0 1) (L 9T
_5+m+g_l)
'(V-f—m-i-g) 2 T2 T3 3



2 2
und da
_v_a L+d
(V—{—g) 24 — y_%_% v 2
2 v+ 12
q l/+§ %
= y_%_% <1— 2 q>
v+3
S yfgf%ef%,
st

IN
Q
[\]
)
S
+
[V
=
™
+
[V
tI
M|
|
N
VR
X
+
3
+
|
S——
o
|
v
|
iN!

Lemma 4.54 Sei 2, (k,-) wie in Satz 3.15, q € (1,00), du(w) wie in De-
finition 2.19. Es existiert eine von n, m, k unabhdingige Konstante Cy so,

dass
/n,m

mit D(v,m,q) wie in Satz 4.5.

q
m(5,0)| dpa(w) < CyD(v,m,q),

1,2
wiwy

Beweis: Es ist f7,,(k,w) = Y., =t (Z?zl /ﬂiAi-“j), und mit der Formel
fiir du(w) aus Definition 2.19 ist

[ ot
— /nm;wwk<zfﬂ ) "

2(cos¥)2n; sinv
oL (S
sin—1 Jym—1 | sin ¥n?|

-(cosﬁ)” L(sin ﬁ)m—ldﬁdom,l(n Ydo,_1(nt)

q
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q

jus n
2v 2 1,2 k
o [ (3ot )
= = 0 |k i=1

(cos¥)? 12 (sin )™ dddom—1 (n?)dom_1(n")
q

22y+q/2 —1/2‘: 1 ZﬁiAfjnjl'nI% dUm—l(UQ)dO'n_l(nl>

Joksi
: / ’ (cos ¥)Y 13 (sin 9)" " dy.
0

Es gilt wie auch schon im vorangegangenen Lemma mit Lemma A.3, dass

2 q.4, . _ 1 v o qgm
9oy tay = B (5 + 47,
/0 (cos¥) 2 (sin ) 5 5 +4, 5
Nun soll das Doppelintegral iiber die euklidischen Sphéren berechnet wer-
den. Sei zu n? € ™71 (0,7?) € H,,,, die Matrix Jiom2) wie in 2.2 (Seite
8). Dann gilt fiir alle 4, j € {1,...,n}:

< J(sz)Xi,Xj > = < [Xi,Xj], (0,772) >
m
= > A,
k=1
also .
T _ 2 1k
(J(o,nZ))ij =D Al
’ k=1
Weiter ist
m
1 2 1k T 1 T 1
Jit k=1 Jyt ’

Nach Bemerkung 2.3 ist Jg ,2) orthogonal, und damit ist doy,—1(n') unter
J0,n2) Invariant. Es folgt

[ Tt > o P )
yn—1 Jym-—1

B / / ‘ <K, '](7(—')7,72)771 > ‘qdo'n—l(nl)dam—l(?f)
Em—l E”_l

= / / | < k.0t > "don_1(n)dom—1(n*)
Zm—l Zn—l

= |Em_1|/Z » ‘ < K,mt > ’qdanfl(nl)

1 n—1
P il ,
2 ' 2

S ey (Yo kAl )| dov-r (Yo (n')
7, k=1

)
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wobei der letzte Schritt mit der Formel (4.23) aus dem vorangegangenen
Lemma folgte. Insgesamt ist also

w1w2 n q
Jon [T () [t

-t tgr2p (TR M) g (V4 1)
2 2 2 42

Dies ist aber der gleiche Ausdruck wie (4.24) in Lemma 4.53, und somit
ist er auch durch CyD(v, m, q) beschrénkt. O
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Anhang A

Hier sollen einige weitestgehend wohlbekannte Resultate bereitgestellt wer-
den, die in dieser Arbeit benutzt wurden.

A.1 Die e-Funktion und die Folge (1 + %)n

Das folgende Ergebnis ist natiirlich wohlbekannt, allerdings in genau
dieser Form in der Literatur schwer zu finden. Fiir ein dhnliches Resultat
siehe z.B. [R].

Lemma A.1 Sei z € R. Seien

fx:R>0—>R’ Y - (1_}_%)9 :eylog(1+§)7

y+x z
9z :Rsp— R, yr— (1 + i) = e(y+x)log(1+y>.

Fiiry >0 (im Fallz > 0) und y > —x (im Fall x < 0) gilt:
z\¥ 2\t
o= (1+5) << (1+2) =00

und limy .o fo(y), imy oo g2(y) existieren mit

lim f,(y) =€" = lim g,(y).
y—00 y—00

Beweis: Fiir x = 0 ist dies sofort klar.
Sei nun « > 0. Dann gilt offenbar

e k

ey =142 <30 =i,

also die linke Seite der Ungleichung. Da mit dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung und der Monotonie der Ableitung des Logarithmus
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gilt:

folgt

und damit
z\V*
Q:Jc(y) = <1 =+ y) > e”,

also die rechte Seite der Ungleichung. Auflierdem gilt

fiy) = foW) <1og (142) + s (—j))
o (log<1+j)—yix)

> 0,

also ist f, monoton steigend. Damit existiert lim, ., f5(y) fiir alle 2 und

lim fx(y) <e'.

Yy—o0

Fiir g, gilt:

und da
folgt mit der Monotonie des Logarithmus
log (1 + x) < g,
Yy Yy

9. (y) <0.

Also ist g, monoton fallend und beschrankt und damit auch konvergent.
Da g, (y) > €* fiir alle y > 0 gilt, ist dann

und damit dann

lim g;r(y) >e”.
y—00
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Da weiterhin

und damit
lim 92(y) =

Y=o fx(y) B

)

folgt somit fiir x > 0

lim fu(y) =e* = ylin;o 9x(Y).

Yy—oo

Fiir y > —z, x < 0 folgt sofort durch Invertieren der obigen Ungleichungs-
kette und mit g : =y + x > 0:

N7 N —-2)
<1+ m) zef’fz<1+fc> ,
J J

und da

ist dies dquivalent zu

yta Y
(e3) == (145)
Y Y

fiir y > —x, und natiirlich gilt auch in diesem Fall

lim fu(y) =e* = lim g,(y).

Yy—oo Yy—oo

A.2 Einige niitzliche Integrale

Lemma A.2 Seien o, 8 € R mit a > —1, a — 3 < 0. Dann gilt:

0

2 72
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Lemma A.3 FEs gilt fir o, f € R _1:

2 1 1 1
/2 (cos9)*(sinv)’dy = =B <a + ,ﬁ—i_> :
. 2 2 2

Lemma A.4 FEs gilt fir alle o, BER mita> -1, —a>1 und x > 0:

dt= —Bla+1,8—a—1).
/0 (1 +tz)B "~ gotl (41,8 —a—1)

Beweis: (Der Lemmata A.2, A.3 und A.4). Die Formeln finden sich in [Ba],
Abschnitt 1.5.1, Formeln 12, 19 und 23. O

A.3 Die Hyperbelfunktionen

Lemma A.5 FEs gilt fiir alle A\, ¥ € R:

(1) : cosh(A+ ) cos ¥ cosh A + isin ¥ sinh A,
(¢4) : sinh(A+1i9) = cos?sinh A+ isindcosh A,
(t9i) : |cosh(A+1i¥)] < coshA,
(tw) : |sinh(A+149)| < coshA.

(v) : Es existiert ein C > 0 so, dass fir alle A\, ¥ € R gilt:

sinh(A + iv)
A+

‘ < (C'cosh \.

Beweis: (i) und (i7) sind klar. Seien A, ¥ € R. Dann gilt:
zu (4i1):
|cosh(A +i9)] = |cosdcosh A+ isindsinh )|
= ((cos cosh A\)? 4 (sin¥ sinh )\)2)

N

(NI

< ((cos ¥ cosh M2 + (sin ¥ cosh )\)2)
= cosh\.

zu (iv):
|sinh(A +49)] = |cos?sinh A+ isind cosh )|
((cos ¥ sinh A)? + (sin ¥ cosh \)?)

((cos ¥ cosh M2 + (sin® cosh )\)2)
cosh A.

N

I
Nl

IN
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zu (v): Falls |A + 49| > 1, so gilt

sinh(A + iv)
A+ 10

’ < | sinh(A +49)| < cosh A.

Ferner ist die Abbildung f : C\ {0}, z +— (sinh(z))/z holomorph, so dass
fauf {A+ 49| |A+i9| < 1} durch ein C' > 0 beschrinkt ist und somit
auch hier |(sinh(A +9))/(A 4 )| < C < Ccosh A gilt. O

A.4 Trinomische Formel

Lemma A.6 Seien a, b, c € C, n € N. Dann gilt:

n+1)

n __ P(
(a+b+c)" = H;:n L(k+ DT (s+ 1T+ 1)

a" v

Beweis: Ist trivial. O

A.5 Gauflsches Fehlerintegral

Lemma A.7 Sei z € C mit Rez >0, [l € R._1. Dann gilt:
o0
/ e Erldr = 1,zf(HTl)l“ 1 .
0 2 2

Beweis: Fiir z € R, z > 0 gilt die Formel trivialerweise. Fiir nichtreelles z
mit SRez > 0 folgt die Gleichheit iiber den Identitétssatz, da beide Seiten
der Gleichung eine holomorphe Funktion auf der Halbebene {z| Rez’ > 0}
definieren. a

A.6 Die Stirlingsche Formel

Die im folgenden Lemma bewiesenen Abschétzungen iiber die Gamma-
und Betafunktion sind natiirlich auch wohlbekannt, jedoch zum Teil schwer
in der Literatur zu finden.

Lemma A.8 (i): limy_, F(x)x*(iv*%)ew =/2r.
(ii): Es existieren Konstanten C1, Co > 0 so, dass fir alle x > 1/2

1 1
Ciz* 2e " <T'(z) < Cox" 2",
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(7i1): Es existieren Konstanten Cs, Cy > 0 so, dass fiir allex > 1/2, ¢ € [0, 1]
Cs3z°T(z) <T (z+¢) < CuzT(z).
(iv): Es existiert eine Konstante C so, dass fiir alle x, y > 1/2
B(x,y) < Ca® 2y~ (z +4) %2
und fir alle x, y > 1

B <§’ 5) < C:p%_ﬁyﬁ_%(;p + y)_%_i'i_%.

(v): Es existieren Konstanten Cy, Cg so, dass fir alle z, y > 1/2, € € [0,1]

)63(%1/)

Cs (gjy) B(z,y) < B(z,y +¢) 306<

r+y

Beweis: Fiir den Beweis von (7) siehe [F-L]. (i7) folgt dann trivialerweise, da
der Quotient in (7) sowohl nach oben als auch nach unten durch positive
Zahlen C'1, C5 beschrankt ist.

Zu (4ii): Sei x > 1/2 und ¢ € [0, 1]. Dann ist mit (#¢) und mit Lemma A.1

F(r+e) < Ca(z+ E)I+E_% e F

B @ T+e
Cy

Co e\Tts _
_“ 1 - g EF
o (1+3) T Tw
Cy € € % —€,€
ae (l—l—;) e “x°I'(x)
@ﬁng(:c)

1

= Cuz°I'(2)

zt+e—3 L
) e fxtCiz" 27"
x

IN

IN

IN

mit Cy := %3% Weiter ist

T(xte) > C(z+e)tezeas

1
Cy (x+e\" T2 _ 1
s _— e 6:1;6021:1‘ 2e r

CQ X
rte—1
> % (1 + E) o e ‘2T (z)
x

C’j £\~ 3
> Zle < —£,.&
> 026 (1 + x) e “x°I'(z)
> 23_2xsf‘(m)
= (C352°T'(x)



mit O3 := G372
Zu (iv): Der Beweis erfolgt durch einfaches Anwenden von Teil (i7).
Zu (v): Der Beweis folgt sofort mit (#ii). O

A.7 Eine Abschitzung des Sinus

Ich mochte an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. H. Ko6nig fiir den Hinweis auf
das nachfolgende Lemma danken.

Lemma A.9 Fiir alle t € [0,7/2] gilt

42
sint > te” 5.

Beweis: Die Potenzreihenentwicklung von sint lautet

o (=D"
int = Uiy
S Z(2n+1)!

n=0

Entwickelt man auch e=*/5 mit der Taylorreihe um 0, so ergibt sich

2 1 2\"
te”s =ty — [——
‘ Zn'( 5)

Es reicht also zu zeigen, dass fiir alle ¢ € [0, 7/2] gilt:

> 1 1
0< _ -1 nt2n+1'
_;<(2n+1)! n!5”> (=)

Sei fiir n € Ny
1 1

(2n+ 1) nlsn

Qp 1=

Da t > 0 ist, reicht es also zu zeigen, dass fiir alle t € [0,7/2], n € N, n
ungerade gilt:
an — t2an+1 <0.

Fiir n = 2 gilt a2 = % — 5—10 < 0, und falls a,, < 0 fiir ein n > 2, so folgt
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fir n + 1:

1 1
(2n+3)!  (n+ 1)l5n+!
1 B 1
2n+3)2n+2)2n+1)!  (n+1)nl5-57

an+1

_ 1 1 1
= (2n+3)2n+2) ((2n+ - n!5”>
0.

IN

Damit reicht es sogar nur zu zeigen, dass fiir alle n € N, n ungerade

2

an — %anﬂ <0. (A1)
Fiir n =1 gilt:
2 1 1 #2/1 1 1+77r2< 80+70 -0
ag—a=——|=——=| = —— —
! 4 2 315 4 \5 50 30 2400 — 2400 2400 ’

da w2 < 10. Jetzt soll also die Ungleichung (A.1) fiir n € N>3, n ungerade
gezeigt werden. Dafiir soll erst per Induktion gezeigt werden, dass fiir alle
n € N>3, n ungerade gilt:

2+ D" < 2n+1)(2n+ 1) (A.2)
Fiir n = 3 ist
2n+1)15" =2-41.5% = 25041 < 7-7-6-5-41 = 7-7) = (2n+1)(2n+ 1)1,
Gilt (A.2) fiir ein n € N>3, n ungerade, so folgt fiir n + 2:

20(n+2)+ D152 = 2(n+3)(n+2)(n+1)125-5"
25(n+3)(n+2)(2n+1)(2n + 1)!

(2n +5)2(2n 4+ 4)(2n + 3)(2n + 2)(2n + 1)!
= (2n+5)(2n+5)!

= 2(n+2)+1)(2(n+2)+1).

IN A

Damit soll nun (A.1) fiir alle n € N>3, n ungerade bewiesen werden. Es
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gilt

- 1 1 7 1 1
 2n41)! nlsn 4 \(2n+3)!  (n+1)l5nHL
- 11 +£2 1
— (2n+1)! nl5n 0 4 5(n+1)57
_ 11 1
— (2n+1)! nl5m 0 2(n41)57
1 2(n 4 1)I5"
- —2(n+1)+1
2(n+1)'5"< CEEE R G )
1 (n+1)15"
= —(2n+1
2(n+ 1)15" ( Gnrnr 2t )>
1
= 2(n+ 1)I5" — 2n+ 1)(2n + 1)!
S D5 (n 1)1 DB = @nA D@+ 1)
< 0

nach Ungleichung (A.2).
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