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Zusammenfassung

In dem Ubersichtsartikel [HK]| fragen D. Hoffman und H. Karcher 1997 u. a.
nach der Existenz vollstandiger eingebetteter Minimalflichen endlicher Total-
kriimmung mit planaren Enden kleinstmdglicher Ordnung 2.

Die bis dahin {ibliche Methode, eine Minimalfliche mit dem Darstellungssatz
von Weierstrafs zu konstruieren und dann Wohldefiniertheit unter weitreichenden
Symmetrievoraussetzungen zu zeigen, schloss das Auftreten solcher planaren En-
den aus, wie M. Callahan, D. Hoffman und W.H. Meeks in [CHM] beweisen.

In der vorliegenden Arbeit benutzen wir eine neue, von Symmetrieannahmen a
priori unabhéngige Konstruktionsmethode von M. Traizet |Tr|, die mit Hilfe des
Darstellungssatzes von Weierstraft und des Satzes iiber implizite Funktionen die
Konstruktion von Minimalflachen auf das Losen von algebraischen Gleichungen
in komplexen Veranderlichen zuriickfiihrt, um die Eingangsfrage von Hoffman
und Karcher zu beantworten.

Das erste Kapitel der Arbeit ist der thematischen Einordnung des Untersuchungs-
gegenstandes, sowie einer Kurziibersicht gewidmet.

Im zweiten Kapitel fassen wir die von uns bendtigten grundlegenden Begriffe und
Sdtze zusammen und gehen speziell auf die Formulierung des Weierstrafschen
Darstellungssatzes fiir globale Minimalflichen endlicher Totalkriimmung ein.

Im darauf folgenden Kapitel untersuchen wir die Geometrie planarer minimaler
Enden. Unter gewissen Einschréankungen, wie Forderungen an die Gestalt der zur
asymptotischen Hohe des Endes korrespondierenden Niveaumenge, ist die Exis-
tenz solcher minimaler Enden ausgeschlossen.

Im vierten Kapitel passen wir Traizets Verfahren an die notwendigen und hinrei-
chenden Bedingungen zur Erzeugung von Minimalflaichen mit planaren Enden an
und stellen detailliert die Abhéngigkeiten der auf diese Weise gewonnenen Fléachen
von den Konstruktionsparametern heraus. Dadurch konnen wir die von Traizet er-
kannten Voraussetzungen, unter denen das Verfahren eingebettete Beispiele, d.h.
Fldachen ohne Selbstschnitte, liefert, abschwachen. Mit Hilfe einer Nicht-Existenz-
Aussage von J. Perez und A. Ros erhalten wir eine neue Aussage iiber die Form
der fiir die Konstruktionsmethode von Traizet zuldssigen Startkonfigurationen.
Das Hauptresultat beweisen wir dann im fiinften Kapitel:

Es qibt vollstindige, eingebettete Minimalfldchen endlicher
Totalkrimmung mit planaren Enden kleinster Ordnung 2.

Anschlieffend entwickeln wir mit Hilfe des Newtonverfahrens eine Methode,
Existenz von Flachen durch numerische Behandlung der durch das Konstrukti-
onsverfahren von Traizet vorgegebenen algebraischen Gleichungen zu zeigen. Als
eine Anwendung erhalten wir vergleichsweise einfache Beispiele von Minimalfl&-
chen mit planaren Enden ohne nicht-triviale Symmetrien.



Abstract

In D. Hoffman’s and H. Karcher’s survey article [HK]| from 1997 the authors pose
several questions and conjectures about the space of complete embedded minimal
surfaces of finite total curvature; one of them concerning the existence of exam-
ples with planar ends of smallest possible order equal to 2.

Up to this point, minimal surfaces had been constructed by deriving suitable data
for the Weierstrak representation theorem showing under extensive symmetry as-
sumptions that these data were well defined. But this approach prevented the
occurrence of planar ends of smallest possible order, as M. Callahan, D. Hoffman
and W.H. Meeks showed in 1989 in [CHM].

To answer the question of Hoffman and Karcher we will use a new method by M.
Traizet, which reduces the construction of minimal surfaces via the Weierstraf
theorem and the implicit function theorem to solving algebraic equations in sev-
eral complex variables, without any a priori symmetry assumptions.

The report is organized as follows. In the first section we introduce the subject
and give a short survey of this thesis.

In section two we sum up the basic terms and tools needed in the treatment of
minimal surfaces, with special emphasis on the version of the Weierstraf repre-
sentation theorem for global minimal surfaces of finite total curvature.

The third section is devoted to the study of the geometric behaviour of planar
minimal ends. Certain constraints, for example assumptions on the shape of the
level set corresponding to the asymptotic height of the end, exclude the existence
of such minimal ends.

In the fourth section, we adjust Traizet’s method to the necessary and sufficient
conditions for constructing minimal surfaces with planar ends. By exposing in
detail the dependencies of the surfaces created in this way on the construction
parameters, we are able to weaken the hypothesis under which the approach leads
to embedded examples, i. e. surfaces without self-intersections. Beyond that we
use a non-existence theorem of J. Perez and A. Ros to obtain a new result on the
admissibility of configurations needed for Traizet’s approach.

The main theorem is proved in section five:

There exist complete embedded minimal surfaces of finite total curva-
ture with planar ends of smallest possible order.

Subsequently, we develop a technique based on Newton’s method, to show the
existence of surfaces by solving numerically the algebraic equations given by
Traizet’s approach. As an application we obtain comparatively simple exam-
ples of complete embedded minimal surfaces of finite total curvature with planar
ends and without any non-trivial symmetries.
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Kapitel 1

Einleitung

Hauptresultat dieser Arbeit ist eine Existenzaussage in der Klasse der vollstan-
digen eingebetteten Minimalfldchen endlicher Totalkriimmung.

Innerhalb der Theorie der Minimalflichen galt dieser Klasse stets ein besonderes
Interesse; lange Zeit waren die einzigen bekannten Vertreter jedoch nur die Ebene
und das Katenoid.

Der nunmehr klassische Darstellungssatz von Riemann-Enneper-Weierstraf stellt
in Verbindung mit einem Resultat von R. Osserman [Os| fiir solche Fldchen ei-
ne enge Bezichung zur Funktionentheorie auf kompakten Riemannschen Fléchen
her.

1980 zeigen L.P. Jorge und W.H. Meeks [JM] einige Grundeigenschaften von Fla-
chen in dieser Klasse und erhalten insbesondere Ergebnisse iiber ihr Verhalten in
den Enden. R. Schoen [Sc| beweist 1983, dass sich die Enden asymptotisch wie
entweder das eines Katenoids oder das einer Ebene verhalten und erkennt das
Katenoid als den einzigen Vertreter dieser Klasse mit genau zwei Enden.

1982 gelingt es C. Costa [C| ein erstes neues Beispiel zu konstruieren, eine voll-
stdndige Minimalfliche endlicher Totalkriimmung mit drei eingebetteten Enden
und Geschlecht 1. D. Hoffman und W.H. Meeks [HM] kénnen anschliefsend be-
weisen, dass Costas Fliache, wie von ihm vermutet, auch eingebettet ist.

Von diesem Beispiel inspiriert, werden weitere Flachen und sogar ganze Familien
von Fléchen des oben genannten Typs gefunden (siehe u. a. [HM2]).

D. Hoffman und H. Karcher sammeln 1997 in ihrem Ubersichtsartikel [HK, §5.2]
Fragen und Vermutungen iiber den Raum der vollstdndigen eingebetteten Mini-
malflachen endlicher Totalkriimmung, darunter insbesondere die folgenden:
Enthélt dieser Raum Beispiele

(i) deren Katenoid-Enden verschiedene Achsen besitzen?

(ii) ohne nicht-triviale Symmetrien?



(iii) mit planaren Enden kleinstmoglicher Ordnung?

Bis dahin waren alle bekannten Beispiele mit dem Darstellungssatz von Wei-
erstrall unter Symmetrievoraussetzungen konstruiert worden, wodurch sich das
sog. Periodenproblem stark vereinfachte. Unter Existenz von Rotationssymme-
trien miissen aber die Achsen der Katenoid-Enden offensichtlich zusammenfallen.
M. Callahan, D. Hoffman und W.H. Meeks zeigen in [CHM], dass die Ordnung
der Gaufs-Abbildung in planaren Enden dann mindestens 3 ist.

2002 verdffentlicht M. Traizet [Tr| eine Konstruktionsmethode, die mit Hilfe des
Darstellungssatzes von Weierstrafs und dem Satz iiber implizite Funktionen die
Konstruktion von Minimalflichen auf das Losen algebraischer Gleichungen in
komplexen Variablen zuriickfiihrt. Diese kommt ohne Voraussetzungen an die
Existenz nicht-trivialer Symmetrien aus, und Traizet erhélt als Anwendung po-
sitive Antworten auf die Fragen (i) und (ii).

Unter Verwendung seiner Methode finden wir hier die Antwort auf die dritte
Frage:

Es gibt vollstandige, eingebettete Minimalflichen endlicher
Totalkriimmung mit planaren Enden kleinster Ordnung.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

In Kapitel 2 stellen wir einige wichtige Grundbegriffe aus der Theorie der Mini-
malflichen zusammen und gehen insbesondere auf den Weierstraftschen Darstel-
lungssatz (Satz 2.2.1) in seiner Formulierung fiir globale Minimalflichen ein. Des
Weiteren werden das Resultat von Osserman (Satz 2.2.2) fiir vollstandige Mi-
nimalflichen endlicher Totalkriimmung und die wesentlichen Aussagen iiber das
Verhalten solcher Fléchen in den Enden (Sétze 2.3.1, 2.3.3) vorgestellt. Schlieklich
wird noch der Begriff des Flux einer Minimalfldche eingefithrt und beleuchtet.

Kapitel 3 ist Aussagen iiber Nicht-Existenz von minimalen planaren Enden unter
gewissen geometrischen Voraussetzungen, etwa Forderungen an den Verlauf der
Endkurve, der Niveaulinie auf der asymptotischen Hohe eines planaren Endes
kleinster Ordnung, gewidmet. Wir stellen die wichtigsten bekannten Sétze vor
und nennen offene Fragen.

Die Konstruktionsmethode von Traizet ist Gegenstand des vierten Kapitels. Wir
geben eine Zusammenfassung des Beweises des Satzes von Traizet (Satz 4.3.1) an,
wobei der Fokus auf die Abhéngigkeiten von den zur Konstruktion verwendeten
Parametern gelegt wird, und zeigen hinreichende Bedingungen fiir die Existenz
von planaren minimalen Enden der Ordnung 2 auf. Auferdem verallgemeinern
wir durch Korollar 4.3.2 die Einbettungsaussage fiir auf diese Weise konstruierte
Flachen und gewinnen eine neue Aussage (Korollar 4.5.3) iiber die Gestalt zulés-
siger Startkonfigurationen fiir das Konstruktionsverfahren von Traizet.
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In Kapitel 5 beweisen wir die Existenz einer Startkonfiguration fiir den Satz von
Traizet, die zu Minimalflichen mit planaren Enden kleinster Ordnung fiihrt, und
vervollstdndigen damit den Beweis des Hauptresultates (Satz 5.2.2) dieser Arbeit.
Anschliefsend untersuchen wir die Endkurven einiger dieser neuen Beispiele und
erhalten numerisch Hinweise darauf, dass es Flachen in der hier untersuchten
Klasse gibt, deren Endkurven sogar Graphen iiber Geraden sind. Die Frage nach
der Existenz solcher Minimalflichen wurde in [CS] gestellt.

Wir beenden die Arbeit mit der Entwicklung einer auf dem Newtonverfahren
basierenden Methode, Existenz von Fldachen durch numerische Behandlung der
algebraischen Gleichungen aus Traizets Ansatz zu beweisen (Korollar 5.4.2). Als
eine Anwendung finden wir vergleichsweise einfache Beispiele von vollsténdigen
Minimalfldchen endlicher Totalkriimmung mit planarem Ende der Ordnung 2 oh-
ne nicht-triviale Symmetrien.



Kapitel 2

Grundlegende Satze und
Definitionen

2.1 Einleitung

Wir beginnen mit der Definition des Begrifts Minimalfidche.

Unter einer Flache S verstehen wir zunéchst eine zusammenhdingende orientier-
bare zweidimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit des R3.

Auch (lokale) Parametrisierungen von Flichenstiicken X : U — R? von einem
Gebiet U C C = R? in den R? bezeichnen wir als Flichen.

Eine Flache S heiflt Minimalfiiche, falls ihre mittlere Krimmung

1
H = iSpur(Wp) :S—R

iberall verschwindet. Hierbei bezeichnet W, : T, — T,S die Weingartenabbil-
dung von S.

Obige Definition ist motiviert durch den folgenden Satz, den man mit Hilfe der
1. Variationsformel des Fldcheninhalts beweist:

FEine regulire Fliche S mit endlichem Flicheninhalt hat tberall ver-
schwindende mittlere Kriimmung genau dann, wenn fir jede normale
Variation der Flache mit kompaktem Trager der Fldcheninhalt von S
stationdr ist.

Ist S eine Flédche, deren Rand eine vorgegebene geschlossene Raumkurve ist, so
ist die Bedingung H = 0 notwendig dafiir, dass S flichenminimierend unter allen
Flachen mit gleichem Rand ist. Umgekehrt miissen Minimalflichen jedoch nicht
flaichenminimierend sein.

Sei nun S eine Fldche mit Riemannscher Metrik g und Gaufk-Abbildung N. Es

5
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bezeichne A, den Laplace-Operator, definiert durch
Ayf:=divgrad f: S = R

fiir jede mindestens zweimal stetig differenzierbare Funktion f: S — R.
Gilt Ay f =0, so heifst f harmonisch.

Sei X; := X;|s Einschrénkung der kartesischen Koordinatenfunktion

X; @ (x1, w9, 23) — x; fiir ¢ € {1,2,3} auf S. Dann gilt

¢
AX = AX, | =—2HN? (2.1.1)
Ay Xs

Minimalflichen im R? sind damit auch dadurch charakterisiert, dass die Kom-
ponenten ihrer Positionsvektoren X : S — R? harmonisch sind.
Fiir p € S sei J, die Drehung um 7 in positive Richtung im Tangentialraum 7,5,
definiert durch J,(v) = N x v fur alle v € T,,S.
Das Endomorphismenfeld aller Drehungen J := (7,),es ist Riemannsch parallel,
d.h. es gilt VJ = 0, oder dquivalent: J bildet parallele Vektorfelder léngs einer
Kurve auf eben solche ab. Fiir v € T,,S schreiben wir auch kurz J(v) := J,(v).
Eine reell differenzierbare Abbildung f : S — C heifst holomorph, falls

df(g(V)) = idf (V)

fiir alle Vektorfelder V' auf S gilt. Schreibt man f = R(f) +iS(f) =: u+iwv, so
entspricht diese Identitdt genau den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen:

du(T(V)) = —duo(V),  du(T(V)) = du(V). (2.1.2)

Auf den Tangentialebenen besitzen die Endomorphismen J, die Eigenschaften,
die in C der Multiplikation mit der komplexen Einheit i entsprechen.
J heilkt komplexe Struktur auf S. Man verifiziert leicht

Bemerkung 2.1.1. Eine differenzierbare orientierungstreue lokal bijektive Abbil-
dung f : S — C ist genau dann konform?, wenn sie meromorph ist.

In dieser Arbeit werden wir stets globale Minimalflichen im R? betrachten.
Um diesen Begriff zu kléaren, erinnern wir zunéchst daran, dass eine Riemannsche
Fliche ein Paar (X, C) ist, bestehend aus einer zweidimensionalen zusammenhén-

genden differenzierbaren Mannigfaltigkeit > und einem holomorphen Atlas C fiir
3.

HHK, Gleichung (2.5), S. 11]
2d.h. winkel- und orientierungstreu
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Ist v : S — R harmonisch auf einer Flache S und p € S ein Punkt mit
du, # 0, so ist geméf (2.1.2) auf einfach zusammenhéngenden Gebieten um
p durch du* = —duo J die zu u konjugierte harmonische Funktion u* bis auf eine
Konstante eindeutig bestimmt. Dann ist © 4 i «u* konforme lokale Koordinate um
peES.

Ist S Minimalfliche und ihre Ortsvektorfunktion X : S — R3 eine Immersion, so
folgt hieraus mit (2.1.1)

Bemerkung 2.1.2. [HK, Betrachtungen auf S. 11, 12]

Jeder Minimalfliche S als orientierter Untermannigfaltigkeit des R? kann in na-
tiirlicher Weise ein konformer Atlas C zugeordnet werden. Durch Versehen von S
mit diesem Atlas erhélt man eine Riemannsche Flache S = (5,C).

Definition 2.1.1. Es sei ¥ = (X,C) eine Riemannsche Fldche.
Eine Immersion X : ¥ — R? heikt globale Minimalfiiche oder kurz wieder Mini-
malfliche, falls fiir jede Karte ¢ € C die Koordinatenfunktionen

X] = onw_17 j € {17273}

harmonisch sind und mit ®;(& + i&) := (ﬁ — i%) (& + &) gilt:

31 062
3 3
(;(&1 +i62))* =0, Y |®;(& +i&))* #0. (2.1.3)
j=1 j=1

Die letzten beiden Forderungen stellen sicher, dass die Immersion X konform
und regulér ist.

Bemerkung 2.1.3. Nach Bemerkung 2.1.2 und dem Weierstrafsschen Darstellungs-
satz (siehe Satz 2.2.1 unten) ist jede reguldre Minimalfliche S als globale Minimal-
flache darstellbar und umgekehrt definiert jede globale Minimalflache eine regulé-
re Minimalfliche S C R3. Verzichtet man auf die zweite Forderung von (2.1.3), so
lasst sich zeigen, dass diese Ungleichung hochstens in isolierten Punkten verletzt
sein kann. Solche Punkte heiffen Verzweigungspunkte. Sind Verzweigungspunk-
te zugelassen, so ist die Theorie der globalen Minimalflachen der Theorie der
reguldren Minimalflachen {ibergeordnet.

Alle lokalen Eigenschaften einer Fliache, die von der Wahl einer Parametrisie-
rung unabhéngig sind, lassen sich nun durch Komposition mit Karten auf globale
Fléchen iibertragen.

Die globalen und topologischen Eigenschaften einer globalen Minimalflache sind
durch die globalen und topologischen Eigenschaften der zugehorigen Riemann-
schen Fléche definiert: Eine Minimalfliche X : 3 — R? ist also (einfach) zusam-

menhdngend, orientierbar usw., wenn X diese Eigenschaften hat.
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Eine Einfithrung in die Theorie der globalen Minimalflichen, dort mit , genera-
lized minimal surfaces* bezeichnet, findet man in [Os, §6]. Eine kurze Ubersicht
ist jeweils in [HK] und [K] gegeben.

Die Standardbegriffe aus der Theorie der Riemannschen Flachen betreffend ver-
weisen wir auf etwa |L| oder die Literaturlisten der gerade genannten Arbeiten.

2.2 Die globale Weierstrafi-Darstellung

Wir stellen jetzt das Haupthilfsmittel zur Untersuchung von Minimalflichen vor,
den fundamentalen Darstellungssatz von Riemann-Enneper-Weierstrak.

Dieser Satz etabliert eine enge Verbindung zwischen der Theorie der Minimalfla-
chen und komplexer Analysis und wird hier in seiner Formulierung fiir globale
Minimalfldchen nach Osserman angegeben (siche [Os, § 6,§ 8|, [HK, S. 14] oder
auch [K, S. 11]):

Satz 2.2.1. Sei S C R3 requlire Minimalfliche, nicht in einer horizontalen Ebene
enthalten, und X die zugehdérige Riemannsche Fliche gemdfs Bemerkung 2.1.2.
Dann gibt es eine meromorphe Funktion g : ¥ — C und eine holomorphe 1-
Form dh auf 32, so dass S bis auf Translation dargestellt werden kann durch die
konforme Immersion

X: Y- X(%)=SCR X:§R/¢> (2.2.1)
mit
P1 %(é —g)dh
o=\ ¢ | =] 3G +9)dn |. (2.2.2)
®s3 dh

Seien umgekehrt eine Riemannsche Fliche 33, eine meromorphe Funktion g : ¥ —
C und eine holomorphe 1-Form dh auf ¥ gegeben, die die folgenden Bedingungen
erfillen:

1. (Nullstellen-Polstellen-Bedingung): Die Null- und Polstellen von g fallen
unter Berticksichtigung ihrer Ordnung genau zusammen mit den Nullstellen
von dh:

Genau dann, wenn g in p € X einen k-fachen Pol oder eine k-
fache Nullstelle hat, hat dh eine k-fache Nullstelle in p.

2. (Periodenbedingung): Es gilt fir alle geschlossenen Kurven o C 3:

Period,(¢) := 5]?% ¢ =0.



2.2. DIE GLOBALE WEIERSTRASS-DARSTELLUNG 9

Dann wird durch (2.2.1) und (2.2.2) eine globale Minimalfliche definiert.

Bemerkung 2.2.1. 1. Wir nennen {g,dh} die Weierstrafi-Daten von X. Diese
sind fiir eine gegebene Minimalfliche eindeutig bestimmt.

2. Sei 0 : 52 — C die stereographische Projektion vom Nordpol aus und
N : ¥ — 5% die GauB-Abbildung von X.
Dann gilt g = 0 o N bzw.

] 2%R(g)
lg]* =1

Daher bezeichnen wir auch g als Gauk-Abbildung von X.
Sei z eine konforme Koordinate von Y. Dann gilt

Eine globale Minimalflédche ist also nach Satz 2.2.1 gegeben durch ihre Gauf-
Abbildung und das komplexe Differential ihrer Hohenfunktion.

Man beachte, dass die 1-Form dh trotz ihrer suggestiven Bezeichnung im
Allgemeinen nicht exakt ist, also nicht notwendig eine global definierte
Funktion H : ¥ — C mit dH = ¢3 = dh existiert.

3. Mit dem unbestimmten Integral wird in (2.2.1) eine Stammfunktion be-
zeichnet.

4. Die Periodenbedingung ist dquivalent zu

P(a) ::j{ldh—%gdhzo, ﬂfe]{dhzo
ag (0% (0%

fiir alle geschlossenen Kurven a C 3.

Ein wesentlicher Beweisschritt zu Satz 2.2.1 besteht darin, zu zeigen, dass jede
konforme minimale Immersion X sich als Realteil einer konform parametrisierten
holomorphen Nullkurve ¥ in C? darstellen lisst.?

Genauer gilt mit dX* := —dX o J:

X:Re\If:Re/d\lf:Re/(dX+idX*).

SD.h. es gilt (¥})2+ ()2 + (T4)? = 0, wobei ¥/ = 2 die Ableitung bzgl. einer konformen
lokalen Koordinate z bezeichnet. Im Gegensatz zu dW ist ¥ selbst im Allgemeinen nur auf einer
geeigneten Uberlagerung 3 von ¥ wohldefiniert.
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Der Integrand lasst sich schreiben als
dV =dX +idX" = ¢,
mit ¢ wie in (2.2.2).

Definition 2.2.1. Sei X : ¥ — R? eine konforme minimale Immersion mit
Weierstrafs-Daten {g, dh} und J die komplexe Struktur von X.
Die bis auf Translation eindeutig bestimmte zu X konjugierte Minimalfiiche X*

ist definiert durch
X* ::/dX*:/—dXoj.

Bemerkung 2.2.2. 1. Es gilt in obiger Situation

X*:/dX*:S/QS:?R/—iqS::?R/QS*.

Damit hat X* die Weierstraf-Daten {g, —idh}.
Die Periodenbedingung ist somit nicht notwendig erfiillt und X* ist im
Allgemeinen nur lokal wohldefiniert.

2. Die Flachen {X@, 0<6< g}, wobei Xy gegeben ist durch die Weierstraf-
Daten {g, eiodh}, heifsen die zu X assoziierten Fldichen.
Die Konjugierte X* ist der Spezialfall X* = X_x.
Alle assoziierten Flichen Xy sind genau dann wohldefiniert, wenn die Kon-
jugierte X* es ist.

3. Durch elementares Nachrechnen zeigt man:
Die Weierstrafs-Daten {ei(’g,dh} liefern die gleiche Fliche wie die Daten
{g,dh}, rotiert um den Winkel § um die vertikale Koordinatenachse.

Fir eine Minimalflache X lassen sich der konforme Faktor ds der 1. Funda-
mentalform und die Gaukkriimmung ~ mit Hilfe der Weierstrafs-Daten {g, dh}
berechnen: Es gilt

1
ds = —<|g|+m) \dh), (2.2.5)
—16 |dg|?
K = < 0. 2.2.6
CETSALELE (2:26)

Beweis: siche z.B. [K, S. 12/13].

Wir fiihren einige weitere Begriffe ein:
Sei ¥ eine Riemannsche Fliache und v : [a,b) — ¥ eine differenzierbare Kurve.
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Dann heifst v divergent, falls es fiir jedes Kompaktum K C X ein ¢y € [a, b) gibt,
so dass y(t) ¢ K fir alle to <t <b.
Eine Fliche X : 3 — R3 heikt vollstindig, falls

/ds:oo
¥

fiir jede divergente Kurve v C X gilt.

Bemerkung 2.2.3. Nach dem Satz von Hopf-Rinow ist genau in diesem Fall die
Riemannsche Mannigfaltigkeit ¥ als metrischer Raum (X, d) mit der Riemann-
schen Abstandsfunktion d : ¥ x 3 — R vollstandig. ([DHKW, Proposition 1, S.
178-179)).

Die Totalkriimmung einer Fliche X : 3 — R? ist definiert als

//{dA.
>

Wir bezeichnen diese Grofe sowohl als die Totalkriimmung von X, als auch als
die Totalkriimmung von X oder S = X ().

Liegt eine vollstindige Minimalfliche mit endlicher Totalkriimmung vor, d.h.
fz kdA > —oo, so hat man folgende zusétzliche Informationen zur Weierstrafs-
Darstellung:

Satz 2.2.2 (|Os|). Sei ¥ Riemannsche Fliche und X : ¥ — R? wollstindige
konforme minimale Immersion mit endlicher Totalkrimmung und Weierstrafs-

Daten {g,dh}. Dann gilt:

(i) X ist konform dquivalent zu ¥, \ {p1, ..., p,}, wobei ¥} eine kompakte Rie-
mannsche Fliche vom Geschlecht k € N und py, ...,p, € ¥y, 7 € N, endlich
viele paarweise verschiedene Punkte sind.

(ii) Die gemaf$ (2.2.1), (2.2.2) definierte Abbildung X ist eigentlich.

(i) Die meromorphe Gauf-Abbildung g : ¥ — C lisst sich zu einer meromor-
phen Funktion auf ¥, fortsetzen; die holomorphe 1-Form dh ist zu einer
meromorphen 1-Form auf ¥ fortsetzbar.

(iv) Es gilt fir die Totalkrimmung
/ kdA = —4nGrad(g) € —47N, (2.2.7)
2

und

/ kdA < —4n(k+r—1). (2.2.8)

Hierbei bezeichnet Grad(g) den Abbildungsgrad der meromorphen Funktion
g auf der kompakten Riemannschen Fliche ¥y.
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Beweis. (i) [Os, Theorem 9.1, S. 81]

(ii) [JM, Theorem 1, S. 204|

(iii) [Os, Lemma 9.5, S. 82, Lemma 9.6, Beweis von Theorem 9.3 S. 83 ff]

(iv) [Os, Theorem 9.2, S. 82, Theorem 9.3 S. 85] O

Definition 2.2.2. Die Punkte py, ..., p, aus Satz 2.2.2 (i) heifsen Punktierungen
von ¥j. Wegen (i) definieren wir das Geschlecht einer globalen Minimalfiiche X
mat endlicher Totalkrimmung als das Geschlecht k der zugehorigen kompakten
Riemannschen Fliche ¥y

2.3 Enden vollstandiger Minimalflachen

Wir erinnern zunéchst an den Begriff der Enden einer nicht-kompakten zusam-
menhingenden topologischen Mannigfaltigkeit.

Anschaulich sind die Enden die verschiedenen Weisen, sich auf der Mannigfaltig-
keit ,ins Unendliche zu bewegen*.

Man beachte, dass eine zusammenhéngende topologische Mannigfaltigkeit stets
auch wegzusammenhéngend ist.

Definition 2.3.1. Sei M eine nicht-kompakte zusammenhéngende topologische
Mannigfaltigkeit.

Seien weiter ay, ay @ [0,00) — M (stetige) eigentliche Wege. Wir nennen «; und
ap dquivalent, in Zeichen oy ~ o, falls es eine Ausschépfung von M durch kom-
pakte Mengen (Kj), en gibt, so dass fiir alle j € N gilt:

Ist I;; C [0,00) die unbeschriinkte Komponente von aj* (M\ Kj> und [;» C
[0, 00) die unbeschriinkte Komponente von o' (M\ [o(j>, so liegen a4 (7;;) und

as(1;2) ganz in derselben Zusammenhangskomponente von M\ K -
Die Relation = ist dann eine Aquivalenzrelation und wir bezeichnen eine Aqui-

valenzklasse [a] als ein Ende von M.

Bemerkung 2.3.1. (i) Jede topologische Mannigfaltigkeit M lédsst eine Aus-
schopfung durch kompakte Mengen zu, d.h. es existiert eine Folge von Kom-
pakta (Kj)j€N7 Kj C M mit Kj C Kj+1 und UjGN Kj =M.

Dies folgt aus der Existenz einer abzdahlbaren Basis der Topologie von M.

(ii) Eine r-fach punktierte kompakte Flache ¥ besitzt r topologische Enden.
Die einzigen divergenten Wege auf X sind solche, die in eine Punktierung
hineinlaufen. Damit motiviert Satz 2.2.2 die folgende
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Definition 2.3.2. Sei ¥ Riemannsche Fliche und X : ¥ — R3 vollstindige kon-
forme minimale Immersion mit endlicher Totalkriimmung.

Seien 7, k, ¥ und {p1, ..., p,} C I} wie in Satz 2.2.2.

Fiir j € {1,...,r} sei D; C 3, eine Umgebung von p;, die keine weitere Punktie-
rung enthélt und D} := D; \ {p;}.

Dann heit E; := X(Dj) eine Endendarstellung des zu p; korrespondierenden
Endes von X.

Die Punkte p;, 7 = 1,...,7 nennen wir Endenpunktierungen und bezeichnen das
jeweils zugehdrige Ende auch als das Ende in p; von X.

Das Ende in p; heift eingebetlet, falls es eine punktierte Umgebung D} von p;
gibt, so dass X
Als Homologieklasse des Endes in p; bezeichnen wir die Aquivalenzklasse der
geschlossenen positiv orientierten Kurven in ¥, die die Punktierung p; umlaufen.

D eine Einbettung ist.

Satz 2.3.1. (|Sc, Proposition 1])

Seien X, %, %, wie in Satz 2.2.2 und p € ¥y, eine Endenpunktierung. Es gebe
eine in p punktierte Umgebung D* C X wvon p, so dass die Endendarstellung
X|p+ eine Einbettung ist. Nach einer Rotation, falls notig, kénnen wir annehmen,
dass die gemdf$ Satz 2.2.2 (iii) fortgesetzte Gaufs-Abbildung in p vertikal ist, d.h.
N(p) € {(0,0,£1)} gilt.

Dann kann D* so gewdhlt werden, dass X (D*) Bild eines Graphen

T
(371>5!72) = Lo

f(xla $2)

iiber dem Auferen eines grofen Kompaktums in der horizontalen (21, z2)-Ebene
i1st, mit dem asymptotischen Verhalten

1

f(l’l,l’g) = RlOg(Hl’H) + W(clxl + CQ!L’Q) + n + O (HZI}H2) (2.3.1)

fiir ||z]| = /22 + 22 — oo und Konstanten R,cy,ca,n € R.
Weiter gilt fir die in p fortgesetzten Weierstrafi-Daten von X :

(i) Die ersten beiden Komponenten ¢1, ¢y von ¢ aus (2.2.2) haben Polstellen
der Ordnung 2 in p und je Residuum 0 in p.

(ii) ¢3 = dh hat in p einen einfachen Pol oder ist dort holomorph.
Letzteres ist genau dann der Fall, wenn in obiger Formel R = 0 ist.
Genauer gilt

R = —res,(dh).
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Zur Motivation der nachstehenden Definition bemerken wir, dass fiir das Ende
einer horizontalen Ebene als Graph mit obiger Notation f = n fiir ein n € R
gilt. Das Standard-Katenoid, gegeben durch die Weierstrak-Daten {z, %dz} auf
C* = C\ {0, 00}, besitzt zwei Enden, korrespondierend zu den Punktierungen
0, 00, und es gilt aufserhalb eines grofsen Kompaktums

1
flonaa) = Riog(lesa)l) 40+ 0 (1)

mit R = —1 fiir das Ende in 0 und R = 1 fiir das Ende in oo.

Diese Tatsachen konnen elementar nachgerechnet werden.

Die eingebetteten Enden einer vollstandigen Minimalfliche endlicher Totalkriim-
mung verhalten sich also asymptotisch wie entweder die Enden eines skalierten
Standardkatenoids oder das Ende einer Ebene.

Definition 2.3.3. Die Konstante R aus Satz 2.3.1 heifst die logarithmische Wachs-
tumsrate des zugehorigen Endes.

Ein eingebettetes Ende einer vollstdndigen Minimalflache endlicher Totalkriim-
mung heifst

(i) vom planaren Typ, oder planar, falls R = 0,
(ii) vom Katenoid-Typ, falls R # 0.

Bemerkung 2.3.2. 1. Ist X eine minimale Einbettung mit endlicher Total-
kriimmung und r Enden und sind Ry, ..., R, die logarithmischen Wachs-
tumsraten der Enden von X, dann folgt aus dem Residuensatz

T

ZR]' :0

Jj=1

2. Nach dem Mazimumprinzip in co [MR, Theorem 1, S.257| besitzen eigent-
lich eingebettete Minimalflachen fiir 7 € R hochstens ein planares Ende,
welches zu {z3 = n} C R? asymptotisch ist, d.h. die Héhe eines planaren
Endes einer eingebetteten Minimalfliche ist eindeutig bestimmt.

Aus Satz 2.3.1 (i), (ii) folgt leicht
Lemma 2.3.2. (Erweiterte Nullstellen-Polstellen-Bedingung)

1. Ist das zu p gehorige Ende vom Katenoid-Typ, so hat g in p eine einfache
Null- oder Polstelle, und dh hat in p einen einfachen Pol.
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2. Ist das zu p gehdrige Ende planar, so hat g in p eine Null- oder Polstelle
der Ordnung m € Nso und dh ist holomorph und hat eine Nullstelle der
Ordnung m — 2 in p. Der Fall m = 2 ist als dh(p) # 0 zu interpretieren.

Definition 2.3.4. Die Ordnung der Null- oder Polstelle der Gauf-Abbildung ¢
in einer Punktierung heiltt Ordnung des Endes in p.

Bemerkung 2.3.3. Planare Enden sind nach obigem Lemma mindestens von Ord-
nung 2.

Der folgende Satz kléart, wann in der Abschétzung (2.2.8) Gleichheit gilt, und
stellt im Fall eingebetteter Enden eine Formel vom Gauf-Bonnet-Typ fiir die
Totalkriimmung einer vollstdndigen Minimalfliche bereit.

Satz 2.3.3 ([JM]). Seien X : ¥ — R3, 3, p1,...,pr € Ik, k,7 € N wie in Satz
2.2.2. Dann gilt:

(i) (Geometrische Formel fiir die Totalkriimmung)
Alle Enden von X sind eingebettet* genau dann, wenn in der Ungleichung
(2.2.8) Gleichheit gilt, also

/ KdA = —4n(k+r—1). (2.3.2)

(ii) Falls alle Enden von X eingebettet sind und keine zwei Enden sich schnei-
den, so sind die Normalen in den zu den Enden gehdrigen Punktierungen
parallel, und nach einer Rotation gilt:

Beweis. (i) [JM, Theorem 4, S. 211], alternativer Beweis [HK, Proposition 2.2].
(i) [JM, Korollar zu Theorem 3, S. 209]. O

Die Aussage von (ii) ist klar nach Satz 2.3.1, da sich die Enden asymptotisch
wie entweder ein Katenoid oder eine Ebene verhalten, und sich daher Enden mit
nicht-parallelen Normalenvektorlimiten durchdringen miissen.

Durch (ii) ist eine Achse ausgezeichnet, die wir meist als die vertikale Koordina-
tenachse annehmen.

4D .h. es gibt Endendarstellungen E; = X(D;-‘),j =1,...,r mit Dj, ..., D} paarweise disjunkt,
so dass X|ps, ..., X|[p: Einbettungen sind.
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Mit der stereographischen Projektion o : S? — C gilt ¢ = 0 o N. Daher folgt in
der Situation von 2.3.3 (ii) (ggf. nach einer Rotation) fiir die Gauk-Abbildung in
den Punktierungen

9(pi) € {0, 00} .

Definition 2.3.5. Punkte p € ), mit g(p) € {0, 00} heifen vertikale Punkte.
Ist eine Endenpunktierung p ein vertikaler Punkt, so nennen wir das zugehérige
Ende horizontal.

2.4 Der Flux einer Minimalflache

Definition 2.4.1. Sei X : ¥ — R? cine konforme minimale Immersion und
~v C X eine geschlossene Kurve. Es sei weiter 7 die komplexe Struktur von .
Der Flux von X lings ~y ist definiert durch

Fluzx(y) = %—dXOJ € R®.
gl
Wir sagen, eine Fliache hat vertikalen Fluz, falls Fluz x(vy) fir alle geschlossenen

Kurven v C ¥ ein vertikaler Vektor ist.

Bemerkung 2.4.1. (i) Da —dX o J eine geschlossene reelle 1-Form ist, gilt fiir
zwei homologe geschlossene Kurven v,y : [ — X

/—dXoj:/—dXoj.
71 72

Damit ist der Flux unabhéngig vom gewahlten Repréasentanten einer Ho-
mologieklasse, d.h. es gilt Flurx(y) = Flurx([y]), wobei [y] die Homolo-
gieklasse der Kurve v bezeichnet.

(ii) Essei v : [a,b] — X eine geschlossene Kurve, so dass X oy nach Bogenlénge
parametrisiert ist.
Dann gilt

Fluzy(7) = / LdX 0T = / X (T (1))t

Y

Da X konform ist, gilt

dXo0) (T (V(1)) = Rotz (dX) (7' (1)) = Rotz (X 07)'(t)),
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wobel Rotz die positiv orientierte Drehung um 3 im jeweiligen Tangential-
rauin T(Xo»y(t))X ist.
Es sei n(t) := Rotz ((X 07)'(t)). Mit dieser Bezeichnung gilt

Fluxx(fy):/ —n(t)dt.

Das Vektorfeld 7 ist senkrecht zum Geschwindigkeitsvektorfeld (X o)" und
tangential an die Flache.

(iii) Der Fluxvektor hat eine physikalische Interpretation als Kraftvektor, sie-
he hierzu etwa [PR, §2, S. 22ff]. Die Wahl des Vorzeichens des Fluz ist
willkiirlich.

Lemma 2.4.1. ([HK, Prop. 2.3]).

Sei X : ¥ — R3 eine vollstindige konforme Minimalfliche, gegeben durch ihre
Weierstraf-Darstellung X = Re [ ¢ gemdfs (2.2.1), (2.2.2).

Sei weiter v : I — X eine geschlossene Kurve und X* die zu X konjugierte,

maoglicherweise nur auf einer geeigneten Uberlagerung ¥ von Y wohldefinierte
Fliche X* : ¥ — R3. Dann gilt:

(i)
Fluzx(y) = Period, X* = S / 6. (2.4.1)
Y

(i) Falls X endliche Totalkrimmung hat und ~ in der Homologieklasse einer
Punktierung p tm Sinne von Satz 2.2.2 und Definition 2.3.2 liegt, so gilt

res,(¢1)
Fluxx(v) =2m | resy(¢2) |- (2.4.2)

resy(¢s)

(iii) Falls v in der Homologieklasse einer Punktierung p liegt, die zu einem ho-
rizontalen eingebetteten Ende endlicher Totalkrimmung gehort, so gilt

0
Fluzx(v) = 0 ,
—2mR

wobei R logarithmische Wachstumsrate des Endes ist.

Bemerkung 2.4.2. Die dritte Aussage beinhaltet, dass ein eingebettetes horizonta-
les Ende endlicher Totalkriimmung immer vertikalen Fluz hat, und folgt direkt
aus Satz 2.3.1. Insbesondere verschwindet der Flux eines eingebetteten Endes
genau dann, wenn das Ende planar ist.



Kapitel 3

Einige Nichtexistenz-Aussagen

3.1 Einleitung

In diesem Abschnitt stellen wir einige bekannte Nichtexistenz-Resultate {iber spe-
zielle Minimalflachen mit planaren Enden zusammen.

Viele Fragestellungen betreffen die Gestalt von Minimalflichen mit Rand in ei-
nem durch zwei parallele Ebenen P;, P, berandeten Streifen in R3.

Ein bekanntes Resultat etwa besagt, dass es keine kompakten Minimalflachen mit
Rand in einem solchen Streifen derart gibt, dass der Rand aus konvexen geschlos-
senen Kurven ¢; C P; bzw. co C Ps besteht, mit Orthogonalprojektion von ¢;
auf Py disjunkt zu cy. Als weitere Beispiele seien hierzu die Sdtze von Shiffman
[Sh| genannt.

Die Ausgangssituation kann dahingehend verallgemeinert werden, dass ein pla-
nares Ende innerhalb des Streifens zugelassen ist, etwa asymptotisch zur horizon-
talen Ebene {z3 = n € R} C R3. Fordert man dann, dass die Niveaumenge auf
Hohe 7 eine zusammenhéngende differenzierbare Kurve ohne Selbstschnitte ist,
so sind die betrachteten Flachen mit Rand konform &quivalent zu einfach punk-
tierten Kreisringen und das Ende von Ordnung 2. Resultate iiber Fliachen dieses
Typs sind z.B. die Verallgemeinerungen der Sétze von Shiffman durch Fang [F|.
In diesem Kontext stehen auch die Sétze 3.3.2 und 3.3.4 von J. Pérez und A. Ros,
mit deren Hilfe wir im anschliefenden Kapitel mit Korollar 4.5.3 eine neue Aus-
sage liber die Gestalt zuldssiger Startkonfigurationen fiir das Traizet-Verfahren
beweisen.

Des Weiteren motivieren wir hier eine Frage von J. Choe und M. Soret [CS, Re-
mark 1], die wir zumindest numerisch in Abschnitt 5.3 beantworten konnen.

Zunichst geben wir eine kurze Ubersicht iiber die Geometrie von planaren mini-
malen Enden.

18
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3.2 Eigenschaften planarer minimaler Enden

Es seien stets % eine Riemannsche Flidche und alle auftretenden minimalen Im-
mersionen X als konform angenommen.

Als horizontale Streifen bezeichnen wir Teilmengen S C R? der Form S =
{(x1,29,23) €R3; a <23 < b} mit a,b €R, a <b.

Lemma 3.2.1. Sei X : ¥ — R3 eine minimale Einbettung endlicher Totalkriim-
mung mit Weierstrafi-Daten {g,dh} und weiter p € ¥. Dann sind dquivalent:

(i) dh hat eine Nullstelle der Ordnung m > 0 in p.

(i) Die Niveaumenge X3 ' (Xs(p)) bildet nahe p ein System von m + 1 glatten
Kurven, die sich gleichwinklig in p schneiden.

Beweis. Die Aussage ist von rein lokaler Natur.

Wir nehmen 0.B.d.A p = 0 sowie X3(0) = 0 an und betrachten X3 : Ds(0) —
R, X3(2) = R [* dh, wobei die Kreisscheibe D;(0) C C so gewihlt werden kann,
dass die holomorphe 1-Form dh dort eine Stammfunktion H besitzt. Wir wahlen
H mit H(0) = 0 und verkleinern ¢ > 0 falls nétig so, dass 0 die einzige Nullstelle
von H ist.

Mit m € Ny sei dann m + 1 die Ordnung der Nullstelle von H. Dann gilt
H(z) = 2™ ¢(2) mit ¢ : Ds(0) — C holomorph und nullstellenfrei. Damit exis-
tiert eine (m+1). holomorphe Wurzel ¢ := ™/, so dass gilt H(z) = (2¢(2))™ .
Es ist z +— zp(z) =: Z biholomorph in einer kleinen Umgebung von 0. In Koor-
dinaten der Umkehrabbildung ist dann H(zZ) = 2™ und dh = dH = d(z™"!) =
(m+1)z"dz. Es folgt

Xy(3) = R(H(Z) =R (Z") =R ((12e79)")
= |Z|™cos (m + 1)0(2)).

Die Niveaumenge X;'(X3(0)) ist damit in Z-Koordinaten genau dann durch
2(m + 1) Strahlen

21 B
{Sl :10,e] = C,r+— r-exp (lmﬂ') | 1= 1,...,2(m+1)}

parametrisiert, wenn m die Ordnung der Nullstelle von dh ist.
O

Da X konform ist, schneiden sich auch die Bilder obiger Strahlen S; unter X
gleichwinklig im Bildpunkt X (p) € R3.
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Korollar 3.2.2. Sei X : ¥ — R? wollstindige Minimalfiiche endlicher Total-
kriimmung und X wie in Satz 2.2.2. Fiir eine Endenpunktierung p € ¥, \ ¥ und
d > 0 set X|p;p)\(p} lokale Darstellung eines eingebetteten planaren Endes, etwa
asymptotisch zu {x3 = 0} C R3. Dann sind dquivalent:

(i) Das Ende ist von Ordnung m € Ns.

i) Die Niveaumenge X5 '(0) bildet nahe p ein System von m — 1 Kurven, die
3
sich in Xy, gleichwinklig in p schneiden.

Fiir die kleinstmdgliche Ordnung m = 2 ist X (X5 '(0)) auferhalb eines grofien
Kompaktums insbesondere asymptotisch zu einer Geraden.

Beweis. Seien {g, dh} die Weierstrakdaten von X. Dann sind diese geméf Lemma
2.3.2 meromorph bzw. holomorph auf Ds(p) C ¥, fortsetzbar, und in einer Um-
gebung der Endenpunktierung p gilt in geeigneten Koordinaten g(z) = 2™ (siehe
z.B. |L, § 1.3.2, S.12]). Nach der erweiterten Nullstellen-Polstellen-Bedingung hat
dh in p eine Nullstelle der Ordnung m — 2. Mit Lemma 3.2.1 folgt die Behaup-
tung. ]

Definition 3.2.1. Sei X : ¥ — R3 vollstindige minimale Einbettung endli-
cher Totalkriimmung mit einem planaren Ende der Ordnung 2, asymptotisch zu
{3 =n e R}

Dann heift das Bild der Niveaumenge X;'(n) unter X die zu diesem Ende ge-
horige Endkurve.

Bemerkung 3.2.1. Nach Korollar 3.2.2 besitzt die Endkurve genau eine unbe-
schrinkte Zusammenhangskomponente.

Nach Lemma 3.2.1 und der Nullstellen-Polstellen-Bedingung sind die Zusam-
menhangskomponenten der Endkurve differenzierbare ebene Kurven ohne Selbst-
schnitte genau dann, wenn die Endkurve keine vertikalen Punkte enthalt.

Lemma 3.2.3. [CHM, S. 465]

Sei X : ¥ — R® wollstindige minimale Einbettung endlicher Totalkriimmung,
0.B.d.A mit horizontalen Enden.

Sei R eine Gruppe von Rotationen um eine vertikale Achse und X (X) symme-
trisch unter R.

Falls |R| = oo gilt, so ist X (X) minimale Rotationsfliche, also ein Katenoid.
Andernfalls ist |R| = m < oo und R besteht aus Rotationen um die gegebene
Achse um die Winkel %, k=1,..,m.

Ist p Punktierung eines planaren Endes, dann hat die Gauf$-Abbildung eine Null-
oder Polstelle der Ordnung jm + 1 in p fir ein 7 € N. Das zu p gehérige Ende
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ist vom Katenoid-Typ genau dann, wenn j = 0. Insbesondere hat die Gauf-
Abbildung lokal Ordnung 2 genau dann, wenn j = 1 = m 1ist, also R nur die
Identitdt enthdlt.

Korollar 3.2.4. Fin planares minimales Ende der Ordnung 2 besitzt keine nicht-
trivialen Rotationssymmetrien.

Bekannt ist folgendes

Lemma 3.2.5. Sei X : ¥ — R3 wollstindige minimale Einbettung endlicher
Totalkrimmung mit einem planaren Ende der Ordnung 2, o0.B.d.A. asymptotisch
zu {x3 = 0} C R3, und Weierstraf-Daten {g, dh}.

Die zugehdrige Endkurve sei zusammenhdngend und frei von Selbstschnitten.
Dann gibt es € > 0, so dass X (X)N{|z3] < €} konform dquivalent zum punktierten
Kreisring {z € C|  <|z| <r}\ {1} = A, \ {1} mit r = ¢ ist.

In A,-Koordinaten gilt dann bis auf reelle Skalierung dh = %dz und die Endkurve
ist parametrisiert durch v : (0,27) — A, t — e™.

Das planare Ende korrespondiert zur Punktierung des Kreisrings.

Beweis. Nach Satz 2.2.2 gibt es eine kompakte Riemannsche Fliche ¥, so dass
Y = %\ {p1,...,pn}. Das planare Ende auf Hohe 3 = 0 korrespondiere etwa
zu p; € ¥. Nach Lemma 3.2.1 besitzt dh = %dz keine Nullstellen entlang der
Endkurve. Nach Satz 2.2.2 ist dh in p; hinein holomorph fortsetzbar und aus
Korollar 3.2.2 folgt dh(p;) # 0. Wegen Stetigkeit gibt es damit ¢ > 0 so, dass
dh keine Nullstellen und damit X3 keine kritischen Punkte auf X (X) N {|zs| <
¢} hat. Mit Morse-theoretischen Argumenten folgt, dass ¥ N X~ 1({|xs| < €})
konform &quivalent zu einem Kreisring ist, und nach [FH, Lemma 1] ist dieser
von der behaupteten speziellen Gestalt. Wegen der Eindeutigkeit der Losungen
des Dirichletschen Randwertproblems auf Kreisringen (siche z.B. [L, §10.3]) hat
dh die angegebene Form.

(Details siche auch [FW, S. 1532], [PR, Theorem 2.14].) O

Bemerkung 3.2.2. [FH, Lemma 1]

Ist umgekehrt A € S € R? Minimalfliiche vom Typ eines Kreisrings in einem ho-
rizontalen Streifen &, mit Rand bestehend aus zwei geschlossenen Jordankurven
in OS und einem planaren Ende in S gegeben, so kann A konform parametrisiert
werden durch X : A, \ {20} — R3, wobei A, C C Kreisring wie in Lemma 3.2.5

und zy €A, ist. Weiter ist das planare Ende von Ordnung 2 und die Endkurve
zusammenhéangend.
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3.3 Nichtexistenz-Resultate

J. Choe und M. Soret haben gezeigt, dass die Endkurven von planaren Enden
der Ordnung 2 geniigend kompliziert verlaufen miissen.

Satz 3.3.1. [CS, Theorem 2|

Sei M eine vollstandige eingebettete Minimalfidche endlicher Totalkrimmung in
R3 mit einem planaren Ende der Ordnung 2, asymptotisch zu einer Ebene P. Die
zugehorige Endkurve sei zusammenhdangend.

Dann gibt es keine Gerade G C P, so dass die Endkurve ein Graph iiber G ist.

Bemerkung 3.3.1. Die Forderung von endlicher Totalkriimmung ist eine wesentli-
che Voraussetzung, wie Riemanns Minimalfiiche zeigt. Diese ist eine einfach pe-
riodische eingebettete Minimalfliche, deren Niveaumengen Kreise oder Geraden
sind. Jede Gerade ist dabei Endkurve genau eines planaren Endes der Ordnung
2 der Flache.

Satz 3.3.2. [PR2, Theorem 3]

Sei X : X — R? eigentliche minimale Einbettung endlicher Totalkriimmung in
einem durch zwei disjunkte, horizontale Ebenen Py, Py berandeten Streifen.

Der Rand von X (X) bestehe aus zwei konvexen Jordankurven in Py bzw. Ps.
Hat X dann vertikalen Fluz, so ist X (X) konform dquivalent zu einem (nicht-
punktierten) Kreisring.

Korollar 3.3.3. Es gibt keine berandeten eigentlich eingebetteten Minimalfid-
chen X mit endlicher Totalkrimmung und vertikalem Flux in einem horizontalen
Streifen S C R3, die ein planares Ende in S besitzen und deren Rand aus zwei
konvexen Jordankurven in OS besteht.

Bemerkung 3.3.2. Ist X : ¥ — R3 vollstindige minimale Einbettung endlicher
Totalkriimmung mit 0.B.d.A horizontalen Enden, so haben die Enden nach Lem-
ma 2.4.1 (iii) vertikalen Flux. Betrachtet man den Schnitt einer solchen Fliche
mit einem beliebigen horizontalen Streifen S, dessen Rénder nicht auf der Hohe
eines planaren Endes liegen, dann bilden die Randkurven X (3)N0S einen Zyklus
von geschlossenen Kurven, der homolog ist zu einem Zyklus von Kurven, die die
Enden von X (X) ausschneiden, also je in der Homologieklasse eines Endes liegen.
Damit hat auch der Zyklus der Randkurven von X (X) NS vertikalen Flux.
Flachen wie in Korollar 3.3.3 konnen also insbesondere nicht als Teile vollstandi-
ger Minimalflachen (ohne Rand) auftreten.

Satz 3.3.4. [PR, Korollar 3.31|
Es gibt keine eigentlich eingebetteten Minimalflichen M C R3 mit Rand und
vertikalem Flux mit folgenden Eigenschaften:
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(a) M ist globaler Graph auflerhalb zweier disjunkter konvezer Gebiete in {x3 =

0}.

b) Der Rand OM besteht aus zwei geschlossenen konvexen Kurven in horizon-
g
talen Ebenen.

Wegen (a) besitzen Flachen wie im obigen Satz genau ein Ende. Falls dieses
planar ist, so befindet sich nach dem Maximumprinzip fiir harmonische Funktio-
nen die zum planaren Ende asymptotische Ebene strikt zwischen den Ebenen,
welche die Randkurven enthalten.

Die Voraussetzung ,vertikaler Flux“ in Satz 3.3.4 ist notig, wie ein Beispiel von
Fang und Hwang zeigt:

Satz 3.3.5. [FH, Theorem 4]
Es gibt eine eingebettete Minimalfliche M mit Rand in einem horizontalen Strei-
fen & mit den Eigenschaften:

(a) M ist globaler Graph aufSerhalb zweier disjunkter konvexer Gebiete in {xs =
0} und konform dquivalent zu einem punktierten Kreisring.

(b) M besitzt ein planares Ende der Ordnung 2.

(¢) Der Rand OM besteht aus einer Kreislinie in der oberen Randebene und
einer strikt konvezen reell analytischen Jordankurve in der unteren Rande-
bene von S.

(d) Die Endkurve! ist keine Gerade. Insbesondere gibt es Niveaulinien, die keine
konvexen Jordankurven sind.

Bemerkung 3.3.3. In den Abschnitten 5.2, 5.3 konstruieren wir vollsténdige ein-
gebettete Minimalflichen mit planarem Ende der Ordnung 2, deren Endkurven
differenzierbar und frei von Selbstschnitten, jedoch nicht zusammenhéngend sind.
Numerische Approximation legt nahe, dass einige dieser Beispiele Endkurven be-
sitzen, deren unbeschrinkte Komponenten Graphen iiber einer Geraden sind.?
Dies beantwortet eine Frage von Choe und Soret [CS, Remark 1].

Es ist nicht bekannt, ob es Beispiele mit zusammenhédngender Endkurve gibt.
Nach Lemma 3.2.5 und Bemerkung 3.3.2 wére der Schnitt solcher Minimalfia-
chen mit einem geniigend diinnen horizontalen Streifen dann konform &quivalent
zu einem einfach punktierten Kreisring mit vertikalem Flux.

!Diese ist in der vorliegenden Situation nach Bemerkung 3.2.2 zusammenhingend.
2siche Abbildung A.2
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Die Frage nach der Existenz solcher eingebetteter minimaler Kreisringe ist bis
jetzt ebenfalls unbeantwortet; ein immersiertes Beispiel wird in [CS| angegeben.
Unser Korollar 4.5.3 schlieft aber ihr Auftreten als Teilstiicke von den im vierten
Kapitel vorgestellten Traizet-Flachen aus.



Kapitel 4

Der Satz von Traizet

4.1 Einleitung

In [Tr| stellt M. Traizet 2002 eine Methode vor, die die Konstruktion von voll-
standigen eingebetteten Minimalflichen endlicher Totalkriimmung auf das Losen
von algebraischen Gleichungen zuriickfiihrt. Mit Hilfe dieser gelingt z.B. der Exis-
tenznachweis fiir solche Minimalflachen ohne nicht-triviale Symmetrien.

Man kann sich mit Traizets Verfahren gewonnene Beispiele als N deformierte,
parallele Ebenen, verbunden durch kleine Katenoid-Héalse, vorstellen.

Die Grundidee ist, fiir eine (singuldre) Ausgangskonfiguration von Halspositionen
und Halsradien! das Periodenproblem zu 16sen und die Nullstellen-Polstellen-
Bedingung zu erfiillen, um dann mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen
in der Nahe dieser Konfiguration reguldre Losungen zu finden.

Genauer werden abhéngig von einem reellen Parameter ¢ > 0 nahe 0 und einer
Vielzahl von weiteren Parametern eine punktierte kompakte Riemannsche Fléche
¥ sowie Weierstraf-Daten {g, dh} auf ¥ konstruiert.

In t = 0 degeneriert > zu einer Riemannschen Flache mit Knotenpunkten. Es
wird dann gezeigt, dass die zugehorigen Weierstrafs-Daten in dieser singuldren Si-
tuation die Voraussetzungen von Satz 2.2.1 erfiillen. Dieser Umstand wird durch
Einstellen der iibrigen Parameter mittels des Satzes {iber implizite Funktionen
fiir ¢ > 0 erhalten.

Sprechen wir von Limiten gewisser Parameter, so sind immer die Werte im sin-
guldren Fall ¢ = 0 gemeint.

Erwédhnenswert ist weiterhin eine Anschlussarbeit von Traizet, in der der Autor
unter bestimmten Bedingungen zeigt, dass sich in sog. schwachen Grenzwerten

'Fiir ein gewohnliches Katenoid sind alle Niveaulinien Kreise; wir bezeichnen mit dem Hals-
radius den Radius des Hohenkreises in der Symmetrieebene des Katenoids und als Halsposition
seinen Mittelpunkt.

25
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(siehe [R], [PR, § 5]) von Folgen im Raum der vollstédndigen eingebetteten Mini-
malflachen endlicher Totalkriimmung bis auf geeignete Homothetien solche Aus-
gangskonfigurationen wiederfinden lassen [Tr2, Theorem 4|.

Wir stellen jetzt den Satz von Traizet vor und skizzieren den Beweis.

4.2 Konfigurationen

Definition 4.2.1. Gegeben seien N € Ny, eine Indexmenge [ mit || =:n < oo
und ein Vektor p = (p;)ie; € C* = R?",

Wir interpretieren N als die Anzahl der zu konstruierenden Enden und {p;| ¢ € I}
als die Limespositionen der zu konstruierenden Katenoid-Héalse.

Es sei weiter durch [ : I — {1,.., N — 1},i +— (i) jedem Index ¢ € I surjektiv
eine Hohe zugeordnet. Wir schreiben Iy, := {i € I| [(i) = k} fiir die Menge der
Indizes auf Hohe k € {1,..., N — 1} und setzen ny, := |I|.

Schliefslich seien ¢, fiir k € {1, ..., N — 1} positive reelle Zahlen, die wir als Radien
der Hilse auf Hohe k auffassen und ¢ := (¢, ...,cy_1) € RV7L

Ein Satz von Daten (N, I, p,c,l) heift eine Konfiguration.

Bemerkung 4.2.1. Aus technischen Griinden wird gesetzt
I() I:® = IN, Ng ‘= 0=: ny ,C = 0=: CN.

Das Wort ,Hohe* hat zunéchst lediglich kombinatorische Bedeutung. Die geome-
trischen Interpretationen der Daten werden durch den Hauptsatz dieses Kapitels
bzw. durch Abschnitt 4.5 klar.

Definition 4.2.2. (i) Eine Konfiguration (N, I, p, ¢, 1) heifst reguldr, falls p; #
p; fa. i £ 7 mit |[(7) —1(j)] <1 gilt.
Gilt p; # p; fiir alle 7 # j, so nennen wir eine Konfiguration superreguldr.

(ii) Fiir eine reguldre Konfiguration (N, I,p, ¢,1) und i € I} heifst die Abbildung
F:C"—C, qr Filq) = Flcq)

2
,_ 3 2 3 CkCht1 _ 3 CkCh-1

jet#i T e, GG el T

die Kraftfunktion zum Index i und F := (F});e; die Kraftfunktion.
Gilt F(p) = 0, so heifst die gegebene Konfiguration krdftefres.

(iii) Eine Konfiguration heift nicht-degeneriert, falls das Differential der Kraft-
funktion F' in p komplexen Rang n — 2 hat.
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(iv) Wir bezeichnen eine Konfiguration mit N Enden und n; Hélsen auf Hohe
k, ke{l,..,N —1}, als vom Typ T'(nq,...,nn_1).

Bemerkung 4.2.2. (i) Elementare Rechnungen zeigen

Y Flg) = 0, (4.2.1)
el
N-1 N-2
> aF(q) = D nplne—1)cf =) mingsicacra
el k=1 k=1
= W(e) (4.2.2)

fiir alle im Sinne von Definition 4.2.2 (i) reguléren Vektoren ¢ € C™.
Durch W(c) = 0 ist daher eine notwendige Bedingung fiir Kréaftefreiheit
gegeben.

Weiter folgt 0 =5, ; %(q) und fiir p° kriftefrei bei vorgegebenen N und

¢ sogar 0 = Ziejp?gg; (p°) fiir alle j € I.

Damit gilt fiir eine kriftefreie Konfiguration p° insbesondere

1:=(1,...,1),p" € Kern(DFy). (4.2.3)

Da diese beiden Vektoren fiir reguldre Konfigurationen mit n > 1 linear
unabhéingig sind, ist n — 2 der maximale Rang von DF.

(ii) Die Kraftgleichung F;(p) = 0 ist invariant unter Transformationen vom Typ
C'sp—ax-p+y-1€C” z,y € C, x+#0. Man kann also Translation und
Skalierung festlegen; dann ist die Bedingung fiir Kréftefreiheit ein System
von n — 2 komplexen algebraischen Gleichungen in n — 2 Unbekannten.

Nun konnen wir den Satz von Traizet formulieren.

4.3 Der Satz von Traizet

Satz 4.3.1 ([Tx]). Gegeben sei eine regulire kriftefreie nicht-degenerierte Konfi-
guration (N, I,p° % 1).

Das Differential der Abbildung RNt — R, ¢+ W(c) habe in ¢ = ® (mazima-
len) Rang 1.

Dann gibt es eine glatte Einparameterfamilie (M;)o<i<c von vollstindigen Mini-
malfiichen endlicher Totalkrimmung, so dass gilt:

(i) Bis auf Translation konvergieren fir t — 0 die Hdilse auf Héhe k gegen
Katenoide mit Halsradien cy,.
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(ii) My, skaliert mit t, konvergiert fir t — 0 gegen eine N-bldttrige horizontale
Ebene mit singuliren Punkten {p;,i € I}.?

Weiter hat My Geschlecht n — N + 1 und N eingebettete Enden, deren logarith-
mische Wachstumsraten (R, ..., Ry) bis auf zwei Ausnahmen, etwa R;, Ry, in
einer hinreichend kleinen Umgebung von Q° = (QY, ..., Q%) frei wdihibar sind.
Die Eintrige des Vektors QU sind hierbei induktiv durch die Halsradien gemdf

Qp = N1y — My (4.3.1)

definiert.
Die Parameter R; und Ry sind als glatte Funktionen von t und den dibrigen
logarithmischen Wachstumsraten gegeben. Es gilt

R;(t =0, (Qg)k#’N) = Q) =n;_1c)_y —nyc) fiir j € {k,N}
und offensichtlich S n_, Q% = 0.

Wir werden zeigen®, dass es einen Isomorphismus

c: R:= (Rl, -.-,RN—l) = (Cl(R)> "'aCN—l(R))a C( ?> -~-aQ9V—1) =

zwischen den Halsradien und den logarithmischen Wachstumsraten gibt. Dieser
héngt nur insofern von ¢ ab, als dass ein Parameter R; Funktion von ¢ und den
tibrigen Variablen (¢, Ry, ...,]/%\,;, oy Ry_1) — Ri(t, Rl,...,J/i’\l;,...,RN_l) ist. Statt
der logarithmischen Wachstumsraten, bis auf zwei Ausnahmen, kénnen daher
alternativ die Halsradien bis auf zwei Ausnahmen als freie Parameter nahe der
Ausgangskonﬁguration angenommen werden. Insbesondere gilt nicht notwendig
e, — ) fiir t — 0.

Die Bedingung an die Abbildung W ist aqulvalent 20 & (Woe)(@Y,...,Q% ;) #0
fiir wenigstens einen Index k € {1,..., N — 1}.

Falls Q) < ... < Q% zeigt Traizet, dass M, fiir geniigend kleine ¢ eingebettet ist.
Diese Aussage verallgemeinern wir zu folgendem

Korollar 4.3.2. Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 4.3.1 gelte

QY < S QN1 < QY sowie Q) < Q) < Qhyy

fiir ein k € {1,...,N — 1} mit 2(W o ¢)(QY, ...,Q%_,) # 0.
Dann ist My fiir alle t hmrezchend klein ezngebettet.

2(i) und (ii) werden durch Satz 4.5.1 prézisiert
3siehe (4.3.12)
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Der Beweis wird am Ende von Abschnitt 4.5 gefiihrt.

Definition 4.3.1. Wir nennen mit Satz 4.3.1 konstruierte Minimalflichen
Traizet-Fldchen.

Eine Konfiguration, die die Voraussetzungen von obigem Korollar erfiillt, heifst
eingebettet.

Es wird noch deutlich werden, dass planare Enden zu Parametern Rj, = Q) =

0 korrespondieren. Mit Korollar 4.3.2 ist es nun moglich, speziell Selbstschnitt-
freiheit von Traizet-Flachen mit mehreren planaren Enden nachzuweisen.

Wir skizzieren nun den Beweis von Satz 4.3.1; dabei beleuchten wir im Detail nur
die Punkte, die fiir den Existenzbeweis von Minimalflichen mit planaren Enden
kleinster Ordnung wesentlich sind. Ausgelassene Beweise und Details findet man
in [Tr|.

Auf die Aussagen Satz 4.3.1 (i),(ii) tiber die Geometrie der Flachen M; gehen wir
in Abschnitt 4.5 ein, wo wir auch Korollar 4.3.2 beweisen.

Nach Darstellungssatz von Weierstrak sind eine Riemannsche Fléche X, eine me-
romorphe Funktion g : ¥ — C und eine holomorphe 1-Form dh auf ¥ so zu
konstruieren, dass die (erweiterte) Nullstellen-Polstellen- und die Periodenbedin-
gung erfiillt sind.

Vorab sei schon betont, dass sowohl die Kréftefreiheit der Startkonfiguration wie
auch die Voraussetzungen an den Rang des Differentials der Abbildung W und
den des Differentials der Kraftfunktion ausschlieflich dazu benétigt werden, die
horizontalen Perioden in Schritt 6 zu annihilieren.

Schritt 1: Konstruktion von (X, g,dh).

Wir betrachten N Kopien der komplexen Ebene C und ihre jeweilige Kompakti-
fizierung Cy := C;, U {00z }. Wir wollen eine meromorphe Abbildung ¢ auf ihrer
disjunkten Vereinigung C; U...U Cy definieren, so dass

0, Kk ungerade
0o, k gerade

g(ooy) = {

Dies entspricht nach Satz 2.3.3 der Notwendigkeit, dass fiir vollstdndige einge-
bettete Minimalflachen endlicher Totalkriimmung die Normalenvektoren in den
Enden alternierend vertikal sind. Um Hélse, oder topologisch betrachtet, Henkel
zu erzeugen, werden aus |, C, kleine Kreise um insgesamt 2n verschiedene Punk-
te a; € Cyp, b; € Cpyq fiir @ € I herausgeschnitten und auf kleinen Kreisringen
Punkte aus aufeinanderfolgenden C; miteinander identifiziert. Weiter sollen

1 1

v, = — bzw. w; = —— (4.3.2)
Ik Ik+1
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als lokale Koordinaten um a; bzw. b; dienen, und fiir miteinander identifizierte
Punkte soll die Gauf-Abbildung den gleichen Funktionswert liefern.
Dies motiviert die Definitionen

gk:Ck—>C,Z|—>Z & +Z bi (4.3.3)

)
et 7 —a; . z —b;
1€y, i€l _1

tgr(z), z € Cy, Fk ungerade

N
g: | ]Cr—C, 2z~ (4.3.4)
kszl { tgkl(z), z € Cy, Kk gerade

mit komplexen Parametern «;, 5; € C\ {0}.
Sei i € Ij,. Fiir z € Cy in der Néhe von a;, 2 € Ciyq in der Nahe von b; und k
etwa ungerade gilt

g(2) = g(2) & v;(2)w;(?) = t2.

Sei nun € > 0 geniigend klein fest gewéhlt, so dass die im Folgenden definierten
Kreisringe disjunkt sind.

Wir schreiben kurz {|v;] < £} := {z € Cy| |v;(2)] < £} und {jwy| < £} :={z €
Cipa| Jwi(2)] < £} und setzen

EZZIQ Ck\(U {|Uz.|§§}u U {|wi|§§}) 4

1€l i€l _1

Jetzt werden fir i € I Punkte z € {% <|vi(2)| < e} c Cy,

2 e {% < |w;i(2")] < e} C Cgy1 mit
v (2)w; (7)) = 12 (4.3.5)

miteinander identifiziert.
Die so definierte Riemannsche Flache bezeichnen wir mit ¥ und ihre Kompakti-
fizierung mit 3 := ¥ U {00y, ..., cop }.
Man iiberlegt sich nun, dass & das Geschlecht G =n — N + 1 besitzt.
Um die holomorphe 1-Form dh zu definieren, wird zunéchst eine kanonische Ho-
mologiebasis {71, ...7¢, 1, ..., g} von S wie folgt gewihlt:
Fiir i € I} sei ; eine geschlossene Kurve homolog zu {|z — a;| = ¢} C Cj mit
negativer Orientierung (< +; homolog zu {|z—b;| = €} C Cg; positiv orientiert).
Setze

io(k) :==min I und J := {i € I| i > iy (I(7))}. (4.3.6)

4Es sei an Iy = ) = Iy erinnert, siche Bemerkung 4.2.1.
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Dann gilt |J]| = G.
Fir ¢ € J, etwa mit I(i) = k, sel nun iy := ig(k) und I'; die Komposition der
folgenden Wege W7/, ..., Wj:

o Wi sci stetiger Weg von v; (%) nach v, ' (5).

o Wi:[0,1] = 2,50 vt ((1—s)§ +s2).
Man beachte Wi(1) = UZ_OI(¥) = w;'(§). W3 ist also cin Weg ,den 7. Hals
hinauf®.

o W3 sci ein stetiger Weg von w; '(§) nach w;(§).

o Wii[0,1]— 3,507 (s5+ (1—s)),
ein Weg von W;(0) = U-_1(¥) = w; ' (%) ,den i. Hals hinunter*.

7

Dann ist {7;, I'; }ics eine kanonische Homologiebasis (siehe hierzu auch |[Tr, Figure
13, S. 131]).

Auf einer kompakten Riemannschen Fléche ist eine meromorphe 1-Form mit nur
einfachen Polen durch die Werte der Integrale entlang der Kurven einer kanoni-
schen Homologiebasis und die Residuen in ihren Polstellen eindeutig festgelegt.
Genauer definieren wir hier fiir reelle Parameter (r;);c; mit 7; > 0, und Ry, ..., Ry
mit » |, Rj = 0 die meromorphe 1-Form dh als die eindeutige meromorphe 1-Form
auf 3 mit

/ dh =27ir; Vi e J, (4.3.7)
i

rese, dh = —R;, Vk e {l,..,N}. (4.3.8)
Bemerkung 4.3.1. (i) dh ist holomorph auf X.

(ii) Firé e I\ J wird r; definiert durch

/ dh = 2mir;.
Vi

Spéater sehen wir noch ein, dass die Parameter r; als die Halsradien inter-
pretiert werden konnen.

(iii) Geometrisch korrespondieren punktierte Umgebungen um ooy je genau zu
einem topologischen Ende der zu konstruierenden Minimalflichen; der Pa-
rameter Ry ist die logarithmische Wachstumsrate des Endes.
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Insgesamt erhalten wir (X, g, dh) abhéingig von folgenden Parametern:

a= (ay,..,a,) €C"
b= (by,...,b,) €C",
a= (ag,...a,) €C"
B= (Bunf) €C,
= (1:)ies € RY,
R= (Ry,..,Ry) €RY,
te (0,€) CR.

Dabei ist € > 0 eine hinreichend kleine Konstante.
Die Gesamtheit dieser Parameter bezeichnen wir mit X := (t,a,b,«, 3,7, R);

durch die vorgegebene Konfiguration ist der singuldre Punkt
X0 = (1°,a%1°, a°, 3%, 70, RY), definiert durch

' =0, —a=p8" =) =1)firicl,
o . 0 0o._ 0. ;s € I, k ungerade
Fp = Qu api=—bi= —p?, i €I, k gerade

gegeben.

Wir zeigen im Folgenden durch mehrfache Anwendung des Satzes tiber implizite
Funktionen in X°, dass obige Parameter als Funktionen von ¢ und den logarith-
mischen Wachstumsraten Rj gewdhlt werden konnen, so dass die zugehorigen
Weierstrafs-Daten (X, g, dh) die erweiterte Nullstellen-Polstellen-Bedingung (sie-
he Schritt 3), sowie die Periodenbedingung (siche Schritte 4, 5, 6) erfiillen.

Bemerkung 4.3.2. Betrachtet man fiir beliebige komplexe Zahlen z,y € C, x # 0
die skalierten Translate der Parameter (a,b, «, 3), d.h. genauer
a; =xa; Yy, o i=TOy,
b =abi+y, Bii=ab
so gilt fiir § := ¢(a,b, &, (), ¥ = 2(a, b, &, 3):
d:Y — % ,C,3 2 224y e Cyist ein Diffeomorphismus und jo & = g.

Eine Parameterkonfiguration kann also durch Wahl von (komplexer) Skalierung
und Translation normalisiert werden.

Fiir eine geniigend kleine Konstante 0 < w < € setzen wir noch

QG = [(Hlz—a)l>win [ {lz—b)| > w} C Ci sowie

1€l i€l _q

N
Q= Jo (4.3.9)
k=1
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und bemerken, dass die Definition von €2 unabhéngig von allen Parametern ist.
Weiter sind fiir X nahe X die ausgeschnittenen Kreise {|v;| < %} und {|w;| < %}
auferhalb von 2, so dass 2 C X gilt.

Damit ist die Wahl der I'; (und die von w) noch zu prézisieren:

Wir fordern, dass W/ ganz in Q; und Wi ganz in ., verlauft.

Fiir uns ist noch interessant, wann die Gaufs-Abbildung in der Néhe einer En-
denpunktierung ooy genau von Ordnung 2 ist:

Bemerkung 4.3.3. Es sei w eine lokale Koordinate um 0 € Cy, so dass % lokale
Koordinate um ooy ist. Dann gilt

1
_ i Bi
gk <_) - Zlelk icial _'_ Zielk,1 i_bz

w
= Dien 155+ S, 12
i€l 1—a;w i€lp_1 1-bjw"

O.B.d.A ist |w| so klein, dass |a;w|, |b;w| < 1 fir alle ¢ € 1.
Dann ist —— = >-°° (q;w)’, —— = > (b;w)” und es folgt

l—a;w v=0 1—-b;w v=0

9k (%) = Zi@k oW (ZOOZO (aiw)’/) + Zielk,l Bw (ZSOZO (b,-w)”)

- Zielk Q (ZZO:O ayw” ) + Zielk_l Bi (25020 brwv ).

Die Gauf-Abbildung hat also unabhéngig von der Wahl zuldssiger Parameter
stets eine Nullstelle, falls &k ungerade, oder eine Polstelle, falls k gerade, von
mindestens einfacher Ordnung in ooy.

Es gilt weiter

gr(oop) = %)wzogk )= D+ > 8, (4.3.10)

zog’f(i): 2 Y i+ > Bbi|. (4311

i€l i€l _1

gi(0ok) == 455
w

Mit Hilfe von (4.3.10), (4.3.11) kldren wir in Abschnitt 4.4, wann in oo, ein
planares Ende der Ordnung 2 vorliegt.

Schritt 2: Bestimmung des Limes der 1-Form dh fiir t — 0.
Traizet zeigt die folgende

Proposition 4.3.3 (|Tr|). Es seien alle dbrigen Parameter fiziert und k €
{1,..., N — 1}. Dann konvergiert dh := dhy gleichmdf$ig auf kompakten Teil-
mengen von ), gegen

dhicg =Y Z__r;dz + Y - iib'dz.

1€l i€l _1
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Bemerkung 4.3.4. Der Beweis (insbesondere der Tatsache, dass dh analytisch
von t abhéngt,) wird dadurch erméglicht, dass die Konstruktion von 3 auf dem
Prinzip des sog. ,,Pinching von Kreisen zu Null“ (siehe [Fa, § 3]) basiert.
Tatsdchlich kann dieses Verfahren analog fiir komplexe Parameter ¢ durchgefiihrt
werden. Dann hangt dh holomorph von t ab.

Proposition 4.3.3 ist fiir die weitere Beweisfithrung grundlegend, da sie konkrete
Berechnungen von Null- und Polstellen und Perioden im singuldren Fall ¢ = 0
ermoglicht.

Schritt 3: Die Nullstellen-Polstellen-Bedingung.

Proposition 4.3.4 ([Tt|). Fir (t,a,b,r, R) in einer kleinen Umgebung von
(0,a% 8%, 19 RO) gibt es analytische Funktionen

(t,a,b,r, R) — a(t,a,b,r,R), (t,a,b,r, R) — B(t,a,b,r, R), so dass fir

X = (t,a,b,a(t,a,b,r, R), 5(t,a,b,7, R),r, R) gilt:

Die Abbildung g = gx und die 1-Form dh = dhy erfillen die Nullstellen-Pol-
stellen-Bedingung.

Int =0 gilt weiter «;(0,a,b,r, R) = —r; und 3;(0,a,b,r, R) = r;.

Beweis. Da die 1-Form dz einen doppelten Pol in co besitzt, ist die Nullstellen-
Polstellen-Bedingung zusammen mit ihrer Erweiterung auf ) geméf Lemma 2.3.2
aquivalent dazu, dass die Nullstellen von Z—Z genau mit den Nullstellen und Po-
len von g zusammenfallen. Aufgrund eines Abbildungsgrad-Arguments reicht es
zu zeigen, dass g in jeder Nullstelle von % eine Null- oder Polstelle mindestens
gleicher Ordnung hat.

Mit Hilfe des Weierstrafschen Vorbereitungssatzes |GH, S. 8| aus der komple-
xen Analysis mehrerer Verédnderlicher kann letztgenannte Bedingung in der Form
F(X) =0 mit F analytisch nahe X° geschrieben werden.

Nun zeigt man F(X°) = 0.

Da die Nullstellen von dhx nicht von «, # abhidngen und g linear in diesen Parame-
tern ist, kann nach einer sinnvollen Normalisierung® von je N —1 Variablen «; bzw.
0; die fiir den Satz iiber implizite Funktionen erforderliche Rang-Voraussetzung
direkt nachgerechnet werden.

Tatsédchlich liefern der Vorbereitungssatz und Proposition 4.3.3 sogar, dass die zu
betrachtende Funktion F holomorph ist, wenn man ¢, » und R als komplexwertig
ansieht, so dass die Version des Satzes iiber implizite Funktionen fiir holomorphe
Funktionen mehrerer Veranderlicher anwendbar ist. 0

Bemerkung: Aus der Giiltigkeit der erweiterten Nullstellen-Polstellen-Beding-
ung folgt die Vollstandigkeit der zu konstruierenden Flachen.

Svgl. Bemerkung 4.3.2
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Es sei {7;, i }ics die oben gewéhlte kanonische Homologiebasis. Es gentigt natiir-
lich, das Periodenproblem fiir Kurven aus dieser Basis zu 16sen.

Schritt 4: Losung des Periodenproblems fiir dh entlang den I';, i € J.

Proposition 4.3.5 ([Tt]). Es seien die Parameter o und 3 gemdfS Schritt 3 als
analytische Funktionen der tibrigen Parameter gewdhlt.

Dann gibt es eine glatte Funktion (t,a,b, R) — r = (r;);cs(t,a,b, R), definiert
in der Néihe von (0,a% b°, R°), so dass in X = (t,a,b,a, 3,7(t,a,b, R), R), wobei
a = aft,a,b,r(t,a,b,R),R), 8 = B(t,a,b,r(t,a,b, R), R), fir die zugehdorige 1-
Form dh = dhy gilt:

§R/ dh =0 Vi e J.
Ty
Int =0 gilt weiter r;,(0,a,b, R) = ¢,y = ciiy((R1, ..., Rnv—1)) mit

c= (Cl, ...,CN_l) RN RN_l,

R, - 0 0 0 Ry
R, = a0 .0 R,
— — e ... 0 0 . . (4.3.12)
. 0 .
1 1 1
RN—l nN—1 nn_1 " nN1 RN—l

Beweis. Das Beweisprinzip ist dhnlich wie bei Proposition 4.3.4: Man schreibe
die Periodenbedingung in der Form F(X) = 0 mit F analytisch nahe X°, zeige
wieder F(X°) = 0 und 16se mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen nach
r = (r;)ies auf.

Um die Funktion F zu definieren, sind die Integrale fl“i dh zu berechnen.

Es gilt:

Lemma 4.3.6 (|Tt]). Sei k € {1,...,. N — 1} und i € I so, dass i > iy = min Ij.
Dann gilt

r;

Hier steht f fiir eine beschrinkte, analytische Funktion, definiert auf einer Um-
gebung von X°.

Der Beweis von Lemma 4.3.6 erfolgt durch Berechnung der Integrale der 1-
Form dh entlang der Wege® W, Wi Wi Wi, aus denen sich T; fiir i € J zusam-
mensetzt.

Da W} und Wj ganz in  enthalten sind und dh dort analytische Funktion von

6siehe Schritt 1, S. 31
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(z,X) ist, ist [, dh analytisch in X fiir [ = 1, 3.

! .
Zur Berechnung des Integrals entlang W, schreibe man dh auf dem Kreisring-
Gebiet {% < |u| < e} als Laurent-Reihe in v;-Koordinaten:

dh = Z:B,,vg’dvi.
VEZL
Die Koeftizienten {z,},cz héngen von allen Parametern ab und sind gegeben
durch
1 dh 1 dh
v =543 e W ~ ori /U:t2 W

Da parameterunabhéngig {|v;| = €} C Q gilt, folgt aus der ersten Identitét, dass
x, flir v € Z analytisch von allen Parametern abhéangt.

Da auch {|w;| = €} C Q ist, gibt es eine parameterunabhéngige Konstante C, so
dass

/ |dh| < 27C und
vi|=¢

/ |dh) :/ |dh| < 2rC
s =2 jwi|=

€

gilt. Fiir alle v € Z folgt

N 1 v+1 ~ c vl
| < C- (;) L m<C (t—2> . (4.3.13)

Diese Abschétzungen werden noch mehrfach Anwendung finden.

Es ist
v (5) ot (5)
/ dh:/ dh:/ dh:/ > xvfdv;.
W w;($) v (22 2

2 i e VEZ

Fasst man t als komplex auf (vgl. Bemerkung 4.3.4), so ist wegen der Abschétzun-
gen (4.3.13) der Riemannsche Hebbarkeitssatz |[GH, S. 9| fiir holomorphe Funk-
tionen mehrerer komplexer Verénderlicher auf
%
/ Z x,v; dv;
2

© vez\{-1}

anwendbar. Da nach (4.3.7) gilt z_; = —r;, folgt

22
/ dh = —r; <log (E) — log <—)) + ,analytisch®.
W4‘ 2 €
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Entsprechende Betrachtungen fiir das Integral entlang W3 liefern die Behauptung
von Lemma 4.3.6.

Nun wird F komponentenweise definiert durch

1
Fi(t,a,b,r,R) := log(t)éR </F dh) Vi e J.

Um eine in ¢t = 0 differenzierbare Funktion zu erhalten, ist die Umparametrisie-

rung ¢t = exp(—=) vorzunehmen. Dann ist t = 0 < 7 = 0, und ¢ glatt abhingig

T2

von 7, jedoch nicht reell analytisch; folglich garantiert der Satz iiber implizite
Funktionen lediglich glatte Losungsfunktionen.

Die Rangvoraussetzung an das Differential von (F;);c; bzgl. der Variablen (r;);c
in XY ist aufgrund der Formel aus Lemma 4.3.6 leicht nachzupriifen.

Die zweite Behauptung der Proposition ist dquivalent zur induktiven Beziehung

NECL — Np—1Cp—1 = Ry, ke {1, ...,N — 1}, co:=0
und folgt aus dem Lemma und dem Residuensatz. O

Schritt 5: Losung des horizontalen Periodenproblems fiir I';,i € J.
Fiir eine geschlossene Kurve ¢ sei

die horizontale Periode entlang c. (vgl. Bemerkung 2.2.1 (iv).)

Proposition 4.3.7 (|Tr]). Es seien a, § und r als Funktionen der tbrigen Pa-
rameter gemdfs der Schritte 3 und 4 festgelegt.
Fiir (t,a, R) nahe (0,a°, R°) existiert eine glatte Funktion
(t,a,R) — b = (b1,...,b,)(t,a, R), so dass in X = (t,a,b(t,a, R),«, 3,1, R) fir
g = gx und dh = dhy gilt:
P, (L) =0 Vie J
Int =0 gilt fir (a, R) fiz: b;(0,a, R) = —a;.
Beweis. Man berechnet zunéchst naherungsweise P, 4 (1;):

Lemma 4.3.8 (|Tt]). Es sei k € {1,.... N — 1} und i € I, mit i > iy.
Dann gilt
P, an(Ly), Kk ungerade

1 .
(b = by + @y — @) + tlog(t)f + f = .
—P, an(I';), k gerade

wobei f und f wieder Platzhalter fiir beschrinkte analytische Funktionen, definiert
in der Néihe von X°, sind.
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Das Lemma wird mit dhnlichen Methoden und Argumenten, wie sie im Be-
weis von Lemma 4.3.6 verwendet wurden, nachgerechnet.
Fir ¢« € J ist ['; homolog zur Summe zweier Wege V' von v; ! (t) nach vzf)l(t) =
wi(¢) und W von w;, ' (£) nach w; (1) = v; L (¢).
Die Integrale iiber die Teilstiicke von v; '(§) nach v; ' (

5 ) bzw. von w; (%) nach
w; ' (%) sind analytische Funktionen.

3
Mit Hilfe einer lokalen Laurent-Reihendarstellung von dh in v;- bzw. w;- Koor-
dinaten und einem Hebbarkeitsargument aufgrund der Ungleichungen (4.3.13)
werden die Integrale

-1 -1 1. 1

v N5 gl v 1(5) w ' (5) gp, wil(5)
/ — = / gdh, / — - / gdh
C O v () wle)y 9 w (1)

dghnlich wie in der Beweisskizze zu Lemma 4.3.6 abgeschétzt, was schlieklich die
Behauptung ergibt.

Setze nun F;(7,a,b, R) := tP(I;) mit ¢ = exp(—2) und weiter F := (F;)e,.
Dann ist nach Lemma 4.3.8 F;(0,a° 8°, R°) = 0, und nach dem Satz iiber im-
plizite Funktionen kann die Gleichung F;(7,a,b, R) = 0 glatt nach b aufgelost
werden.

Die erforderliche Rangbedingung hierfiir ist wieder mit Hilfe der Formel aus dem
Lemma direkt verifizierbar. O

Bis jetzt wurden weder die Kréftefreiheit, die Nicht-Degeneriertheit noch die
Forderung, dass das Differential von ¢ — W (c) in ¢® vollen Rang habe, benutzt.
All diese Voraussetzungen gehen nur im folgenden, letzten Schritt ein, den wir
in einigem Detail nachzeichnen, um zu zeigen, welche Parameter am Ende der
Konstruktion genau frei wahlbar sind. Diese Information ist fiir den Existenzsatz
von Minimalflachen mit planaren Enden kleinster Ordnung wesentlich.

Schritt 6: Losung des horizontalen Periodenproblems entlang den v;.
Fir k € {1,.., N} sei p; eine Kurve in der Homologieklasse der Punktierung ooy,
Die verbleibenden Parameter sind nun so zu justieren, dass

Pg,dh(’yi) =0 Vi e J7
Pg,dh(spk) =0 Vk € {1,,N}

Da (3 ;e 7 7i) + ¢x homolog zu v;, ist, sind diese Bedingungen dquivalent zu

Pg,dh(’Vi) =0 Viel”

"Wir erinnern daran, dass 7; auch fiir i ¢ J definiert wurde, siehe Bemerkung 4.3.1(ii).
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Bis jetzt sind folgende Parameter als Funktionen von (t,a, R) nahe (0,a°, R")
festgelegt:

a= a(t,a,b,r,R) = a(t,a,b(t,a, R),r(t,a,b(t a R),R), R)
B= p[(t,a,b,r,R) = [((t,a,b(t,a, R),r(t,a,b(t,a, R), R), R)
r r(t,a,b,R) =r(t,a,b(t,a,R), R)
b b(t,a, R)

Der Vektor (Ry, ..., Ry) aller Residuen von dh mit umgekehrtem Vorzeichen, siehe
(4.3.8), unterliegt nach Bemerkung 2.3.2 der Einschrankung >, R, = 0. Wir
betrachten daher als Parameter R = (Ry,..., Ry_1) € R¥~! und setzen Ry =
— Y B

Nach Voraussetzung gilt %(W(co)) # 0 fiir mindestens einen Index k. Da die
Abbildung ¢ aus (4.3.12) ein Isomorphismus ist, gilt aiR,;(W oc)(RY) # 0 fiir

mindestens einen Index k. Es sei k € {1,..., N — 1} so gewiihlt.

Proposition 4.3.9 (|Tr]). Es seien (t,a,R) — «, (t,a,R) — (3, (t,a,R) — b,
(t,a, R) — r die obigen Funktionen und t = exp(—%g) fiir T in einer Umgebung
von 0.

Setze R:= (R, ..., R;_, Ry, ., Rn_1).

Dann gibt es glatte Funktionen (1,R) +— Ri(7,R) und (1,R) — a(r,R) =
a(t, (Ru, ..., Ry, Ry (T, J%), Ri ;.. Rn-1)), definiert auf kleinen Umgebungen
von (0, (RY, .., R} |, R}, ... R} 1)), so dass in

X = (r,a,b,0, 3,7, (Ry, ooy Ry 1, Ry(T, R), Ry s ooy Rve1, — Yoy Ri))

fiir die zugehorigen Weierstrafidaten g = gx, dh = dhx gilt:

Pg,dh(’Vi) =0 Viel.

Beweis. Zunéachst werden die ~;-Perioden in 7 = 0 berechnet:

Lemma 4.3.10 (|Tx]). Unter den Voraussetzungen der Proposition betrachte k €
{1,... N =1} und i € I. Firt # 0 setze

1 1
Fi(t,a,R) == €72 Py an(vi) = n . (Vi) -

Dann lisst sich F; glatt in 7 = 0 fortsetzen. Weiter gilt

2c? B
R R (D D S TSR S

jehgri V1T Pi e P P jefkﬂp’ P;

8Hier wird ¢ als Index und i als komplexe Einheit verwendet.
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Hierbei ist ¢y, = c,(R) gemdfl (4.3.12) zu verstehen und p; ist Funktion von a;,
definiert durch

a;, 1€ Iy, kungerade
—a;, € Iy, k gerade

a; — pi(a;) = {

Beweis. Fiir k etwa ungerade und ¢ € [}, ist

1 1 dh
—/ gdh = —/ grdh und —/ — = / Grr1dh.
t Yi |z—a;|=€ t . 9 |z—b;|=€

7

In 7 =0 <« t = 0 gilt nach den Propositionen 4.3.4 und 4.3.5 o; = —r; = —cy,
B; = r; = ¢, und damit dh™° = dh = gdz = g~ "dz.

Daher sind die rechten Seiten der beiden obigen Gleichungen bis auf den Faktor
2ri gleich den Residuen res,, (g7), @ € Ij, und resy, (gz, ), ¢ € Ij. Berechnung dieser
Residuen fiithrt insgesamt auf die behauptete Gleichung fiir F;(0, a, R). O

Bemerkung 4.3.5. Es gilt damit
Fi(0,a, R) = 47i(—1)*" E(c(R), p(a)). (4.3.14)

Bis auf einen Vorfaktor und komplexe Konjugation ergeben sich als v; - Perioden
im singuléren Punkt ¢ = 0 daher gerade die in Definition 4.2.2 eingefiihrten Kréafte
F;.

Wir wollen wieder den Satz iiber implizite Funktionen anwenden:
Da p(a®) = p° und ¢(R") = ¢ und die vorgegebene Konfiguration kriftefrei ist,
gilt F;(c® p°) = 0 und folglich

F(0,a" R = (F;(0,a°, R%))ser = 0. (4.3.15)

Setze A = (%(p%) o

J 1<i,j<n
Man rechnet leicht nach, dass A symmetrisch ist.
Nach (4.2.3) gilt A-1 = 0 = A - p° und wegen der vorausgesetzten Nicht-
Degeneriertheit ist Rang(A) = n — 2, siche Definition 4.2.2 (iii).
Sei k € {1,..., N — 1} so, dass |[| > 2.
Man kann aufgrund obiger Eigenschaften von A zeigen, dass fiir alle iy,iy € I}
der Rang der Matrix, die aus A durch Streichen der Zeilen i; und 75 und der
Spalten i; und iy entsteht, maximal ist.[Tr, Remark 6, S. 146]
Bemerkung: Falls ny = 1 fiir alle k € {1,..., N — 1}, gibt es fur |/| > 1 keine kréf-
tefreie Konfiguration. Schon die notwendige Bedingung W (c) = 0 (siehe (4.2.2))
kann dann nicht erfiillt werden.
Unser Korollar 4.5.3 schliefst spéter sogar die Existenz nur eines Indexes k €
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{1,...;, N — 1} mit ny = 1 = nyy; fir zuldssige Konfigurationen aus.
Seien also min [}, =: i < iy € I} fiir ein geeignetes k € {1,..., N — 1}.
Wir normalisieren die Parameter durch die Festlegungen

— 0 — 0
a;, = ail, Aiy = CLZ-2.

Schreibe nun a\ g, ioy == (a1, ..., @4y, ..y Qi -5 G) und

e(a\{il,iz}) = (ala ey Ay -1, a?17 Ay 41y o0y Aig—1, a%? (PN PR a’n)-
Setze
0:C"* = C"7 iy = (F5(0,0(a\(iri)), ) 4y, 4,

Dann ist D@(p(\){ihw}) nach (4.3.14) und der Wahl von iy, 45 ein R-linearer® Iso-
morphismus. Damit ist wegen (4.3.15) der Satz tiber implizite Funktionen an-

wendbar. Dieser sichert die Existenz einer glatten Funktion
(7, R) — (a;(7, R));ziri, fiir (7, R) nahe (0, R"), so dass

Fi(r,a(t,R),R) =0 Vi€ I\ {i, i} (4.3.16)

gilt, wobei wir a(7, R) := 6((a;(7, R)) i, i,) setzen.
Um das Periodenproblem vollstandig zu losen, ist noch zu zeigen, dass fiir geeig-
nete Parameter (7, R) auch P, 4,(7vi,) = 0 = P, 4n(7:,) oder dquivalent

Fi,(1,a(m, R), R) = 0 = F,,(1,a(T, R), R)

gilt. Dazu wird die Voraussetzung an den Rang des Differentials der (reellen!)
Abbildung R — W (c(R)) und folgendes technisches Lemma bendtigt. Mit dem
Satz iber implizite Funktionen kann dann ein Parameter Rj als Funktion von 7
und den iibrigen logarithmischen Wachstumsraten so festgelegt werden, dass die
verbleibenden Perioden verschwinden.

Schliefslich sind noch N — 2 Parameter frei wéahlbar.

Lemma 4.3.11 (|Tr]). Es seien alle Parameter als Funktionen von (1, R) nahe
(0, R%) gemdf der bisherigen Schritte festgelegt und {g,dh} die zu diesen Para-
metern gehorigen Weierstrafs-Daten. Dann gilt

(7;) ngdh(fyi1> + Pg,dh(fyiz) =0,
(i) R (Poan(3) Jp,, 3an) =o.
Beweis. (i) folgt aus dem Residuensatz.

(ii) folgt mit Hilfe von Riemanns bilinearer Relation |GH, S. 241| aus der klassi-
schen komplexen Analysis kompakter Riemannscher Fléchen. O

9ediglich R-linear wegen komplexer Konjugation in (4.3.14)
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Wir erinnern daran, dass der Parameter R als Vektor R = (Ry, ..., Ry_1) €
RV~ zu verstehen ist.
Sei nun

GO,R) = S - Z(—l)kJrlpi(OvR)fi(OaR))
0 g (30 Y 1>2k+2p2-<o,R>F1<c<R>,p<o,R>>)
= S 47TIZPZ(O,R)Fi(C(R)ap«)vR)))
(4.2.2)

Wir werden die Gleichung G (7, R) = 0 nach einer Variablen R; auflésen und die
Beziehung zu den verbleibenden Perioden aufzeigen.

Es sei dazu der Index & wie vor Proposition 4.3.9 gewahlt.

Es gilt wegen Kréftefreiheit

G(0,R%) = 47W (c(R%)) = 4xW () = 0

und fiir G, definiert durch G(R) := G(0, R), ist %QN(RO) # 0.
Wegen Stetigkeit ist damit fiir 7 nahe 0 auch é)%%(] (1, R%) # 0.
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existiert nun eine Umgebung U C R x
RY=2 von (0,RY,...,R? ,RY . ..,R%_,) und eine glatte Funktion R; : U — R,

k=17 "k+1’
so dass

G(m, Ry, ..., Ri(T, Ry, ..., Ry o, Ry_1), oy Ry_1) = 0

—

fir alle (7, Ry, ..., R, ..., Rn—1) =: (1, p) € U.
Nach Normalisierung sind p;, = p;, (a)),pi, = pi,(a),) konstant festgelegt. Da
nach (4.3.16) fiir alle i ¢ {iq,i2} bereits

E(T, p) = fi(T, Rl, ceny R,%(T, p), ceey RN—I) =0
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ist, gilt

0 = g(’T,Rl,...,RE(T,p),...,RN_l)
= <_1)k+1%(171f11 (7-7 p) +p_i2fi2(7-7 p))
; 1 1
= (1) <P_n ;Pg,dh(%l) + Diy - ?Pg,dh(%'g))
. 4.3.11( ; 1
SO (13 (- ) Pt )

= ()M - D) Faln ).

Nach Lemma 4.3.11(ii) gilt

UZ%Q@M%%A.%>=%GEww%£_%>-

2

Wie in Lemma 4.3.8 berechnet man fir 7 nahe 0

1 1, -
/ —dh = ;(piz —Di) [
Iy, 9

mit f beschréankt und stetig von den Parametern abhéingig.
Es folgt insgesamt

R((75 — Pn) +tf) - Fin(1,p)) = 0= S((B7; — P) - Fiu(7. ).

Fiir ¢ klein genug sicht man nun leicht F;, (7, p) = 0 ein, und mit Lemma 4.3.11(i)
folgt Fi, (1, p) = 0.

Damit ist das Periodenproblem auch entlang 7;, und ~;, geldst, und die Skizze
des Beweises von Satz 4.3.1 abgeschlossen. O

Bemerkung 4.3.6. (i) Nach Definition von dh gilt fﬁ/, dh = 2mir; fir ¢ € J.
Damit hat dh trivialerweise keine v;-Perioden.

(ii) Die durch Satz 4.3.1 konstruierbaren Familien von Minimalflichen hingen
von den Parametern (7, Ry, ..., 1/?7;, ..., Ry_1) nahe
(0,Q%, s Q2. Q%) € R X RN -2 ab,
Nach Konstruktion ist Ry genau die logarithmische Wachstumsrate des En-
des in ooy der zugehdrigen Minimalfliche. Man kann also nahe QY ..., Q%
das logarithmische Wachstum der Enden vorschreiben, aufer fiir die Enden
in ooy und ooz, wobei k der in Schritt 6 verwendete Index mit %(W o
)@Y, ..., Q%_,) # 0 ist. Dort ist das Wachstum durch die iibrigen Parame-
ter vorgegeben.
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4.4 k-2-planare Konfigurationen

Wir zeigen nun, unter welchen Bedingungen Konfigurationen vermége der Traizet-
Konstruktion Familien von Minimalflichen mit planaren Enden kleinster Ord-

nung liefern.

Definition 4.4.1. Gegeben sei eine regulare kraftefreie nicht-degenerierte einge-
bettete Konfiguration (N, I, p° c° 1) und Q° definiert durch (4.3.1).
Es gebe weiter kg € {2,...,N — 1} derart, dass ein k € {1,...., N — 1} \ {ko} mit

%(W 0c)(QY,...,Q%_ ;) # 0 existiert, und ferner
0 = Ngg—1Ch—1 — MoChy und (4.4.1)
0 # Ry > D=y > 1
i€lkg 1 i€lx,
gelten.

Dann heikt (N, I,p° % 1) eine ko-2-planare Konfiguration.

Bemerkung 4.4.1. (1) Euzistiert eine ko-2-planare Konfiguration fiir einen Index

ko € {2,..., N — 1}, so existiert nach Satz 4.3.1 eine Familie von eingebet-
teten Minimalfiachen, deren Elemente je ein planares Ende der Ordnung 2
in der Punktierung ooy, besitzen:
Sei (N,I,p% c° 1) eine ko-2-planare Konfiguration und Q° definiert durch
(4.3.1). Nach (4.3.10) und (4.3.11) und den letzten Aussagen der Pro-
positionen 4.3.4 und 4.3.5 gilt fiir gg;’Rl """ ) Gk, i (t,Ry,...,Ry) =
0,00, .. Q%)

/
Iy (00ke) = Mig-16Ry 1 — Mgyl = QP =0, (4.4.3)
g (oor) = 2(=ar D Wt 3 ) A0 (444)

i€y, 1€l —1

Wegen Stetigkeit bleibt (4.4.4) auch fiir Parameter nahe der Startkonfigu-
ration giiltig.

Nach Bemerkung 4.3.6 (ii) sind die logarithmischen Wachstumsraten

(R, ..., Ry) der konstruierten Minimalflichen in der Ndhe von

(QY, ..., Q%) bis auf zwei Ausnahmen frei wihlbar.

Nach Definition 4.4.1 ist garantiert, dass Ry, in der Nédhe von ng = 0 frei
wéahlbar ist. Wir diirfen also Ry, = ng festhalten, so dass (4.4.3) giiltig
bleibt. Sind die iibrigen Parameter nahe genug an der Ausgangskonfigu-
ration gewahlt, so hat nach Konstruktionsschritt 3 die zugehorige Gaufs-
Abbildung g eine Nullstelle bzw. eine Polstelle genau doppelter Ordnung
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in oog,, falls ky ungerade bzw. gerade ist. Insbesondere erhalten wir fiir
Ry, = 0 eine (N — 3)-Parameterfamilie von Flachen mit planarem Ende der
Ordnung 2 in ooy, , abhéngig von ¢ und den logarithmischen Wachstumsra-
ten Ry, ..., Ry_1, auber Ry, und R;. Hierbei bezeichnet k den fiir die letzte
Anwendung des Satzes tiber implizite Funktionen in Schritt 6 gewéhlten
Index.

(ii) Da die dukeren beiden Enden einer eingebetteten Minimalfliche endlicher
Totalkriimmung nach dem Halbraumsatz [HM3| vom Katenoid-Typ sein
miissen, ist kg = 1 in Definition 4.4.1 ausgeschlossen.

4.5 Die Geometrie der Traizet-Flachen

In diesem Abschnitt stellen wir die Sdtze zusammen, mit deren Hilfe die geome-
trischen Aussagen (i) und (ii) in Satz 4.3.1 gezeigt werden. Aukerdem beweisen
wir das Einbettungsresultat Korollar 4.3.2.

Notationen sind hier wie in Abschnitt 4.3 zu verstehen, weiter bezeichnen wir mit
05 den Nullpunkt in C;, und koénnen nach einer Translation, falls notig, 0p € €24
fir alle k € {1,..., N} annehmen.

Es sei (N, I,p° 1) eine zulissige Konfiguration und

X=X =(X;+iX3, X3): ¥ — CxR=R?
(T, g :
Z — /—dh—/gdh R [ dh
2\Jo, 9 01 01
die Weierstrafs-Darstellung der damit nach 4.3.1 konstruierten Fléchen, abhéngig
von t > 0 und (IV — 2) logarithmischen Wachstumsraten. Die Parameter ¢; nahe

A ke{l,..,N —1} sind, wie im Anschluss an die Formulierung von Satz 4.3.1
erlautert, zu verstehen.

Satz 4.5.1. Es sei T} := T;=(T;1, T;2, Tiz):= (X' (v; ' () + X' (v; ' (—1))) fiir
i € 1. Setze weiter fir k € {1,..., N}
= (m{z € Ckl |ui(z)] >t} m {z € Cy| |wi(2)| > t}) C Cg.
1€y, i€l _q

(i) Firke{2,...,N} undt — 0 gilt:

i) = o4), (5.0

X40,) = 2|log(t)|(c1 + ... + cx_1) +o(In(t)). (4.5.2)
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Fiir jedes i € Iy, gilt

(th1 + 1T2t2) = % +o0 <%) ; (4.5.3)
Tl = S(X(0) + Xa0i) +o(in(r).  (45.4)

Bis auf Skalierung mit dem Faktor 2t ist damit p? die Limesposition des i.
Halses fiirt — 0.

(i) Sei 6 > 1. Dann konvergiert fir t — 0 und jedes i € I}, das Bild des
Kreisrings {z € Cy,| L < |vi(2)| < 6t} unter X*, verschoben um —T}, gegen
ein Katenotd mit Halsradius ¢, und Halsposition 0, geschnitten mit dem
horizontalen Streifen {|xs| < cx1n(0)}.

(iii) Das Bild X'(GY) ist Graph tiber einem Gebiet in der horizontalen Ebene.

(i) (a) Das Bild X*(G%) hat beschrinkten Abstand zum Graphen

Z1
(Ih%’z) = )

Ry In(2t [| (X7, X3) (21, 22)[| + (1)) + X5(0k)

(b) Fiir allee > 0 hinreichend klein, alle § > 1 und alle t < e%e = £? exp(1)
gilt: Fir i € Iy, ist das Bild Ag; := X' ({z € Ci| ot < ui(2)] < 5})
enthalten im Zylinder mit vertikaler Achse durch T} und Radius C - =

Hierbei ist C' eine Konstante, die nicht von t oder € abhdngt.
Weiter gilt: Fir alle A > 0 existiert € > 0, so dass

Agia - {(xlaléax?)) € Rg, Xé(()k) < T3 < T 3~ Ckln )_|_A} .

Fiir alle € > 0 gendigend klein, § > 1, t < €%e und i € I,_; ist das
Bild Ag. = Xt<{z € Ci| ot < |Jwi(2)| < 5}) im selben Zylinder
enthalten, und es gibt fiir alle A > 0 ein € > 0, so dass die vertikale
Abschdtzung

A:;?s C {(1'1,1’2,1'3) € Rg; Tt3 + ¢y, hl((S) — A< r3 < X?f(()k)}

gilt. 10

10Man beachte, dass € # €, wobei € die in der Konstruktion der Traizet-Fliachen verwendete
Konstante ist.
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Beweis. (i),(ii),(iii): [Tr, Proposition 15 (1),(2),(3)]

Wir geben den Beweis von (ii) auch innerhalb des Beweises von Korollar 4.5.2
wieder. Aus (i), (ii) folgen die geometrischen Aussagen (i) und (ii) aus Satz 4.3.1.
(iv) ist in &hnlicher Form ebenfalls in Traizets Arbeit enthalten, dort allerdings
nicht fehlerfrei formuliert und im Fall von Aussagenteil (iv)(b) ohne Beweis an-
gegeben, weshalb wir den Beweis hier fithren.

Es seien €, €, €, wie in Schritt 1 der Beweisskizze zu Satz 4.3.1 eingefiihrt. Sei
1 € I, und

dh = Z:E,,vg’dvi (4.5.5)

VEZL

die Laurent-Reihendarstellung von dh auf dem Kreisring {g < |vi| < €} in v;-
Koordinaten.
Nach (4.3.13) gilt mit einer parameterunabhéngigen Konstanten C":

~ 1 v+1 _ 12 v—1
|z, | < C - <—> firv>0und |z_,| < C- <—) firv>1. (4.5.6)
€ €

Zu (iv)(b): Zu zeigen ist:

(1) Fir alle 0 < € < € klein genug, alle § > 1, alle t < eee und alle Z € {0t <
lvi| < e} gilt:

(X0 +1X0)(2) = (T +iT0) < O =

mit einer Konstanten C' unabhéngig von ¢, .

(2) Fiir alle A > 0 existiert 0 < € < € klein genug, so dass fiir alle § > 1, alle
t < ecee und alle Z € {t < |v;| < e} gilt:

X3(0k) < Xg(é) < ﬂ,3 — Ck 111((5) + A.

Sei e >0, jo € Nund Z € {0t < |v;| < -} Setze 2 := v;(2).
Wir fithren den Beweis nur fiir £ ungerade.
Nach (4.3.2) gilt

9(5) = tgu(2) = —= = =, (45.7)
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Dann ist

[(X1 +1X5)(2) — (i1 +1T52))
=[50 (50— gan) = (1 57" (50— gan) + 4 i7" (G- gdh))'
v () z
= (O [ ()
11t 1 vt 1ot
slade) DTy )+ 2va1(t> (..)
= 1) =5 )‘:; (%),
Einsetzen von (4.5.5) und (4.5.7) und Integration liefern

(0=}

v=0 v+2 71

%[230 3 _x,,_;_lg ) +2_o 10g(vl) +x_qv; + Z Ty UV+2]

|30 S+ molog(v) + X%, 20t

—t
1 [ 2, 2, w42
_E[Zy R —tr + 2y log(v;) + 2 Wi + > e 0 v+2Yi }

—t
_'_% [ZZO:I m:; % lOg(UZ> + Zl/ 1 v Z]t .

Mit Dreiecksungleichung und (4.5.6) kénnen wir abschétzen:
~ v—1
(+) < (zw— (2)" (Gt + i ) + O (los(2)] + 4] oa(®)] + | Tog(—1))
5 vl (42, v=1
_'_CII_'_ZV OL(1)+<I +t+> l/11/<6> (#_'_t"%l)

Gt (log(=)] + 3| log(t)] + |log(—1)])) + S ILUH@V\I/HVH))

Unter Beachtung von ‘i <

P + sowie 6 > 1 und |z| < i folgt

() < ;(262 S L ()" 4+ 20 (| 2l] + [Infe]| + [ar(z)] + &(ars(—1)] + Jars(2)])
~N € ~e o0 v+l v+1
oo ((2) "+ )

FOLTE O+ O (1) TR )
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v+1 v
.. . . . 0o 1 1 \v+1 o 1 1 t\V
Beriicksichtigen wir ) 7 | =5 <<]—0> + (g) ) <Dl <<]—0) + (;) ), SO
treten in obigem Ausdruck nur zwei verschiedene unendliche Reihen auf, die wir
wie folgt abschéatzen. Es gilt

e >, 2¢" =—In(1 —gq) fiir |¢| < 1.

e Da L <« 1 _firt< jio gilt, folgt

e—t e—-5

0
(-8 < () =S () <X (6) =i

Terme der Form C’% oty L (g)” mit g € {4, ]io} kénnen also gegen

v=1p

1 ~ €
<(C+1)—
( )tjo

~ €
C-
tjo— 1

fiir jo > C 4 1 abgeschétzt werden.
e Es gilt offensichtlich é < ¢ fiir alle zulédssigen t.
o Terme der Form Ct3°% 1 (g)” sind dann fiir ¢ € {£, -} ebenfalls kleiner
als (C'+ 1)

e O.B.d.A kénnen wir |z| < 1 annehmen. Dann ist |In|z|| = ln|—i| <Ilng <
In % Fiir 0 <t <1hatt+ —tlnt = t|Int| ein isoliertes globales Maximum
in t,, = % mit t,,| Int,,| = % Damit ist

-t ~1 ~ €
C-(|In|z|]| + |Int]) < 2C— < 2C—
€ ee tJ0

fir alle t < fee.
Jo

e Fiir jeden zuldssigen Zweig des Logarithmus log sind die Argumente von
t,—t und z gegen Konstanten abschétzbar.

Wihlen wir weiter jo so grof, dass zusétzlich o <e gilt, so erhalten wir fiir alle
t < jioee < gee insgesamt wie gewiinscht

(%) < C’%

mit einer von £ und ¢ unabhéngigen Konstanten C'. Damit ist (1) nachgewiesen.

Wir zeigen nun die Giiltigkeit der vertikalen Abschétzung (2).
Es seien jo, Z, z wie vor (4.5.7) eingefiihrt. Wir setzen € := Jio Mit 0 als Integra-
tionsfullpunkt ist X5(0x) = 0. Es gilt

v (%) z
X3(2) =R </ dh+/ dh) =: (%x).
O vfl(%)

7
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Nach (4.3.7) und Bemerkung 4.3.1(ii) gilt x_; = —r; € R fiir das Residuum von
dh.'' Einsetzen von (4.5.5) und Integration liefern

(1) = X (o7 (5)) +
%[ logle) + X, 22 (1) 4 S 2 ]

0 Q) ()

%,_/
s (- ) s (- (9)

R (2
> he 471 (m) — ‘5}? ‘

l21<3,

> he —l—r,ln % —‘ ‘

B

|

Mim

Nun ist wegen |z|,t < < 0 > 1 und Dreiecksungleichung

7|| 5t’

Sz (B - ()7 ez (-
ot (e ()7 S 2 (e + (9)
(O C- ”)+23°1€((m)"+<é)”)

(=Y +m(1-2)+m(1- 1) +m(1- 1))

~ € € 7o
_ C(ln (6 _t) +1In (m) +1In (jo o 1) +1n(2))
N / N > ~~ >

)(...))

<
(4.5.6)
<

(.

<2 Vjo>2 <2 Vjo>2 <2 Vjo>2

< 4C1n(2).
Wiéhlen wir jp € N so grof, dass
riln (90) > —he +4C In(2)
1 2 b Y

so gilt X3(2) > 0 fiir alle 2 € {0t < |v;] < e}, womit die Giiltigkeit der linken
Seite der Abschétzung (2) gezeigt ist.

HDenn «; ist nach Definition ein negativ orientierter Kreis um a;, vgl. auch (4.3.7).
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Fiir die rechte Seite erhalten wir
T3 — cIn(0) — X3(2) = % (X3 v_l(t)) + Xg(Ul-_l(—t))) — ¢ In(d) — X3(2)

(
= R(E(N T 50 an) - f2 dh) ¢ In(o)

=" o (SInft)+ L] — ¢ —In|z]) — ¢ In(0
+§R(Zi°2_mu+”1 <;t1’1+2(t)1 _z”%l)
+ Y00 e (Lt 4 (gt _Zu+1))
= r;ln (%) — ¢ In(6) + R(...)
LEl>s

> (r;—cp)In(d) + R(...).

1 o1
, ‘Z‘ < 5t, - <3 Wleder ab:

R < oo, el (tu I+ e 1) 300 e ()

& S (O @) S (O ()
< Cm-H+mI-H+m-+m(1-1))

< C(3Cm(5) + O (7)) = (xx).

Wegen t < £ ist - < — = ]03—31 und es folgt: (x * %) < 4Cln< ]01)

Jo

Wir schétzen unter Beriicksichtigung von ¢ > 1

Damit ist

T;5 — ¢ In(8) — X5(2) > (r; — c) In(8) — 4C In(

)-

]0—1

Es gilt ln(jojﬂ ) 2% 0 und r; =2 ¢, nach Proposition 4.3.5.
Insbesondere gibt es fiir alle A > 0 ein jy € N, so dass fiir alle ¢ < ]io = ¢ gilt

Tty — cpIn(d) — Xi(2) > —|r; — ¢ In(6) — 4C'In (j J0 1) > —A,
o —

wie zZu zeigen war.

Fiir i € I, folgen die behaupteten Abschidtzungen analog, wobei zu beachten ist,

dass bei einer Laurent-Reihendarstellung von dh in einer w;-Koordinatenumge-

bung fiir das Residuum z_; = +r; gilt.

Damit ist der Beweis von (iv)(b) abgeschlossen.

Zu (iv)(a): Analog zum Beweis von (4.5.1) wird fiir ¢ — 0 gezeigt'?

(X1 +1X2)(2)] = |2Zt‘ +o (1)

2siehe [Tr, S.151]
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Es ist damit
2] = 2t|( X1 4 1X5)(2)| + 0 (1). (4.5.8)

Nach Satz 2.3.1 gilt fiir z € Cy mit |z| grof

1
X3(2) = RiIn(|z]) + X3(0x) + O (m) . (4.5.9)
Einsetzen von (4.5.8) in (4.5.9) liefert die Behauptung.
O
Wir beweisen nun das Einbettungsresultat Korollar 4.3.2.
Beweis. Sei k € {1,...,N — 1} so, dass
0
%(W 0 c)(QY, -, Q\-1) #0 und Q) < Q) < Q).
Nach Voraussetzung ist
Q)< .. <%, < QY. (4.5.10)

Durch Bemerkung 4.3.6 (ii) ist garantiert, dass alle logarithmischen Wachstums-
raten R;,j € {1,..., N — 1} \ {k} nahe Q° frei wihlbar sind.

Halten wir R;_; = Qg_l, Ry = Qgﬂ und falls £ # N — 1 auberdem Ry_1 =
Q% _, sowie Parameter aufeinanderfolgender Indizes fiir die in (4.5.10) Gleichheit
besteht, fest, so gilt fiir Parameter (t, (R;);¢(r,n}) nahe genug an (t, (Q7);¢k,n1)
die Abschétzung

Ry < ... < Ry < Ri(t, (R))jeqeny) < Riepr < oo < Ryoy < Rt (R))jeqr,ny)-
Nach (4.5.2) gilt
XH0ps1) — XE(0) = —2¢, In(¢) + o(In(t)) =2 +oo.

Damit sind die Enden der zugehorigen Fléachen auferhalb eines Kompaktums
nach Satz 4.5.1 (iv)(a) frei von Selbstschnitten.

Sei dy, := min{[p) — pJ| | i,j € Iy U Ix—1 U Ity1, @ # j} und d := min{d,| k =
1,...,N — 1} der minimale Abstand zweier verschiedener, auf benachbarter Héhe
liegender Punkte der Konfiguration. Fiir ¢ << ¢ sind dann nach (4.5.3) die
Zylinder aus Satz 4.5.1 (iv)(b) disjunkt.

Mit Satz 4.5.1 (ii),(iii),(iv) folgt die Behauptung. O

Es sei (N, I,p° ° 1) eine Konfiguration, die den Voraussetzungen von Satz
4.3.1 geniigt, und der Vektor Q° € RY nach (4.3.1) induktiv durch ¢ definiert.
Sei {X'} die zugehorige Familie von Traizet-Fliachen, je mit Weierstraf-Daten
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{gi,dhi}, geméh Bemerkung 4.3.6 abhéngig von ¢ und jenen logarithmischen
Wachstumsraten R;, j € {1,..,N — 1} \ {k},'® die in der Nahe der QY frei
wahlbar sind.

Dann ziehen wir aus Satz 4.5.1 folgendes

Korollar 4.5.2. Set 2 <k < N — 1.

(i) Es gelte R, = Q% = 0, d.h. jedes X' besitze ein planares Ende auf Hohe k,
etwa asymptotisch zu {x3 =n € R} C R3.
Dann gibt es fiir alle t hinreichend klein einen durch zwei horizontale Ebe-
nen berandeten Streifen S C R® mit {z3 = n} C S, der kein weite-
res Ende von X' enthdilt, so dass die Zusammenhangskomponenten von
I(Bild(X")NS") disjunkte einfach geschlossene konvexe ebene Kurven sind
und die Anzahl der Randkomponenten gleich der Anzahlny_1-+n;, der Hdlse
auf den Hohen k — 1 und k ust.

(ii) Ist das Ende auf Hohe k vom Katenoid-Typ, so gibt es analog fiirt geniigend
klein einen horizontalen Streifen S, so dass O(Bild(X") N S") jeden der
(ng—1 + ng) Zylinder aus Satz 4.5.1 (iv)(b) in einer einfach geschlossenen
konvexen Kurve schneidet. Da die Konfiguration reguldr ist, konnen die
Zylinder nach (4.3.5) als disjunkt angenommen werden.

In beiden Fdllen kann S* so gewdhlt werden, dass Bild(X") Graph diber dem un-
beschrinkten zusammenhdangenden Gebiet in der horizontalen Ebene ist, welches
durch die (disjunkten) Orthogonalprojektionen der durch die obigen Aussagen in-
duzierten Kurven um die Halse berandet wird.

Beweis. Um den Beweis fiithren zu kénnen, zeigen wir zunéchst die Giiltigkeit der
Aussage (ii) von Satz 4.5.1.

Sei also § > 1 und i € I fiir ein k € {1,..., N — 1}. Mit der Bezeichnung von
(4.3.2) setzen wir u := %*. Dann gilt auf dem Kreisring {{ < |v;| < 0t}

1
g<‘u‘<(5.

Nach (4.3.4) ist

B tgr = vii, k ungerade | ('t (=D Y
e L — % L gerade ~\y - '

tgy(2) t’

3Hierbei bezeichnet k einen fest gewiihlten Index mit %(W 0c)(@Y,....,Q%_;) # 0, vegl.
Erlduterung vor Proposition 4.3.9.
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Wir schreiben dh als Laurent-Reihe wie in (4.5.5)

dh = Z x,v) dv; = Z z, /M Y du.

VEZL VEZL

Mit den Abschétzungen (4.5.6) gilt dann

~ v+1 ~ v+1
lz "t < C (i) 't =C (;) fir v < —2 und

R ¢ v+1
lz, T < C (—) fiir v > 0.
€
Da ! <1, gilt in beiden Féllen |z, ¢" ™| < % — 0 fir t — 0.
Fiir v = —1 erhalten wir mit Proposition 4.3.5
R A (437) _r, —cx(R) = —¢;,. 1

In u-Koordinaten konvergieren die Weierstral-Daten fiir ¢ — 0 gegen

1
P k ungerade dh = Gk g
u, k gerade u

Dies sind in beiden Fallen die Weierstraf-Daten eines Katenoids mit Halsradius
¢ und horizontalen Enden, eingeschréinkt auf {§ < |u| < 6}

Die Hohenlinien des Katenoids sind Kreise, also insbesondere konvexe ebene Kur-
ven. Fiir € (¢xIn(3), ¢x In(6)) gilt genauer

_1 B
X5 ) = {ul Jul = e =77 > 0}

Nach [F, S. 421 f.] gilt fiir die Kriimmung von X; *(n), aufgefasst als ebene Kurve

in R?,
1 1 " q'(uy) _ 1 1
ﬁA(un)gR ( ! 9(“n)) i1 A(uy) >0

K(uy) =

fiir u, € X3 (n).

Hierbei bezeichnet A = 1 <| gl + |17|> |dh| den konformen Faktor der Metrik des
Katenoids; dieser ist offensichtlich konstant entlang einer Hohenlinie. Die Ablei-
tung von g ist bzgl. u-Koordinaten zu verstehen. Nach (4.3.3) konvergiert mit g
auch ¢’ fir t — 0.

Fiir ¢ nahe genug an 0 behélt die Kriimmung ihr Vorzeichen und folglich sind die

Hohenlinien von X t} {zecyl dann ebenfalls konvex.

t )
L<fvi(z)| <ot}
Die weiteren Aussagen des Korollars folgen mit Satz 4.5.1. O

14Tm Vektor R = (R1, ..., Rn—1) der logarithmischen Wachstumsraten ist nach Beweisschritt
6 zu Satz 4.3.1 einer der Parameter, hier I2;, Funktion von ¢ und den {ibrigen Wachstumsraten.

Int=0ist R als (Ry,..., R;(0, Ry, ...,}/2;, oy RN—1)y ...y RN—1) 7 lesen.
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Damit erhalten wir folgende Aussage iiber die Form zuldssiger Konfiguratio-
nen und in Bezug auf die offene Frage aus Bemerkung 3.3.3 fiir Traizet-Fliachen
eine Teilantwort:

Korollar 4.5.3. Es gibt keine zulissige Konfiguration (N, I,p° ° 1) vom Typ
T(...,1,1,...) fir Satz 4.3.1, d.h. mit |Iy_1| = ng—y = 1 = |Ix| = ny fir k €
{2,..,N —1}.

Insbesondere existiert keine zuldssige Konfiguration dieses Typs, die zu Traizet-
Fldchen mit einem planaren Ende auf Hohe 2 < k < N — 1 fiihrt.

Beweis. Die Aussage folgt aus unserem Korollar 4.5.2 zusammen mit dem Satz
3.3.4 von Perez-Ros und Bemerkung 3.3.2. O

Der einfachste Ansatz, mit Satz 4.3.1 minimale Kreisringe mit planarem Ende
und vertikalem Flux zu konstruieren, scheitert damit.



Kapitel 5

Existenz von Minimalflachen mit
planaren Enden kleinster Ordnung

5.1 Einleitung

Im vierten Kapitel haben wir mit Bemerkung 4.4.1 gezeigt, dass es geniigt, eine
zuldssige k-2-planare Konfiguration zu konstruieren, um die Existenz von voll-
stdndigen eingebetteten Minimalflichen endlicher Totalkriimmung mit planaren
Enden der Ordnung 2 zu beweisen.

Wir werden nachweisen, dass es in der Notation von Definition 4.2.2. (iv) Beispiele
vom Typ T'(1,3,m) fiir spezielle m € N gibt. Da durch den Anspruch, Konfigu-
rationen mit einem planaren Ende zu konstruieren, eine zusétzliche Bedingung
an die Halsradien gegeben ist, die diese bis auf Skalierung festlegt!, kénnen wir
nicht generische Argumente wie in |Tr, § 2.4] anwenden, sondern miissen Existenz
exakt fiir diese Halsradien nachweisen.

5.2 Existenz von k-2-planaren Konfigurationen
vom Typ T(1,3,m), m € N

In Traizets Arbeit findet man folgendes einfach zu beweisendes Kriterium fiir
Kriftefreiheit von superreguliren? Konfigurationen:

Lemma 5.2.1 ([Tr|). Es sei (N, 1,p,c,l) eine superrequlare Konfiguration. Fir
ke{l,...N =1} sei Py(2) = [l (2 — pi) und P(z2) == [T Pe(z).

lsiehe (5.2.2) und folgende Gleichungen
2siehe Definition 4.2.2 (i)

o6
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Die Konfiguration ist genau dann krdftefrei, wenn

N-1 P N-2 P
.= Apl— — crCr1 PLP, ——— 5.2.1
; k' k Pk ; kCE+14 L 41 PkPk—l—l ( )

das Nullpolynom ist.?

Bemerkung 5.2.1. W ist ein Polynom vom Grad < n — 2. Tatséchlich ist der
Koeffizient héchster Ordnung von ¥ gleich

N-1 N—2
ng(ng, — 1)cs — Z NENgt1CkCrr1 = W(c).
k=1 k=1

Um Konfigurationen auf Nicht-Degeneriertheit zu priifen, benutzen wir die
Aussage folgender

Bemerkung 5.2.2. Sei (N,I,p = (p1,...,Pn),¢, 1) eine kriftefreie Konfiguration
und F' die zugehorige Kraftfunktion.
Es gelte fiir alle differenzierbaren Variationen s — p(s) mit p(0) = 0:

Falls L] F(p(s)) =0, so folgt £| p(s) =:p(0) = 0.2

s=0 s=0

Dann ist Rang(DF,) = n — 2, d.h. die Konfiguration ist nicht-degeneriert.

Beweis. Andernfalls ist Rang(DF),) < n — 2.

= Es existiert v ¢ span{1,p} mit {1,p,v} C Kern(DF}).*

Man betrachte die Variation p, : s — p,(s) :=p+ s - v.

Dann ist p,(0) = p und dis‘ OF(pv(s)) = DF, ) - pv(0) = DF, - v = 0.

Es ist aber p,(0) # 0. ’ O

Nun kénnen wir die Existenz von vollstdndigen eingebetteten Minimalfiachen
endlicher Totalkriimmung mit planaren Enden der Ordnung 2 beweisen.

Satz 5.2.2. Es gibt eine eingebettete 3-2-planare Konfiguration mit N = 4 Enden
und n = 11 Hdlsen.

Beweis. Wir wéhlen einen Zugang analog [Tr, §2.4]:
Setze N :=4,n;, :=1,ny := 3,n3 :=m mit m € N.
Es seien [l = {0}7 12 = {1a 27 3}a [3 = {4> M+ 3} und Po; P15 P2, P35 P4; -+ Pm+3

3 Ableitungen von Polynomen nach ihrer Variablen z werden in diesem Abschnitt mit ()’,

Ableitungen nach einem Variationsparameter s mit () notiert.
4vel. Bem. 4.2.2,1:= (1,...,1) € C"
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die Limespositionen der Hélse der zu konstruierenden Konfiguration.
Wir normalisieren die Konfiguration durch die Festsetzungen

m+3

po := 0 und Hpizzl

=4

und skalieren die Halsradien, so dass c3 = 1 gilt.
Dann liefert die fiir Kréftefreiheit nach (4.2.2) notwendige Bedingung 0 = W (c) =
6c2 +m(m — 1)c2 — 3cico — 3mceycs:

—1
¢ =2c + % —m. (5.2.2)
2

Das Ende auf Hohe 3 der zur Konfiguration zugehérigen Fléchen ist planar, wenn
gilt

0 = Q3 = ngcy — ngcs = 3c2 —m,

also fiir ¢, = %, falls der Index k = 3 die Bedingungen von Definition 4.4.1 erfiillt.
Nach (4.3.1) sind die Ausgangswerte der logarithmischen Wachstumsraten dann

2
Ql = —Nnic1 = —§m+ 1, Qg = NgCy — N3C3 — —gm —1

Q3: 0, Q4:n303:m>0.
Die Konfiguration ist eingebettet, wenn
2 1 5
Q1<Q2<:>—§m+1<—§m—1<:>m>6.

Es gilt mit der Abbildung ¢ : R — ¢(R) aus (4.3.12)

Q: sm+1 0
DWoc)| Q2 | = —Zm+1 [ #] 0
Qg 2—m 0

SFiir m = 6 gilt zwar Q; = -3 < Q2 = -3 < Q3 = 0 < Q4 = 6, es ist jedoch einer der

Parameter Ry, Ry nicht frei wéhlbar. Somit kann R; < R, in der Néhe der Startkonfiguration
nicht garantiert werden.
Bei Verzicht auf die Fixierung R3 = Q3 = 0 kann aber R3 als Funktion R3(¢, R1, R2) gewéhlt
werden, so dass die Parameter R;, Rs frei bleiben. Dann liefern Satz 4.3.1 und unser Korollar
4.3.2 zusammen mit der Beweisfiihrung von Satz 5.2.2 die Existenz einer Familie eingebetteter
Minimalflichen vom Typ T'(1, 3, 6).
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Damit ist die erste Bedingung von Definition 4.4.1 an eine 3-2-planare Konfigu-

ration fiir jeden Index k € {1,2,3} gegeben. Es seien weiter

Pi(z):=  z-p =7
3

Py(z) = Hle(z -pi) = Zakzk,
k=0

Py(z) = TIM3—p) = bee".
k=0

Dann gilt a3 = b,, =1 und by = (—1)™ H;’;Z?’pi =(=1)™.
Aus (5.2.1) folgt hier

0= \I](Z) = C%ZPé/P:g —+ ZPé/PQ — 0102P2/P3 - CQZPéPé
2m m m 2m
- 2 Mg T 2Na)p
(mz* + 3( 3)a22+3( 3)al) 3
—(mz® + gmagz2 + %alz)Pé
+(2* + a2’ + a12% + ap2) Py
m+2

= Z qkzk.
k=0

(5.2.3)

Es gilt damit notwendig fiir alle Koeffizienten g, = 0; durch Koeffizientenvergleich

erhalten wir aus (5.2.3) folgende Gleichungen

@ = ((k=2)(k=3—=m)+mb,

+<(k:—1) (k—2—%m>+%m(1—%))bk_1az
(1556

—l—(k‘ + 1)kbk+1a0

= 'U(k‘)bk_g + Ul(k‘)bk_lag + Ug(k‘)bkal + vg(k)kaaO,

wobei b; = 0 fir [ < 0 oder [ > m zu setzen ist.
Insbesondere gilt fiir den absoluten Term 0 = gy = v2(0)ayby.
Da v5(0) = 2(1 — %) # 0 fiir alle m € N und by = (—1)™ # 0 ist, folgt

a; = 0.
Unter Beriicksichtigung dieser Tatsache folgt

@ = V(k)bg—2 + v1(k)br_1a2 + v3(k)bri1ao.

(5.2.4)
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Wegen Bemerkung 5.2.1 und der Wahl von ¢ = (¢q, ¢2, ¢3) gilt a2 = 0.

Wir bemerken, dass v(k) = 0 < k € {3,m + 2} und schreiben im Folgenden
T = ag,y := ay. Dann ist die Koeffizientengleichung ¢, = 0 fiir k € {4, ..., m + 1}
aquivalent zu

_ui(k) v3(k)
bk_g = — U(l{i) bk_ly — U(/{Z) bk+1ZL'. (525)

Weiter ist fiir y # 0

v(2)
'111(2)’3/

U3(2)

=0 b =—
q2 1 01(2)y

b(] - bgl',

da v1(2) = —% # 0.

Mit den Startwerten b,,.5 = bypi1 = 0, b,, = 1 erhalten wir also rekursiv die
Koeffizienten von P3 in Abhéngigkeit von z und y.

Insbesondere beobachten wir:

) Wegen
2—1) m
E R E ':6—b _ _m(g
C3 = Di Co - Di m—1 T C2Q2 ( 3(m_2)+_3)y#0
i€ls i€ly

fiir y # 0 ist nach (4.4.2), (4.4.4) das planare Ende auf Hohe 3 genau dann
von Ordnung 2, wenn y # 0 gilt.

Wir werden uns also nur fiir solche Losungen der Koeffizientengleichungen
interessieren.

o Aus 0 = ¢4 = vi(1)boy + v3(1)bex und wvy(1),by,y # 0 folgt by # 0 und
insbesondere z = ag = —p1pap3 # 0, also p1, pa, p3 # 0.

e Durch Induktion nach k zeigt man
bm—k(x> y) = Z pi(k)y32+rx]_la (526)
i=0
wobei die p;(k) rationale Zahlen sind und k = 3j+r mit j € Ny, r € {0, 1,2}
eindeutig bestimmt.

Sind die Koeffizienten bg(z,y) geméfs der Rekursionsformel (5.2.5) gewdhlt und
die notwendigen Bedingungen fiir die Gleichungen ¢y = 0 und ¢ = 0 beriicksich-
tigt, so gilt g, = 0 fir k € {0,2,4, ..., m + 2}.

6Nach Satz von Vieta [Ko, S. 275| ist fiir ein normiertes Polynom vom Grad m der (m — 1).
Koeffizient gerade gegeben als das Negative der Summe der Nullstellen des Polynoms.
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Es verbleiben schlieflich zwei Gleichungen in den Unbekannten x und y:

=q = vi(1)boy + v3(1)b2(z,y)z,
0 =q3 =v3)bi(x,y) +v1(3)ba(x,y)y + v3(3)bs(x, y)z.
~~
=0
Nach (5.2.6) sind dies polynomielle Gleichungen mit rationalen Koeffizienten und
im Spezialfall m = 7 von der Form

=q = poy+myc’+ pey’r, po,pr1,p2 € Q,
=g = por’+ /v’ + 6y’ po,pr. 2 € Q,

also lediglich quadratische Gleichungen in z. 7

Die zweite Gleichung hat hier zwei Losungen x (y) = cyy?, x_(y) = c_y?, wobei
cy,c_ € R\ {0}.% Einsetzen von etwa x, (y) in die erste Gleichung liefert

0=y (o + (prcy + pacy)y’) - (5.2.7)

Die Losungen dieser Gleichung sind 0 und skalierte siebte Einheitswurzeln, es
gibt damit genau eine reelle Losung yg # 0.

Wir bemerken, dass die Losungen yo und zg := x4 (yo) durch Radikale gefunden
werden konnten, also exakt bekannt sind. Damit sind die zugehorigen Koeffizien-
ten bg(zo, o), k € {0, ..., 7} des Polynoms P3 genau bestimmt und reell.

Um zu zeigen, dass die Nullstellen der Polynome P, P,, P; tatséchlich eine kréfte-
freie Konfiguration bilden, ist nach Lemma 5.2.1 noch der Nachweis zu erbringen,
dass alle Nullstellen paarweise verschieden sind, d.h. eine superregulére Konfigu-
ration vorliegt.

Nach Konstruktion gilt pq, ..., pmis # 0 und 0 ist die einzige Nullstelle von P;.
Hier reicht es daher zu zeigen, dass das Polynom

D(2) 1= Py(2)P3(2) = (2° + yoz” + o) (Z b (o, yo)zk>

nur einfache Nullstellen hat.

Da @ ein reelles Polynom ist, konnen wir den Satz von Jacobi-Borchardt [Ob,
Satz 21.2, S. 99] anwenden.

Es seien dazu fir £ =0,..,2(m+3) —2 =18

Sk = p'f +p'§ + ... +pfn+3

"Die exakten Werte der Koeffizienten g;, p; € Q sind in Anhang A.2, Abbildung A.5, in den
Gleichungen (1) und (2) zu finden.
8siehe Anhang A.2, Abbildung A.6, Gleichung (3)
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die Summen der k-ten Potenzen der Nullstellen von ®.
Dann besagt der Satz:

Die Anzahl der voneinander verschiedenen Nullstellen von ® ist gleich
dem Rang der Matrix

So ST S S
Sl 52 53 SlO
A= Sg Sg S4 Sll

So S0 S11 ... Sis
Bemerkung 5.2.3. Die S sind als symmetrische Funktionen in py, ..., p,13 aus
den elementarsymmetrischen Funktionen in py, ..., py,13, den Koeffizienten von @,
nach einer Rekursionsformel von Newton berechenbar [Ko, S. 287].
Die Nullstellen von P, sind sogar als Losungen einer Gleichung dritten Grades
durch Radikale bestimmt.
Im vorliegenden Fall gilt tatsichlich Rang(A) = 10.°
Damit bilden die Nullstellen der Polynome Py(z) = z, Pa(2) = 2% + yo2* + wo,
Py(2) = ZZ:O bi(zo, yo)2* eine superrequlire kriftefreie Konfiguration.*
Es bleibt noch die Nicht-Degeneriertheit nachzuweisen.

Dies geschieht im folgenden Lemma, wodurch der Beweis von Satz 5.2.2 vervoll-
standigt wird. O

Lemma 5.2.3. Superrequlire kriftefreie Konfigurationen vom Typ T(1,3,7) sind
stets nicht-degeneriert.

Beweis. Sei p = (0, py, ..., pm+3) eine superregulére kriftefreie Konfiguration, ¢ —
F(q) = (Fi(q));e; die Kraftfunktion und R > s ~— p(s) eine differenzierbare
Variation mit p(0) = p. Wir normalisieren die Variation durch die Festlegungen

m+3
po(s) =0, H pi(s) =1
i=4
Es gelte dils‘ F(p(s)) =0.
5=0
Kann nun p(0) := 4| p(s) = 0 gezeigt werden, so folgt nach Bemerkung 5.2.2

Rang(DF,) =1+3+m—2=|I| -2

9sieche Anhang A.2, Abbildung A.8: Berechnungen mit MAPLE 10
Dje Lage dieser Nullstellen ist in Abbildung A.1 in Anhang A.1 graphisch dargestellt; den
Fall m = 8 zeigt Abbildung A.2.
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und damit die Behauptung.
Setze Prs = [lies, (2 —pi(s)) filr k = 1,2,3 sowie Py = [[;c;(z — pi(s)) =
H v—1 Prs- Durch elementares Nachrechnen zeigt man fiir ¢ € I,

P// P/ P/
Fi _ 2% k,s k-1, k+1,s : .
(p(s)) (Ck Pl;,s — CrCl— 1Pk ” Ck0k+1pk+178 (pi(s))

Es gilt weiter ;‘; “(pi(s)) # 0, da fiir |s| klein auch p(s) superregulér ist. Mit

Filp(s)) = Fi(p(s)) - 22 (pi(s)) folgt

oo = Z_ s (o)
d Py P
o poo) gl (Freen),

=0 wegen Kraftefreiheit

und somit ist
d d -
(p(s)) =0 | Filp(s)) =0

dsls=0

Sei W, (z) das geméf (5.2.1) bzw. (5.2.3) zur Konfiguration p(s) gehorige Polynom.
Man rechnet leicht W,(p;(s)) = Fj(p ( )) nach. Damit folgt unter den gegebenen
Voraussetzungen

L ) = L Fis) =0

ds ls=0 dsls=0

Nach [Tr, S. 111] gilt dann ¥(s) = o(s), d.h. fiir die Koeffizienten von U4(z) =
ST g(s) 2 gilt
dx(0) = 0.

Nach (5.2.4) gilt

dx(0) = v(k) - by-2(0)
+01 (k) - (a2(0)by-1(0) + a(0)by—1(0))
+0a(k) - (@1(0)bi(0) + a1(0)bk(0))
+03(k) - (@0(0)br+1(0) + ao(0)bg+1(0)).

Dabei ist ay(0) = 4o, a1(0) = 0, ao(0) = x¢ und bx(0) = br(z0, Yo)-
Fiir [ < 0 oder [ > m sind b, b = 0 zu setzen.
Wegen v3(0) = 0, v2(0) # 0 folgt aus 0 = ¢o(0) sofort a,(0) = 0.
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Analog zum Existenzbeweis erhalten wir die Riickwérts-Rekursion
_Ul(l{?)
v(k)

—Tf((]f;) (dO(O)le(O) + ao(o)bkﬂ(o)) (5:2.8)

< ¢x(0) =0,

be_2(0) =

(ag(O)bk_l(O) + ag(O)Bk_l(O))

fiir Kk =m+1,...,4 mit den Startwerten

d
= — 1=0.
ds

s=0

677%#—2(0) =0= Z')m-l-l (O)a bM(O)

Durch ¢,(0) = 0 ist wieder eine Gleichung fiir b;(0) gegeben, es gilt by(0) = 0
nach Normalisierung.

Die verbleibenden zwei Bedingungen ¢,(0) = 0 = ¢5(0) sind dann stets zwei
homogene lineare Gleichungen in den beiden Unbekannten as(0), ao(0).

Im Fall m = 7 ist die eindeutige Losung as(0) = 0, ao(0) = 0.1

Rekursiv folgt nun auch bk(O) =0,k =0,...,m und wir erhalten die Aussage des
Lemmas als Konsequenz folgender

Behauptung: Ist Py(2) = [['_; (2 — pi(s)) = Y7_g;(s)2’ eine Variation von

Polynomen mit 0 = L OPS(Z) = 104;(0)27, dann gilt fir die Nullstellen

Pz‘(o) = 0.

Beweis: Es ist

0 = %SZOPS(Z):Zdj(O)Zj
- %Szoﬂu—pxsnzz(—pi(m 11 <z—pj<o>>)
i=1 i=1 j=1,j7i

das Nullpolynom.
Insbesondere gilt fiir z = p;,(0) mit ig € I beliebig:

Es folgt p;,(0) = 0. O

Hgijehe Anhang A.2, Abbildung A.7
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Bemerkung 5.2.4. (i) Mit der gleichen Beweistechnik kann man die Existenz

von Familien von Minimalflichen der Typen T'(1,3,m), m € {8, ..., 15} zei-
gen. Dabei ist zu beachten, dass der Nachweis von Superregularitit mit
Hilfe des Satzes von Jacobi-Borchardt nur fiir reelle Polynome gelingt.
Zu obigen m gibt es stets reelle Losungen fiir den Koeffizienten x = ag, in
den Féllen m € {10, 12,14} ist aber die zu (5.2.7) korrespondierende Glei-
chung von der Form y™ = —r mit » > 0. Hier gibt es demnach keine reellen
Losungen fiir den Koeffizienten y = as, die Polynome P;, P; sind also kom-
plex. Man kann nun numerisch, etwa mit dem Newton-Verfahren, priifen,
dass fiir diese m die Nullstellen von P, P;, und damit die Halspositionen,
paarweise verschieden sind.

Nach (5.2.6) ist fiir m > 16 die Gleichung g3 = 0 vom Grad 5 in z und
somit im Allgemeinen nicht mehr durch Radikale 16sbar. Man ist dann auf
numerische Verfahren zur Losung von zwei polynomiellen Gleichungen in
zwei Unbekannten angewiesen.

(ii) Der obige Beweis liefert auch die Existenz von eingebetteten Minimalfldchen
vom Typ T'(1,3,m) fiir obige m fiir generische Halsradien, dann natiirlich
ohne planares Ende auf Hohe 3.

(iii) Als Nullstellenmengen reeller Polynome sind die hier konstruierten Konfi-
gurationen notwendig spiegelsymmetrisch zur reellen Achse.

5.3 Betrachtungen zu den Endkurven der Flachen
vom Typ T(1,3,m)

Mit Abschnitt 5.2 ist die Existenz von eingebetteten vollstandigen Minimalfla-
chen endlicher Totalkriimmung mit planaren Enden kleinster Ordnung gezeigt.
Die dort konstruierte Konfiguration vom Typ T'(1,3,7) liefert eine Familie von
Minimalflichen mit Geschlecht 8 und 4 Enden; das Ende auf Hohe 3 ist bei Wahl
des Parameters R3 = ()3 = 0 planar und von Ordnung 2. Will man das planare
Ende erhalten, so sind die freien Scharparameter ¢ > 0 geniigend klein und die
logarithmische Wachstumsrate Ry des Endes auf Hohe 2, frei wihlbar in einer
Umgebung von Qy = —12.

Nach Lemma 3.2.3 sind die zugehorigen Symmetriegruppen frei von Rotationen.
Wegen Proposition 4.3.3 konnen wir die Endkurven des planaren Endes auf Héhe
3 approximieren:

Bis auf vertikale Translation gilt X3 : ¥ — R,z —= R [“dh. Im Grenzfall
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tIO,RQZQQ ist

dho=3" —2d:+Y 2 _d- (5.3.1)

ier, - Pi ien, © P
mit ¢, = % = %, cs = 1, und folglich
X3(2) = s Y log(lz ~BiP) + e Yloslle ~ Bl 4 ey, (532)
i€l3 1€l

falls das planare Ende asymptotisch zu {x3 = hoo, € R} ist. Die die Endkurven
parametrisierende Menge ist im Grenzfall t = 0 gegeben durch

Hiefg |Z _E|02 }
Nach Satz 4.5.1 (iii) ist fiir ¢ klein das Bild X*(¥XNC3) aukerhalb kleiner Bereiche
um die Taillen der Hélse Graph iiber C3. Daher stimmt fiir ¢ geniigend klein jede

Endkurve mit ihrer Parametrisierung in Cz-Standardkoordinaten iiberein und die
in (5.3.3) angegebene Menge ist selbst eine gute Approximation der Endkurven.

(XD (hoos) = {z €eCy| 1= (5.3.3)

Um zu priifen, dass die Endkurven frei von Selbstschnitten sind, reicht es nach
Lemma 3.2.1 zu zeigen, dass entlang (XJ)™!(ho,) keine Nullstellen von dhq lie-
gen. Aus Stetigkeitsgriinden ist dies dann auch fiir geniigend kleine ¢ und die
zugehorigen reguldren Flachen der Fall.

Das Zéhlerpolynom von dhg aus (5.3.1) ist vom Grad |I3| 4+ || —1=m+3—1.
Mit Hilfe des Newtonverfahrens fiir komplexe Polynome kénnen die Nullstellen
von dhg aus (5.3.1) gut angenéhert werden und zumindest numerisch priift man
dann leicht, ob im Grenzfall entlang der Endkurve Nullstellen auftreten.

Dies ist z.B. fiir die Konfigurationen 7'(1,3,7) und 7'(1, 3, 8) nicht der Fall. Nu-
merische Approximationen der zugehorigen Endkurven zeigen die Abbildung A.1
und A.2 im Anhang.

Es ist bemerkenswert, dass die unbeschrankten Komponenten der Endkurven der
Beispiele T'(1, 3, 8) Graphen {iber der zweiten Koordinatenachse zu sein scheinen.
Nach dem Satz 3.3.1 von Choe und Soret ist dies fiir zusammenhdngende End-
kurven von planaren Enden vollstandiger eingebetteter Minimalflachen endlicher
Totalkriimmung ausgeschlossen.

Mit numerischen Hilfsmitteln kann aber die Frage aus [CS, Remark 1| positiv
beantwortet werden.

5.4 Numerische Behandlung von Beispielen

Familien von Traizet-Flachen sind auch durch numerische Losung der durch
(5.2.1) gegebenen Koeffizientengleichungen konstruierbar. Die Gleichung (4.2.2)
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liefert eine notwendige Bedingung an die Halsradien. Fiir ein Beispiel mit n Halsen
erhdlt man durch (5.2.1) n nicht-lineare Gleichungen in n komplexen Verdnderli-
chen, den Limiten der Halspositionen. Normalisiert man Skalierung und Transla-
tion durch feste Wahl von zwei Positionen, verbleiben n — 2 Gleichungen in n — 2
Variablen.

Fiir eine kleine Anzahl von Hélsen sind diese numerisch losbar, etwa mit dem
Newton-Verfahren. Zulédssig sind dann nur superreguldre Konfigurationen, also
solche, deren Halspositionen paarweise verschieden sind.

Wir entwickeln eine praktikable Methode, die Existenz tatséchlicher Losungen in
der Néhe solcher numerischer Approximationen nachzuweisen; das Hauptwerk-
zeug ist ein Konvergenzsatz fiir das Newtonverfahren, der eine Existenzaussage
trifft, wie z.B.

Satz 5.4.1. [St, Satz 5.3.2, S. 227]

Seiv e N, U CR” offen, f: U — R”, Uy C R” konvex mit Uy C U und || -|| eine
Norm auf R”. Die durch || - || induzierte Operatornorm sei mit demselben Symbol
notiert.

f seu stetig in U und differenzierbar in Uy. Es gebe fir xo € Uy positive Konstanten
a, 3,7 >0, so dass gilt:

d = O‘Tm <1, (5.4.1)
By(zo) = {llz—zo| <r}C Uy mitr:= 1f—d. (5.4.2)
Weiter gelte:
IDfe = Dyl <Allz = yll fir alle z,y € Us; (5.4.3)
fiir alle x € Uy existiert (D f,)™" mit ||(Df,) "} < 8; (5.4.4)
1D far) ™ (o) || < c. (5.4.5)

Dann konvergiert die Newton-Iteration

zo, i1 = — (Dfu) " f (k)

mindestens quadratisch und fir den Grenzwert T := limg_, o, x5 gilt

T € B.(z9) und f(z) = 0.

Der Fehler ist hochstens

2k—1
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Tatséchlich ist es unerheblich anzunehmen, dass f eine reelle Abbildung ist;
der Beweis gelingt in beliebigen Banach-Riumen.!?
Ist der Typ T'(ni,...,ny_1)" einer Konfiguration vorgegeben, so kann man zur
Konstruktion von zuléssigen Konfigurationen praktisch wie folgt vorgehen:
Man wihlt Halsradien ¢® = (2, ..., % _;), so dass W(c") = 0 in Gleichung (4.2.2)
gilt, und verschafft sich dann numerisch eine gute Approximation (p9, ...,p%) € C"
einer Losung der durch (5.2.1) gegebenen Koeffizientengleichungen.
Es bezeichne F' die Kraftfunktion aus Definition 4.2.2 (ii); dann ist F(p") nahe
0eCm
Nun ist zu priifen, ob p° eine superregulire!® Konfiguration definiert und sich
weiter zwei Positionen iy,is € Ij, auf gleicher Hohe k € {1,..., N — 1} derart
finden lassen, dass die Jacobi-Matrix von F in p° nach Streichen der Zeilen und
Spalten i1, 75 vollen Rang n — 2 hat.
Ist dies gegeben, so normalisiert man die Konfiguration durch Festlegung der
beiden Positionen p;, = py., pi, = pY,.
Um die Notation einfach zu halten, nehmen wir ohne Einschrankung an, dass
|[In_1| > 1 gilt und iy = n — 1, iy = n die geforderten Eigenschaften haben und
betrachten dann

F : Cn—2 - Cn_zaﬁ = (ﬁlv "'7ﬁn—2) = (Fl(ﬁupg—lapg)7 "'7Fn—2(ﬁ7p2—17p2>)'14
Wir schreiben p° := (p!,...,p%_,) und setzen
Cr:= [|DFpll, Co = [[(DEp)7"l.

Weiter berechnet man den Wert || F/(7°)].
Falls das Newton-Verfahren konvergent ist, kann bei Wahl von

(o) () <)

die Konstante « fiir Voraussetzung (5.4.5) durch hinreichend viele Iterations-
schritte als beliebig klein angenommen werden.

: HF(@O)H (5.4.7)

Im vorliegenden Fall ist F eine glatte Funkion, insbesondere ist DF selbst stetig
differenzierbar. Auf einem konvexen Kompaktum K koénnen wir abschétzen:

|D(DF),| < max |D(DF),|| =: v fiir alle u € K, (5.4.8)
ve

12ygl. hierzu auch z.B. [W, Satz 5.1, S. 108].
3siehe Def. 4.2.2
14ygl. Bemerkung 4.2.2: Gilt Fy(p) = ... = F,_2(p) = 0, so folgt aus (4.2.1), (4.2.2) auch

Fuor(p) = —Fu(p) = 0.
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und aus dem Mittelwertsatz folgt dann
|DF, — DFE,| < ~|lu — || fiir alle u,v €K . (5.4.9)

Da DF stetig ist, gibt es § > 0, so dass

~ ~ 1 1
DF,, — DFxl| < = = 5.4.10
|| AT AETe (5.4.10)

fiir alle ||u — p°|| < 4.
Nach [P, Korollar 4.48, S.69]' ist dann DF, = DFEj 4 (DF, — DEy) invertierbar
fiir alle  mit ||u — p°|| < §, und es gilt

I(DE)™| < 2C; =: 5. (5.4.11)

Auf die explizite Ermittlung von K, § und ~ fiir gegebene Beispiele gehen wir in
der anschliefenden Bemerkung 5.4.1 ein.

Wir wollen Satz 5.4.1 anwenden:

Dazu setzen wir Uy = B;(p°) und withlen ~ gemiR (5.4.8) fiir K = Up. Die Kon-
stanten «, 3,y legen nach (5.4.1), (5.4.2) die Konstanten r und d fest. Wir kénnen
annehmen, dass « so klein ist, dass (5.4.1) und (5.4.2) erfiillt sind. Nach Wahl
von «, 3,7 gelten (5.4.3), (5.4.4), (5.4.5).

Der Satz garantiert dann die Existenz einer kréftefreien nicht-degenerierten Kon-
figuration nahe der numerischen Néherungslosung.

Bemerkung 5.4.1. Ist eine approximierte Losung p° zu einer Konfiguration mit
Daten N, I und ¢ = (¢}, ..., % _;) mit W (c°) = 0 gegeben, so sind die Konstanten
o und 3 direkt berechenbar.

Fiir (5.4.8), (5.4.9), (5.4.10) zuléssige Konstanten v > 0 und 6 > 0 kénnen konkret
wie folgt ermittelt werden:

Bezeichne

m
Il A=Al == max Y |ayl
J=hem i

die Spaltensummennorm einer quadratischen, komplexen (m x m)-Matrix A =
(ag;). Diese ist gerade durch die Summen-Vektornorm || - ||; induziert und folglich
submultiplikativ.

In Bezug auf (5.4.9) schéitzen wir nun || DF, — DF,||; fiir u, v aus einer geeigneten
Teilmenge von C"~2 ab.

15 Auch diese Aussage iibertriigt sich auf den komplexen Fall; das im Beweis von [P, Lemma
4.48] verwendete Lemma [P, Lemma 4.47] bleibt nach [OR, § 2.3, S. 45, NR 2.3-1, S. 50] giiltig.
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Berechne dazu

d, = min|p? — 5% 40, ||fll. = 0 und
min|p; = P # 0, |[Pllee = _ max  [pj] un
A 0
= 5.4.12
R S (5.4.12)
und setze J
By() = {u e . 7’”} (5.4.13)

mit einer noch zu bestimmenden Zahl A € R-,.
Firie I\ {n—1,n}und j € I\ {n—1,n} ist

(

—2(c? 90 c0c9 . .
Dlen\ (i} (ul—jl 2 D ety )z T 2telns gz J =1
2(c . .
(ui(_];)j)zv J € [k \ {Z}

_COCO .
8]F2(u) = =Y

(ui—u;)?’

0
Ckck+1

(ui—uj)%° ] S Ik—i—l

[ 0, sonst

Seien u, v € Bs(p®). Dann gilt

2 . o, . dp,
|w; — ujl, Jvi —v;| > dy, (1 — X) fir alle ¢ # j und ||w;| oo, ||Vi |00 < ||po||OO + N

und es kann elementar abgeschétzt werden:

(17 + %)

1 1
S T A) lw = ol = F(Mlw = ol (5.4.14)

(wi —uy)?* (v — Uj)2

d'm
Fiir A > 64 ist 5(\) < (£2)° <4||m5++> 516

Fiir die Diagonaleintrége der Jacobi-Matrix DF, — DF,, gilt damit
[0:F(w) = 0,F,(0)] < 28 ((ng, = 1) + njy + ngyr) - Fllu = o]y,

falls 7 € I}.
Fiir jeden weiteren Eintrag einer Zeile ¢ mit (i) = k gilt

|0, () — 0;Fi(v)] < 26 Fllu —vl|h, i # j,

6Die Wahl X > 64 ist willkiirlich, erweist sich im Fall des Existenznachweises von T'(1, 4, 6)

aber als geeignet, sieche Anhang. Wegen (5.4.2) darf X fiir praktische Anwendungen nicht beliebig
grok gewéhlt werden.
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und es gibt in jeder Zeile héchstens

n = ke{g}é})@_l} {ng —1+npg_1+npg1} <n=|I

nicht verschwindende Eintrédge abseits der Diagonalen.
Da DF, symmetrisch ist, gilt insgesamt fiir die Spaltensummennorm

|DF, — DF, ||, < 487 - ||u — vy =: y|lu — v||1. (5.4.15)
Fiir alle u € B;(p®) € C"? ist nach (5.4.15) insbesondere

N N ) d.
IDE, = DEpll <Allu—5°|l7 <78 = e

Wihlt man also A = max {3vd,,,64}, so sind (5.4.9) und (5.4.10) auf Bs(p°)
giiltig, so dass auch (5.4.11) folgt.

Damit sind v und ¢ direkt aus der approximierten Konfiguration berechenbar.
Ist A = B3vd,,, so sind (5.4.1) und (5.4.2) gegeben, falls o < =2; sonst ist A\ = 64,

3087’
und (5.4.1), (5.4.2) gelten, falls o < 2 - 9z = do

Wir behalten die Wahl der Konstanten «, 3, sowie d,,, und X bei und fassen
zusammen:

Korollar 5.4.2. Gegeben sei eine superrequldre nicht-degenerierte Konfiguration
(N, I,p°% ). Das Differential der Abbildung RN — R, ¢+ W(c) aus (4.2.2)
habe in ¢ = ® Rang 1.

Es gebe weiter k € {1,..., N =1} und iy, iy € I}, derart, dass die Jacobi-Matriz der
zur Konfiguration gehérigen Kraftfunktion nach Streichen der Zeilen und Spalten
i1 und 1o invertierbar ist.

Gilt a < min{%, b} 5o gibt es

A

so dass die Konfiguration (N, I,p°, % 1) superregulir, nicht-degeneriert und krif-
tefrei und damit fir Satz 4.3.1 zuldssig ist.

R A
P’ € Bs(p") := {Hu —pYli <0 := —} : (5.4.16)

Im folgenden Abschnitt bzw. im Anhang ist eine beispielhafte Anwendung
von Korollar 5.4.2 zu finden.

5.5 Einfache Beispiele mit planarem Ende ohne

Symmetrien

Mit der oben beschriebenen Methode weist man z.B. die Existenz von Familien
von Traizet-Flachen der Typen 7'(1,4,5), 7'(1,4,6), T(1,4,7) nach. Diese Bei-
spiele besitzen jeweils ein planares Ende kleinstmdéglicher Ordnung 2 auf Hohe 3.
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Abbildungen der Limespositionen der Hélse der beiden erstgenannten Beispiele
sind im Anhang zu finden; aukerdem wird dort exemplarisch fiir den Typ 7'(1, 4, 6)
die in Abschnitt 5.4 beschriebene Vorgehensweise konkret und erfolgreich durch-
gefiihrt. !

Damit ist gezeigt, dass es eine tatséchlich zuldssige Konfiguration dieses Typs
in der Néhe der (rechnergestiitzten) Approximation gibt, und wir erhalten einen
Existenzbeweis fiir das in [Tr, S. 114] vorgestellte Beipiel. Da die approximierte
Konfiguration offensichtlich keine nicht-trivialen Symmetrien besitzt, kann nun
aufgrund von (5.4.16) und der Grofe der Konstanten «, 3,7, d bestatigt werden,
dass dies auch fiir die tatsdchlich kraftefreie Konfiguration gilt.

Fiir die im Anhang angegebene Naherungslosung ist Gleichung (4.4.2) erfiillt; aus
(5.4.16) folgt ebenso, dass (4.4.2) auch fiir die tatsdchliche Losung richtig bleibt,
die Konfiguration also zu Flidchen mit planaren Enden der Ordnung 2 fiihrt.

Es gibt somit vollstdndige eingebettete Minimalflachen endlicher Totalkrimmung
mit planarem Ende ohne nicht-triviale Symmetrien.

17siehe Anhang A.2, Abbildungen A.9 - A.12



Anhang A

A.1 Numerische Approximationen einiger Konfi-

gurationen und Endkurven

Die nachstehenden Plots wurden mit Hilfe der Funktion ,implicitplot des ma-
thematischen Anwendersystems MAPLE 10 erstellt. Diese interpoliert die durch
Gleichung (5.3.3) implizit gegebenen Kurven.

Der Kringel zeigt jeweils die Limesposition des Halses auf Hohe 1 (den Null-
punkt), die Kreuze bzw. Punkte die Limiten der Halspositionen auf den Héhen 2
bzw. 3.

Abbildung A.1: Approximation der Endkurve fiir die Beispiele vom Typ T'(1,3,7)

73



Abbildung A.2: Approximation der Endkurve fiir die Beispiele vom Typ T'(1, 3, 8)

+

Abbildung A.3: Die Limesposition von T'(1,4,5). Die Halsradien sind ® =

(%, %, 1), die logarithmischen Wachstumsraten Q° = (—%, —%, 0, 5).
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Abbildung A.4: Die Limesposition von T'(1,4,6). Die Halsradien sind ¢ =

(%, 1, %), die logarithmischen Wachstumsraten Q° = (—%, —g, 0, 2).

A.2 Rechnungen zu Kapitel 5

Dieser Abschnitt enthélt die konkreten Rechnungen, die in Satz 5.2.2 durchge-
fiihrt werden, um die Existenz einer zuldssigen 3-2-planaren Konfiguration vom
Typ T(1,3,7) zu beweisen. Es sei nochmals betont, dass es moglich ist, diese
Schritte alle ohne Verwendung einer elektronischen Rechenmaschine durchzufiih-
ren, auch wenn dies einen erheblichen Zeitaufwand bedeutete. Insbesondere wird
hier keine numerische Approximation benétigt. Auf dem Rechner werden reelle
Zahlen natiirlich als Gleitkommazahlen vom Typ ,float” dargestellt.
Anschliefend wird die Anwendung von Korollar 5.4.2 auf den Beispieltyp T'(1, 4, 6)
ausgefiihrt.

In einem MAPLE-Arbeitsdokument leitet das Zeichen ,#“ einen Kommentar ein.
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# Zu Abschnitt 5.2 (MaplelO) Worksheet)

#1=1{0}, L:={1,2,

#P2=(z—pl) - (z—p2) (z—p3):= Z3+y-22+0'z+x mit ay’=y, a;:=x

m=7:

m
2=
“3

3y, Li={4,.,m+3}

vi=k— (k—2)- (k—3—3-c2)4+m-(3-c2—m+1):

vi=k— (k—1)- (k—
vi=k—k-(k+1):

# Ruckwdrtsrekursion
b:=array(0.m+3):
b[m+3]:=0:
b[m+2]=0:
b[m+1]1=0:
b[m]=1:

for t from 1 to m—2 do b[m —t] ::Simplify(

+1—t]-y+vi(m

b[0]=—1:
v(2)

2242 moc2—2- (62)2—§-m~

I S
v(im+2—1t)
+2—t)-b[m+3 —1¢] -x)) end do:

# Festlegung der Skalierung
v3(2)

b[1]:= Simpliﬁf<

# Die Koeffizienten der
q:=array(0.m+2):

for t from 0 to m do q[m+2—t]=simplify(v(im~+2—t)-b[m—t]+vi(m

yvl(2)

_y-vl(z) -b[3]-x):

Gleichung (5.2.3)

(m—1):

s(vi(m+2—t)-b[m

#<=> ¢[2]=0

+2—)-bm+1—¢t]-y+v3(m+2—t)-b[m+3 —t]-x) end do:
q[]]:=simpli]31<— 2-m-c2—2-c22—§~m-(m—1) -y+2-b[2]~x):

q[0]1:=0:
q[1];

q[31;

Abb

56 | 42457856 s

x 32648 2 2
9 VT 13286025 ¥

1215 * *

_ 2589929216 5 648592 5 . o o
119574225 3645

ildung A.5: Rechnungen zu Satz 5.2.2
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# ist erfiillt, da der Koeffizient a, in P2 gleich null gesetzt wird
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[> # Losung der Gleichungen q[1]1=0=¢q[3]:

>
> Xy :=solve(q[3]1=0, x);
_ 2 (1313, 13 s 2 (13713 13
X = 10035 ( 5 T V2059385 )y’ 10935 ( 2 2

> q[1] = simplify(subs(x=Xy[1], q[1]));

56 878210460176 § 15298988432 g
=25 /2059585
D79 YT 5811307335 ¥ T 145282683375 ?

| > y:=NSTqI[1]:

2 17373 | 13 3.
7> X = 10035 (72 + ) 2059585)y.
>
[> # Probe : Einsetzen in die Koeffizienten g,
>

[> for t from 1 to m~+2 do q[t]:=evalf(subs(x=x, y=y, q[t])) end do:

> print(q);

ARRAY( 0.9, [ (0)=0, (1)=2.10%, (2)=0., (3)=0., (4) =0, (5)=0., (6)=0., (7)=0.

L (8)=0. (9)=0.]]

>
[> # Berechnung der Koeffizienten von Pjy:
>
[> for t from 1 to m do b[t]:=ecvalf(subs(x=x, y=y, b[t])) end do:
>
[> # Die Level— Polynome
>

> P3:= sum(b[n]' Z', n=0..7);

P3:=—1—0.029069813 z — 2.863569354 7* — 1.918618820 2 — 2.977391642 z*
| —0.1082837810 2 — 0.3572966256 2" + 1.2/

> p2=7 +y-z2 — evalf(x);

P2:=27 —0.5742267197 2 + 0.6238658497

Abbildung A.6: Rechnungen zu Satz 5.2.2

7

2059585 ) 3

&)

4)

[> NSTql := fsolve(q[1]=0, y, complex): # NST sind 0 und skalierte siebte Einheitswurzeln

()

(6)

(7



# Zur Nichtdegeneriertheit

# Ableitungsrekursion,
# Schreibe  a,'(0)=y'(0)=dy, a,'(0) =x'(0)=dx

db :=array(0.m+3):

db[m+3]:=0: # Initialwerte
dbm+2]:=0:

dbm+1]:=0:

db[m]:=0:

o Il S DA
for t from 1 to m—2 do db[m —t] 'Slmphﬁ)((v(m—l—Z—t)) (vl (m

+2—t)-(dy-b[m+1—¢t]+y-db[m+1—¢t]) +v3i(m+2—t)  (dx-b[m+3 —1t]
+x-db[m—+3 —1t]))] end do:
db[0]:=0:
v3(2)

i e [ —dy -
db[1]: szmphﬁv( PR Ty

-(dx-b[3]+x-db[3])):

dg =array(0.m+3):

for t from 2 to m+2 do dq[t]:=simplify(v(t) -db[t—2]+vIi(t)  (dv-b[t—1]
+ y-db[t—1]) +v3(t)- (dx-b[t+ 1]+ x-db[t+1])) end do:
dg[0]:=0:

dq1] =simplify(vi(1)-dy + v3(1)- (dx-b[2]+x-db[2])):

dg[1];
—19.31695962 dy — 11.25476038 dx (8)
dg[3];
117.9265816 dy — 36.18117267 dx (9)
solve({dq[1]1=0, dg[3]1=0}, {dy, dx});

{dx=0.,dv=0.} (10)

# Die Spaltenvektoren der zu dem Gleichungssystem gehorigen Matrix zeigen
# offensichtlich in verschiedene Richtungen der y — Achse.

# Die eindeutige Losung, fiir die alle ¢'(0)=0 sind, ist y'(0)=0,x'(0)=0.
# Es folgt, da die NST einfach sind: p,(s)=p,(0) + o(s).

Abbildung A.7: Rechnungen zu Satz 5.2.2
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| > # Zu Bemerkung 5.3
[> # Anwendung des Satzes von Jacobi—Borchardt

[> n=10: #  Grad von P2-P3
> P:= P2 P3:
[> # Seien k..., k, die Koeffizienten des Polynoms P

[> k:=array[0.n]:
[> for i from 0 to n do k[i]:=coeff(P, z, i) end do:

[> # Berechnung der Summen der m. Potenzen der Nullstellen von P
[> # mit Newton— Rekursion :
| > S=aray[0.2-n —2]:

> S[0]:=n:

>

[> for i from 1 to n do S[i]l==— (sum(S[i—j] k[j], j=1.0)+i-k[i]) end do:
[> for i from n+1 to 2-n—2 do S[i]=— (sum(S[i—j] - k[j], j=1.n)) end do:
>

[> with (LinearAlgebra) :

>

> A:= Matrix([ [S[0], S[1],5[2],S[31,S[41,S[51.5[61,S[71,S[81,S[91],
[S[11.8[2), S[31 S[4] S[5] S[6]} S[7] S[8] S[9]S[10]],
[(S[2}  S[3)} S[4} S[5} S[6] S[7] S[8] S[9] S[10], S[11]],
[ S[3], S[4] S[5] S[6] S[7] S[8] S[9] S[10], S[11], S[12]],
[S[4] S[5] S[6] S[7) S[8] S[9] S[10], S[11], S[12], S[13]],
[S[5] S[6] S[7] S[81 S[9], S[10], S[11], S[12], S[13], S[14]],
[ S{6] S[7] S[8] S[9} S[10], S[11], S[12], S[13],S[14], S[15]],
[S[71,S[81 S[9], S[101, S[11], S[121], S[131,S[141,S[151, S[161].
[S[8] S[9] S[10], S[11], S[12], S[13],S[141], S[15], S[161,S[17]1],
[ S[9] S[10], S[11], S[12], S[13],S[14]. S[15]. S[16],S[17]. S[18]11):

> Rank(A);

10 (11)

Abbildung A.8: Zu Bemerkung 5.2.3
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# NUMERISCHE BEHANDLUNG VON I(

=4:
nl:l
ny =
n3—6
o7
1 3‘
=1
o2,
3 3'

oo

o

K

# Anzahl Hilse
# Anzahl Enden
# Anzahl Punkte auf Hohe 1
# Anzahl Punkte auf Hohe 2
# Anzahl Punkte auf Hohe 3

# Halsradien
2_ 4

max 9

# c

1,4,6)

= (—¢)q ( LRV O ——— ]
)CO xl XO Xz XO x3 XO )»4
=2 (02)2-( L + L + L j—cz Cy ( L +
X Xy X Xy XXy X, —Xs XXy XX
+ I + I + I — ¢ Q I
X —Xg X7 Xy X T Xy XL =%
=2 (02)2 ( I + I + 1 j ¢yt Gy ( 1 +
)Cz xl X2 x3 X2 X4 x2 — x5 x2 X6 x2 x7

1

X7
1
( +
)C4 XS )C4 )C6 X4 )C7
X5 =X

Abbildung A.9: Numerische Behandlung von T'(1, 4, 6)
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F6'=2-(c3)2-( (I E——— T j—cz'c3( !
Xo —X5  XgT X7  XgTXg  XgT X9  Xg T X Xo — X1
RN R —— J:
)C6 )C2 x6 )C3 X6 )C4
F7'=2(c3)2~( LRI VI E R S — j—cz-c3-( !
X777 X5 X T Xg Xy T X Xy T X XX X7 7%
e ]:
.X7 )C2 X7 X3 X7 x4
F8—2~(c3)2'( L . E——— ! j—c'%[ !
Xg—AXxs  XgTXg  AXgT Xy XgT Xy XgT X Xy =X
TR j:
XS .X'2 XS X3 X8 x4
F9'=2(c3)2-[ Lo, 1, 1 1 jcz'c3'( !
Xg =X5 X9 TXg  XgT X7 X9 TXg X9 T X X9 =X}
L1 ]:
Xg =Xy X9 TX3 X9 T Xy
F]O::Z (03)2-[ 1 + 1 + I + 1 + I J ¢yt Gy ( L
Xlo =X Yo7 X% KXo~ X7 Yo7 X X0 T X9 X10 —X
TIPS L S — J
X0 =X XX XXy

# Die Maple —Approximation der T (1, 4, 6) —Konfiguration

po:=0.:

P, =0.9321309375 + 0.5969216866 1 :
P, = —1.003423947 + 0.3043129301 I:
Py = —0.2553229089 — 0.7760246437 1:
Py =1.202002759 + 0.8969122240 1 :

s :=1.054573125 + 0.5868726792 1:
D= —0.1343876395 — 1.125649714 1:
p,:= —0.6266833937 — 0.6708448047 1:
pg = —1.469716200 + 0.6379054609 I :
Do =0.4246809854 + 0.04565029054 1:

Do =0.9156681551 +0.7177140000 1
# Priifung von (4.4.2)

- G (P5 +pstp; gt Dy erlO) );
1.177528924

abs(c2 . (pl +p,+p; +p4)

with (LinearAlgebra) :
# Streichen der Zeilen und Spalten 5 und 10 der Jacobi—Matrix

Abbildung A.10: Numerische Behandlung von T'(1,4,6)
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>

[> f=array(0..10):

> for t in0,1,2,3,4,6,7.8,9 do f]t]
= S"bs( {xo TPy Y1 TP X TPy X3Py X4 TPy X5sTPs X6 T Pe X7 T Pp Y3 TP X9 ™ Py
X0 :plo}, FI) end do :

1 f

>

> force:=Matrix([ [fo. fis oo S S SisSpSis 5] ]):
force:=[[0.—8.10"°L, =21 10% +1.110%1,1.10° —5.10™°1,0. 40.1,5.10° +48 1071, (2)
—2.10" 4+ 1.1 1071, —6. 107 — 1. 107°1, —2. 10" +7.510°1, —1. 10" +4. 107 1]]

f

>
> Jor t from 0 to 8 do z,:=[0,0,0,0,0,0,0,0,0] end do: #z, bezeichnet die Zeile t der
Ableitung der Krafifunktion

1 f

>
> for r from 0 to 4 do for t from 1 to 5 do z[t]:=

subs( {xo TPy X1 TP TPy M3TPs X4 TPy X5 T Ps AT Pe X7 Pp X3 T Py X9 T Py Xy
zplo]s d!f‘f‘(ﬁ;a X (- l))) end do end do:

:> Jor v firom 0 to 4 do for t from 6 to 9 do z.[t]:=

S“bs( {xo TPy X1TPp X TPy X37 Py X4 TPy X5 Ps YT Pe X717 Pp X3 TPy X9 TPy Y10
=p10], diﬁ’(Fw xt)> end do end do:

:> for r from 6 to 9 do for t from 1 to 5 do Z(r—l)[t] =

subs( {xo TPy X1 TP X TPy X37 Py X4 TPy XsT P X TP X7 T Pp XgTPg X9 T Do Xy
=P10], diﬁ[(F,o X (m 1))) end do end do:

:> Jor r from 6 to 9 do for t from 6 to 9 do z _ ])[t] =

S”bs( {xo TPy X1 TP TPy X37Pp X4 TPy XsTPs X T P X7 7 Pp X3 TP X9 T Po Xy
=pw], dijj’(Fr, xt)> end do end do:

>
[> W= Matrix( {zo, 215 2y, Z3p Zgp Zss Zgp Z7 ZS}) 1 # W=Jacobi—Matrix der Krafifunktion
[> # nach Streichen der Zeilen und Spalten 5 und 10
>
[> Rank(W); # W hat vollen Rang
9 3)
[> V= MatrixInverse(W) : # MatrixNorm berechnet die o — Norm,
[> # da mit Wauch V symmetrisch ist,
[> # stimmt diese mit der 1— Norm tiberein
[> MatrixNorm (V);
39.2483014162990785 (4)

> A = V.Transpose (force);,

Abbildung A.11: Numerische Behandlung von 7'(1, 4, 6)
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>

[ 8.51237202594955399 10 + 7.05549004732551232 1071 |
1.05096732654218858 101" + 4.13568617766616280 101
1.38433055769509946 10™ — 4.10605379510906661 10”1
1.27405969227852328 10°° + 4.28657159061870614 10 T
A= 6.00410126809654186 1071 — 3.79050008183633582 107'%1 (5)
1.34549351197411348 10 + 6.67130187299499412 1071
1.43909514727130362 10°° + 2.06906258279223606 10”1

1.60637096817405927 10™ — 7.24091246199930151 10”1

| 5.43271262522876296 10~ + 1.17412261353291436 10”1 |

a=0:
for t from 1 to 9 do a:=o +abs(A[t,1]) end do:
o
9.029549321 10 (6)
B := 2- MatrixNorm (V);
B :=78.49660284 (7)

dm :=1000: # Bestimmung des minimalen Abstands zwischen zwei verschiedenen p;

> for tin 0,1,2,3,4,6,7,8,9

do for rin0,1,2,3,4,6,7,8,9 do if abs(t —r) >0 then if abs(pt —pr) < dm
then dm := abs(pt *pr) end if end if end do end do:
dm; # Minimaler Abstand bei ‘ Dy — p6‘=dm
0.3699500360 (8)

pmax = abs (po) :

[> for t in 1,2,3,4,6,7,8,9 do if pmax < abs(pt) then pmax = abs(p,) end if end do:

pmax;
1.602182601 9)
4
- = APPSR S 8 I am | |
gam : eval/{4 5 10 Py (31) (4 pmax + 16 )J,
gam = 84904.45250 (10)

if B-gam-dm>=64 then A= (3- gam-dm else A = 64 end if
A= 2.465610107 10° (11)
if a < then print(Hurral) else print(Fehlschlag!) end if;
Hurra! (12)

2
3- 8- gam

Abbildung A.12: Numerische Behandlung von 7'(1, 4, 6)
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