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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird fiir eine endliche oder abzéhlbar unendliche Menge X
die Struktur der Campbell-Hausdorff-Gruppe (im Sinne von A. Baider und R.C. Churchill
[BC88]) untersucht. Dies geschieht anhand der Menge der homogenen unitéren Bialgebren-
Endomorphismen der freien assoziativen Algebra iiber X — beziiglich eines Coproduktes
kx. Mit Hilfe dieses Coprodukts wird — d&hnlich zum tiblichen Konvolutionsprodukt — eine
Verkniipfung ¢ auf der Menge H,,  dieser Bialgebren-Endomorphismen definiert, die als
(nicht-kommutative) Addition zusammen mit der {iblichen Hintereinanderausfithrung von
Endomorphismen als Multiplikation eine Rechts-Fastringstruktur auf H,  ergibt.

Hy, ist genau fiir unendliches X isomorph zur Campbell-Hausdorff-Gruppe auf X. An-
derenfalls ist H, _ isomorph zu einer echten Untergruppe und zu einer Faktorgruppe
der Campbell-Hausdorff-Gruppe. Da jedoch die Campbell-Hausdorff-Gruppe fiir endliche
Mengen isomorph in H, eingebettet werden kann, ermdglicht die Struktur-Analyse von
H,,, auch Einblick in die Struktur der Campbell-Hausdorff-Gruppen auf endlichen Men-
gen. Wichtiges Hilfsmittel sind dabei die Exponential- und Logarithmusreihe.

Solomons Algebra und gewisse Linksideale von Solomons Algebra, beispielsweise die
bekannte peak-Algebra, stehen in einem engen Zusammenhang mit den Bialgebren-Endo-
morphismen aus Hy, : Man erhélt jene Linksideale iiber die Bildmengen der x,-Endomor-
phismen. In dieser Arbeit wird die Struktur solcher x-induzierter Linksideale weitgehend
aufgeklart, die zusétzlich einer bestimmten Bedingung an die lineare Basis geniigen. Die
Analyse ist eine Verallgemeinerung der Arbeit von M. Schocker zur peak-Algebra [Sch05].
SchlieBllich werden Beispiele fiir verschiedene Typen von kg -Endomorphismen, zum Teil
mit zugehorigen Linksidealen in Solomons Algebra, vorgestellt.

Abstract

In this thesis we investigate the structure of the Campbell-Hausdorff group over a finite
or countably infinite set X (according to A. Baider and R.C. Churchill [BC88]). For
this purpose we consider the homogeneous unitary bialgebra homomorphisms of the free
associative algebra over X with respect to a coproduct k,. We denote this set of homo-
morphisms by H,_. Using this coproduct we define a ¢ 8 for «, 5 € H,, , based upon the
notion of convolution. By this addition and by the usual composition of endomorphisms
as multiplication, H,, is turned into a non-abelian, non-commutative right near-ring.

The group (H"fx , &) occurs both as a subgroup and as a quotient group in the Campbell-
Hausdorff group. The two groups are isomorphic to each other if (and only if) X is not
finite. Within H,_, however, we are able to find an isomorphic copy of the Campbell-
Hausdorff group over any finite set. Hence the structural analysis of the near-ring He,,



enables us to gain insight in the structure of the Campbell-Hausdorff group also in the
case of finite sets. The exponential and logarithmic series are essential for the embedding.
There is a close interrelationship between the elements of H,, and Solomon’s algebra and
some of its left ideals, for instance, the well-known peak algebra: these so called x,-induced
left ideals can be obtained via image sets of x-endomorphisms. We analyse xx-induced
left ideals which additionally satisfy a certain property concerning their linear basis. To a
large extent, we obtain a satisfying description of their structure. Our approach generalises
the framework and proofs given by M. Schocker in [Sch05].

In conclusion, we give some examples for various types of kg -endomorphisms, partly
throwing a short glance at their related left ideals.



Inhaltsverzeichnis

Einleitung iii
1 Grundlagen 1
1.1 Worte und Permutationen . . . . . . .. ... ... L oL 1
1.1.1 Freie Monoide und Monoidalgebren . . . . . . . ... ... ... 1
1.1.2  Die innere Algebra P der Permutationen . . . . . . . ... ... ... 2
1.1.3 Polya-Aktion und assoziierte Worte . . . . . . . ... ... ... .. 2
1.1.4 Das Konvolutionsprodukt auf P und die Bialgebra (P,*,|) . . . .. 3
1.1.5 Solomons Algebra . . . . .. ... ... 4
1.2 Exponentialfunktion und Logarithmus
iiber Ng-gradierten Algebren . . . . . . . . . .. ... ... ... 5
1.2.1 Die Summengradierung in K.X* . . ... ... ... ... ... 8
1.3 Np-gradierte Bialgebren . . . . .. .. .. ... oo L. 9
1.3.1 Zwei Bialgebrenstrukturen auf KX* . . . ... ... ... ... ... 11
1.4 k,-Endomorphismen und resistente Buchstaben . . . . . . ... ... .. .. 13
2 Uber die Struktur der Campbell-Hausdorff-Gruppe 14
2.1 Die Verkniipfung ¢ auf M, und ein Monomorphismus in die Campbell-
Hausdorff-Gruppe auf X . . . . . . . ... Lo 17
2.2 Die Campbell-Hausdorft-Gruppe auf X als Untergruppe von Hy . . . . . . 22
2.3 Der unitdre null-symmetrische Rechts-Fastring
(H“x COHEA) 23
2.3.1 Grundlegendes iiber Rechts-Fastringe . . . . ... ... ... .. .. 23
232 He alsFastring ... ... ... oo o oo 26
2.4 Uber die Struktur des Fastringes (H., , &, HEA) . . .. ... ... ... .. 30
2.4.1 Die Fastring-Epimorphismen c,, und das Fastring-Ideal x . . . . . 30
2.4.2 Idempotente in (Hﬁx,éb, HEA) . . .. 35
2.4.3 Eine absteigende Kette von Fastring-Idealen in H,, . . . . . .. .. 36

2.4.4  Uber die Struktur von (H,.;X , &, HEA) und einiger seiner Faktorringe 40
2.5 Eine Metrik auf H“N ............................... 43



3 Die Struktur r-homogen x-induzierter Linksideale in D 51

3.1 k-induzierte Linksideale und Lie-Idempotente . . . . . . . ... . ... ... 52
3.2 Uber eine Klasse von assoziativen Algebren . . . .. ... .......... 56
3.2.1 Rechts- bzw. linksartinsche assoziative Algebren . . .. . ... ... 56

3.2.2 Die Struktur einer speziellen Klasse von auflésbaren Algebren . . . . 58

3.3 Anwendung auf Solomons Algebra . . . ... ... ... ... ........ 67
3.3.1 Jacobson-Radikal und Cartan-Invarianten von Dy, . . . ... ... 68

3.3.2  Zur Loewy-Reihe von Dy, ,, . . . . . ... ... 69

4 Beispiele: k-Endomorphismen und Linksideale in D 73
4.1 Zwei Beispiele fiir r-homogene k-Endomorphismen und ihre Linksideale in D 74
4.1.1 Die peak-Algebra . . . . . . ... 74

4.1.2 Das derangement-Idempotent . . . . . . . .. ... ... ... 75

4.2 Ein nicht r-homogener x-Endomorphismus auflerhalb von X . . . . . . . .. 7
4.3 Ein nil-konvergenter x-Endomorphismus . . . . . ... .. ... 7
Symbolverzeichnis 83

Literaturverzeichnis 86

ii



Einleitung

Bekanntlich ist fiir komplexe Zahlen x und y
TV =e%Y und log(xy) = logx + logy .

Diese Regeln gelten, weil 2 und y miteinander vertauschbar sind: zy = yz. Uber die Rei-
hendarstellung — expa = Y o0 (3 a™ und log(14a) = 307, % a" — lassen sich Expo-
nential und Logarithmus — ein Konvergenzbegriff vorausgesetzt — auch auf anderen Struk-
turen etablieren. Oft wird dies etwa fiir lineare Operatoren von Banachrdumen gemacht
(mit Anwendung etwa in der Quantenmechanik), das Matrizezponential ist ein Hilfsmit-
tel zur Losung linearer Differentialgleichungssysteme. In nicht-kommutativen Strukturen
gelten jedoch die obigen Additionstheoreme nicht mehr. Stattdessen begegnet einem die
nach H.F. Baker, J.E. Campbell und F. Hausdorff benannte Reihe als Losung fiir z in der

Gleichung e®e¥ = e*:

1 1 1 1
1 — _ 3 — - — .
wobei [z,y] = xy — yx sei. Wir verweisen auf [Cam97, Cam98, Bak05, Hau06]; eine

geschlossene Formel fiir die Reihe und eine Zusammenstellung der Arbeiten von Baker,
Campbell und Hausdorff ist in [Reu], Kapitel 3, zu finden. Die Berechnung der Reihe —
genauer gesagt: ihrer Koeffizienten — war in der Vergangenheit oft Gegenstand mathema-
tischer Forschung (vgl. etwa das ausgedehnte Literaturverzeichnis in [MKS]), und ist es
bis heute.

Ist A=@P,,~, An eine Ny-gradierte (unitire assoziative) Algebra, d.h. A, A, C Apim, s0
ist die Komplettierung A= IL,>0 An mit Cauchy-Produkt wieder eine (unitére assozia-
tive) Algebra. Die Menge 14 + ]_In>1 A, ist beziiglich Cauchy-Produkt eine Gruppe.

Sei X eine Menge und A (X) die von X iiber einem Korper K frei erzeugte assoziati-
ve Algebra; wir nennen die Multiplikation Konkatenation und bezeichnen ihre Lineari-
sierung A (X) ® A(X) — A(X),v®w — vw, mit conc. Sei £(X) die von X er-
zeugte Lie-Teilalgebra der zu A (X) assoziierten Lie-Algebra. Beide Algebren sind Ny-
gradiert (etwa iiber die Linge der Worte), besitzen also Komplettierungen A/Q?) bzw.
L'/QT) , die jeweils wieder Algebren sind. A/<)?> wird auch Magnus-Algebra genannt, die
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Gruppe 14x) + [[,>1 A(X), — beziiglich Cauchy-Produkt der Konkatenation — heifit

Magnus-Gruppe (siehe [Bou]). Die Menge der Exponentiale der Lie-Elemente exp(@ )
ist beziiglich Konkatenation eine Untergruppe der Magnus-Gruppe (siehe [Car56] oder
etwa [Reu], Cor. 3.3). Fiir alle z,y € E/(E gibt es ein eindeutig bestimmtes z € E/<Y>
mit exp(x)exp(y) = exp(z); das z wird durch die BCH-Reihe (1) beschrieben. Wir nen-
nen diese Gruppe daher die Campbell-Hausdorff-Gruppe auf X. Ganz im Gegensatz zu
den Koeffizienten der Baker-Campbell-Hausdorff-Reihe ist die Struktur der Campbell-
Hausdorfl-Gruppe sehr wenig untersucht, vgl. [BC88, Mur04].

In der vorliegenden Arbeit nihern wir uns der Campbell-Hausdorff-Gruppe in einer ande-
ren Realisierung — ndmlich {iber eine Menge von unitéren Bialgebren-Endomorphismen der
freien assoziativen Algebra iiber einem hochstens abzihlbar unendlichen Alphabet. Es ist
von groflem technischen Vorteil, fiir X die Menge der natiirlichen Zahlen N oder, wenn X
nur endlich viele — sagen wir: m Elemente enthélt, das Anfangsstiick {1,2,...,m} von N zu
wéhlen. Das von X frei erzeugte freie Monoid bezeichnen wir mit X*; die Konkatenation
schreiben wir wie folgt: ¢.r fiir ¢,7 € X* — eine Schreibweise, die auch fiir Datumsanga-
ben {iblich ist (vergleiche auch die Satznumerierung in der vorliegenden Arbeit). Es sei
K X* ein Vektorraum mit Basis X* {iber einem Koérper K. Dann ist K X™* eine von X frei
erzeugte assoziative Algebra. Wir versehen K X* zusétzlich zu dem iiblichen Coprodukt
0x, das durch n — n ® 1x+ + 1x+ ® n fiir alle n € X gegeben ist, mit einem weiteren
Coprodukt &, . Dieses ist durch
n—1
Nk, :=n & Lx« + Lx= ®n—|—2i®(n—i) fiir alle n € X
i=1
eindeutig bestimmt. Wir betrachten die Bialgebren-Endomorphismen beziiglich , — das
sind solche Algebren-Endomorphismen 7 von K X*, die mit «, vertauschbar sind in fol-
gendem Sinne:
Nk = K (N ®1).
Dabei beschrinken wir uns auf sog. zerlegungshomogene Endomorphismen, die also die
Zerlegungsgradierung KX* = @,,~ ZX mit den jeweils endlich-dimensionalen homogenen
Teilrdumen -
Z,i( = <q1. .qk.’ @G- X", 1+ + :n>K

respektieren: ZXn C ZX fiir alle n € N.

Mit Hilfe des Coproduktes r, etablieren wir eine Verkniipfung ¢ auf der Menge H
aller homogenen unitéren x, -Endomorphismen folgendermafien: Fiir o, 3 € Hy,, sei ad I}
die eindeutig bestimmte Fortsetzung von (k, (o ® 3)conc)|, zu einem unitéren Algebren-

Endomorphismus.!

'Diese Bildung erinnert an das iibliche Konvolutionsprodukt, das mittels &, auf End K X* gebildet wird.
In jenem Falle allerdings ist ax 3 := d, (o ® B)conc per se ein Algebren-Endomorphismus.
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Die beiden Bialgebren (K X*,conc,x,) und (KX*, conc,d, ) sind erstaunlicherweise iso-
morph. Der durch exp und log vermittelte Isomorphismus ®, spielt eine wichtige Rolle in
der gesamten Arbeit, wie im folgenden Absatz erklirt wird.

Hat man beim konkreten Rechnen in der Campbell-Hausdorff-Gruppe mit der BCH-Reihe
(1) zu tun, so ist dagegen das Rechnen mit den Elementen von Hy, vergleichsweise leicht:
Die Wirkung der Endomorphismen muf} immer nur auf den Buchstaben des Alphabetes X
iiberpriift werden. Ist nun X abzéhlbar unendlich — wir nehmen X =N -, so ist (Hy, , $)
isomorph zur Campbell-Hausdorff-Gruppe auf X. Einen Gruppen-Isomorphismus erhal-
ten wir mit Hilfe des Bialgebren-Isomorphismus ®, von (KN*, conc, &) auf (KN*, conc, d,).
Ist X hingegen endlich, so ist der durch ®, vermittelte Gruppen-Homomorphismus zwar
surjektiv von der Campbell-Hausdorff-Gruppe auf Hy, , aber nicht injektiv. Wir konnen
jedoch mit Hilfe von @, die Campbell-Hausdorff-Gruppe auf X — fiir beliebiges hochstens
abzédhlbares X — isomorph einbetten in H“N' Kennt man also die Struktur von HH’N und
damit die der Campbell-Hausdorff-Gruppe auf abzihlbar unendlichen Alphabeten, so kann
man ebenfalls Einblick in die Struktur der Campbell-Hausdorff-Gruppe auf endlichen Al-
phabeten erhalten. Dies wird jedoch in der vorliegenden Arbeit nicht explizit durchgefiihrt.

Auch in anderer Hinsicht ist Hy, interessant: Bekanntlich ist die freie assoziative Algebra
(KN*, +, conc) isomorph zur direkten Summe aller Solomon-Algebren D = @, -, D, ver-
sehen mit dem Konvolutionsprodukt x als Multiplikation. (D wird in der direkten Summe
P =@,  KS, aller Gruppenalgebren der symmetrischen Gruppen von den Identitéiten
=" :=1id, € S, als Konvolutionsalgebra frei erzeugt: D = (=" | n € N), .) Mit dem be-
kannten Coprodukt | ist (D, *, |) eine Bialgebra (siehe etwa [MR95] oder [BS]). Nimmt
man als Isomorphismus die Abbildung =, die durch n +— Z™ gegeben ist, so gilt

n n
=N =",

d.h. = ist auch ein Bialgebren-Isomorphismus von (KN*, conc, ) auf (D, *, |).

Wir bezeichnen mit dem Symbol * die von den symmetrischen Gruppen herstammende
innere Multiplikation in D. Fiir jeden homogenen r,-Endomorphismus 7 und jedes Wort
q=q1- ... .q e N gilt mit n:=q; +--- + qx

=q =N _ =41
2k =M = 29

d.h. D, := (Bildn)Z ist ein Linksideal von (D, +, *) und D, := D, N D,, ein Linksideal
der Solomon-Algebra D,,. Jeder homogene x-Endomorphismus vermittelt also ein Links-
ideal von Solomons Algebra. Die bekannte peak-Algebra ist ein Beispiel fiir ein solches
Linksideal, wie auch Solomons Algebra selbst: iiber die Identitit auf KN*.

Die peak-Algebra besitzt einen sie vermittelnden homogenen k -Endomorphismus 7, der



die folgende Basis-Figenschaft erfiillt: Bild w wird als Algebra frei erzeugt von den Bil-
dern der resistenten Buchstaben — das sind die Buchstaben n, die selbst wieder mit einem
Koeffizienten verschieden von Og als Summand in n7m vorkommen. Wir nennen allgemein
ky-Endomorphismen mit dieser Basis-Eigenschaft r-homogen.

Die peak-Algebra gehort also zur Klasse der sog. r-homogen induzierten Linksideale von
D. Deren Struktur 1483t sich weitgehend aufkldren. Die Strukturuntersuchung in der vorlie-
genden Arbeit verallgemeinert die Arbeit von M. Schocker [Sch05] zur peak-Algebra unter
Einbeziehung von [BL93, BL96, BL02] zur Solomon-Algebra.

Uber die Struktur der ky-induzierten Linksideale, die man nicht iiber einen r-homogenen
ky-Endomorphismus erhalten kann, ist allgemein bislang nichts bekannt. Wir geben in die-
ser Arbeit immerhin ein Beispiel mit kurzer Strukturanalyse an.

Das erste Kapitel macht den Leser mit den Schreibweisen und umfassend mit den Grund-
lagen vertraut. In der gesamten vorliegenden Arbeit werden nur wohlbekannte Resultate
etwa aus der Theorie assoziativer Algebren vorausgesetzt.

Im zweiten Kapitel wird zunédchst gezeigt, dal — wie oben bereits erwihnt — d,, und &, zwei
isomorphe Bialgebren-Strukturen auf K X* etablieren. Der Beweis verwendet exp und log
zur Konstruktion eines Isomorphismus ®, , welcher fiir das Folgende grundlegend ist, etwa
fiir die Konstruktion eines Monomorphismus von Hy, in die Campbell-Hausdorff-Gruppe
auf X oder die Einbettung der Campbell-Hausdorff-Gruppe auf X in Hy,-

Auf Hy, gibt es in natiirlicher Weise eine Multiplikation: die Hintereinanderausfihrung
von Endomorphismen, die wir mit der Abkiirzung HEA versehen. Fassen wir die Ver-
kniipfung 4 als (nicht-abelsche) Addition auf, so trigt H,, mit dieser Multiplikation eine
Rechts-Fastring-Struktur, und zwar ist (HKX , &, HEA) ein nicht-abelscher, nicht-kommu-
tativer null-symmetrischer unitirer Rechts-Fastring. (Grundlegendes zu Fastringen wird in
einem kurzen Abschnitt dargelegt.) Fastring-Ideale sind beziiglich Addition Normalteiler.
Daher ist eine Strukturuntersuchung eines Fastringes mittels Fastring-Idealen, wie aus der
Ringtheorie gewohnt, ebenfalls eine solche der additiven Gruppe.

Der Schliissel zur Struktur von H”x sind die Abbildungen c, : H’fx — K, n — nc,,
fiir jedes n € X, die jedem n € Hy, den Koeffizienten von n in nn € ZX zuordnet. Wir
zeigen, daf} die Abbildung c,, fiir jedes n € X ein Fastring-Epimorphismus auf den Kérper
K ist. Der Durchschnitt aller Kerne der Abbildungen c,, n € X, ist ein Fastring-Ideal,
das wir Kx nennen. Dessen Faktorfastring ist isomorph zum (kommutativen) Ring aller
Abbildungen von X in K — mit komponentenweiser Addition und Multiplikation.

Wir geben eine absteigende Fastring-Idealkette in H,; an, die beziiglich ¢ eine absteigen-
de Zentralreihe ist. Die sukzessiven Faktoren der Kette sind wiederum Ringe, die jeweils
ein nilpotentes, genauer: Zero-Ideal mit dem Korper K als Faktorring besitzen.

Alle Betrachtungen iiber H, haben wir fiir ein hochstens abzéhlbares Alphabet X ange-
stellt. Im Falle eines endlichen Alphabetes ist das Fastring-Ideal K x genau die Menge aller
nilpotenten Elemente (beziiglich HEA) von H,, . Ist X unendlich — also X = N nach unse-
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rer Konvention —, so ist jedes Element aus Ky immerhin eingeschriankt auf jede homogene
Komponente Z,I? nilpotent. Beziiglich einer geeigneten Metrik ist die HEA-Potenzen-Folge
fiir jedes Element aus Ky eine Nullfolge. Wir nennen die Elemente aus Ky daher nil-
konvergent. Bei der Metrik handelt es sich um die von der Zerlegungsgradierung auf K N*
herriithrende Metrik, welche mit Hilfe von exp, log und dem Isomorphismus @, auf H
iibertragen wird.

Einige topologische Betrachtungen tiber H,,  und Ky beschlielen das zweite Kapitel —z.B.
ist (Hs, ,9) eine topologische Gruppe.

Im dritten Kapitel untersuchen wir die innere Struktur der r-homogen induzierten Links-
ideale von D. Eine algebrentheoretische Analyse dieser Linksideale liefert eine weitgehende
Aufklérung ihrer Struktur. Insbesondere erhalten wir auf diesem Wege erneut die Resultate
aus [Sch05] iiber die Struktur der peak-Algebra, etwa iiber die irreduziblen Links-Moduln,
Zerlegung in unzerlegbare Linksideale und Cartan-Invarianten.

Das letzte kurze Kapitel illustriert die Theorie der k,-Endomorphismen an einigen
Beispielen.

Zum Abschlufl der Vorrede mochte ich nicht versiumen meinen Dank auszudriicken. Ich
bin sehr dankbar fiir die drei wunderbar freien und intensiven Jahre, die ich durch das
Stipendium des Evangelischen Studienwerk Villigst e.V. verleben durfte. Ohne die finan-
zielle Unterstiitzung von Villigst wire meine Promotion nicht moglich gewesen. Dariiber
hinaus bin ich in Villigst einigen Menschen begegnet, die meinen Horizont erweitert und
mein Leben sehr bereichert haben. Danke, Christian!

Dieter Blessenohl und Hartmut Laue danke ich herzlich fiir die Betreuung, die vielen
Gelegenheiten, im Oberseminar iiber meine Arbeit vorzutragen, die anregenden und frucht-
baren Diskussionen und ihre Unterstiitzung weit {iber das Fachliche hinaus. Mein ebenso
herzlicher Dank gilt den (Ex-)Teilnehmern des Oberseminars Algebrentheorie und , Fach-
fremden“ des Mathematischen Seminars, im besonderen Anna-Louise Paasch, Sebastian
Grensing, Gyde Autzen und Thorsten Bauer, fiir die zahlreichen freundschaftlichen Ge-
spriche, fachlichen Diskussionen und so manchen Beistand und Hilfe in schwierigen Zeiten.
Ganz besonders herzlich danke ich meinen Eltern fiir ihre uneingeschrinkte Unterstiitzung
in allen Lebenslagen, ihre Geduld iiber all die Jahre hinweg und dafiir, daf} sie immer an
mich geglaubt haben und gegeniiber meinen Interessen und Neigungen immer offen waren.
Die unschatzbar wertvollen Anregungen und Hinweise von Manfred Schocker haben — zu-
sammen mit Uberlegungen von Dieter Blessenohl dazu — den Grundstein fiir meine Arbeit
gelegt. Seinem Andenken widme ich meine Dissertation.

Bevor wir beginnen, vereinbaren wir:
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Generalvoraussetzung.

In allen folgenden Kapiteln sei K immer ein Koérper, der die rationalen Zahlen Q als
Primkorper enthélt. Es sei denn, es wird etwas anderes gesagt.

Es sei X eine nicht-leere, hochstens abzédhlbare Menge. Ist X endlich, so gibt es eine
Bijektion von einem Anfangsstiick der natiirlichen Zahlen auf X, und ist X unendlich, so
gibt es eine Bijektion von N auf X: Wir betrachten 0.B.d.A. nur Anfangsstiicke von N oder
N selbst. Sei also X = N oder, falls X endlich ist, X =m, := {1,...,m} fir m:= #X.
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Kapitel 1

Grundlagen

Die Menge der natiirlichen Zahlen bezeichnen wir mit N und zéhlen die Null nicht dazu.
Fiir N U {0} schreiben wir Ny. Fiir jedes n € Ny sei n, := {m | m € N, m <n} (damit
also 0, = (), sowie n,o :=n, U {0}.

Fiir jede (assoziative) Algebra (A, +, -) bezeichne A ® A ein Tensorprodukt von A mit
sich selbst iiber K und -g die durch - auf A ® A induzierte Verkniipfung:

Va, bye,de A (a®b) g (c®d)=(a-b)® (c-d).
(A® A, ) ist ebenfalls eine (assoziative) Algebra.

Ist A unitér und e eine Eins von A, so ist auch A ® A unitir mit neutralem Element e ® e.

Da wir iiberwiegend Strukturen mit mehreren Verkniipfungen betrachten, werden wir in
der Regel fiir multiplikative Potenzen die jeweils gemeinte Verkniipfung zur Kennzeichnung

mit in den Exponenten schreiben, z.B. m* := mx*---%m im Falle einer Halbgruppe
—_——
n—mal
(M, ).

1.1 Worte und Permutationen

1.1.1 Freie Monoide und Monoidalgebren

Wir bezeichnen mit X* ein freies Monoid {iber dem Alphabet X und schreiben g.r fiir die
Verkniipfung in X* — die Konkatenation. Das neutrale Element von X*, das leere Wort,
bezeichnen wir mit 1x+. Mit K X™* bezeichnen wir die Monoidalgebra von X* {iber K —
diese ist eine freie assoziative Algebra, frei erzeugt von X, mit Einselement 1x+ — und mit
conc: KX*® KX* — KX* die Linearisierung der Konkatenation.

Zu jedem Element ¢ von X™ gibt es ein k € Ny und eindeutig bestimmte ¢1,...,qx € X
derart, dal ¢ = ¢1. ... .qx ist. Wir nennen ¢, ...,q; die Buchstaben des Wortes ¢ und
¢(q) := k die Linge von q. (¢ : X* — Ny ist der eindeutig bestimmte Monoidhomomor-
phismus von (X*, .) in (Ng, +) mit £(n) =1 fir alle n € X.)



2 KAPITEL 1. Grundlagen

Auch die Identitét auf X besitzt eine eindeutige Fortsetzung sum : (X*, .) — (Ng, +); es
ist sum(q1. ... .qx) =q1 + -+ qx -
Ist sumq = n € Ng, so heiflt ¢ Zerlegung von n, in Zeichen ¢ E n. Ist g = q1. ... .qx F n
und aulerdem g1 > g2 > - -+ > qi, so heiflt g Partition von n, symbolisch ¢ - n. Das leere
Wort 1x+« ist das einzige Wort der Lange 0, die einzige Zerlegung und auch die einzige
Partition von 0:

l(1x+)=0, 1x«~FO0, 1x-FDO.

Seien 7, ¢ = q1. ... .qr € X*. Wir schreiben r F ¢, falls es Worte T[lq], e ,r,&q] € X* derart
gibt, dafl
[a]

r=r]

[d]

..r,. und e q; firalleieck.

i
Wir definieren noch die lexikographische Ordnung auf X*:
Firalleg=¢q. ... .qz, r =7r1. ... .71 € X* setzen wir

q <iex v & entweder gibt esein j €k mit j <lund g1 =71, g2 =719,...,
gj—1="j-1,q; <7rj, oder k <lund ¢y =7r1,...,q = 7% .
1.1.2 Die innere Algebra P der Permutationen

Fiir jedes n € Ny bezeichnen wir mit S,, die Menge der Permutationen von n,. Dabei ist
So = {0}. Fir 7 = {(1,1n),(2,27), ... ,(n,nmw)} € S, schreiben wir in Wortnotation

T=1n273m...nw.

Mit id,, bezeichnen wir die Identitét in Sp,. Sei S 1= (J, ey, Sn und P := (S) i ein Vektor-
raum mit Basis S. Wir definieren fiir alle n, m € Ny und alle « € §;, und G € S;,,

s f = {aﬁ , falls m=n,

Op , sonst.

Durch bilineare Fortsetzung erhalten wir eine assoziative Algebra (P, 4, ). Offensichtlich
ist KSy, := (Sn) ;¢ <k P ein Ideal von P und P = ®n€No KS,.
1.1.3 Polya-Aktion und assoziierte Worte

Fiir alle n € Ny sei X(™ die Menge aller ¢ € X* mit ¢(q) = n. Offenbar ist X* =
Unen, X (disjunkte Vereinigung). Fiir jedes ¢ = qi. ... .gn € X und o € S, sei

(*) 0q ‘={qio- - -qno -

Dann gilt fiir alle o, 7 € S, (67)g = o(7q). Offenbar ist id,q = g, also ist durch (x) und
lineare Fortsetzung eine Linksaktion von S,, auf KX definiert — die Polya-Aktion.
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Wir nennen ¢, 7 € X" assoziiert (g ~ 1), wenn es 0 € S,, mit oq = r gibt.
Ist ¢ F n, so sei
n!
q7 =
#Cy
wobei C, die Konjugiertenklasse von &, ist, deren Elemente eine zu ¢ assoziierte Zykel-
partition besitzen.

1.1.4 Das Konvolutionsprodukt auf P und die Bialgebra (P, x, |)

Seien k, l € Ng und n :=k + . Fir o € §; und 8 € §; definieren wir a#3 durch

i , falls 7 € ki,

i(atp) = {(z—k)ﬂ-ﬁ-k ,falls i € n\ k.

So ist beispielsweise
21#231 = 21453.
Es sei
(2) gkl = Z {0 € Sy,| 0], und o, sind monoton wachsend}
zum Beispiel:
=23 = 12345 + 13245 + 14235 + 15234 + 23145
424135 + 25134 + 34125 + 35124 + 45123.

Durch
ax 3= (a#p)« ="

und bilineare Fortsetzung erhalten wir das Konwvolutionsprodukt = auf P. Auch fiir die
Verkniipfung x geben wir ein Beispiel:

21 %231 = 21453223
— 21453 + 31452 + 41352 + 51342 + 32451
442351 + 52341 + 43251 + 53241 + 54231

(P, +,*) ist eine unitire assoziative Algebra mit der leeren Abbildung () € Sy als Einsele-

ment.
Wir definieren nun ein Coprodukt auf P. Sei dazu n € Ny und 7 € S,,. Mit
mli= > @b
keno

erhalten wir nach linearer Fortsetzung die Coalgebra (P, +, |). Dabei sind ay € S und
Bk € Sn—i eindeutig bestimmt durch die Bedingungen

Vi,jek oyt <jal e irt<jr!
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und

Vi,jen\k i8B! <jBt & ir <t

Es gilt fiir alle a, g € P
(axpB) l=al*xx B,
d.h. (P,+,*, |) ist eine Bialgebra, wie in [MR95] und in [J6199] gezeigt wird.

Zur Verdeutlichung der Wirkung von | sehen wir uns ein Beispiel an. Es ist

3142 =0 ®3142+1®231 +12® 12+ 312® 1 + 3142 0.

1.1.5 Solomons Algebra
Fiir alle n € N ist nach (2)
= =idy,;
wir setzen fir alle g = ¢q. ... .qp € N*
ET:=E" % -x 2% € KSqumgq
und fiir alle n € Ny
Dy :=(ET| ¢gFEn)g .

Nach [Sol76] ist D,, eine Teilalgebra der Gruppenalgebra K S,. Wir nennen D,, daher die
Solomon-Algebra. Offenbar enthélt D,, die Identitat id, = Z™.
Bekanntlich ist {Z9 | ¢ F n} eine Basis von D,,.

D:= P Da,

neNp
so ist D eine Teilalgebra von (P, +, *) und {£9| ¢ € N*} eine Basis von D.
Fiir alle ¢, r € N gilt

Setzt man

=q =T — =9.T
Stk =2

9

d.h. D ist auch eine Teilalgebra von (P,+,%). Als Algebra ist (D,+,%) isomorph zu
(KN*,+,.), und {E" | n € N} ist ein freies Erzeugendensystem der freien assoziativen
Algebra (D, + ,%).

Es gilt der folgende
1.1.1 Satz (Multiplikatives Reziprozitéitsgesetz). Fir alle x,y, z € D gilt

(Txy)xz=((z@y)*ez |)ux,
wobet py : D ® D — D die Linearisierung des Konvolutionsproduktes sei.
Dieses multiplikative Reziprozititsgesetz (siehe [GKL™]), welches man als eine Art Dis-
tributivgesetz auffassen kann, stellt eine Verbindung zwischen innerem Produkt und Kon-

volutionsprodukt in D her. Es gilt auch allgemeiner, was wir in unserem Zusammenhang
aber nicht bené6tigen werden.
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1.2 Exponentialfunktion und Logarithmus
iiber Ny-gradierten Algebren

Ein K-Vektorraum A heifit Ny-gradiert, wenn A = @, , A, direkte Summe von Un-
terrdumen A,, ist. Wir setzen
o0
A= H A,
n=0

als das kartesische Produkt der Unterrdume A, und betrachten A in naheliegender Weise
als Teilraum von A. Fiir alle 07 #S = (s0,51,""") € A mit sn € Ay, bezeichne p,(S) := s,
die n-te homogene Komponente von S. Fiir jedes n € Ny ist also p,, die Projektion von A
auf die n-te homogene Komponente A,.

Wir nennen G(S) := min{n | s, # 04} das Gewicht von S und setzen

|S] := e~ G(9),
Auflerdem sei [0 7] := 0 und fiir alle S,T" € A
d(s,T) :=|S -1T).

1.2.1 Proposition. (j’ d) ist ein vollstindiger metrischer Vektorraum. Fir alle S,T € A
gilt die ultrametrische Ungleichung

1S + T < max{[S], [T}
Ist o : N — A eine Nullfolge, so ist ZiZI i@ konvergent. Mit der Konvention A < A st A

dicht in g, und fir jedes S = (s1,82, ) € A ist

S = Z Si.
i=0
Ist dartiber hinaus A eine Algebra mit der Eigenschaft, daf fiir alle n,m € Ny
An : Am g Aner

ist, so nennen wir A eine Ny-gradierte Algebra. Besitzt A ein Einselement 14, soist 14 € Ayp.
Die Multiplikation auf A 148t sich als Cauchy-Produkt zu einer Multiplikation auf A fort-
setzen. Man setze némlich fiir alle S =" s; und T =Y .2 t;

S'T::i<n Si'tn—i>-
0

n=0 \i=

Dabei ist dann p,(S-T) = > 7" Si - tn—i € Ay und

(3) G(S-T)>G(S)+ G(T), alsoauch |S-T|<|S|-|T|,
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wie man sich leicht {iberlegt. Mit diesem Produkt ist A eine unitire Algebra mit Einsele-
ment 14 und A eine Teilalgebra. A wird Magnus-Algebra genannt, siehe etwa [Bou].

Sei B = @, Bn ein weiterer No-gradierter Vektorraum. Eine Abbildung o : A — B
heifit homogen, wenn A,a C B, ist fiir alle n € Nj. Jede solche homogene Abbildung
besitzt genau eine stetige Fortsetzung & : A — B. Fiir alle § = Yooy si mit s; € A ist

o0

Sa = Z s;au.

=0

Ist o linear bzw. ein Algebrenhomomorphismus, so ist auch @ linear bzw. ein Algebrenho-
momorphismus. Ein wichtiger Spezialfall ist

Ao A =P (éAi@)An_i).

neNg \i1=o

Wir setzen
n
=0

Es ist dann A, ‘¢ Am C Apim, also A® A ein Ng-gradierter Vektorraum. Zur Abkiirzung

setzen wir

A= A5 A=A

n=0

In der Tat ist A® A bis auf Isomorphie ein Untervektorraum von 2. Zum Beweis definieren
wir eine Abbildung von A x A in 2 durch

s Z(Zs,@tn )

n=0

fur alle S =), s; und T =) . t; aus A mit s;,t; € A;. Diese Abbildung ist bilinear, 148t
sich also iiber das Tensorprodukt linearisieren. Die Abbildung

(4) S®T'—>Z<Zsl®tn Z)
n=0

ist linear, aber auch injektiv, wie wir jetzt zeigen wollen. Seien dazu {Si,---,Sk} und
{T,---,T;} linear unabhéngige Teilmengen von A. Zu zeigen ist, daB {S; @ T; | 1 <
k, 1 <1} eine linear unabhéngige Teilmenge von 2 ist. Fiir alle n ist

A= @A@HAZ,

i>n+1
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und dabei @) (A CA Ist S=>",s € X, so ist entsprechend

SZZSZ'—I- Z S;.
=0

i>n+1

Zur Abkiirzung setzen wir S*(n) := Y ;s;. Da S1,S2, -+, S, aus A linear unabhéngig

sind, gibt es ein m derart, da8 S{(m), S§(m), ---,S%(m) € A linear unabhéngig sind.
Da auch 17,75, -+, T; linear unabhéngig sind, kann man m so wéhlen, daf3 auch noch
T{(m), T§(m), --- ,T*(m) € A linear unabhéngig sind. Dann ist aber auch die Teilmenge

{8¢(m) ® T]@(m) |1 <i<mn,1<j<I}von A® A C 2 linear unabhéngig, woraus die
Behauptung folgt.
Ist A aulerdem eine unitére Algebra, so besitzt 2 Teilalgebren isomorph zu .Z, die linear

disjunkt sind, deren Produkt also ein Tensorprodukt von A mit sich selbst ist. Dazu setzen
wir fiir S =), s; € A mit s; € A;
Sely f:Z(Si@’lA) e
i
Esist also Sel 4 das Bild von S®1 4 € A® 14 unter (4).Die Abbildung A— A, S+— Sely
ist eine injektive lineare Abbildung, deren Bild wir mit Ael 4 bezeichnen. Analog definieren

wir 14 @ A. Dann ist K lgy = 14 ® 14 der Durchschnitt dieser beiden Unterrdume von 2.
st T=>,t € A cin weiteres Element von A, so ist

(Sely)-(lpeT) = (Z(Si@)lA))-(Z(lA@ti))

7 7

= > (Zn: s; ®tn_i>

n =0

_ (Z(lA@ti)> : (Z(sz@ 1A)>

i i
= (Tely)-(Sely).
Wie oben (siehe (4)) gezeigt, ist die Abbildung S®T" +— 3, ; s;®t; eine lineare Einbettung
von A® A in 2. Die Bilder von A® 1 Aund 14 ® A sind elementwelse vertauschbar. Daher
konnen wir die von den Teilalgebren A e 14 und 14 @ A erzeugte Teilalgebra von 2 mit
dem Tensorprodukt A ® A identifizieren. Statt (S e 14) - (14 e T') schreiben wir einfach

S ® T.2 In diesem Sinne ist nun

S®T=<Z(Si®1A)>'<Z(1A®t> Z Zsjezntn]

7 7

La. ist A = @ nicht gleich A® A. Man nennt 2 := @ auch das komplettierte Tensorprodukt
und schreibt AQA.
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oder kurz
<Zsz> Zt] :Z Sz®tj).
i 1,

1.2.2 Definition. Sei § € A mit G(S) > 1. Wegen (3) ist G(S™) > n, insbesondere
(S™)nen, eine Nullfolge und fiir beliebige Koeffizienten a,, € K die Reihe ano anS™
konvergent. Wir setzen

00 gn (o) n—
exp(S) = Z Pl und log (14 +95) Z
n=0 n=1

Man rechnet wie iiblich nach
(5) log(exp S) =S und exp(log(la+S)) =14+ S.

1.2.3 Bemerkung. Scien $,7 € A mit G(S) > 1 < G(T), also S,T € Kern (po).
Sind S und T vertauschbar, so gelten die Additionstheoreme
exp(S+T) = expS -expT
log(1a+S) - (1a+T)) = log(la+S)+log(la+T).

1.2.1 Die Summengradierung in K X*

Bezeichnen wir fiir alle n € N mit Z;X das K-lineare Erzeugnis aller Zerlegungen von n
mit Buchstaben aus X, also

ZX ={(geX"| qFn)y ,

so ist mit Zg := (1x+)
x =Pz
n>0

Offenbar ist fiir alle k,I € Ny

Zi 20 C 2,
also K X™* eine Ng-gradierte Algebra. Dies ist die Summengradierung oder Zerlequngsgra-
dierung; es gibt daneben auch die Lingengradierung (iiber die Lange der Worte), die wir
aber nicht betrachten werden.
Wir bemerken noch:

VneX ZX=2ZN und VneN\X ZzXczl.

Es ist allgemein fiir jedes L = Zn21 A\ € Kernpg mit \, € ZX fiir allen € N

:Z)\q,

qEN*
£(q)=n
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wie man sich leicht {iberlegt, und somit

exp() = Y gosde =3 3 e

qu* ! n>0 qfﬂf
also
1

(6) pn(exp(L)) = Z m)\q

geEN*

qEn
—dabei sel A\j := Ag,. ... A, (€ ZX) fiir alle ¢ = qq. ... .qx € N* —, sowie

K(Q) 1
(7) log(1x+ + L) Z Z
n>1 qE':N*
gFn

Speziell fiir

NX_Zn_ n1”€f£)i* ,falls X =m,,
Yoo ne KX* | falls X =N.

neX
ist
(8) (Nx)n = Z q,
foren
also
W)™ _ 5~ 4 _ P

(9) exp(Nx) ,;) ol 5. (q)! = q% é(q)l) )

_qynet —1)¥a)-1
(10) log(1X*+NX)_7§1(7i(NX)'n_g(q;m (ﬁ)(q)q>

1.3 Njy-gradierte Bialgebren

Sei (A,+,-) eine unitdre Ny-gradierte K-Algebra und § : A — A® A ein homogener
unitdrer Algebrenhomomorpismus, also (A4, +, -,5) eine Bialgebra. Dann ist 6 : A — 2
zwar ein Algebrenhomomorphismus, aber A mit § i.a. keine Bialgebra, weil das Bild von
§ nicht unbedingt in A ® A enthalten ist. Ein Element a € A heifit primitiv beztiglich 9,
wenn

ad=a®la+14®a
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ist. Setzt man [a,b] := a-b—b-a fiir alle a,b € A, so ist A mit dieser Verkniipfung eine Lie-
Algebra. Man rechnet nach, daf [a,b]d = [ad, bd]g ist, wobei [, ]y die Lie-Multiplikation
in 2 bezeichnet. Nun folgt leicht, dal L5 := {x € A | x primitiv bzgl. §} eine Teilalgebra
von (A4, [, ]) ist. Da 6 homogen ist, ist ein Element a € A genau dann primitiv, wenn seine
homogenen Komponenten primitiv sind. Insbesondere ist Ls ein homogener Teilraum von
A, d.h. es gilt mit Ls,, := Ls N A,

Ly =EPLsn

n>0

(Da 1x+ nicht é-primitv ist, ist L5090 = {Oxx~+}.) Wir kénnen Ls = [1,>0Lsn als Lie-
Teilalgebra von (A4, [, | ) ansehen, wobei analog [, | ; das Lie-Produkt in A bezeichnet.

1.3.1 Proposition (vgl. [Reu], Theorem 3.1). Sei S € A. Es sind dquivalent
(i) S€Ls
(’ii) 58\: SRI1I4+14S.

Beweis: Sei S =), s; mit s; € A;. Dann ist 56 = >, si0. Gilt (i), so folgt

S0 = Y si®@la+y 1a®s

= (}:&)®1A+1A®(§:&)
= S(§;1A+1A®S. l

Umgekehrt folgt wegen s;0 € A; @ 14 + @;;11 A ®Ai—j+14® A; aus (it), daB s;0 €
A @14+ 14 ® A ist, also (7). O

1.3.2 Satz (vgl. [Reu], Theorem 3.2). Sei S € A. Es sind dquivalent:
(i) S € Ls;
(i) po(S) =0 und exp(9) = exp(S) ® exp(S).

Beweis: Es gilt

(exp §) @ (exp §) = 3
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Da § ein stetiger Algebrenhomomorphismus ist, folgt

Ist S € L5, so folgt (44) mit 1.3.1.
Gilt umgekehrt (i7), so folgt

> (S5
Z<n')

n=0

n

| =

(S®1a+1a®95)",

00
n=0

d.h. exp(Sg) =exp(S® 14+ 14 ® S).3 Die Anwendung von log und erneut 1.3.1 liefern

(). O

!

3

1.3.1 Zwei Bialgebrenstrukturen auf K X*

Wegen der Freiheit von K X* gibt es einen eindeutig bestimmten Algebrenhomomorphis-
mus d, : KX* — KX*® KX* derart, dafl die Buchstaben primitiv beziiglich J, sind:

noy =n®@1lxs+1x»®@n firallene X.

Nach den Sitzen von Friedrichs und Witt ist die Menge L5, := {x € KX*|x ist d,-primitiv}
die von X frei erzeugte freie Lie-Algebra und K X™* ihre assoziative Einhiillende.

Auf diese natiirliche Weise ist K X* mit Konkatenation und dem Coprodukt 4, eine (No-
gradierte) Bialgebra.

Diese Bialgebrenstruktur gibt es in jeder freien assoziativen Algebra, unabhingig vom
Alphabet. Ist das Alphabet wie in unserem Falle abzdhlbar, so konnen wir ein Coprodukt
Ky + KX* — KX* ® KX* wie folgt definieren:

n—1
nky =1 & Ly« + Lx« ®n+2i®(n—i)
i=1
fiir alle n € X und Fortsetzung zu einem Algebrenhomomorphismus. Wir schreiben

abkiirzend auch .

Nk :Zi®(n—i)
i=0
mit der Konvention, fiir 0 stets 1x+ zu nehmen.
Mit , und Konkatenation ist K X* auch eine (Ny-gradierte) Bialgebra.
Wir werden zeigen, dafl die beiden Bialgebren (KX*, conc,d, ) und (KX*, conc, k) iso-
morph sind.

3Es sei angemerkt, daff auch 1@ eine Ng-gradierte Algebra ist.
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1.3.3 Beispiel.

(2.3)ky, = (2ky).(3ky)
= 201x++1x-®24+1®1).B301x++1x-®3+1®2+2®1)
= 2301y +1x+®23+2®34+21®2+22101+3®2
+1®224+2®214+1301+1®1.3+1.1®12+1.2®1.1.

1.3.4 Definition. Ein m-Tupel £ : m, — Km* bzw. eine Folge £ : N — KN* nennen wir
Ky - Tupel bzw. K -Folge (‘series of divided powers’), wenn

nkiy = 3 & @ &ni
=0

fir alle n € X ist.

Bereits bei P. Cartier in [Carb6] zu finden ist der folgende

1.3.5 Satz (Campbell-Hausdorff-Gruppe). 1x+ + Kernpg ist eine Gruppe bzgl. conc und
exp(ﬁgx) eine Untergruppe dieser Gruppe.

(1x+ +Kern pg, conc) heiit Magnus-Gruppe (siehe [Bou]), und wir nennen (exp(Z;;), conc)
die Campbell-Hausdorff-Gruppe auf X.

Beweis: Sei S € Kernpg. Es ist dann (S™),, eine Nullfolge, also die alternierende geo-
metrische Reihe T := "7 ((—1)"S"™ konvergent und (1x+ + S).T = T.(1x+ + S) = 1x=.
Da offenbar 1x+ 4+ Kernpy eine Halbgruppe und 1x+ € 1x+ + Kernpg ist, folgt die erste
Behauptung.

Weiter ist exp(fg) C 1x+ + Kernpg. Nach 1.3.2 ist exp(z(g) die Menge aller S €
1x+ + Kern pp mit der Eigenschaft

S6, =S5 ®8S.

ES ISt 1@(5)( = 1X*5X = 1X* ® 1X* = 1]?-)(\* ® 1@,

exp(z(g ) ist multiplikativ abgeschlossen:

also 1x+ € exp(Z;;;). Die Menge

(ST)o, =950, 0T, =(S®8).g(TRT)=5ST®S5T.

Ist X € 1x+ + Kernpy invertierbar, so ist auch X ® X invertierbar und (X @ X)®("! =
XD @ X (=D, Es folgt auch die zweite Behauptung. (Siehe [Reu], vor Cor. 3.3 und Cor.
3.3) O
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1.4 k,-Endomorphismen und resistente Buchstaben

Ein Algebrenendomorphismus 7 von K X™ heifit Bialgebrenendomorphismus beziiglich k.,
oder kurz k, -Endomorphismus, wenn das folgende Diagramm kommutativ ist:

KX* -, KX* @ KX*

| [

KX* 2, KX*@ KX*
Ein Algebrenhomomorphismus von K X* in K X* ® K X* ist durch seine Einschréankung
auf X vollkommen bestimmt. Daher ist n genau dann ein &, -Endomorphismus, wenn

nnky, = nk, (n®mn) fir allen € X

gilt. Offenbar ist die Identitét id, := idxx~ auf K X* ein K, -Endomorphismus. Umgekehrt
la8t sich jedes m-Tupel bzw. jede Folge ¢ : X — KX*, n — &,, eindeutig zu einem
Algebrenendomorphismus £5X° von K X* fortsetzen. Diese Fortsetzung ist also genau
dann ein x,-Endomorphismus, wenn fiir alle n € X gilt:

iy = Y & @ &ni,
i=0

wenn also ¢ ein &, -Tupel bzw. eine &, -Folge ist.
Sei n: KX* — KX* eine Abbildung. Wir nennen ¢ € X* n-resistent, wenn der Koeffi-
zient von ¢ in gn verschieden von O ist. Offenbar gilt fiir alle r,s € X™

r.s ist n-resistent < 1, s sind n-resistent.

Insbesondere ist ¢ € X genau dann 7-resistent, wenn alle Buchstaben von ¢ 7-resistent
sind. Schliellich nennen wir 1 harmlos, wenn alle n € X entweder n-resistent sind oder im
Kern von 7 liegen. Ein einfaches Dreiecks-Argument zeigt

1.4.1 Bemerkung. Ist n : KX* — K X* ein homogener, harmloser ~, -Endomorphismmus,
so ist {qn | q ist n-resistent} eine Basis von Bild 7.

1.4.2 Definition und Bemerkung. Wir bezeichnen die Menge aller n-resistenten Buch-
staben n € mit X, . Ein homogener x,-Endomorphismus 7 heifle r-homogen, wenn gilt:

{qn | ¢ € X*, q n-resistent} ist eine Basis von Bild .

Man beachte dabei: 1x+ ist n-resistent, denn 1x+ besitzt keine Buchstaben. Harmlose
ky-Endomorphismen etwa sind r-homogen wie auch derjenige unitdre Algebren-Endo-
morphismus €, von KX*, der durch n — Ogx~ fiir alle n € X gegeben ist.

Erneut mit einem einfachen Dreiecks-Argument iiberlegt man sich fiir jeden homogenen
ky-Endomorphismus 7 leicht:

1.4.3 Bemerkung. Ist X, = X, so ist i bijektiv.



Kapitel 2

Uber die Struktur der
Campbell-Hausdorfl-Gruppe

Wir geben hier zunéchst den Isomorphismus @, zwischen den Bialgebren (K X*, conc, k)
und (K X™, conc,d, ) an.

Sei H”x die Menge aller zerlegungshomogenen unitéren Bialgebren-Endomorphismen von
KX beziiglich k. Wir definieren mit s, und conc eine Verkniipfung ¢ auf H, . DaB
durch ¢ eine Gruppenstruktur auf Hy, gegeben ist, zeigen wir indirekt mit einem Epimor-
phismus von der Campbell-Hausdorff-Gruppe auf H,_. Der Bialgebren-Isomorphismus @,
von (K X*, conc, k, ) auf (KX*, conc,d, ) spielt eine wichtige Rolle dabei.

Im Falle eines abzihlbar unendlichen Alphabetes X ist der Gruppen-Epimorphismus auch
injektiv und somit (Hy, , 4 ) eine alternative Realisierung der Campbell-Hausdorff-Gruppe.
Ist das Alphabet X endlich, so kénnen wir, wieder mit Hilfe von @, , einen Monomor-
phismus von H,  in die Campbell-Hausdorff-Gruppe angeben. Insgesamt erscheint H,,
als Unter- und als Faktorgruppe von exp(fgz ). Dartiber hinaus aber liefert uns &, auch
einen Gruppen-Monomorphismus von exp(Z; ) fiir jedes endliche Alphabet X in H, .
Daher ermdoglicht die Untersuchung von He, ebenfalls Einsicht in die Campbell-Hausdorft-
Gruppe auf endlichen Alphabeten. Wir betrachten allgemein die Struktur von Hy, , ins-
besondere also die von Hy, , fiihren den Schritt zu den Campbell-Hausdorff-Gruppen auf
endlichen Alphabeten aber nicht mehr explizit durch.

Mit der Hintereinanderausfithrung HEA haben wir eine weitere Verkniipfung auf H,, . Die-
se Multiplikation macht H,, zusammen mit der (nicht-abelschen) Addition ¢ zu einem
Rechts-Fastring. Nach einer kurzen Einfithrung in die Grundlagen der Fastring-Theorie
zeigen wir, dafl H,  fiir Alphabete mit mindestens drei Buchstaben kein Ring ist: Das
Links-Distributivgesetz gilt hier nicht, wie wir an einem Beispiel sehen. Ist jedoch #X = 2,
so ist Hy, ein Ring, ndmlich isomorph zu K x K (mit komponentenweiser Addtion und
Multiplikation).

14
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Betrachten wir die Abbildung ¢ : H, — K, die jedem Endomorphismus 1 € H,, fir
jeden Buchstaben n € X dessen Koeffizienten nc,, im Bild unter n zuordnet, so handelt es
sich hierbei um einen Fastring-Homomorphismus, und die Faktorstruktur von H,.@X modulo
dem Kern dieser Abbildung K x dieser Abbildung ist isomorph zum m-fachen kartesischen
Produkt des Kérpers K bzw. zum Ring der Folgen K'Y, somit ein Jacobson-halbeinfacher
Integritétsbereich.

Die sich kanonisch ergebenden Représentanten der Restklassen von Kx sind sémtlich r-
homogen* und somit Vertreter der Klasse von k,-Endomorphismen, fiir die wir im dritten
Kapitel dieser Arbeit fiir den Fall X = N die Struktur der zugehorigen Linksideale in
Solomons Algebra weitgehend aufkléren.

Unter diesen Représentanten finden wir eine Menge von einseitig orthogonalen Idempo-
tenten des Fastrings H,, .

Wir geben ferner eine absteigende Zentralreihe (beziiglich ¢) an, die zugleich eine abstei-
gende Kette von Fastring-Idealen von H,,  ist, deren sukzessive Faktoren sdmtlich Ringe
sind, und betrachten kurz die Struktur dieser Ringe. Die Ergebnisse fassen wir zusammen
im Hauptsatz 2.4.24 (S. 42).

Beginnen wir mit der Bialgebren-Isomorphie.

2.0.4 Proposition. Sei ¢ : X — KX* ein m-Tupel bzw. eine Folge und S = 1x+« +
Y omex &n € KX*. Es sind dquivalent:

(i) & ist ein k, -Tupel bzw. eine k, -Folge;
(ii) Sk, =S® 5.5
Beweis: Es ist mit der Konvention &y := 1x+
Shy= > &y wmd S®S= Y  GR4L= Y <ka ®§nk> .
neXU{0} k,le XU{0} neXU{0} \k=0

Also ist Sky = S ® S genau dann, wenn &k, = > &k ® &n—y, fiir alle n € X ist, denn
Ky ist homogen. O

Man iiberlegt sich leicht:

(11) (1X*+NX)E;:(1X*+NX)®(1X*+NX)

4D .h., die Bilder der resistenten Buchstaben erzeugen das ganze Bild des Endomorphismus.
Elemente S der Komplettierung einer No-gradierten Bialgebra (A, §) mit der Eigenschaft S6 = S ® S
werden in der Literatur d-grouplike genannt.
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2.0.5 Satz. (K X*, conc,d,) und (KX*, conc, k,) sind als Bialgebren isomorph.

Beweis: Wir setzen

gy = pi(exp(Nx) = 3 g(lq), q

q=J

fiir alle j € Ny.

Wegen (5) ist fiir alle n € X

(_1)€(q)71
(x)  m=) e g,
geX* £<Q)
qFk
wobei wie iiblich y, := yq,. ... .yq, gesetzt sei fiir ¢ = qi. ... .qx . Daraus folgt, dafl {y, |

n € X} ein freies Erzeugendensystem von K X* ist — denn fiir alle n € N gibt es hochstens
so viele y,’s wie ¢’s in ZX, und {y, | ¢ € X*, ¢ F n} spannt ZX auf.
Wegen X C ,C§X ist Nx € Ls,., nach 1.3.2 daher

0 e} J
Zyjéx = exp(NX)é; = exp(Nx) @ exp(Nx) = Z (Zyﬁ ® yj_i) ,
j=0 7=0 =0

also insbesondere
J
() ( Z yj)5x = Z (Zyz ®?/j—i) .
jexu{o} jexu{o} i=0

Wegen (11) wird durch

O, : jroy; firalleje X, also (1x- —I—NX)(f; = Z Yj
jEXU{0}

ein homogener Algebrenautomorphismus definiert mit der Eigenschaft

o —

(1x« + Nx)k, @, @ @, = ((1X* + Nx) ® (1x+ + Nx)) @, ® &,

= > (iiq)x@(n—i)q)}()

neXu{o} \i=0
o (1x+ + Nx)®, 0,

also nk, (¢, @ ®, ) =nd,J, fir alle n € X. Daraus folgt

(12> Ky ((I)X ® (I)X) - q)XdX'
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Eine einfache Folgerung aus (12) ist
(13) E;((I)X ® O,) = D, 0,.

Es ist £, ®, = L5, wie man sich schnell iiberlegt. Wir halten auflerdem fest:

3 —1)¥e)-1
(14) nCIDXl = g (K)(q)q = pn(log(1x+ + Nx)) fiir alle n € X .
qeEX™
qgFn

Dies folgt leicht mit (x) im vorigen Beweis und der Tatsache, da8 &, ein Algebren-Homo-
morphismus ist.

2.1 Die Verkniipfung ¢ auf H, und ein Monomorphismus
in die Campbell-Hausdorff-Gruppe auf X

2.1.1 Definition. Wir bezeichnen die Menge aller unitdren homogenen &, -Endomorphis-
men von K X* mit Hey s also

Hyy, = {n € End(KX*,+,conc) | 1x+n=1x+,¥neN ZXn C ZX, nky = ke(n@n)} .
Mit o ¢ 3 bezeichnen wir fiir alle a, 5 € H,; die eindeutige Fortsetzung von

(ry (v @ B)conc)| ¢

zu einem unitiren Algebrenendomorphismus beziiglich Konkatenation. Es ist also fiir alle
neX

n—1

n(a 4 f) :na—i-nﬂ—i-zm.(n—i)ﬂ,

i=1

wofiir wir abkiirzend

n(a @ f) = Zia.(n —1i)p
i=0

schreiben wollen mit der folgenden Konvention: 0n := 1y« fiir alle € H,, . Offenbar ist
a ¢ B zerlegungshomogen.

Wir bezeichnen mit €, den eindeutig bestimmten unitédren Algebren-Endomorphismus von
KX* mit ne, = Ogx~ fiir alle n € X. Es ist ¢, € He,, und offenbar neutrales Element
beziiglich &.

2.1.2 Beispiel. Seien n; und ¢ die durch

1
= 1™ und ne:=(—1)"n
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gegebenen k, -Endomorphismen (siehe (38) und (40)). Es ist
23(m &) = (2m+ 2+ (Im)-(10) . 3m + 3e+ (1m)-(20) + (2m)-(14))

1 1 1
= (s11+2-11).(2111-3+12—--1.1.1
(te2-a) (Groamscia-gi)

1 1
= (2--11).(-3+12-_11.1
O A

1 1 1 1
= —-234212--2111+-113--11124+-1.1.1.1.1.
* 3 + 2 2 + 6

Wir werden nun zeigen, dafl (Hy, ,4) eine Gruppe mit neutralem Element e, ist.

2.1.3 Bemerkung. Fiir alle a, § € Hy,, gilt:

1x- + Nxa & B = (1x- + Nx@).(1x- + NxJ3) .8
Sind «, 3 vertauschbar, so sind auch 1x+ + Nx& und 1x+ + NXB vertauschbar.

Beweis: Seien a, 3 € H,, .

Ix: + Nxa®f = lx-+ Y n(adp)
neX

= lx-+ Z nky (o @ [F)conc
neX

n—1
= 1x-+ Z <1X*.nﬂ+ Zia.(n—i)ﬁ+na.1x*)
i=1

neXx
O

2.1.4 Bemerkung und Definition. Fiir jedes Element der komplettierten freien Lie-
Algebra Ls, iiber X, etwa L = Zn21 An € L5, mit A, € ZX, bezeichnen wir mit 7y, die
eindeutig bestimmte Fortsetzung von

n pn(exp(L)é;_l) = pn(exp(L))®; ! = pn(exp(L@_l)) fiir alle n € X

zu einem unitiren Algebrenendomorphismus von K X*. Offenbar ist 77, homogen.”

Es ist nach (6)
pulexp(L) = 3 7o

qFn
geEN*

5Man kann die Verkniipfung ¢ auch so definieren: Fiir alle o, 3 € He,, sel ad [ derjenige homogene
unitire Endomorphismus von (KX*,+,conc), der durch n +— pn((1x+ + N§).(1x+ + N}‘;)) gegeben ist.
Folgerung: (a4 3)|, = (ky (@ ® B)conc)|y .

"Wegen E; <I/>; = Eg; kann man alternativ auch mit einem Element aus E/,; beginnen. Mit diesen

—~—1
Elementen 148t sich leichter rechnen, da der Isomorphismus ®,  nicht mehr angewendet werden muf,
doch kennen wir ﬁ"x bei weitem nicht so gut wie £5X .
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und da A\, € ZX Linearkombination von Worten 7 € X* mit r <j., ¢ ist, ist der Koeffizient
von n in py(exp L) gleich dem Koeffizienten von n in A}, = p,(L).
Und fiir jeden homogenen &, -Endomorphismus o sei

Lo :=log (1x+ + Nxa)®, .

Es ist nr, ein k,-Endomorphismus und L, € Z; : Sei L € E(g . Dann ist nach (13) und
1.3.2
—~—1__ 1 —
exp(L)®, Ky =exp(L)®,  ® exp(L)®y

Da (nn)nex also ein ky-Tupel bzw. eine r,-Folge ist, folgt mit 2.0.4: nr, € H,_ .

Sei nun « € H,{X. Die zuvor zitierten Satze liefern uns auch die zweite Behauptung, denn
mit S = (1x- —i—NX&)CDAX ist $6, = S®S, da (1x++Nx@) ein k,-Tupel bzw. cine x, -Folge
ist. Ergo: S € exp(Z:;;), somit L, € Zg.

2.1.5 Satz. Die Abbildung

HX : eXp(L(SX) - Hﬁxa S N(log S) s
ist ein Homomorphismus beziiglich conc und & und surjektiv auf Hy, . Die Abbildung
Ayt Hey — eXp(Z;;;), a— exp(Lq),

ist ein Monomorphismus beziiglich & und conc.®

Beweis: Seien S, T € exp(f(;). Fiir alle n € X ist

n(n(log S) N2 M(log T)) = Z Z‘77(log S)(n - Z‘)77(log T)
=0

SWir konnen den Monomorphismus A, zerlegen in vertraute Abbildungen. Dazu definieren wir auf
K X* die *-Verkniipfung wie folgt: Fiir alle S, T € KX* sei

SxT:=S+T+S5T.

Mit 2.1.3 erhélt man nach distributivem Ausmultiplizieren fiir alle o, 8 € He,,

Nxa & 3= Nxda+ Nxf + (Nx@).(Nxf).
Also ist die Abbildung o — Nx & ein Monomorphismus von (Hy, , ) in (I?)?*, x). Da K X* unitéir ist,
ist ([?)?*, *) isomorph zu (@, conc) — via S — 1x+ + S. Zusammen erhalten wir einen Monomorphis-
mus von (Hs, , <) in die Magnus-Gruppe (1x~ + Kernpo, conc). Zudem ist 1x+ + Nx@, wie wir wissen,
invertierbar in (ﬁ*, conc) — also Nxa quasiregulir. Genauer gesagt also ist die Abbildung o — Nxa& ein
Monomorphismus von (M., , %) in die Einheitengruppe Q(I?)?*) beziiglich *.
Das anschlieSende Anwenden des Algebren-Isomorphismus @, iiberfithrt die nun erhaltene Untergruppe
der Magnus-Gruppe in die Campbell-Hausdorfl-Gruppe: Denn CI;; macht Elemente S € KX* mit der

Eigenschaft Sky, = S ® S zu Elementen mit der Eigenschaft Sg; =5S®S.
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= Z pi(SO1).pp—i (T

= (sz Do )@gl

= pa(ST)P!

= MNN(log(5.7)) 5

also (S.T)H, = (SHy) 4 (T'Hy ). Da fiir jedes a € H,; , wie wir bereits am Ende von 2.1.4
gezeigt haben, L, € Zg ist und fiir alle n € X gilt:

nnr, = pn(exp(La 1)

= pn(exp (log(1x~+ + NXa)@X)é;_l)
pn(exp log(1x+ + Nxa) ))

pn(lx+ + Nxa@)

= na,

ist Hy surjektiv auf H,
Die Injektivitét von A, ist offensichtlich, da ®, eine Bijektion ist und ein &, -Endomorphis-

mus durch die Bilder aller Buchstaben aus X eindeutig bestimmt ist. Fiir alle o, 8 € H'fx
gilt nach 2.1.3

exp(Lags) = (Ix++ Nxm)@/\x
= ((1x*+NXa).(lx* —l—Nxﬁ))(I)X
= (exp Lqo).(exp Lg),

also

(a \% ﬁ)AX = (a Ax)(ﬁAx) .

2.1.6 Korollar. (H'fx , &) ist eine Gruppe, da isomorph zu einer Untergruppe der Camp-
bell-Hausdorff-Gruppe auf X. Zugleich ist ('HNX,Q}) isomorph zu einer Faktorgruppe der

Campbell-Hausdorff-Gruppe: Hy, komplementiert® KernHy in exp(E(gz). |
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Die Situation stellt sich im Hasse-Diagramm wie folgt dar:

—~ H
1 exp(Ls,) — Hy,

HKX —X> ~
HX
» KernH, — {¢,}
A
{ex} —

Im Beweis von 2.1.5 haben wir bereits gezeigt:
Va € H'fx NL, = O,
d.h. A Hy = idy, . Andersherum ist die Lage wie folgt:

2.1.7 Satz. Es gilt
VSeLls, Lys=8 &  X=N.

D.h.: Genau im Fall X = N ist der Monomorphismus A, surjektiv auf die Campbell-
Hausdorff-Gruppe, der Epimorphismus H, injektiv und beide Abbildungen zueinander in-
verse Isomorphismen: H, A, = idHNX .

Noch einmal anders: Genau fir X = N ist H,, isomorph zur Campbell-Hausdorff-Gruppe.

Beweis: Genau im Falle X # N gibt es S,T € exp(E;; ) mit den Eigenschaften p,(5) =
pn(T) fiir alle n € X und S # T'. Es gilt dann

M(10g 5) = Pr(S) 0" = pn(T) @' = nngog )

fiir alle n € X, also n,e 5y = SHy = T Hy = ngeg 7). Der Rest ist klar.
g

Da wir indirekt bewiesen haben, daf3 (H,.;X , ) eine Gruppe ist, wissen wir also, dafl jedes
a € 'HHX invertierbar ist. Wir kennen aber noch nicht die konkrete Gestalt der inversen
Elemente. Diese geben wir jetzt an:

2.1.8 Satz und Notation. Sei o € H"ix' Es ist durch

n— Z (-1)"Dga

geX*
qgFEn

das Inverse von o in H, gegeben, welches wir mit S bezeichnen wollen. Wir schreiben
kurz a & (3 statt o @ (&f).
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Beweis: Nach 1.3.5 ist 1y« + Nxa invertierbar in KX* und

Y (=Dt (Nxa)” 5 DD Wga=3" % (-

n>0 qeEX* n>0 geX*
qEn
das Inverse von 1x+ + Nxa. Mit 2.1.3 folgt die Behauptung. O

2.1.9 Bemerkung. Sind «, 3 vertauschbare homogene &, -Endomorphismen, so ist
LaQ}g =L,+ Lg .
Dies folgt unmittelbar mit 2.1.3, und 1.2.3.

2.1.10 Bemerkung. Sei S =3}, s, € KX* mit sn € ZX fiir alle n € N. Der Isomor-

—~-1
phismus ®,  &ndert fiir jedes n € X den Koeffizienten von n in s, nicht: Der Koeffizient
von n in s, ist gleich dem Koeffizienten von n in s, @ 1,
Nach (14) ist fiir s, = >~ e x+, g=n) Gg¢ Mit geeigneten aq € K

1)5(7«[1])+...+g(r[4(q)]),g(q)

1_ . (= 1] [6(a)]
sn® Z ag Z Z TEOYRNICCO)) ro o .

le* rli ]Iqu r[e(qm:qe( )

—~—1
Man sieht nun sofort, dafl a,, auch der Koeffizient von n in p,(S®, )= s, 1 ist.

Insgesamt gilt daher der

2.1.11 Satz. Zu jeder Teilmenge M von X gibt es einen homogenen k,, -Endomorphismus,
fiir den M genau die Menge aller resistenten Buchstaben ist. Ist andersherum L € E(g,
so ist fiir jedes n € X der Koeffizient von n in p,(L) gleich dem Koeffizienten von n in
nnr. Ist M die Menge aller n € X, fiir die der Koeffizient von n in p,(L) ungleich 0 ist,
soist M = X,, ={n € X | n ist ng-resistent}.

Beweis: Sei M C X. Dannist L:=) M € Z(;, also g, € My, mit N, = M nach 2.1.10
und 2.1.4. Ebenfalls deswegen gilt das iiber ny, L € Z& , in der Behauptung Gesagte. O

2.2 Die Campbell-Hausdorff-Gruppe auf X als Untergruppe
von ’H,{N

Wir haben gezeigt, dafl die Campbell-Hausdorff-Gruppe exp(zg) via H, isomorph zu H“N
ist (siehe 2.1.7). Offenbar ist L5 C Ly , also exp(Ls, ) eine Untergruppe von exp(Ly, ) . Wir
finden daher auch exp(ﬁgx) als Untergruppe in H, . Die Strukturanalyse von H,  liefert
uns — durch ,,Hineinschneiden“ — somit zugleich Einblick in die Struktur jeder Campbell-
Hausdorff-Gruppe auf einem endlichen Alphabet.
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Wir geben in diesem Abschnitt die Trigermenge der Campbell-Hausdorff-Gruppe auf X

in H,{N an.

Mit HN@ bezeichnen wir die Einschrénkung von H, auf exp(fg; ). Die Abbildung HN@ :
exp(ﬁ/(;; ) — Hx,, ist ein Monomorphismus beziiglich conc und 4, und Bild (H.") eine
Untergruppe von (H“N’ &) — isomorph zur Campbell-Hausdorff-Gruppe auf m,.

2.2.1 Satz. Es ist

Bild (1;") = {n € My,

VneN nnEan},

d.h. Bild (H?) ist genau die Menge aller r,-Endomorphismen, die jedes n € N auf eine
Linearkombination von Worten lediglich tiber dem Alphabet m, abbildet.

Beweis: Sei L € C/(-;; Dann ist (exp L)H," = (exp L)H,, = nz, nach Definition (2.1.4 und
2.1.5), sowie nng, = pn(exp L)®* fiir alle n € N. Offenbar ist pp(exp L) € Zz" fiir alle
n € N - siehe (6). Aus (14) sieht man sofort: n® ' € Zg* fiir jedes n € m,. Zusammen
ergiebt dies: nny, € Z;" fiir jedes n € N. Das zeigt die Inklusion ,,C¥.

Sei andersherum 7 € H,;~dergestalt, daB nn € Zp" fiir alle n € N ist. Dann ist exp(L,)
mit L, = log (1n+ + Ny ﬁ)fbg € Zq; das eindeutig bestimmte Urbild von n unter H,, siehe
wieder 2.1.4 und 2.1.5. Nach Wahl von 7 ist log (1n+ + Ny 7)) € Km*. Da fiir jedes n € m,
wieder n®, = Zq?zn @q € Zn" ist, erhalten wir zusammen: L, € E/g; . Dies ist die
Inklusion ,, 2. O

2.3 Der unitire null-symmetrische Rechts-Fastring
(H'fx’ 4, HEA)

Wie wir zuvor gezeigt haben, ist (Hy, , ¢) eine (nicht-abelsche) Gruppe mit neutralem Ele-
ment &, . Spiter werden wir noch zeigen, dal (Hy, ,HEA) ein Monoid mit neutralem Ele-
ment id, ist und fiir ¢ und HEA das Rechts-Distributivgesetz gilt. Somit ist (Hy, , ¢, HEA)
ein sogenannter unitirer Rechts-Fastring, der sogar null-symmetrisch ist, d.h.

aey =&y =g firallea € Hy, .
Die zweite Gleichheit ist trivial, und fiir alle n € X ist nag, € ZXe, = {Oxx+}.

2.3.1 Grundlegendes iiber Rechts-Fastringe

Wir werden nun kurz einige grundlegende Dinge aus der Theorie der Fastringe zusam-
menfassen. Das Folgende ist aus der Monographie [Pilz] entnommen. Wir verweisen fiir
dariiber Hinausgehendes auch auf [Clay].
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2.3.1 Definition und Konvention. Eine Menge N mit zwei Verkniipfungen + und -,
die die folgenden Eigenschaften

(i) (N,+) ist eine (nicht notwendig abelsche) Gruppe;
(ii) (N, -) ist eine Halbgruppe;
(iii) es gilt das Rechts-Distributivgesetz (a + b)c = ac + be fiir alle a,b,c € N;

besitzt, nennen wir einen Rechts-Fastring. Das neutrale Element der Gruppe (N, +) be-
zeichnen wir mit Oy, das neutrale Element von (N, -) mit 1y, falls es existiert. Wenn wir
im folgenden nur kurz von Fustringen sprechen, so meinen wir immer Rechts-Fastringe.
Ein unitdrer Fastring ist ein Fastring, dessen multiplikative Halbgruppe ein neutrales Ele-
ment besitzt.

2.3.2 Bemerkung. Fiir alle n,m € N ist Oy - n = Oy und
—(nm) = (=n)m,
wie man sich leicht iiberlegt. Jedoch gilt nicht unbedingt n-Ox = Ox und —(nm) = n(—m)!
2.3.3 Definition und Bemerkung. Die Menge
No:={neN|n- -0y =0xn}
heiflt der null-symmetrische Teil von N, die Menge
N.:=N -0y

der konstante Teil von N: Fiir jedes n € N, ist nm = n fiir alle m € N, denn nm =
(n'-0n)m =n'(0n -m) =n'-0y = n mit geeignetem n’ € N.

Beide Mengen sind Teilfastringe von N, Ny sogar ein Normalteiler von (N, +): Die Gruppe
(N, +) ist semidirektes Produkt von (Np,+) mit (N, +).

Ist Ng = N, so heifit N null-symmetrisch.

Ein Teilfastring M von N heifit invariant, wenn MN C M und NM C M ist.

2.3.4 Definition und Bemerkung. Eine Teilmenge I von N heifit (Fastring-)Ideal?,
wenn gilt:

(i) (I,+) ist ein Normalteiler von (N, +);
(i) IN C I;

(iii) fiir alle ,y € N und alle a € [ ist z(a +y) —zy € I, also
z(a+y) = xy modulo I.

9Wir werden abweichend von der Literatur immer den Zusatz ,Fastring-“ vor ,Ideal“ schreiben, da in
unserem Zusammenhang immer wieder auch Ringe als Teil- oder Faktor-Strukturen auftauchen.
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Hat I nur die Eigenschaften (i) und (ii), so heifit I ein Fastring-Rechtsideal. I mit den
Eigenschaften (i) und (iii) heifit Fastring-Linksideal.

Fastring-Ideale sind i.a. nicht genau die invarianten Teilfastringe. So ist etwa in jedem
Fastring N der Teilfastring IV, invariant, denn

NNC == N(N'ON):(NN)-ONQN'ON:NC und
N.N = (N-Oy)N=N(Oy-N)CN{Oy}=N -0x=N,;

aber fiir nicht-abelsche Gruppen G ist die Menge der konstanten Abbildungen der Gruppe
in sich selbst kein Normalteiler des Fastringes aller Abbildungen von G nach G (mit
bildweiser Addition und Hintereinanderausfithrung). Es gilt jedoch der

2.3.5 Satz. Ist N ein null-symmetrischer Fastring und I ein Fastring-Ideal von N, so ist
INCT und NI C 1.

Beweis: Sei a € I und n € N. Dann ist na =n(a +0yx) —n0y € I. O

2.3.6 Bemerkung und Definition. Die Fastring-Ideale sind Teilfastringe und genau die
Kerne von Fastring-Homomorphismen.

Seien N und N’ Fastringe. Eine Abbildung ¢ : N — N’ heifit ein Fastring-Homomor-
phismus, wenn (m + n)p = me + ne und (mn)e = me - ne fir alle myn € N ist.
Homomorphie- und Isomorphiesétze gelten in gewohnter Weise auch fiir Fastringe.

Abschlielend stellen wir noch fest:

2.3.7 Satz. Sind I,J Ideale eines Fastringes N derart, daff N/I und N/J distributive,
kommutative, abelsche Fastringe — also kommutative Ringe — sind, so ist auch N/(I N J)
ein kommutativer Ring. O

2.3.8 Bemerkung. Sei N ein Fastring, und seien M, M’ invariante Teilfastringe. Dann
gilt: MM’ C MNM’'. Daher ist fiir zwei Ideale I und J eines null-symmetrischen Fastringes
wie gewohnt IJ C TN J.

Auf jeden Fastring kann man Z wirken lassen wie iiblich:

0Oxn = 0n,
kxn =(k-1)*n+n=n+---+n und
k l
(=k)*n = —(k*n)

fir alle n € N und k € N. Es gilt dann fiir alle z € Z

zx(mn) = (zxm)n,
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jedoch i.a. nicht: z+(mn) = m(z+n) oder zx(m+n) =z+xm+ zx*n!
Insbesondere ist fiir jede Links-Eins e von IV

(15) zxn = (zxe)n .

2.3.9 Bemerkung und Notation. Die Verkniipfung & ist — wir gehen gleich genauer
darauf ein — die (nicht-abelsche) Addition eines Fastringes. Wir verwenden daher additive
Schreibweise fiir Inverse und werden von - Vielfachen statt von &-Potenzen sprechen.
Ganzzahlige Vielfache von r,-Endomorphismen in (Hs, , %) wollen wir zusammen mit
dem Verkniipfungssymbol notieren, wie wir es fiir Potenzen auch verabredet haben, und
schreiben daher

(k)a:=ad...da und (Sk)a:=(®(—k))a:=o((dk)a) firalle k€ N.

k—mal

Es ist also
n

n((®k)a) =) i((®(k—1))a).(n—i)a.
=0

2.3.2 'H,_ als Fastring

Seien «, 3 € H, . Dann ist auch die Hintereinanderausfithrung (HEA) af von a und f3
ein homogener k, -Endomorphismus:

kc(@B@af) = ke ((@®a)(B®P))

k(@ ®a))(B®6)

= (ar)(B®P)

= a(k (B®P))
a(Bry)

—

da 8 ® [ ein Algebrenendomorphismus ist, und da (K X*, conc, , ) eine Bialgebra ist.
Es gilt also der

2.3.10 Satz. (M, ,HEA) ist ein Monoid mit neutralem Element id, — der Identitit auf
KX*. 0

2.3.11 Bemerkung. Fiir alle o, 3,7 € Hy, gilt das Rechts-Distributivgesetz:

(a® B)y=(a7) @ (B7),
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denn: Fiir alle n € X ist

n(a & B)y

K (a® ﬁ)conc)

(a® B)(y ® 7))conc
(a’y (67v) )conc
ay) & (87)) .-

S
—

Das Links-Distributivgesetz hingegen gilt i. a. nicht, sondern nur in einigen Spezialfillen.

Wir geben zunéchst ein Gegenbeispiel:

Sei #X > 3, also nach unserer Verabredung 3 C X, und seien ¢, die homogenen

ky-Endomorphismen, die durch

ng =y (=1)" g

und

qgFn

gegeben sind (siehe 4.2.2 und (39)). Wir zeigen:

(*)
Es ist

Ly
2¢

la
2a
l(a4idy)
2(a @ idy)

Somit ist

3p(adid,) = 3(adid,) —

pla®idy) # pa & p.

1;
1.1-2;
3-12-21+1.1.1;

Orx~;
24+2—-1.1;
la+1=1;

20+ 2+ 1la.l =2a+ 2.

(1.2)a®id, — (2.1)adid, + (1.1.1)a & id,

= 3a+34221-1.20+42) - (2a+2).1+1.1.1
= 30+3-12-21+111-12¢
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und andererseits

3(par & ) = 3pa+3p+ loa.2p + 2pa.lp
= 3a+3-12-21+111+(1.1—-2)a.l
= 3a+3-12-21+111-2a.1;

und es ist
1.20=12412-111#21421-1.1.1=2a.1.

Dies zeigt (x).

Im Falle eines zweielementigen Alphabets, also X = 2 nach unserer Konvention, ist die
Gruppe (H“x , %) abelsch, und es gilt das Links-Distributivgesetz, d.h. (Hey » ©, HEA) ist
ein Ring. Dies kann man nachrechnen, wir werden aber an spéterer Stelle einen kurzen
algebraischen Beweis geben.

Fiir spezielle Elemente gilt auch iiber grofleren Alphabeten das Links-Distributivgesetz,
wie wir nun kurz iiberlegen.

2.3.12 Satz. Fir alle o, 3 € Hy, und alle v € Hy, mit der Eigenschaft Bildy C (X) i
gilt:
Y ® B) = (ya) & (v5).

Beweis: Seien «, 3,7 € Hy,, und es gelte Bildy C (X);. Fiir alle n € X ist dann
ny = ky,n mit geeignetem k,, € K und

n((yva) & (v8)) = nk,(ya®yB)conc
= n(ke(y®7))(a® B)conc
nyky (o ® B)conc
knnk, (o @ [3)conc
Enn(a & )
= ny(a$f).

Das zeigt wieder die Behauptung. O

Die Voraussetzung an v in 2.3.12 bedeutet: vy ist sowohl zerlegungs- als auch ldngenhomo-
gen, also im wesentlichen so gut wie id,, denn ny = f,n, wobei f = (fu)nex € KX ein
m-Tupel bzw. eine Folge ist. Es ist jedoch keineswegs so, dafl dieses Links-Distributivgesetz
ausschliefSlich fir v mit ny = f,n gilt, wie wir uns im folgenden kurz iiberlegen wollen.
Man sieht sofort, daf

n(id, ¢ id, ) = nk, conc
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ist. Diese Gleichheit gilt aber nicht nur fiir Buchstaben:
2.3.13 Satz. Fiir alle g € X* sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) q(idy @ id,) = gy conc;

(ii) q ist Konkatenationspotenz eines einzelnen Buchstaben:
g=n"* mitnec X, keN,.

Beweis: Sei ¢ = ¢q1. ... .qr € X*. Es gilt zum einen
qryconc = (q1ky)®--- -o(qkky)conc
a
= (Zzl q1—11> (sz@) qk—zk) conc
11=0 Zk =0
Z Z i tge(qr = i) (g — i) =0 (%)
11=0 i=0

und zum anderen

g(idy @idy) = qi(idy & idy). ... .q(idy, & idy)

= (q1 Ky conc). ... .(gx Ky conc)
= <Z]1® QI_]I) (Z]k;® Ic_]k))
J1=0 Jr=0

= Z Z]l q1 — j1)-J2-(q2 = J2) - -+ Jr-(qr — Jk) = ().

Jj1=0 Jk=0

Ist nun ¢ eine Konkatenationspotenz eines einzelnen Buchstaben, etwa ¢ = n*

offenbar () = ().
Sei g keine Konkatenationspotenz eines einzelnen Buchstaben. Dann gibt es ein ¢ € k

, SO ist

derart, dal ¢; > ¢; fiir alle j € &\ {¢} ist. Man kann sich nun leicht {iberlegen, daf es — im
Falle i # 1 — in (%) einen Summanden gibt, dessen i-ter Buchstabe gerade ¢; ist. Jedoch
ist ¢; niemals i-ter Buchstabe eines Summanden in (x*): An i-ter Stelle stehen immer echt
kleinere Buchstaben.

Im Falle ¢ = 1 tiberlegt man sich solches fiir den zweiten Buchstaben aller Summanden
beider Summen.

Es folgt (*) # (#*) und damit die Behauptung. a

2.3.14 Korollar. Ist n € H”x derart, dafl nn eine Linearkombination von Konkatena-
tionspotenzen einzelner Buchstaben fiir alle n € X ist, so gilt

n(idx <bidx) =ndn.
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Beweis: Seinn =) a=n kqq und k, € K fiir jedes n € X hochstens fiir solche g verschieden

von O, die Potenzen einzelner Buchstaben sind. Mit 2.3.13 erhalten wir

nn(ide &idy) = > kgq(idy & idy)
qgFn

= g kqqk, conc
gFn

= nn kK, conc
Nk, (1 ® n)conc
= n(nén).

|

Bezeichnen wir mit 7; den homogenen &, -Endomorphismus, der durch n — %1'" gegeben
ist, so erfiillt 7; die Voraussetzung von 2.3.14. Es ist also 7 (id,, 4 id, ) = 11 ¢ m1, was man
hier natiirlich auch einfach nachrechnen kann.

Dieses Beispiel zeigt — wie 2.3.14 —, daf§ die Links-Distributivitédt nicht auf gleichzeitig
langen- und zerlegungshomogene &, -Endomorphismen beschrénkt ist. Gleichwohl diirfte
es bei solchen sehr speziellen Ausnahmen bleiben. Dies ist zu vermuten, da in 2.3.14 mit
id, ¢ id, die gewissermaflen einfachste nicht-triviale $-Summe schon eine starke Bedin-
gung fiir den linken HEA-Faktor erfordert.

2.4 Uber die Struktur des Fastringes (H,{X, $, HEA)

2.4.1 Die Fastring-Epimorphismen c, und das Fastring-Ideal Kx

Wir haben uns bisher nur daftir interessiert, ob der Koeffizient von n € X in nn, n € H,,
verschieden von Og ist oder nicht, also ob n ein n-resistenter Buchstabe ist oder nicht.

Nun sehen wir uns diesen Koeffizienten etwas genauer an und erhalten fiir jedes n € X
einen Fastring-Epimorphismus auf den zugrundeliegenden Korper K. Die Kerne dieser
Epimorphismen liefern eine Kette von Fastring-Idealen in Hy, — also insbesondere eine
Kette von Normalteilern in der Gruppe (H,.;X , ). Der Durchschnitt iiber alle Kerne ist ein
Fastring-Ideal von H,_, dessen Faktor-Fastring ein Jacobson-halbeinfacher Integrititsbe-
reich ist: das m-fache kartesische Produkt des Korpers K bzw. den Ring aller Folgen KN

mit komponentenweiser Addition und Multiplikation.

2.4.1 Definition. Wir bezeichnen mit ¢, fiir jedes n € X die Abbildung von H,, nach
K, die jedem n € H,, den Koeffizienten von n in nn zuordnet: ¢, : Hye, — K, n—mncp.
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2.4.2 Satz. Die Koeffizienten-Abbildungen c,, n € X, sind Fastring-Homomorphismen
von (Hy, , &, HEA) in den Korper (K, +, -), die wegen idc, = 1k auch unitir sind. Fir
alle o, B € Hy,, st also

(16) (OéQ}ﬁ)Cn:OéCn"i'ﬁcna
und
(17) (aB)cn = (acn)(Ben).

Beweis: Seien a, 8 € Hy, . Fiir alle n € X ist n(a & 3) = na+nf + S bian(n — )6
Fiir jedes q = n gibt es a4, by € K so, da na = Zq,:n aqq und nf = Zq,:n bgq. Damit ist

n—1

n(a® B) = (an + bp)n + Z (ag +bqg)q + Zia.(n —1)3.

n#qgFEn 1=1

In den beiden hinteren Summen ist n jeweils kein Summand. a,, +b,, ist also der Koeffizient
von n in n(a & ().

Fir alle n € X ist

n(af) = apnf + Z aqqB = apbyn + Z cqq

n#qFn n#qFn

mit geeigneten ¢, € K fiir alle n # ¢ F n sei. In der hinteren Summe kommt n als
Summand nicht mehr vor, d.h. a,b, ist der Koeffizient von n in n(af3). O

2.4.3 Korollar. Fir alle n € N ist Kernc,, ein Fastring-Ideal von H,{X und ’H,{X/Kern Cn
ein nullteilerfreier, unitdrer, distributiver, kommutativer und abelscher Fastring, also ein
Integritdtsbereich. Insbesondere ist (Kerncy,+) ein Normalteiler von (Hy, , ). a

Mehr noch: Fiir jedes n € X ist HHX/Kern ¢, ein Korper, wie man als Korollar zu 2.1.11
erhélt:

2.4.4 Korollar. Sei n € N. Der Koeffizienten-Homomorphismus ¢, ist surjetiv auf K.

Beweis: Sei k € K. Wir setzen L := k- n. Dann ist L € 2;7 somit g, € H'ix nach 2.1.4
und 7, ¢, = k nach 2.1.11. O

Wir fassen zusammen: Fiir alle n,m € X ist
~ Hs, /Kernc, = K (als Fastringe), Hy, /Kernc, = K also ein Korper;
— Kernc, ein maximales Fastring-Ideal von H,{X;
— Kernc, ein maximales Fastring-Linksideal von H,{X;

— Kernc,, ¢ Kerng,,, = H“x’ sofern n # m ist.
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2.4.5 Definition. Wir setzen

Kx:={n€H | Xy=0}= ﬂ Kernc,
neX

und bezeichnen mit c, die Abbildung von Hy, in die Menge K X aller m-Tupel bzw.
Folgen iiber K, die jedem o € Hy das Koeffizienten-Tupel bzw. die Koeffizienten-Folge
(acp )nex zuordnet.

2.4.6 Satz. Die Abbildung
. X
ot Heyy — K7 a (X — K, n— acy),

ist ein unitdrer Fastring-Epimorphismus von H auf den Ring K (wie iblich mit bild-
weiser Addition und Multiplikation) mit Kx als Kern. Daher ist H,{X /Kx ein Jacobson-
halbeinfacher kommutativer unitdrer Ring.

Beweis: Wegen 2.4.2 ist ¢, ein Fastring-Homomorphismus; offenbar ist Kernc, = Kx und
c, unitér. Auch ist ¢, surjektiv: Sei f = (fa)nex € K~. Esist Ly :=), .y fa - n € Ls,
(da X C L5, ) und somit nach 2.1.11 Ny, € Hy, und

Ui ¥ Cn = f n
fir alle n € X, also M, O = f- |
2.4.7 Bemerkung. Die Elemente a € KCx besitzen folgende Eigenschaft

VneX 3keN na* =0gk,

denn da kein Buchstabe resistent ist, wird jedes ¢ F n durch « auf eine Linearkombination
echter Zerlegungen von n abgebildet. D.h. alle vorkommenden Buchstaben sind lexikogra-
phisch echt kleiner als n. Also ist spétestens na™ = 0.

Ist X endlich, nach unserer Verabredung also X = m, so ist spitestens o' = ¢, = OHNX
— kurz: « ist nilpotent.

Ist X = N so kénnen wir immerhin folgendes sagen:

Die Elemente aus Ky sind eingeschrinkt auf jede homogene Komponente ZY, n € N, nil-
potent. Wir nennen solche Elemente nil-konvergent.

Der einzige zugleich nilpotente (bzw. nil-konvergente) und r-homogene k, -Endomorphismus
ist .

2.4.8 Bemerkung. Seien o, 8 € Hy, . Fiir alle n € X ist der Koeffizient von n in n(a ¢ )
gleich der Summe des Koeffizienten von n in na und in ng nach (16), somit

Xaq%g C X U Xg.
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Insbesondere ist ((dk)a)c, = k- (acy,) fiir alle k € Z; es gilt daher fur alle k € Z\ {0}

Auflerdem wissen wir nach (17)

insbesondere fiir alle m € N

Die letzte Zeile der vorigen Bemerkung zeigt sofort: Jedes nilpotente Element des Fastrin-
ges Hy liegt in Kx. Wir erhalten zusammen mit 2.4.7:

2.4.9 Korollar. Kx ist genau die Menge aller nilpotenten Elemente, falls X endlich
ky » &, HEA), falls X
unendlich ist. a

ist, bzw. genau die Menge aller nil-konvergenten Elemente von (H

Wir verabreden abkiirzend noch fiir jedes f € KX — der Menge aller Abbildungen von X
nach K —

M=, s

dabei Ly wie im Beweis von 2.4.6, und iiberlegen uns folgendes:
2.4.10 Satz. Fir jedes f € KX ist Ny r-homogen.

Beweis: Sei f € KX. Ist f = 0px , so ist 7, = €y, also r-homogen. Sei f # Ogx.
Fiir alle n € X ist nach (6), nach Definition von 7, und wegen Xy = {ne X | fn#0xk}

(19) = Y e(qu)! 0@t

qE(an)*
qgFn

wobei fy 1= [[;cf fo € K fiir jedes ¢ = q1. ... .qi € X™ sei. (f besitzt eine eindeutig
bestimmte Fortsetzung zu einem Monoid-Homomorphismus von (X*, conc) in (K, ), den
wir also ebenfalls mit f bezeichnen.)
Wir zeigen:

() Vn e X, n@;l € <r7]f

r e (an)*, qF n>K

— durch Induktion iiber die Elemente von an.

Offenbar ist an # (. Sei m := min an. Dann ist mn, = fz - 7%(1);1, also

m(I)X = (fﬁl) U
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SelnunneXn,undfurallen eXn,n <mn,sein/®; 1€<rnf’r€(X ), qi=n>K.Es

ist
UEEDY qu = e §: |q x
qE(an)* qe(X
qFn n#qbn
also ) f
n®d = _—nn Z __ -t
X f | X
f N RO
n#qkFn

und q@;l € <rnf‘ re( n> fiir jede n,-resistente Zerlegung ¢ # n von n nach

—1

Induktionsvoraussetzung, und da ®_* ein Algebrenhomomorphismus ist. Das zeigt (x).

Insgesamt ist also nn, € <7°77f) re( an)*, qE n>K, daher ( an)* ein Erzeugendensystem

fiir Bild un und also eine Basis. O

2.4.11 Korollar. Die Menge {77f | fe KX} 1st ein r-homogenes Reprdisentantensystem
fiir die Restklassen nach Kx: Jedes Element o von H“X ist &-Summe eines nilpotenten
bzw. nil-konvergenten k, -Endomorphismus oy und eines r-homogenen k, -Endomorphis-
Mus o :

o = Qi & o .

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus 2.4.6 und 2.4.10. a
2.4.12 Bemerkung. Nach (18) und 1.4.3 ist (&k)id, bijektiv fiir alle k¥ € Z\ {0}, denn
X(onyia, = Xia, = X.

Damit und mit einer Fastring-Rechnung kénnen wir leicht zeigen, daf (HKXA}) keine
Elemente endlicher Ordnung besitzt:

2.4.13 Satz. Sein € Hy . Fir alle k € Z\ {0} gilt:
Bild ((&k)) = Bild 1.
Beweis: Sei k € Z\ {0}. Mit (15) und 2.4.12 erhalten wir

Bild ((k)n) = Bild (((&k)idy )n) = (Bild ((&k)idy))n = (KX*)n = Bildy.

2.4.14 Korollar. (HHX,<I>) ist torsionsfrei.

Beweis: Sei € H,, von endlicher Ordnung, und sei I € N derart, daf3 (&l)n = ¢,. Dann
ist
(1x+); = Bilde, = Bild ((&l)n) = Bildn

nach 2.4.13, also n = ¢,., da offenbar nn = O x~ fiir alle n € X ist. a
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2.4.15 Bemerkung. Die Torsionsfreiheit von (H,, ,4) sieht man ebenso schnell mittels
Additionstheorem fiir exp:

Die Campbell-Hausdorff-Gruppe (exp(zg ), conc) ist torsionsfrei, denn: Sei L € Z(g und
n € N derart, daf8 (exp L)™ = 1x~ ist. Mit dem Additionstheorem erhélt man:

n n
1x+ = (exp L)‘”:exp( L) & L=0—~ & L=0—.

Nach 2.1.5 ist (H,@X , &) isomorph zu einer Untergruppe der Campbell-Hausdorff-Gruppe,
besitzt daher auch keine Elemente endlicher Ordnung.

2.4.2 Idempotente in (H, , ¥, HEA)

Wir geben eine (ggf. endliche) Folge von Idempotenten im Fastring Hy, an:

Seine X. Esistn e E(g, somit 7, € Hy, . Wir wissen, wegen X, = {n}, nach (19): Fiir
alle j € X ist
I = Ok x~,
falls n kein Teiler von j ist, sowie fiir j = k- n
J%ZE(H >(I)X :g( (I)X ) )

da n'* die einzige n,-resistente Zerlegung von j ist. Insbesondere ist

(20) nig, = n® !,
also

) 1 k
(21) JMn = E (nnn) .

2.4.16 Satz. Fir alle n € X ist n, ein Idempotent im Fastring (Hs , 4, HEA).

Beweis: Sei n € X. Fiir alle j € X mit n/yj ist
Jnp = Ok x+nn = Ok x+ ;
und es ist nach (14)

2 —1 (=1t
() np=n® e =nna+ Y iy = e
n#rEn
da rn, = 0x x+ fiir alle n # r E n ist.
Sei nun etwa j = k - n. Dann ist

1 X 1

2 . _ = 2 .k _ l k _
JTin (2—1) Kl (nn) " 1M = ol (nnn) o (nny,) (21)]7771-
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2.4.17 Bemerkung. Fiir alle n, k € X gilt:
n>k = nknn:OHKX =&y .

2.4.18 Bemerkung. Es ist 11 $12$n3 # idg , wie wir kurz mit (20) und (21) nachrechnen:

2

Bmemen) = 3mem)+3n+ Y ilmemn).3—in
=1

= 3(nm ®n2)+3ns

2
= B3+ 3+ 302+ Y in.(3— i)y
=1
= 3n3 + 31+ 3n2 + (1m1).(2n2)

_ 1 _ _ _
— 3(I)X1+OKX* +§(1¢X1)3+(1¢X1)(2¢X1)

1 _
= (3+ 5 L+ 1.2)0 "
# 3=3idy,

da 3+ 3; L.11+ 1.2 # 30, ist.

2.4.3 Eine absteigende Kette von Fastring-Idealen in H,_

Wir setzen
HO = H,
X

kx

und fiir alle n € N

H™ = {ozEHH | Z1X+~-+Z,i(§Kernoz}.
X X

2.4.19 Satz. Im Falle X = N ist H, = H,(g() D 'H,(%() ) H'(ii) D ... D {e.} eine bis zu
{e;} echt absteigende Kette von Fastring-Idealen. Ist X endlich und #X = m, so ist auch
die Fastring-Ideal-Kette endlich, und es ist Hg;) = Hfgzﬂ) = {e,} fir alle j € N; d.h.
(H“x , @) ist eine nilpotente Gruppe.
Die sukzessiven Faktoren H,({Z)/H,({ZH) sind fiir alle n € Ny Ringe.

,({n)
X

fiir X = N bzw. X = m, sind trivial. Zum Beweis der letzten Aussage des Satzes verwen-

(n+1) .
Ky D

Wir zeigen zunéchst die Fastring-Ideal-Eigenschaften in H,_ . Die Aussagen iiber die Kette
den wir weiter unten einen Fastring-Monomorphismus des Faktorfastrings Hg? / H
einen geeigneten Ring.

Sei nun n € X U{0} und im endlichen Falle n < m = #X — ansonsten ist nichts zu zeigen,
da dann H{"” = H,(g) = {e, } ist.

Rx
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Seien «, § € HEJQ. Fir i <n ist
i(a® p) =0kx =ia+i3,
und es ist
(22) (n+1)(a®f)=m+1at+(n+1)3,

also
(n+1)(adp)=(Mn+1)(84a).

Auch sieht man sofort aus 2.1.8:
(n+1)(¢a)=—(n+1)a.
Daher ist ebenfalls sofort klar:

(23) adHI =M & (n+a=(n+1)8.

Fx

Offenbar ist ¢, € H(", also H,({Z) # 0. Fiir alle j € n, ist

kx

j—1
jl@eB) = jatj(ep)+ Y la.(i—1)(op)

=1

= j(e) = Y (~1) g3

qFj
= Orx~,
somit Hg? eine Untergruppe von (H’fx’ ).
Sei nun 7 € H”x‘ Fiir alle 1 € n, ist
i—1
(24) i(aébn):ioz—i—in—i-Zla.(i—l)n:in,

=1

und daher

jen®adn) = jon)+ilaen) + > 1(on).(i—(adn)
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also H,(J;() ein Normalteiler von H,{X.

HY = Hy, ist trivialerweise ein Fastring-Ideal. Sei nun n # 0. Offenbar ist H(n)H,i C

I‘QX HX ' —

H,(.@Z). Zu zeigen bleibt
(x)  Aadn) o (m)eH

fir alle n,7v € My . Selen 1,7 € Hy, , ¢ € n, und weiterhin o € H,(J;(). Nach (24) ist

q(ad n) = gn fir alle g F i. Es folgt

HX’

i(vaeno(m) = D jvaen).i—i(elmn)
=0

= Z]'yn(z =)&)
=0

= i(yn & (yn))
LEy
= Ogx-.
Das zeigt (). Insgesamt ist H

,(J;) also ein Fastring-Ideal von H,, .

Man kann einfach nachrechnen, dafl in jedem sukzessiven Faktor dieser Idealkette das
Links-Distributivgesetz gilt. Wir geben stattdessen fiir jeden Faktor einen Monomorphis-
mus in einen Ring an.

Esist (n+1)a=3_ 1 kgq mit geeigneten k; € K und daher

(25) (n+1)af = knt1(n+1)8 = (acn41)8.

Bei lexikographisch absteigender Anordnung aller 2" Zerlegungen von n + 1 erhalten wir
folgende Matrixdarstellung fiir of , :

p
O.K Ok c KX
O'K O

(n+1)
Fx

0pg2nxon. Zusammen mit (22), (23) und (25) bedeutet dies:

Das Einschrianken von &, -Endomorphismen aus H,(.@i) auf ZX | liefert einen Ring-Mono-
(n) /H(”"Fl)

morphismus von H"“X b

besteht, die héchstens in der ersten Zeile Eintréage verschieden von O haben.

Offenbar ist genau fiir alle o € H die darstellende Matrix von af ,  die Nullmatrix

n+1

in den Teilring der K2"*2"-Matrizen, der aus den Matrizen



KAPITEL 2. Uber die Struktur der Campbell-Hausdorff-Gruppe 39

Damit ist sofort klar, daf} in HEJ‘) / HIY auch das Links-Distributivgesetz gilt, jeder suk-

X Fx
zessive Faktor also ein (i.a. nicht-kommutativer) Ring ist; und Satz 2.4.19 ist vollstéindig

bewiesen.

Fx o TRy Fx

H /HEHY st nicht nur abelsch, d.h. es gilt [H(") (”)} c HIY | sondern es gilt
&

dariiber hinaus der
2.4.20 Satz. Fir alle k,j € Ny gilt

[H(’“), HU)} C M+
0%

Fx kx X

Insbesondere ist

(1D, M | CHlD,
X Xle

Fx

Eiie Reih)@ 17(;{,.;}( = H,(.g() ) H,(%() ) H,({i) O ... D {e,} also eine absteigende Zentralreihe in
He , ).

HX?

Beweis: Seien k,j € Ng und « € HP B e H,(%()

IiXa
Esist firallele k+j5+1NX

-1

Zia.(l —i)0 =0gx~,

=1

da immer iao = O+ oder (I —4)3 = O~ ist, denn:

Dennesist | —1 < k+j, und im Falle i < k ist 2 = O x+, und im Falle k+1 <:i <[ —1
istl—i<l—-k—-1<k+4+j+1—k—1=j,also (Il —14)8 = 0xgx~. Es folgt daher fiir alle
lek+7+1NX

(%) lladpB)=la+1 =1L a),

und somit auch

(e Bea)=> (-1)DgBea)= (-1)Vqaep)=1(&(ash)).

qFl qFl

10Gemeint ist jeweils der Gruppen-Kommutator in (H”x ,9).
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Damit folgt insgesamt fiir allel € k+j7+1 NX

ladBoasB) = I(adp)d(0aop))

= ((a®B) & (o(3¢ )
!
= > i(adp).(—i) (B a)
=0
!
= Y i(asp).(l—i)(e(adp))
=0
= (a9 B) o (ad )
= leg
= Ogx~,
ergo [, B, € HE@I;{HH). .

2.4.4 Uber die Struktur von (HHX , 4, HEA) und einiger seiner Faktorringe

Wir sehen uns nun die Struktur der Faktor-Ringe ein wenig genauer an.
Wie zuvor sei n € X, und n < #X = m, falls X endlich ist.

Ist « € Kerncp41 N H,(.;Z), SO ist

(n+1)a? = 0gx-,
wie man mit (25) sofort sieht. Mehr noch:
Fiir alle g € H,({Z) ist

(n+1)af = 0gx~;

es gilt der
2.4.21 Satz.

(i) a & H,(J;H) ist genau im Falle acpy1 = 1 idempotent und Links-Eins;

)
X )

(1) {77 \g H,%Jrl)’ n € Kern cn+1} ist der Links-Annullator von H’(ﬁ?()/H,(.;nH )

n+1)

(111) im Falle acpi1 = 1 und Bepy1 = O ist auch (a9 3) & HEX idempotent.
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Beweis: Wir sagen nur noch kurz etwas zu (7i7):
Sei e eine Links-Eins eines Ringes R und x ein Element des Links-Annullators von R.
Dann ist

(e+z)=e*tertaetai=c+tu.

O
In Verbindung mit Kx konnen wir nun Einblick in die Struktur der Ringe H,(!;() / H,(.@ZH)

nehmen, und damit in die von H,_. Es sei noch einmal daran erinnert, dal die Campbell-
Hausdorft-Gruppe (exp(@ ),conc) im Falle X = N isomorph zu (Hy, ,4) ist und ande-
renfalls isomorph eingebettet werden kann in Hey,-

(1)

x. = Kerncy, also nach 2.4.4
X

Zunichst einmal ist H

H,&?/Hﬁ? = HHX/Kern =K.

2.4.22 Definition und Bemerkung. Wir setzen
.— H(n+1) (n) — H(n) (n+1)
I, = H’fx <I>(H,_€X NKx) _H“x ﬂ(HHX $Kx).

I, ist dann ein Fastring-Ideal von H,_; und nach 2.4.21(i3) ist I, / H™D der Links-

Fx

Annullator von HS;) / HS}(“) und insbesondere ein Zero-Ideal dieses Ringes.

2.4.23 Satz. FEs ist
H,(J)‘() /L~ K.

Bewelis: Genau fiir alle o € H,(J;) \ I, ist acyt1 # 0. Seia € K. Dann ist a-(n+1) € Zg

und 74.(n41) € Hg;), SOWi€ 7g.(n41)Cn+1 = a. D.h. die Einschrénkung von ¢, 41 auf H,&Z) ist

immer noch surjektiv auf K, mit I,, als Kern. O
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Wir sehen uns die Situation in einem Hasse-Diagramm an:

(HKX,Q%HEA) - (KX,—i—,-)
X
K = {
e
HHX
+ HY e Kx
- X
)
HK) e n
X o //jp H:‘(€X+1) $ ICX
K= { -
(n+1)
HKX -
" Kx —  {0gx}
~ B CX
/////’ HKX N ]CX
_~ /(nJrl)
_HI Y Ak

und fassen die Ergebnisse zusammen im

2.4.24 Hauptsatz. (i) H, /Kx ist via cx isomorph zum Ring KX mit komponenten-
weiser Addition und Multiplikation, somit ein kommutativer unitirer Ring.

(i) Kx ist die Menge aller nilpotenten (falls X endlich) bzw. nil-konvergenten (falls
X =N) Elemente von H, .

(i13) H,%?, n € X U{0}, ist eine bis zu {e, } absteigende Zentralreihe. Diese ist endlich,
falls X endlich ist; dann ist ndmlich H,(%':) ={e,} mit m = #X.

(iv) H,(.@Z)/H,(izﬂ) 1st ein unitdrer Ring und modulo seinem eigenen Linksannullator iso-

morph zu K via cpqq.

(v) (Hx, , ) ist torsionsfrei.
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(vi) Fir alle n € X ist der zu n gehdrende k, -Endomorphismus ny, idempotent; fir alle
l,ne X ist g, = ey, falls 1 <n.

Die Aussagen sind bereits bewiesene Sétze, siche 2.4.6, 2.4.9, 2.4.14, 2.4.16, 2.4.17, 2.4.19,
2.4.20, 2.4.22 und 2.4.23.

2.4.25 Korollar. Sei X = 2. Dann ist Hy, ein kommutativer Ring, ndmlich isomorph
zu K x K mit komponentenweiser Addition und Multiplikation.

Beweis: Wir zeigen: Kx = {e, }. Sei dazu o € Kx = Kernc; N Kerncy, also 1o = O x+
und 2a = k - 1.1 mit geeignetem k € K. Da « ein k,-Endomorphismus ist, folgt wegen

20k, = k- (1)ky =k (11@1x++2-(1®1)+ 1x- ® 1.1)
und
2k (a®@a) =2a@1x++1la®@la+1x-®2a=k-(1.1®1x« + 1x- ® 1.1)
nach Vergleich beider Gleichungen: k = Ok, also o = ¢, |

2.4.26 Bemerkung. Analog im Fall X = 3 nachgerechnet mit der Bedingung ak, =
Ky (0 ® a) gelangt man fiir @ € Kx = Kerncy N Kerncy N Kern ¢ zur Einsicht

la=0gx~ ,
200 = O x» und
3a=Fk-(1.2—2.1) mit geeignetem k € K .

Es ist also Kx = <n[172}conc>K — siehe Abschnitt 4.3.

Das zeigt auch: Sowohl fiir zwei- als auch fiir dreielementige Alphabete ist x die Kom-
mutatorgruppe von (H"”vx , D).

Ob Kx fiir jedes hochstens abzihlbare Alphabet die Kommutatorgruppe von (H,_ , <)

KZX 9
ist, ist bislang ungeklért.

2.5 Eine Metrik auf HKJN

Wir haben in 2.4.7 festgestellt, dal im Fall eines endlichen Alphabets X jedes Element
aus Kx = ﬂne  Kernc, nilpotent ist. Im Falle X = N haben wir die Elemente aus Ky
nil-konvergent genannt: eingeschriinkt auf jede homogene Komponente Z) von KN* sind
sie nilpotent.

Wir fithren in diesem Abschnitt eine Metrik auf H,  ein. Genauer gesagt transportieren
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wir die durch die Zerlegungsgradierung auf K N* gegebene Metrik von KN* bzw. von Z(i
nach H, . Wir werden sehen, dal die Folge der HEA-Potenzen genau fiir die Elemente
von Ky in dieser Metrik eine Nullfolge ist, daf (H,, 4) eine topologische Gruppe und He,,
vollsténdig, H \ Ky offen und Ky eine nirgends dichte abgeschlossene Teilmenge von

H

Ry 1st.

Da wir uns in diesem Abschnitt ausschlieSlich mit dem abzihlbar unendlichen Alphabet N
befassen, werden wir ab jetzt tiberall den Index y weglassen. Wir schreiben also nur noch
K, 6, He, K, €, id und so weiter. Auch schreiben wir kurz Z,, statt Z\ und £ statt Ls.

Fiir alle n € H,, \ {e} sei
G(n):=min{n € N| nn # 0gn+} und G(e) =0
das Gewicht von n bzw. e, sowie
In| :== e ¢ und le| :=0.

Es ist offensichtlich

G(n) =min{n € N| Z,n € Kernn} .
Weiter sei fiir alle o, 8 € H,

(e, ) := |l & f] .

Offenbar ist

d: H/{ X HH B R? (aaﬁ) = d(avﬂ)v

positiv definit. Fiir alle n € H,. \ {e} gilt

(26) G(n) = G(on),

denn: Sei m := G(n). Dann ist nn = Oy« fur allen € m — 1, alson(on) = Zq,:n(—l)e(q)qn =
Oxn+, da ¢ nur Buchstaben <., n besitzt. Eben aus diesem Grunde ist auch

m(en) = —mn+ Y (1) Dgn=—mn # 0gn- .
m#£qgFEm

d ist auflerdem symmetrisch, wie man schnell mit (26) einsieht.
Seien «, 0 € H,. Fiir alle n € N ist

n—1

n(a ¢ f) :na+nﬁ+2ia.(n—i)ﬁ.

=1

(27) G(a & ) > min{G(a), G(B)} = m,
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denn:

m(a @ B) = ma+mf.
Zusammen mit (26) erhalten wir

¢~G(af) < (—min{G(e).G(A)}

also
d(a, ) < max {|al,[0]} .

Dies alles zeigt:

2.5.1 Satz. (Hy,d) ist ein ultrametrischer Raum. O

2.5.2 Lemma. Fiir alle o, 3 € Hy, o # 3, ist

G(a o ) =min{n € N|pn(La) # pn(Lg)} = G(La — Lg).

Beweis: Nach 2.1.9ist 0z = Le = Laca = La + Lo fiir alle o, 8 € H,;, also Leo = —La,
somit

(*) pn(Loa) = —pn(La)

fir alle n € N. Setzen wir wie iiblich py(La) := pq, (La)- - - . -Pg,(La), so erhalten wir mit
2.1.4 und wegen o =1, und &5 = N(-Lg) Dach 2.1.7

n—1
nlas fB) = na—i—ne,@—l-zm.(n—i)(@ﬂ)
i=1
. 1
= qu a)®” +Z€ pqLeﬁ‘I’
qgFn qFn

n—1

+> i (n—1i) & 3

i=1

_ 1 . _
= (polZe) —pu(L0) 7 4 3 s (rala) + (1) Dpy(Ls)) 27!

n#qFn
+ZZ > . e ,g ,Pr o)-ps(Lg)®™"
i=1 rEi sFn—i

Wir setzen

1
w(n,a,f) = Z Q!

n#qFn (])-

+ZZZ£

=1 rFEi skn—i

(palLa) + (=1 @py(Lg) )@~

f(s
|£ 'pT )pS(Lﬁ)(I)_l
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Insbesondere ist w(n, o, a) = O+ fir alle n € N.
Seien nun «, § € Hy, @ # S und m := min {n eN {pn(La) #+ pn(Lg)}. Firallenem—1
gilt dann

n(@e8) = (palLa)=palls)) 2" +u(n,a,6)

— ( n(La) —pn(La)><I>71 + w(n,a, a)

= Ogn-.

Weiter ist
m(a & 8) = (pn(La) = pn(Lg)) @ +w(m, o, 5).

und man sieht leicht, daf auch w(m, a, 5) = w(m, a, «) ist. Es folgt

m(a & B) = (pn(La) = (L)) @7 # O

Das zeigt m = G(a © ) und die Behauptung, da die zweite Gleichheit per definitionem
gilt. O

Dieses Lemma zeigt also
2.5.3 Satz. Fir alle a, 8 € Hy, bzw. S, T € E, ist
d(e,8) = d(La, L), bow. d(S,T) = d(ns,nr).-
Anders gesagt, die Abbildungen
L — Hy, L— (77L 'n »—>pn(exp L)Cb_l) und
He — E, n+— L, =log (1X* +Nﬁ)</l;

sind zuetnander inverse bijektive Isometrien zwischen den beiden metrischen Rdumen
(L,d) und (Hy,d). Da L vollstindig ist, ist somit auch H,, vollstindig. O

Nun da wir eine Metrik auf M, haben, wollen wir uns den nil-konvergenten Elementen
zuwenden:

2.5.4 Bemerkung. Fiir alle a € K ist (Jo"|),en eine Nullfolge: Die Folge der HEA-
Potenzen von « konvergiert gegen € = Oy, .

Beweis: Sei o € K, also N, = 0, i.e. fiir alle m € N ist ac,, = Ox. Somit ist der
lexikographisch grofte Summand von ma kleiner oder gleich (m — 1).1. Offenbar ist fiir
alle n € N spiitestens n(a") = Oxn+ wegen N, = ). Das zeigt: G(a™) — oo fiir n — oo,
also d(a™,e) = |a™| — 0 fiir n — occ. O
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2.5.5 Definition und Bemerkung. Wir nennen « € H,; nil-konvergent, wenn (|a™|)nen
eine Nullfolge ist.
Die Elemente von K sind also sémtlich nil-konvergent.

2.5.6 Bemerkung. Sei a € H,, Ny # ) und m := minN,. Dann konvergiert die Folge

(&™) nen gegen e~ ™

, ist also keine Nullfolge.

Beweis: Da N, Nm — 1, = 0 ist, ist ia™ = Ogn+ fiir alle i € m —1,. Wegen (a")c,, =
(acy,)" # Ok fiir alle n € N ist ma™ # Ogy+. Insgesamt ist die Teilfolge (|a"|)nens,,
konstant:

(I Dnens,, = (€7 nens,,
— wegen e~ # 0 also keine Nullfolge. O
Wir wiederholen an dieser Stelle die Aussage von 2.4.9 im Falle X = N:
2.5.7 Satz. Es ist K ={a € H, | a nil-konvergent}.
Beweis: Klar nach 2.5.4 und 2.5.6. a

Es folgen nun noch einige topologische Betrachtungen iiber die topologische Gruppe (Hy, ¢).

2.5.8 Satz. Fiir alle n € N ist Kernc,, abgeschlossen, somit auch K = (1, .y Kernc,; und
H, \ K ist offen. Dariber hinaus ist KC nirgends dicht, d.h. KC besitzt keine inneren Punkte.

Beweis: Sei n € N. Wir zeigen, dafl H, \ Kernc, offen ist. Sei also o € H,; \ Kernc,,, d.h.
ac, # Oxn+. Wir setzen ¥ := e .1 Fiir alle 8 € Uy(a) ist

9 > d(ev, B) = d(La, Lg) = e~ Fa=La)
also 1

Daher ist p,/(La) = pn/(Lg) fiir alle n’ € n,, insbesondere p,(La) = pn(Lg), ergo fc, =
ac, # 0xn+. Das zeigt Uy(a) C H, \ Kerncy,.

Sei nun « € K und 9 € Ryo. Wir setzen m := min {n € N | n > In ($)}. Bezeichne S(m)
das Element aus /3, welches durch

pn(La)  falls n <In(3),
pr(S(m)) :==<m , falls n = m,

0N+ , sonst

gegeben ist. Dann ist 7(g(n))cm = 1 nach 2.1.11, also 8 := ng@m)) ¢ K, und wegen
G(Lo — Lg) = G(Lo — S(m)) =m > 1In (5)

d(o, B) = d(La, Lg) = e e=lo) < 9,

1)\an beachte, daB die Wahl von 9 nicht von « abhingt!
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also Uy(a)N(H, \ K) # 0. Das zeigt: K=K=0-Kist eine nirgends dichte abgeschlossene
Teilmenge von H,. O

2.5.9 Bemerkung. Alle Kernc,, n € N, besitzen innere Punkte, sind also nicht so ,,diinn“
wie K: Sei n € N und o € Kernc,,. Fiir 9 := e7 ist Uy(a) C Kernc, mit dem gleichen
Argument, welches im obigen Beweis die Offenheit von H,, \ Kernc,, liefert.

Wir fassen zusammen:
— H, \ K ist offen, also sein eigenes Inneres;
— K ist abgeschlossen: K = K ;
— K ist nirgends dicht, d.h. das Innere von K ist leer: IOC =0;
— K ist sein eigener Rand: K = E\IOCZ K\O =K,
— H, ist der Abschlufl von H, \ K: W:E \IOC:TTH: He;

— K ist auch der Rand von H, \ K, weil der Abschlul von H, \ K eben H, ist und
H, \ K offen.

2.5.10 Bemerkung. Fiir jedes v € H,; ist die Rechts-Translation mit v beziiglich ¢ eine
Isometrie und somit (gleichmifig) stetig: Seien «, 3,7 € Hy. Es ist

da®r,847) = (aéb’y@(ﬂ@'y)“(_”
= |ao g =d(a,p).

Um zu zeigen, dafl auch die Links-Translationen und das Invertieren Isometrien, also stetig,
sind, bemerken wir, daf fiir alle o, 8 € H,, das Gewicht von a ¢ 0 genau das Gewicht von
8 & « ist. Dies folgt sofort aus 2.5.2:

Va,€H, Glad B)=G(Bda),
also
(28) Va,BEe€H, |adBl=84al.

2.5.11 Proposition. Das Invertieren und die Links-Translation mit v € H,, beziiglich ¢
sind Isometrien, also (gleichmdfig) stetig.

Beweis: Seien a, 3,7 € H,. Es folgt mit mehrfacher Anwendung von (28)

d(©a,08) = |[0adfl=]8¢aq|
= d(B,a) =d(a, )
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und

Ay a7 p) = |(yoa)e(ye sl
(©B©7) @ (v o)
|8 ® al = |a o j

= d(a, ).

2.5.12 Satz. (Hy, ) ist beziiglich der Metrik d eine topologische Gruppe.

Beweis: Klar nach 2.5.10 und 2.5.11. O

Auch mit der Multiplikation HEA des Rechts-Fastringes H,, vertréigt sich die Metrik, zu-
mindest bei Multiplikation von rechts, wie wir nun kurz zeigen.
Fiir alle o, B € H,; ist (vgl. (27))

(29) G(af) 2 max{G(a),G(B)} ,

denn seien «, 8 € Hy \ {e}, n := G(a) und m = G(B). (Der Fall € € {a, 5} ist trivial.)
Im Falle n < m ist fiir alle n’ € N, n/ < m, mit geeigneten k; € K (¢ F n' bzw. ¢ F m)

n'(af) =) keqB = Ogne
qEn’

und

m(aB) = kB =mp # Oxn-

qgFm

also
G(ap) = G(B) = max{G(a),G(B)} ,
wihrend im Falle n > m fiir alle n’ € N, n’ <n

n'(af) = Ogn+B = O

ist, also

G(af) > G(a) = max {G(«a),G(H)} .
Damit kénnen wir den folgenden Satz beweisen:

2.5.13 Satz. Auch die Rechtsmultiplikation im HEA-Sinne in H, ist gleichmdjig stetig.
Genauer gilt fir alle o, 8, € Hy

d(ary, By) < min {d(e, B), |7|} -
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Beweis: Seien o, 3,7 € Hy. Es ist

(@) & (87) = (1) & ((&6)7) = (a & B)y.

Mit (29) folgt daher aus den obigen Uberlegungen

d(ay, B7) = [(ay) & (B7)] = [(a & B)7| < min{d(a, 5), 7]} ,
also in jedem Falle
d(ary, By) < d(a, B) -
O
2.5.14 Bemerkung. Uber die Linksmultiplikation im HEA-Sinne kénnen wir keine ent-

sprechende Aussage machen, moglicherweise auch nicht erwarten: Im obigen Beweis haben
wir das Rechts-Distributivgesetz gebraucht.



Kapitel 3

Die Struktur r-homogen k-induzierter
Linksideale in Solomons Algebra

Im folgenden sei das Alphabet X abzahlbar unendlich, also X = N im Sinne unserer Stan-
dardkonvention. Da wir uns hier auf dieses eine Alphabet beschrinken, werden wir wie
bereits im vorangegangenen Abschnitt iiber die Metrik den Index X weglassen.

Wir betrachten hier die Struktur solcher k-induzierter Linksideale in D,, welche durch
r-homogene k-Endomorphismen vermittelt werden; in diesem Falle sind die Bilder der re-
sistenten Worte eine Basis des Bildes.

Die in [Sch05] ausfiihrlich untersuchte peak-Algebra ist ein Beispiel fiir ein solches Links-
ideal (siehe Abschnitt 4.1.1); auch zum derangement-Idempotent gibt es ein solches (siehe
Abschnitt 4.1.2). Die r-homogen induzierten Linksideale sind alle nach dem gleichen Mu-
ster gebaut: Es gibt eine K-Basis bestehend aus primitiven Idempotenten, die bestimmten
Bedingungen geniigen, etwa die Multiplikation der Basis-Elemente betreffend.

Die Ergebnisse aus [Sch05] iiber die Modulstruktur der peak-Algebra — dort Abschnitt 10 —
sind ohne weiteres zu verallgemeinern fiir r-homogen induzierte Linksideale von Solomons
Algebra. Wir analysieren zu diesem Zwecke die Struktur einer Klasse assoziativer Algebren,
die u.a. die oben angedeuteten Idempotent-Basis-Bedingungen erfiillen. Dabei beginnen
wir mit moglichst wenigen Voraussetzungen an die Algebren. Schrittweise nehmen wir wei-
tere Voraussetzungen hinzu bis zur Forderung der Existenz einer Eins in der Algebra. Die
so gewonnenen Struktur-Einsichten werden dann auf x-induzierte Linksideale iibertragen
und z.T. noch vertieft. Wir erhalten Kenntnis iiber die irreduziblen Links-Moduln, eine
Zerlegung in unzerlegbare Linksideale, Cartan-Invarianten und ansatzweise iiber die ab-
steigende Loewy-Reihe.

Es sei 17 ein homogener k-Endomorphismus.

51
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Die Algebra (D,+,*) ist wie KN* eine freie assoziative Algebra, frei erzeugt z.B. von
{E™ | n € N}. Die Abbildung

Z:KN*"— D, g— =1,

ist ein Isomorphismus von (K'N*, +  conc) auf (D, +,x). Wegen

nl:Z
=0

ist Z ein Bialgebrenisomorphismus von (KN*, conc, k) auf (D, x, | ). Anders gesagt bedeutet
dies

7

(1]

n—i ®

[1]
(1]

(30)

(1]

| = K(E®E).

Die Algebra (D,*,|) ist also frei von der Menge {Z" | n € N} erzeugt und Ny-gradiert.
Die Lie-Algebra der beziiglich | primitiven Elemente bezeichnen wir mit Lp.

3.1 k-induzierte Linksideale und Lie-Idempotente

3.1.1 Definition. Wir setzen
D, := (Bildn)=

und fiir alle n € N
D,y := Dy ND,,.

3.1.2 Lemma. Es gilt fir allen € N und ¢ En

B9 EM = B9,

Insbesondere ist Dy, y = Dy *E™ ein Linksideal in (Dy,,+, *) und Dy = @,,cy Dny €in
Linksideal in (D, 4+, *).

Beweis: Sei ¢ = ¢q;.- - .qx F n. Dann folgt mit 1.1.1 und (30)

BlxE" = (BBl g Bk x5

— ((EQ1-"'-%—1 ® EQk) *®Emi l) L
n
— (20 W1 @ B0 Z =(n=5)n g =in Lk
=0

_ (qu"" k1 4 E(n*qzc)n) & TR

Eine leichte Induktion nach k zeigt die erste Behauptung. Der Rest ist klar. O
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3.1.3 Bemerkung. Seien n,m € N, ferner ¢ F n und r F m.Wegen

(ETZM) % (2"« 2™

ist die simultane Multiplikation mit (£"7),>¢ ein Algebren-Epimorphismus von (D, +, %)
auf (Dy, +,%). Setzt man S7:= 3" - E", so bedeutet dies

D+(0+ ") =D,.

Weiter ist
DTLJI ‘I’ g Dn777 ® Dﬂ’?n’

also Dy, eine Teilbialgebra von (D,,,* ,|) und D, eine Teilbialgebra von (D,x, |). Dies
folgt aus

2] = (q)E

3.1.4 Definition und Bemerkung. Ein Idempotent e € KS,, heifit Lie-Idempotent,
wenn gilt: eKS,, = w, KS,,. Dies ist genau dann der Fall, wenn

ewn, = w, und wpe=ne.

Dabei ist wy, :== Y
80 ist wy 1= wg, * - - - * wy, . Bekanntlich ist auch {w, | ¢ F n} eine Basis von D,,.
Fiir alle z,a € KS,,, a Lie-Idempotent, gilt:

74,:n(—1)€(7")_17} E" und 7, der letzte Buchstabe von r. Ist ¢ = q1. ... .qx,

z Lie-Idempotent < za=a Aax==x.
Fiir jedes beziiglich | primitve Element o € KS,, und jedes q F n gilt

(31) Ela =0 falls {(q) >1

— zum Beweis siche etwa [BBG]. Insbesondere gilt dies fiir Lie-Idempotente.!?

12Da w,, primitiv ist, ist jedes Lie-Idempotent primitiv.
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3.1.5 Proposition. Ist a € Lp ND,, ein Idempotent, so ist

a=S,+ )Y b=
n#qEn

mit geeigneten by € K.
Beweis: Klar wegen (31). O
3.1.6 Proposition. Sein € N. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) n ist n-resistent;

(i) fir alle Lie-Idempotente o € Dy, gibt es ein k € K\ {0} derart, daff ka="" ein
Lie-Idempotent in D, ist;

(i1i) es gibt ein Lie-Idempotent o € D, und ein k € K\ {0} derart, dafy kaZ™ ein
Lie-Idempotent in D, ,, ist.

Beweis: Sei k; € K der Koeffizient von ¢ in nn fiir alle ¢ F n. Es gilt fiir alle Lie-
Idempotente o € D, :

EMq = g k2l

qgFn
=knZa+ Y kEla
n#qFEn
= kpo.
31)

Ist k,, # 0, also n n-resistent, und « € D,, ein Lie-Idempotent, so folgt:
(2" a = a (EMa) = kyo? = kpa,

und
o (@2") = o*Z" = o=

Also ist ﬁaE”" ein Lie-Idempotent in D,, ;. Das zeigt (ii).

Fiir (i4) = (d14) ist nichts zu zeigen.

(131) = (i) zeigen wir durch Kontraposition. Sei also n nicht n-resistent und « € D,, ein
Lie-Idempotent. Es ist dann k,, = 0, also (aZ"") a = 0 # ka fiir alle k € K\ {0}. Also ist
kaZ"1 kein Lie-Idempotent fiir alle £ € K\ {0}. O

Ein Lie-Idempotent o € D,; nennen wir 7-Lie-Idempotent.

3.1.7 Korollar. Istn € N ein n-resistenter Buchstabe, so enthilt Dy, ;, ein Lie-Idempotent.
Ist dann o € D,, ein Lie-Idempotent, so ist das lineare Erzeugnis aller n-Lie-Idempotenten
in KS, genau oDy, ,, .
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Beweis: Ist n n-resistent, so enthilt Dy, , nach 3.1.6 das Lie-Idempotent %wnEnn. Das
lineare Erzeugnis aller Lie-Idempotenten in D,, ist w,D,, [BL93]. Sei n € N, n n-resistent,
und « € D, ein Lie-Idempotent. Die definierenden Gleichungen w,a = na und aw, = w,
implizieren w, D,, = aD,,. Daher ist das lineare Erzeugnis aller n-Lie-Idempotenten in KS,,

oDy N Dy = aDyy .

|

Eine Folge 7 : N — D heifit eine (homogene) Liefolge, wenn 1+, (€ D) fiir alle n € N
ein Lie-Idempotent ist. Wir setzen dann v, := g, * -+ - %7, fir alle g =¢q1. ... .qu € N*.
Sind v und § zwei Lie-Folgen in D, so gilt fiir alle ¢, r € N*

(32) Opyg =11y, fallsgmr

(sieche [PR99],Lemma 3.1(ii)). Insbesondere ist q%fyq ein Lie-Idempotent fiir alle ¢ € N*.
Aus 3.1.5 folgt mit einem einfachen Dreiecks-Argument

3.1.8 Proposition. Ist v eine Liefolge, so ist {q—l?vq | ¢ E n} eine Basis von D, fir alle
n € N. Genauer gilt

1
— =4 =T
ER D DU
T

wobet iber solche r E n zu summieren ist, die lexikographisch kleiner als q sind.

3.1.9 Satz (vgl. Main Theorem 7 in [Sch05]). Sei n ein r-homogener k-Endomorphismus
und (Yn)nen €ine homogene Lie-Folge in D derart, daf§ v, € Dy, ist fir allen € N,. Dann
ist B := {qi?’yq‘ q € N* q ist n—resistent} eine Basis von D, aus Idempotenten. v induziert
einen Algebren-Isomorphismus von (K (Ny)*, +, conc) auf (D), +,*) durch Finschrdinkung.
Insbesondere ist G := {7y, | n € Ny} ein freies Erzeugendensystem von (D, + ,x). Die
Menge der primitiven Elemente Prim(D,)) in (D, ,*, ) ist eine freie Lie-Algebra, frei er-
zeugt von der Menge G, und (D, ,+,*) ist ihre assoziative Finhiillende. Es gilt:

Prim(D,) = @ YD -

neNy,

Beweis: Wir wissen: {qi?’yq | ¢ € N*} ist eine Basis von D aus Idempotenten — wegen
(32), und da v : KN* — D, > keq— >_, kqVq, ein Algebren-Isomorphismus ist. B ist
also linear unabhéngig und daher aus Dimensionsgriinden eine Basis von D,,.

Wir kénnen KN als eine Teilalgebra von KN* betrachten. Insbesondere induziert ~y einen
Algebren-Isomorphismus KNy — D,,.

Ist nun ¢ € D, primitiv, so ist Z%p = 0 fiir alle ¢ F n mit ¢(¢g) > 1 nach (31). Mit der
Proposition 1.2 aus [BL96] folgt:

1,1 _ 1
L s (Z(—l)e(’")ﬂﬁ :T) = —wnp € wnDy,

rFEn
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wobei r; der letzte Buchstabe von r = n sei. Andererseits ist jedes Element aus w,D,
primitiv, also Prim(D) = €, ~qwnDy. Insbesondere ist die Menge der primitiven Ele-
mente in D, , gerade w, D, N i?nm = wnDny = D,y - Offenbar erzeugen die Elemente
wi(q)q (¢ € N¥, g n-resistent) linear die von N, frei erzeugte Lie-Algebra £ (N,). Das Bild
von £ (N,) unter v ist gerade

L(N,)y = <’ywaq)q | ¢ € N*, ¢ n—resistent>K .

Mit (32) und Proposition 2.1 in [BL96] folgt:

1 1
(33) Wng = qf? WnWqYq = Q1q7? Wwpya Vg = A Vwyig)q

also Prim(D,)) = @neNn wnDp,y = L(N,;) 7. Die Behauptung folgt nun, da £ (N,)) frei {iber
N, ist. O

3.2 Uber eine Klasse von assoziativen Algebren
3.2.1 Rechts- bzw. linksartinsche assoziative Algebren

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

3.2.1 Definition und Bemerkung. Sei A eine assoziative R-Algebra. Wir setzen
J(A) = ﬂ {Kern( | ( irreduzible Algebren-Darstellung oder ¢ = 0}

und nennen dies das Jacobson-Radikal von A.
Ein Rechtsideal R von A heifit modular, wenn es ein e € A gibt, sodaf} gilt:

VeeA R+xz=R+ex,

analog fiir Linksideale. (Ist A linksunitér (bzw. rechtsunitér), so ist jedes Rechtsideal (bzw.
jedes Linksideal) modular.) Es gilt:

J(A) = ﬂ {L | L maximales modulares Linksideal von A oder L = A} .

Fine Teilmenge T von A heifit nil, wenn jedes Element von T nilpotent ist. Sei X die
Menge der nilen Ideale von A. Dann heifit

N@A) = T

Iex

das Nil-Radikal von A. N'(A) ist nil und enthélt jedes nilpotente einseitige Ideal von A.
Im allgemeinen gilt

N(A) CT(4).
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3.2.2 Definition und Bemerkung. Eine assoziative Algebra A heif3t semiprimdr, wenn
die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) A ist unitér;
(ii) N(A) ist nilpotent;
(iii) A/N(A) ist vollreduzibel (beziiglich p4/ar(a))-

Nach dem Satze von Wedderburn-Artin ist jede rechtsartinsche unitdre assoziative Algebra
semipriméar.

Es gilt der folgende

3.2.3 Satz. Sei A eine semiprimdre assoziative Algebra. Dann gilt:
N(A) = ﬂ {M | M ist mazimales Rechtsideal von A} = J(A).

3.2.4 Bemerkung. Sei A eine rechtsartinsche assoziative Algebra. Nach dem Satze von
Wedderburn-Artin ist A/N(A) (als Algebra) isomorph zu einer direkten Summe von vollen
Matrixringen iiber Schiefkorpern. Ist A/N(A) kommutativ, so ist A/N(A) isomorph zu
einer direkten Summe von Koérpern.

3.2.5 Bemerkung. In rechtsartinschen assoziativen Algebren ist das Nilradikal nilpotent.

3.2.6 Definition. Sei A eine rechtsartinsche assoziative Algebra. A heifit auflosbar, wenn
AJ/N(A) kommutativ ist.

3.2.7 Satz. Sei A eine auflosbare Algebra. AJN(A) besitzt keine von 04 verschiedenen
nilpotenten Elemente.

Beweis: Klar nach 3.2.32. O

Das folgende Korollar ist eine leicht verallgemeinerte Version!® des Hilfssatzes 5.5 in
[BauO1]:

3.2.8 Korollar. Sei A eine aufiosbare Algebra und B eine Teilalgebra von A. Dann ist
N(B) =N(A)N B und B/N(B) ist ebenfalls kommutativ. D.h.: Teilalgebren auflosbarer

Algebren sind aufldsbar.

Beweis: Nach Voraussetzung ist V' (A) nilpotent. Also ist BNN(A) ein nilpotentes Ideal,
somit BNN(A4) C N(B). Es gilt:

B/(BNN(A)) = (B +N(A)) /N (4) < A/N(4).

Nach 3.2.7 ist jedes nilpotente Element von B schon ein Element von BNAN(A). Das zeigt
N(B) € BNN(A) und die Kommutativitit von B/N (B). O

BDort wird der Satz nur fiir endlich-dimensionale unitire Algebren iiber Kérpern gezeigt.
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3.2.9 Bemerkung. Alles hier Gesagte gilt entsprechend fiir linksartinsche assoziative
Algebren, ggf. mit Rechts-Eins.
3.2.2 Die Struktur einer speziellen Klasse von auflésbaren Algebren

Sei hier — abweichend von der Generalvoraussetzung — K ein beliebiger Korper.

3.2.10 Bemerkung. Sei A eine assoziative K-Algebra und M ein A-Links-Modul mit
dimg M =1, sowie e € A idempotent. Dann gilt

VmeMe-m=m oder YVmeMe-m=0,

denn: Die zu M gehorige Algebrendarstellung ¢ : A — Endg (M) ist ein Algebren-

~

Homomorphismus, daher e{ ein Idempotent — auBerdem Endg (M) = K.

Es gilt alsoe- M = M oder e- M = 0.

Sei N ein vollreduzibler A-Modul, der M-homogen ist. Dann gilt auch e - n = 0 fiir alle
ne€ Nodere-n=mnfirallen € N,alsoe- N =N odere- N =0.

3.2.11 Bemerkung und Definition. Sei A eine linksartinsche assoziative Algebra und
e € A\ {0} ein primitives Idempotent. Dann ist Ae A-direkt-unzerlegbar. Unter den echt
in Ae enthaltenen Linksidealen von A gibt es genau ein maximales, das wir mit M (Ae)
bezeichnen. Es ist M (Ae) = Ae N N (A) = N (A)e.
Wir setzen

M€ := Ae/M(Ae).

Sei V' ein A-Links-Modul. Dann gilt:
V=4 M® <« Vistirreduzibel und e -V # {0} .

Dies ist etwa in [Lam]| zu finden.

Damit folgt:

3.2.12 Bemerkung. Sei A eine linksartinsche assoziative Algebra, und seien e, f € A
primitive Idempotente. Dann gilt

Mex, M & eM! =0.

3.2.13 Generalvoraussetzung. Sei A eine linksartinsche assoziative K-Algebra, BB eine
K-Basis von A, bestehend aus primitiven Idempotenten. Wir definieren fiir alle e, f € B:

e~f & MEy M.
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~ ist eine Aquivalenzrelation auf B; wir bezeichnen mit [e]_ die Aquivalenzklasse von
e beziiglich ~ . Sei R C B ein Reprisentantensystem fiir die Aquivalenzklassen in B
beziiglich ~ .

Es sei A’ eine Teilalgebra von A und R’ C R derart, dafl

B = [el.

ec€R’!

eine Basis von A’ ist.
3.2.14 Bemerkung.

(i) Ist ein Idempotent e € A’ primitiv in A, so ist e trivialerweise auch primitiv in
A’. Die Teilalgebra A’ hat also im wesentlichen die gleichen Eigenschaften wie A:
eine K-Basis aus primitiven Idempotenten etc. Wir formulieren im folgenden viele
Aussagen fiir A’, und mit A’ := A gelten diese sofort auch fiir A selbst.

(ii) Sei V ein irreduzibler A’-Links-Modul. Fiir alle e € R’ sei V' %4 M€. Dann ist
e-V =0 fir alle e € B/, also V ein A’-Zero-Modul. Dies folgt mit der letzten
Aussage aus 3.2.11.

3.2.15 Korollar. Sei M ein vollreduzibler A'-Modul. Jeder irreduzible Summand von M
ist entweder isomorph zu einem M€, e € R', oder ein (eindimensionaler) Zero-Modul. O

3.2.16 Bemerkung. Erfiillen zwei Idempotente e und f einer assoziativen Algebra B die

Gleichungen
ef =e und fe=f,
so ist
Be=Bef C Bf = Bfe C Be,
also Be = Bf.

Fordert man ,e ~ f = ef =¢e*, so gilt also sogar
M =M!
statt nur M€ =4 M7 fir e ~ f.
3.2.17 Generalvoraussetzung (Zusatz). Es gelte:
(i) Ve, feB e~f = ef=e,

(i) VeeB dimgM*=1.
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3.2.18 Bemerkung.
(i) Die Umkehrung ,ef =e = e~ f“ von (i) in 3.2.17 gilt immer.

(ii) Fiir alle e € B\ B’ und alle f € B’ gilt

da e ¢ f, d.h. M€ ist ein A’-Zero-Modul. Da nach 3.2.15 jeder irreduzible A-Links-
Modul M eindimensional ist, ist M auch ein irreduzibler A’-Links-Modul.

3.2.19 Bemerkung. Sei M ein vollreduzibler A’-Modul. Fiir alle e € B’ ist e - M die
M®-homogene Komponente von M.

Beweis: Wir bezeichnen mit M, fiir jedes e € B’ die M°-homogene Komponente von M.
Es ist dann M = My ® D, s M, wobei My die Zero-Komponente von M sei. Sei e € B’
und f € R’ mit e ~ f. Dann gilt:

e-M=e-Myd @e-Me/:e-Mf:Mf
e'eR’

nach 3.2.12 und 3.2.10. O

Fiir das nun Folgende fordern wir zusétzlich: R sei endlich.

In dieser Situation 148t sich das folgende Lemma beweisen, welches eine verallgemeinerte
Version von Lemma 10.7 in [Sch05] ist. Jenes dient dort der Untersuchung der absteigenden
Loewy-Reihe in der peak-Algebra.

3.2.20 Lemma (vgl. Lemma 10.7 in [Sch05]). Sei M ein A’-Links-Modul und U ein
Teilmodul von M mit den FEigenschaften

(i) M/U st ein A'-Zero-Modul;
(ii) U ist vollreduzibel;
Dann ist M wvollreduzibel.

Beweis: Sei M ein direktes Vektorraum-Komplement zu U in M, also M = U OM. Wegen
(1) ist
(%) e-meU
fiir alle m € M und alle e € B'. Insbesondere ist Bild o C U fiir den K-linearen Endomor-
phismus
p: M — M, m— Z e -m.
e'eR’
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Sei ¥ = idg — pl5: M — M. Dann gilt auch Bildy @ U = M, wie man sich mit (%)
leicht iiberlegt. Wir zeigen nun: Bild ¢ ist ein A’-Zero-Modul und somit vollreduzibel.

Sei dazu e € B, m € M und f € R’ derart, daB e ~ f.

Fiir alle ¢’ € R’ ist wegen (i)

ed-M=éee MCe -UCe -M,

also ¢ - M = ¢ - U die M¢-homogene Komponente von U wegen (ii) und 3.2.19. Fiir alle
¢ € R\ {f} ist daher nach 3.2.18

da e’ # f ~ e. Es folgt:

e-my =e¢e-m— Z ee -m=c-m—ef -m=0
e'eR’

wegen ef = e. O

3.2.21 Bemerkung. Sei B eine assoziative Algebra, und sei M ein B-Links-Modul. Es
gebe ein n € N und eine Kette von Teilmoduln My = M O M; D My D ... O M, = {0}
derart, dal M;_i/M; fiir alle i € n, ein B-Zero-Modul ist. Dann ist M ein B"-Zero-
Modul*: Es ist

B"-M=B"YB-M)CB"*B-M)C...CB-M,_1CM,={0}.

Besitzt B eine K-Basis C aus Idempotenten, so ist M sogar ein B-Zero-Modul, da dann
B? = B ist:

Sei b € B, und seien k. € K fiir alle e € C so, dal b =
> ecc ke€® € B2, also B C B?, somit B* = B.

ecc ke ist. Dann ist b =

3.2.22 Definition. Sei B eine K-Algebra. Das Radikal eines B-Links-Moduls M ist de-
finiert durch

Rad pM := ﬂ {N | N ist maximaler B-Links-Teilmodul von M oder N = M} .

Die absteigende Loewy-Reihe von M ist die Kette der Teilmoduln Rad g)M, definiert durch
Rad /M := M und Rad ) M := Rad p(Rad ™Y M) fiir alle j € N,

3.2.20 und 3.2.21 liefern:

Mithilfe der absteigenden Loewy-Reihe eines A-Moduls M 148t sich eine absteigende Kette
von A’-Teilmoduln von M derart finden, dafl jeder der sukzessiven Faktoren keinen A’-
Zero-Kompositionsfaktor besitzt. Genauer gilt:

M\Mit B™ meinen wir den additiven Abschlufi der Menge aller n-fachen Produkte in B.
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3.2.23 Satz. Sei M ein A-Modul. Es gibt eine Kette von A’-Links-Teilmoduln Iy = M 2D
L D1 2...2{0} von M und eine Kette von A-Links-Teilmoduln J; 2 Jo O ... 2 {0}
von M derart, daf fir alle j € N gilt:

(i) Rad ¥ M C I;;
(ii) Rad Y M C J; CRad YV M ;

(i) I; /Rad EL{)M ist ein A'-Zero-Modul;

(iv) Rad fgil)M/Jj ist ein A'-Zero-Modul, J; /Rad EL{)M besitzt keine A'-Zero-Komposi-
tionsfaktoren;

(v) Ij-1 /Rad'M = J;/Rad {'M @& I; /Rad M .

Beweis: durch Induktion. '
Sei R := RadPM fir alle i €
To N. Da M/R' vollreduzibel ist (als A-
7 Modul), gibt es einen A-Links-Teilmodul
- Ji von M = RY derart, daB R' C
J1 und in M/J; jeder Faktor einer A-
Kompositionsreihe von M/R! als A’-
Modul ein Zero-Modul ist und J;/R!
P keinen A’-Zero-Kompositionsfaktor mehr
- besitzt. Auch gibt es einen A-Links-
T Teilmodul I; von M derart, daB R' C I,
J2 D2 und M/R' = J;/R' @ I /R".
i Wegen M/J; =4 I;/R! ist I;/R' nach
} 3.2.21 ein A’-Zero-Modul.
o i Sei k € N, J ein A-Links-Teilmodul von

M und Ij, ein A’-Links-Teilmodul von M
mit den Eigenschaften (i) — (v) fiir j = k.
R¥/RF+1ist als A-Modul vollreduzibel. Es
gibt also wieder einen A-Links-Teilmodul
Jk+1 von M mit den Eigenschaften (i7)
und (4v) fiir j = k + 1 nach 3.2.21. Auch
nach 3.2.21 und wegen (4i7) ist It/ Ji41 ein
| A’-Zero-Modul. AuBerdem ist J; 1 /RF!
vollreduzibel — als A-Modul und somit als

A’-Modul. Daher ist I,/ R¥*! nach 3.2.20 als A’-Modul vollreduzibel. Also gibt es einen A’-
Teilmodul I3, von M mit den Eigenschaften (i) und (v) fiir j = k+1. Da I, /R* =4
It/ Ji41 ist, hat Iy auch die Eigenschaft (¢i7) fir j = k + 1. O

3.2.24 Satz und Definition. Sei M ein A-Links-Modul, und es gebe ein m € Ny mit
Rad gm)(M) = {0}. Dann gibt es einen A’-Links-Teilmodul I5(M) von M derart, dafs
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jeder Kompositionsfaktor von I (M) als A'-Modul trivial ist und M/Iz(M) keine A'-
Zero-Faktoren besitzt. 13(M) ist dann ein A’-Zero-Modul.

Beweis: Mit I4/(M) := I, folgt die Behauptung aus 3.2.23. O

3.2.25 Bemerkung. Ist A’ ein Linksideal von A und erfiillt A" als A-Modul die Voraus-
setzung aus 3.2.24 an die Loewy-Reihe, so sind im Falle M = A’ die J; und I; (j € N)
Linksideale von A'; also ist insbesondere I37(A’) ein Linksideal.

3.2.26 Definition und Bemerkung. Sei B eine assoziative Algebra, y € B. Der Rechts-
Annullator von y ist die Menge

Ann,(y) :={z| 2z € B, yz =0p} .
Ann,(y) ist ein Rechtsideal von B. Wir setzen fiir jede Teilmenge Y von B

Ann,.(Y) := ﬂ Ann,(y) .
yey

Dann ist auch Ann,(Y) ein Rechtsideal von B.

3.2.27 Satz. Es ist unter den Voraussetzungen von 3.2.25
IA/(A/) = Annr(A’) nA ,

also T4/ (A’) ein Ideal von A’.

Beweis: Da I4/(A’) ein A’-Zero-Modul ist, ist T4/(A") C Ann,.(A)NA". Sei x € Ann,.(A")N
A’ Dann ist (x), ein irreduzibler A’-Zero-Links-Modul. Nach Definition von 14/(4’) in
3.2.24 ist x € T4/(A’). Der Rest ist klar wegen 3.2.25 und 3.2.26. O

3.2.28 Satz. Sei M ein A-Links-Modul. Es gelte: M = €
M und n € N. Dann ist

ien, U; mit Teilmoduln U; von

Ta(M) =0 @ Ia(Us).
1€y

Beweis: Klar nach Konstruktion von Iy (M) im Beweis von 3.2.23, bzw. von I4(U;),
i €n, daRad?(U;) = U; nRad ¥ (M) fiir alle i € n, und j € N ist. O

Ab hier braucht R nicht mehr endlich zu sein.

3.2.29 Bemerkung. Da die e € B idempotent sind, ist A =) _p Ae, mit (i) aus 3.2.17
sogar A =) . Ae nach 3.2.16.
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3.2.30 Generalvoraussetzung (Zusatz 2). Es gelte:
(i) Ve feB efe(lflik

Damit und mit (i) aus 3.2.17 ist
(34) Ade=([e] )
fiir alle e € R und

(35) A= Ae,

eER

denn: Sei e € Bund f € R so, dal e ~ f. Dann ist f = fe € Ae, also ([e]_ ) C Ae.
Andererseits ist €'e € ([e]_) fir alle ¢/ € B, also auch Ae C ([e]_) . Insbesondere ist
die Summe ) . Ae direkt.

3.2.31 Bemerkung. Sei B eine assoziative K-Algebra und V ein eindimensionaler B-
Modul; ¢ sei die zugehorige Algebrendarstellung. Dann ist

Endp(V) = Cendye(v)(BC) = Endg (V)
da Endg (V) & K kommutativ ist.
Fiir alle e € R ist also nach (i7) in 3.2.17
(36) End(M°) = K .

3.2.32 Satz. A/N(A) ist kommutativ, d.h. A ist auflosbar.

Beweis: Wegen (35), 3.2.12 und 3.2.13 ist A = @, Ae mit paarweise nicht isomorphen
Ae. Mit dem Satz von Wedderburn-Artin ist daher

A/N(A) = D Enda(Ae/M(Ae))” =P K

e€R e€R
wegen (36). O
3.2.33 Korollar. Fiir allee € R ist
M(Ae) = Ae N N(A) = N (Ae).

Beweis: Mit 3.2.8 angewandt auf die auflésbare Algebra A und die Teilalgebra Ae folgt
die Behauptung. O

3.2.34 Generalvoraussetzung (Zusatz 3). Sei zudem nun

(iv) A unitér.
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3.2.35 Bemerkung. Da A nach Voraussetzung linksartinsch und unitér ist, ist A semi-
primér. Mit 3.2.3 und nach Definition des Modul-Radikals ist daher

N(A) = TJ(A) =Rad 4(4).
Wegen (35) gilt daher
(37) M(Ae) = Ae N N(A) = Ae N Rad 4(A) = Rad 4(Ae)

fir alle e € R.

3.2.36 Satz. A/Rad 4 A ist kommutativ.

Beweis: Klar nach 3.2.32 und 3.2.35. O

3.2.37 Korollar. Fir alle e € R ist Rad 4(Ae) = {a € Ae | a ist nilpotent}.

Beweis: Sei e € R. A ist auflosbar nach 3.2.32, somit auch Ae wegen 3.2.8. Zusammen
mit (37) und 3.2.33 liefert 3.2.7 die Behauptung. O

3.2.38 Satz. Firalleec R ist{e— f | e# f € [e].} eine Basis von Rad 4(Ae).

Beweis: Sei e € R. Fiir alle f € [e]_ ist
(e—f)f=e—ef—fetf=e—e—f+f=0,

also e — f € Rad 4(Ae) = M (Ae). Wegen dimg (e — f | e# f €[e] ) = #[e]. —1 =

dimg (Ae) — 1 nach (34) zeigt dies mit 3.2.13 die Behauptung. O

Sei e € R'. Wegen A" C A ist A'e C Ae. AuBlerdem ist Ade = ([e]_ ) <rx A, also

Ae = Ae? C A'e. Es gilt daher die

3.2.39 Bemerkung. Fiir alle e € R’ ist A’e = Ae, also
A':@A'e:@Ae,sowieA:A'@ @ Ae.
R/ ceR’ c€R\ R/

3.2.40 Bemerkung. Sei B eine assoziative K-Algebra und M ein B-Links-Modul, sowie
N ein B-Teilmodul von M der Co-Dimension 1. Dann ist N auch ein maximaler C-
Teilmodul von M fiir jede Teilalgebra C' von B.

3.2.41 Definition. Sei B eine assoziative Algebra und M ein B-Modul. Ist N ein maxi-
maler Teilmodul von M, so schreiben wir zur Abkiirzung:

N<'BM.
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3.2.42 Proposition. Sei B eine assoziative K -Algebra. Alle irreduziblen B-Moduln seien
eindimensional. Fiir jeden B-Links-Modul M und jede Teilalgebra C' von B ist dann

Rad ¢ M C Rad gM .
Beweis: Nach 3.2.40 ist
RadeM =({N | N<MVN=M}C(){N|N<z;MVN=M}=RadpM.

3.2.43 Satz. Sei B ein Linksideal und direkter Summand von A. Dann gilt:
Rad B =Rad 4B = J(B) =N(B), wund B/RadpgB ist kommutativ.

Beweis: Da B direkter Summand von A ist, ist B rechtsunitér, also Rad pB = J(B). Mit
3.2.42 ist Rad B C Rad 4B. Nach 3.2.8 ist N(B) = BNN(A). Wegen N (A) = J(A) =
Rad 4(A) und da B ein direkter Summand von A ist, folgt insgesamt:

Rad 4B D Rad B = J(B) 2 N(B) = BNRad 4A = Rad 2B.
Der Rest ist klar. O

3.2.44 Korollar. Fiir alle e € R ist
Rad 4.(Ae) = Rad 4(Ae) = Rad 4/(Ae).
M(Ae) ist das eindeutig bestimmte mazimale Linksideal von Ae.

Beweis: Sei e € R. Ae ist ein (rechtsunitéres) Linksideal und direkter Summand von
A. Anwendung von 3.2.43 auf B := Ae ergibt Rad g.Ae = Rad gAe. 3.2.42 mit B := A’
und C := Ae liefert Rad goAe C Rad grAe, und mit B := A und C := A’ erhalten wir
Rad 4/ Ae C Rad 4 Ae. Insgesamt ist daher
Rad g Ae = Rad 4.Ae C Rad 4-Ae C Rad 4Ae.
Der Rest folgt mit (37), da M (Ae) ein maximales Linksideal von Ae ist. O
3.2.45 Korollar. FEs gilt
Rad 4/ (A') = @) Rad ar(Ae) =Rad a(A') = (e — f | e~ f € R} ;
e€R’
und A'/Rad 4/ (A’) ist kommutativ mit der Dimension #R’'.

Beweis: A’ ist ein direkter Summand und Linksideal von A. Anwendung von 3.2.43 liefert
Rad A(A/) = Rad A/(Al) = j(A/) = N(A/) .

Die letzte Gleichheit folgt aus 3.2.38, wie auch die Kommutativitéit von A’/Rad 4/ A’. Die
Aussage tiber die Dimension erhélt man wegen

A'/Rad 4 (A) = €P) Ae/Rad 4/(Ae) @ Ae/Rad a(Ae) @5 M©.

e€R’ eE R! e€R’
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3.3 Anwendung auf Solomons Algebra

Wir werden im nun folgenden die Ergebnisse aus Abschnitt 3.2.2 auf die Algebra A =D,
mit der Teilalgebra A’ = D, , iibertragen und unsere Einsicht in die Struktur ein wenig
vertiefen.

Dazu sei weiterhin n ein r-homogener x-Endomorphismus.

D,, mit der Basis B = {v, | ¢ F n}, dabei vy, := qir_, Wy, ist eine Algebra mit den Eigenschaf-
ten aus 3.2.13, 3.2.17, 3.2.30 und 3.2.3415.

Dies erhilt man mit der w-Multiplikationsformel und etwa den folgenden zwei Propositio-
nen aus [Sch05] (dort 10.1 und 10.2) — vergleiche auch [BL96]:

3.3.1 Proposition. Sei v eine homogene Lie-Folge in D und n € N. v bildet jede Asso-
zitertenklasse {q | ¢ = p} (p+ n) auf den unzerlegbaren D,,-Links-Modul

AP :=Dpyp = (g | 4= p)g
ab; und es gilt: D, = @pm AP, Weiter ist AP = Dypw, als Dy,-Links-Modul.
3.3.2 Proposition. Sei v eine homogene Lie-Folge in D und n € N, p & n. Dann

enthdlt AP einen eindeutig bestimmten maximalen AP-Links-Modul, ndmlich APNKern ¢, =
(Yp = | a= D) A6 Insbesondere ist AP unzerlegbar als AP-Links-Modul.

Wir wissen auflerdem, da8 (v, — v, | ¢ = p), ein Linksideal von D, ist, d.h. M(AP) =
(Yp — V¢ | @ = p)j ist von der Co-Dimension 1 in AP.

Die letzte noch fehlende Voraussetzung an eine solche Idempotenten-Basis von D,, liefert
(32).

3.3.3 Definition. Sei n € N. Ist p eine 7-resistente Zerlegung von n, so schreiben wir
pF, nbzw. phk, n, falls p eine n-resistente Partition von n ist.

Dy, erfiillt die Forderungen aus 3.2.17 an A’ — da wir mit 7 einen r-homogenen k-
Endomorphismus gew&hlt haben. Insgesamt erhalten wir:

3.3.4 Satz (vgl. Main Theorem 10 in [Sch05]). Es gibt eine homogene Lie-Folge v in D
derart, daf fir allen € N

D, = @Dn v, und Dy, = EB Dy, xyp
pkn phn
ist. Dabet sind die Dy, +y, unzerlegbare Linksideale von D,,. Es ist also Dy, ein direkter

Summand des requldren Dy, -Links-Moduls.

Beweis: Dies folgt mit oben Gesagtem, 3.1.9 und 3.2.309. O

Die Aquivalenzrelation ~ auf B ist gegeben durch die Relation ~ auf N*.
Dabei sei ¢y, : D — Cl & (Sn) der Solomon-Epimorphismus, der durch 29 — &7 fiir alle g F n gegeben
ist.
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3.3.1 Jacobson-Radikal und Cartan-Invarianten von D,

Sei nun 7 eine homogene Lie-Folge in D und +,, € Dy, fiir alle n € N,. Sei n € N.

3.3.5 Korollar (vgl. Corollary 10.3 in [Sch05]). Fiir alle p b5 n ist
Radp, ,A” = KerncN AP = Radp, A" .
Insbesondere ist

RadD,,, = @ Radp, ,A” = Kernclp, = (v — 74 | ¢~ phn)y ;
pan

und Dy, ,/Rad Dy, 5, ist kommutativ mit der Dimension #{p | p k5, n}.

Beweis: Klar nach 3.2.44 und 3.2.45. O

Wir definieren wie in [BLO2]
MP := M = AP/Rad p AP
fiir alle p F n.

3.3.6 Satz. Es gebe Buchstaben in N, die nicht n-resistent sind. Sei dann k := min{m €
N | m nicht n-resistent} . Fir alle n € N mit n < k ist dann Dy = Dy; Dy besitzt also
keine Zero-Moduln als Kompositionsfaktoren. Ist n > k und q®) = (n—k).k, soist Mma®
ein Dy.p-Zero-Modul. (Im Falle k = n ist ¢¥) = n.)

Beweis: Im Falle n < k sind alle Zerlegungen von n 7-resistent. Sei alson > kund p 5, n.
Dann ist p % ¢, also pi?fyp e q(,%)?fyq(k), und nach 3.2.12 ist dann fprq(k) = 0, also

Dnﬂ?Mq(k) =0. O
3.3.7 Definition und Bemerkung. Seien k und ¢*) wie in 3.3.6. Wir definieren
0. (k)
M, = M*".
M;]) ist dann ein D, ;-Zero-Modul.

3.3.8 Korollar. Sei k wie in 3.3.6. Im Falle n > k reprdsentieren MP, p b5, n, und Mg
die Isomorphicklassen der irreduziblen D,, ,-Moduln. Fiir alle g = n, die nicht n-resistent
sind, ist Mg = M9,

Dy

Beweis: Dies folgt mit 3.2.15 und 3.3.6. O

Aus der Proposition 1.1 in [BL02] folgt direkt die
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3.3.9 Proposition (vgl. Proposition 10.6 in [Sch05]). Sei M ein endlich-dimensiona-
ler Dy,-Links-Modul. Dann ist fiir alle p t5, n die Vielfachheit von MP in einer D, ,-
Kompositionsreihe von M gleich

[M, MP)p, = dimy,M,

welche auch die Vielfachheit [M, MP]p, wvon MP in einer Dy-Kompositionsreihe von M
ist. Die Vielfachheit von Mg in einer Dy, ,-Kompositionsreihe von M ist

[M, M), = > IM,MPlp = dim M =Y [M, MP], =dimIp, ,(M).
’ pFn pl—nn
piAhHN
|
Jedes Wort € N* besitzt eine eindeutig bestimmte Zerlegung r = (. ... .r® in Lyndon-

Worte r ... r(D e N* derart, daB () >, ... >0 r® [Gar]. Ist © E n, so ist die
Lyndon-Summen-Zerlegung (Lyndon sum composition) von r definiert durch

LSC(r) := (sum r(l)). ... .(sum T(l)) '
Nun zu den Cartan-Invarianten

Cpq = [AY, Mp]Dn,n (p,q by n)
von D,, ,, welche man sofort aus [BL02] erhélt:

3.3.10 Korollar (vgl. Corollary 10.7 in [Sch05]). Die Cartan-Matriz von Dy, , ist gegeben
durch
cpq = [AY, Mp]Dn =#{rEn| r~gq, LSC(r) ~p}

fiir alle p,q 5 n.

Beweis: Die erste Gleichheit folgt aus 3.3.9. Es ist

[AY, MP], = dim~,A? = dim~, Dy g 31 dim v, Dpwy (:) dim w,Dpwy -
n 3. 32
Nun folgt die zweite Gleichheit aus dem Corollary 2.1 in [BL02]. O

3.3.2 Zur Loewy-Reihe von D, ,

3.3.11 Bemerkung (vgl. 3.2.25). Im Falle M = D,,,; sind die J; und I; (j € N) Links-
ideale von Dy, ;; insbesondere ist Ip, , (Dp,) ein Linksideal.

Direkt aus 3.2.27 folgt das



70 KAPITEL 3. Die Struktur r-homogen k-induzierter Linksideale in D

3.3.12 Korollar. Es ist
ID’!L,T] (/Dnﬂ?> - AnnT(Dmn) ’

insbesondere Ip,  (Dny) ein Ideal von Dyy.

Wir betrachten nun den Spezialfall  := 7 und die peak-Algebra D,, . (siehe Abschnitt
4.1.1). Das folgende Korollar aus 3.2.20 ist ein Auszug aus dem Beweis des Corollary 10.8
in [Sch05].

3.3.13 Korollar. Fiir jedes p b n und jedes j € N ist Rad gﬁfl)Ap/Rad gi)Ap ein Dy, r-
Zero-Modul und Rad '~ AP /Rad 57TV AP als D, -Modul vollreduzibel.

Beweis:(vgl. Beweis von 10.8 in [Sch05]) Sei p F n und R’ := Rad glAp fiir jedes 7 € N.
Dann ist R? / R als D,,-Modul vollreduzibel. Sei i € Ny und 7 - n so, da8 M" isomorph zu
einem irreduziblen Faktor von R'/R*! ist. Nach Theorem 2.2 in [BLO02] ist £(r) = £(p) —i
und p assoziiert zu einer Zerlegung von r. Insbesondere ist R ~!/R% ein D,, r-Zero-Modul
fiir alle j € N, da r nicht ungerade (also nicht m-resistent) ist fiir £(r) = £(p) — (25 — 1).

R% /RQjJrl ist auch als D, -Modul vollreduzibel. Wendet man nun 3.2.20 auf M =
R¥~1/R%+l und U = R% /R¥*! an, so folgt die Vollreduzibilitit von R¥~1/R¥+! als
D, r~-Modul. O

Trivial ist:
() Aq (1) Aq
Rad DMA C Rad DnA
fiir alle ¢ 5, n und 7 € N. Schocker zeigt in [Sch05] fiir den Fall n = 7w sogar folgendes:

3.3.14 Korollar (vgl. 10.8 in [Sch05]). Fir alle j € N und alle p b n st
Rad ) A” CRad/"VAP.

Beweis: Wegen Rad p,  A? = Radp, AP folgt die Behauptung mittels einer leichten In-
duktion und 3.3.13. o

Der néchste Satz ist wie 3.2.23 eine Folgerung aus 3.2.20 und 3.2.21. Aufgrund von 3.3.13
kann man fiir den direkten Summanden AP (p b5 n) von D), , genauer sagen:

3.3.15 Satz. Sei p b n. Es gibt eine Kette von Linksidealen AP D Iy = Radp, AP O I} D
I, O ... 2 {0} und eine Kette von Linksidealen AP O J; D Jy 2O ... 2 {0} derart, dafs fiir
alle j € N gilt:

(i) Rad 2" VAP C I
(ii) Rad 57V AP C J; C Rad 57 AP
(111) I; /Rad giH)Ap ist ein Dy, -Zero-Modul;
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(iv) Rad gZ)Ap/Jj ist ein Dy, -Zero-Modul, J; /Rad gZH)Ap besitzt keine Dy, -Zero-Kom-
positionsfaktoren;

v) I;_1 /Rad VAP — J./Rad P TIAP & I /Rad P VAP,

Beweis: durch Induktion. A
Sei wieder R' := Rad ) AP fiir alle
AP i € N. Nach 3.3.13 ist R1/R3 vollre-
duzibel als D,, ~~-Modul. Es gibt da-
AR =1, her ein Linksideal J; von AP der-
R% art, dal R® C J; € R! und R'/.J;
7 ein Dy, r-Zero-Modul ist nach 3.2.21
und J;/R3 keinen D,, -Zero-Faktor
enthalt.
Wieder nach 3.3.13 ist dann J; C
R?. Weiter gibt es ein Linksideal I;
von AP mit R® C I; C R! = I und
/,// Iy /R3 = Jl/R3 @ L /R3. Es ist
Jay A Iy dann I, /R® =p,  R'/Jy, also ein
" Zero-Modul.
| Sei ¥ € N, und seien J, I
i Linksideale von AP mit den Ei-
| genschaften (i) — (v) fir j = k.
| Dann ist I, /R**+1) ein Zero-Modul
s Ip, (AP) nach (i74), 3.2.21 und 3.3.13, sowie
R2(k+1) / R2(k+1)+1 414 Dy, =-Modul
vollreduzibel.
7 Mit 3.2.20 und wieder 3.2.21 folgt
_ die Existenz eines Linksideals Jg 1
o« von D, » mit den Eigenschaften (i7)
{0} und (iv) fiir j = k + 1.
Auch gibt es ein Linksideal Ij; mit den Eigenschaften (i) und (v) fiir j = k + 1. Wegen
Ipy1 /REEFDF = [/ Ty erfiille Ty auch (idd). O

3.3.16 Bemerkung. Falls {(p) > 2 ist, ist R' # {0}, also Ip, . (A?) # {0}.
Damit und mit 3.2.28 erhélt man direkt das

3.3.17 Korollar. Fiirn > 2 ist

Ip, .(Dnx) = @ Ip, . (AP) # {0} .

phn
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3.3.18 Bemerkung. Ist p = k.1 "%k € N ungerade, also p eine sog. Haken-Partition,
so besitzt Rad gZ)Ap/Rad gi+1)Ap nach Theorem 2.2 in [BLO02] keine D, r-Zero-Moduln
fiir jedes j € N:

Jede potenzfreie Vergroberung r von zu p Assoziierten mit ¢(r) = ¢(p) — 2j ist ungerade.
In diesem Fall ist J; = Rad 37 AP fiir jedes j € N.

In [Sch05] wird vermutet, dafl die absteigende Loewy-Reihe von A? (als D), r-Modul) gerade
die Teilkette der absteigenden Loewy-Reihe von AP (als D,,-Modul) ist, die aus A? und den
ungeraden Loewy-Schritten Rad gﬁ “Hpr , 7 € N, besteht. Ein Beweis fiir diese Vermutung
wird fiir den Fall gegeben, dal p eine Haken-Partition ist — siehe dort Lemma 10.9.

Anders ist die Lage (vermutlich) im Fall n := 7 = n; 4 id, jedenfalls:

3.3.19 Bemerkung. Sei g n, ¢ € N, und sei r - n so, dafl M" ein Kompositionsfaktor
von Rad giAq /Rad g:l)Aq ist. Nach Theorem 2.2 in [BL02] ist dann ¢ assoziiert zu einer
Zerlegung von r. Daher enthélt auch r nur 7-resistente Buchstaben. Es gilt:

Jeder D,,-Kompositionsfaktor der D,-Loewy-Reihe von A? ist ein nicht-trivialer Dy .-
Modul.

Allgemeiner formulieren wir die

3.3.20 Vermutung. Sei q I, n. Alle potenzfreien Vergréberungen von zu q Assoziierten
seien n-resistent. Dann ist fiir alle 1 € Ny

Rad ) A7 =Rad{) A7

n,n

Ist etwa die Menge der n-resistenten Buchstaben N, additiv abgeschlossen, so ist die
Voraussetzung aus 3.3.20 fiir jedes ¢ I, n erfiillt.



Kapitel 4

Beispiele fiir homogene
r-Endomorphismen und x-induzierte

Linksideale in D

Wir geben in diesem Kapitel fiir jeden in dieser Arbeit eine Rolle spielenden Typ von
rk-Endomorphismus Beispiele an: zwei r-homogene, einer davon idempotent, einen nil-
konvergenten und einen nicht r-homogenen auflerhalb von K. Wir benutzen dazu das
Alphabet N, da wir auch zum Teil die zugehoérigen Linksideale in Solomons Algebra be-
trachten.

Mit Hilfe von zwei der hier angegebenen x-Endomorphismen haben wir im Kapitel 2 ein
Gegenbeispiel konstruiert (Links-Distributivgesetz). Dafiir war ein mindestens 3-elemen-
tiges Alphabet nétig. (Zur Erinnerung: Im Fall #X = 2 ist (Hy, ,4,HEA) ein Ring.)
Durch Einschrénken auf den Definitionsbereich K'm* lassen sich die hier angegebenen -
Endomorphismen in £, -Endomorphismen tiberfiihren, leisten somit auch in H,; . Gewtinsch-

tes.

Neben id ist fiir jedes a € K die Folge n — a' - n ein weiteres Beispiel fiir eine x-Folge, wie
man leicht nachpriift. Allgemeiner ist fiir jede k-Folge o und jedes a € K auch n — a™-na
eine k-Folge.

Daher ist der Endomorphismus ¢, gegeben durch

(38) ne:=(—1)"n

fir alle n € N, ein x-Endomorphismus.

73
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4.1 Zwei Beispiele fiir r-homogene x-Endomorphismen und
ihre Linksideale in D

Die folgenden beiden Beispiele (peak-Algebra und Algebra zum derangement-Idempotent)
entstammen einer unveroffentlichten Arbeit von D. Blessenohl. Wir iibernehmen hier nur
das Wichtigste.
4.1.1 Die peak-Algebra
Wie man aus der Definition von | in Abschnitt 1.1.4 leicht abliest, ist

n . .

Al.n l _ ZAlz ® Al.(nfz)’
i=0

wobei A" :=n(n—1)---21€ S, ist. Wegen

A" = Z(_l)n—ﬂ(q) =9

qgFn
ist daher
(39) p:in— Z(—l)"if(q)q
qFn

eine xk-Folge, deren Fortsetzung zu einem x-Endomorphismus wir ebenfalls mit ¢ bezeich-
nen (vgl. auch [GKL™]). Wir setzen

Ti=pdid.

Nach 2.1.6 ist m ein (homogener) xk-Endomorphismus, der aber — wie aus der folgenden
Proposition ersichtlich — nicht harmlos ist.

4.1.1 Proposition. Fir alle q=q1. ... .qx € N* ist

gm = 249 Z (=)

rEq
Fg(r) ungerade

Dabei ist Fy(r) definiert als das Produkt aller rgqi}, rlail g fiir alle i € k, und der Index
T bezeichnet den letzten Buchstaben eines Wortes. Insbesondere ist

nmw =2 Z (—1)"_€(T)r

rEn
T4 ungerade

fir alle n € N und n genau dann w-resistent, wenn n ungerade ist. Auflerdem ist ¢ =
qi- --- -qr € N* genau dann mw-resistent, wenn qu, ..., qr ungerade sind. Ein solches Wort
q nennen wir ebenfalls ungerade.
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Beweis: Es gilt fiir alle n € N

nw = Z(n —i)p.i

=0

_ Z(_l)n—ﬁ(q)q_‘_i Z (_1)n—i—€(r)r‘i
qFn =1 rEn—i

SO D RUSIENES b oSt
1=1 skn—i i=1 ren—i

_ Z Z ( ) o(s)— 1+(_1)nf€(s)fi) .y

i=1 sFn—i

:ZZ Ls.i

skEn—1
i unqemde

= 2 Z (=1)" )

rEn
T4 ungerade

Insbesondere ist n genau dann 7-resistent, wenn n ungerade ist. Ist ¢ = ¢;. ...

folgt nun leicht

qm = Q7. ... QT

75

.qr F n, so

- Qk( Z (—1)a— e(rlal) [q1]> ( Z (_1)Qk*£(r[qk])r[(ﬁc]>

larleq, rlakleqy
r-%_ql] ungerade ?“.E.qk] ungerade
U S SO
rEq

Fq(r) ungerade

|

Wegen 1" E q ist gm # O+ fiir jedes ¢ F n. Die Algebra D ist die von Schocker [Sch05]
ausfiihrlich behandelte peak-Algebra. Nach Schocker ist B := {Z9" | ¢ ungerade} eine Basis

von Dy, also BE~! = {qr | ¢ ungerade} eine Basis von Bild 7 und somit 7 r-homogen.

Man kann zeigen, daf§ die Dimension von D, . gerade die n-te Fibonacci-Zahl F;, ist.

4.1.2 Das derangement-ldempotent
Nach (14), (20) und (21) ist fiir alle n € N

(40) nm = —
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und wir wissen: 1 € H,;, wie auch n_y 1=y € H,, fiir f:= {(1,-1)} € K. Mit (14) und

(19) sieht man sofort:

(=n"
n!

nn_y = Sl

Wir setzen 7 :=1n_; ¢ id. Dann ist

=0

fiir alle n € N, insbesondere 17 = Oxn~. Es folgt fiir alle n € N

~ (1)
nTT:z; g dro oo A7 (n—4)T = nT,
i= i
d.h. 7 ist ein idempotenter, homogener, harmloser x-Endomorphismus, sogar 7c, = 1
fir alle n € N, n > 2. Also ist auch 7 r-homogen, somit {q7 | g7-resistent} = {q7 |

1 ist kein Buchstabe von ¢} eine Basis von Bild 7. Man kann zeigen, dafl die Dimension
von D; die (n — 1)-te Fibonacci-Zahl F,,_; ist.
=" ist das von Schocker in [Sch03] behandelte derangement-Idempotent.

Nebenbei bemerkt sind n; und 7_1 $-invers zueinander:
men-1=c=n-1>n,

wie man sich auf verschiedene Arten {iberlegen kann. Einfach nachgerechnet ist fiir alle
neN

n

n(m &n-1) = Z(n —i)n1.in—1
1 (n—1 (_1)z K

=0
n
1=0

Man sieht aber auch sofort, dafl n; und 7n_; miteinander vertauschbar sind beziiglich <.
Mit 2.1.9 gelangt man dann wegen 7g,) = € zur selben Einsicht.
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4.2 Ein nicht r-homogener x-Endomorphismus auflerhalb von

K

Fiir jeden homogenen x-Endomorphismus 7 ist folgendes eine notwendige Bedingung fiir
r-Homogenitét: Jeder Buchstabe, der nicht im Kern liegt, muf eine n-resistente Zerlegung

besitzen.

4.2.1 Satz. Sein € H,. Gibt es ein n € N\ Kernn derart, daff n keine n-resistenten
Zerlegungen besitzt, so ist n nicht r-homogen.

Beweis: Sei n € N\ Kernn, und n besitze keine 7-resistenten Zerlegungen. Insbesondere
ist dann n ¢ N,. Da 1 homogen ist, ist nn € Z,. Da aber

Zn{qn | ¢ €Ny) = (an | ¢ n)y = {0k}

ist — denn {q| ¢ K n} =0 -, folgt: nn ¢ <q77 | g € N;‘;>K. Daher ist {qn | g € N;;} keine
Basis von Bild 7, d.h. n ist nicht r-homogen. a

4.2.2 Bemerkung. Sei a := ¢ ¢ id. Dann ist a ein homogener s-Endomorphismus, und
fiir alle n € N ist

n

no =Y (—1)"i.(n—1).

i=0
Offenbar ist N, = 2-N — die a-resistenten Buchstaben sind genau die geraden natiirlichen
Zahlen —und KernanN' N = {1}. Da also 3 ¢ Kern « ist und keine a-resistenten Zerlegungen
besitzt, ist a nach 4.2.1 nicht r-homogen.
Da aber sowohl ¢ als auch id offenbar bijektiv und r-homogen sind, zeigt dieses Beispiel:

4.2.3 Satz. Weder die r-homogenen noch die bijektiven k-Endomorphismen bilden be-

ziglich & eine Unterstruktur von (H,.,$). O

Nebenbei bemerkt ist mit 77 : n — % 1" und n_1: n— (—1)”% 1
Mt =1-1= 0.
4.3 Ein nil-konvergenter r-Endomorphismus mit nilpoten-
tem Linksideal in D,

Wir betrachten nun den zum Element [1,2]conc = 1.2 — 2.1 € £ C L gehorigen k-

Endomorphismus: Es ist
N1 2)eone = €xD([1, 2conc) ™"

daher zeigen wir zunéchst folgenden
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4.3.1 Satz. Seien a,b € N und m :=a+b. Fir allen € N gilt
([a,Beone)™ = Y sgn(o) o ((a.b)™) € Zynn
c€Sy.n
wobei sgn das Signum einer Permutation, Son die Standard- Young- Untergruppe'” von Say,

und in der Summe auf der rechten Seite Polya-Aktion gemeint sei.

Beweis: durch Induktion. Fiir n = 1 ist
Z sgn(o) o a.b=a.b—b.a = [a,bconc -
0cESy

Sein € N. Es ist

([a, b]conc)'n = ([a7 b]conc)'(nil) '[a7 b]conc

= Z sgn(a)a((a.b)'("fl)) (a.b—b.a)

OES, (n—1)

= Z sgn(o) ((o (a.b)‘("*l)).a.b — (o (a.b)'("fl)).b.a)

OES, (n-1)

- Y sen(o) ((a#lQ)(a.b)'”—(a#21)(a.b)'”))

OES, (n-1)

= Z sgn(o) (sgn(a) (0#12) + sgn(o#21) (0#21)) (a.b)™

OES, (n—1)

= Z sgn(7) 7((a.b)™) .
TESy.n

Mit der Voraussetzung von 4.3.1 ist

A , blcon () d-1 , fall :
(1) . = prlexpllas et = { G110 ere alls m | n

0x N~ , sonst,
im Falle n =1 (a 4+ b) also
1 _ 1 _
(42) M(a,bleconc — ﬁ([a, b]conC)'l ol = il Z sgn(o) a((a.b)'l)(l) b
0'682_1

Offenbar ist nyg )., € K. Speziell im Fall a = 1,b = 2 ist fiir jedes n =31

(43) P11 e = (1 Zeone) = 1 D smn(o) o (1:2)%),

O’ESQ‘Z

denn eine leichte Induktion zeigt:

"Diese ist isomorph zu Sz X ... x Sa; ein typisches Element fiir n = 4 ist etwa o = 21346587.
—_———

n—mal
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4.3.2 Bemerkung. Fiir alle I € N ist ([1,2]conc)'® ! = ([1, 2]conc)” . Denn es ist
. 1 1 1 1
(12-2)87" = 1.2~ 5 - 1.1) = (2= - 1.1 = 12— 5 - 1L11-2145 - 111 = 1.2-2.1.

Aus (41) ersieht man sofort:

Bild n[a,b]conc = <q77[a’b]conc qg=24q1. ... gk € N*’ Vi€ E (a + b)| qi>K .

4.3.3 Definition. Sei n € N und ¢ = ¢;. ... .qx € N*. Wir sagen, n teilt ¢ (in Zeichen
n|q), wenn n jeden Buchstaben ¢; von n teilt.

Erneut unter der Voraussetzung von 4.3.1 erhalten wir fiir ¢ = ¢1. ... .qx € N* mit (a+b)| ¢,
li=2% (i€k)und | := SL;T{?) =11+ + 1} aus (42)

1 _
qn[ayb}conc - m([a7 b]COnC>'l q) ! S <(5um<Q))77[a,b]conc>K .

Das zeigt:

4.3.4 Satz. Seien a,b € N, m:=a+b und a # b, also [a,b]conc # Oxn=+. Es ist

Blld n[aab}conc - <kn[a7b]conc k € N>K ?

also fiir alle n € N

1 Il
mmm&m%mmngz{ , falls m|n,

0 , sonst.

Somit ist das von Mg pje, nduzierte Linksideal D,y von Solomons Algebra — falls

[a,b]conc
verschieden vom Null-Ideal {0p, } — irreduzibel:

D = (Blld 'l’][ M Zn)E = <Enn[avb]conc>K 3

n’n[a,b]conc ayb]conc

Insbesondere ist im Falle 3|n (etwa n = 3 - [) nach (43)

i —_ N
Bild ,,7[1=2}Conc N Zn = <([17 2}C0nc).l>K und Dn’n[1»2]conc = <:‘([1=2}conc) >K .

Wir zeigen nun, dafl D”m[w im Radikal von D,, liegt, also nilpotent ist. Dazu iiberlegen

]COFIC
wir uns zunéchst folgenden

4.3.5 Satz. Fiir alle n € N st

n 1
= 1»2 conc .
._([ ] ) = 2n w([1,2]conc)‘" .
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Fiir den Beweis benttigen wir die Basistransformationsformel von der w-Basis zur Z-Basis
aus [GKL™]:

SeineNund g =¢q1. ... .qx En. Esist

rEq
Dabei ist Fy(r) fur jede Zerlegung r von ¢ definiert wie in 4.1.1.

Beweis von 4.3.5: Es ist

1 1

1
— _ —1.2 —1.1.1 —2.1 —1.1.1\ _ —=[1,2
5(&][1,2} — 5 ((./.)1.2 - u}Q,l) == 7< — = — 2= + = > — ;_4[ ]conc .

Nun folgt induktiv fiir n € N:

E([lg]conc)‘n — E([l 2]conc)'(n_l)~[1 2}conc

= (1, 2]conC) (n—1) '_‘[172]conc

i 1
= ( 1 2 conc (nil)) * (5 w[172]conc)

- ([172]conc) (n— 1)~[172]conc

1
= 27 w([l’Q]conc)An .

Das zeigt: Fiir alle n € N ist

=([1,2]conc) ™ —
D3n,77[1,2]conc = <E([ ] ) >K - <w([1,2]conc)'n>K :

4.3.6 Satz. Fir alle n € N ist

w3<nw([172]conc).n = 3nn!W([172}conc).n y

d.h. das irreduzible Linksideal D3n7n[1,2]conc st isomorph zu Dyws.n .

Zum Beweis brauchen wir noch eine

4.3.7 Proposition. Sei x € L. Fiir alle n € N st

x"d = z”: (?) @™l

1=0
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Beweis: Im Falle n = 1 gilt die Behauptung nach dem Satz von Friedrichs, denn «x ist
beziiglich § primitiv. Sei nun n € N. Es folgt:

2" = Vs b
n—1 n—1 ' ]
= Z( ; > (x.z®w.nfl—z> ® (x®®+®®x)
=0
n-l n—1 . . ) .
— Z < . > (x.(z—i-l) Q pn—l-i +'® x.n—z)
=0
= Zn: (n_ 1> I @z +T§ (n_ 1) '@
= N T 1 i=0 L
MG .n = n—1 n—1 K n—i
= 2"+ 0®7 +;<<i_1>+< . >>:c @
n
= Z (?) zt@a .
=0

|

Beweis von 4.3.6: durch Induktion. Im Falle n = 1 erhélt man mit (33) und wegen
wo =12 —21

W3W[1 2cone = W3BWI1.2 — W3W21 = Wiy 1.2 — 2 Wiy 2.1
- w[]w?]conc - 2w[271]conc = w[172]conc + 2w[172]conc

= 3w[1:2]conc :

Sei nun n € N. Wir erhalten induktiv und mit dem Multiplikativen Reziprozitatsgesetz
1.1.1:

W3- W([1,2]conc) ™ — ((wg,(n,l) 02y w3) *® W([1,2]conc) ™ il >M*

= ((w&(n_n & wg) *®ZZ:; (?) W([1,2)conc)i @ w([1,2}conc)‘"‘i)'u’*

n
mn
= Z <Z) w3.(n71)W([1,2]conc).i * W3w([1’2}conc)'n7i
1=0

n

N (n - 1) Wa-(n=D)W([1,2]conc) (n=1) X W3W[L 2cone
= STL (wi}f(nil)w([lyz]conc)'<n71)) * w[1»2]conc

= 3n(3n_1(n — 1)') W([Lz]conc).(n—l) *W[LQ}

conc

= B"n' u)([LQ]conc).n .
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Nach 4.3.1 ist

([172]C0nc).n = Z Sgn(g)g((1_2)-”)

0€Sy.n

= > oM - Y o((2m).
c€Sy.n oc€Sy.n
sgn(o)=1 sgn(o)=—1

Offenbar gibt es eine Bijektion zwischen den Mengen {0 € Sy.n|sgn(o) =1} und {o €
San|sgn(o) = —1}, und fiir alle o € Sy ist 0((1.2)™) &~ (1.2)™. Es folgt:

4.3.8 Satz. Fiir alle n € N ist

W([1,2)conc) ™ € (wg —wy|d =qg= (1.2)'">K C Rad D3, ,

d.h. D3n"r][172]conc ist nilpotent. O
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Versicherung an Eides Statt

Hiermit erklére ich, dal die von mir eingereichte Dissertation mit dem Titel
Uber die Campbell-Hausdor(f-Gruppe auf abzihlbaren Mengen und Solomons Algebra,

abgesehen von der wissenschaftlichen Beratung durch Prof. Dr. D. Blessenohl und Prof.
Dr. H. Laue, meine eigene Arbeit ist, verfalit unter Einhaltung der Regeln guter wis-
senschaftlicher Praxis. Sie ist bisher weder ganz noch zum Teil verdffentlicht oder zur
Veroffentlichung eingereicht worden und hat weder ganz noch zum Teil an anderer Stelle
im Rahmen eines Priifungsverfahrens vorgelegen.
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