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Zusammenfassung

Das Hauptresultat dieser Arbeit ist die Bestimmung der Projektionskonstante von endlich-

dimensionalen Banachrdumen X, deren Dualrdume X, durch Einheitskugeln der Form
absconv {ey, ..., ey, Wy, ..., w,}

fiir euklidische Einheitsvektoren wy, ..., w, gegeben sind. Wir werden zunéchst eine expli-
zite Formel fiir die Norm einer gegebenen Projektion herleiten. Unter einigen technischen
Zusatzannahmen an das Tupel (w;)/_; kénnen wir mit dieser Formel dann zeigen, dass
die Projektionskonstante von unten asymptotisch durch %2521 m beschriankt ist. Wei-
ter erhalten wir, dass die Projektionskonstante bis auf globale Konstanten die Losung des

Minimierungsproblems

Zwi(j) (wi(k) + v (k)| | vi,... v, € [wy, ... ,wr]i}

n
inf {max
ken 4
j=1
ist, solange r asymptotisch kleiner als /n ist.

Weiterhin werden wir untersuchen, wie sich der Banach-Mazur Abstand der Rdume X
zu £ in Abhéngigkeit von wy, ..., w, verdndert. Um eine obere Abschétzung hiervon zu
erhalten, werden wir Resultate von Bourgain und Tzafriri zur Invertierbarkeit grofer Teil-
matrizen von Matrizen nutzen. Hiermit geben wir eine Abschidtzung des Banach-Mazur Ab-
stands zu (7, fiir gut komplementierte n-dimensionale Teilriume von % an. Dieses nutzen
wir dann aus, um eine Abschétzung des Banach-Mazur Abstands von ¢ zu X anzugeben,
die nur von der Projektionskonstante von X* und dem Banach-Mazur Abstand eines durch
eine asymptotisch optimale Projektion explizit gegebenen r-dimensionalen Teilraums von
0% zu (7 abhingt.

Wir werden die Methoden exemplarisch fiir den Spezialfall der Walsh Vektoren anwenden,
wobei wir vorher erarbeitete Ergebnisse iiber den Sobczyk-Raum verwenden. Es stellt sich
heraus, dass fiir diese Vektoren sowohl die Projektionskonstante als auch der Banach-Mazur
Abstand zu (7 in der Grofenordnung max{1, \/LE} liegt. Demgegeniiber erhilt man im Falle

von zufillig gewdhlten Extremalpunkte von \%BQ@ die Grokenordnung /7.



Abstract

In this thesis we will develop methods for determing the projection constant of an n-

dimensional Banachspace X', whose dual space is give by the unit ball
absconv {ey, ..., en, Wy, ..., w,}

for some euclidean unit vectors wq, ..., w,. We will give an explicit formula for the norm
of a given projection. With some further technical assupmtions concerning (w;);_, we will
derive a lower bound for the projection constant, i.e. that it is always bounded from below
by + Zz L Tals ” . Furthermore we will show, that the projection constant is up to some

global constant the solution of the minimization problem

inf < max
ken £

]7

sz k) +vi(k)) |v1,...,v7«€[wl,...,wT]L},

=1
as long as we assume r to be asymptotically less than /n.

To get an upper estimate we will use the famous results of Bourgain and Tzafriri on
the invertibility of large submatrices of a matrix to get an upper bound for the Banach-
Mazur distance of the space X ¥ to ¢ . In a more abstract setting we will show, that the
Banach-Mazur distance to 7 of a n-dimensional well-complemented subspaces of /X can
be estimated from above by an expression, depending only on the projection constant and
the Banach-Mazur distance of a r-dimensional subspace of /7 to ¢ . This subspace is given

explicitly by an asymptotically optimal projection.

The developed methods we will apply to the case, when the w; are Walsh vectors. We will
show, that in this case the projection constant and the Banach-Mazur distance to ¢ is
in the order of max{1, %} Considering on the other hand the case of choosing wq, ..., w,

randomly as extremal points of B” the order of growth is /7.
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KAPITEL 1

Einleitung

Die lokale Theorie beschéftigt sich mit der Theorie endlich dimensionaler Banachriaume. Im
Gegensatz zu den qualitativen Fragen der unendlich dimensionalen Banachraumtheorie be-
handelt man im endlich dimensionalen ausschlieflich quantitative Probleme. Zentral hier-
bei ist die Bestimmung von isometrischen Invarianten endlich-dimensionaler Banachriume,
auch Parameter genannt, welche die geometrischen und analytischen Eigenschaften eines
Raumes beschreiben. GGemein ist allen diesen Parametern, dass “"dhnliche” Banachrdaume
auch "shnliche” Parameterwerte aufweisen. Eine quantitative Grofe dieser "Ahnlichkeit”
von Banachrdumen stellt hierbei der Banach-Mazur Abstand dar. Das Hauptaugenmerk
dieser Arbeit wird auf der Berechnung der Projektionskonstante 7. (+) einer grofsen Klasse
von Réumen liegen (s. Definition 2.11). Es ist wohlbekannt, dass ¢ bis auf isometrische
[somorphie der einzige Banachraum der Dimension n ist, dessen Projektionskonstante 1
ist (s. [Tomc|, Proposition 33.2 bzw. [Nach|). Es stellt sich nun die Frage, ob sich dieses
Resultat quantitativ verallgemeinern lasst.

So fragten Lindenstrauss und Pelczynski in [LiPe| in Problem 7:

PROBLEM 1. Gibt es eine monotone Funktion f : [l,00) — [1,00), so dass fir alle

endlich-dimensionalen Banachriume X gilt

d(X, 05")) < f (10(X)7
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Um das Problem negativ zu losen, miisste man also eine Folge von Banachrdumen (X,,), .y
konstruieren, fiir die die Projektionskonstante uniform beschrénkt ist, deren Banach-Mazur
Abstand zu (4™ X aber gegen oo geht. Es erweist sich jedoch hiiufig als ungemein schwie-
rig, den Banach-Mazur Abstand zu ¢ direkt zu berechnen. Als Abschitzung nach unten
dient hierbei haufig gerade die Projektionskonstante, da diese in vielen Fillen leichter be-
stimmbar ist. Bekannt sind etwa die Rdume mit maximaler Projektionskonstante, die in
[K6T2| von Kénig und Tomczak-Jaegermann charakterisiert wurden. Weitere Beispiele fiir
Réume mit einer asymptotisch maximalen Projektionskonstante sind in [K6ni| zu finden.
Ebenfalls in diese Klasse fallen die £ Rdume mit 1 < p < 2, fiir die eine exakte Bestim-
mung der Asymptotik der Projektionskonstanten sich in [KSTJ]| findet. In [Tomc| wird
als vielversprechendstes Beispiel einer negativen Losung von Problem 1 ein Beispiel von
Wojtaszezyk (s. [Wojt|, IIL.B.) genannt, welches eine beschrinkte Projektionskonstante
besitzt, wihrend der Banach-Mazur Abstand dieses Raums zu (7, nach wie vor unbekannt
zu sein scheint. Es ist jedoch kein universelles Verfahren bekannt, um die Projektionskon-

stante eines n-dimensionalen Banachraums zu berechnen.

Lindenstrauss und Pelczyriski bewiesen weiterhin (s. [LiPe|, Corollary 6 nach Theorem
6.1), dass es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass

d(X, ¢3mE)y < Oy (X)?ube(X)?,
wobei ubc(X) die unbedingte Basiskonstante von X bezeichne (s. Definition 2.3).
Hiermit erhélt man, dass sich obiges Problem folgendermafen verallgemeinern l&sst:

PROBLEM 2. FEzistiert eine Funktion g : [1,00) X [1,00) — [1,00), so dass fir alle endlich-
dimensionalen Banachriume X, Y mit X CY gilt

ubc(X) < g(ubce(Y),inf{||P| | P: Y — Y Projektion auf X})?

In [Sza2| bewies Szarek, dass die Funktion aus Problem 1 nicht linear sein kann. Weiterhin
ist durch Arbeiten von Zippin bekannt, dass eine solche Funktion aus Problem 1 existiert,
falls die Projektionskonstante dicht bei 1 ist (s. |[Zip1| und [Zip2]).

Samtliche bekannten Beispielklassen, fiir die das Problem 1 positiv gelost wurde, zeichnen
sich dadurch aus, dass die Einheitskugeln der Dualrdume viele Extremalpunkte besitzen.
Demhingegen sind keine Methoden bekannt, um diese Parameter fiir Banachrdume zu
berechnen, deren Dualrdume Polytope mit wenigen Fcken sind. Es ist deshalb notwendig,

Verfahren zu entwickeln, mit denen man die Projektionskonstante und den Banach-Mazur
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Abstand zu ¢2 solcher Banachrdume untersuchen kann. Genau dies zu erreichen, wird das

Ziel dieser Arbeit sein. Wir werden dies im Folgenden konkretisieren.

Gluskin bewies in [Glus|, dass der Durchmesser des n-dimensionalen Minkowski Kompak-
tums in der Grokenordnung n ist. Hierzu konstruierte er eine Klasse von Rédumen, deren

Einheitskugeln die Form

(1.1) absconv {e1, ..., e, X1(W), ..., x2n(w)}

haben, wobei x1, ..., x2, unabhingig identisch verteilte Zufallsvariablen sind, die uniform
auf der euklidischen Sphéare verteilt sind. Gluskin zeigte, dass je zwei solche Riume mit
hoher Wahrscheinlichkeit einen Banach-Mazur Abstand der Grofenordnung n haben. Ein
solcher randomisierter Ansatz ist jedoch zur Konstruktion einer negativen Losung fiir Pro-

blem 1 ungeeignet, wie wir spiter begriinden werden.

Wir wollen deshalb von dieser Grundidee ausgehend untersuchen, wie sich die Projektions-
konstante entwickelt, wenn wir sukzessive eine gewisse Anzahl von euklidischen Einheits-
vektoren zu B hinzufiigen. Konkret heifit dies, dass wir fiir » € N und wy,...,w, € 0B}

den n-dimensionalen Banachraum X, betrachten, dessen Einheitskugel durch
K, := absconv {ey, ..., en, wy, ..., w,}

gegeben ist. Interessieren wird uns hierbei, inwieweit sich die Projektionskonstante des
Dualraums X und der Banach-Mazur Abstand d(X}, (%) berechnen und gegebenenfalls

777700

vergleichen lassen.

PROBLEM 3. Wie hingen voo (X)) und d(X¥, %) von wy, ..., w, ab?
Der Losung dieses Problems widmet sich der Grofteil dieser Arbeit. Wir wollen die hierzu
erzielten Resultate im weiteren Verlauf dieser Einfiihrung kurz vorstellen und die Strategien

ihrer Herleitung skizzieren.

Die Frage, ob man den Banach-Mazur Abstand des Raumes X zu (], durch eine Funk-
tion beschrinken kann, die nur von 7. (X;) abhingt, ist ein Spezialfall der allgemeine-
ren Fragestellung, ob ein gut komplementierter 7-dimensionaler Teilraum von ¢7*" dicht
bei ¢ liegt. Dieses wichtige Problem wurde von Bourgain und Tzafriri in [BoT1]| und
anschliefend von Johnson und Schechtman in [JoS1| untersucht. Unter anderem wurde
(iibertragen auf unsere Situation) in [BoT1| gezeigt, dass es eine Funktion f gibt, so dass
A0, X)) < f(yeo(X]),r) ist. Johnson und Schechtman konnten fiir 1 < p < oo die
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Resultate von Bourgain und Tzafriri stark verbessern und vereinfachen, indem sie Ergeb-
nisse aus einer weiteren Arbeit von Bourgain und Tzafriri nutzten (s. [BoT2|). Fiir die in
[JoS1] nur am Rande bearbeiteten Félle p = 1 und p = co wurden neben der auch hier
erheblichen Vereinfachung der Beweise Verbesserungen in der funktionalen Abhéngigkeit
des Banach-Mazur Abstands d(¢,, X*) von r und 7. (X)) vorgenommen. Sowohl in der
Arbeit von Bourgain und Tzafriri als auch in jener von Johnson und Schechtman ist jedoch
mit der Voraussetzung r < ¢y/n eine restriktive Bedingung an die Kodimension gegeben,

die in unserem Falle zum Tragen kime.

Ahnlich wie in der Arbeit von Johnson und Schechtman geschehen, werden wir uns die
bahnbrechende Arbeit von Bourgain und Tzafriri iiber Invertierbarkeit grofer Teilmatrizen
(s. [BoT2|) bzw. eine Verbesserung des Hauptsatzes dieser Arbeit im Falle von p = 1
und p = oo von Ball aus [BoT3| zu Nutze machen, um fiir beide Fille die Anforderung
an die Kodimension deutlich abzumildern. Genauer gesagt, werden wir zeigen, dass es

ausreicht, r asymptotisch kleiner als ——%= zu wihlen (s. Satz 4.9). Weiterhin koénnen

’YOO(X:

wir sowohl die funktionalen Zusammenhinge verbessern, als auch die Abhangigkeit von r
durch den Banach-Mazur Abstand von ¢7_ zu einem durch eine gute Projektion P (d.h. mit
| P|| ~ 7Yoo (X)) konkret gegebenen r-dimensionalen Teilraum Yp von (7, ersetzen (s. Satz

4.12). In den genannten Arbeiten werden analog verwendete Ridume zufillig konstruiert.

Um einerseits die Projektionskonstante direkt und andererseits damit dann den Raum Yp
bestimmen zu kénnen, wollen wir in Kapitel 5 untersuchen, wie gute Projektionen aussehen
und wie wir ihre Norm angeben kdnnen. Wir werden feststellen, dass die Projektionskon-
stante in vielen Féllen mindestens in der Grofenordnung —= wichst (s. Lemma 5.1). Dies
zeigt, dass gerade die Félle interessant sind, in denen r hochstens in der Grofsenordnung
von +/n liegt, was wiederum den Fokus auf kleine Werte fiir r legitimiert. Wir werden
zeigen, dass unter einigen Zusatzvoraussetzungen an das Tupel (w;)i_; fiir kleines r die
Projektionskonstante im konkreten Fall durch ein einfaches Minimierungsproblem berech-
net werden kann (s. Satz 5.6 und Satz 5.3). Hiermit wiederum stellen wir fest, dass die
Projektionskonstante je nach Wahl der Vektoren sowohl beschriankt sein kann, bis hin dazu,

dass sie in der Grofenordnung +/r liegt.

Mit diesen Methoden kénnen wir dann zeigen, dass zumindest zufillig gewéhlte, normierte
+1-Vektoren mit hoher Wahrscheinlichkeit eine Projektionskonstante in der Grofenord-
nung von /7 liefern (s. Satz 5.8 und Lemma 5.9). Ein randomisierter Ansatz, wie der

von Gluskin, ist somit fiir die Konstruktion eines Gegenbeispiels fiir Problem 1 in unserer
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Situation wenig erfolgversprechend. Demgegeniiber werden wir sehen, dass sowohl die Pro-
jektionskonstante als auch der Banach-Mazur Abstand d(X, () in der Grofenordnung
Z7 wichst, falls wir als Folge der (w;)i_; normierte Walsh Vektoren verwenden (s. Beispiel
5.11). Fiir dieses interessante Beispiel werden wir auch noch die Symmetrie-Konstante der
Raume berechnen. Wir werden zeigen, dass fiir 7 = 7 die Symmetrie-Konstante des Raums
X asymptotisch mindestens in der Gréfsenordnung ni liegt. Dies komplementiert die Ar-
beit von Figiel, Kwapien and Pelczyiiski aus [FKP], in der ein n-dimensionaler Teilraum

von (2" konstruiert wurde, dessen Gordon-Lewis Konstante in der Gréfenordnung /n liegt.

Die Arbeit ist folgendermafen gegliedert: Wir werden im nichsten Kapitel die fiir unse-
ren Ansatz wesentlichen Definitionen und Resultate aus der Banachraumtheorie darstellen.
Im Anschluss hieran gehen wir auf den bekannten Raum von Sobczyk ein und berechnen
einige Invarianten von ihm. Ziel des Kapitels wird es sein, eine Beziehung zwischen der
Projektionskonstante des Dualraums vom Raum von Sobczyk und seiner unbedingten Ba-
siskonstante zu beweisen (s. Satz 3.12). Die in diesem Kapitel erhaltenen Resultate fiir
Walsh Vektoren werden wir spéater im Abschnitt 5.4 verwenden. Kapitel 4 und Kapitel 5
beschiftigen sich dann mit der Klasse der Riume X,. Hierbei sind in Kapitel 4 alle Re-
sultate zusammengefasst, die keiner weiteren Annahmen an die Gestalt der Folge (w;);_,
bediirfen, wihrend das letzte Kapitel sowohl schirfere Ergebnisse zu zwei speziellen Klassen
von Vektorenfolgen enthélt, als auch den konkreten Fall der Walsh Vektoren beinhaltet.

Zur Notation: Wie dem Leser aufgefallen sein wird, verwenden wir die Standardnotation
aus der Banachraumtheorie (s. [Tomc]). Fiir 1 < p < 0o bezeichnen wir den R™ versehen
mit der Norm ||z, = (37, |:]")» (bzw. ||z, = maxic, |2;| fiir p = 0o) wie iiblich als £
und die zugehorige Einheitskugel mit B)'. Die Standardbasis im R™ wollen wir mit (e;);"_,
bezeichnen. Zu gegebenen Vektoren zi,...,z, in einem Banachraum X sei [z1,...,x,]
die lineare Hiille von z1,...,z, und falls X ein Teilraum des R" ist, X+ der euklidische
Senkrechtraum. Mit L(X,Y) geben wir den Raum aller stetigen linearen Operatoren von

X nach Y an. Weiter bezeichnen wir zu £, 5 € N mit

1, falls k = j;
614373' =
0, sonst;
die Kronecker-Funktion und k, := {1,...,k}. Zu o0 C n, definieren wir durch R, die na-

tiirliche Projektion vom R™ auf die Menge {x € R" | supp(z) C o} und durch £ den
Teilraum R, (7 von (7. Ist x € R™ gegeben, so bezeichnet diag(x) die n x n Diagonalmatrix

mit diag(z)(i,7) = ;. Ist T € R™ ™ eine Matrix, so notieren wir andererseits mit diag(7’)
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die Diagonalmatrix, die wir erhalten, wenn wir alle anderen Eintridge von T 16schen, d.h.
diag(T) = diag (T(i,3))r,).



KAPITEL 2

Grundlagen der lokalen Theorie

Ziel dieses Abschnitts ist es, die fiir uns wesentlichen Begriffe und Sétze aufzufithren und
zu erlautern. Wir werden nur dann auf die Beweise eingehen, wenn die entsprechenden
Resultate nicht in der Standardliteratur angegeben werden, und uns auch ausschliefslich
auf die hier bendtigten Sétze konzentrieren. Ein Anspruch auf Vollstdndigkeit kann in dem

umfangreichen Gebiet der Banachraumtheorie nicht erfiillt werden.

Wir werden in der gesamten Arbeit ausschlieflich reelle Banachrdume betrachten, ohne dies
stets neu zu erwdhnen. Zu einem endlich-dimensionalen Banachraum X bezeichnen wir mit
By die Einheitskugel von X. Zu einem gegebenen zur 0 symmetrischen konvexen Kérper K
im R"™ bezeichnen wir mit ||-||,- das Minkowski-Funktional von K. Es ist wohlbekannt, dass
es sich hierbei um eine Norm handelt. Ist X ein Banachraum und Y7, Y, C X zwei disjunkte

abgeschlossene Teilrdume, so bezeichnen wir die direkte Summe der beiden Raume mit
VieYs:={yi+y: | y1 €Y1,10 € Yo}
Wir versehen den Raum mit der Norm

11+ v2llyev, = 9l + NIyl -

Auf die in der Literatur iibliche Indizierung @, verzichten wir.
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Unter einem Ellipsoid verstehen wir das affine Bild der euklidischen Kugel. Da alle n-
dimensionalen Banachrdume X isometrisch isomorph zum R™ mit einer geeigneten Norm
sind, ldsst sich durch das Transportmafs des Lebuesgueschen Mafes unter diesem Isomor-
phismus eine Volumensfunktion auf dem Banachraum X definieren. Weiterhin konnen wir
mittels dieses Isomorphismus die Einheitskugel eines n-dimensionalen Banachraums als
konvexen Korper im R™ auffassen. Damit stehen uns Methoden der Konvexgeometrie zur
Verfiigung, wie etwa der Satz von John. In der Formulierung von Ball lasst sich der Satz

auch zur Bestimmung der approximierenden Ellipsoide verwenden:

SATZ 2.1 (Satz von John, [Ball| Theorem 3.1). Sei K ein konvexer Korper im R"™. Dann
enthdlt K genau ein Ellipsoid maximalen Volumens. Dieses Ellipsoid ist genau dann B,
Jalls By C K ist und euklidische Einheitsvektoren (u;);-, auf dem Rand von K existieren
und positive Zahlen (¢;);~, mit Y .- c;u; = 0 und

m

Z ¢, Ui>2 = HfL’Hg

i=1

fur jedes x € R™.
Bei einem symmetrischen Kérper K kann man auf die Bedingung )", c;u; = 0 verzichten.
Wir kommen nun zum wichtigsten Konzept, ndmlich dem Banach-Mazur Abstand.

DEFINITION 2.2. Seien X,Y zwei isomorphe Banachrdume. Dann ist der Banach-Mazur
Abstand von X zu Y gegeben durch

dX,Y)=if{||T: X > Y| ||[T7': Y = X|| | T € L(X,Y) ist ein Isomorphismus } .
Geometrisch bedeutet dies gerade
d(X,Y) = inf {)\ o %BX CTBy CuBx,T € L(X,Y) ist ein Isomorphismus} .
Trivial, aber wichtig sind die Beziehungen
d(X,72) <d(X,Y)-d(Y,Z) und d(X,Y) = d(X*,Y™)

fiir isomorphe Banachrdume X, Y und Z. Auf der Klasse der n-dimensionalen Banachrau-
me ist log d eine Halbmetrik, wobei d(X,Y) = 1 gerade aussagt, dass X und Y isometrisch
isomorph sind. Wir werden im Folgenden sprachlich nicht zwischen isometrisch isomor-
phen Rdumen unterscheiden, d.h., sagen wir der Raum X sei der "einzige” Raum, der eine

Eigenschaft hat, so meinen wir stets, dass er eindeutig bis auf isometrische Isomorphie ist.
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Aus dem Satz von John erhilt man unmittelbar, dass d(X, ¢3) < y/n fiir jeden n-dimen-
sionalen Banachraum X ist und hiermit wiederum d(X,Y) < n fiir zwei n-dimensionale

Banachridume X und Y.

Von den /) Rdumen ist bekannt, dass sich die Norm eines Vektors nicht dndert, wenn man
in der Basisdarstellung eines Vektors bzgl. der Standardbasis die Vorzeichen der Basiskoet-
fizienten dndert. Geometrisch entspricht dies der Symmetrie der jeweiligen Einheitskugeln
bzgl. Spiegelung an den Koordinatenebenen. Beliebige endlich-dimensionale Banachriume
miissen eine vergleichbare Eigenschaft nicht aufweisen - man kann allerdings mitunter Ba-
sen in Banachrdumen finden, die diese Eigenschaft "fast” haben. Quantitativ lésst sich dies

folgendermaken angeben:

DEFINITION 2.3. Sei X ein n-dimensionaler Banachraum. Eine Basis (z;);_, von X heifst

1=

C-unbedingt, falls ein C' > 0 existiert mit
n n

Z eitiT; Z liw;
i=1 i=1

n

fiir alle Folgen von Skalaren (¢;);_, und Vorzeichen (g;)!_,.

<C-:

Die unbedingte Basiskonstante der Basis (z;);_, ist das Infimum iiber alle C' > 0, die die

Ungleichung erfiillen, und wird mit ubc ((x;) ) bezeichnet. Das Infimum
ubc(X) := inf{ubec((y;)i,) | (vi)i ist Basis von X'}
nennen wir unbedingte Basiskonstante von X.

Besitzt ein n-dimensionaler Banachraum X eine K-unbedingte Basis (z;);_,, dann ist fiir

jede Folge von Skalaren (););_, die Basis (\;z;);_, ebenfalls K-unbedingt. Auch die duale
Basis (z});_, von X* ist in diesem Fall K-unbedingt. Durch einfaches Nachrechnen erhilt
man weiterhin
ubc(X) < ube(Y) - d(X,Y)

fiir zwei isomorphe endlich-dimensionale Banachrdume X und Y. Mit dem Satz von John
erhalten wir somit, dass jeder n-dimensionale Banachraum eine \/n-unbedingte Basis be-
sitzt. Wenn wir vom Vorliegen einer unbedingten Basis sprechen, meinen wir deshalb, dass
die Klasse oder Folge der untersuchten Rdume eine von der Dimension unabhéngige unbe-

dingte Basiskonstante besitzt.

DEFINITION 2.4. Ist (x;);_, eine Basis eines Banachraums X, so bezeichnen wir eine Basis

(?Jj)?zl von X* als duale Basis, falls y;(x;) = d;, fiir alle ¢, j € n, gilt.
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Wie aus der linearen Algebra bekannt, ist die duale Basis eindeutig bestimmt.

Eine zentrale Ungleichung in der Funktionalanalysis ist die Khintchine-Ungleichung.

SATZ 2.5. Sei 1 < p < 0o. Dann existieren Konstanten a,,b, > 0, so dass fir alle N € N
und x1,...,xny € R gilt

Voo TR
2 2
() = ) = (5)

Haagerup berechnete in [Haag| die optimalen Konstanten. Wir werden a; = \/Li und b; =1

E €i%;

verwenden, um die Anzahl der Bezeichnungen zu reduzieren.

Ein analoges Resultat gibt es fiir beliebige Banachrdume nicht. Vielmehr ist es eine be-
sondere Eigenschaft eines Banachraums, wenn eine der beiden Ungleichungen fiir beliebige
Vektorenwahl gilt.

DEFINITION 2.6. Ein Banachraum X hat Rademacher-Typ p fiir 1 < p < 2 bzw. Cotyp ¢
fiir ein g > 2, falls eine Konstante M < oo existiert, so dass fiir alle N € N und endlichen
Folgen (xj) L, € XN gilt

1
Zey% <M(ZHIJHP> ;

EG{ 11}N
bzw. .
1 N q
A > — xil|?
ce Ye1}N ZeEj:L'j = <;H£]H )

Wir nennen das Infimum iiber alle Konstanten M die Typ-p-, bzw. Cotyp-¢g-Konstante von
X und bezeichnen sie mit 7,(X) bzw. C,(X).

Da wir ausschliefslich die Rademacher-Typ und -Cotyp Begriffe verwenden wollen, werden

wir im Folgenden nur von Typ bzw. Cotyp sprechen.

Sind X, Y isomorphe Banachriaume, so ist
T,(X) <T,(Y)-d(X,Y) und C,(X) < Cp(Y) - d(X,Y).

LEMMA 2.7 (|[LiT2|, Proposition 1.e.17). Sei 1 < p < 2. Dann existiert eine Konstante

K, > 0, so dass fir alle Banachriume X mit Typ p gilt, dass X* Cotyp p* hat und es ist
Cp(X7) < Ky - T,(X), wobei p* = Py ist.
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Hierbei ist K, die Konstante aus der Ungleichung von Kahane. Die Umkehrung ist sogar
fiir endlich-dimensionale Banachrdume falsch, da aus der Khintchine-Ungleichung direkt
folgt, dass Cy(£7) < v/2 ist, andererseits aber lim,, . T5(¢%) = oo ist.

Wir werden im Verlauf der Arbeit insbesondere an den Typ-2- bzw. Cotyp-2-Konstanten
interessiert sein. In Verbindung mit dem Vorliegen einer unbedingten Basis erhalten wir

durch ein einfaches Mittelungsargument folgendes Resultat.

LEMMA 2.8. Sei X ein n-dimensionaler Banachraum mit K-unbedingter normierter Basis
(z;);_y. Dann gilt fir alle a € R"

n
E Q;T;
i=1

< KTy(X) [lall,

und

1
> — .
- KCQ(X) HCLHQ

n
E a;T;
i=1

Dieses Lemma ist natiirlich nur interessant, wenn sowohl die unbedingte Basiskonstante

als auch entweder die Typ-2- oder Cotyp-2 Konstante "gut” sind.

Wir fithren nun kurz die von uns genutzten Operatorenideale ein. Eine ausfiihrliche Dar-
stellung findet sich zum Beispiel in [Tomc| und [DJT].

DEFINITION 2.9. Seien X,Y Banachrdume, 1 < p <oo,T: X — Y ein linearer Operator.

Sei Iyy+ 1 Y — Y™ die natiirliche Inklusion.

(i) Wir sagen, T ist p-faktorisierend, falls es einen Mafkraum (£2,2, 1) und Operatoren
u: X — Ly(p), v: Ly(p) — Y™ gibt mit vu = Iy,y+T. In diesem Fall definieren wir die
p-faktorisierende Norm durch

(1) i=nf {lul [[o]] [uw: X = Ly(p),v: Ly(p) = Y™, vu = Iyy-T}.
Ist T' nicht p-faktorisierend, so setzen wir v,(7") = oo. Weiterhin bezeichnen wir mit
Yp(X) == 7 (Idx).

(ii) Wir sagen, T ist p-absolut summierend, falls es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass fiir
alle N e N, x1,...,xy € X gilt

(ZHT%H@) SC( sup Z!x*(fci)!’?) :

llz*ll x+=1""1
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Die p-absolut summierende Norm von 7" definieren wir als das Infimum tiber alle C' > 0,

die die Ungleichung erfiillen und bezeichnen sie mit (7).

Ist T" nicht p-absolut summierend, so setzen wir m,(7") = co. Weiterhin bezeichnen wir mit
mp(X) = m,(Idx).

(iii) Wir sagen, T ist nuklear, falls es (moglicherweise abbrechende) Folgen (xj)jeN in X*
und (y;) ey in Y gibt mit 7= 7, 27 @ y; und 372, }

1] s < oo.

Die nukleare Norm v(7T") = inf Z;’il| lyjl|, wobei das Infimum {iber alle nuklearen

Darstellungen von 71" gebildet wird.

*
L

Da wir im endlich-dimensionalen Y mit Y** identifizieren kénnen, vereinfacht sich in diesem
Fall die Situation der p-faktorisierenden Abbildungen entsprechend. Man beachte, dass alle

drei Normen die Operatornorm dominieren.

Es ist wohlbekannt, dass alle drei Typen von Abbildungen die sogenannte Idealeigenschaft
erfiillen, ndmlich
mp(uT'v) < lul| mp(T') [|v]],

Y (uTv) < [Jull 7 (T) [Jo]
und

v(uTw) < [lul v(T) [|v]],
wobei u und v lineare Operatoren, T' p-absolut summierend bzw. p-faktorisierend und
die jeweiligen Urbild- und Bildbereiche sinnvoll gewahlt seien moégen. Damit erhélt man

unmittelbar das folgende

LEMMA 2.10. Fir zwei itsomorphe Banachrdume X und Y gelten
(1) m(X) < mp(Y) - d(X,Y)
(it) p(X) < 3(Y) - d(X,Y).

Fiir einen n-dimensionalen Banachraum X gilt weiterhin stets

Vn < m(X) <n.

Die Invariante v,,(X) liefert noch weitere Informationen iiber einen Banachraum. Hierzu

geben wir zunéchst zwei weitere Definitionen.

DEFINITION 2.11. Sei X ein Banachraum, ¢ > 1.
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(i) Wir sagen, X hat die t-Fortsetzungseigenschaft, falls fiir alle Banachrdume Z und
abgeschlossenen Teilriume Y C Z und fiir alle T € L(Y, X) eine Abbildung T € L(Z, X)
existiert mit HTH < t-||T|| und T|y = T. Wir definieren dann die Fortsetzungskonstante
von X durch

fs(X) :=inf{\ > 1 : X hat die A\-Fortsetzungseigenschaft} .
(ii) Wir sagen X hat die t-Projektionseigenschaft, falls fiir alle Banachrdume Z fiir die eine
isometrische Einbettung ¢+ : X — Z existiert, eine Projektion P : Z — Z mit Bild P =
i(X) und || P|| <t existiert. Wir definieren dann die (absolute) Projektionskonstante von

X durch
AX) :=inf {A > 1| X hat die A\-Projektionseigenschaft} .

(iii) Sei Z ein Banachraum, i : X — Z eine isometrische Einbettung. Wir definieren dann

die relative Projektionskonstante von X in Z als

MNX,Z) =it {||P|| | P: Z — Z ist Projektion auf i(X)} .

Durch koordinatenweise Anwendung des Satzes von Hahn-Banach erhélt man, dass fs({,) =

1 ist. Dies lésst sich leicht auf beliebige Mafrdume verallgemeinern.

SATZ 2.12 ([Wojt|, IIL.B.2). Ist (2,2, 1) ein Mafraum, so ist fs(L (1)) = 1.

Ist ein Banachraum X isometrisch-isomorph einbettbar in einen Raum L., (1), etwa durch

eine lineare Isometrie i : X — Lo (u), so ist
AMX) =inf {||P|| | P: Loo(pt) = Loo(p) ist eine stetige Projektion auf i(X)}.

Diese beiden Beobachtung bilden den Kern des Beweises des wohlbekannten

SaTz 2.13 (|Tomc|, Proposition 32.1). Sei X ein Banachraum. Dann ist

Yoo (X) = A(X) = fs(X).

Dieser Satz rechtfertigt, dass wir im Verlauf der Arbeit die Projektionskonstante eines
Raumes X mit v, (X) bezeichnen werden. Ein klassisches Resultat von Kadec und Snobar

zeigt, dass

(2.1) Yoo (X) < y/dim(X)
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fiir einen endlich-dimensionalen Banachraum ist (s. [Tomc]|, Proposition 9.12, bzw. [KaSn]).
Hieraus folgert man unter Verwendung des Prinzips der lokalen Reflexivitit das néchste

Lemma.

LEMMA 2.14 (|[Wojt|, IIL.B.11). Sei Y ein reflexiver Banachraum, X CY ein Teilraum
der Kodimension n. Dann ist A\(X,Y) < y/n+ 1.

Ist Y =l (I) fiir eine Indexmenge I, so ist damit insbesondere \(X) < /n + 1.

Die Abschiitzung (2.1) ist asymptotisch scharf, wie man an dem Beispiel der Riume £7
mit 1 < p < 2 einsehen kann (s. [KSTJ|, Theorem 1). Andererseits konnten Kénig und
Tomczak-Jaegermann zeigen, dass sich die Abschatzung zu
c
dim X
fiir eine globale Konstante ¢ > 0 verbessern lésst (s. [K6T1]|). Demgegeniiber zeigte Konig
in [K6ni|, dass es keine Konstante 0 < ¢ < 1 gibt, so dass A(X) < ¢v/dim X fiir alle

endlich-dimensionalen Banachraume X ist.

AMX) < Vdim X —

Einfach zu beweisen ist das folgende Resultat.

SATz 2.15 (|[Wojt|, IIL.B.6). Seien X,Y Banachriume. Dann ist

AX) < A(Y) - d(X,Y).

Insbesondere haben wir damit fiir einen n-dimensionalen Banachraum X
A(X) < d(X, ).
Ein weiteres wichtiges Resultat stammt von Schiitt:

SATZ 2.16 (|Schl]). Sei X ein Banachraum mit einer normierten Basis (z;);_, und (x});_,
die hierzu duale Basis. Es sei [ : X* — 03 durch I (Y}

18t

waixt) = (a;);, definiert. Dann

1
V2ube ((2,)1,)

>

=1

I : X*—)E”H < Yoo X) < d(X, 0L) ubc ((z;),) -

Man beachte hierbei, dass die Norm des Operators I sehr grof sein kann. In diesem Fall

konnten moglicherweise vo.(X) und d(X, ¢%) verschiedene Grokenordnungen haben.
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Problematisch ist bei der Untersuchung von Problem 1, dass man Banach-Mazur Absténde
nach unten haufig sehr schlecht abschétzen kann. Auch ist die Berechnung der Projektions-
konstante eines Banachraums im konkreten Fall oft nicht trivial. Die letztere Schwierigkeit
lasst sich in bestimmten Féllen umgehen, indem man sich eine Methode von Garling und
Gordon zu Nutze macht, die die folgende Invariante benutzt (s. [GaGol).

DEFINITION 2.17. Sei X ein Banachraum. Wir definieren die Symmetrie-Konstante von X
durch

s(X) := inf {sup lgll | G Gruppe von Isomorphismen von X,G" = {\Ild | A € R}} :

geG

wobei G’ die Menge aller Isomorphismen von X nach X ist, die mit jedem Element von G

kommutieren.

Wir sagen, ein Raum X hat geniigend Symmetrien, falls s(X) = 1 ist.

Auch hier ist s(X) < s(Y)-d(X,Y) fiir alle isomorphen Banachrdume X und Y. Es ergibt

sich nun

SATZ 2.18 (|GaGo|, Theorem 3). Sei X ein n-dimensionaler Banachraum. Dann ist

n < (X)) Yool X) <n-s(X)%

Die linke Ungleichung ist hierbei trivial. In einem Raum X mit geniigend Symmetrien ist es
deshalb ausreichend, statt direkt die Projektionskonstante die zumeist einfacher zu ermit-
telnde Grofe m1 (X)) zu berechnen. So wurde etwa die Asymptotik der Projektionskonstante
der £ Ridume in [KSTJ] auf diese Weise ermittelt.

Weiterhin sind in Rdumen mit geniigend Symmetrien das John- und das Lowner-Ellipsoid

bis auf einen Faktor gleich.

LEMMA 2.19 ([Tomc]|, Propositionen 16.3 und 16.4). Sei X ein n-dimensionaler Banach-
raum mit gentigend Symmetrien, £ das Ellipsoid mazimalen Volumens, das in Bx enthalten

wst. Dann 1st
(i) das Ellipsoid minimalen Volumens, das Bx umfasst, ein Vielfaches von &,

(i) d(X, 63) = l1d = (X, [-lx) = (X -l (X5 1-le) = (X

Auch beziiglich Dualisierung verhélt sich die Eigenschaft gutartig.
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LEMMA 2.20. Seir X ein endlich-dimensionaler Banachraum mit gentiigend Symmetrien.

Dann hat X* gentiigend Symmetrien.

Bevor wir mit dem Beweis des Lemmas beginnen, halten wir zunéchst fest, dass falls T" ein
isometrischer Isomorphismus ist, dies auch 7™ ist. In der Tat gilt fiir alle 2* € X*
|7 (z")|| = sup [z*(Tz)] = sup |2°(y)| = sup [z"(y)| = [lz"]|.
lz]|=1 IT=1yl|=1 lyll=1

Die Bijektivitdt ergibt sich aus Dimensionsgriinden.

BEWEIS. Es sei A: X* — X* ein Operator, der mit allen isometrischen Isomorphismen
von X* kommutiert. Wir zeigen, dass A* : X** — X** mit allen isometrischen Isomor-

phismen von X** kommutiert.

Sei T': X — X ein isometrischer Isomorphismus. Nach Vorbemerkung ist dann 7™ ein
isometrischer Isomorphismus auf X*, d.h. es ist T*A = AT*. Damit ist dann auch A*T™* =

T**A*. Da X** geniigend Symmetrien hat, ist A* = ¢ - Idx«« fiir ein ¢ € R.

Seiz € X und £ € X** das Bild von x unter der kanonischen Einbettung, x* € X* beliebig.

Dann ist
A(z*)(z) = 2(A(z")) = A"(2)(2") = cz(x™) = cx™(x).

Eine weitere wichtige Invariante ist der Volumensquotient.

DEFINITION 2.21. Sei X ein n-dimensionaler Banachraum mit Einheitskugel By C R"™.

Unter dem Volumensquotienten von X verstehen wir

I(B
vi(X) = inf {%(5) | £ C By ist ein Ellipsoid} .

Offensichtlich ist vr(X) < vr(Y)-d(X,Y) fiir isomorphe Banachrdume X und Y. Weiterhin
ist der Volumensquotient invariant unter linearen Isomorphismen und damit insbesondere

unabhangig von den gewahlten Koordinaten.

Ein tiefes Resultat von Bourgain und Milman stellt eine Verbindung zwischen dem Volu-

mensquotienten und der Cotyp-2-Konstante eines Banachraums her.
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SATZ 2.22 (|[BoMi|, Theorem 2). Es ezistiert eine Konstante C > 0, so dass fir alle

endlich-dimensionalen Banachriume X gilt

vi(X) < O - Oy(X) - (log(Co(X)))™.

Die Riickrichtung gilt im Allgemeinen nicht. Allerdings kann man mittels des von Pisier
eingefiihrten Konzepts des schwachen Cotyp eine auf dem Supremum der Volumensquoti-
enten aller Teilriume beruhende Abschitzung fiir die Cotyp-2 Konstante erhalten, die nur

logarithmisch von der Dimension abhéngt (s. [Pisi]). Wir gehen hierauf nicht weiter ein.

Zuletzt kommen wir noch zur Gordon-Lewis Konstante.

DEFINITION 2.23. Sei X ein Banachraum. Dann ist die Gordon-Lewis Konstante von X
definiert als

T
GL(X) :=sup {% ET% |0#£T: X — {yist 1—absolut—summierend} :
T

Wie fiir alle von uns betrachteten Parameter ist GL(X) < GL(Y) - d(X,Y) fiir isomorphe
Banachrdume X und Y. Mit Hilfe der Gordon-Lewis Konstante ldsst sich die unbedingte
Basiskonstante eines Banachraums nach unten abschétzen. Wir stellen die von uns bend-

tigten Resultate kurz zusammen.

LEMMA 2.24 (|GoLe|, Lemma 3.3). Sei X ein Banachraum. Es gilt
GL(X) < ube(X).

LEMMA 2.25 ([DJT|, Proposition 17.10). Sei X ein Banachraum mit GL(X) < oo und
Cotyp 2. Dann hat jeder Teilraum Y von X endliche GL-Konstante und es st

GL(Y) < GL(X)bICa(X)?,
wobet by die entsprechende Konstante aus der Khintchine-Ungleichung ist.
LEMMA 2.26 (|[DJT], Proposition 17.9). Sei X ein Banachraum mit GL(X) < co. Dann
ist GL(X) = GL(X™).
Das folgende Lemma geben wir mit Beweis an.

LEMMA 2.27. Sei X ein n-dimensionaler Banachraum.

Dann ist GL(X) < 700 (X7).
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BEWEIS. Sei T : X — (3, J : X* — Lo (p) eine isometrische Einbettung und P €
L (Loo(pt), Loo(pt)) eine Projektion auf X*. Wir kénnen J auf dem Bild invertieren, d.h.
wir finden einen isometrischen Isomorphismus .J : Bild J — X* mit J o J = Idy.. Wir
betrachten die folgende Faktorisierung von T, gegeben durch J o T* : (5 — L (u),
JoP: Ly(u) — X*. Dann ist
(T 00 = X*) < HJOP; Lao(p) = X*|| 1T 0T 2 = Loo(u)|
= 1P Luali) = L [T 5 = X
= 1P Loo(p) = Loo(p)[ - T2 X — £3]].

Gehen wir nun zum Infimum iiber alle Projektionen {iber und verwenden ~,(S) = 7,+(S*)
(s. |[Tomc| (13.7)), so ist

(T : X =05) <9 (X)) ||T: X — 03] .
Da ||T: X — 03] <m(T: X — £3) haben wir
GL(X) < 1o (X7)

OJ

Ein bemerkenswertes Beispiel von Figiel, Kwapienn und Pelczynski zeigt, dass Teilraume
von /. eine groke Gordon-Lewis Konstante besitzen kénnen. In Kombination mit dem

vorherigen Lemma konnen also Teilrdume von ¢2 eine Projektionskonstante in der Gro-

fenordnung /n haben.

SATZ 2.28 (|[FKP|, Theorem 1.1). Es gibt eine Folge von Banachriumen (X, )nen, so dass
(i) X, ein n-dimensionaler Teilraum von (*" ist,

(i) K > 0 existiert, so dass GL(X,,) > K+/n fir allen € N ist.

Zuletzt geben wir noch eine Variante eines Lemmas von Figiel und Johnson an (s. Lemma
1.1 in |FiJo)).

LEMMA 2.29. Sei E ein r-dimensionaler Teilraum von (7.

Ist x € E ein Extremalpunkt von Bg N BY, so ist

o0’

i en| [z() =1} =
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BEWEIS. Wir nehmen an, es gibt mehr als n — r Koordinaten j € n, fiir die |z(j)| < 1 ist.
Bezeichnen wir die Menge dieser Koordinaten mit o, so existiert aus Dimensionsgriinden
y € (13, N Bg) \ {0}. Fiir ein ¢ < maxje, 1 — |2(j)| ist dann z = 1(z + ey) + 2 (z — ey) im
Widerspruch dazu, dass x ein Extremalpunkt ist. [



KAPITEL 3

Der Raum von Sobczyk

Wir definieren die 2-dimensionale Walsh Matrix durch
1 1
W2 =
1 -1
und zu n = 2%, k € N, induktiv die n-dimensionale Walsh Matrix
Wn  Wha
2 2
Wn  —Wh
2 2

W, =

Eine einfache Induktion zeigt, dass die Zeilen der n-dimensionalen Walsh Matrix paarweise
orthogonal sind. Wir nennen die Zeilen auch Walsh Vektoren. Sei nun n = 2* fixiert und
1

U, = \/—ﬁWn. Offensichtlich ist U, eine ¢5-Isometrie und selbstinvers. Wir definieren den

n-dimensionalen Sobczyk-Raum durch
S, ={x €2 | v = Us,x}.
Dieser Raum wurde von Sobczyk in [Sobc| konstruiert.

Da U, orthogonal ist, ist
1
Pn = §(Id2n —|— Uzn)
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eine Projektion.

Das Bild von P, ist S,. Um dies einzusehen, betrachten wir ein z € 2" mit x = Uy, (1)
und erhalten .
P,(z) = §(x + Usp(z)) = 2.

Ist « im Bild von P,, dann ist z = P,(z) und damit

1
T = é(x + Uy (7))

also x = Uy, ().

Wir bemerken noch, dass die Dimension von S,, gerade n ist, denn, da Us,, orthogonal
und symmetrisch ist, hat U, genau 2n-Eigenwerte, die alle —1 oder 1 sind. Da weiterhin

Spur Uy, = 0 ist, ist die Dimension des Eigenraums zum Eigenwert 1 damit n.

3.1. Darstellung des n-dimensionalen Sobczyk-Raum im R”

Wir wollen den n-dimensionalen Sobczyk-Raum mittels einer geeigneten Norm auf dem R”
darstellen.

LEMMA 3.1. Sei (e;)7", die Standardbasis des R>".

(i) Es gilt

Z zi(Lay + Uap)e;

=1

! H%U"“)

[+ )

1 1

(i1)
1

| (L2 + Uan) (e3)l; = \/—

—5Wanei| € [\/271 —1.v2n + 1]

Insbesondere ist
1
1) max{lel,. 55 10, f <

BEWEIS. (i7) ist offensichtlich, d.h. wir beweisen nur (7).

(Lon + Usp)es|| < |z, +

1

2
7 1Un ()] -
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Es ist
Ziﬁi(lzn—l-UQn)ei = H([Qn—l-Uzn) (;Cl,...,.fL’n,O,...,O)tHl
=1 1
I 1 W, W, T
= o, + ——
vVin \ w, -w, 0
1
0
\/2n H v2n
1
= |lz+ —=U,(2)|| + ||—=Un(z
Yo H Vol
Zuletzt folgt (3.1) aus (i) mit der Dreiecksungleichung. O

n

Beziiglich der Basis (\/LH(IQR + Ugn)ei) von S, ist also die folgende Norm auf dem R"

=1

4-adquivalent
1
lzllg == 7 max{||z]|y , [[Un ()]}

Wir wollen im Folgenden ausschlieflich mit dieser dquivalenten Norm arbeiten und den R”
mit dieser Norm versehen als Sobczyk-Raum S,, bezeichnen. Dieses Vorgehen ist in der Tat
unproblematisch, da sich alle von uns betrachteten Invarianten des urspriinglichen Raums

nur um den Faktor 4 von denen des dquivalenten Raums unterscheiden.

Eine einfache Beobachtung stellt das folgende offensichtliche Lemma dar, bei dem es sich
um einen Spezialfall des Dualitédtsprinzips handelt.
LEMMA 3.2. Seien (X, |||l x), (Y, |-|ly) n-dimensionale Banachriume. Sei (x;)?_, eine Ba-

sis von X, (y;)I, eine Basis von'Y . Es seien (x})'_, bzw. (y)r, jeweils die dualen Basen.

Gilt fiir alle a € R™

n n
Z a;Ti|| < Z aiyill
i=1 X i=1 Y
so gilt fiir alle b € R™
n
iYi < Z bi;
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BEWEIS. Sei b € R". Dann ist
n > i biy; (ZL ajyj) " ab .
S| = sup S < e S
i=1 y- 70 szzl 45Y3]|, a0 szzl 55| i=1 X+
0

Wir wollen nun untersuchen, wie sich die Sobczyk-Norm zu den £-Normen verhils.

LEMMA 3.3. (i) Fiir alle x € R™ ist

1
7l < — [Watl,

1) Fiur alle v € R" ist
(ii)
1
[zl < Mzl < flzlly < nilzflg-

(1ii) Fiir alle x € R™ ist

_1
noilzllge <fllly < e

s < llly -

(iv) Fir alle Folgen von Vorzeichen € = (g;)I, ist
lells =vn llellg. = Vn.

BEWEIS. (i) Wir zeigen die Behauptung mittels Induktion.

Fiir n = 2! erhalten wir

1 1
max {|x1], |za|} = 5 (|1 + zo| + 21 — 29]) = 5 ||W1(9€1>$2)t”1-

Weiterhin ist fiir n = 2™ und (1, x9) € R*"

(1, 22)lloe < max{flz ]l [J22ll o}

1
< o max { |Wi(21) |1, [[Win(z2) |1} -

Mit der Dreiecksungleichung folgt hieraus

1
[(z1,22)], < T ([[Win(z1 + z2)[ly + [[Win(z1 — z2)|,)

1
= W (1, 22)"],

2m+1
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(i) ||z]l, < |lz|lg folgt unmittelbar aus ().

Da U, eine Isometrie bzgl. der 2-Norm ist, ist

1
[2lls = —= max {[lz]l, , [Un(z)[l,} < max{[[z]l,, [|Un(2)]l2} =[],

vn

Wir zeigen zuletzt ||z, < ni |z]|g. Dazu stellen wir fest, dass

1 1
lells = = max el 10 o)} 2 ma { el .= il
ist.

Wir betrachten nun die Extremalpunkte der letzten Norm, deren Einheitskugel gegeben
ist durch

{l’ €R” ‘ LS [_171]71’ “xHI < \/ﬁ} = {l’ €R” | T € [_17 1]71’ Z |£CZ| < \/ﬁ} :
i=1

Es ist aber

max{uxug (e [-1L17, Y|l < \/ﬁ} .
=1

(iii) Folgt direkt aus Lemma 3.2.
(iv) Es gilt

1
V= lelly 2 llells = —= max {[lell;, |Un(e) ]I} = V.
2 @ S \/ﬁ 1 1

Auferdem erhalten wir

Vi =elly < lle

g+ = sup (g,2) < sup |[zll; < sup |zfl; = Vn.

|z g=1 zl|g=1 llzll,=vn

O

Tatséchlich sind alle Ungleichung in (iz) im obigen Lemma scharf. Um dies fiir die ersten
beiden Ungleichungen einzusehen, geniigt es, die Vektoren der Standardbasis einzusetzen.
Fiir die letzte Ungleichung beno6tigen wir einen der Vektoren, die wir im folgenden Lemma

konstruieren.
LEMMA 3.4. Sein = 4F fir ein k € N. Wir definieren

wi'; = (0,...,0, Wze;,0...,0), fir alle i,7 € \/n|.
’ N——

i-ter Block
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Dann 1st
||w”HS =1 und Hw?] }S* =/n firallei,j¢€ @
BEWEIS. Es ist
1
wa“s max wa‘ 17 ||U” H - —max v, HU Z])Hl .
\/ﬁ

Hieraus erhalten wir direkt le J || ¢ = 1. Andererseits erhalten wir, da W5 eine orthogonale

Matrix und W, = W (W z) ist,

N
Wowlsll, = Y IWoalm )Wya (Wyae)) |,

pn=1
vn

= D IWyalu i)vnes| = n,
pn=1

d.h., dass (Wye,,wl!;) # 0 fiir /n-viele [ ist und dann den Wert ++/n hat. Damit ist

Juty = .

Damit erhalten wir auch

= sup <w”,x>><w”,wm> \/_

llzllg=1

et

Andererseits ist ||z]|g. < ||z]]; und damit

leislls. < llwiyll, = v
OJ

Bei den w}; handelt es sich um Extremalpunkte von Bg, wie das folgende Lemma zeigt.
LEMMA 3.5. Sei X ein n-dimensionaler Banachraum, £ ein Ellipsoid, das Bx umfasst.
Ist x € 0Bx NOE, so ist x Ertremalpunkt von Bx.

BEWEIS. Wir wéhlen y, z € By mit 3(y + 2z) = z. Dann ist ||y||¢, [|2]¢ < 1, dh. y,z € €.
Da x € Ext(€), ist x = y = z, was bedeutet, dass x Extremalpunkt von By ist. [

Insbesondere ist also jedes x € Bg mit ||z||, = ni Extremalpunkt von Bg.

Wir zeigen nun eine Verschérfung der Normabschétzung aus Lemma 3.3. Hierzu benétigen

wir ein einfaches Resultat {iber die Extremalpunkte von S.
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LEMMA 3.6. Sein = 4F fiir ein k € N. Ist x € R" ein Extremalpunkt von Bg, so ist

llly = [|Unzll; = Vn.

Es ist nicht klar, ob dieses Lemma auch ein hinreichendes Kriterium fiir Extremalpunkte
darstellt.

BEwEIS. Wir wollen zunichst festhalten, dass die Einheitsvektoren keine Extremalpunkte
von Bg sind. Hierzu zeigen wir, dass fiir alle 4,1 € v/n,

1 Vn
% Z W\/ﬁ(laj>w?,j = €(i—1)y/n+l
j=1

ist. Da der Triger des linken Vektors in der Menge {(i — 1)y/n+1,...,iy/n} enthalten ist,
geniigt es zu zeigen, dass fiir alle i, m,[ € @,

B

Woa(l j)wi;((i = Dvn+m) = 0y

Si-

.
Il
-

ist. In der Tat ist aber

1 v 1 v
%Zwﬁ(ld)w?j((i—l)\/ﬁﬂLm) = %ZW\/E(ZJ)W\/E(WJ): il

Existiert ein Extremalpunkt x von Bg mit ||z||, < ||U,x||,, so ist U,z ein Extremalpunkt,
der die inverse Ungleichung erfiillt, da Isomorphismen Extremalpunkte auf Extremalpunkte
abbilden. Wir nehmen also an, dass ein Extremalpunkt = von Bg mit ||z, > |[|Usz||;
existiert. Wir wihlen m € n, mit x(m) = ||z||,, wobei wir gegebenenfalls ausnutzen, dass
—x ebenfalls ein Extremalpunkt von Bg ist. Da die Einheitsvektoren keine Extremalpunkte

sind, existiert eine weitere von 0 verschiedene Koordinate, etwa z(l). Sei o := sgn(z(1)).

. . —|U N .
Mit € := min {w, \x(l)|} kénnen wir Vektoren
Y =T+ ey — OEEy,
Z2:=x —¢ce, +ocey,

konstruieren, die [|ly|lg = ||z|lg = 1 und & = (y + z) erfiillen. Sowohl die letzte Gleichheit

als auch ||z||; = ||lyll; = ||z|l; = 1 ist offensichtlich. Um ||U,y||g < 1 einzusehen, zeigen wir
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noch ||U,yl||; < 1. Die Abschétzung ||U,z||, < 1 ergibt sich dann analog. Es ist

1Unylly = 1IUn (2 + cem — oger))ll; < [[Unzll; + 25v/n
< NUnzlly + [llly = 1Unzlly = llzfl, = 1.

Damit konnen wir die angekiindigte Normabschitzung zeigen.

LEMMA 3.7. Fir alle x € R™ ist

- Smax{Zw |ng,ur:¢ﬁ}.

jeJ

|

BEWEIS. Sei y € Ext(Bg) mit [(z,y)| = ||z|/g.. Dann ist mit Lemma 3.6 ||y||, = v/n und
mit Lemma 3.3 ||y||, < 1. Sei I C nymit |I| = y/n und

S | :max{Zw [T Cm, || = \/ﬁ}-

jEI jeJ
Wir stellen zunéchst fest, dass
Sl < 3 blminies = <f— 5 m) mintaed < 30 - by
jere jele jel jeI

ist. Hiermit erhalten wir nun

oy < D |yl + Y vl
j=1

jeI jEI®
N

= > gl ==y D g <3l < a7
jer jeI jere jeI j=1

3.2. Invarianten des Sobczyk-Raums

Wir zeigen nun, dass S,, geniigend Symmetrien hat (s. Definition 2.17), und kénnen dann

den Banach-Mazur Abstand zum Hilbertraum angeben.

LEMMA 3.8. Die Diagonaloperatoren diag (Wye;), i = 1,...,n, sind Isometrien von S,.

Sp hat gentigend Symmetrien.
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BEWEIS. Zu i € n sei die Matrix D; := diag(W,e;). Wir zeigen zundchst per Induktion,
dass [|W,D;z||, = [|[Wyz||, fir alle z € R™ ist.

Fiir den Induktionsanfang n = 2 miissen wir dies nur fiir Dy beweisen, da D, die Identitét
ist. Es ist fiir alle 1,29 € R

1 1 1 0 T 1 -1 T
1 -1 0 —1 To 11 Ty
1 1
1 1 T
= |IL‘1—$2|—|—|$1—|—ZL‘2|:
1 -1 T

1

Fiir den Induktionsschritt nutzen wir aus, dass zu einem Walsh Vektor w € R?" ein Walsh
Vektor v € R" und € € {—1,1} existiert mit w = (v,ev). Da weiter fiir alle z',2? € R",
ienund e e {-1,1}

Wn _Wn 0 €DZ‘ 132

W, D;x' — W, D;x?
= [WaDi(a' +2)||, + [ WaDi(z' — 2%,

WnDZ'l’l + &anDil'z
1

und mit der Induktionsannahme

= [Wale" + )], + [Wala! =27,

2

w, W, x!
w, —W. T

1

ist, erhalten wir fiir alle j € 2n,

1 1 1 1
IDyelly = <z max {10yl = WDyl b = e el = Wl = Dl

Wir zeigen nun noch, dass die von D,, i € n, und U, erzeugte Gruppe von Isometri-
) 9 Lo,

en hinreichend grofs ist. Sei nun A ein Operator, der mit diesen Isometrien kommutiert.
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Insbesondere gilt dann D;A = AD;, d.h.
(W(Z> Z)A<k> l))Z,l:l = (W<27 k)A<k> l))Z,l:l

fiir alle ¢ € n,. Ist also k # [, dann existiert, da W,, vollen Rang hat, ein ¢ € n, mit
W (i, k) # W (i,l), woraus A(k,l) = 0 folgt. Damit ist A eine Diagonalmatrix.

Es bleibt zu zeigen, dass A(k, k) = A(l,1) fiir alle k,[ € n, ist. Da U, eine Isometrie von S,
ist, haben wir direkt

Ak, k)Uy(k,1) = (AU,) (k1) = (U, A) (k, 1) = AL, ) U, (K, 1),
also A(k, k) = A(l,1). O

Wir berechnen nun einige Invarianten von S und S*:

SATZ 3.9. (i) Es ist \/n < m1(Sn) < V2n und /T < 75(Sn) < V.
(ii) Fir die Cotyp-2-Konstante von S, gilt Ca(S,) < 4 - V2.

(111) BY ist das Ellipsoid mazimalen Volumens, das in Bg liegt und n%Bg ist das Ellipsoid

minimalen Volumens, das Bg umfasst. Insbesondere ist d(S,, (%) = d(S*,(2) = ni.
Weiter ezistiert ein von n unabhingiges C' > 0, so dass vr(S,) < C ist.

(iv) n_iBg ist das Ellipsoid mazimalen Volumens, das in Bg+ liegt, und By ist das Ellipsoid

minimalen Volumens, das Bg- umfasst.

Weiterhin ist \/2277@”% < vr(SH) < ni.
(v) GL(S*) = GL(S) < 8- b3, wobei by die Konstante aus der Khintchine-Ungleichung

bezeichnet.

BEWEIS. (i) Die Ungleichung folgt direkt aus der Khintchine-Ungleichung und Lemma 3.3:

1 1 1
— E,T > — x|, 2 — ||7||c.
om > e ) \/§II [P \/EII s

ee{-1,1}"
Damit gilt fiir alle N € N und zq,...,zy

N N
> llzlls < “2% >
j=1

ec{-1,1}n i=1

(o)

< Von osup > fat(a)|.

lzlgx=1""1
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Damit ist m1(S) < v/2n.

Da der Sobczyk-Raum geniigend Symmetrien hat, folgt die zweite Ungleichung aus Lemma,
2.18.

(i) Jeder Teilraum von L; also insbesondere £2" hat Cotyp 2 mit Konstante v/2. Der Faktor

4 entstammt den Aquivalenzkonstanten.

(iii) Wir withlen im Satz von John als (u;);_, die Standardbasis (e;);_, und ¢; = 1 fiir alle

1 € n. Da Bg symmetrisch ist, geniigt es einzusehen, dass

n n
2 2 2
ZCi (2, u;) :Z|~”Uz‘| = ||zl
i=1 i=1
fiir alle z € R™ ist.

Damit ist B} das Ellipsoid maximalen Volumens, das in Bg enthalten ist. Weiter ist nach
Lemma 2.19 niBg das Ellipsoid minimalen Volumens, das Bg umfasst. Lemma 2.19 liefert

nun ebenfalls den Banach-Mazur Abstand von S,, zu /5.

Nach Satz 2.22 existiert ein C' > 0, so dass

v(Sn) < €'+ Ca(Sy) - (log(Ca(Sn)))" (%) 6log(6)"C.

(iv) Die Ellipsoide erhalten wir wie in (iii). Auferdem ist offensichtlich
vi(83) < vr(3)d(S;, 03) = ni.

Definieren wir

1
K = COHV{ﬁglﬁi | IOl {—]., ]_}n},

so ist K C Bg«, also

NI

vi(S*) = ni (M)i >n

( END )ini 2
VOl(ngL)

(\/2me/n)n V2me

(v) Nach Lemma 2.26 ist GL(S,,) = GL(S}). Wir wenden nun Lemma 2.25 an. Da Cy((}) =
V2 und GL(I7) < ubc(}) = 1 ist, erhalten wir die Abschiitzung, da die Norm von S, 4-

dquivalent zu der eines Teilraums von (2" ist. 0J
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Wir wollen nun zeigen, dass fiir jede K-unbedingte normierte Basis (z;);_, von S, gilt,

dass

fiir eine globale Konstante C' > 0 ist.

Wir formulieren das diesbeziigliche Resultat in einer allgemeineren Situation und verwen-

den dann die von uns ermittelten Invarianten.

LEMMA 3.10. Es existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass fiir allen € N, alle n-dimensionalen
Banachraume X mit einer K -unbedingten normierten Basis (x;);_, und genigend Symme-

trien gilt

K2 ﬂf xT;
X, 8) < - Co X o0 - T2
Insbesondere gilt fiir den Sobczyk-Raum

n

>

i=1

C'ni < K2

s
fiir eine globale Konstante C'.

BEWEIS. Es ist fiir alle ¢ € R®

n n 1 n ) 2
K- Zaz% > ee{évﬁ}n Zaam > o) (Z i > :
=1 X =1 X =1
Wir definieren
B = {CLGR”| Z(liﬂfz‘ Sl}
=1 X

und erhalten direkt
BC K- -(CyX)- By.

Sei nun &£ das Ellipsoid maximalen Volumens, das in B enthalten ist. Da X geniigend
Symmetrien hat, ist nach Lemma 2.19 das Ellipsoid minimalen Volumens, das B umfasst,
gegeben durch A, wobei A = d(X, ¢3) ist. Nach obiger Rechnung ist aufgrund der Mini-

malitdt von £
K - Gy(X)

vn

fiir eine globale Konstante ¢ > 0, wobei wir das iibliche vom Lebesgue Maf induzierte

vol(AE) ™ < K - Cy(X)vol(B})w < ¢

Volumen auf dem R™ verwenden.
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Sei C > 0 die Konstante aus Satz 2.22. Es ist

w(X) = (11<(§)>) " <0 0u(X) - (log(Co(X)))".

Wir schitzen nun das Volumen von B nach unten ab. Hierzu betrachten wir den Quader

- lee {il}”} C Conv{; lee {il}”} C B.

12250 &l

€
Q@ = conv { -
K[> @il

Damit ist

) 2 (@) 2 (g = xz-nX)n'

Zusammenfassend haben wir also

vol(B) vol(AE) \ ™
vol(€) vol(B) )

d(X, ) = /\:(

Co(X)K? |30 will
2v/n

s KPS willx

Vn '

Fiir den Sobezyk-Raum erhalten wir aus Satz 3.9, dass d(S,, (2) = ni ist und eine Kon-

< O Co(X) - (log(Ca(X)))* - ¢

_ % L C - C(X)? (log(Cy(X)))

stante C’ > 0 existiert mit
SeCO (S, (loa(Co(S)))* < €'

fiir alle n € N. Damit folgt ebenfalls der Zusatz. OJ

LEMMA 3.11. Sei X ein n-dimensionaler normierter Raum mit K-unbedingter normierter

Basis (z;)";.
Dann gilt fir die duale Basis (x});_, des Dualraums X*

n
*
P
i=1

< Kmi(X).

X*
Hat X geniigend Symmetrien, so gilt auflerdem

*
PIE

< V2K3Cy(X*)n.

X X*
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BEWEIS. Wir wihlen a = " | a;z; € X mit [|a|| = 1 und

- (Z x) (a) =) a;.

i=1

n

*
2T

1=1

Damit ist

n n n n
= Zx;‘(a) = Zai < Z |a;| = Z |l a;x;]|
i=1 i=1 i=1

n
< m(X) sup Z la*(a;x;)| = m(X) sup sup Zaia*(aixi)
||a*||x* 1,4 la* | x+=1ee{-1,1}"
n
= m(X) sup Z&: a;x;|| <m(X)K Z a;x;|| = Km(X).
ee{ 1,1}n i=1

b
Wir zeigen noch den Zusatz. Sei [ : X* — (5, (Z;;l aj:z:j> = (a;);
2.8
> ai
j=1
ist, ist ||I|| < KCo(X*). Aus Satz 2.16 erhalten wir weiter
1 n
V2K ; !
Mit dem gezeigten ist also
>
=1 X

Aus Satz 2.18 folgt nun die Behauptung.

1
>__ -
- KCQ(X*) ||a||2

< Yoo (X) [[1d = XT = 3] < 700 (X) K Cy(

< V2305 (X*) 11 (X) 7o (X).

Wir fassen beide Resultate fiir den Sobczyk-Raum zusammen.

SATZ 3.12. Es existiert eine Konstante C' > 0, so dass
Cni < ubc(S,)*m (S5,

Weiter ist
Cy(S)) < ubc(Sn)3n%.

X

_,- Da nach Lemma

X,
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BEWEIS. Aus Lemma 3.10 erhalten wir
Cni < K*? Zml
i=1 S

Wenden wir jetzt Lemma 3.11 auf S an, erhalten wir

Z ZT; S Kﬂ'l(s*)

i=1 S
Zusammengefasst haben wir also die Behauptung. |



KAPITEL 4

Storungen von /7

Wir wollen in diesem Kapitel untersuchen, wie sich die Geometrie des Raumes (7 verdn-
dert, wenn wir sukzessive bis zu n Vektoren zu der Einheitskugel BT hinzufiigen. D.h. wir
betrachten zu einer gegebenen Folge (w;);_, im R™ und 1 < r < n die Banachrdume X,
mit der Einheitskugel

K, = K,.(wy,...,w,) := absconv {ey, ..., ey, wy,...,w.}.

Wir wollen hierbei stets voraussetzen, dass die (w;) und (e;) Extremalpunkte des konvexen
Korpers K, sind, d.h.

w; & absconv {ey, ... en, Wi, ..., Wii1, Wit1, ..., W}
fiir alle 7 € r, und
e; ¢ absconv{ey, ..., € 1,€i 41, ., En, W1, ..., W}

fiir alle ¢ € n,. Es ist wohlbekannt, dass die Norm des zugehdrigen Banachraums gegeben
ist durch

(4.1) |, = inf {HG’HI [l o= aei + Zbiwi} :
1 i=1

1=
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Zentral ist nun die Frage, inwieweit der Banach-Mazur Abstand zu ¢} sich verdndert,
wenn r anwichst. Ebenso wollen wir untersuchen, wie sich die Projektionskonstante des
Dualraums verdndert und herausfinden, ob wir eine Beziehung zwischen der Projektions-
konstante des Dualraums und dem Abstand d(X/, (%) feststellen konnen. Wir erinnern

hierbei an Problem 1, d.h. an die Frage, ob es eine Funktion f: [1,00) — [1,00) mit

d(X705) < f (7s0(X7))

gibt. Wir wollen zu Beginn dieses Kapitels einige qualitative Aussagen treffen und dann im
weiteren Verlauf ein Verfahren angeben, wie man eine von der Dimension n unabhingige
obere Abschétzung des Banach-Mazur Abstands zu ¢7 aufstellen kann. Wir werden hier-
bei Methoden von Jean Bourgain und Lior Tzafriri in einer fiir die Situation verbesserten
Form anwenden, die uns erlauben d(X,, ¢}) durch einen Term bestehend aus der Projek-
tionskonstante von X" und dem Banach-Mazur Abstand eines r-dimensionalen Raums zu
07 abzuschatzen. Bei letzterem Raum handelt es sich um das Komplement Yp des Raumes
X - aufgefasst als Teilraum von (2" - beziiglich einer guten Projektion P. Im Anschluss
daran geben wir eine exakte Formel fiir die Projektionskonstante an und danach noch ein

Kriterium, wie man den Banach-Mazur Abstand d(Yp, (%) abschitzen kann.

4.1. Grundlegende Betrachtungen und Zusammenfassung bekannter

Ergebnisse

Zur Berechnung von d(X,, ¢}) kann man die folgende Methode benutzen.

LEMMA 4.1. Seien C1,Cy > 0, x1,...,2, € C,K,. Fiir alle j € n, gebe es ¢/ € R™ mit
S ca; = e; und fir alle j € 1, gebe es &@ € R™ mit Y1 &y = w; und ||¢7||, < Cy und
1]l < Cs.

Dann ist d((}, X,) < Cy - Cy.

BEWEIS. Sei d € R™. Dann ist

n n
odiwl| <Y Ndil |zl < Culldl);
=1 K, i1
Seien a € R", b € R" mit ||} 01", diwil|,. = |lall; + [|b]], und

n

(4‘2) idzmz = i a;e; + i biwi = Z <i alCZ —+ i bz(i’z> Zj.
i=1 i=1 i=1 —1 i—1

J=1
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Ein Koeffizientenvergleich liefert uns

T

i=1 =1

fiir alle j € n. Hiermit ist nun

n

ldll, =) ld;l = >
j=1

T

=1

j=1 |i=1
< , j , ~J e
< X o) |l + 2 Ibhnad ] <G ds)
i=1 j=1 =1 7=1 =1 K,
wobei wir in der letzten Ungleichung (4.1) verwendet haben. O

Anhand des Lemmas sieht man auch, dass Vektoren mit einer kleinen 1-Norm wenig Ein-
fluss haben. Durch Anordnung der (w;)/_, nach abfallender 1-Norm, kénnen wir also zu
einer vorgegebenen Schranke C' nur die Vektoren betrachten, deren 1-Norm oberhalb dieser

liegt. Ist etwa 1 < 7' <7 mit ||w;||, < C fiir i > 1/, so ist also
d(X,, (1) < Cd( X, 0}).
Um dies direkt einzusehen, definieren wir
K :=absconv {ey,...,e,,wy,...,w.}

und

K' := absconv {ey,... e, wy, ..., w.}.

Ist T € L({}, X,/) ein Isomorphismus mit | T |77 = d(¢}, X,») = A mit
TBY C K,» C\T'BY,
so ist ws € C'- A\T'BY fiir alle ' < s <r. Damit ist
TBY C K, CCNT'BY,
d.h. d(67, X;) < Cd(l7, X).
Diese Beobachtung rechtfertigt es, nur Vektoren zu betrachten, die eine "grofse” 1-Norm

haben. Tatsdchlich werden wir insbesondere an Fillen interessiert sein, bei denen |jw;||

grokenordnungsméfig \/n ist.
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Wir stellen noch eine weitere qualitative Beobachtung an. Zwei Banachrdume, deren Ein-
heitskugeln sich nur durch einen einzelnen Extremalpunkt voneinander unterscheiden, ha-
ben einen beschrinkten Banach-Mazur Abstand, d.h. die Geometrie eines Banachraums
andert sich nicht sprunghaft durch Hinzufiigen eines weiteren Extremalpunkts zu seiner
Einheitskugel.

LEMMA 4.2. Sei K eine Einheitskugel mit B} C K C BY, x € Sl Ke, K' =
absconv { K U {z}}.

Dann ist d(K', K) < 4.

BEWEIS. Wir wéhlen nach Hahn-Banach z* € OK* mit z*(z) = ||z|, und definieren
T € L(R™) durch T'=1d + 2* ® . Dann ist fiir y € K
Ty =y+z*(y)r € 2K".

Damit ist TK C 2K'. Weiter ist

1
( +1)x:T( x )ETK.
|zl |zl

Sei nun y = g + to € K' mit ||g]|, + [t| < 1 gemél (4.1). Dann ist

Somit ist x € TK.

y=Ty—x*(g)x + tx € 2TK,
wobei wir |z*(7)| + |t| < 1 verwenden. Damit ist K’ C 2T'K, d.h. d(K', K) < 4. O
Die durch iterative Anwendung des Lemmas erhaltene Abschitzung d(¢}, X,) < 4" ist
natiirlich uninteressant, da schon ab r > log,(n) die triviale Abschidtzung besser ist. Wei-

terhin ist es schon beim Hinzufiigen von zwei weiteren Vektoren nicht klar, inwieweit man

das obige Lemma durch ein direktes Argument verallgemeinern kann.

Um bessere Abschétzungen zu erhalten, betten wir X* mittels der Standardeinbettung in
einen Raum ¢ (I) ein. Sei hierzu I := {ey,...,e,, wy,...,w,}. Wir definieren die Abbil-
dung J: X — (o (I) durch

Jr = ({x,e1),....(x,en), (xr,wy), ... (x,w,.)).
Damit ergibt sich fiir ein x € (o (I):

reJ(X)eVker: o= ((T1,...,2n), W) .
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Wir kénnen somit X als Teilraum von (77" auffassen. In [BoT1] konnten Bourgain und
Tzafriri zeigen, dass gut komplementierte Teilrdiume von ¢} Rdumen “eindeutige” Komple-
mente haben, d.h. alle Rdume, die den Raum gut komplementieren, sind in einer kleinen

Kugel des Banach-Mazur Kompaktums enthalten.

SATZ 4.3 ([BoT1|, Theorem 5). Sei 1 < p < oo, n € N. Fir jedes K > 1 existieren
Konstanten ¢ = ¢(K) > 0 und C = C(K) < o0, so dass fir zwei Zerlequngen

L=X10oY1=X28Y,

mit
(1) dimX; = dim Xy und d(X;, X3) < K,
(i) ||Px,: =0, ||Pr: € — | < K firie2,
(ii7) dim X; = dim X5 < ¢/

qilt

d(V1,Ys) < C.

Es wére wiinschenswert, auf Bedingung (ii7) verzichten zu konnen, da diese in unserer
Situation bedeutet, dass r < c¢y/n sein muss, d.h., dass wir um diesen Satz anwenden
zu koénnen, nur eine entsprechende Anzahl von Vektoren zu B} hinzufiigen diirfen. Eine
Voraussetzung der Form (iii) - d.h. eine Beschrinkung der Dimension - ist jedoch in der
Tat notwendig. In [JoS1] (Conjecture 1) wurde vermutet, dass ein Teilraum Y von £},

dim(Y) 1. :
¢9m) Jiegen muss. Dieses

1 < p < 00, dessen Dimension proportional zu n ist, dicht bei
Problem scheint fiir diese p nach wie vor ungelost. Figiel und Johnson haben andererseits in
[FiJo| gezeigt, dass sich /2 in zwei n-dimensionale Teilriume zerlegen liisst, deren Gordon-
Lewis Konstante in der Dimension wéchst. In dem von uns gewdhlten Zugang kénnen wir

daher eine derartige Beschrankung der zuldssigen Werte fiir  nicht umgehen.

Eine Uberpriifung der funktionalen Zusammenhinge der Konstanten in dem Beweis von
Bourgain und Tzafriri liefert C' ~ K°. Wir kénnen fiir r < ¢y/n dieses Resultat auf Y :=
JX* und X := (Id — P)¢"F" anwenden, wobei P : (" — ("*" eine Projektion auf JX}
mit [|P| = 7.(X}) ist. Dies liefert uns eine Abschitzung der Form d(¢", X*) < Cr°.

Tatséachlich ldsst sich durch einfache Modifikationen eine Abschétzung der Form

d(lo, X)) < Crso( X))



4. Stérungen von (7 43

erreichen. Der Faktor r entstammt hierbei der Abschidtzung des Banach-Mazur Abstands

zweier zufillig konstruierter r-dimensionaler Rdume.

Auf die Details werden wir nicht eingehen, da wir die Methode von Bourgain und Tzafriri
in unserer Situation verbessern konnen. Hierbei miissen wir natiirlich beachten, dass in-
nerhalb der Arbeit [BoT1]| wie erwdhnt einer anderen Fragestellung nachgegangen wurde,
weshalb dort einer Optimierung der Konstanten und funktionalen Abhangigkeiten keine
Rechnung getragen wurde. Fiir uns ist dies allerdings insofern sehr wichtig, als dass wir
die sehr restriktive Einschrinkung r < ¢y/n aus (iii) des Satzes deutlich aufweichen kon-
nen und somit unsere Resultate auch fiir grofsere » anwenden kénnen. Tatsichlich werden
wir fiir gut komplementierte Teilrdume r in der Grofenordnung von n wahlen konnen.
Ein weiterer erheblicher Vorteil unseres Ansatzes ist, dass in der Abschitzung anstelle
des Banach-Mazur Abstands der Zufallsraume der Abstand zwischen konkret gegebenen

Raumen auftritt.

4.2. Teilriume von ¢ und ihr Abstand zu (%,

Wir wollen uns in diesem Abschnitt von der konkreten Fragestellung l6sen und beliebige

Teilrdume von ¢ betrachten. Wir beginnen mit zwei einfachen Lemmata.

LEMMA 4.4. Seien X1, X5, Y1 und Ys Banachriume, so dass X1 und Y7, bzw. X5 und Ys
isomorph sind. Weiterhin seien X1 N Xy = {0} und Y1 NY; = {0}.

Dann st
d( X7 &1 Xo, Y1 1 Y2) < 2d(Xq,Y1)d(Xo,Y?).

BEWEIS. Seien [ : X; — Yy, J : Xy — Y5 Isomorphismen mit ||I|| = ||J| = 1. Wir
definieren T : X7 @ Xy — Y1 &Y, durch T'(z1 + 2) = [21 + Js.

Dann ist 771 : Y, ® Y, — X; @ X, gegeben durch T (y; +y2) = Ity + J Lys.
Wir haben dann

1T = sup || + (| J22]| <1

1]l 5, +llz2l x, =1
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und
77| = sup |||+ ]| e
ly1lly, +lly2lly, =1
< sup [T+ sup [T e
lyally, =1 ly2lly, =1
< I+
d.h.

4%, @1 %, ¥ 80 ) < T < 24 7

Bilden wir auf der rechten Seite das Infimum iiber alle Isomorphismen I und J, so erhalten

wir die Behauptung. 0J

LEMMA 4.5. Sei Z ein endlich-dimensionaler Banachraum, X,Y komplementierte Teilrdu-
me von Z, so dass Z = X ®Y ist.

Ist Px die Projektion von Z auf X gegeben durch die direkte Summe, d.h. Px(x +y) =«
firc+ye XY, soist
d(Z,X @, Y) <3| Px].

BEWEIS. Offensichtlich ist P = Id — Px die durch die direkte Summe gegebene Projektion
auf Y, d.h. zu gegebenem z € X ist

Izl < I1Pxzll + 1Py 2l = 12l e,y < IPx[HIZI+ L+ [Px D) 2] < 3 [1Px ([ 121

d.h.
12 < Wzl xe,y < 31PxIHI=Il-

O

In [BoT2| wurde bewiesen, dass Operatoren auf £} fiir 1 < p < oo, deren Matrixdarstellung
nur Oen auf der Diagonale hat, auf einem relativ groften Teilraum fast verschwinden, d.h.
genauer, dass es einen Teilraum mit zu n proportionaler Dimension gibt, auf dem die
Restriktion des Operators eine kleine Operatornorm hat. Der Beweis hierzu bedient sich
stochastischer Methoden, so dass der konstruierte Teilraum probabilistisch gewéhlt wird.
In den Fallen von Operatoren auf ¢}, £2 und ¢4 lésst sich der Beweis sehr elementar und
konstruktiv durchfiihren (s. [Bour| bzw. [SpSr] fiir den Hilbertraumfall). Wir geben hier
aufgrund der besseren funktionalen Zusammenhénge zwischen den Konstanten eine Version
des Satzes fiir p = 1 und p = oo wieder, die auf Keith Ball zuriickgeht. Der Vollstandigkeit

halber geben wir den Beweis mit an.
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LEMMA 4.6 ([BoT3], Theorem 1.3’). Seip € {1,00}, T' € L(£3,47). Fiir jedes M € N

existiert eine Partition (O’h)h | von ny, mit

max || Ry, (T — diag(T)) Ry, : W—>€7LH< HT o — ol

heM,

Insbesondere existiert ein o C ny mit |o] > {7 und

| Ro (T — diag(T))R, = £ — £2]| < — HT o — ol

BEWEIS. Es geniigt, den Beweis fiir p = oo durchzufiihren, da wir den Fall p = 1 durch
Ubergang zu T* erhalten.

Sei (ai;)?

der Homogenitit kénnen wir verlangen, dass

die Matrixdarstellung von T'— diag(T") beziiglich der Standardbasis. Aufgrund

2,7=1

T — di by — Ly = il =1
| — diag(T) - o= rgng!ajl
ist. Durch die Unbedingtheit der Operatornorm kénnen wir weiterhin fordern, dass a;; > 0

fiir alle 7,7 € n, und aukerdem Z?:1 a;; = 1 fiir alle ¢ € n ist.

Wir nehmen zunéchst weiterhin an, dass a;; > 0 ist. Den allgemeinen Fall leiten wir dann

am Ende des Beweises her.

Offensichtlich ist (1,...,1) ein Eigenvektor zum Eigenwert 1. Damit existiert ein Eigen-

vektor (vi,...,7) # 0 von A’ zum Eigenwert 1, d.h. fiir alle j € nyist > | viai; = 7;

> il :Z Z%a” <ZZ|% |ai;)| —Z!% :
j=1

j=1 |i=1 7j=1 =1
Damit ist die Ungleichung in dieser Abschidtzung tatséichlich eine Glelchheit. Da alle a;; > 0
sind, haben damit alle v; dasselbe Vorzeichen. O.B.d.A. sei v; > 0 und > " v = L

Wir erhalten aus der Eigenwertbeziehung, dass dann sogar v; > 0 fiir alle ¢ € n, ist. Sei

und

M
¥ := (op),_, eine Partition von n, so dass die durch

M
= Z Z ViQij

h=1i,jeoy,
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definierte Funktion ihr Minimum annimmt. Wir behaupten, dieses ¥ erfiillt die Behaup-

tung. Falls nicht, existiert etwa in oy ein [ mit

9::Zalj>%.

JET1

Wir definieren nun eine Partition >¢, 2 < s < M durch
o1 =01\ {l},0: := 0, U{l} und o, := oy, fiir h ¢ {1, s}.

Fiir jedes 2 <t < M ist

f(E) = f(E) = Z a; + Z Vi@t — N Z ap; — Z Vil -

JEOTL 1€E01 JjEOTL 1€

Hierbei nutzen wir aus, dass die Diagonale 0 ist, d.h. es ist a; = 0 fiir alle i € n. Damit

ist dann
. M
0 > f(X) - e
> 10 5y )
T I M
= %ZGWLZ%CM—M_l %Z%+ZZ%%
JjEo1 1€E01 | s=2 JjEos s=2 i€og
1
= ’Yzzalj—i‘Z%@u—M_l Bl Z ayj + Z Vil
jET1 €0 | jeEN\o1 i€n\o1
1 OM — 2
> 0 — 1-6 = > 0.
=l M—l[%( )+ ] Ry

Dies ist ein Widerspruch.

Wir 16sen uns nun von der Annahme, dass a;; > 0 ist. Hierzu addieren wir zu ¢ > 0

die Matrix ((1 —d;;)e);,_; zu (a%)?j:r Bezeichnen wir mit S den durch die Matrix

(1— 51»7]-)5)2].:1 gegebenen Operator, so haben wir also gezeigt, dass
[ Bo, (T = diag(T)) Ry, || < || R, (T — diag(T)) Ro,, || + ¢ o]
= ||R,, (T + S —diag(T'+ S)) R,, ||
2 2
< — < — .
< ZIT+ 8 < 2 (IT] +en)

Lassen wir € gegen 0 gehen, folgt die Behauptung. O

Um dieses Lemma anzuwenden, bendtigen wir die folgende Formel.
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LEMMA 4.7. Ist P € L({2, (%) eine Projektion und r die Dimension des Bildes von P, so

o0 Yoo

15t

> WPej el <|IPI|-r
j=1

BEWEIS. Wir zeigen zunichst, dass v(P) = > 7, || Pe;l| ist. Da P =377 | e; ® Pe; ist,
geniigt es zu zeigen, dass v(P) > 377, || Pe;l|  ist. Sei hierzu P = P

E CU 61 y]uek
E ‘r y]aek

=12 ®@y;. Dann ist

n

n
> |IPell,, < max
=1

ken

IA

sup max
86{ 1 1}n kGJ

IN

z; @ y;|| = v(P).

Sei X := Bild P. Dann existieren mit dem Auerbach-Lemma (s. [Wern|, Satz 11.2.6)
normierte Basen (z;);_, von X und (z});_, von X*, so dass z}(z;) = 0;; fiir i,j € r, ist.
Insbesondere ist damit v(Idx) < r. Mit der Idealeigenschaft haben wir damit

v(P: 02 = 02)<||P: L = X||v(Idy)||J: X = 2] <||P]-r
wobei J die natiirliche Einbettung ist.

Mit der Holder-Ungleichung ist

D 1(Pejep)l <Y IIPe,
j=1 j=1

womit das Lemma bewiesen ist. O

Man beachte, dass man im Allgemeinen auf die Norm der Projektion in der Ungleichung

des Lemmas nicht verzichten kann. Um dies einzusehen, betrachte man die Projektion auf
[(1,1)], die durch die Matrix

5 —4
5 —4
als Abbildung auf /2, gegeben ist.
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Der folgende Satz ist der Schliissel dazu, die Technik von Bourgain und Tzafriri iiber Inver-
tierbarkeit von Teilmatrizen auf unser Problem anzuwenden. Die angewendeten Methoden
der folgenden beiden Sétze orientieren sich in Teilen an [BoT1]|, [BoT3] und [JoS1|. Mit
Ausnahme von Lemma 4.7 lassen sich sdmtliche Beweisschritte auf offensichtliche Weise
ebenfalls fiir /7 anwenden. Ersetzt man dieses Lemma durch eines, das fiir ¢} giiltig ist, so
erhilt man die analogen Resultate auch in diesem Fall. Da dies fiir unser Problem nicht

relevant ist, verzichten wir darauf.

SATZ 4.8. Seien C' >0, r,n € N, r < o= X C (7 ein Teilraum der Dimension n —r,
Px € L2, 0") eine Projektion auf X mit |Px|| < C.

o0 oo

Dann ezxistiert ein Teilraum G von X mit dim(G) =r, o C n mit |o| =n—r, so dass mit
H =17 gilt

lo =GO H, [[Poll <2[|Px| und d(G,€3) <2|Px]|.

Hierbei bezeichne Pg € L(0%, (%) die beziglich der direkten Summe gegebene Projektion
auf G.

BEWEIS. Wir wihlen ein M € N mit 8||Px|| < M < 16 || Px||. Nach Lemma 4.6 existiert

o1 € ny mit o] > 7 und

. 2 1
1o, (Px — diag(Px)) Ryl < 77 lI1Pxll < 1Px] = 7

811 Pxll

Definieren wir

1
= ficon : lea- Pl > 1

so ist mit Lemma 4.7

|0 - _n
- < Z [(Pyej, ej)] < Z|<PY€jaej>| S|Pyl -r <2[[Px[[-r < 128 | Py||
jEo2 Jj=1
und damit
n n n
lo1| — |oz| > Ar.

— — > >
M 32([Px| — 32| Px]
Deshalb existiert o3 C o7 \ 02 mit |o3] = r und wir haben

. ) 1
||RJ3PXR03 - RU3|| < ||RU3PXRU3 - dlag (RUzstRazs)” + ||d1ag (RU3PXR03) - RJsH < 5
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Setzen wir 0 :=n,\ o3 und G := Px/(7® haben wir fiir alle u € (72

[u

oo
”uHoo < ||<RU3PXRJ3 - RU3) U“OO + ||RU3PXRU3U||OO < T + ||RU3PXRJ3U||007
d.h. Jull
U o0
9 < HRUSPXRgsuHoo'
Hiermit haben wir erhalten, dass fiir v € £7 und v € (7,
u
Pyt vl = [ (Pt 0) > 1By PR, > 1

und damit G & H = (2, ist. Auferdem ist
[l
o S IPxufl < 1Px | lullo

fiir alle w € £23, d.h. d(G,(73) < 2| Px]||-
g

Wir erhalten damit eine Abschéitzung fiir den Banach-Mazur Abstand in Abhéngigkeit von
der Projektionskonstante und dem Banach-Mazur Abstand des komplementiren Teilraums

T
zu 0.

SATZ 4.9. Sei C > 0, r < szin, X ein Teilraum von £, mit Kodimension r. Existiert eine
Projektion Px € L({%, (%) auf X mit ||Px|| < C, so ist

o0 Yoo

A(X, 05T <2430 || Py 0 — 07 |°d(0n, (Id — Px)e™).

o0

BEWEIS. Seien G und H wie in Satz 4.8, Py :=1d — Px, Y := P/¢" , und Y = PyY,

o0’

wobei Py die durch die direkte Summe (2 = G @ H gegebene Projektion bezeichne.
Wir zeigen

(1) d(X,G@® (X NH)) <6 Px]

(i) d (G (XNH),Y @ (XN H)) <24 Px|] d(tz,, X)

(ii) d (f/ ® (XN H),eg:") <9 Py’
Daraus folgt dann unmittelbar die Behauptung.

Wir zeigen (i). Esist X = XN(GOH) =Gd(XNH),da G C X ist. Weiter ist fiir jedes
reX
Pyrx =2 — Pgzx € X,



4. Stérungen von (7 50

d.h. Py X C X. Insbesondere ist damit Py X = X N H. Man beachte weiterhin, dass
dim G = r und damit dim X N H = n — 2r ist.

Mit X =G & (X N H) und Lemma 4.5 haben wir

d(X,G o (XN H)) <3| Fel <6]Px]-

Um (i) zu zeigen, stellen wir zunichst fest, dass d(Y,Y) < 6|/ Px|” ist, denn es ist y =
Py (y — Pgy) fiir alle y € Y und damit

[yl [yl
3IIPx Yl = 1Pl 1Yl = 1Puyll = Iy = Peylle = 155 = 57rpg
[Py [l 2 Pxll

Insbesondere sind damit Y und Y isomorph, d.h. sie haben die gleiche Dimension.

Mit Lemma 4.4 erhalten wir
d(G@l (XNH),Y & (XmH))
< 2d(G,Y) < 2d(G, £ )d(6,, Y)d(Y,Y) < 24 || Px|* d(€5,,Y).

Kommen wir als letztes zu (7i7). Hier haben wir fiir alle z € H
2= Pyz=PyPyz+ PyPxz €Y @ (X NH),
wobei wir verwenden, dass dimY = r und dim H = n — r ist. Damit erhalten wir nun

12l < PrPrzlo + [1PuPxzllo = l2llve,mnx)

2
< [Pull (I1Py2llo + 1Pxzllo) < 9NPxI7 2o -

d.h. wir haben
d(Y @ (X NH),0257) < 9| Px|.

Wir koénnen somit den Banach-Mazur Abstand von X, zu ¢} durch die Anzahl der Storvek-
toren abschéitzen, indem wir X* in 71" einbetten und obigen Satz auf das eingebettete Bild
von X anwenden. Auferdem nutzen wir statt der Standardabschatzung fiir den Banach-
Mazur Abstand die auf Giannopoulos zuriickgehende Abschitzung d(¢. ,Yp) < Cré fiir
eine globale Konstante C' > 0 (s. [Gian|, Theorem 1), wobei Yp das Komplement von X

in 7" beziiglich der Projektion P bezeichne.
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o1

cn

KOROLLAR 4.10. Es gibt eine Konstante ¢ > 0, so dass fir alle C' > 0, alle r < &5 und

alle wy ..., w, € R™ mit 7o(X}) < C gilt

ol

AX, 07) = d(XTA8) < O 7o (X1)° - 1.

7700

4.3. Die Projektionskonstante von X

Wir wollen nun eine Formel fiir die Projektionskonstante der Rdume X finden. Wir identi-

fizieren dazu den Raum erneut mittels der Standardeinbettung J : X* — (72" als Teilraum

von (2" d.h.

Jrt =

" (wr)

Sei P: (" — (F" eine Projektion auf J(X;). Dann ist

P=2% (fi)Je
=1

fiir biorthonormale Vektoren fi,..., f, € R™". Wir schreiben nun f, = >

gilt fiir alle j,k=1,... ,n:

Ok = ([, Jej) = af + Zwi(j)afz—i-ia
i=1

(4.3) af =8 — > wij)ak,,.
=1

n+r Lk
i—q a;e;. Dann
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Nun ist
n  n+tr
1Pl = L > cialu
’ k=1 i=1
n+r n n+r
= sup max{max Zsia , max ZZ&iafwl(k) }
s€{-L1}mer em i3 R s e

n+r n+r n

_ k

= sup  max { max ;0% max gia;wy (k)
ee{-L1}ntr M |10 e s

@}.

n

Z a¥w(

n-+r
= Imax { max HakHl , max
k=1

ken ler 4
=1

Mit (4.3) folgt weiter

1 _Zwl n+z

i<r

2

J#k

1Pl = maX{r,ggg{Z\anﬂH
e { St

i<r =

Z wl n+z
(1 N Z w;(J n+Z> Z wi(7)ap i (k)

i<r
i<r k#j i<r }}
} )

n
= max { max g ‘anﬂ‘%—g Ok, — 5 w;(7)ak .,
keny
i<r
max E E wy(k)ak ., +E wy(J E g w;()wy(k)ak
len
k=1 :<r

i<r | k=1

1}

)}

Offensichtlich erhalten wir fiir jede Wahl der (al,,)icy, ken eine Projektion mit der angege-
ben Norm. Da wir alle Projektionen auf diese Weise erhalten, haben wir eine Formel fiir
die Projektionskonstante des Raumes X

Bevor wir dies in einem Satz festhalten, geben wir noch eine zweite dquivalente Formu-

lierung an, die mitunter einfacher zu handhaben ist. Wir wihlen (5%); _, € R™" und
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23

Vi € [Ujl,...,UJr]L

n+7,

fiir alle € r, k € n

Dann ist

1P

= Zbl Wi (k

m=1

max {max E

=1

2wl

k=1

max

ler
==t

—l—Z wl ZZU}Z wl
k=1 i=1
= max{maxz Zbl Wi (k) + vi(
i=1 |m=1
Irlleaj<Z 1 mZ:lb’ Wy, Wiy ) +Z

Gehen wir zum Infimum iiber alle Wahlen von a,,;, 2 =1,...

‘l‘ Uz(k’

) +Z
k) (ZT:: b wp, (k) + vz(k;)> ‘

b (mz b m(h) + vi<k>) |}
ol + Z
Beioh: el

mit apy; = >0 biwy, + v; fiir alle ¢ € r, d.h.

Zbl Wi (k

) + v (k)

O — sz (Zb’ Wi (K +vi(k:))

Ok, — Z wi(J) (Z D Wi (k) + Uz‘(k’))

, 7 iiber, haben wir damit eine

prazise Formel fiir die Projektionskonstante gefunden. Man beachte, dass es sich bei der

Abbildung, die die Matrix (

n+2) icr,keny

auf die Norm der zugehdrigen Projektion abbildet,

um eine stetige Abbildung handelt. Da weiterhin 7, (X*) < +/r + 1 mit Lemma 2.14
ist, brauchen wir nur solche Projektionen zu betrachten, bei denen |aﬁ+i‘ < Vr+1 st

Aus Kompaktheitsgriinden existiert somit eine Matrix, deren zugehorige Projektion die

Projektionskonstante liefert.

SATZ 4.11. Seien wq,...,w, € R", so dass

K, := absconv {ey, . ..

y €n, W1, . ..

, Wy }

genau 2(n + r) Extremalpunkte besitzt. Sei X, der Banachraum, dessen Finheitskugel K,

15t.

Y

Y
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b

Dann st

T n

Yoo (X)) = min max ¢ max E |aﬁ+i’—|—§
( k cRTXn ken — —

1= j=

a"“)ieﬂ,jem
{3+
i=1 j=1
= min {max {max
em S
+3 10— > wily) (Z by Wi (k) + w(k))
j=1 i=1 m=1
> b (wnw)| + > Jwi(G) = > wi(i) D b, (wrw)
i=1 |m=1 j=1 i=1 m=1

()01 € [0, ]2 )

Ok,j — Zwi<j)a’7]2+i
i=1

1)

wi(j) — Zwm) (W, anss)

> b wi (k) + vi(k)

m=1

Y

max
ler

}

Wir wollen zum besseren Verstindnis der Formel einige heuristische Betrachtungen anstel-
len. Fasst man das dukere Maximum in der Formel mit den a¥ ,; zu einer Summe zusammen,
so besteht die Formel aus vier Summanden. Die ersten drei Terme sind klein, falls alle a,,;
klein gewdhlt werden. Wahlt man etwa alle a,; = 0, so verschwinden diese Terme, wih-
rend der vierte Term max;e, [|w;||, liefert. Der vierte Term verschwindet hingegen, wenn
wir (an4s);_; biorthogonal zu (w;);_, wéhlen. Man beachte weiter, dass dann der dritte
Term 1 wird. In diesem Fall liefern die ersten beiden Terme also die Grokenordnung der
Norm der Projektion. Kombiniert man beide Ansétze, erkennt man, dass die [ € r,, fiir die

|lw||; geniigend klein ist, keinen Anteil an der Projektion liefern.

Da die Formel sehr unhandlich ist, wollen wir im néichsten Kapitel die in Frage kommenden
Projektionen unter einigen Zusatzannahmen wie Orthogonalitit der (w;) und |Jw;||, ~ v/n

genauer bestimmen.

Wir wollen zuvor jedoch noch einmal darauf zuriickkommen, wie man den Banach-Mazur
Abstand d((Id — P)¢%f", (- ) berechnen kann. Ausgehend von einer Projektion P auf das

eingebettete Bild von X bestimmen wir den komplementdren Raum Y aus Satz 4.9, bzw.

geben wir eine zu der Norm des Raums dquivalente Norm auf dem R" an.

Sei P = > 7 (fr,)Jex : £ — (27" eine Projektion, wie sie vor Satz 4.11 definiert

wurde.
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Wir bezeichnen mit (pij)z;;rl die Matrix bzgl. der Einheitsvektoren, die P beschreibt. Dann

ist

n n+r
), — (Pessea))F7, — (<z ™ J>>

f1(1) fitn) filn+1) ... filn+7)
| faln) fuln41) o fulntr)

> ket (s €5) wi(k)

> ket (See5) wi (k)

1 1 1 1
&1 an an+1 &n-l—r
n n n
o aj Qp an+1 an+r

2 k= afwi (k)

Z}Zzl a?wr(k)

_ (6jﬂ' - Zrmzl wm(j)aiﬂrm)zj':l ‘ (“2')?;1,3211
(S (0 = Ty () w07 7 | (S b ()]

Damit erhalten wir fiir Q) := Id — P als darstellende Matrix
(4.4)

(5 ) | (—a)i,

ij=1 5/ i=1,j=n+1

(_ ZZ:1 (5j7k - 221:1 wm(j)aﬁwn) wi—n(k’))mm : ‘ (5j7i - 22:1 afwi_n(k))

i=n+1,j=1
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o6

Wir wollen zeigen, dass die Vektoren

T Y4

_a .
Qenti = m =1,
8i1 — (@pgis wr)

51’,7‘ - <a'n+i7 wr>

eine Basis von Yp := Bild ) darstellen.
Wir definieren

-
E biQen—H
i=1 o

, max
len

T
k
E : bi&n-ﬁ-i
=1

by — Z bi (@nti, wy)
=1

= max {§ Imax
ken

} = [blly -

Da die Dimension von Bild P gerade n und damit dim Bild () = r ist, geniigt es offen-

sichtlich festzustellen, dass |||y, > m (R
J€n J

Basis von Yp.

Sei b € R". Dann gilt

T
k
E : bi Apti
1=1

max
ken

.
k
E : bian—i—i

=1

1TL
> -

k=1

n T

1
> S b.ak v (k
I?&Xnmaxuwju it i101(K)

J€E

=
—_

=1 1=

1
= |3 b (e w)

a1 s

Damit ist dann

wl

2||b >
| ||Yp = I?G%X{nmaXHwJH
Jj€

+ b — Z bi (@i, wi)
=1

Wir fassen diese Beobachtungen in einem Satz zusammen.

1
} > W 10/l o
jemn Moo

ist. Damit ist dann (Qe,4;);_, eine
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SATZ 4.12. Sei J : X} — (20" die kanonische Einbettung, P : (7" — (7" eine Projektion
mit Bild P = JX*, Yp := (Id — P) "+

Dann ist durch ((Id — P)en+;);_, eine Basis von Yp gegeben.

Fir jede invertierbare (c['); ,_, Matriz ist ebenfalls x,, = 37, ¢*(Id — P)epyi, m =

1,...,r eine Basis von Yp und

Z_:lbmxm Zb Zc Uy

, max
ken lem

Zb Zc di1 — an+i,wl>)‘}.

= max {max

Sind die a,y; biorthogonal zu den w;, so haben wir insbesondere

mexm Zb Z al ..
m=1

= HlaX

Ein naheliegender Ansatz, den Banach-Mazur Abstand von Yp zu £ zu beschrénken, ist

der Versuch, eine r x r Teilmatrix der Matrix (af; +Z-) zu finden, die gut invertierbar

i€r,kEny
ist.

LEMMA 4.13. Sei C' > 0, es gelte (an+i, w;) = 0, firi,j € n. Es gebe paarweise verschie-
dene ki, ..., k, € ny und eine Matriz (c]"); _, mit

-
E m ki
C an+z m,l
=1
fur alle m,l € r,

Dann ist d(Yp, 05,) < maxpepn > 0y ‘Zz LG n+z|

Insbesondere ist d(Yp, (L) < max;e,, ||c;||, || P|-

BEWEIS. Sei b € R". Dann ist

r]?ax E :b § :C n+z S ||b||oomax C n-i-z .
o ke m=1 | i=1
Andererseits ist
k
max E b E c'af .| > max E b E clay | = 10l
keny ler

Den Zusatz erhalten wir direkt aus Satz 4.11. O
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Ist (an+s);_, biorthogonal zu (w;);_,, dann ist aus Dimensionsgriinden eine r x r Teilma-

trix von (an+i) invertierbar, d.h. die Existenz der ki, ..., k, ist stets gegeben. Man

i€r,kEny
beachte, dass es ausreicht, eine invertierbare Teilmatrix dieser Matrix zu finden, deren In-
verse eine kleine Operatornorm als Operator auf ¢/ hat. Wie wir in Beispiel 5.11 sehen
werden, ist diese Abschitzung allerdings im Allgemeinen zu grob, d.h. eine Inverse mit

kleiner Norm muss nicht existieren.

Weiterhin wollen wir anmerken, dass selbst das analoge Problem im euklidischen noch offen
ist. Dieses wurde von Kashin und Tzafriri in einem unveroffentlichten Artikel behandelt.
Darauf aufbauend untersuchte Rudelson in [Rude|, fiir welche r < k < n eine gegebene
n x r-Matrix A = (@;j)ien,jer, Mit orthonormalen Zeilen eine k& x r-Untermatrix enthilt,
so dass die euklidische Norm auf R” dquivalent zu ||R;yA" ||, ist, wobei I die Menge der k
gewihlten Koordinaten bezeichne. Er konnte zeigen, dass k < Crlogr - t? gewihlt werden

1
kann, wobei ¢ = max;ey, ‘/Tf (320, Jai[?)? st

4.4. Volumensquotient von X,

Wir wollen zum Abschluss des Kapitels noch auf den Volumensquotienten des Raumes X,
eingehen. Fiir diese Invariante ben6tigen wir ein Lemma, um das Volumen eines Polytops

abzuschéatzen.

LEMMA 4.14. Ses M C 0B} eine endliche Menge, K := absconv M ein konvezer Kdrper.
Ist 2 < k <n mit | M| < kn, so ist

1 k

vol(K)» < C'- —,

n

fiir eine globale Konstante C' > 0.

BEWEIS. (i) Seien xy,...,z, € M.SeiT € L(R") die lineare Abbildung, die durch T'e; = x;
definiert ist. Dann ist conv {z1, ..., 2,,0} = T (conv {ey, ..., e,,0}) und damit erhalten wir

mit der Hadamardschen Determinantenungleichung

vol (conv {z1,...,x,,0}) = |det( )\Vol(conv{el,...,en,O})

< H ’Tez”2 > =
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(ii) Wir zerlegen K in Simplizia, wobei wir den Satz von Caratheodory verwenden:

K = U conv{wy,...,x,,0}.

Wir erhalten damit unter Verwendung von (i) und der Stirlingformel fiir das Volumen von

K die folgende Abschétzung:
M 1\ " I \" [1\"
n+1 n! (nk —n)n! n!

1
( 27Tn nk nk —nk 12(7Lk71) "

3=

nk — 7’L nk ne— nk+n n2n6—2n
ke=k < 2C k
(nk; k)k le=h+ln2 = e n’

fiir eine globale Konstante C' > 0. O

Da offensichtlicht )
%Bg C B CK,

ein Ellipsoid in K, ist, liefert dieses Lemma

KOROLLAR 4.15. Es gibt Konstanten c,C' > 0, so dass fir alle r € n,und wy, ..., w, € 0B}
gilt:
vr(X,) <e.

Der Volumensquotient ist somit fiir eine Untersuchung der Rdume X, nicht geeignet.



KAPITEL 5

Asymptotisch optimale Projektionen

Wir werden in diesem Abschnitt asymptotisch optimale Projektionen fiir spezielle Wahlen
der (w;)7_, bestimmen und somit die Formel aus Satz 4.11 vereinfachen. Die Kenntnis

solcher Projektionen ist aufserdem notwendig, um den Raum Yp darzustellen (s. Satz 4.12).

Da wir wie erwahnt zu untersuchen beabsichtigen, inwieweit sich die Klasse dieser Raume
als Negativbeispiel fiir Problem 1 eignet, miissen wir weiterhin einerseits gewéhrleisten,
dass der Banach-Mazur Abstand von X, zu ¢} hinreichend grof sein kann und andererseits

die Folge der Rdume X eine in der Dimension beschrinkte Projektionskonstante besitzt.

Um die Berechnungen zu vereinfachen, betrachten wir nur den Fall, dass (w;);_, ein Ortho-
normalsystem ist. Wie schon erwdhnt, ist nur dann ein grofer Banach-Mazur Abstand von
X, zu £} zu erwarten, falls die 1-Norm der w;, ¢ = 1,...,r ebenfalls grof ist. Letzteres ist
offensichtlich zumindest dann der Fall, wenn die Supremumsnorm der w;, i = 1,...,r ent-
sprechend klein ist. Da in diesem Fall die in Frage kommenden Projektionen eine einfache

Gestalt haben, werden wir gerade solche Wahlen der Folge (w;);_, speziell untersuchen.
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Um eine exaktere Sprechweise zu gewéhrleisten, definieren wir fiir ¢ > 0 zwei Klassen von
Vektorenfolgen. Die Klasse A, (c) beschreibt die Menge aller r-Tupel euklidischer Einheits-

vektoren, deren Koordinaten betraglich nicht grofer sind als \/Lﬁ, d.h.

T n\” c
6.1) A0 = { (s € @B W€ ms il < = b
Als zweite Klasse wollen wir die r-Tupel euklidischer Einheitsvektoren definieren, deren
1-Norm in der Grokenordnung /n ist. Aus technischen Griinden miissen wir hier jedoch

etwas vorsichtiger vorgehen.

Wir withlen zu einer gegebenen Folge (w;);_, fiir alle [ € 1, einen Vektor

gL =¢& ((wl)zzl) - Bgo M [wl, ey Wi, Wity - - - ,wT]L

9

so dass gilt
(5.2) (er,wy) = sup{(wy,e) | € € By,e L w; fiir alle i # 1} .

Man beachte, dass im Allgemeinen das Maximierungsproblem offensichtlich nicht eindeutig
16sbar ist. Lemma 2.29 zeigt, dass die Extremalpunkte der Menge, iiber die in (5.2) das
Supremum gebildet wird, mindestens n—r+1 Koordinaten besitzt, die betraglich 1 sind. Da
nach dem Satz von Krein-Milman das Supremum in einem Extremalpunkt angenommen

wird, konnen wir 0.B.d.A. verlangen, dass ¢; ein Extremalpunkt der Menge

(5.3) B N [wy,. .., w1, Wi, ..., w]"

ist.

Hiermit definieren wir

(5.4) B,(c) = {(w;)i_, € (0B)" |Vl €r: (g, w) > cy/n}.

Wir halten fest, dass fiir orthonormale Vektoren (w;);_,
1
[wil
ist, d.h., dass fiir jedes ¢ > 0 die Menge A,(c) C B,(c) ist. Die linke Ungleichung erhalten
wir dabei direkt aus der Holder-Ungleichung. Fiir die rechte Ungleichung beachte man,

(5.5) |willy > (wi, &) >

dass fiir jedes [ € r, der Vektor —— - w; in der Menge (5.3) enthalten ist.

1
l[wi]] oo
Falls (w;);_, € B(1) ist, so haben wir |w,(k)| = \/Lﬁ fiir jedes k € my und [ € r. Wir wollen

einen Vektor einer solchen Folge einen normierten Vorzeichenvektor nennen.
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Es ist nicht klar, ob die Menge B,.(c¢) alle r-Tupel von Vektoren enthélt, deren 1-Norm gro-
fer als f(c)/n fiir eine globale Funktion f ist. Wir werden in Lemma 5.7 darauf eingehen,

dass dies zumindest im Falle einer beschrinkten Projektionskonstante erfiillbar ist.

5.1. Groflenordnung der Projektionskonstante fiir die Klasse A,.(c)

Wir wollen zunéichst den Fall betrachten, dass (w;);_, € A,(c) ist. In diesem Fall haben
wir eine einfache Abschétzung der Projektionskonstanten von X nach unten, welche wir
im folgenden Lemma festhalten wollen. Weiter geben wir dort erneut die auf dem Resultat
von Kadec und Snobar beruhende Abschétzung (s. (2.1)) nach oben an. Wir werden spéter

sehen, dass beide Abschéitzungen asymptotisch scharf sind.

LEMMA 5.1. Sei (w;)!_, ein Orthonormalsystem.

Es ist §
Tl < ) S VL
Ist (w;);_, € A(1), so gilt insbesondere
10o(X7) 2 1=

BEWEIS. Die rechte Ungleichung ist einfach Lemma 2.14.

Aus Satz 4.11 folgt

1Pl > —(maxzmh ZZ

=1 j=1

UJ[ E § wl n—l—zwl )

k=1 i<r

) |

Wir wenden nun die Hélder-Ungleichung fiir p = 1 an und erhalten

1Pl > —(rgglxz}anﬂ
B [ (00 - B om0
1)

_ 1 SIS i S T o !
= 2(%2§;’an+f|+r;uwlum L= 2 ek
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Zuletzt wenden wir die umgekehrte Dreiecksungleichung an und erhalten

= _(maxz’a"“'* Zuwlu " [ o ® D

Wir wollen zeigen, dass || P|| > £ >/, W ist. Ist

Z Zw
ol S

so sind wir fertig. Wir betrachten deshalb nur den Fall, dass

1 — 1
Zuwlu Z“” ﬂzuwzuw

o0

ist.

Hieraus erhalten wir

P 5 Lyt
r 2 Tl T 2 ) < 502
und damit
b ®] 573
—Z ZZ Ty
le” =1 k=1 lwillo I=1 k=1
Nun ist

QHPH > maXZ ‘anJrz‘ 2 = ZZ ‘a”Jﬂ‘ - 277, Z leH

klzl

Ist (w;);_, € A,(c) fiir ein ¢ > 0, so ist die Projektionskonstante also unbeschrénkt, solange

r asymptotisch groker als y/n ist, d.h. der fiir die Konstruktion eines Gegenbeispiels zu

Problem 1 interessante Fall ist < C'y/n fiir eine universelle Konstante C' > 0. Untersuchen

wir nun, wie eine Projektion P : (%" — (™" mit asymptotisch minimaler Norm (d.h.
mit || P|| in der Grofenordnung v (X)) auf das eingebettete Bild von X* aussieht. Wir

verwenden im Folgenden durchgingig die Bezeichnungen aus Satz 4.11.
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Um eine konkrete Formel fiir die Projektionskonstante herzuleiten, zeigen wir, dass von den

vier Termen aus Satz 4.11 der zweite Term die anderen dominiert, solange r asymptotisch
kleiner als y/n ist.

Wir beginnen mit dem ersten Term. Es geniigt fiir dieses Lemma, die Klasse B,(c) zu

betrachten.

LEMMA 5.2. Sei ¢ > 0, (w;);_, € B.(c) ein Orthonormalsystem und (df)iGD ke € R

eine r X n-Matriz.

Dann ist

max
ken £

T

C\/ T

> Y a3 |
T ken

Z Wy (j)df
i=1

BEWEIS. Da die in (5.2) definierten ¢; alle Supremumsnorm 1 haben, ist

waj)d? )| Zm(j)df‘ :

Mit der Dreiecksungleichung haben wir dann

max

n
> maxmaxz leu(y
ken; — —

ken len

' n T
max | |> wij)di| = maxmax|d a(f) Y wilj)d;
i=1 J=1 =1
1 T T
> - : k.
> max Zl<wz,6z>dl
= 1=

Unter Ausnutzung der Biorthogonalitit von (w;);_, und (g;);_, folgt nun

Zwi(j)df
i=1

Verwenden wir nun noch (5.4), so erhalten wir

Z wi(j)df
i=1

max
ken <

> max — Z’ wr, €] Hdl

ken T

max
ken 4

> c—maXE ‘dk
r kén

O

Die Abschitzung aus dem vorherigen Lemma ist scharf. Wir werden in Abschnitt 5.4 ein

Beispiel angeben, das fiir ¢ = 1 Gleichheit liefert.
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SATZ 5.3. Seien c1,c2 > 0, (w;);_, € B,(c2) ein Orthonormalsystem, das zusdtzlich erfiille,

dass
. <
(5.6) Iggjz wm(F)| < &1
u5t.
Dann ist mit V := [wy, . .. ,wr]L
L Z )+ ui(k)] | eV
—————inf ¢ max w; (7) (wi( v; Uiy ey Uy
dmax{l, ¢} ken, !
Jj=1 |i=1
. - . n r
< Vel X)) <1 (1 + 02ﬁ> inf {Hkl?ﬁ 2 ;wz(y)(wz(k’) +Ui(k))‘ | v, 0 € V}
BeEwEIS. Seien (b},)5, =1 und vy,...,v, € [wy,...,w,] so gewdhlt, dass das Infimum in

Satz 4.11 fiir diese angenommen wird. Dann gilt fiir alle £ € n,

n

> Zwl k) 4 vi(k))

j=1

[ (z o) 6

DY

j=1

> " wilj) < (O = Omi) wm<k’>> '

i=1 =1

und mit Dreiecksungleichung ist letzterer Term

[50) (z o) + v,-<k>)

j=1 |i=1

Z w;(j — i)l -

=1

3 om0l
m=1

7j=1

Wir wenden jetzt die Voraussetzung (5.6) an und erhalten

n

(5.7) Z sz )+ vz(k))‘
Zwl (Z b s Wi (k) + i )

n

IN

+ 1 max E
len

7j=1

sz _5“

1=1

J=1
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Satz 4.11 liefert

To(X7) =2 5 maX

O — Z w;(j (Z b wi (k) + vi(k)> |

ken o1
-l—lmax Y —Zwi(j)ibi {(wy, W)
2 len j=1 i=1 m=1 S 7

woraus mit der Orthonormalitit von (w;);_, folgt
Yoo (X)) > = E?Sj ' 5,” sz (;1 b w (k) + Ui(k)> |
+-= mezzxz wl Z wz b

jf

> - ; ,
> r]?eajc Z w; (7 (Z by Wy (k) + vl(k)> ‘
Jj=1 |=1 m=1
—|— r?ezzx 2. 221: w; (7) (01 — b

Wenden wir diese Ungleichung auf (5.7) an, erhalten wir

Z sz k) 4 vi(k))

7j=1 [i=1

< 2-max{l, 1 }(Yo(X}) + 1) < dmax{l, 1 }yeo(X)).

Damit haben wir die linke Ungleichung hergeleitet.

Fiir die rechte Abschidtzung verwenden wir erneut Satz 4.11 und betrachten nur die Menge

der Projektionen, die durch b}, = §,,; gegeben sind. Offensichtlich erhalten wir damit dann

Yoo (X)) < max{ inf max Z Wi (k) + v (K)]

Mit der Dreiecksungleichung und Lemma 5.2 erhalten wir nun

’[" n
S(XH < 1 1 inf
(XD) < +(+M)m w3

r
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O

Man beachte, dass fiir r < c94/n die Anforderungen an (w;);_, im letzten Satz erfiillt sind,
falls (w;);_, € A,(max{cy, c2}) ist. Damit haben wir eine Formel hergeleitet, die die Klasse
A, (c) vollstéindig beschreibt, solange r asymptotisch kleiner als y/n ist. Wir wollen jedoch
auch r-Tupel von Vektoren zulassen, die (5.6) nicht erfiillen. Der néchste Abschnitt widmet

sich deshalb der Ubertragung dieses Resultats auf die gesamte Klasse B,(c).

5.2. Grofienordnung der Projektionskonstante fiir die Klasse B, (c)

Wir m6chten die Abschétzung aus Satz 5.3 nun auf den Fall verallgemeinern, dass (w;);_, €
B,(c) fiir eine globale Konstante ¢ > 0 ist. Hierzu zeigen wir, dass auch unter dieser
Voraussetzung von den vier Termen aus Satz 4.11 fiir kleine Werte von r der zweite Term

die anderen dominiert. Die Abschéitzung nach unten erweist sich jedoch als technischer.

LEMMA 5.4. Sei (w;);_, ein Orthonormalsystem. Weiter seien (b € R™" wie in Satz

WL)m zGJ
4.11, &y, durch (5.2) gegeben.

Dann gilt fir alle i,m € 1,
wi(j) =Y wilj)b| -

i=1

1
0im — 0" < ———— - max
(Em, W) e

j=1

BEWEIS. Da die Supremumsnorm der ¢; kleiner gleich 1 ist, haben wir zunéchst

n T

wi(f) = Y wi()b]

=1

max
len <
J=1

> wil) (6~ b)

und dann mit der Dreiecksungleichung und der Biorthogonalitdt der (w;);_, und (&);_,

n T "
- =D wiG| = max|Yenls ZM ) =)
ler, 4 £ l,mer | <
j=1 =1 J=1
T
> max Z (wi, em) (015 — by)
l,men i1
> max (W, Em) |01m — O]

l,men
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Damit ist dann fiir alle i, m € r,

n
max > <wm7 5m> |5z,m - bzm| )
len 4 1

j:

wi(j) — Zwm)bf

woraus unmittelbar die Behauptung folgt. O

LEMMA 5.5. Sei 0 <¢, 7 < ¢ CQT" und (w;);_, € B,(c) ein Orthonormalsystem.

Dann ist
n

> wi()(wi(k) +vi(k))

ken,
- i=1

5o (X)? > inf {max

| v1,...,0, € [wl,...,wr]L}.
j=1

Man beachte, dass die Konstante ¢ in der Abschétzung nicht auftaucht, da sie implizit in

der Bedingung an r enthalten ist.

BEWEIS. Wir wihlen eine Matrix (b)) € R™" und Vektoren vy, ..., v, € [wy,...,w,]",

1, MET

so dass das Minimum aus Satz 4.11 fiir diese Vektoren angenommen wird, d.h. die hierdurch
gegebene Projektion P erfiillt || P|| = 70 (X). Insbesondere ist dann nach Satz 4.11

T

(5.8) max

ken,
=1

D byt (k) +vik)

m=1

< Yoo (X)),

und
5.10 ) — (01| < Yoo X))
(5.10) R

Mit Lemma 2.14 erhalten wir

n

(5.11) max <1+r <2V

ler
7 )

wl(j> - sz‘(j)bi

Wir wollen zunéchst einsehen, dass die Matrix (b%,)! ._, invertierbar ist. Hierzu betrach-
ten wir die Matrix (8,,; — bi,)"

myi=1- L UL die Operatornorm aufgefasst als Operator auf /]
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erhalten wir mit der Holder-Ungleichung und Lemma 5.4 ,dass

(5.12) TG%X; |§m,i — b§n| < rgln:aeé ‘6m,i — b§n|

1
< rmax max E
St <5i7 ’LUZ> ler

T

wli) = 3 wa ("

j=1 m=1
ist. Mit (5.11) wird (5.12) zu
" 4 . 1
maXZ‘dmi—bﬁn‘ S'r‘max|c5mi—bfn’§max 23,
i€y ’ i,mEr ’ S <5z’7 w2>

m=1

Wir verwenden jetzt die Eigenschaft der Klasse B,(c) aus (5.4) und erhalten

- . , 2
I?G%XZ |(5m,i — b’m| < r max ’(5m7i — bfn‘ < il

i,mery C\/ﬁ’

woraus mit den Bedingungen an r folgt, dass

m=1

d 2cy/n 2
(5.13) nilezzxzwmi—bin‘ ST%@};Mm,i—b%‘ < 3c\/ﬁ: 3
m=1
ist. Damit ist die Matrix (bﬁn); ,_, invertierbar.
Damit finden wir fiir alle m € 1, ein 0, € [wy, ..., w,]*, so dass fiir alle i € 1, die Gleichung

Fiir jedes k € n, ist mit der Dreiecksungleichung

<

r

) lwilk) + (k)| < Z
+3

i=1

S (w(F) +am<k>>‘
S (B, — ) (win(R) + B (R))]

m=1

Mit der Holder-Ungleichung haben wir damit fiir alle & € n,

r

Z jwi(k) + (k)] < )

=1

> b w (k) + vi(k)

m=1

rmax b — bl Zl i () + T (k)] .
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Mit (5.13) haben wir

lez )+ mk)] < >

=1

> bl wi (k) + vi(k Z |w (k) + Ty ()|

m=1

und damit

sz Wi (k) +v5(k) | < 700(X;),

m=1

(5.14) = max Z |won (k) + 0 (k)] < max

kEJ ken <
=1

wobei wir im letzten Schritt (5.8) verwendet haben.

Weiterhin ist fiir jedes k € n, unter Ausnutzung der Definition der v;

n

ZZwl (Zb’wm —i—vzk))

j=1

n

= sz sz W, (k —l—vm(/{;))‘

1

<

3

- sz [ wi(k) + Bi(k) + D (wn (k) + T (k)) (bﬁn—5m7i)”

j=1

und weiter mit der umgekehrten Dreiecksungleichung

n

(5.15) Z iw, (Z b w (k) + v kz))

j=1
> Zl sz k) + vi(k Zl lelwz k) + T () (b, = Om,i)| -
J= J 7 m=

Mit erneuter Anwendung der Dreiecksungleichung und anschliefsend der Holder-Ungleichung

erhalten wir

n

2

Jj=1

Zywm( ) + Ty (K \Z

7=1

T s

S 3wl wn ) + (k) (¥ = 8)
sz — )
Z wl 51 z

=1

IN

Y

S Z’wm +Um ‘maX
lem i



5. Asymptotisch optimale Projektionen 71

womit wir aus (5.15) folgern, dass

[ (z (k) + v,uf)) ‘

7j=1 |i=1

> (i
z Zwl(j)( w;(k) + 0;(k Z | W (k) + O (K ]r?eaj( Zwl — 014)
j=1 |i=1 j=11i=1
fiir alle k € n, ist, bzw.
max Y |37 wi () (i) + w(k»‘
7j=1 [:=1
< b (ke
= L sz (Z (k) + vi( >)‘
+ ) |wm(k) + O (k !rglgx sz — 514)
m=1 _] 1 |i=1
Nun wenden wir hierauf (5.14) an und erhalten
(2 (2 k
2 Zw k) + i ))‘
< (4 ¢ A
< 3 |Y ) (zbmwm<k> )
7j=1 [=1 m=1
+ 3700 (X nlneaix sz — 01,7
7j=1 |i=1
Unter Beachtung von (5.9) und (5.10) haben wir also gezeigt, dass Vektoren oy,...,0, €

[wy, . .. ,wr]L existieren, so dass
max E w;(j
ken
==t =1

ist. Damit folgt die Behauptung.

)+ 0i(k))

<1+ Yoo (X)) + 3700 (X))? < 5700(X)?

Wir haben damit die von uns gewiinschte Formel fiir die Projektionskonstante hergeleitet.

SATZ 5.6. Sei 0 < ¢, r < ¢ 027” und (w;);_, € B,(c) ein Orthonormalsystem.
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Dann ist mit V = [wy, ..., w.]*

(%inf {Iileamx ‘ sz(])(wz(k) + UZ(/{))‘ | v1,...,0, € V})

i=1
< Yo X)) <1+ (1 + —) inf{max

N[

sz k) + vi(k))

=1

C\/_ ken

j=1
BEWEIS. Die erste Abschitzung ist Lemma 5.5.

Wir wihlen nun in Satz 4.11 0! := Om und erhalten
(5.16)

n

Yoo X)) <1+ inf maxz | Wi, (k) + v (K)| +Z

v €[w1,...,wr] L kENY -
Jj=1

> wilg) (wilk) +Ui(/~f¢))‘~

i=1

Weiter erhalten wir fiir alle vy,...,v, € [wi,...,w,]> mit Lemma 5.2 angewendet auf
d¥ = w;(k) + v; (k)

Zwl (w;(k) + vi(k))] .

=1

s 32 ) om0 = 723

7=1

Hiermit folgt aus (5.16)

Yoo (X)) < 1+< C\/_> inf Xn:

vi€[wy,...,wr] -

Z wi(7)(wi(k) +vi(k))] -

g

Formal betrachten wir in diesem Satz ebenso wie in Satz 5.3 die Klasse B, (c). Im Gegensatz

zu Satz 5.3 konnen wir in Satz 5.6 jedoch auf die restriktive Voraussetzung (5.6) verzichten.

Man kann unter den von uns getroffenen Annahmen im Allgemeinen nicht auf die (v;)l_,

verzichten. Um dies einzusehen, wiahle man r» = 1 und den Vektor

1 1 1
o <Emm>e

Dann ist [|wq]|, =1, ||wi]|, = (1 ++v/n —1) und |jw | . Man erhilt dann

1+vn—1
maXZle wi(k)] = [lwnlly [lunll oo = ——5—

ken <4
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wahrend nach Lemma 2.14 die Norm einer optimalen Projektion héchstens 2 ist.

Generell wire es wiinschenswert, die Bedingung (g;,w;) > c¢y/n aus der Definition der
Klasse B,(c) durch die allgemeinere Bedingung |Jw||, > ¢\/n zu ersetzen (s. (5.4) und
(5.5)). Es ist nicht klar, ob Satz 5.6 auch fiir diese Klasse von Vektoren giiltig bleibt. Wir
kénnen jedoch feststellen, dass fiir jedes Orthonormalsystem (w;);_, fiir das ein C' > 0

existiert mit

n s

> wild)(wilk) + vi(k))
i=1,i#l
die beiden Bedingungen adquivalent sind. Wir prizisieren dies im folgenden Lemma.

<C,

max max
ler keny

J=1

LEMMA 5.7. Sei (w;);_; ein Orthonormalsystem, r < 5 |Jw||; fir alle | € 1.

Sei l € 1y firiert, vy,...,v, € [wy,...,w,]*t. Dann ist

3 ken

n
[P (1 e
j=1

> wil)(wilk) + vi(k))|> :

i=1,il

BEWEIS. Sei I} := {j € n, | sgn(ei(y)) # sgn(wi(y))}, I == {7 € o | |ei(y)| # 1}. Nach
Lemma 2.29 ist |Io| < r. Weiter ist [(Rpeer, wi)| > 1 |lwill;-

In der Tat ist

lwill, < NRneww)| + [(Riserw)| + > [w(j)]

JEl2
1
< 2[(Rige.wi)| + 3 fhwill, -
Seimun P=1d—37_ |, (w; + v;,-) wi, 2 := P*Ryeg;. Da wir mit der Holder-Ungleichung
121l = T |(Ricer, Pey)| < max | Pexll;

haben, erhalten wir mit

n

|Pell, =)

J=1

T

Sk — > wilj)(wi(k) + vi(k))

i=1,i£l

)

dass
.

Z wi(7)(w; (k) + vi(k))

i=1,i#l

n

SRTOD

12l < +Igg@xll
]:
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ist. Wir stellen nun noch fest, dass

1
<Z wl = <RI65Z7Pwl> = <RIC€l7wl> 5 ||le1

Man beachte, dass

n T

max max Z w; (1) (w; (k) + vi(k))
ler, ken <
G=1 li=1,il
< max + max [Jwy[; [|wi + vl
lemn

sz k) + vi(k))

ng -

Hierbei entspricht der erste Summand der rechten Seite der Ungleichung dem Term aus der
Formel fiir die Projektionskonstante aus Satz 5.6. Es ist nicht klar, ob der zweite Summand
beschriinkt ist, jedoch ist zu vermuten, dass fiir jedes | € r, der Vektor v; € [wy, ..., w,]*
im Minimierungsproblem aus Satz 5.6 so gewidhlt werden muss, dass ||w; + v;||, minimiert

wird. In diesem Fall ist der zweite Summand in obiger Ungleichung beschrankt.

5.3. Zufillig gewidhlte Folgen von Vorzeichenvektoren

Man konnte in Anbetracht des Beweises des Satzes von Gluskin versuchen, eine Folge von
Banachraume Z, mit beschrankter Projektionskonstante aber unbeschrinktem Banach-
Mazur Abstand zu (4mZ» 7y konstruieren, indem man wy, ..., w, als Folge unabhiingiger
n-dimensionaler Zufallsvektoren auffasst, deren Eintriage durch i\/iﬁ Bernoulli-Variablen
gegeben sind, und Z, := X, setzt. In diesem Fall ist die Projektionskonstante jedoch mit
hoher Wahrscheinlichkeit unbeschrankt. Um dies einzusehen, benétigen wir das folgende

Resultat von Giannopoulos und Milman.

SATZ 5.8 (|GiMi|, Proposition 3.3). Es gibt Konstanten c¢,d > 0, so dass fir alle p € (0,1)
eine Konstante ci(p) > 0 emistiert, so dass fir alle p € (0,2] und m > ci(p)p~>n gill,
dass eine Menge A C {—1,1}" mit |A| = m mit Wahrscheinlichkeit gréfier als 1 — p die
Ungleichung

1 ;
cllyll, < (WZK&MI”) < |yl

e€A
fiir alle y € R™ erfullt.
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Der Satz liefert uns nun, dass wir das folgende Lemma verwenden kénnen. Damit erhalten
wir fiir alle p € (0,1) und r < -7, dass die Projektionskonstante mit Wahrscheinlichkeit
grofer als 1 — p grofer als Z\/F 1st, wobei ¢ > 0 die Konstante aus vorigem Satz ist. Man

beachte, dass die Vektoren nicht orthogonal sein miissen.

LEMMA 5.9. Seien wy, ..., w, € OBY mit |w;(j)| = \/Lﬁ fir alle v € ryund j € ny

> 5||@H2}

FEs seq

> wte

=1

c::sup{é>O|Va€R"' Z
gl

Dann st \/_
c T
1P > S
\/ﬁma’X]Eﬁ ||U}]||OO

BEwEIs. Es gilt

I?eagx < wyq (]) - ; w; (]) <wla an-i—z)
N — , - .
= max VST ()1 = () = D2 wil) G, i)
€n n — =1
=1,i#l
1
T 2
> IIlleaXC\/_ (\1— (wi, an)|* + Z ](wz,an+z’>|2>
o i=1,i#l

> maxey/n |1 — (wi, anti)| -
len

Damit kénnen wir 0.B.d.A. verlangen, dass (w;, a,+) > % fiir alle [ € r,ist. Also haben wir

2

T
max 1 Z;wz L Iileamxc\/ﬁ <Z‘aﬁ+i‘2>
=1 |i= —
Z ken, \/— Zl n—H
,
S/ — S Jak i)

ken /T maXjey ||wjl| i—1
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Wir schidtzen nun das Maximum iiber k gegen das Mittel {iber k ab, verwenden die Drei-

ecksungleichung und erhalten

max Zw = Z| Aty Wi)
ken 4 |5 ()ans, VT nmaxjeJHw]HOO o
3c
T
4v/nmaxjey [[w;l
Somit ist || P|| > VT O

C
4 vnmax;ep|lw;ll

Sei fiir den Rest des Abschnitts n eine 2er-Potenz. Ist r = log,(n), so konnen wir die Vek-
toren wi(+),...,w.(-) als unabhingige +- == Bernoulli-Zufallsgrofen iiber 2 = n, anffassen.
Dann stellen dle Vektoren (w;(j))i_,, j € n, bis auf Faktor \/Lﬁ samtliche moglichen Vor-
zeichenkombinationen dar. Die Khintchine Ungleichung liefert in dem Fall, dass Lemma
5.9 mit ¢ = \% anwendbar ist. Wir haben also eine untere Abschitzung fiir die Projek-
tionskonstante gefunden. Zusammen mit Lemma 5.1 haben wir die Grofenordnung der

Projektionskonstante bestimmt.

BEISPIEL 5.10. Ist r = logy(n) und wy, ..., w, die oben beschriebenen normierten Vorzei-

chenvektoren, dann ist
log,(n)

2¢/logy(n) > 7eo (X)) >
) 2 7(X;) 2 Y25

Weiter existiert eine Konstante C' > 0, so dass

Yoo (XF) < d(XF, %) < Cvyae(XF)T.

777700

BEWEIS. Wir zeigen noch die Abschitzung des Banach-Mazur Abstands.

Wir haben in obiger Rechnung gezeigt, dass die durch a,,; = w; gemaf Satz 4.11 gegebene
Projektion P asymptotisch optimal ist. Verwenden wir Satz 4.12 und wahlen dort ¢" :=

0im, SO ist
T

m
Ty = E ¢ pri = W, m=1,...,7
i=1
eine Basis von Yp ist. Dann ist aber

r
E bmwm
m=1

1
NG se?l?}i}r Z NG Il
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In diesem Fall ist also Yp isometrisch isomorph zu ¢] und damit

AV, £,) = (65, £,) ~ V7 = /Tog, ().
Damit existiert nach Satz 4.9 eine Konstante C' > 0, so dass

d(X70m) < Cryoo (X7

77700

ist. Die andere Abschitzung ist trivial. OJ

Diese Vorzeichenvektoren stellen somit einen Grenzfall dar, da fiir diese Rdume die obere
Abschétzung im Lemma 5.1 scharf ist. Wir wollen noch einsehen, dass die Resultate aus

dem vorigen Abschnitt ebenfalls anwendbar sind.

5.4. Der Fall der Walsh Vektoren

Wir wollen nun als zweites den Spezialfall der normierten Walsh Vektoren betrachten,
d.h. w; = U,e;. Um die Existenz der Walsh Vektoren zu gewihrleisten, sei n in diesem
Abschnitt eine 2er Potenz. Da die Walsh Vektoren sehr symmetrisch konstruiert sind,
stellt diese Situation ebenfalls einen Grenzfall dar und kontrastiert somit das Bild der
Vorzeichenvektoren aus dem vorigen Beispiel insofern, als dass fiir dieses Beispiel die untere
Abschitzung im Lemma 5.1 scharf ist. Wir werden fordern, dass r ein Teiler von n ist, d.h.

es gibt ein j € N mit r = 2.

NN

BEISPIEL 5.11. Ist r ein Teiler von n und r < %, so ist fir w; = Uye;
r r
< Ao (X)) <24+ —
Wl (X;) < NG

und
Yoo (X) < d(X,00) < 2" Bl (X))°

777700

BEwWEIS. Wir stellen fest, dass

n

(5.17) max

keny

> Unei(j)Unei(k)| = 1

i=1

j=1
ist, woraus mit Satz 5.3 fiir r < /n und der Wahl v; = 0 fiir alle i € r, die obere
Abschatzung fiir die Projektionskonstante folgt.
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Um (5.17) zu zeigen, verwenden wir, dass W,, = W, (W%) ist. Es gilt damit fiir alle & =
l—l—(m—l)%eﬂhméﬁ,lE%

(5.18) Z ZU@ YUne;(k)

j=1 |i=1

n/r r

— _ZZ iWn (z‘,w(v—l);) W (ia”(m‘l);>

p=1v=1 |i=1

n/r r

— _ZZ ZWn (1, VWi, )W (1, Z)Wr(i,m)‘

p=1 v=1

n/r

_ Z% |Wa (1, )W (1,0)] =

pn=1
Die untere Abschétzung erhalten wir direkt aus Lemma 5.1.

Wiéhlen wir in Satz 4.12 ¢[* = (U,e;)(m) und a,; = Uy,e;, so erhalten wir, dass

T

T = Z(Unei)(m)Unei, m=1,...,r

i=1

eine Basis von Yp ist und erhalten damit fir b € R"

ibmxm Zb Z Une;)(m)Uye;
m=1

Wie in (5.18) zeigen wir nun, dass diese Basis einen isometrischen Isomorphismus zu ¢
im Sinne der Bilder der Standardbasis induziert. Fiir festes b € R" ist

Zb ZU@ m)Une; Zb ZUe, m)(Uye;) (k)] .

Verwenden wir nun erneut, dass W,, = Wa (W, ist, so erhalten wir

Z U 62 )Unez

[e.9]

= max
keny

o0

1 T T
= —maxmax meZWn(i,m)W%(u,l)Wr(V, i)

n uei VET

o0

1 T T
= —maxmax W= (u,1) Z b, Z W, (i, m)W,.(v,1)

n uei VET

r r
= —maxmax‘Wn 11, 1)b,| = = max|b,| .
n HEJ ven n ven
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Zusammengefasst haben wir also

'
E b T,
m=1

T T
= mg;(lbml = 116]] o
o0

d.h. d(Yp, 7)) = 1.

Mit Korollar 4.10 ist
d(XF0m) <2t 3y (XH)°.

7Yoo

Man beachte, dass wir in (5.17) keine Gleichheit haben, falls wir das Tupel von Vektoren
(w;)i_, durch w; = Uyey,, i € 1y, fiir eine r-elementige Menge {ki,...,k.} C n, definieren,
da wir fiir hinreichend grofies n und kleines r auf diese Weise die Rademacher Vektoren

generieren konnen. Wir wollen hierauf aber nicht weiter eingehen.

BEMERKUNG 5.12. Ist r = 2/ < 2, so konnen wir den Abstand von X, zu ¢} in dem Fall
der Walsh Vektoren tatsichlich direkt berechnen.

BEWEIS. Wir setzen als Basis fiir k € r,i € %I
2, = Unér + eri(i=1)r-

Dann ist zunéchst

n/r
1
(5.19) oy ; (Uner + €t (i-1yr)
1 n/r
U,e +—Zek 1) =: U € absconv {z; : k€r,ie€n/r}.
nCk 77//7’ £ +@—1)r 5 )

Dann ist fiir j,l € ryund i € %

4 1 r
. 1 _ . n(l.7) = —0.-
kz:; Wr(la k)(Unek) (] + (Z )7”) \/ﬁ et Wr(la k)Wr(jv k)W, ( 7Z) \/56],17
d.h. fiir alle k € nyund [ € r,ist

n/r

r
Wr(l7k)Unek = %Zel—‘r(i—l)r-
i=1

<

k=1
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30

Weiterhin ist fiir alle 4 € r,und v € il

n/r

SSWL K== S ey | Gt (0= 1)
k=1

=1

T T T
= “Wo(l,p) = —W,(l, )Wa(1,) = —
- (1, ) . (L)W= (1,v) NG

d.h.

n/r

Uner(p+ (v = 1)r),

. 1 r
E Wr(l, /{Z)— E Ch+(i—1)r = —Unel.
k=1 n/r i=1 ey \/ﬁ

Damit haben wir

r n/r

n/r

r
=— | Uner + Cl4-(i—1)r
NG Zz:; (i—=1)

. 1
; W,(1, k)vy, = ]; W, (1, k) | Unex + oy ; Cht(i-1)r
Da |W,(l, k)| =1 ist, folgt deshalb
1 1 &
%Unel + % ;€l+(i1)r € absconv {v; : k€ n}.

Damit ist

n/r

T T
1- _> Un = - i—1)r —
( 0 € Uy o Z €l+(i-1)

i=1

r
_Unel
n

€ v+ —— absconv {vp + keEn}

NG

C (1 + %) absconv

Mit (5.19) ist also

<1 - Z) U,e, € (1 + L) absconv {z; :
n

vn

Da r < 7 ist, ist also

{vp, + ken}.

ker,ien/r}.

U,e; € 2 (1 + L) absconv {zx; : k€r,i€n/r}.

vn
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Nun ist fiir alle k € r, 7 € il
€k+(i71)% = (Unek + €k+(i,1)%) — Unek

€ (3 + 2%) absconv {zy; : kemr,ien/r}

1
C (6 + 4%) absconv {521“ s ker,ie L/TI} )

Damit haben wir

1 1
absconv {izkl s ker,ie ﬁ} CK,C (6 + 4%) absconv {521“ s ker,ie ;J} )

also ist
r
dB',X,)=d(B2, X)) <(6+4—|.
( 1> ) (oo r)—<+ \/ﬁ)

Wir haben damit insbesondere mit Lemma 5.1

Yoo (X7) < d(X[, 00,) < 42750 (X)).

T Yoo

Man beachte, dass wir im Beweis die Struktur der Walsh Vektoren explizit ausgenutzt ha-
ben, so dass eine direkte Verallgemeinerung auf andere Klassen von Vektoren nicht moglich

ist.

Wir wollen diese speziellen Raume noch etwas genauer betrachten. So ergibt sich etwa trotz
des symmetrischen Aufbaus der Walsh Vektoren eine grofe Symmetrie-Konstante. Um dies

einzusehen, berechnen wir 7 (X7).

LEMMA 5.13. Sei w; = Upe; fiir alle v € n,.

Ist 1 <r <%, s0 istggm(X:) <n.

BEWEIS. Die Abschitzung nach oben ist bekannt. Es geniigt somit, nur die Abschitzung

nach unten durchzufiihren.

Es gilt fiir n = 2, dass 1 < m(X}) < 2 ist. Wir konnen deshalb 0.B.d.A. davon ausgehen,
dass n > 4 ist und die Walsh Matrix fiir n/2 existiert. Wir bezeichnen hier mit e} den
k-ten Einheitsvektor des R™.
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n
. e n n 'Y . n . E
Sei z; := €] — €iyn firl1 <:< 5. Dann ist > 2

n n . n 3 3
e —€in = 5, wobel wir ausnutzen,

X;
dass (z;, Uye;) = 0 fiir alle 4,5 € 3| ist. Auferdem ist

%
D @) =1
i=1

fiir alle k € n, und

n

3 > 1 N an b Bl . m 1
. n _ n__n _ nel ne2 _ T _ .2 o7 _
;KxuUnekH _; <€i €i+%7 \/§ <U§6k>U§6k> > ; <€Z e, \/§U2€k>‘ 0
, o . Us Un» ' N
fir alle 1 < k < &, wobei wir verwenden, dass U, = 5 3 > i<t Damit ist
Un —Un
2 P

%
sup Z (z,x;)| =1,

HIHXT:l i=1
d.h. m (X)) > 3.
OJ
Man beachte, dass wir auch hier entscheidend ausgenutzt haben, dass die r normierten
Walsh-Vektoren in {Uyey, ..., Une%} sind.

Die Invariante 71 (X)) bleibt somit fiir v = 1,..., § relativ konstant. Da die Walsh Vektoren
bzgl. komponentenweiser Multiplikation eine Gruppe bilden, erhélt man wie in Lemma
3.8, dass fiir r = n der Raum X geniigend Symmetrien hat. Daher ist 71 (X}) < 4y/n (s.
Lemma 5.1 und Satz 2.18). Das Lemma liefert mit Satz 2.18 direkt eine Abschétzung der

Symmetrie-Konstante des Raums.

KOROLLAR 5.14. Sei 1 <r < & und w; = Uye; fiir alle i € 1y,

FEs ist

Weiter ist (X)) = 1.

BEWEIS. Wir verwenden, dass nach Satz 2.18

Yoo (X1 (XT) < ms(X)?
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ist. Mit obigem Lemma und Beispiel 5.11 haben wir

Lo < ns(X)?,

4y/n 2
d.h.

OJ

Figiel, Kwapieni und Pelczytiski haben in [FKP]| 2" in zwei n-dimensionale Riume zerlegt,

deren Gordon-Lewis Konstante in der Grokenordnung /n liegt. Ist w; = U,e;, so haben wir
3

fiir r = 3 einen n-dimensionalen Teilraum von (2" angegeben, dessen Symmetrie-Konstante

in der Grofsenordnung ni liegt. In unserem Fall ist der Raum sogar konstruktiv angegeben.
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