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Zusammenfassung

Gegenstand dieser Arbeit ist die Abschétzung der groften singuldren Zahl von Zufalls-
matrizen, deren Eintrdge unabhéngige, aber nicht notwendigerweise identisch verteilte Zu-
fallsgréften sind. Da es sich bei den singulédren Zahlen von Zufallsmatrizen um Zufallsgrofsen
handelt, sind Aussagen iiber diese stets stochastischer Natur. Unser Augenmerk liegt auf

dem Erwartungswert der grofsten singuldren Zahl.

Wir bestimmen die Grokenordnung des Erwartungswertes der gréfsten singuldren Zahl von
Zufallsmatrizen, deren Eintrage unabhéngige, zentrierte Zufallsgrofen mit endlichen zwei-
ten Momenten sind, bis auf einen logarithmischen Faktor. Wir benutzen hierzu Techniken,
die auf Orlicznormen basieren und in diesem Zusammenhang ein neuartiges Vorgehen dar-

stellen.

Das Verstdndnis des Spezialfalls unabhéngiger, zentrierter, normalverteilter Eintrage mit
beliebiger Varianz ist entscheidend, um den allgemeinen Fall zu verstehen. Wir zeigen hier-
fiir direkt eine untere Abschéitzung und geben dann eine obere Abschéatzung der grofsten
singuldren Zahl in Wahrscheinlichkeit an. Aus dieser leiten wir im Anschluss die Aussage
iiber den Erwartungswert her. Den Term, der die Gréfenordnung bestimmt, kénnen wir
mit der von uns entwickelten Methode als eine verallgemeinerte Orlicznorm angeben, die
in unserem Fall eine besonders einfache Gestalt hat. So zeigen wir, dass der entscheidende
Ausdruck sich berechnen lasst, indem man die euklidische Norm der Zeilen- bzw. Spalten-

vektoren der Varianzmatrix berechnet und das Maximum dieser bestimmt.

Als wesentlichen Hilfssatz zeigen wir, dass der Erwartungswert von Orlicznormen unab-
héngiger, integrierbarer, aber nicht notwendigerweise identisch verteilter Zufallsgrofen sich
grofsenordnungsméfig verhélt wie eine Orlicznorm, die wir explizit angeben. Dies stellt ein
fiir sich interessantes Resultat dar, denn so ist es zum Beispiel moglich, den Erwartungs-
wert des Maximums von unabhéngigen, aber nicht notwendigerweise identisch verteilten

Zufallsgrofen zu berechnen.



Abstract

The subject of this thesis is estimating the largest singular value of random matrices with
independent, but not necessarily identically distributed entries. Since singular values of
random matrices are random variables themselves, statements about these are expressed

in stochastic terms. We focus on the expectation of the largest singular value.

We determine, up to a logarithmic factor, the order of the largest singular value of rand-
nom matrices whose entries are independent, centered random variables with finite second
moments. To obtain our results, we use a method based on Orlicz norms, which represents

a novel approach in this context.

To handle the case of general entries, it is crucial to study first the special case of in-
dependent, centered, gaussian entries with arbitrary variances. We immediately obtain a
lower bound estimation and then derive an estimation of the upper bound in probability.
Based on this special situation, we prove the upper bound estimation of the expected value
of the largest singular value in the general case. The expression determining the order of
the expected value is written in terms of a generalized Orlicz norm, which is of appealingly
simple structure: the decisive term is computed by taking the maximum of the Euclidean

norm of the column and row vectors of the variance matrix.

To handle both the special case of gaussian entries and the general case, we derive in
an intermediate step a feasible expression of the expected value of Orlicz norms of inde-
pendent but not necessarliy identically distributed random variables. This especially allows

to compute the expected value of the maximum of independent random variables.
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Kapitel 1

Einleitung

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit dem Erwartungswert der grofsten singuldren Zahl
von reellen Zufallsmatrizen. Darunter verstehen wir Matrizen, deren Eintrage reelle Zu-
fallsgrofsen sind. Wir interessieren uns also flir den grofsten Eigenwert des Betrages einer

solchen Zufallsmatrix.

Zufallsmatrizen und ihre Eigenwerte werden seit Ende der 20er Jahre des 20. Jahrhun-
derts genauer studiert. Zu Beginn der 50er Jahre erlangten sie groffe Bedeutung, als E.
Wigner vorschlug, zur Bestimmung spezieller Eigenwerte von Hamilton-Operatoren, die
hdufig nicht explizit anzugeben sind, Eigenwerte von Zufallsmatrizen heranzuziehen, da
diese die tatséchlich gesuchten Eigenwerte im Mittel gut beschreiben. E. Wigner erkannte
diese Anwendung von Zufallsmatrizen erstmals bei der quantenmechanischen Beschreibung
der langsamen Neutronenresonanz bei mittelschweren bis schweren Atomkernen. In diesem
Zusammenhang bewies E. Wigner das so genannte Wigner Semicircle Law, welches unter
gewissen Voraussetzungen eine Aussage iiber die Konvergenz der Eigenwertverteilungen
von Zufallsmatrizen macht. Dieses stellt ein erstes wichtiges Resultat in Bezug auf das
Verhalten von Eigenwerten von Zufallsmatrizen dar und kann als eine Version des zentra-

len Grenzwertsatzes gesehen werden, siehe [6].

In der vorliegenden Arbeit beschéftigen wir uns mit dem Verhalten der grofiten singulédren
Zahl einer reellen Zufallsmatrix mit unabhéngigen, aber nicht notwendigerweise identisch
verteilten Eintragen. Motiviert ist dieses Interesse durch eine Vermutung iiber die Konditi-
onszahl von reellen n x n Zufallsmatrizen mit unabhéngigen, identisch verteilten Eintragen
von J. von Neumann aus dem Jahr 1947. Um auf diese und ihren Zusammenhang zu den

singuldren Zahlen einzugehen, geben wir zunéchst zwei Definitionen:
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(i) Die k-te singulédre Zahl s;,(X) einer n x n-Matrix X ist der k-te Eigenwert von
XT X, wobei die Eigenwerte fallend angeordnet sind und geméfs ihrer Vielfachheit
gezahlt werden.
Die grofte und die kleinste singulére Zahl einer n x n Matrix X lassen sich durch die
euklidische Norm ausdriicken:
a) s1(X) = s Xy,
zll,=

b) s,(X) = inf | Xz,.

llzll,=1

(ii) Die Konditionszahl einer n x n-Matrix X ist definiert durch

[ Xzll,  s1(X)
o(X) = sup = :
lzlly=Lllyl,=1 | X¥lly  sn(X)

J. von Neumann vermutete, dass fiir eine nxn Zufallsmatrix X mit unabhéngigen, identisch

verteilten Zufallsgrofien als Eintrage mit grofser Wahrscheinlichkeit gilt
o(X) ~n,

wobei ~ in diesem Zusammenhang die Grofenordnung bezeichnet. Das bedeutet, dass

absolute Konstanten ¢y, ¢y so existieren, dass gilt
cn < o(X) < ean.

Um diese Vermutung zu beweisen, sind Aussagen iiber die grofste und kleinste singulére
Zahl von Zufallsmatrizen notwendig. Wir erinnern daran, dass es sich hierbei ebenfalls um

Zufallsgrofen handelt und somit Aussagen iiber diese stets stochastischer Natur sind.

1988 zeigten Z. D. Bai, P. R. Krishnaiah, J. W. Silverstein und Y. Q. Yin in [17| und
[1], dass fiir eine n x n Zufallsmatrix X mit unabhéngigen, identisch verteilten Zufalls-
grofen mit beschrankten vierten Momenten als Eintrédge mit grofler Wahrscheinlichkeit
gilt

81<X) ~ \/ﬁ

Ein entsprechendes Resultat fiir die kleinste singulére Zahl einer Zufallsmatrix zu zeigen,
gelang erst im Jahr 2008. 1988 bzw. 1991 zeigten A. Edelman, [3]|, und S. Szarek, [16],

unabhéngig voneinander, dass fiir eine Zufallsmatrix X mit unabhéngigen standardnor-
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malverteilten Eintrdgen mit grofer Wahrscheinlichkeit gilt

n(X) ~ —.
5uX) ~ =
2008 bewiesen M. Rudelson und R. Vershynin, [15] und [14], das entsprechende Resultat,
falls die Eintrage der Zufallsmatrix unabhéngig identisch verteilte Zufallsgroffen mit be-

schrankten vierten Momenten sind.

Zusammengefasst beweisen diese beiden Resultate die Vermutung von J. von Neumann:
Fiir Zufallsmatrizen, deren Eintrige unabhéngig identisch verteilt sind und iiberdies be-

schrankte vierte Momente besitzen, gilt mit hoher Wahrscheinlichkeit

o(X) ~n.

Alle bisher erwihnten Aussagen beziehen sich auf Zufallsmatrizen mit identisch verteilten
Eintrdgen. Wir stellen uns in dieser Arbeit die Frage, inwieweit man Aussagen im Fall nicht
identisch verteilter Eintrdge machen kann, weiterhin unter der Annahme der Unabhéngig-
keit. Wir beschéftigen uns im Folgenden mit der grofiten singuléren Zahl, genauer gesagt
ihrem Erwartungswert, von Zufallsmatrizen mit unabhéngigen, aber nicht notwendigerwei-
se identisch verteilten Eintragen. Wie bereits erwahnt, bedeutet dies, den Erwartungswert
der Operatornorm solcher Zufallsmatrizen zu untersuchen. Unser Hauptresultat gibt die
Grofsenordnung des Erwartungswertes der grofiten singuldren Zahl solcher Zufallsmatrizen

bis auf einen logarithmischen Faktor an:

Satz (Satz 4.2.1 und Satz 4.2.2) Fiir alle 4,j = 1,...,n seien X;; unabhéngige zentrierte

Zufallsgrofen mit endlichen zweiten Momenten. Dann gilt
(i)

2 B (|50l ) 2 B (max X )jall, + max H<Xz'j>?:1||2>,

=1

1= Jj=

b) E (X2 [l,—y) S (m(n))? E ( ax |[(Xy)jal, + max H(Xz-j);;lug).
(i)
2) E ([(Xi)2smilla) 2 10, + 10y,

b) B (| (X)2illya) S () (N, + 1Oy, ) -
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wobei
Mi(s) = /0 1) |, dPat. (1.1)

<))l

Mit [|-[|,y,), bezeichnen wir so genannte verallgemeinerte Orlicznormen, die wir in Kapi-
tel 2 einfithren. Hierbei handelt es sich im Wesentlichen um verallgemeinerte p-Normen,
1 < p < oo. Die Einfithrung dieser Orlicznormen stellt das entscheidende Vorgehen in
unserer Arbeit bei der Betrachtung des Erwartungswertes der grofiten singuldren Zahl dar.
Die Verteilung der zugrunde liegenden Zufallsgrofsen geht bei der Bestimmung der Orlicz-

norm ein, und diese lasst sich hdufig gut handhaben.

Bevor wir uns allerdings dieser allgemeinen Situation widmen, studieren wir zunéchst den
Spezialfall von Zufallsmatrizen mit unabhéngigen normalverteilten Eintrdgen mit beliebi-
gen Varianzen. Das Verstindnis dieser speziellen Klasse von Zufallsmatrizen ist fiir die
allgemeine Situation unverzichtbar, so folgt der Beweis des Hauptsatzes in Abschnitt 4.2

als unmittelbare Folgerung des normalverteilten Falls.

Die Betrachtung von Zufallsmatrizen mit unabhéngigen normalverteilten Zufallsgrofsen mit
beliebigen Varianzen als Eintréage ist motiviert durch die Ergebnisse von R. Latala in [10],

so zeigte er:

Fiir alle ¢,5 = 1,...,n seien a;; € R>¢ und g¢;; unabhingige standardnormalverteilte Zu-

fallsgrofsen, dann gilt

B ([[(@isgi)ismill, ) S e [[(a)ill, + max i)l + (@)l

Wir geben in dieser Arbeit bis auf einen logarithmischen Faktor die Grofenordnung von
E <||(aijgij)z7‘fj:1H2H2> an, so zeigen wir:

Satz (Satz 4.1.1) Fiir alle ¢,j = 1,...,n seien a;; € R5¢ und g;; unabhéngige standard-

normalverteilte Zufallsgrofsen, dann gilt:

(i) a) E (H(aijgi]’)?ﬁjleQHQ) 2 E (Zﬂllaxn H(aijgij)?1H2> +E (JH%aXn ||(aijgij)?1||2),
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E (H(aijgij)zj':l“gw)

< (In(n))? (E (lfllaxn \\<aij9ij)?:1}|2) +E ( max H(az‘jgij)?:ﬂb)) :

j=1,..

(ii) Im speziellen Fall normalverteilter Eintrége lassen sich die Orliczfunktionen aus (1.1)
und ebenso die Grokenordnung von [[(1)]|,), konkret berechnen. Wir erhalten

damit folgende Darstellung:

a) B (H(az'jgz'j)ﬁj:lH%z) < max [ (@)= ], + max 1(aiz)izi o

i=1,..

1=

b) B ([ (005)i5-1,.,) < (m(m))? ( ax {[(ay)jall, + max ||<aij>?:1||2) -

Falls a;; € {0,1}, 7,5 = 1,...,n, so erhalten wir

max

cmax || (a)ia |l

4+ max

n
In E max a;j
i=1,...,n
=1

) max [(@ij)izy |l

SE (H(@z’jgz‘jﬂfj:leq)

(%)

In ( E max aij)
= =1,...,n

N

(ln(n))% max ’z‘g?}fn ”(aij);‘l:le

+ max 7{1%3)( ||(aij)?:1||2
j=1,..,n

Es sei darauf hingewiesen, dass die Darstellung aus (ii) fiir eine konkret gegebene Matrix
von Standardabweichungen (ay;)7,—, eine sehr einfache Berechnung fiir die Grofenordnung
des Erwartungswertes der grofsten singuldren Zahl erlaubt: man bildet lediglich das Maxi-
mum der euklidischen Norm der Zeilen- und Spaltenvektoren der Matrix (ag;)7;—;-

Wie wir in (i) sehen, ist es notwendig, Erwartungswerte von Maxima von nicht notwendiger-

weise identisch verteilten Zufallsgrofsen zu verstehen, um das Verhalten von <H (a; gij);fj:l H 2H2>
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genauer zu analysieren. Hierfiir untersuchen wir diese ganz allgemein und verwenden die
in [5] eingefithrte Orlicznorm-Technik in allgemeinerer Form; in diesem Zusammenhang

erhalten wir folgendes Resultat:

Satz (Satz 3.1.5) Es seien X, ..., X,, unabhéngige, integrierbare Zufallsgrofen, und fiir alle

1 =1,...,n seien M; gegeben durch

Dann gilt fiir alle x € R

< XL <
I2any, S B o 2] S 2y, -
Dieses Ergebnis ist von zentraler Bedeutung fiir das Verstdndnis des Verhaltens des Erwar-

tungswertes der grofiten singuldren Zahl von Zufallsmatrizen mit nicht notwendigerweise

identisch verteilten Eintrdgen und stellt ein deutlich anderes Vorgehen als in [10] dar.

Fiir den Fall, dass die Eintrdge unabhingige normalverteilte Zufallsgrofen sind, deren
Varianzen einer gewissen Abhéngigkeitsstruktur unterliegen, wissen wir bereits, wie sich
E (||(az‘j9z‘j)2j:1H 2_)2> verhélt. So ergibt sich als Folgerung des Satzes von Chevet, siehe
2]

Fiir alle ¢,5 = 1, ...,n seien b;,¢; € R5y und es seien g;; unabhéngige standardnormalver-

teilte Zufallsgrofen. Dann gilt
E (51 ((bicjgi)ij=1)) ~ [103)5=1 [l o Nea)izalla + 1H(ea)izall [ (851 ], -

Ebenso kennen wir das Verhalten von E ( | (ai9i)7 1] 2_>2> fiir Diagonalmatrizen mit

normalverteilten Eintrdgen, denn als eine Folgerung der Resultate aus [5] erhalten wir:

Es seien ¢y, ..., g, unabhingige standardnormalverteilte Zufallsgrofen, und es sei M die

folgende Orliczfunktion

0 Jalls s =10
M(s)={ ¢ a2 falls s € (0,1)
e72(3s—2) Lfalls s> 1.
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Dann gilt fiir alle x € R"

.....

Q

Insbesondere gilt somit

E(si(diag(g, -, 9a))) = B max |g;| ~ [[(1)iL ][5 ~ v/ In(n),

,,,,, n

wobei wir mit diag(gs, ..., g,) eine Diagonalmatrix bezeichnen, die auf der Hauptdiagonale

die Eintrage gy, ..., g, hat.

Aus diesem Satz folgt unmittelbar, dass das Ergebnis von R. Latala in [10] nicht opti-
mal sein kann, denn dort erhalten wir fiir E(s1(diag(g1, ..., g))) als obere Schranke ni,
was deutlich grofer als (/In(n) ist. Diese Beobachtung veranlasste uns zu weiteren Be-
trachtungen von £ (||(aijg,;j)§fj:1H 2_)2> und der Verwendung von Orlicznormen bei der

Abschétzung der Grofenordnung, welche eine zentrale Rolle in dieser Arbeit spielen.
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1.1 Aufbau und Notation

Diese Arbeit gliedert sich in vier Kapitel. Auf dieses erste einleitende folgt ein Grundlagen-
Kapitel, welches sich in zwei Abschnitte gliedert. Es stellt die wichtigen Begriffe und be-
kannte Aussagen, die im Folgenden benétigt werden, zur Verfiigung. In Abschnitt 2.1
gehen wir auf Orlicznormen und fiir uns wichtige Verallgemeinerungen ein, und im zweiten

Abschnitt legen wir kurz fiir uns wichtige stochastische Grundlagen dar.

Im dritten Kapitel beschéftigen wir uns mit dem Erwartungswert von Orlicznormen von
unabhéngigen aber nicht notwendigerweise identisch verteilten Zufallsgrofsen. Bei diesen
Resultaten handelt es sich um Verallgemeinerungen von Ergebnissen aus [5] auf nicht iden-
tisch verteilte Zufallsgrofien. Es schliefen sich an diese allgemeinen Betrachtungen zwei
Unterkapitel an, im ersten bringen wir unsere bisherigen Resultate in Zusammenhang mit
dem Erwartungswert vom Maximum von unabhéngigen aber nicht notwendigerweise iden-
tisch verteilten Zufallsgrofsen, welche im folgenden vierten Kapitel von zentraler Bedeutung
sein werden. In 3.2 gehen wir auf den Zusammenhang des bisher gezeigten zu dem Erwar-

tungswert der grofsten singuldren Zahl von Zufallsmatrizen ein.

Das vierte Kapitel stellt das Hauptergebnis unserer Arbeit dar und beschéftigt sich mit
dem Erwartungswert der gréfsten singuldren Zahl von Zufallsmatrizen mit unabhéngigen
Eintragen. Es gliedert sich in zwei Abschnitte; Abschnitt 4.1 ist in 4 Abschnitte unterteilt,
im ersten fassen wir unsere Resultat zusammen und geben Beispiele zur Verdeutlichung der
Resultate und zur Abgrenzung unserer Resultate von den bekannten Ergebnissen an. In
4.1.2 zeigen wir die untere Abschéitzung des Erwartungswertes und motivieren das folgende
Vorgehen. Im dritten Abschnitt gehen wir auf die Bestimmung der im Folgenden relevan-
ten Orliczfunktion ein und in einem weiteren Unterabschnitt betrachten wir detailliert die
daraus resultierende Orlicznorm. In 4.1.2 gehen wir auf die obere Abschéatzung des Erwar-
tungswertes der grofsten singuldren Zahl unabhéngiger normalverteilter Zufallsmatrizen ein.

In 4.2 verallgemeinern wir die Ergebnisse aus 4.1 flir normalverteilte Eintrage auf beliebige.

Wir sind in dieser Arbeit an Abschéatzungen von Grofenordnungen interessiert und schrei-
ben hierfiir ~, bzw. < oder 2. Diese Schreibweise bedeutet, dass absolute Konstanten
existieren so, dass die Abschétzungen bis auf diese das richtige Verhalten angeben. Da

die im Folgenden auftretenden Ausdriicke zum Teil unhandlich sind und wir nicht an den
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genauen Konstanten interessiert sind, unterdriicken wir diese und verwenden ~, bzw. <

oder 2.

Es sei in dieser Arbeit immer n € N. Auferdem bezeichnen wir fiir 1 < p < oo mit
1

n P
[, den R" ausgestattet mit der p-Norm, das heift fir z € R™ ist |[|z[|, = (1—21 |xi|p) , falls

p < oo und |z] = max. |z;|. Entsprechend bezeichnen wir mit B} die Einheitskugel

beziiglich der p-Norm, 1 < p < oco. Falls keine Missverstdndnisse auftreten, unterdriicken

wir die Angabe der Dimension.

Die Operatornorm beziiglich 5 und 1§ bezeichnen wir mit [-||, ,,, das heifit fiir einen

Operator 1" : 5 — 13 ist ||T||,_, = sup ||Tzl,.

In dieser Arbeit bezeichnen ¢, C, ¢y, co, c3 und ¢4 absolute Konstanten, die nicht von der
Dimension und den zugrunde liegenden Verteilungen abhidngen. Thre Werte kénnen sich

von Zeile zu Zeile unterscheiden.

Es sei (2,2, P) stets ein Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem unsere Zufallsgrofen definiert
seien. E bezeichne den Erwartungswert und falls 2(; eine Unter-o-Algebra von 2 ist, so
bezeichnen wir mit E(-|;) den bedingten Erwartungswert. Falls es unmissverstandlich
ist die Abhéngigkeit der Zufallsgrofien von w zu unterdriicken, so tun wir dies, um die

Ausdriicke iibersichtlicher zu gestalten.
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Grundlagen

In diesem Kapitel klaren wir die grundlegenden Begriffe fiir unsere folgenden Betrachtun-
gen und gehen - ohne Beweis - auf bekannte Resultate ein, die wir im Folgenden verwenden.
Lediglich fiir Lemma 2.1.10 geben wir in diesem Kapitel einen Beweis, denn es stellt eine

Verallgemeinerung eines Ergebnisses aus [5] dar und geht entscheidend in Kapitel 3 ein.

Dieses Kapitel gliedert sich in 2 Abschnitte. Im ersten Abschnitt erinnern wir an die Or-
licznorm und einige im Zusammenhang stehende Begriffe, die wir danach verallgemeinern;
dieser verallgemeinerte Begriff der Orlicznorm spielt eine zentrale Rolle bei der Untersu-
chung des Erwartungswertes von Maxima von Zufallsgrofen, und damit der Untersuchung
des Erwartungswertes der grofsten singuldren Zahl. In Abschnitt 2.2 fassen wir fiir uns
wichtige Eigenschaften normalverteilter Zufallsgrofsen zusammen, die vor allem im vierten

Kapitel eingehen.

2.1 Orlicznorm

In diesem Abschnitt gehen wir auf den Begriff der Orlicznorm beziehungsweise der Or-
liczfunktion ein, denn dieser wird im Folgenden von groffer Bedeutung sein. Beweise und

weiterfithrende Aussagen finden sich in [7].

Definition 2.1.1.

(i) Unter einer Orliczfunktion verstehen wir eine eine konvexe, linksseitig stetige Funk-
tion M : [0,00) — [0,00] mit M(0) = 0. Wir schliefen aus, dass M die konstante

0-Funktion ist oder die Funktion ist, die auferhalb der 0 immer oo ist.

10
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(ii) Es sei M eine Orliczfunktion. Dann heifst die Funktion

M*:[0,00) — [0,00],s — sup (st — M(t))
(M (8)<oc)

die zu M komplementére/duale Funktion.

(iii) Es sei M eine Orliczfunktion und x € R™. Wir definieren die Orlicznorm von z
T

durch .
ok )gl}.

Bemerkung 2.1.2. Es sei M eine Orliczfunktion, dann ist ||-||,, eine Norm.

2]l = inf{t >0

Definition 2.1.3. Es sei M eine Orliczfunktion. Unter dem Orliczraum [}, verstehen wir

den R” versehen mit der Orlicznorm |||,

Wir verallgemeinern diesen Begriff der Orlicznorm nun dahingehend, dass wir statt in jeder
Komponente mit der gleichen Orliczfunktion zu gewichten, n Orliczfunktionen betrachten

und in jeder Komponente mit einer unterschiedlichen gewichten, das heifst:

Definition 2.1.4. Es seien My, ..., M, Orliczfunktionen. Wir definieren fiir alle z € R”

2o

X

=}

Bemerkung 2.1.5. Es seien M, ..., M, Orliczfunktionen, dann ist [|-||,,, ebenfalls eine

die verallgemeinerte Orlicznorm.

Norm.
Definition 2.1.6. Es seien My, ..., M, Orliczfunktionen. Unter dem verallgemeinerten
Orliczraum Z?Mi)i verstehen wir den R™ versehen mit der verallgemeinerten Orlicznorm

Fiir unsere folgenden Uberlegungen bendtigen wir den zu diesem verallgemeinerten Orlicz-

raum gehorigen Dualraum (Z?Mi)) .

Bemerkung 2.1.7. Der Dualraum eines solchen Raumes Z?Mi)v kann ganz allgemein mit dem

R™ mit der Norm
lfa]]l = sup {Zy
i=1

Iy, <1}

11



Kapitel 2 Grundlagen

identifiziert werden.

Das folgende Lemma zeigt, dass dieser Dualraum dquivalent zum R" mit der Norm |[-[[ /.,

ist:

Lemma 2.1.8. Es seien My, ..., M,, Orliczfunktionen, dann gilt fir alle x € R"

2l (uey < Nl < 2] ey

7 7

Wir werden in Kapitel 3 einen weiteren Normbegriff verwenden, den wir an dieser Stelle
zunachst definieren und danach in Zusammenhang mit der verallgemeinerten Orlicznorm

bringen:

Definition 2.1.9. Es seien n,s € N mit n < s, des Weiteren seien a', ...,a" € R® so, dass
fiir alle i = 1,...,n gilt @ > ... > @’ > 0. Dann definieren wir fiir alle z € R"
n ki
|z]|, = max a’ | |-

Das néchste Lemma zeigt, dass diese Norm dquivalent zu der verallgemeinerten Orlicznorm
ist und stellt eine direkte Verallgemeinerung eines Ergebnisses aus [8] und [9] dar und wird

in Kapitel 3 beim Beweis von Satz 3.0.8 eingehen.

Lemma 2.1.10. Es seien n,s € N mit n < s, des Weiteren seien a', ..., a™ € R® so, dass fiir
allei=1,...,n gilt a{ > ... > a’ > 0 und so, dass fiir allei =1,...,n gilt
S
i
Zaj =1.

J=1

Auflerdem seien My, ..., M, Orliczfunktionen so, dass fir allei = 1,...n und k = 1,..., s

o\ ok
=1

qgilt

Dann gilt fir alle x € R"

1
Slally < lellg, <2,

12
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Bemerkung 2.1.11. Fiir alle Orliczfunktionen M existieren a; > as > --- > as > 0 so, dass

fiir alle k£ < s gilt
i k
]\43'< i - —.

Beweis. (Lemma 2.1.10) Es sei ||| - ||| die zu ||H(M) duale Norm, dann gilt fiir alle z € R"
nach Lemma 2.1.8 Z
@l g, < el < 2 el

Es sei nun z € R" so, dass gilt > M/ (z;) = 1, das heift es gilt = € B( M) - Es existieren
=1 v /i
k; € {1,...,s} so, dass fir allei =1,...,n

Zaé <z < a;-. (2.1)

Wir zeigen jetzt, dass (a})™, € (B,)" und ( aé) € (B,)", denn dann folgt x € 2 (B,)"

<.
Il
-

und damit

Es gilt
(B))" = (B.)’ ={y € R"\Vzx € B, :< z,y >< 1}.

1 a X E (1 Z’L < 1.

Es sei k; = 1 fiir alle i = 1, ..., n, dann gilt > k; = n < s und damit
i=1

S

1 ; ;
(o)) 2= 3k =32 3 zm<2> e
J= i=

Jj=1

13
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folglich gilt

Auferdem gilt (2.1)

n n k; n k’z
3> Yo (30 ) - ok
=1 =1 7j=1 =1
und damit .
Z ]{32 S S
i=1
Also gilt

< (Z aé) (2, >= (Z a§

j=1 =1 i=1

und damit

Folglich gilt

Zusammengefasst gilt somit

1 1
2lla = 5 Mzl = 5 2l ar, -

Wie bereits gezeigt, gilt nach (2.1)

ki

i

T > E a;
j=1

und
ki "
(Z aj-) € (B,)",
J=1 i=1
also gilt
(Ba)” € Bary,

14
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Zusammenfassend gilt also
lzlly < Mllll < 212l g,

und damit insgesamt

1
3 lzllary, < llzlle < 2llzliar,,

2.2 Eigenschaften normalverteilter Zufallsgrol3en

In diesem Abschnitt gehen wir auf drei fiir uns wichtige Eigenschaften normalverteilter
Zufallsgrofen ein, die wir vor allem in Kapitel 4 benotigen, um die Gréfsenordnung des Er-
wartungswertes der grofiten singuldren Zahl einer Matrix mit normalverteilten Eintrdgen

genauer zu bestimmen.

Es bezeichne stets (2,2, P) einen Wahrscheinlichkeitsraum auf dem alle im Folgenden

benutzten Zufallsvariablen definiert seien.

Wir verstehen unter einer normalverteilten Zufallsgrofse zu den Parametern p € R0 > 0

eine Zufallsgrofe, deren Verteilung durch die Dichte ¢ : R — R mit

1 _(t=w)?

plt) = To=c =

gegeben ist. Im Fall g = 0 und 0% = 1 sprechen wir von standardnormalverteilten Zu-

fallsgrofen. Wir schreiben im Folgenden g ~ N(u,0?), wenn g normalverteilt zu den

Parametern g und o ist.

Wir benétigen noch eine weitere Verteilung, die im Zusammenhang mit normalverteilten

Zufallsgrofen steht, und vor allem in Abschnitt 4.1.3 von Bedeutung sein wird:

Definition 2.2.1. Es seien gy, ..., gn ~ N(0, 1) unabhingig. Die Verteilung von Y g? heifit

=1
Chi-Quadrat-Verteilung mit n Freiheitsgeraden, ihre Dichte ¢, : R — Rist gegeben
durch

t%n e 2 dalls t>0
Px2 (t) = 2
0 Jalls ¢ < 0.

15
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Beweise fiir die, in diesem Abschnitt - ohne Beweis - aufgelisteten Resultate finden sich
unter anderem in [11] und [13]. Zunéchst kommen wir zu der so genannten Konzentra-
tionseigenschaft normalverteilter Zufallsgroffen, die im Folgenden eine wesentliche Rolle
sowohl bei der oberen Abschitzung des Erwartungswertes der grofiten singuldren Zahl nor-
malverteilter Zufallsmatrizen, als auch bei der Bestimmung der zentralen Orliczfunktion
in Kapitel 4, Satz 4.1.8, spielt. Diese geht auf G. Pisier zuriick und findet sich in [13]:

Satz 2.2.2. Es seien X ein Banachraum, xq,...,x, € X und g1, ..., g, seien unabhdngige

standardnormalverteilte Zufallsgréfien. Des Weiteren sei

n 3
o= sup lz*(2:)]? ] .
f|lz*]|=1 i=1
Dann gilt fir alle o > 0

P( Y g, —E( > Zoz)§2e><p<— 2‘),
g
=1

wobet K eine Konstante ist mit K > %

n
§ X;G;
i=1

Aus diesem Satz folgt:

Korollar 2.2.3. Es existieren Konstanten c, 4, 1 < q < p < 00 so, dass fir alle Banachriu-

me X, n €N, x,...,x, € X und fir alle unabhingigen standardnormalverteilten gy, ..., g,

/

Q

qgilt
1
q q

dP(w)

p »
dP(w) < Cpyg /

Q

Z gi(w);

Z gi(w);

Bei der Bestimmung der zentralen Orliczfunktion in Kapitel 4, Satz 4.1.8, benotigen wir

den folgenden Begriff des Medians:

Definition 2.2.4. Der Median einer Zufallsgrofe X mit stetiger Verteilung ist die Zahl Mx
fiir die gilt
_ 1 _ 1
P (X < My) >5  und P (X > My) > 5

Bemerkung 2.2.5. Die Zahl Mx aus Definition 2.2.4 ist nicht unbedingt eindeutig.

Das folgende Lemma wird von M. Ledoux und M. Talagrand in [11] bewiesen:

16
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Lemma 2.2.6. Fir allei = 1,...,n seien a; € R und g; seien unabhdangige standardnor-

malverteilte Zufallsgroffen. Dann gilt

E (I[(aig:)iill,) — M| < Vo

(aigi)i, || 2

Abschliefend interessieren wir uns fiir die Grokenordnung von E (||(a;g;)i-,l|,), hierbei
seien a; € Rsp, 7 = 1,...,n, und g;, ¢« = 1,...,n, unabhéangige standardnormalverteilte

Zufallsgrofen. Das folgende Lemma liefert uns diese:

Lemma 2.2.7. Fir alle i = 1,...,n seten a; € R5¢ und g; unabhingige, standardnormal-
verteilte Zufallsgrofien. Es set 1 < p < oo, dann existiert eine Konstante c, so, dass

qilt
2 n n n
= @)iill, < B (g, < e ll@)il,

Beweis. Es gilt

B (I@sal,) = | (Z |aigi|p> .

=1

Da die Abbildung x +— v fiir alle p > 1 konkav ist, folgt mit der Jensen-Ungleichung

B (Iaoal,) < | Sled [larar | =ell@)l,.
i=1 N —

Mit der Dreiecksungleichung folgt

E (I@g)ial,) = B (agil,) = 1ol Blali I, = @ ()l

17
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Erwartungswert einer Orlicznorm

unabhangiger Zufallsgrolen

Fiir alle ¢ = 1, ..., n seien X; unabhéngige, integrierbare Zufallsgrofen, die nicht notwendi-
gerweise identisch verteilt sind und es seien x; € R. Wir interessieren uns fiir das Verhalten

von
X P(w).
max |z:X;(w)| dP(w)
Q
Genauer wollen wir die Gréfenordnung von [ max |z; X;| dP bestimmen, wobei die in den
<i<n
Abschéatzungen auftretenden Konstanten nicht von n und der Verteilung der X; abhéngig

sein sollen.

Wie wir in Kapitel 4 sehen, ist es entscheidend, [ max |2; X;| dP zu bestimmen, um die
<i<n
Grofsenordnung des Erwartungswertes der grofiten singulédren Zahl einer Zufallsmatrix an-

zugeben.

Wir untersuchen in diesem Kapitel zunéchst eine allgemeinere Situation, ndmlich die Gro-

Kenordnung von

/ X))y, AP (),

wobei Ny, ..., N,, Orliczfunktionen sind. Hierzu verallgemeinern wir die Resultate aus [5]
auf nicht identisch verteilte Zufallsgrofen. Wir formulieren zundchst unser Hauptresultat
fiir die Grofenordnung von [ || (i Xa)iz1 |l (v, 4P, wobei Ny, ..., Ny, weiterhin Orliczfunktio-

nen seien, und beweisen dies im Anschluss. Danach folgen zwei Unterabschnitte; im ersten

18
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stellen wir den Zusammenhang des bisher gezeigten zu dem Spezialfall [ max |z; X;| dP
her und im zweiten gehen wir auf die Anwendungen dieser Resultate auf Zufallsmatrizen

ein.

Um den Hauptsatz dieses ersten Abschnitts formulieren zu konnen, fiihren wir zunéchst
einige Notationen ein: Es seien im Folgenden Xi, ..., X, Zufallsgroken mit Verteilungen
mit stetigen Dichten und endlichen ersten Momenten. Die X;, [ = 1,...,n, sind nicht not-

wendigerweise identisch verteilt oder unabhéingig.

Aufgrund der Stetigkeit der Dichten der Verteilungen gilt P(X; = t) = 0 fiir alle t € R
und [ = 1,...,n. Wir definieren im Folgenden einige Parameter der Verteilungen. Fiir alle
[ =1,...,n definiere t, = t,(X;) =0, t} = tx(X;) = oo und fiir alle i = 1,...,n — 1

:n@&):$m{tFﬂXﬂ>t)21}. (3.1)
n
Aufgrund der Stetigkeit der Dichten gilt fiir alle i,/ =1,....n
1
P(X)|>t) =—
(1%l =#) = —
Des Weiteren definieren wir fiir alle ¢,/ =1, ...,n
O =0X) ={t: <|1X)| <t} ={t <X\ {t_, <X} (3.2)

Also gilt o
pmq:l_z—l_

S |-

Auflerdem setze fiir alle i, =1,...,n

Dann gilt fir alle ¢,l =1,....,n

Zyz E| X und < nyl <t .

19
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Satz 3.0.8. Es seien X1, ..., X,, unabhdngige integrierbare Zufallsgroffen. Fir allel =1,....n

seien N, Orliczfunktionen und (sL)?", sei die fallende Anordnung der

(o () (52)

Des Weiteren seien My, ..., M, Orliczfunktionen so, dass fir alle m = 1,...,n* und | =

, 1,7 =1,...,n.

1,....n gilt

Dann gilt fir alle v € R™
1 n e
] ||90||(M1-)i <E ||(95z‘Xi)¢:1||(Ni)i < 86_—1 ||:L‘||(Mi)i '

Der Beweis dieser Aussage folgt zusammen mit Lemma 2.1.10 aus der folgenden Proposi-

tion:

Proposition 3.0.9. Es seien Ny, ..., N, Orliczfunktionen und fir j,l =1, ...,n seien

f=n () - oo ().

Des Weiteren sei s' = (sh), € R™ fir alle | = 1,...,n die fallende Anordnung der Zahlen

|yéz,l€|, j,k=1,....,n. Dann gilt fir alle x € R"

n 2
El@Xil, < — =l

wobeicnzl—(l—%)n>1—%.

Falls X1, ..., X,, zusdtzlich unabhdngig sind, dann gilt fir alle x € R"™

1 n
5 lzll, < Ell(ziXa)isyll,

Wir zeigen an dieser Stelle zunéchst wie wir Satz 3.0.8 beweisen und gehen im Folgenden

auf den Beweis von Proposition 3.0.9 ein.
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Beweis. (Satz 3.0.8) Nach Proposition 3.0.9 und Lemma 2.1.10 gilt

1 1 n n , 4
712l < SE@Xa)inll, < Bll(zaX)iill v, < 2B (@Xo)ill, < — llell,

n

Da auferdem fiir alle [ = 1,...,n gilt M} (Z 52) = 2 folgt mit Lemma 2.1.10
k=1
5 IIIII < zllnr,y, < 212l
Zusammengefasst gilt
1 1 4
g 1#llany, < 7 ll=lls < Ell@X)izllog, < =, < a 11 a
beziehungsweise

1 n e
g lellany, < Bll@iXoill,, < 8-—7 l#lan,

und damit gilt die Behauptung.

]

Um Proposition 3.0.9 zu beweisen, benotigen wir mehrere Lemmata. Auf diese und die

zugehorigen Beweise gehen wir im Folgenden ein. Die Beweise von Lemma 3.0.10 und
Lemma 3.0.11 finden sich in [5]. Wir merken noch an, dass Lemma 3.0.10, 3.0.11 und 3.0.12

Aussagen im Diskreten treffen, welche wir abschlieftend aufgrund der Teildiskretisierung

unseres Problems zum Beweis von Proposition 3.0.9 bendtigen.

Lemma 3.0.10. Es seien (ay;)f,—; € R™" und (si)P2, € R" die fallende Anordnung der

Zahlen |a;;|, 1,7 =1,...,n. Dann gilt

n n n
Cn

n 1
— Y s <n max |a;;,| < — g Sk,
n A 1<i<n n

k=1 Jlyenin=1 k=1

wobei ¢, =1 — (1 — %)n

21



Kapitel 3 Erwartungswert einer Orlicznorm unabhéangiger Zufallsgréfien

Lemma 3.0.11. Fir alle ¢,5,k = 1,...,n seien a;;, nichtnegative reelle Zahlen. Es sei

(31)?:31 e R™ die fallende Anordnung der aijk, 4, J. k =1,...,n. Dann gilt

n? n?

1 < p-2n < 1
—_— S n max a;;.r.. —_— Sy.
22 b= Z i<icn Wik =2 Z !
=1 1<ki,...kn<n =1
1<j1,0enrjn<n

Lemma 3.0.12. Es seieni =1,...,n und y* € R"™ so, dass fir allei =1,...,n gilt yi >y} >
. >yt > 0. Dann gilt fiir alle v € R™
eollll, <n™™ Y max |y | < |z, ,

1<i<n
1<y15e0dn <0

wobei ¢, = 1 — (1 — %)n

Beweis. (Lemma 3.0.12) Zunéchst zeigen wir die rechte Ungleichung. Mit Lemma 3.0.10

folgt mit a;; = ziyh, 4,5 =1,...,n

n

—na1 i
1<j1,0dn<n k=1

wobei (s (z,y))~, die fallende Anordnung der |ziyt], i, = 1,...,n bezeichnet. Also exis-

n
tieren k; € N, i =1,...,n, mit Y k; = n so, dass gilt
i=1

not Y max fay [ <)l Yy < el
== i=1 j=1

1<j15e0dnsn

Nun zeigen wir die linke Ungleichung. Mit Lemma 3.0.10 gilt ebenfalls

n

—n41 i
c g se(x <n" E max |x;y’ |.
n k:( ’y) — 1§z§n| Zyjl|
k=1 1<j1,..,Jn<n

n

Somit gilt fir alle k; e N, i =1,...,nmit Yk =n
i=1

n ki
Cn Z | ;] Z yi <n "t Z max |23/, |
=1 =1 ==

1<g1509n<n
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und damit

—n+1 ‘
collell, <n7™ DL e e
)1 InSN

also die Behauptung. N

Lemma 3.0.13. Es seien X1, ..., X,, zusatzlich unabhdngig. Es seien y;-, 1,7 =1,...,n wie in
(3.3) definiert. Es sei ||-|| eine 1-unbedingte Norm auf dem R™. Dann gilt fir alle x € R™

n

a7 ST @yl | < Bl @Xi-

J1yejn=1

Beweis. Fiir alle 7, j = 1,...,n seien ¢’ und Q) wie in (3.1) und (3.2).

Fir 1 <7y, ...,Jn < n setzen wir

lev“'vjn = m sz.
i=1

Da Xi, ..., X,, unabhéangig sind, gilt

P Q.. 5.) =n""
Aufserdem gilt fiir (j1, ..., jn) 7# (i1, ., in)

Qo N iy i = 0.
Da Xi, ..., X,, unabhéingig sind, sind die Funktionen
|XZ|1Q;Z, 19311 gy 1Q;—1 5 19;?_&17 ceey 19?71

i—1

unabhéngig, und somit gilt

Ji—1 " Ji41

/ |XZ’dP = / ’Xl|1QZ 1931_ oo lgicn Igivn oo+ 1gn dP =n ! / ‘Xz|dp
Ji 1 In
Q i

Qjyevsin -
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Zusammen mit der Unbedingtheit der Norm gilt

n

1sees n i=1

]

Fiir das folgende Lemma bendtigen wir nicht notwendigerweise unabhéngige Zufallsgrofsen:

Lemma 3.0.14. Fir allei,j = 1,...,n seien y; wie in (3.3). Es seien zy > z9 > ... > 2, > 0
und sp(x,y,2), k =1,...,n% bezeichne die fallende Anordnung der Zahlen |a:zy;zl|,

1,7, =1,...,n. Dann g¢ilt fir alle v € R"

n2

2
—n E X < 2 . 2).
n Z max |z, 2y, \_nZsk(xyz)

1<ky,....kn<n k=1

Beweis. Es sei p das normierte Zéhlmak auf {(kq,...,k,)|1 < ky,...,k, < n}. Fir alle

1 =1, ...,n definieren wir die Funktionen
Gk = (k1. k)|l < kpyos by <n} = Rk 2z,

und wir setzen

A= {(Wak)

60X, ()] = i [0 )]}

Wir nehmen an, dass A; fiir alle ¢ = 1, ...,n disjunkt sind, falls nicht disjunktifizieren wir
sie. Da [J Ay =Q x{1,...,n}", gilt
i=1

n

SN(P @) (A = 1.

=1
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Fiir alle ¢ = 1, ..., n definieren wir Zahlen \; durch
(P @ p) ({(w, R)|G(R)Xs(w)| = Ai}) = P @ p(As)
und die Mengen A; durch

i = {(w, B)IG(R)Xi(w)] = A}

Aufgrund der Existenz stetiger Dichten der Verteilungen der X; existieren solche Zahlen
Ai. Da P ® pu(A;) = P ® p(A,), gilt

und
n .
=U (160 =2 {o i 2 2 ).
Da gilt
p({klhs = 1) = e (GRIG8) = =) =
folgt

wen () =52 ({o]erz 3)

Fiir alle (i,1) wihlen wir j;; = 1, falls #} < A—l und jj;, falls gilt

i

t;‘i, < Z_l < t;zl 1
Also gilt
o Jil
{o]erz 2 e folxmerze,} =Us,
i=1
und

]Ll 1

| X (w)| > 2—;} o {w ‘]Xi(w)\ } U QL

fo
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0 .
wobei |J €2} = (). Zusammengefasst gilt somit
j=1

1:Zn:(p®u) (A) Y %iP({w

i=1 i=1 =1

Damit gilt
also

Aufgrund der Definition der Mengen A; und A; erhalten wir

n S B max oG (0) Xi(w) = 3 / 2,6 (k) Xl dP(w)du(k)

1<i<n -
i=1 A

=1 =

<3 [ 1m0 X P ().
A

- n ji,l .
Da auferdem gilt A; C (J ({k|§,(k‘) =z x U Q;), folgt
=1 j=1

1 n n
—-n Ve A < = , ,
07 S o I GX ] < 32D | @ire)
U e
1 n n Jil
NN
i=1 =1 =1
Da auferdem gilt 2n? > >~ j;, folgt schlieRlich
=1
1 2n? 2 n?
—n . . < = . < Z .
n k Elrg;a;; |2 (k) Xi(w)| < " 231(:16,3;, z) < "2 si(z,y,z). O
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An dieser Stelle kommen wir zu dem Beweis von Proposition 3.0.9 und schliefsen damit

den Beweis unseres Hauptsatzes in diesem Abschnitt, Satz 3.0.8, ab.

Beweis. (Proposition 3.0.9) Fiir alle m = 1, ..., n? sei ¢, die fallende Anordnung der Zahlen

rit ((Nl*)_l (S) — (V) (k = 1)) , k=1 ..n

Aufgrund der Definition der s existieren Zahlen k; € N mit > k; = n so, dass gilt
i=1

n? n k;

i
g t = E | ;] E sy,
=1 =1 =1

0 n
wobei Y st =0 fiir alle i = 1,...,n. AuRerdem gilt fiir alle m; € N mit > m; = n?
=1 i=1

n? n m;
tl Z |:L‘z| S,
=1 =1 =1

also folgt aufgrund der Definition 2.1.9

’VL2
> oti=llzl,.
1=1

Nach Lemma 3.0.12 gilt

1 .
(Xl < —n7 > max |z; X;z |
Cn 1<i<n
1<k1,..kn<n

und damit aufgrund der Monotonie und Linearitat des Erwartungswerts

1 ‘
E(@X)ill, < —n " Y Emax [7:.Xiz, .
Cn 1<i<n i
1<k, ken<n
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Nach Lemma 3.0.14 gilt

2
2 n

n" E FE max |z; X;z,| < — g t
1<i<n n <

1<ky,....kn<n

und damit zusammengefasst

2 &L 2
E (X, < =Y tr=— |l
S Cn
Nun kommen wir zum zweiten Teil der Proposition, hierfiir seien Xj, ..., X,, unabhéingig.

Dann gilt mit Lemma 3.0.13

n

E (@ X)), = o > ()

j17~~-7jn:1

Dann gilt mit Lemma 3.0.12

E[(eX)imll, > o722y max a2
1<k1,....kn<n
1<1,Jn<n

und nach Lemma 3.0.11

2
. 1 ¢ 1
El@X)l. > 5D =5 |l
=1

3.1 Abschatzung des Erwartungswertes vom Maximum

unabhangiger ZufallsgrolRen

In diesem Abschnitt gehen wir darauf ein, wie wir das Resultat aus Satz 3.0.8 anwenden
konnen, um | max |z; X;| abzuschétzen. Aufierdem geben wir eine alternative Darstellung
i=1,..,n

der Orliczfunktionen an, die sich fiir die Anwendungen héufig besser eignet. Zunéchst

kommen wir zu der Abschétzung des Erwartungswertes des Maximums:
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Satz 3.1.1. Es seien Xy, ..., X,, unabhdingig und My, ..., M,, seien Orliczfunktionen so, dass
fur alle i,k =1,...,n gilt

: k
M ==
; (Z y]) -,
7j=1
wobei y]Z wie in (3.3) gegeben ist. Dann gilt fir alle x € R™
cllzlia, < B max |2:Xi] <zl iy, »

wobet c¢1 und ¢y absolute positive Konstanten sind.

Der Beweis dieses Satzes verlauft analog zu dem Beweis von Korollar 2 aus [5], wir ge-
ben ihn der Vollstandigkeit halber an dieser Stelle an:

Beweis. Entsprechend dem Beweis von Korollar 2 aus [5] wiahlen wir p so grof, dass die ly-
Norm die [ -Norm gut approximiert (zum Beispiel p=n). Dann betrachten wir N;(t) = ¢?,

t1=1,...n. Esseit >0undi=1,...,n, dann gilt

/

N; (t) = pt*™

und damit

Somit erhalten wir

Ni(t) = /t

Folglich gilt

also insbesondere

o0 (1) (5 = (27 () ()
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Auflerdem gilt
’ 1 P 1 1
oy =t (1) (1 1)
(™ 0 =» (525 ;

(N7)™ (l) — (v (f' - 1> _ %(Nz’*>_1 (2) - ()

und

n n

Es folgt also mit dem Mittelwertsatz

1 1
1\» ] ) — 1 1\~
p (-2 s o (D) - oo () <0 (1 0) e - 0,
p n n p

Fiir gentigend grofse p und alle 4,7 = 1, ..., n folgt

o (-0 ()22

Fiir alle | = 1,...,n seien (s})7~, wie in Satz 3.0.8, das heifit (si)?”, sei die fallende

Anordnung der

’yf- ((Nz)*‘1 (%) — () (j ; 1))' ij=1,..n.

Es folgt fiir m = kn und fiir alle [ =1,...,n

k m k
D<) si<2)
=1 =1 =1

und damit mit Satz 3.0.8 die Behauptung. [

An dieser Stelle kommen wir zu einer alternativen Darstellung der Orliczfunktionen, die sich
im Folgenden als sehr hilfreich herausstellen wird. Bis jetzt haben wir die Orliczfunktionen
My, ..., M, iiber ihre duale Funktion definiert, das heifit, wie in Satz 3.1.1, haben wir
gefordert, dass fiir alle i,k = 1,....n gilt

j=1

Mit Hilfe des Folgenden kénnen wir die Orliczfunktionen direkt angeben, was in der An-

wendung unseres Resultates im Weiteren von grofser Bedeutung ist. Die Idee und die
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Aussage von Lemma 3.1.4 finden sich bereits in [4], wir geben den Beweis an dieser Stelle
der Vollstandigkeit halber nochmals an. In Satz 3.1.5 geben wir dann als Anwendung eine

direkte Verallgemeinerung eines Resultates aus [4] fiir unsere Situation.

Definition 3.1.2. Es sei X eine Zufallsgrofe mit £|X| < oo, dann definieren wir

M(s):j / | X |dPadt.

0 1<x|

M ist eine Orliczfunktion und wir nennen sie die zu X gehorige Orliczfunktion.

Bemerkung 3.1.3. Es sei X eine Zufallsgrofe mit £|X| < oo und M wie in Definition 3.1.2.
(i) M ist stetig und es gilt offenbar M (0) = 0. Da die Funktiont — [ |X|dP monoton
$<IX]
wachsend ist, ist M konvex. Somit ist durch M eine Orliczfunktion gegeben.

(ii) Es gilt

S

M(s):/ / |X|det://11<|X|X|det
0 Q

0 F<IX]

S s o0

:/E(11§|X||X\> dt://P<11S|X|X| 2u> dudt
0 0 0
S 1 1 o0

:/ ZP(|X|2;>+/P(|X|Zu)du dt.
0

t

Lemma 3.1.4. Es sei X eine Zufallsgrofie mit E| X | < oo und M die zugehorige Orliczfunk-
tion. Die zugehorige duale Funktion M* ist auf [0, Ik |X|dP} gegeben durch

M* /|X]dP = P(IX| > t)

und fir alle s > [|X|dP durch M*(s) = oo.
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Beweis. Nach Definition der dualen Funktion gilt

M*(s) = sup(ws — M(w)) = sup | ws — / | X |dPdu
0<w 0<w
0 L <Ix|
= sup / s — / | X |dP | du
0<w
0 <X

Falls s > [ |X|dP, dann gilt

Es sei ¢ > 0, dann setzen wir s = [ |X|dP und betrachten die Funktion
t<|X]|

¢<w):/0w . / X[dP | du.

L1x|
u

¢ ist steigend im Intervall [0, ;] und fallend im Intervall [}, 00). Also gilt

M*(s)=ggg¢(w)=¢(%)= / | Ixiar.

1
t<| X<

Folglich gilt

T
M*(s) = / | X|dudP = / dP = P(|X| > 1).
<|x] 0

t<|X|
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Satz 3.1.5. Es seien Xy,..., X, unabhdngige, intergierbare Zufallsgriffen und My, ..., M,

seien die zu X1, ..., X,, gehorigen Orliczfunktionen. Das heifit fiir alle s > 0 undi=1,...,n

Mi(s):/os / | X;|dPdt.

+<IXi

set

Dann qilt fiir alle x € R"
cllzliany, < B max |2:Xil < ez llllay, »
wobei ¢; und ¢y absolute positive Konstanten sind.

Beweis. Nach Definition der t}, i,k = 1,...,n, in (3.1) bzaw. der ¢}, i,j = 1,...,n, in (3.3)
gilt fiir alle i,k =1,...,n

k
Soui= [ 1xar
j=1 £, <[ X |

und L
(f < X)= "

Somit erfiillen die Orliczfunktion M}, die definiert sind durch

M; / | X;|dP | = P(t < |Xy)),

(<X

die Bedingungen von Satz 3.1.1 und nach Lemma 3.1.4 ist die zu M} duale Funktion

Folglich kénnen wir Satz 3.1.1 anwenden und erhalten
e H.IH(Mi)i < Elrga;ﬂxlXJ < ||x||(Mi)ia

wobei wir die entsprechenden M; nun ausschliefslich durch Kenntnis der zugrunde liegenden

Verteilung bestimmen konnen. ]
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3.2 Anwendung auf Zufallsmatrizen

In diesem Abschnitt zeigen wir, wie wir das Ergebnis aus Korollar 3.1.1 beziehungsweise
aus Satz 3.1.5 im Zusammenhang mit singuliren Zahlen von Zufallsmatrizen anwenden
konnen. Hierfiir seien X, ..., X,, unabhéngige, integrierbare Zufallsgrofen. Wir betrachten

in diesem Abschnitt Diagonalmatrizen, also Matrizen der Gestalt
X = diag(Xy, ..., Xp).

In diesem Fall gilt

Um Aussagen iiber den Erwartungswert der groften singuldren Zahl von X zu machen,
geniigt es also, die in Satz 3.1.5 angegebenen Orliczfunktionen fiir die jeweils zugrunde

liegenden Verteilungen zu bestimmen. Allgemein gilt somit

E(s1(X)) ~ (V)i eagy,
wobei fiir alle ¢ = 1,...,n zusammen mit Bemerkung 3.1.3 gilt

M,-(s):/s / X, |dPdt

0 1<1x;

S 1 1 o0
/ ¥p<|xi|z¥)+/P(\Xi|zu>du dt.
0

t

Wir interessieren uns speziell fiir normalverteilte Eintrédge. In Kapitel 4.1 geben wir fiir
beliebige normalverteilte Eintrige eine gut handhabbare Darstellung der Orliczfunktion
an, sodass wir den Diagonalfall als Spezialfall erhalten, deshalb gehen wir an dieser Stelle

nicht ndher auf die genauere Bestimmung der Orliczfunktion ein.

Wir merken noch an, dass sich der Spezialfall einer Diagonalmatrix mit normalverteilten

Eintridgen bereits vollstiandig mit den Ergebnissen aus [5] 16sen ldsst. Um dies einzusehen

34



Kapitel 3 Erwartungswert einer Orlicznorm unabhéangiger Zufallsgréfien
seien g; ~ N(0,02), 0; € R, i =1,...,n und es seien weiterhin g; ~ N(0,1), dann gilt

E (s (diag(g1, ..., §n))) = £ max |§z| = Eiirllax |oigi]-

i=1,...n =1, n

In dieser Situation sind die Zufallsgrofen g1, ..., g, identisch verteilt und damit erhalten

wir mit den Ergebnissen aus [5]

E (51 (diag(gi, -+ n))) ~ 1(0i)izi llas 5

mit
S

M(s) = / / g |dPdt.

1
0 ;S\Ql‘

Wenn wir Satz 3.1.5 verwenden, erhalten wir

E (s1 (diag(g1, ..., Gn))) ~ ||(1)?:1||(M,-)i

mit . .
i) = [ [ lalarie= [ [ loglra
0 1<) 0 1<iog,]
fiir alle i =1,...,n. Es gilt
IVl ary, = 1o0)izlla

und wir erhalten die gleichen Resultate. Fiir beliebige normalverteilte Zufallsmatrizen be-
notigen wir unser allgemeines Resultat aus Satz 3.1.5, denn im Allgemeinen ist das Resultat
aus [5] fur identisch verteilte Zufallsgrofen nicht ausreichend. Es sei noch angemerkt, dass

dies auch im Allgemeinen fiir Diagonalmatrizen nicht ausreichend ist.
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Kapitel 4

Erwartungswert der groliten

singularen Zahl von Zufallsmatrizen

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit der grofsten singuldren Zahl von Zufallsmatri-
zen. Da es sich dabei um eine Zufallsgrofse handelt, sind Aussagen iiber diese naturgeméis
stochastisch ausgedriickt. Wir interessieren uns speziell fiir den Erwartungswert der grofs-
ten singuldren Zahl einer Zufallsmatrix. Fir alle 4,5 = 1,...,n seien X;; unabhédngige,
integrierbare Zufallsgréfen, und es sei X = (Xj;)i';—;. Unser Interesse gilt somit einer

Abschétzung der Grofenordnung von

E(Sl(X))=/(||X(W)H2ﬁz)dP(W)=/ sup Y Xij(w)zsys | dP(w).

A el =1 ;

J=1
lyll=1

Wie in der Einleitung erwéhnt, wird in [17] und [1] im Fall identisch verteilter Eintrdge

mit beschrinkten vierten Momenten gezeigt, dass mit grofser Wahrscheinlichkeit gilt

81<X) ~ \/ﬁ

Wir interessieren uns im Fall nicht identisch verteilter Eintrége fiir die Grofsenordnung von
E(s1(X)). Die in den Abschitzungen auftretenden Konstanten sollen dabei nicht von der
Grofe der Matrix n und von verteilungskennzeichnenden Parametern abhidngen. Im Ab-
schnitt 4.2 dieses Kapitels geben wir eine untere und eine obere Abschétzung von E(s;(X))
fiir den allgemeinen Fall unabhéngiger, nicht notwendigerweise identisch verteilter Eintra-
ge, die iiberdies zentriert sind und beschréankte zweite Momenten haben, an. In Abschnitt

4.1 beschéftigen wir uns zundchst mit dem Spezialfall normalverteilter Eintrdge. Die in
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diesem Fall erzielten Ergebnisse verwenden wir, um in Abschnitt 4.2 Aussagen iiber den
Erwartungswert der gréfsten singuldren Zahl beliebiger Zufallsmatrizen zu machen, in dem
wir diese Situation auf den Fall normalverteilter Eintrage zuriickfithren. Die Aussagen aus
4.1 stellen allerdings auch ein fiir sich interessantes Ergebnis dar, wie wir unter anderem

im Vergleich mit den Resultaten von R. Latala aus [10] sehen.

4.1 Normalverteilte Eintrage

Wir beschéftigen uns in diesem ersten Abschnitt mit dem Spezialfall normalverteilter Ein-
trige; fiir alle ¢, 7 = 1, ..., n seien a;; € Rsg und g¢;; ~ N(0,1) unabhéngig. Wir sind an der

Grokenordnung von E(s1((ai;gi)7 =) interessiert, es gilt also

E(s1((ai;9i)ij-1)) :/ S > aigii(w)zsy: | dP(w)

ij=1
llyll,=1

abzuschétzen.

Zunachst fassen wir im ersten Teilabschnitt 4.1.1 unsere Ergebnisse, die wir im Folgenden
erhalten, zusammen und geben Beispiele dazu an. Die Beweise folgen in den Abschnitten
4.1.2 bis 4.1.4. Wir referieren kurz bekannte Resultate fiir die Gréfenordnung des Er-
wartungswertes normalverteilter Zufallsmatrizen und zeigen, was unser Ergebnis in diesen
Féllen liefert. Im Anschluss gehen wir auf das Ergebnis von R. Latala aus [10] ein und
grenzen unseres durch Beispiele von seinem ab. Daran sehen wir ebenfalls, wie gut hand-

habbar unser Resultat ist.

Im Anschluss gehen wir in 4.1.2 auf die untere Abschitzung von E(si((ai9i5)7,=1)) und
die Anwendung von Satz 3.1.5 ein. In Teilabschnitt 4.1.3 berechnen wir die aus Satz 3.1.5
resultierende Orliczfunktion, wobei das entscheidende Hilfsmittel die Konzentrationseigen-
schaft normalverteilter Zufallsgrofsen aus Satz 2.2.2 ist. Ferner untersuchen wir die durch
diese Orliczfunktion gegebene Orlicznorm genauer. Im Anschluss, in 4.1.4, wenden wir uns
dann der oberen Abschétzung von F(si((aijgij)i'j=1)) zu, bei der ebenfalls die Konzentra-
tionseigenschaft normalverteilter Zufallsgréfsen entscheidend ist. Wir fiithren nicht direkt

die obere Abschétzung des Erwartungswertes von s;((as;gi;);j=;) durch, sondern geben

37



Kapitel 4 Erwartungswert der grofsten singuldren Zahl von Zufallsmatrizen

zundchst eine obere Abschitzung der Zufallsgrofe s;((aij9i;)7j=1) mit grofer Wahrschein-

lichkeit an und leiten hieraus eine Aussage iiber den Erwartungswert ab.

4.1.1 Ergebnisse fiir normalverteilte ZufallsgroRen

Wie zu Beginn erwéhnt, sind wir an der Grofsenordnung von

E (s1 ((ai9:)i21)) = B (H(aijgz‘j)%:1||2ﬂ2> = / S Z aij9ij (W)7;yi | dP(w)
lyla=1 "/~

interessiert, wobei a;; € R und g;; ~ N(0, 1) unabhéngig, 7,7 = 1, ...,n. Wir erhalten im

Folgenden unser Hauptresultat:

Satz 4.1.1. Fiir alle i,j =1,...,n seien a;; € Rs und g;; ~ N(0,1) unabhdngig, dann gilt

wE}wwwum%QzE(mmH%%jm)+E(mwH@anb

i=1,.,n " T STRRA S\ j=1,..,

(
E (|l(aigi)tall, ) <
(

=1,.,n " e =1,

(ii) B (gl o) 2 me%“1L+mewmﬂb
) (In( (f}aXnH(aw j= 1H2+ max | 1 (as;)ie 1H2>~

E (H(aijgij);fj=1||2—>2

(iii) Falls fir allei,j=1,...,n gilt a;; € {0,1}, so gilt

..........

max

-----

..........

SE <H(aijgij)§fj:1H2ﬂ2>

N

(ln(n))% max

77777

el S e
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Bemerkung 4.1.2. Falls m Spalten der normalverteilten Zufallsmatrix 0 sind, das heifst, falls
Jis -5 Jm € {1, ...,n} existieren so, dass fiir allei =1,....,nund [ = 1, ...,m gilt a;;, = 0, so

erhalten wir statt (In(n))2 entsprechend (In(n —m))2 im vorherigen Satz.

Wir haben bis auf In(n)? die GroRenordnung der groften singuliren Zahl normalverteilter
Zufallsmatrizen bestimmt, wobei der relevante Ausdruck der Gréfenordnung gerade durch
max | (aij)izy ]y, bzw. max ||(aij);?:1“ , gegeben ist und sich damit sehr einfach berech-

nen lasst. Es sind nur die euklidische Norm der Spalten- und Zeilenvektoren zu bestimmen

und dann jeweils die groften zu wahlen.

Wir betrachten nun einige Beispiele. Zunéchst vergleichen wir unser Resultat mit den
bekannten, denn fiir spezielle a;;, 7,7 = 1,...,n kennen wir die korrekte Grofenordnung

bereits. So gilt nach [5] und [2], wie in der Einleitung erwéhnt:

(i) Essei k€ {1,...,n} und fur alle 4, j = 1,..., k sei a;; = 1, und sonst sei a;; = 0, dann
gilt

E (51 ((aijgi)7521)) ~ Vk.

1 i=j
(i) Es sei k € {1,...,n} und fiir alle 4,5 = 1,...k sei a;; = 7 und sonst sei
0 ,i#7],
a;; = 0, dann gilt
E (s1 ((aijgij)ij=1)) ~ v/In(k).

(ili) Fiir alle 4,5 = 1,...,n seien b;, ¢; € R>o und a;; = b;c;, dann gilt
E (s1 ((ai39i)7 1)) ~ 10z lla [1(ea)iza o + 1107zt o 1(ea)izs Nl

Im folgenden Beispiel fassen wir zusammen, was Satz 4.1.1 in diesen Situationen liefert:

Beispiel 4.1.3.

(i) Essei k € {1,...,n} und fiir alle 4,j = 1, ...k sei a;; = 1, und sonst sei a;; = 0, dann

gilt mit Satz 4.1.1, beziehungsweise Bemerkung 4.1.13

E (s1 ((a5gij)j=1)) 2 VE
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und

E (51 ((ai59i)7j-1)) S (ln(k))% Vk.

1 1=y
(i) Es sei k € {1,...,n} und fiir alle 4,5 = 1,...k sei a;; = 7" und sonst sei
0 i 7,
a;; = 0, dann gilt mit Satz 4.1.1, bezichungsweise Bemerkung 4.1.13

E (51 ((aijgz‘j)zjﬂ)) 2 /In(k)

und
E (s1 ((aij9:i)i;=1)) < (n(k))*.

(iii) Fir alle 4,5 = 1,...,n seien b;, ¢; € Ry und a;; = b;c;, dann gilt nach Satz 4.1.1

10t llo ezl + Nea)jmall o BNl = mmax [[(bies)ioall, + max [[(bie;)iall,
S E (51 ((bicjgig)ii-1))

< n)? (o e il + o, i 2l )

,,,,, n 1,...,n

= () (16 e el + el 100

Wir stellen fest, dass wir in den bekannten Situation ”nahezu” identisch verteilter Eintré-
gen zwar einen logarithmischen Fehler machen, unser Ergebnis bis auf diesen allerdings die

korrekte Grofsenordnung liefert.

Im Gegensatz dazu erhdlt R. Latala in [10] fiir eine N(0,1)-Diagonalmatrix als obere
Schranke n1, wir erhalten als untere Schranke 1/In(n) und als obere (In(n))?, was deutlich
besser die korrekte Grofenordnung von \/m widerspiegelt. Um unser Ergebnis von [10]
abzugrenzen und aufzuzeigen, wie gut handhabbar unser Resultat ist, erinnern wir zu-
néchst an den Hauptsatz aus [10] und betrachten danach zwei weitere Beispiele. R. Latala

zeigt:

Fir alle 2,5 = 1,...,n seien a;; € R>¢ und g;; unabhingige standardnormalverteilte Zu-

fallsgroften, dann gilt

B (l[@ugii)iimll, ) < max |[a)imll, + mex @)l + | (@)l

i=1,.,n " T A =1
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Beispiel 4.1.4.

(i) Es seien a,_1,a,_2,...,a1,00,0_1,...,a_pn11 € Ryo und fir alle i,7 = 1,...,n seien
weiterhin g;; ~ N(0, 1) unabhéngig. Wir betrachten den Erwartungswert der groften

singuldren Zahl der normalverteilten Toeplitz - Zufallsmatrix

apgii a_-1912 a—20913 - G—nt191n
a1921
TG =
Gp—-19n1 e aoGnn

Es seien a,,_1 > a,_9 > -+ > a_,1 > 0, dann gilt nach Satz 4.1.1
@iz, S Blsi(T@)) D [l@)i=d ],
Um nun unser Ergebnis von den Resultaten aus [10]| abzugrenzen, betrachten wir

eine spezielle Wahl von a,,_1,a,_2,...,a1,a9,a_1,...,a_p+1 € Ryg, so seien

1 1 1 1 1

a=1a=—,..,a4, 1 =—=und a_; = ,A_9 = ey O] = —F———.
0 NG T Un YTl Y Vnt2 T o -1

Um E(s1(T'G)) zu bestimmen, ist nach Satz 4.1.1 das Maximum der 2-Norm der

Zeilen- bzw. Spaltenvektoren der Varianzmarix

1 1 1
o Q-1 Q-2 - Gonil L 77 7 Von1
U : L -
aq . . . _ 72
1
Ap—1 ao \/_E 1

zu bestimmen, dieses ergibt sich zu

(Z%) ~ y/In(n).

Mit Satz 4.1.1 erhalten wir also

In(n) < E(s1(TG)) < (In(n))3.
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Dieses vergleichen wir mit dem Ergebnis aus [10]; fiir beliebige a;; € R>g,4,j =1,...,n
gilt

E(Sl ((aijgij)ijl)) N .Ellax ” azy j= 1H2+ max ”(aza)z 1||2+ H azy ,]=1H4'

7 PERRRY L2

In unserer Situation ergibt sich durch Betrachten der Hauptdiagonalen

1
H(alﬂ 1,J= 1H4 = ni.

Damit liefert dieses Resultat als obere Schranke mindestens ni und mit Satz 4.1.1

erhalten wir die bessere Abschéatzung
In(n) S B(s1(TG)) £ (In(n))?.

Als zweites betrachten wir normalverteilte Permutationszufallsmatrizen. Fiir alle ¢ =
1,...,n seien a; € Rsq, g; ~ N(0,1) unabhéngig und e; die Standardeinheitsvektoren
im R™” und 7 : {1,...,n} —{ 1,...,n} eine Permutation. Dann ist eine normalverteilte

Permutationszufallsmatrix gegeben durch

PG = (ar1)Gr(1)€r(1)> -+ Cr(n) Ir(n) Cn(n))

das heifit der i-te Spaltenvektor der Matrix PG ist ar(;)gx(i)ex(;). Nach Satz 4.1.1 gilt
in diesem Fall
max a; < E(s1(PG)) < (In(n))® max a,.

i=1,...,n i=1,...,n
Dieses vergleichen wir wieder mit dem Ergebnis aus [10] hiernach gilt fiir beliebige
aij - R207 Z,j = 1, N

E(Sl ((aijgij)?,jzl)) N .E%ax ” azy j= 1H2 +Jmax ”(aw)z 1||2+ H azy ,]=1H4'

7 seees Tl

Damit erhalten wir als obere Schranke ||(a;)i,||,, was grofer ist als ||(a;)i;]|.. In
der speziellen Situation, dass fiir alle ¢ = 1,...,n gilt a; = 1, liefert dieses Resultat

als obere Schranke n1, mit unserem Ergebnis erhalten wir allerdings (In(n))2.
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4.1.2 Untere Abschatzung

Wie bereits eingangs erwahnt, wollen wir

By = [ | sw D agren | ape)
[|lz[l;=1 ij=1
lylla=1
abschiitzen. An dieser Stelle kommen wir zur unteren Abschétzung von E(s1((ai;9i;)i j=1)):
diese fithren wir ganz allgemein durch, denn die spezielle Struktur der Normalverteilung
ist hierfiir nicht notwendig. Das folgende Lemma liefert bereits die untere Abschitzung fiir

den allgemeinen Fall:

Lemma 4.1.5. Fir alle i,j = 1,...,n seien X;; unabhdngige ZufallsgrofSen, deren zweite

Momente existieren, dann gilt

'maxn ||(X”);L:1H2) + E ( maxn H(le):;lHQ) .

Ayt \J T

Beweis. Es gilt

n

E(si((X0)7,,) = / sip 3 Xyy(w)ryys | dP(w)
Q 1

llzllo=1 ;> —
lyla=1 "’
1
n 2
/(max sup ZX )dP(w):/<maX ( X%(w)) dP(w).
g\ n ||5’7H2*1 J i=1,...,n =
Insbesondere erhalten wir
/ Sup > Xy(w)ajy; | dP(w)
x :1i i
9 \|lylly=
n % n 2
1 2 2
> 5 /lgllfi}fn ( 1 ij(‘”)) dP(”) +/nglfl)fn (Z;XZj(w>> dP( )
Q J= Q =
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Bemerkung 4.1.6. Fiir alle i, j = 1,...,n seien a;; € Rso und g¢;; ~ N(0,1) sdmtlich unab-

héangig, dann gilt insbesondere

11111111

Wie wir im Folgenden sehen, liefert diese elementare untere Abschétzung bereits bis auf
einen logarithmischen Faktor die richtige Gréfsenordnung. Bevor wir auf die obere Ab-

schiatzung eingehen, untersuchen wir im folgenden Teilabschnitt den Ausdruck

.....

wobei mit Bemerkung 3.1.3 fiir alle 2 = 1, ..., n gilt

/ / (Z aZ; gw) dPdt

;
1 n
;S Z 91]
j=1

e ((Se) =) (S =) b

1
t

Diese Orliczfunktionen werden wir folgenden Teilabschnitt detailliert untersuchen:
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4.1.3 Berechnung der Orliczfunktion

Lemma 4.1.7. Fir alle i, = 1,...,n seien a;; € R>o. Dann ist fir alle s € Rxg

s max age 7 * S i,
. J=112
Ni(s) = | :

n
(aij>]’:1

.

max a?.

j=1,..., n i=1,..., ij §H .\ H _ 1 > 1 )
feo,e " Helliale o= eonT,) o= Teor,

eine Orliczfunktion.

0 02 04 06 08 1 12 14
S

Abbildung 4.1: Orlicz-Funktion N; im Fall max a;; =1 = H(aij);;l’

7j=1,...,

i’ das heifst bei dem

Vektor (a;)7_, ist eine Komponente 1 und die restlichen Eintrége sind 0.

Beweis. Wir betrachten die Funktionen

1 52 . max (l2
N;(s) = s max ajje J=bon ¥
i 1 ij
7j=1,...,n
und e
max @ | <“”>j=1|2’2 3 1
2 j:].,...7TL V:max as. n
N’i (S) — —n e J=l..n ©j +_H<alj>j=1||2 S — —n .
@i, ¢ I€ais)i- I,
N; ist stetig, weil N} und N7 stetig sind und diese in s = el {ibereinstimmen.
@ij)i=1||q
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Des Weiteren gilt

und 5
(N?) () = = l(@g)ial, -

Da |-l < [I-ll, gilt

i3 | 2
T max a2 2 i)
(Nil), <m) = 'n}ax a;je j=1,...,n 3] 1+ H(aU)J—1||2
Q5 j=1llo = n

2
("‘7,])]:1”2

2

A=t \n

H . T 3H<GU)J=1H2
2

Die Abbildung x — 3ze™7 ist fiir alle z > 1 monoton fallend, somit gilt

Y 3 )™ _ (N2 1
(%) <||<am->;1>|2> < ¢ Mol = (07) (waijwz) '

Folglich ist IV; eine konvexe Funktion und damit eine Orliczfunktion. ]

An dieser Stelle formulieren und beweisen wir einen unserer Hauptsétze, der uns im Weite-

ren den entscheidenden Ausdruck fiir die Gréfsenordnung von E (31 ((aij gij)zjzl)) liefert:

Satz 4.1.8. Fir allei,j =1,...,n seien a;; € Rsg und g;; ~ N(0,1) unabhingig. Fiir alle

s € Rsg und fir allei =1,...,n set

1

(ai)7—y ],

5 max ae =tV 8 <
j=1n |

j=Lyen 7W §H Y H -1 > L
T, " Fell@aial \s —eomm ) 2% 2 Teom Ty
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beziehungsweise fiir alle s € Rso und fir alle j =1,...,n sei

$ max ajje =boon Y 8 < ”

— i=1,...,n

i(s) = ]

ltei)ie ’z
it A B (0 _ 1 > 1
| (@i, |ge e )i, <S ||(a1-,,-)?_1|]2> = [ |,

(@i5)iy ||2

Es gilt

B (s, Iasaiall, ) + 2 (mx Nasginala) 2 105, + 10 o,

ooy i

und
B (s, oo iall, ) + 2 (o Nasginala) S 105 s, + 10,

wobei ¢y, co, c3 und ¢y absolute Konstanten bezeichnen.

Bemerkung 4.1.9. Nach Lemma 4.1.7 sind fiir alle ¢, 7 = 1,...,n die Funktionen Nj;, bzw.
J/\\T;, Orliczfunktionen und damit sind [|-[| )., bzw. H'H(Kr})j? in unserem Sinne, Definition

2.1.6, verallgemeinerte Orlicznormen.

Beweis. (Satz 4.1.8) Nach Satz 3.1.5 gilt

B (e osaial,) + 2 (m lasgeally ) ~ I3y, + 10l

i=1,...n

wobei fiir alle + = 1,..,n mit Bemerkung 3.1.3 gilt

s 1 n o0 n
Mi(s):/ P (Zaﬁjgfj) > +/P (Zafjgfj> >u | du p dt,
j=1

0 j=1 1
t

(S
[NIES

&~ | =

bzw. fiir alle j =1,...,n

[NIES

+/P (Z@%gé) > | du p dt.
i=1

0 A 1
t

=
©

I
\m
~ | —
i)
Y
(-

Q
SN

N
S
N————
vl

vV
SO

Im Folgenden sei stets ¢ € {1,...,n}. Wir sind daran interessiert, die Orliczfunktion M;
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genauer zu bestimmen, wir zeigen, dass gilt M; ~ N;. Hierfiir unterscheiden wir zwei

Bereiche des Definitionsbereiches von M;, zunéchst interessieren wir uns fiir "kleine” s:
1 —1

3
1. Fall: Es sei s < 3 (Z a”gm>
Es gilt fiir die Integrationsvariable ¢

-1

0§t§s<— (Zawgw> ,

|

also .
- > 2K (Z aug”)

Um die Orliczfunktion M; zu berechnen, interessieren wir uns zunéchst fiir eine Abschét-

zung der folgenden Wahrscheinlichkeit

1

() -

flir x > 2F a g2 | . Wir werden zeigen, dass gilt
AN

N|=

1
Z -
a; g ~exp| ———
ijJij max a?j

ij=1,...,n

Zunichst die obere Abschatzung:
Hierfiir verwenden wir die Konzentrationseigenschaft normalverteilter Zufallsgrofen, Satz

2.2.2. In unserer Situation, X =[5 und z; = a;;¢;, gilt

1
. . * 2 ’ _ 2 _
o= sup <Z| <" aie; > | > = sup (Z |75 ai;] ) = Dax ay.

lel=1 \ 5= wl=1 \

N

Es folgt mit Satz 2.2.2 fiir z > 2F (Z al]gm>
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Nl

)

I
o
VR
(]
@
<
~_—
(M)
|
=
R
(]
S
S
<
N~
I
V4
8
|
=

o j=1
~ Vv
>0
1 2
- 2 2 ’
r—FE Z aijgz]
Jj=1
<exp | —c 5
g
1 2
2
r—FE <Z al].Q’l])
=exp | —c 5
max a
Jj=1...n

1 2

1
2

3
Da x > 2E <Z amgw) gilt |z — (Z a”g”> ~ 12, somit folgt

1

2
Cx
<Z al]Qlj) - 5 exp - max CL2

Jj=1...,n

N[

Nun kommen wir zur unteren Abschitzung von P <Z a;; gw> >
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Fiir alle z € Ry und fiir alle k£ =1, ..., n gilt

5172 T 1 1 s
a > 2% | > P (a2 g7 > 2 :P(2>—>:/ sT2e"2ds
(Z zggzg ) - ( ik9ik = ) ik = a/?k /_27'('
22

o0 (o ¢] 9
1 1 s / T
= e 23 s > “*ds = exp (——) .
V2T a3,
2
a2 T

Also gilt insbesondere

2

> X
Z%gw 2 | Rew |~
Jj=

1,...,n

n 2
Zusammengefasst gilt somit fiir alle x > 2F <Z a;; %) :

N

132
~ 1. 4.1
Z az;gs; exp | ———— Z (4.1)

j=1,...n

Nun kommen wir zur Bestimmung der Orliczfunktion. Da wir uns zunéchst auf den Fall

1 1
2

2
5 < % (Z aljgw> konzentrieren, gilt % >2F (Z a%ﬂm) und wir kénnen (4.1)

verwenden und erhalten:

(
/ 1, :
Mi(s):/ ; (Z%%) 2; / (Za”gw) >u | du pdt
0 1
\ t
S ( o0
1 1 u?
~ = - " Nawwba
/ t Pl TR max az; + / <P max a2 |
I § Jj=l...,n 1 j=1,on
t

o
Zunéchst betrachten wir [ exp <—“—22) du, es gilt mit der Substitution x = V2
i (%] 1

t
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ml
M‘HN
2

[V
ml
w‘mm

t max agj max a ’fOlgt
Jj=1,..., Jj=1,...,
[ee]
max a;;
u? J j=1,on ; 1
exp | — U ~ exp | —
max a; V2 2 max a?,
P J L (]
1 Jj=1,...n Jj=1...n
max a’;
j=1,.n Z]t 1
= exp | —
2 t? max a?;
j=1,..mn Y
Zusammengefasst erhalten wir
S
1 1 1
M;(s) ~ —exp | —5——— | +¢ max a?jexp e dt.

t t* max aj; J=1,n 1 max aj;
0 j=1,...n. W j=1,.mn W

1
2

v

n n 2
Da; > 2F Zl a3;95 | und nach Lemma 2.2.7 gilt E (Zl az»gfj> ~ H(aij)?:l H2 erhalten
j: ]:

wir 1 > H(aij)?lez und somit gilt

+

1 1
-+t max o’ < -
TR = e

j=1,.n ||(aij);'l=1||2

51
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aulerdem gilt 1 + ¢ max aZ > 1 und damit zusammengefasst
sUL j=1,.n W Tt &

9 1
PR R
Somit ergibt sich fiir unsere Orliczfunktion
S
1 1
M;(s) ~ | —ex dt
i(s) / ;P t2 max a?
0 Jj=1,...,n
. . . o \/i dt —\/2
Mit der Substitution z = @ ( & = P max a ) folgt
Jj=1,..., n =1,...,
Nes
y ™ e a
1 1 i=1,m x? 2 1
Ml(s)w/—exp D 5 | dt = / gt exp (——) — V2 — | d=
t t2 max aj V2 2 max a;; T
0 ]:1,...,7'1, o0 =4, 1
T 22 r 2 (a2) ° %, i 1
= —exp | —— ) dz ~ exp | —— | dx T ex
[ oaeo(5)en [ oeo(5)e Y e
V3 V3 J=Lym

ij

" 2
Zusammengefasst gilt somit fiir alle s < % E (Z a? g%)
j=1

1
M;(s) ~ s max a;jexp | ————
L J 2 2
7j=1,..n §° max ag;
j=1,..n Y
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1\ -1
2.Fall: Es sei s > 1 [ B (Z CL%-Q%)
Es gilt

SIS

1 [e%e)
1 R —~ 5
S ) ) P )
s —

j=1

1

1 " S|

A (O R A (S R
) Jj=1 1

(e

Nach Fall 1 gilt

-1

1 X 9 9 :
AR Zlaijgz‘j
=

1 00 1
1 < 2 2 ’ 1
0 =1 1
1\ 2
n 2
E (Z a?jﬂ?y)
pax Qg j=1
~ I —exp | — 5
5 H%ax a;;
7j=1,..., n
E (Z a%g%)
j=

23
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Nun betrachten wir

=

\ﬂn
H~|+—\
1]
s@

<.

K,

.
N——

1
_2 —|—/P <Za”gw> >u | du pdt
1

Il IN
\m \m
I
|
0
/_\ N
1 (]
@ o~
Q <
S 3
<. <
N g N———
N[ [
(V2 v
S ~ | =
+
0\8
e
/\
[NgE —~
@ 3
Q
g: S
[Ny £ [\V)
\/ Na)
ST
N——
[N
o Vv
o N
QU
N
QL
~

(e

Nach Lemma 2.2.6 gilt

=

S a2.g2

£(Sast) o levE
(540

1
2

wobei M 3 den Median der Zufallsgrohe (Z a;; g”> , wie in Kapitel 2 eingefiihrt,

(20)

bezeichnet. Somit existiert insbesondere eine absolute Konstante ¢ so, dass

1 1
n 2 n 2
2 2 2 2
P < g aijgij> >2F ( g aijgij> > c.

=1 =1

o4
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Es ergibt sich

S 1 [ee] n
/ (Za]gn> > n —i—/P (Zaégé) >wu | du pdt
1 j=1

1

2 2
3B (Z%g’%j) dt
j=1

IA
—

-1

2] |
35 (Z agjg;j> 5 (Z %%)

J=1

In diesem Fall ist ebenfalls die untere Abschétzung der M; zu zeigen, hierfiir betrachten

wir die urspriingliche Darstellung der M;, aus Satz 3.1.5, also

: }
= / / (Z aljgu> dPdt.
%
<(E)

Wir interessieren uns also fiir eine untere Abschéatzung von

ST

s

/ / l (Zawgw>ldet

—1
< <Z azﬂz]) ) 1S<Z a”gl]>

[N
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2

(22)

(o)
/e

=

dPdt

. . . 1
Zusammengefasst erhalten wir somit, dass fir s > 3 (Z az;95

M;(s)

max Ggj;
Jj=1,...,n

(e

=

exp

Nach Lemma 2.2.7 gilt inshesondere

()

26

1

alj)?=1H2

[NIES

N

gilt, erhalten wir

gilt
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1\ —1
3
. . 1 1
und damit fiir alle s < 5 (Z amgw> ~ Tl
1
Mils) ~ s max aexp | =5 ooz | ~ Nils),
7j=1,...,n
wobei
N B
52 v_max EZQJ 1
S$ max aje I=hen S < T
]:1,...,TL H(a”)j:1H2
NZ(S) = | (a” J 1||

max dij T Tmax a2

T 1 01 [ B S

| (aij)f—y |26 ’ T e (CLU>]:1 2 s ‘ ((lij)?:1H2 8 = ‘ (aij);;lH?’

1\ —1
n 2
fiir alle 7 = 1,...,n ist. Des Weiteren gilt fiir alle s > % E <Z afjg?j) ~ m
j=1 13 /5=11|o
M;(s)
1\ 2
2

-

a
max a;; (Z mgz])

n 2
j:l,...,n 2 2
j=1

2 max a:;
j=1,.n Y
Z a’L]gl]

N ot exp H aij)j 1“2 +|(a [ 1
M, ~- 1 - 95 Z‘] 1 M, ~a 1
H(aij)?ile ]g’aX’naﬂ - 2 H<aij)?:1H2

Zusammengefasst gilt fir alle i =1,...,n

bzw. fir alle j =1,...,n

o7

Nl
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Also gilt

Nl IO iy, S IOl IOy, S Ol Dl e, -

wobei ¢, ¢o, c3 und ¢4 absolute Konstanten sind. Damit gilt nach Satz 3.1.5 insbesondere

B (s, ool ) + 2 (o Nasginala) 2 105, + 10 o,
und

B (s, ool ) + & (oo 1ol ) N0 s, + 10 5,
O]

Um dieses Resultat im Folgenden besser anwenden zu kénnen, untersuchen wir im néachsten
Teilabschnitt die genaue Gestalt der verallgemeinerten Orlicznorm, die durch die in Lemma

4.1.7 bzw. Satz 4.1.8 bestimmten Orliczfunktionen gegeben ist.

Untersuchung der Orlicznorm

Um die durch Satz 4.1.8 gegebenen Orlicznormen genauer zu bestimmen, betrachten wir
zundchst den Fall, dass fir alle ¢,7 = 1,...,n gilt a;; € {0,1} und bestimmen die Gré-
flenordnung der resultierenden Orlicznorm in diesem Fall. Im Anschluss geben wir eine

Abschétzung im allgemeinen Fall an.

Lemma 4.1.10. Fir alle i,j = 1,...,n seien a;; € {0,1} und

B j=1,...,
s max age " M e

Ni(s) = @i |
Smax agj T o g2 R S
P i _max aj §H \n H S — > .
foa,® 7 Felleinll \ = o) 02 e,

Dann gilt, wobei c eine absolute Konstante bezeichnet,

n

In max a;;
E , . J
- Jj=1,...,n
=1

H<1)1J'1:1H(CNZ-)1- v max P [(ai)j= |l

o8
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Beweis. Wir unterteilen den Beweis der Ubersicht halber in zwei Teile. Zunichst betrach-
ten wir den Fall, dass fiir alle ¢ = 1,...,n ein jo € {1,....,n} existiert so, dass a;;, = 1. In

dieser Situation gilt max a;; =1, fiir alle7 =1,...,n.
n

Jj=1,.,
Es gilt
- 1
SeN, (_) <1t
p

=1

1l ey, = ot {p .

Es sei py > 0 so, dass gilt

g 1

i=1 Po
Nun interessieren wir uns dafiir, welche Bedingungen p, erfiillen muss, damit (4.3) gilt.
1. Fall: Falls fiir alle 1 = 1, ..., n gilt

1 1
— <7 d.h. > y 7}:
o [[(as)iall, po > || (i) |

2 Y

also insbesondere py > max H(aij)?:1||2, erhalten wir
i=1,...,n

n 1 - 1 2
> e, (—) <1 e Yy —eMm<l e pzy/Inn).

i1 £o

Damit (4.3) erfiillt ist, muss in dieser Situation gelten

" Zmax{ In(n), max H<aij>;;1u2}.

2. Fall: Falls iy, ...,3, € {1,....,n}, k € {1,...,n}, existieren so, dass fiir alle i # i;, | =1, ...k

1 1 1
e >—>-——0  dh e < po < Il(as )
[(ai)izill, = po — [[(ai)izll, @iz, < po < (@i

2 Y

erhalten wir

=1

1 . u 1 e 3 1 1
& o7 P0 -+ - —| (azl.])j=1|| + = i T'L_ .
C Z e CZ (H(ailj);?lH2e 2 o H(a z])]_1H2 00 H(ailj)?:1”2

i¢{inin} PO -1

29

)

<1



Sei l € {1,...,k}. Wir betrachten zunéchst

2@yl (= = e ).
€ Po “<aizi)?:1”2

” (@i5)}=1 ||2, dann gilt

3 1 !
)izl | - =) =%
G (m H<a@-lj>j-1H2>

Falls pg < # H(a'ilj)?:lHQ gilt - > (% ) M@ i1,

3 . 1 1
e [(@ins)i=1][, (_ -

Falls py =

und damit
lJ J 1||

Kapitel 4 Erwartungswert der grofsten singuldren Zahl von Zufallsmatrizen

3 n e 1
% H(ailj)?1”2> > EH(ailj>j=1||2 ((3 +1) (@),

Damit also (4.3) in dieser Situation erfiillt ist, muss gelten

1
§+1linﬁi{ (@) = 1”2 < po < 52 ” Qi) 1”2’
also
po~ max |[(ai)jo |, = max [|(@g)ia|l,-
Als nachstes betrachten wir
1
> L
i {inmin) PO
Es gilt
c Z ie"’g <1 & po 2 \/In(n — k)
i¢{iriny PO
Als letztes betrachten wir
L (O
=1 H<ailj)?=1H2
Es gilt
k 1 ,
) N {720} 1 <1 & po =/ In(k)
=1 ||(ailj>?:1||2

60
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Folglich muss fiir alle pg > 0, die (4.3) erfiillen, gelten

Po 2, max {\/ln(n — k), \/ln(k:),igax H(aij)?luz} .

..... n

Da auferdem gilt

max {\/In(n — k), \/ln(k)} > 4/In (g),
folgt
Po 2 max{ ln(n),iirllax H(aij)?lHQ} .

..... n

Damit gilt zusammengefasst

-----

IW<tll e, = inf {p -

Falls nicht fiir jedes ¢ = 1,...,n ein jo € {1,...,n} existiert so, dass a;;, = 1, das heifst
falls nur fir iy, ...,4,, € {1,....,n}, m € {1,....,n — 1}, ein jo € {1,...,n} existiert so, dass

a,jo =1, 1 =1,...,n, und fiir alle i ¢ {4,...,4,,} und alle j € {1,...,n} gilt a;; = 0, gilt

- 1 1
Su(n)= ¥ o (g),
1 Po S Po
? 1 m}
dann ergibt sich analog zum Term +/In(n) jetzt 1/In(m) und damit

po 2 max{ ln(m),igllaX H(aij)?—lHQ} ’

..... n

also

- . \Y/ v ey
i=1

Zn:cNi (;3)) < 1} ~ maX{ In(m), max H(az‘j)?le}-

H(l)?:lH(cNi)i - {p -

Insgesamt erhalten wir somit

amax [|(ag)jal, oo O

H ()i H(cNi)i e N i WP s N R n

-----
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In der folgenden Bemerkung untersuchen wir, was Satz 4.1.8 und Lemma 4.1.10 fiir zwei

spezielle Wahlen von a;; € {0,1}, 4,j = 1, ..., n, liefern:
Bemerkung 4.1.11.

(i) 1. Fall: Far alle ¢,j = 1,...,n seien a;; = 1. In diesem Fall gilt fir alle i = 1,...,n
bzw. j=1,...n
H(aij)?le2 = vn = (ai)izll,,
also

H(l)?le(cNi)i ~ max{ ln(n),iirllax H(fzz'j)?ng} =/n.

..... n

Folglich gilt nach Satz 4.1.8

777777777

1 ,i=j
(i) 1. Fall: Fir alle i,j = 1,...,n sei a;; = J In diesem Fall gilt fiir alle
0 ,i#j.
1=1,...,nbzw. 7 =1,...,n
[ (ai;)j=il, = 1 = lai;)izyll,

also
H(l)?:lH(cNi)i ~ max{ ln(”)’iiﬂlf{fn ||(“ij)?1}|2} = VIn(n).

Folglich gilt nach Satz 4.1.8

"""""""

Damit gilt in dieser Situation

B (diag(gus, - gun)lly o) = B max gl

.....

77777777

~ +/In(n).
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Dieses entspricht dem bekannten Ergebnis im normalverteilten Diagonalmatrizenfall.

Als néchstes geben wir in der allgemeinen Situation eine Abschétzung der Orlicznorm an:

Lemma 4.1.12. Fir alle i, = 1,...,n seien a;; € R>¢ und

s max a;e =LV ;8 < |

Ni(s) J=1,m , (i) |,
i\8) = | (aij)7=1 |2

. max al] - max (1/2.

g=ben © o =t 4 §H \n H -1 >__ 1

| (@i)p—s |26 2 l@)ia 2\ ° | @iy ||, 5= | (@i)iz ||,
Dann gilt

(1) 1Dl ey, 2, max (@)l

n o r111ax Qg
.. =1,..., n
(ZZ) H(]‘):Lil”(cj\fl)Z S max ln ( - max alj>
=1 1,j=1,..., n

wobei ¢ eine absolute Konstante ist.

n
. nax @z, max H(aij)j:1H2 ’
i,j=1,...,n i=1,...,n

Beweis. Es gilt

ig”;cNi(;)gl}.

icNi <i) <1, (4.4)

i—1 Po

”(1)?:1H(cNi)i - {p .

Es sei also py > 0 so, dass gilt

Wie im Beweis von Lemma 4.1.10 folgt, dass py 2, max ||(aij);-‘:1H2 und damit

(1)1 H(CNZ-)Z- < X [(aij)jall,

Auflerdem muss erfiillt sein
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_max , %ij
Es sei py = Z S KT max aij, dann gilt
i=1 tj=1,..n 9 ) | 55=1,
n o Max 9
j=L.n Po
c———exp | ———=
: 0 max a
i=1 P j=1,...,n
_II]aX al,
_Lg=1,...,n
n max a” n max a/k‘] ._rfaxna?j
$° A 1 ! o
= c J=o
- max dap; max a max dag;
i=1 1j=1,.n J ( Z j= ”) k=1 15=1,.n J
=1 l,j= 1
max
7l7j:17. \n lj 1
n max a;; n max akj ,;ilaxnafj n max aw n max ag;
7j=1,...,n 7=1,. 7= 7=1,.. Jj=1,...,n
< E c—— g el < el g c——
: max al] max alj : max max
=1 =1, k=1 1j=1, =1 j=1,..n k=1 1j=1,.n
=1
Also gilt
1 f 0 N; 1 <1
H< )j=1“(5Ni)- =inf §{p> E :C >
i1 P
n max Qg;
max n —_ max al max || aij) 1”
~ max a; | |ij=1. 7 J73=Hl2
1_1 l:j_ -

Bemerkung 4.1.13.

(i) In der Situation von Lemma 4.1.12 erhalten wir immer die folgende Abschétzung,

die wir unter anderem zum Beweis des Hauptsatzes in 4.2 benotigen:

Jnax, H(Clij)?:ng S H(l)?:lH(cNi)i < V/In(n) Jnax, H(aij)?:le
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Dies gilt da

n o Iax G

Jj=1,...,n
In E - max aw < +/In(n)  ax H ai;) i 1||
max ay; | ii= 2’
=1 lj=1,..n

(i) Falls
n INax G4
n Jj=1,..,n
,max H(au)jlez > |In § : max an; Jmlaxnaw; (4.5)
9’ ’ Z 1 l] n ] ?

liefert uns Lemma 4.1.12

1l ey, ~ mex (@il

i=1,...,n

und damit erhalten wir in diesem Fall die korrekte Grofenordnung. Falls zum Beispiel

ein iy € {1,...,n} existiert so, dass gilt

H (@ig5)i=1 H2 > +/In(n),

so liefert Lemma 4.1.12 die korrekte Grofenordnung. Allgemein gilt dies sobald in
mindestens einer Zeile ” gentigend” viele Eintréige von 0 wegbeschrankt sind, genauer

falls ein ig € {1,...,n} existiert so, dass gilt Z a; ; 2 In(n). Dies ist zum Beispiel

erfillt fir a;,; = ﬂ’ 7 =1,...,n, oder falls mlndestens In(n)-Eintrége in dieser Zeile
1 sind.

4.1.4 Obere Abschdtzung

Fiir alle 7,7 = 1,...,n seien weiterhin a;; € R>¢ und g¢;; ~ N(0, 1) unabhéngig und es sei
G = (ai9i5)7=1- In diesem Abschnitt interessieren wir uns fiir eine obere Abschétzung
der groften singuldren Zahl von G und damit fiir eine obere Abschétzung von E(||G||,_,).

Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass gilt

3 n
B (1G1,) S () (£ o ool + B o, [asa)ilh).

1=1,.
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wobei wir an dieser Stelle nicht direkt den Erwartungswert abschétzen, wie bei der un-

teren Abschitzung, sondern zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ||G||,_, grofer als

(ln(n))% (E'max ||(aijgi;);ll, + E max ||(ai;jgi;)ill,) ist "klein” ist. Hierfiir verwenden wir die
i J

Konzentrationseigenschaft normalverteilter Zufallsgrofsen, sowie Satz 4.1.8 der besagt, dass

gilt
Ezirfaxn H(az‘jgij)?:1H2 ~ H<1)§L:1H(Ni)i ’
wobei
1
2
Sjg%?d-}-(,n aij€ 8 < | (aij)?:1||2
NZ(S) = ||(“ZJ)J—1 |z

Jj=1,..., n j:l,f,na?j § H " H _ 1 > 1
@i, © Tell@aial, \ s~ enmT ) 2 Ty

Um das Hauptresultat dieses Kapitels formulieren und beweisen zu kénnen, benotigen
wir zunéchst zwei Lemmata, welche insbesondere eine Aussage liber die Berechnung der

Operatornorm von I3 nach [ machen:

Lemma 4.1.14. Es sei .
0 —
" =—(1,...,1,0,...,0),
also der Vektor im R™ bei dem die ersten l-Koordinaten % und die restlichen 0 sind. Br
sei die konvexe Hille der Vektoren

1) O]
(51557r(1)> ey 5nxw(n)> ,

wobei g; = £1, i = 1,...,n und m Permutationen der Menge {1,...,n} bezeichnen. Dann
qgilt
Br C By C (2logy(n))Br.

Bemerkung 4.1.15. Es gilt

B =Y (7;) 20 = 3",

=1

Beweis. (Lemma 4.1.14) Es sei « € By, dann gilt ||z, < 1 und damit x € B}. Es bleibt
also noch zu zeigen, dass By C (2logy(n))Br. Sei also x € BY mit x; > 29 > ... > x,, > 0,

um zu zeigen, dass gilt = € (2log,(n))Br, zerlegen wir = dyadisch. Es sei also ng die grofste
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ganze Zahl so, dass gilt
Ty <2770,
Da [|z|, <1, gilt ng > 0. Fiir alle j = 1,2, ... sei k; die kleinste ganze Zahl so, dass gilt

T . < 2—n0—j‘
i =

Wir beenden dieses Vorgehen, falls kein entsprechendes k; existiert oder falls jo € N erreicht
ist so, dass gilt ng + jo > logy(n), das heifst

xkjo S

S|

Insbesondere gilt aufgrund der fallenden Anordnung fiir alle ¢ =1, ...,n — kj,
< 1
Lhjo+i > E
Somit ist

szjo—f—l
in der konvexen Hiille der Vektoren
1 < .
% Z Ei€4, €i::l:1,22kj0+1,...,77,.

i=kj,+1
Fiir alle 1 = kj,1 + 1, P kj gllt

0<uz < 2—n0—j+1

und damit ist

k;
g T;€;

i=kj_1+1
in der konvexen Hiille der Vektoren
k;
27n07j+1 Z Ei€q, E; — :l:l,’l = kj,1 + 1, ceey kj.
i=kj_1+1
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Auferdem gilt fiir alle ¢ = k;—1 +1,..., k;
x> 9—no—j

und damit

N

Jo k;
1> ||lzf[, = Z Z z;

7=1 i=kj,1+1

Jo A2 %
- (Z(k‘j — kj1) 27707 ) ’

Jj=1

falls wir die Zerlegung bereits vor j, abgebrochen haben, so setzen wir die restlichen Sum-

manden 0. Folglich gilt fiir alle 5

27079 * (ky — Ky 1) < 1

und damit
L < L (4.6)
2motd = fkj — k’j—l. ’
Mit (4.6) gilt aufgrund der Definition von Br
kj k;
—ng—j+1 _ &i .
9~"0—J Z gie; =2 Z Srars i € 2Br.
i=kj_1+1 i=kj_1+1
Es folgt
x € 2log,(n)Br.
]

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir:

Lemma 4.1.16. Es seien A € R™™ und

S;’,,_l — {I’ = (Il, 7:[7”) E S?‘L—l EIZ = ]_, ...,TL

fimtnley =2} =i},

2
415 = sup 4ol < s tnte) sup, el

Dann gilt

An dieser Stelle formulieren wir das entscheidende Lemma zum Beweis des Hauptresul-

tates aus diesem Abschnitt, das heift der oberen Abschatzung des Erwartungswertes der
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grokten singuldren Zahl von G' = (ay;gi;); j—;, welches aus der Konzentrationseigenschaft
normalverteilter Zufallsgrofen, Satz 2.2.2, und Lemma 2.2.7 folgt:

Lemma 4.1.17. Fir alle i,j = 1,...,n seien a;; € Rso und g;; ~ N(0,1) unabhingig.
Auferdem sei x € BY. Dann gilt fir alle § € Rsq

P (16l > 5 (& (max g, ) + & mox Navoaliala ) ))
5 (5 (s, Nasggall, ) + & (max Iegaall) ) - (z a%x?)

i,7=1
2, (Z )

Beweis. Es seien h;, 1 = 1,...,n, unabhéngige standardnormalverteilte Zufallsgréfien und

ei, t = 1,...,n die Einheitsbasis im R", dann gilt fiir alle v € B}

n
E Qij9ijTj | €i
=1 7j=1

Des Weiteren gilt fiir o aus Satz 2.2.2

2

S exp

1

2 Z(Z% J> hie;

Gl =

2 2

[\
SRS
(S

112

=

T e zn: (Z% ]> 1) T Z <Z% j)

i=1 llz*llo= i=1

n
2 2
= max E as.xs
i=1,..n g

SIS
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Es sei g € Ry, dann gilt

-----

n n %
=P Z (Za2 ;p2> hiei|| > (E ( max | (aij97) . )| > +FE (]rriax | (aijgi;)ie 1||2))

(VAN

i=1 7=1

_r([y> (Z i 3) Ce Z (Z ) e |

=

2
n n %
> [ (E ( max | (ai;9:5) i " ) +E ( max | (aijgis)ie 1||2)) —F <Z ai:p?) hie;
""" i=1 \j=1 )

.....

~~~~~

1 1
n n 2

— P 2": (i aix?) 2 hie;||l — E Z (Z afﬁ?) hie;
i—1 \j=1 )

i=1 7j=1 9

e ) +E ( max(ay00)i- 1HQ)) > (Z ) e
= 2

.....

.....

2

wobei K die aus Satz 2.2.2 resultierende Konstante ist. Wir beriicksichtigen nochmals
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dass mit Lemma 2.2.7 gilt

1 1 n 1
n n 2 n 2 n 2
§ E 2,2 § 2,2 _ § 2,2

=1 =1
(2 J 2

somit ergibt sich
P (16l > 5 (& (max llasgal, ) + & ( mox Nasaaliala ) ))

1
n 2
5 (5 (s emiall,) + 2 (o Nasgieal,) ) - (z afjxs)
----- Ly i,j=

Sexp | —
L 2 .2
max < > 1aij$j>

]

Satz 4.1.18. Fir alle i,j = 1,...,n seien a;; € Rs¢ und g;; ~ N(0,1) unabhingig. Dann
qilt fir alle B € Rs¢

p <|]G||2_,2 > B1n(n) <E <i311ax H(aijgzj)?:lHQ) +E (jgaxn ||(az‘j9ij)?:1“2>))

,,,,, n ooy

< Zn: exp ({In(2n) — 16°),

=1
wobei C' eine absolute Konstante bezeichnet. Damit gilt insbesondere fir = 1/31n(2n)

P (161 > VB tna)? (B (e lasa)ioll,) + 2  mox lessila) ) )

<L
~ 2

Zum Beweis dieses Satzes verwenden wir Lemma 4.1.16 um uns auf Vektoren aus S%’l zu

beschranken. Im Anschluss wenden wir die Abschétzung aus Lemma 4.1.17 auf diese an.

Beweis. Nach Lemma 4.1.16 gilt

||G||2—>2 <cln(n) sup ||G$||27
xeS?il
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wobei ¢ = . Es sei nun § € R, dann gilt

2
In(2)

{161 > s1000) (B myax lasgiall, ) + £ ( mox, lawg)ila) ) b

c {cln(n) sup (G, > fIn(n) (E (inllax H(aijgij);?l|]2) +E (jII%aXnH(Gijgij)?l’b))}

zeST”

und damit

P (1612 > p1ute) (B (s, Nasgiall, ) + 2w Nzl )))

7777 n 20y

<P ( i) sup [Galy > 1u(o) ( (el ) + 5 (o, H(aijgm?_lnz)))

n—1 U \=y n.—- 5 =) \J=L
TEST

g n n
= P( sup |G|l > - | | max |(ai;9i5)5-1], ) + E [Tax [(aijgi)i= I, :
vesn- i=1,..., n =1,..., n

An dieser Stelle verwenden wir Lemma 4.1.17, denn danach gilt fiir alle x € Bj, also

insbesondere fiir alle z € S

5 n n
P (16l > 2 (& (o Nagial,) + 2 mox Nava)iall ) ))

1
n 2
. (E (mx H(az-jgm;;lng) +E <jgaxn ||<aijgz-j>;;1u2)) - (z a%x?)
777777777 1,]=

S exp

Im Folgenden bezeichne ) € S7:™! [ = 1,...,n, einen Vektor mit xg-l) € {0, i%} fiir alle
7 = 1,...,n, also gerade einen Vektor, bei dem [ Komponenten :i:% und die restlichen 0

sind, dann gilt
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.....

.....

77777

(NI

,,,,,,

1 2
2
1 S 2
Vi Z > Qj;
=1 je{kla) 40}
1
2
n
2
je{klz;, #0}

Um diesen Ausdruck weiter abzuschétzen, benttigen wir im Folgenden die Symmetrie in

den Ausdriicken, wir verwenden sowohl £ _max | (ai;9i5) n 1|| als auch F jmax (@i gij)is |l
Es gilt

N|=

Z Z a?j < max  [(ay)isll, < maX [(asz)izall, -

; )
c{k|x 0 L..n
=1 je(klel) #0} jetkloy #0}

,,,,,

Da weiterhin ein ¢; existiert mit E max (@i 9ij)izi |l = 1 max | (@i )iy ||y, folgt fiir alle
.] 7777
B>

=

ﬁE max [ (aijgi;) ||2 Z Z azzj > 0.

=1 jelklay) 20}

Ebenso existiert ein ¢y mit E max H aijGi;) j 1H Y = > cg max H a;;) j 1H ) und damit gilt fiir

77777777
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alle 3> =

E max H awg” Jj= 1H2

77777 2/6

NI

2
max %) a;;
je{klz;, #0}

Folglich haben wir fiir alle 3 > max {i i}

c1’ c2

P (HGHH > o) (& (o ogalial,) + & (mox Nasaniiall) ) )

n

< ZZexp l52 Zanl exp lﬂg = Zexp [1In(2n) lﬂQ).

=1 O =1 =1

Mit f = 4/31n(2n), erhalten wir

3

777777777

n

< Zexp ({1In(2n) — 3l1n(2n)) ZGXP —2l1n(2n)) = Z (4%&2)

=1 =1
n+1 n
()" 1-()" 1
1— 2 4n? — 1 n?’

Abschliefsend gilt

..........

..........

< —.
~ 9

n

]

Bemerkung 4.1.19. Falls m Spalten der normalverteilten Zufallsmatrix 0 sind, das heifst,
falls ji, ..., jm € {1,...,n} existieren, so dass fiir allei = 1,...,nund [ = 1, ..., m gilt a;;, = 0,

so reicht es zur Bestimmung der Operatornorm B~ "™ statt By zu betrachten und damit
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statt S727' auch S7™! zu betrachten, somit erhalten wir in diesem Fall

P (||G||H > V3 (In(2(n —m)))
1

-----

[
N
=
/\
N
jav)
><
=

<.

Q

Q

Q
\/

+
=
/\
Lg
><
=

<.

Q

<.

[Q:
"
~_
~

-----

An dieser Stelle formulieren wir die obere Abschitzung fiir den Erwartungswert von der
groften singuldren Zahl einer normalverteilten Zufallsmatrix, das heifst wir geben eine

obere Abschitzung von E (s1((aijg:;)7,—,)), bezichungsweise E (H(aijgij)Zj:IHQHJ? an:

Satz 4.1.20. Fir allei,j =1,...,n seien a;; € Rs¢ und g;; ~ N(0,1) unabhingig, dann gilt

B (sl ) (e (£ (o Neasginal,) + 8 (o Dogaliall ) )

.........

Beweis. Es gilt

L <||(aij9ij)2j=1H2_>2)

—E (H(az-jgzj%:lHH 1(H(%gij)%_lHH>\/§an<2n>>3(E( max ||(

i=1,...,

angz])J 1” )—f—E( max

Jj=

< lasall,)))

(0539697 1 [,y =vBn@n? (B max [l@ssosnoi [, ) +5( mox o), ))))

(az‘jgij)?,j:lHzﬂz>\/§(ln(2n))%(E(i e €905 | ) E(]:I?fl.’i [CETm| ))))

.....

,,,,,

1

.....

oy )+E(~m%?i ltessgiirical ))))

----------
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Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und Satz 4.1.18 gilt weiter

E (H (aijgij)i,jzl H2—>2 1 (H (aijgij)ijl H2H2>\/§(ln(2n))% (E (lznll,axynH (aijgij);?zl Hz) +FE (j:nllfinH (@ij9ij)i—y Hg))) )

1
< (E <H(aijgij)2j:1H§H2>> 2
E 12 3
( ( (sl >va0nenn (5 o emiall, )+ s oo )))>>
_ (/ sup Z (Zamgw%> )
lzllo=1"24

7j=1

N|=

[NIES

P (sl > e’ (5 (e Nl 2 (s Hoss))

N

2 3 )
1 Sy 1
(/ Hsﬁplz< |aijgijxj‘) dp) g (/Z <Z|aijgij|> dp) -
Tll2=4 4=1 = i=1 =

7j=1

Mit Korollar 2.2.3 folgt

(gl ) 4 gl
;

1§ 3
VRS
Q
N)

—_

S
<.

Q
M
M
“_
&.

o
\_/
\_/

=

=112

<y 2| (lesal)
= \/gcz,l H <H (aij)?zl ”2) :L:]_

Y

‘ o0
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wobei ¢y 1 die aus Korollar 2.2.3 resultierende Konstante ist. Zusammengefasst gilt also

E (H (@951l (w9502 >0 (B ( pax[[@isaiiall, ) +8 (s [lGessomic, HJ)))

< [, |

o0

Nach Satz 4.1.8 und nach Lemma 4.1.12 gilt

(aij)icill, S E (igllax | (ai;9i5) 5=, + max (az'jgij)?:ﬂb) :

ax H(a7‘3>]:1||2+j£%ax ,,,,, n't T TS e =T, n”

i=1,..n '~ A =1 n

also insgesamt

(ai9:5)7 || 2))) )

b (H (@593 j=alls 1 (Hass0002, 11, >vBn2nn  (( _ma

1=1,..., nl

(aijGij )i Hg) :

(aij9ij) -1 Hz) +E (j:f{lax

,,,,, n ‘
n

=l...,n 7 f J=l,...,

Zusammengefasst erhalten wir somit
B (H(aia‘gz‘j)%:1||zﬁz)>
3 n n
# VB! (£ (o osm)imll,) + £ (ma e, )
3 n n
~ ny? (2 (o osaslimal,) + £ (ma laa)il,) ).

..... n sy

]

Bemerkung 4.1.21. Falls m Spalten der Zufallsmatrix 0 sind, erhalten wir entsprechend der
Bemerkung 4.1.19

B (sx((0ug)s-0)) < () (E (inllax H@jgij)g:l”Q) i F (jgaxn H<aijgz«j>?zlug)) |

ey n—- 2/ \J=L-

Wenn wir das in dem gesamten Abschnitt 4.1 gezeigte zusammenfassen, so erhalten wir

unser Hauptresultat Satz 4.1.1, auf welches wir bereits in 4.1.1 eigegangen sind:
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Satz (Satz 4.1.1) Fir alle i,j = 1,...,n seien a;; € Ry und g;; ~ N(0,1) unabhdngig,
dann gilt

----------

..........

.....

.....

(iii) Falls fir allei,j=1,...,n gilt a;; € {0,1}, so gilt

max

----------

e R L A Y Aiad]

)))))

77777777

4.2 Grollite singuldare Zahl "beliebiger” Zufallsmatrizen

In diesem Kapitel verallgemeinern wir unsere bisherigen Resultate fiir Zufallsmatrizen mit
normalverteilten Eintrdgen auf solche, deren Eintrage beliebige zentrierte und unabhéngige

Zufallsgrofien mit beschrankten zweiten Momenten sind.

Diese deutliche Verallgemeinerung folgt nahezu direkt aus unseren bisherigen Ergebnis-
sen fiir normalverteilte Zufallsgréfen. Die untere Abschétzung folgt ganz allgemein und
die Verallgemeinerung fiir die obere Abschétzung besteht im Wesentlichen aus zwei Schrit-

ten. Zunachst zeigen wir, dass wir bereits den Erwartungswert von beliebigen Bernoulli-
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Matrizen durch unsere normalverteilten Zufallsmatrizen beschranken kénnen, und dann
fiihren wir den allgemeinen Fall durch Betrachten des bedingten Erwartungswerts auf die

Bernoulli- und damit unsere normalverteilten Zufallsmatrizen zuriick.
Wie gehen zum Beweis &hnlich wie in [10] vor; urspriinglich geht diese Technik auf G.
Pisier, [12], zuriick.

Satz 4.2.1. Fir alle 1,7 = 1,...,n seien X;; unabhdngige, zentrierte Zufallsgroffen mait

endlichen zweiten Momenten. Dann gilt
(1)
B (Nl ) 2 B (s, 1C605l,) + 2 (e N

777777777

(i)

(1% 5 o) (2 (s 6l )+ (o, DO )

Beweis. Im folgenden Beweis bezeichne ||-|| stets die Operatornorm ||||,_,.

(i) Wie in Lemma 4.1.5 bereits gezeigt, gilt ganz allgemein

EH Z] z] 1H :/||Sup1 Z XZ] xjyi
Q it

ij=1
Iyl =1

dP(w)

.....

s 060 ]1) )

(ii) Es seien g;;, 7,5 = 1,...,n unabhéngige standardnormalverteilte Zufallsgrofsen. Des

v
N |
VR
ey
C_\
(R=

&)

"
=
33

=

+

&=

A

IR=

&)

i

.....

Weiteren seien X~ij, i,7 = 1,...,n unabhéngige Kopien der X;;. Aufierdem seien &},
i,j = 1,...,n unabhingige (untereinander, von g;; und von X,; und X;;) Bernoulli-
(3)-ZufallsgroBen, das heift P (e;; = 1) = §
Es gilt
D
9ij = €ijl9i5]-

Um dies einzusehen sei A € B und es seien AT = ANR>p und A~ = ANR(, dann
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gilt
P(eijlgijl € A) = P(eijlgij| € AT) + Pleylgisl € A7)
= P(lgij| € AT eij = 1) + P(—|gij| € A7, 215 = 1)
1 _
P(lgi € AT) + 5P (=lgijl € A7)
1 1 _ _
= §P(gw €A+\/—gij €A+)+§P<g” c A \/—g,-j c A )
1 1
=52P(gy € AT) + 52P(9i € A7)
= P(gi; € A).
Mit der Dreiecksungleichung, und da ¢;; und g5, 4,7 = 1,...,n, unabhangig sind,

erhalten wir

E|[(aijgi) -1 || = E ||(aijeiflgis)ii—|| = E (B (|| (aszeislgii D=1 || (7))

> B||(Blayeslgsllen))ym|| = B | (@i Bgsllen)im

2
™

(@ij€i); j=1

=F

(aijgijE|gij|)Zj:1
Mit Satz 4.1.1 gilt

(aijeij); ;- 1H < \/?EH(aijgz‘j)ijlH
(4.7)
< ) (o il + e Nl )

E

Weiter gilt auf Grund der Unabhangigkeit der X;; und X'Z-j, ,7=1,...,n
(H U l] 1|| <H ZJ 1] 1 )
= E (B (|(Xi)im| | (Xig)ig)) — E (E (H(Xz'j — Xl (Xz‘j)z‘,j>>

= / (||(xij)§fj=1“ - B (H(f’fij — Xij)iim )) P=1 (d(wi5)i5) -

Es gilt aufgrund der Dreiecksungleichung

B (s = Kt 2 s = B8]
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Da X_m fiir alle 7,5 = 1, ..., n zentriert sind, also EXM = 0, erhalten wir insbesondere

B (|| = X)) = @iyl
Damit gilt
B ([|x)iill) = B (]| (X = X))
<H(93ij mia|l = (H Tij _Xij)uj:lH)) Palii= (d(x5);.,)
(

)il = )i [l) PEE= (dig)ig)

Somit gilt

(H ZJ zJ 1” <E(H X XU)ZJ 1

< 2B || (25 Xij)i = | -

) = (e = Xt

Es folgt ebenfalls mit der Unabhéngigkeit und (4.7)

E([[(X5)i5=all) < 2B [(e5X5)i ol = B (B (|| (21X 70| (X))
:/E(||(5ijxij>2j=1||)P Y (d(wiy))
< ) [ (o Nl + e ol ) PO o)

----------

= (In(n))’E <'£r11axn ”(Xm j= 1H2 + H%axn H(Xij>?=1H2> .

-----

]

Wir bertiicksichtigen nochmals unsere Ergebnisse aus Kapitel 3, genauer gesagt Satz 3.1.5,
und erhalten direkt:

Satz 4.2.2. Fir alle i,j = 1,...,n seien X;; unabhdngige, zentrierte Zufallsgréffen mait

endlichen zweiten Momenten. Dann gilt

Nl I Dy, S B (62l a) S (62 (IO, + N,
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wober .
Mits) = [ (X3, Pt
RE LW
Bemerkung 4.2.3. Da fiir alle 7,57 = 1,...,n gilt EX% < 00, gilt aufgrund der Konkavitét

der Wurzelfunktion fiir alle i = 1,...,n

2

Elol < (om0 <o

Somit sind die in den Abschétzungen auftretenden Ausdriicke endlich und Satz 3.1.5 kann

angewendet werden.
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