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Zusammenfassung

Viele naturwissenschaftliche Phanomene lassen sich durch Differential- oder Integral-
gleichungen beschreiben. Bei typischen Diskretisierungen dieser Probleme entstehen
grofle lineare Gleichungssysteme. Ein haufig verwendeter Ansatz zum Losen dieser Gle-
ichungssysteme sind iterative Verfahren, die schrittweise die ndherungsweise Losung
verbessern. Dabei ist die Verbesserung, die in jedem Schritt erreicht wird, meistens
von der Kondition der Systemmatrix abhéngig. Deshalb werden zum effizienten Losen
solcher Probleme Vorkonditionierer verwendet, die die Inverse der Systemmatrix approx-
imieren.

An dieser Stelle setzt diese Arbeit an, die einen neuen Ansatz fiir eine approximative
Arithmetik fiir H2-Matrizen vorstellt, mit der robuste Vorkonditionierer konstruiert wer-
den konnen. Die H2?-Matrizen verwenden hierarchische Partitionen der Indexmengen
der Matrix, eine hierarchische Blockpartition der Matrix und faktorisierte Niedrigrang-
Darstellungen fiir gewisse Blécke. Damit erreichen H2-Matrizen einen Speicheraufwand
in O(kn), wobei n die Matrix-Dimension und k& den Rang der Niedrigrang-Darstellung
beschreibt. Der Aufwand fiir die Matrix-Vektor-Multiplikation besitzt die gleiche Kom-
plexitat.

Die hierarchische Blockpartition erlaubt es, arithmetische Operationen wie die Inversion
oder die Cholesky-Zerlegung auf die Matrix-Matrix-Multiplikation fiir #2-Matrizen zu-
riickzufithren. Dabei werden die gleichen Anséitze verwendet wie fiir H-Matrizen, die
eine andere Niedrigrang-Darstellung nutzen und einen Speicheraufwand in O(knlog(n))
haben. Die in dieser Arbeit prisentierte Matrix-Matrix-Multiplikation fiir H2-Matrizen
stellt eine Adaption des H-Algorithmus dar, der auf Niedrigrangupdates fiir H-Matrizen
basiert.

Die vorgestellten Niedrigrangupdates fiir H2-Matrizen verwenden eine Adaption eines
Rekompression-Algorithmus fiir #2-Matrizen, die nur einen Teil der Matrix rekomprim-
iert. Wir untersuchen den Aufwand der Niedrigrangupdates und den entstehenden Ap-
proximationsfehler, der durch Fehlertoleranzen gesteuert werden kann. Mit Hilfe des
Updates koénnen wir die Arithmetik formulieren, deren Aufwand fiir Matrix-Produkt,
Inversion und Cholesky-Zerlegung in O(k*nlog(n)) liegt. Damit sparen wir wie beim
Speicheraufwand einen log(n)-Faktor im Vergleich zu den H-Matrizen ein. Zusétzlich
stellen wir eine Variante fiir das Niedrigrangupdate und das Matrix-Produkt vor, die
den Rechenaufwand fiir dreidimensionale Probleme deutlich reduziert.

Als numerische Experimente betrachten wir elliptische partielle Differentialgleichungen
und Integralgleichungen. Die Probleme losen wir mit dem cg-Verfahren, das wir mit
Hilfe der approximierten Cholesky-Zerlegung im H?-Matrix-Format vorkonditionieren.
Dabei zeigt sich der Vorkonditionierer robust beziiglich der betrachteten Geometrien
und fiir die Differentialgleichung beziiglich springender Koeffizienten.



Abstract

Many processes in nature can be described by differential or integral equations. Typical
discretisation schemes lead to large systems of linear equations. Often iterative solvers
are used to improve the approximate solution of the system of equations. The improve-
ment in every step depends on the condition of the system matrix. Thus preconditioners
which approximate the inverse of the system matrix are applied to solve such problems
efficiently.

This study presents a new approach for an approximate arithmetic for H2-matrices which
allows the construction of robust preconditioners. The H2?-matrices use a hierarchical
partition of the index sets of the matrix, a block partition of the matrix and factorized
low rank representations for certain blocks. Thereby the H2-matrices have a storage
requirement in O(kn) with matrix dimension n and rank k for the low rank representa-
tions. The matrix-vector multiplication has the same complexity.

The hierarchical block partition allows to reduce arithmetic operations like inversion or
the Cholesky decomposition to the matrix-matrix multiplication for H2-matrices. The
techniques for the reduction are the same as for H-matrices that use another low rank
representation and reach a storage requirement in O(knlog(n)). The matrix-matrix
multiplication for H2-matrices presented in this study is an adaption of the H-matrix
algorithms which are based on low rank updates for H-matrices.

The presented low rank updates for H2-matrices are an adaption of a recompression
algorithm for H?-matrices which recompresses only a part of the matrix. We will discuss
the computing time and the resulting approximation error, which can be controlled by
error tolerances. With the help of the updates we can define the arithmetic with comput-
ing time in O(k?*nlog(n)) for the matrix-matrix multiplikations, the inversions and the
Cholesky decompositions. In comparison to H-matrices, we save a factor log(n) for the
storage requirement. In addition, we present a variant of the low rank update and the
matrix-matrix multiplication which reduces the computing time for three dimensional
problem essentially.

Numerical experiments are carried out for elliptic partial differential equations and in-
tegral equations. We solve the problems with the preconditioned cg-method and use
approximated Cholesky decompositions in the H2-matrix format as preconditioners. In
the experiments, the preconditioners are robust in respect of the considered geometries
and for the differential equation relating to jumping coefficients.
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1 Einleitung

Viele naturwissenschaftliche Phanomene sind durch Differential- oder Integralgleichungen
beschrieben. Um Vorhersagen zu treffen, miissen diese Gleichungen gelost werden. Dies
ist in vielen Féllen nicht analytisch méglich. Deshalb werden numerische Verfahren fiir
die approximative Losung der Gleichung benétigt.

Nach der Wahl der Problemmodellierung muss das Problem diskretisiert werden. Aus der
Diskretisierung entsteht héufig ein lineares Gleichungssystem. Fiir eine zufriedenstellende
Approximation der kontinuierlichen Gleichung muss die Diskretisierung hinreichend fein
gewahlt werden. Dies fiihrt typischerweise zu einem grofen Gleichungssystem, welches
mit direkten Verfahren fiir vollbesetzte Matrizen wie der Gauf-Elimination aufgrund
begrenzter Speicher- und Rechenkapazititen nicht gelost werden kann (zumindest nicht
in vertretbarer Zeit).

Um diese Problematik zu bewéltigen, gibt es verschiedene Ansétze. Einerseits werden
auf der Seite der Diskretisierung vielfdltige Methoden entwickelt, um die resultierenden
Gleichungssysteme klein zu halten oder mit besonders einfacher Struktur zu versehen.
Andererseits werden effiziente Losungsverfahren fiir die Gleichungssysteme entwickelt, die
auch grofie Systeme in annehmbarer Zeit 16sen kénnen. Dabei sind die beiden Bereiche
nicht getrennt von einander zu sehen, sondern hangen wesentlich voneinander ab.

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit der Entwicklung von schnellen Losern fiir lineare
Gleichungssysteme. Dazu verwenden wir die Techniken der hierarchischen Matrizen. Die
in [31}33] vorgestellten H-Matrizen basieren auf einer hierarchischen Blockpartition der
Systemmatrix und approximieren gewisse Matrixblocke b durch eine Niedrigrangmatrix
AbBbT, bei der A, und By nur wenige Spalten besitzen. Die Anzahl der Spalten bezeichnen
wir auch als den lokalen Rang k. Dadurch reduzieren die H-Matrizen den Speicheraufwand
auf O(nlog(n)k) statt O(n?) fiir vollbesetzte Matrizen im R"*",

Wir betrachten in dieser Arbeit die in [34] eingefiihrten H2-Matrizen, die in approximierten
Matrixblocken b =t x s eine Drei-Term-Darstellung V}SbWST verwenden, bei der V; nur
von den Zeilen und Wy nur von den Spalten abhéngt. Um den log(n)-Faktor der H-
Matrizen zu vermeiden, werden dabei zusétzliche Hierarchien in den Zeilen und Spalten
fiir die Speicherung der Matrizen V; und Wy genutzt. Damit wird ein Speicheraufwand in
O(nk) erreicht.

Der lokale Rang kann dabei so gewéhlt werden, dass der entstehende Approximationsfehler
in der Grofenordnung des Diskretisierungsfehlers liegt. Allerdings muss der lokale Rang k
dazu haufig in O(log™(n)) fiir ein @ > 0 gewdhlt werden, um sicherzustellen, dass sich der
Approximationsfehler der hierarchischen Matrizen wie der Diskretisierungsfehler verhalt.
Beide Matrix-Formate ermoglichen die Matrix-Vektor-Multiplikation in der Komplexitéat
des Speicheraufwand. Dies ermoglicht die Verwendung von iterativen Verfahren zum Losen
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der linearen Gleichungssysteme. Als Néchstes wollen wir kurz auf die beiden typischen
Problemklassen eingehen, fiir die hierarchische Matrizen verwendet werden. Danach
skizzieren wir kurz die Idee der in dieser Arbeit beschriebenen H2-Matrix-Arithmetik und
geben eine kurze Gliederung der Arbeit. Zum Abschluss des Kapitels machen wir noch
einige allgemeine Anmerkung zur Arbeit.

Integralgleichungen mit Randelementmethoden

Die eine Kategorie von Problemen, fiir die hierarchische Matrizen klassischerweise verwen-
det werden, sind mit Randelementmethoden (BEM) diskretisierte Integralgleichungen,
bei denen der Integraloperator die Form

Glul(z) = /F s, y)u(y)dy

hat, wobei I' der Rand eines Gebiets und « eine Kernfunktion ist. Die Kernfunktion ist
dabei vom jeweiligen Problem abhéangig.

Typische Kernfunktionen x haben bei x = y eine Singularitit und klingen inklusive der
Ableitungen mit zunehmender Entfernung zur Singularitét ab, ohne zu verschwinden
(siehe |32, Abschnitt 4.2.4]). Bei der Diskretisierung mit BEM unter Verwendung stiick-
weiser Polynome auf einem Gitter entsteht aufgrund der Nichtlokalitdt des Operators eine
vollbesetzte Matrix. Um das Problem der vollbesetzten Matrizen zu umgehen, wurden
eine Reihe von Verfahren entwickelt, die im Wesentlichen darauf basieren, die Matrix-
Vektor-Multiplikation approximativ, aber schnell und ohne Speicherung der vollbesetzten
Matrix auszuwerten und damit die effiziente Verwendung von iterativen Verfahren zu
ermoglichen.

Eine Moglichkeit ist die Verwendung spezieller Basen. Diesen Ansatz verfolgen die Me-
thoden der Wavelet-Basen (siehe [5,36]). Diese setzen direkt bei der Diskretisierung
an und verwenden spezielle Basisfunktionen, die dafiir sorgen, dass ein grofser Teil der
Matrixeintrage sehr klein ist. Dadurch kann die Matrix durch eine schwachbesetzte Matrix
approximiert werden, fiir die die Matrix-Vektor-Multiplikation schnell berechnet werden
kann. Ein Problem dieser Methode besteht in der Konstruktion der Basen fiir komplizierte
Geometrien (siehe [19]).

Ein anderer Ansatz ist die Verwendung der Standardbasen zusammen mit einer hierarchi-
schen Blockpartition der Systemmatrix und einer Approximation der Kernfunktion in
gewissen Matrixblocken, die die Variablen separiert. Die klassischen Multipol-Methoden
basieren auf speziellen problemabhéngigen Reihenentwicklungen (siehe [29,40]). Dies
hat den Vorteil eines auf das Problem abgestimmten Verfahrens und den Nachteil, dass
flir jedes Problem eine Entwicklung gefunden und analysiert werden muss. Das Panel-
Clustering basiert auf der Taylor-Entwicklung der Kernfunktion, um die Variablen zu
separieren und so die Matrix in gewissen Teilblocken durch niedrigen Rang zu approxi-
mieren (siche [35,41]). Dies hat den Vorteil, dass das Verfahren fiir eine grofe Klasse von
Problemen verwendet werden kann, falls die Auswertungen der entsprechenden Ableitun-
gen sichergestellt sind. Die Multilevel-Methode in [23] verwendet Tensor-Interpolation zur



Approximation der Kernfunktion und erfordert somit nur die Auswertung der Kernfunkti-
on. Teilweise werden verschiedene Ansétze kombiniert, wie bei der in |24] vorgestellten
Multipole-Methode, die zur Approximation der Kernfunktion Legendre-Polynome und
Singuldrwertzerlegung verwendet, um ein groferes Spektrum an Problemen behandeln zu
konnen.

Die hierarchischen Matrizen kénnen als algebraisches Gegenstiick dieser Verfahren angese-
hen werden. Das Speichern als Matrix-Format hat den Vorteil, dass durch die Arithmetik,
die bereits in [31] fiir #-Matrizen in einer ersten Form beschrieben ist, Vorkonditionierer
konstruiert werden konnen.

Elliptische Differentialgleichungen mit Finiten Elementen

Bei der Diskretisierung von partiellen Differentialgleichungen mit Finite Elemente Metho-
den (FEM) entstehen schwachbesetzte Matrizen, sodass der Speicheraufwand in tiblichen
Formaten lediglich O(n) betrégt. Die Speicherung der Matrizen ist also kein sinnvolles
Anwendungsgebiet fiir hierarchische Matrizen. Allerdings sind die entstehenden Glei-
chungssysteme typischerweise schlecht konditioniert, so dass fiir das effiziente Ldsen mit
iterativen Verfahren ein Vorkonditionierer notwendig ist. Ein typischer Ansatz fiir die
Konstruktion eines Vorkonditionierers ist eine effizient zu berechnende Approximation der
Inversen. In [3] und [12] ist bewiesen, dass die Inverse der FE-Matrix einer elliptischen
Differentialgleichung durch eine H-Matrix bzw. H2-Matrix approximiert werden kann.
Dies bildet die theoretische Basis, um mit Hilfe von hierarchischen Matrizen Vorkonditio-
nierer fiir FEM-Matrizen zu berechnen. Dabei haben sich die hierarchischen Matrizen
in der Praxis vor allem bei Problemen mit springenden Koeffizienten oder Anisotropien
bewahrt.

An dieser Stelle seien die hierarchischen semiseparablen Matrizen (HSS) erwéhnt. Diese
entsprechen H2-Matrizen zu einer simplen hierarchischen Blockstruktur, bei der nur
die Diagonalblocke unterteilt sind und alle Nebendiagonalblécke durch eine Drei-Term-
Darstellung dargestellt werden (siehe |18]). Durch die einfache Blockstruktur lassen sich
vor allem Probleme behandeln, die von der Struktur her eindimensional sind. In [43] wird
ein Loser fiir zweidimensionale partielle Differentialgleichungen vorgestellt, der eine Kom-
bination aus der Multifrontal-Method, Nested Dissection und HSS-Matrizen verwendet.
Dabei kénnen die HSS-Matrizen genutzt werden, weil die Matrizen in den Separatoren
aus der Nested Dissection von der Struktur her eindimensional sind.

Arithmetik basierend auf Niedrigrangupdates

Die Arithmetik fiir H-Matrizen, die notwendig fiir die Konstruktion eines Vorkonditio-
nierers ist, wird in [26] beschrieben. Wie bereits in [31] beschrieben, kann die Berech-
nung der Inversen fiir H-Matrizen mit Hilfe der hierarchischen Blockstruktur und des
Schur-Komplements auf die Berechnung der Inversen fiir vollbesetzte Matrizen und die
‘H-Matrix-Multiplikation in der Form Z + XY reduziert werden. Auch die LR-Zerlegung
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fiir H-Matrizen lasst sich mit Hilfe des H-Matrix-Produkts berechnen (siehe [1]). Weil die
beiden Ansétze nicht auf der konkreten Darstellung der Niedrigrangmatrizen basieren,
konnen sie direkt auf #2-Matrizen iibertragen werden (siehe Kapitel @

Fiir die H2-Matrix-Multiplikation ist ein hoch effizienter Algorithmus fiir das H2-Matrix-
Produkt in [8] beschrieben, fiir den allerdings die sogenannten Clusterbasen V; und W
der Drei-Term-Darstellung bekannt sein miissen. Weil diese typischerweise nicht a priori
bekannt sind, benétigen wir einen Ansatz fiir das Matrix-Produkt, der die Clusterbasen
adaptiv aufstellt. Adaptive Ansétze wie der in [12] haben bisher zu keinen befriedigenden
Ergebnissen gefiihrt. Diese Liicke soll mit dieser Arbeit geschlossen werden.

Dabei soll die H2-Matrix-Multiplikation durch Niedrigrangupdates realisiert werden. Die
Idee hierfir stammt aus der Analyse der auf der hierarchischen Blockpartition basieren-
den H-Matrix-Multiplikation, wie sie in [26] beschrieben ist. Falls alle Matrizen in eine
2 x 2-Blockstruktur unterteilt sind, erhalten wir fir die Berechnung von Z + XY die
Gleichung

<Z11 Z12> n (Xn X12> <Y11 Y12>
Zo1 Zo2 Xo1 Xoo) \Yo1 Yoo
_ (Zu+XuYu + XY Zip + X11Yio + XipYa
Zo1 + X1 Y11 + XooYor  Zog + Xo1Yio + XooYon ) -

Damit lasst sich die Multiplikation durch Rekursion berechnen. Falls X nicht weiter
unterteilt ist, ist sie als Niedrigrangmatrix AB” gespeichert oder die Matrix hat wenige
Zeilen oder wenige Spalten und kann mit Hilfe der Identitét als Niedrigrangmatrix
ABT = XI7 bzw. ABT := I(XT)T dargestellt werden. Danach kann B := Y7B
fir die H-Matrix Y und die vollbesetzte Matrix B spaltenweise durch die H-Matrix-
Vektor-Multiplikation aufgestellt werden. Dann gilt XY = ABT und es bleibt, die
Niedrigrangmatrix zu Z zu addieren. Falls Y nicht weiter unterteilt ist, kann XY analog
als Niedrigrangmatrix dargestellt werden. (Falls Z nicht weiter unterteilt ist, wird die
Matrix erst kiinstlich unterteilt und spater wieder zusammengefasst.)

Die Niedrigrangmatrix kann zur H-Matrix addiert werden, indem sie aufgeteilt wird,
bis Z nicht weiter unterteilt ist. Dann kann die Niedrigrangmatrix entweder direkt zur
vollbesetzten Matrix addiert werden oder, falls Z als Niedrigrangmatrix C D’ gespeichert
wird, die Summe als neue Niedrigrangmatrix

ABT +¢cDT = (A ©)(B D)"

dargestellt und mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung gekiirzt werden.

Der Kern der H-Matrix-Multiplikation ist also fiir gewisse Blocke XY effizient als Niedrig-
rangmatrix ABT darzustellen und anschliekend per Niedrigrangupdate fiir H-Matrizen zur
Zielmatrix Z zu addieren. Die Berechnung der Niedrigrangmatrix kann fiir H2-Matrizen
bei einem entsprechenden blockweisen Ansatz relativ leicht aus der bekannten Matrix-
Vektor-Multiplikation konstruiert werden. Der schwierigere Teil ist die Entwicklung eines
effizienten Niedrigrangupdates fiir H2-Matrizen. Hierfiir werden wir die Algorithmen
der H2-Matrix-Rekompression (siehe |12, Chapter 6]) so adaptieren, dass sich damit ein
Niedrigrangupdate verwirklichen lésst, das die Matrix nur lokal veréndert. Mit Hilfe dieser



Updates kann die Arithmetik dann analog zum H-Matrix-Fall behandelt werden, wobei
natiirlich einige Anpassungen an die Besonderheiten der #2-Matrizen notwendig sind.

Gliederung der Arbeit

Die Arbeit beginnt in Kapitel [2| mit einigen mathematischen Grundlagen, die spéter
in der Arbeit bendtigt werden. Dies dient vor allem der Vorstellung von Notationen
und Aussagen, die bekannt sind und spéter benotigt werden. In Kapitel [3] stellen wir
die fiir diese Arbeit zentralen hierarchischen Strukturen vor und beweisen erste Eigen-
schaften. Insbesondere fithren wir das Format der H2-Matrizen ein. Fiir die H2-Matrizen
beschreiben wir in Kapitel 4] den Rekompressions-Algorithmus aus |12, Chapter 6]. Dabei
betrachten wir auch verschiedene Eigenschaften der H2-Matrizen und beschreiben den
Fehler der Rekompression. Weil wir in dieser Arbeit die lokalen Rénge anders als in [12]
abschétzen, beweisen wir leicht abgewandelte Aufwandsschranken und geben Verweise
auf die entsprechenden Aussagen in [12].

Fiir das Niedrigrangupdate verwenden wir in Kapitel [ eine Adaption der Rekompression,
die nur fiir einen Teil der Matrix Berechnungen vornimmt. Dabei zeigen wir, dass das
Update in einem Matrixblock b = t x s derart lokal berechnet werden kann, dass der
Aufwand von (#t+#s) abhéngt, aber nicht von der Grofe der Matrix. Auferdem erhalten
wir eine Fehlerabschatzung, die uns erlaubt, den Fehler wie bei der Rekompression iiber
Parameter zu steuern. Das Update in Kapitel |5 ist zusétzlich derart gestaltet, dass es in
verschiedenen Blocken nacheinander berechnet werden kann, ohne zwischen den Updates
zusétzlich Operationen zu benétigen.

Mit dem Niedrigrangupdate formulieren wir in Kapitel [6]die Arithmetik. Insbesondere sind
wir an der Inversion und der Cholesky-Zerlegung interessiert. Beide Aufgaben lassen sich
mit Hilfe der Matrix-Matrix-Multiplikation durch einen rekursiven Algorithmus bewilti-
gen. Die Aufwandsabschitzungen zeigen, dass die Komplexitit fiir die neue H2-Arithmetik
unter geeigneten Voraussetzungen in O(nlog(n)k?) liegt. Wir kénnen also im Vergleich
zur H-Arithmetik aus [26] einen log(n)-Faktor einsparen.

Das Niedrigrangupdate aus Kapitel [f] nutzt nicht aus, dass die Algorithmen aus Kapitel [0]
die hierarchische Blockstruktur der Zielmatrix rekursiv durchlaufen. Deshalb definieren
wir in Kapitel [7] eine Alternative fiir das Niedrigrangupdate, die die Reihenfolge der
Updates ausnutzt. Diese erweist sich fiir dreidimensionale Probleme als effizienter. Zum
Abschluss zeigen wir in Kapitel [8| einige numerische Ergebnisse und fassen die Ergebnisse
der Arbeit kurz zusammen.

Anmerkungen zur Arbeit

Aufgrund der Komplexitdt des Themas miissen verschiedene Notationen eingefiihrt wer-
den. Um dem Leser die Ubersicht zu erleichtern, sind die wichtigsten Notationen im
Symbolverzeichnis zusammengefiihrt.

Des Weiteren sind viele Objekte von anderen abhéngig, z. B. muss vor der Definition
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einer Matrix A € RT*J bekannt sein, was sich hinter Z und J verbirgt. Da teilweise
sehr viele solcher Objekte notwendig sind, wird haufig die Bedeutung durch die Notation
impliziert. So wird A € RZ*J definiert ohne 7 und J explizit einzufiihren, da diese in
diesem Kontext grundséatzlich endliche Indexmengen bezeichnen.

Fir die Untersuchung des Aufwands der vorgestellten Algorithmen zéhlen wir den Rechen-
aufwand in arithmetischen Operationen wie der Summe oder dem Produkt zweier Zahlen.
Dies ist dadurch motiviert, dass bei den vorgestellten Algorithmen bei Speicherzugriffen
und Vergleichen typischerweise auch arithmetische Operationen berechnet werden.

Fiir die Beschreibung der Komplexitit der Algorithmen verwenden wir wie bereits in der
Einfiihrung das Landau-Symbol O. Um dieses zu verwenden bendtigen wir eine Folge von
Problemen. Dafiir definieren wir spéter entsprechende Voraussetzungen, die typisch fiir
Anwendungen sind.

Die numerischen Ergebnisse in dieser Arbeit wurden mit der am Lehrstuhl Scientific
Computing der Christian-Albrechts-Universitdt zu Kiel entwickelten Bibliothek H2Lib
berechnet (siehe [39]).

Danksagung

An dieser Stelle mochte ich mich bei meinem Betreuer Steffen Borm fiir die Moglichkeit
bedanken, dieses interessante Thema als Teil seiner Arbeitsgruppe zu bearbeiten.



2 Grundlagen

In diesem Kapitel fassen wir einige mathematische Grundlagen zusammen, die wir spéter
bendtigen. Dabei handelt sich es um bekannte Aussagen, die wir hier in unserer Notation
zusammenfassen, um sie im Verlauf der Arbeit besser verwenden zu kénnen.

In Abschnitt fassen wir kurz einige Aussagen iiber Projektionen in Hilbertraumen
zusammen. Im darauf folgenden Abschnitt behandeln wir lineare Abbildungen und
Matrizen. Die von uns verwendeten Normen stellen wir in vor. Insbesondere gehen
wir auf Projektionen in den betrachteten Vektor- und Matrixrdumen ein. Als wichtige
Hilfsmittel behandeln wir orthogonale Zerlegungen (QR-Zerlegung und Singuldrwertzerle-
gung) in Abschnitt Zum Abschluss stellen wir in Abschnitt ein Modellproblem
vor, welches wir an verschiedenen Stellen zur Illustration verwenden.

2.1 Hilbertraume und Projektionen

Wir verwenden in dieser Arbeit drei Normen, euklidische, Spektral- und Frobeniusnorm,
von denen die erste und dritte Hilbertnormen sind. Deshalb wollen wir in diesem Abschnitt
einige wichtige Aussagen zu Hilbertraumen sammeln (siehe [37, Definition I11.4.6]). Weil
wir in dieser Arbeit nur endlich-dimensionale Rdume nutzen, betrachten wir endlich-
dimensionale Hilbertrdume. Ein wichtiges Konzept in Hilbertraumen ist die Orthogonalitat
von Vektoren.

Definition 2.1.1 (Orthogonalitét)

Es sei H ein endlich-dimensionaler Hilbertraum mit Skalarprodukt (.,.). Dann heifen
zwei Vektoren x,y € H orthogonal zueinander, z Ly, falls (z,y) = 0 gilt.

Fiir eine endliche Menge Z heift eine Familie von Vektoren (z;);ez € H? paarweise
orthogonal, falls z; Lz ; fiir alle ¢, 5 € 7 mit ¢ # j gilt.

Zwei Mengen X,Y C H heiften orthogonal zueinander, X 1Y falls z Ly fiir alle z € X
und y € Y gilt.

Fiir paarweise orthogonale Vektoren kénnen wir die Norm der Summe der Vektoren durch
die Summe der Normen ausdriicken. Dies werden wir spéter bei der Abschétzung des
Fehlers ausnutzen.

Lemma 2.1.2
Es sei (H,].||) ein Hilbertraum, Z eine endliche Menge und (z;);cz € H? paarweise
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orthogonal. Dann gilt

2
= > lill®.

1€T

S

1€T

BEWEIS: Es sei (.,.) das Skalarprodukt von H. Dann gilt

> - <Z%Z%> = 3D (wiz) = Y (ww) = Y il

i€l 1€T JjeET 1€L jEL €T €T

Ein weiterer wichtiger Begriff ist die adjungierte Abbildung.

Definition 2.1.3 (Adjungierte Abbildung)
Es seien Hy, H endlich-dimensionale Hilbertrdume mit Skalarprodukten (.,.); und (.,.)2
sowie A : Ho — Hj und B : Hy — Hj lineare Abbildungen. Falls

(Az,y)1 = (x,By)2 firallex € Hy,y € Hy

gilt, heift B die adjungierte Abbildung von A. (Nach [37, Hauptsatz 11.5.2] existiert zu A
genau eine solche Abbildung B.) Diese bezeichnen wir mit A* := B. Die Abbildung A
nennen wir selbstadjungiert, falls A = A* gilt.

Der Algorithmus fiir das Niedrigrangupdate einer H2-Matrix berechnet zuerst adaptive
Basen und anschliefend die neue H2-Matrix per orthogonalen Projektionen. Deshalb
fassen wir an dieser Stelle einige wichtige Eigenschaften der Projektion zusammen.

Definition 2.1.4 (Projektion)

Es sei H ein endlich-dimensionaler Hilbertraum. Eine Abbildung II : H — H heifst
Projektion auf Bild(II), falls I1? = II gilt. Falls II zusitzlich selbstadjungiert ist, so ist IT
eine orthogonale Projektion.

Die definierende Eigenschaft der Projektion besitzt eine weitere dquivalente Formulierung,
welche fiir manche Beweise geeigneter ist.

Bemerkung 2.1.5 (Charakterisierung von Projektionen)
Die Bedingung IT = I1? ist #quivalent zu I(z) = x fiir alle z € Bild(II).

Bei der Fehlerabschatzung erhalten wir auch Summen von orthogonalen Projektionen. In
bestimmten Fillen konnen wir zeigen, dass diese Summen wieder orthogonale Projektionen
sind.

Lemma 2.1.6

Es seien (H,(.,.)) ein reeller endlich-dimensionaler Hilbertraum, Z eine endliche Menge

und II; : H — H, i € Z, orthogonale Projektionen. Falls Bild(Il;) C Kern(Il;) fiir alle
i,J € T mit 1 # j gilt, ist s~ := > _icz I1; eine orthogonale Projektion.
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BEWEIS: Es sei z € H. Dann gilt, weil II; fiir alle i € Z eine Projektion ist,

2
M3z = (ZH) r= Y Y Mz = Y W = Tz = Hya.

i€Z ieT jeT i€l i€Z
Also ist Iy~ eine Projektion. Weil I1; = II7 fiir alle 7 € Z ist, gilt fiir alle z,y € H

1€l €T

Eine wichtige Eigenschaft der orthogonalen Projektionen II ist, dass der Projektionsfehler
orthogonal zum Bild(II) ist. Dies ermoglicht uns spéter, mit Hilfe von Lemma die
Fehler abzuschétzen. Weil fiir den Projektionsfehler x — Ilax = (I — )z € Bild(I — 1) gilt,
zeigen wir im Lemma [2.1.7] dass die Bilder von IT und I — II orthogonal zueinander sind.

Lemma 2.1.7 (Orthogonalitit des Projektionsfehlers)
Es sei (H,{(.,.)) ein endlich-dimensionaler Hilbertraum und IT : H — H eine orthogonale
Projektion. Dann gilt

Bild(I —II) = Kern(II) wund Bild(/ —II) L Bild(II)
d. h. Projektionsfehler stehen senkrecht auf dem Bild der Projektion II.
BEWEIS: Es sei z € Bild(I — IT). Dann existiert y € H mit = (I — II)y und, weil II
eine Projektion ist, gilt
M = (I -My = I-T%y = (I-M)y = 0.
Es sei z € Kern(II). Dann gilt
x = x—Iz = (I -z € Bild(J —1II).

Also gilt Kern(II) = Bild(I — II).
Es seien z,y € H. Dann gilt wegen (I — IT)y € Bild(I — II) = Kern(II)
0.

<HQZ, (I_H)y> - <:L',H(I—H)y> - <.%',0> =

Somit ist Bild(IT)L Bild(I — II). n

Es ist zu beachten, dass sich die Namensgebung der orthogonalen Projektionen auf die
Eigenschaft aus Lemma bezieht. Es existieren orthogonale Projektionen, die keinen
vollen Rang besitzen (siche Beispiel und somit keine orthogonalen Abbildungen
sind (z. B. die Nullabbildung).

Eine weitere wichtige Eigenschaft ist, dass die Operatornorm von orthogonalen Projektio-
nen hochstens eins ist.
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Korollar 2.1.8 (Norm orthogonaler Projektionen)
Es sei (H,(.,.)) ein reeller endlich-dimensionaler Hilbertraum mit Norm ||. || und II :
H — H eine orthogonale Projektion. Fiir alle x € H gilt

l* = (7 = M| + | Tz|* > | (2.1)

BEWEIS: Es sei € H. Nach Lemma ist (I — II)zL Bild(II). Wegen Iz € Bild(IT)
folgt mit Lemma

lz* = (J = Mz + Tal* = || - M| + [Tz]* > |||

Als Néchstes zeigen wir, dass eine orthogonale Projektionen II stets die Bestapproximation
in Bild(II) liefert.

Lemma 2.1.9 (Bestapproximation durch orthogonale Projektion)
Es sei (H,(.,.)) ein reeller endlich-dimensionaler Hilbertraum mit Norm ||. || und IT :

H — H eine orthogonale Projektion. Dann gilt fiir z € H

—1I = inf —y||- 2.2
o T = int e~y 22)

BEWEIS: Es sei x € H und y € Bild(II). Dann gilt

||55*Z/H2 = |\$*H$+H$*y||2 = (x—lx+zx—y, 2 — Iz + Iz —y)
= ||z — Oz|? 4 2(z — Oz, Iz —y) + ||z — y||.

Wegen 1z — y € Bild(II) folgt mit Lemma

lz —yl* = o —Ma|* + 2(z — Iz, Iz — y) + |z - y]?
= |z — z|® + |z — y[|* > [lz — x|

Also gilt

—Iz|| <  inf — 9.
o=l < ot o=y
Die umgekehrte Ungleichung folgt, da Iz € Bild(II) gilt. [

Wir finden durch orthogonale Projektionen also die bestmogliche Approximation in
Bild(II). In Abschnitt stellen wir fiir unsere Arbeit wichtige Projektionen in den von
uns betrachteten normierten Rdumen vor. Diese nutzen wir bei der Rekompression von
H2-Matrizen in Kapitel ] um Projektionen auf gegebene H2-Matrix-Riume zu definieren.

10
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2.2 Lineare Abbildungen und Matrizen

Im Folgenden werden wir vor allem endlich-dimensionale Rdume betrachten. Dazu defi-
nieren wir sogenannte Indexmengen.

Definition 2.2.1 (Indexmenge)
Eine Menge Z heifit Indermenge, falls sie endlich ist.

Die Indexmengen sind i. A. nicht angeordnet. Allerdings finden wir natiirlich eine Bijektion
von Z nach {1,...,#Z}, so dass wir stets eine Anordnung konstruieren kénnen (z. B. fiir
Dreieckszerlegungen).

Bemerkung 2.2.2
Falls wir eine neue Indexmenge wéhlen, bei der nur die Méachtigkeit festgelegt ist, soll
diese immer disjunkt zu allen vorherigen Indexmengen sein.

Weil wir haufig disjunkte Mengen betrachten, fithren wir kurz eine Notation fiir disjunkte
Vereinigungen ein.

Bezeichnungen 2.2.3 ‘
Die disjunkte Vereinigung von Mengen bezeichnen wir mit U bzw. |J.

Als Néchstes wollen wir uns mit linearen Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen
Vektorrdaumen beschéftigen.

Bemerkung 2.2.4
Es seien Z, J, K Indexmengen. Dann identifizieren wir eine Matrix A € RT*7 einerseits
mit der linearen Abbildung

A:RY S RE, 2 Ax

und andererseits mit der Abbildung

A:RIPK SR Xy AX.

Da wir keine Basiswechsel in den Vektor-/Matrixrdumen vornehmen, ist diese Identifikation
jeweils eindeutig (siehe |6, Kapitel 3]). Allerdings existieren lineare Abbildungen zwischen
den Matrixrdumen, welche nicht auf obige Weise dargestellt werden koénnen. Dies liegt
daran, dass bei der Matrix-Matrix-Multiplikation immer alle Spalten auf gleiche Weise
abgebildet werden.

Die erste Identifizierung ist die iibliche. Die zweite verwenden wir, weil wir spéater Matrix-
rdume betrachten, die mit der Spektralnorm bzw. der Frobeniusnorm ausgestattet sind.
H2-Matrizen basieren auf einer Blockpartition der Indexmenge Z x 7. Um die Rechnungen
mit und Zugriffe auf Teilmatrizen elegant darzustellen, verwenden wir die Einschrankung
auf Teilmatrizen. Zu diesem Zweck definieren wir folgende Diagonalmatrix.

11
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Definition 2.2.5 (Einschrinkung)
Es sei 7 eine Indexmenge und t C Z. Es sei fir alle i € 7

1 tet
v = Z‘gm = { ! (2.3)
it 0 ,i¢t
eine Verallgemeinerung des Dirac-Symbols §; ;. Dann definiert

Iy := diag(d;y) € RT*Z (2.4)

die Einschrinkung auf die Teilmenge t.

Das Lemma beschreibt, wie die Einschrinkung auf Vektoren wirkt.

Lemma 2.2.6 (Einschriankung von Vektoren)
Es seien Z eine Indexmenge und t,s C 7.

(i) Fiir alle 2 € R? und alle i € Z gilt

r; ,fallsiet
(lez); = . .
0 Lfallsi¢t

(ii) Es gilt
11 ,fallst Cs
11 ,falls s C t

Melly = Mys = TIT = .
s o - 0 ,fallstNs =0

II{ns sonst
BEWEIS: Es sei € R, Dann gilt fiir alle i € 7

. fallsiet
(Mew)i = Oipms = 4 amrer
0 Lfallsi¢t
Es gilt
IIIIs = diag(d;+)diag(dis) = diag(ditdis) = diag(disns) = IHgns

und damit

HtHs = 1_Itﬁs = Hsﬂt = HtHs-

Nach der Anwendung von Einschradnkungen auf Vektoren untersuchen wir, wie die Ein-
schrankungen auf Matrizen wirken.

12
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Lemma 2.2.7 (Einschrankung von Matrizen)
Es seien Z, J Indexmengen. Dann gilt fiir alle A € R**7 ¢ C Zunds C J, (i,5) € Z x J

A , falls (i,5) et xs

I Allg); ; = .
(1% Jis {0 , falls (i,7) ¢t x s

BEWEIS: Es sei A € RZ?*7 ¢ C Z und s C J. Dann gilt fiir alle (i,5) € Z x J

A;; o, falls (i,5) et x s
TATL) oy = (86Ai 6i0) o = 4% ) .
WeAlls)iy = Giediiis)is) {0 , falls (i,7) ¢ t x s

Mit obigem Lemma koénnen wir Matrizen auf einen einzelnen Block einschranken. Dies ist
spater wichtig, da hierarchische Matrizen mit einer Blockpartition arbeiten. Um dann mit
einzelnen Blocken zu arbeiten, kénnen wir die Einschrankungen nutzen. Wir definieren
die zugehorigen Teilrdume.

Definition 2.2.8 (Eingeschrinkte Teilrdume)
Es seien Z,J Indexmengen mit Teilmengen t C Z,s C J. Dann definieren wir den
eingeschrankten Vektorraum
RI .= {zeRY |z =2} = {z eRT|Vie I\t z; =0}
und den eingeschrinkten Matrizraum
RIYT = {A e RT*T | T, ATlg = A}
= {A e R |V(i,j) € (T x T)\(t x8): A;; = 0}.

RI*T .= RIXJ

Falls s = J gilt schreiben wir auch o7 -

Da diese Einschrankungen héufig auftauchen, fiihren wir eine kurze Notation ein.

Bezeichnungen 2.2.9
Fiir Vektoren benutzen wir die Schreibweise

zg = gz € th fiir alle z e R, t C T
und fiir Matrizen

Ajgxs = ATl € RS fiiralle Ae RP*Y ¢t CZ,s C J.

txs

Es kommt vor, dass wir eine Matrix nur beziiglich der Zeilen einschranken. Dann schreiben
wir auch A € RE*T fiir Ajgxg € RtIXXJj, um die Ausdriicke moglichst kurz zu halten.

Fiir die effiziente Implementierung ist es wichtig, die Elemente der eingeschrankten Raume
nicht vollstdndig zu speichern. Dies halten wir in folgender Bemerkung fest.

Bemerkung 2.2.10

Bei der Implementierung der Algorithmen speichern wir Vektoren x € RE als Elemente

IxJ

von R*. Analog behandeln wir Matrizen 4 € Ry, Y als Elemente von RS,

13
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2.3 Normen

Spéter wollen wir den Fehler der approximativen Arithmetik in Matrixnormen quantifi-
zieren. Dazu verwenden wir die Spektralnorm und die Frobeniusnorm. Die wesentlichen
Definitionen und Aussagen iiber diese Normen werden in diesem Abschnitt zusammenge-
fasst.

Bevor wir die Matrixnormen definieren, fithren wir die euklidische Norm ein.

Definition 2.3.1 (euklidische Norm)
Es sei 7 eine Indexmenge. Dann definiert

<'7'>2:RIXRZ_>R7 (x7y)'_><$7y>2:zx1y2 (25)
€T

das euklidische Skalarprodukt (Standardskalarprodukt) und

Jun

I-ll2: R = Rso, @ [lall = ((z,y)2)? = <Z%2> (2.6)

1€
die euklidische Norm auf RZ.

Bemerkung 2.3.2 (Eigenschaften der euklidischen Norm)
Es sei Z eine Indexmenge. Dann ist

(i) (R%,(.,.)2) ein endlich-dimensionaler Hilbertraum und

(ii) fiir alle z € RT

x|l = max (z,y)s.
lyll2=1

BewEis: In (ii) folgt < fiir z € RT\{0} mit y := /||x||2 und > mit der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung (siehe [37, Hauptsatz 11.4.3]). Fir z = 0 gilt die Aussage offensichtlich.
|

Auf der Basis des euklidischen Skalarprodukts konnen wir die Spektralnorm und die
Frobeniusnorm auf den Matrixrdumen definieren. Wir beginnen mit der Spektralnorm.

Definition 2.3.3 (Spektralnorm)
Es seien Z, J Indexmengen. Dann definiert

Ax
I RPT 5 Rso, Ao [Alls = sup 1422
zert\{0} l1Zll2

die Spektralnorm auf RT*J

14
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Die Spektralnorm ist die durch die euklidische Norm induzierte Operatornorm. Die
folgende Bemerkung fasst einige Eigenschaften der Spektralnorm zusammen.

Bemerkung 2.3.4 (Eigenschaften der Spektralnorm)
Es seien Z und J Indexmengen.

(i) Die Spektralnorm ist eine Norm auf dem Matrixraum RZ*7.
(ii) Fir Z = J und die Identitét I7 : Z — Z,x — x gilt ||Iz||2 = 1.
(iii) Es gilt fiir alle A € RTXJ

[4lls = max [[Azll; = max |Az]lz = (Az, ).

X
[E3|PAS llz]l2= lzll2=1=llyl|2

BEWEIS: Die Aussage folgt aus der Eigenschaft positiver Skalare, in die Norm
gezogen werden zu konnen, und aus Bemerkung (ii). |
Die zweite Matrixnorm, die wir betrachten, ist die Frobeniusnorm.

Definition 2.3.5 (Frobeniusnorm)
Es seien 7, J Indexmengen. Dann definiert

(,F: RPI R SR, (A,B)— (A, B)p == Y Ai;Bi; (2.7)
(4,7)ETXT

das Frobenius-Skalarprodukt und

NI

1
IllF: R 5 Rso, A |Alp = (4,407 = | S 4% (2.8)
(i,j)GIXJ

die Frobeniusnorm.

Als Néchstes fassen wir erste Eigenschaften der Frobeniusnorm zusammen.

Bemerkung 2.3.6 (Eigenschaften der Frobeniusnorm)
Es seien Z und J Indexmengen.

(i) Esist (RT*7,||.| r) ein endlich-dimensionaler Hilbertraum mit Skalarprodukt (. ,.)p.

(ii) Es seien e;, j € J, die Einheitsvektoren in R7. Dann gilt fiir A € RZ*7

IAIE = D [l Ael5.
JjeJ

15
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BEWEIS: Die erste Aussage folgt, indem wir die Matrizen in RZ*7 als Vektoren auffassen.
Dann entspricht die Frobeniusnorm der euklidischen Norm.
Es gilt

1AIE = D> A% = DD (A = > Il A¢3

i€ jeJ JjeT el jeJ

und somit . []

Beide betrachteten Matrixnormen haben eine enge Verbindung zur euklidischen Norm.
Daraus folgt auch eine gewisse Vertraglichkeit der Matrixnormen mit der euklidischen
Norm.

Lemma 2.3.7 (Vertraglichkeit mit der euklidischen Norm)
Es sei A € R?*J und x € RY. Dann sind die betrachteten Matrixnormen vertriglich mit
der euklidischen Norm

[Azllz < [[Alls[lzlz  und [[Az]z < [[All#[lz]-

BEeEWwEIs: Fiir den Fall, dass « = 0 ist, sind beide Seiten gleich null und die Aussage folgt
direkt. Es sei also 0. E.d. A. x # 0.
Nach Definition [2.3.3] der Spektralnorm gilt

[Az]la _ [Ay|2
[zl = yeravroyr ¥ll2
und somit die Aussage.

Fiir die Frobeniusnorm folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (siehe [37, Hauptsatz
11.4.3])

2] = Z(ZAi,jwjf < T (T ) (X 2) = 10z

i€l “~jeJ i€l “jeJ €T

Um bei spateren Fehlerabschéitzungen die Produkte von Matrizen in der Norm auseinander
zu ziehen, verwenden wir die sogenannte Submultiplikativitét.

Lemma 2.3.8 (Submultiplikativitét)
Es seien A € RZ*J und B € R7*K. Dann gilt

IAB|s < [[Allsl|Blls und [[ABllr < [|AllF|BlF.

16
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BEWEIS: Es gilt mit der Definition der Spektralnorm und der Vertraglichkeit mit
der euklidischen Norm (siehe Lemma [2.3.7))

AB Als||B
|L4BHS = sup “444§ﬂ2 < ﬂ4ﬂ§ﬂ43ﬂ2
zere\(o} [z z€RK\{0} ]2
Alls||Bllsllz
< p MAlsIBlslele _ e
z€RK\ {0} 2|2

Es seien ey, k € K, die k-ten Einheitsvektoren in RX. Dann gilt mit der Darstellung der
Frobeniusnorm aus und der Vertriglichkeit mit der euklidischen Norm

IAB|% = > | ABells < [|AIE D IIBerls = IAI%IBI%
ke kex

Wir haben gesehen, dass die betrachteten Matrixnormen mit der euklidischen Norm
vertraglich sind. Mit Lemma konnen wir die Matrixnormen abschéitzen, indem wir
die Bilder von Teilmatrizen in der euklidischen Norm beschréanken.

Lemma 2.3.9 (Matrixnormen abschétzen)
Es sei A € RT*J | K eine Indexmenge und A;, € RT*Y fiir alle k € K. Falls

[Az[3 < > ||Agx|3  fiir alle z € RT (2.9)
kel
gilt, folgt
JAIE < D IAlE  und  [JAIE < Y[kl (2.10)
kel kel

Falls in (2.9) Gleichheit gilt, folgt in (2.10]) fiir die Frobeniusnorm auch Gleichheit.

BEWEIS: Es gelte (2.9). Dann folgt mit der Darstellung der Spektralnorm aus Bemerkung
und der Vertréglichkeit mit der euklidischen Norm (siehe Lemma [2.3.7))

2
<max A u) = o 401 < mo, 37 4url
lz]|2=1 lz]l2=

e max > [|Acl3ll2l13 = > [ 4xl3:

kek kel

A1

IN

Mit der Darstellung der Frobeniusnorm aus Bemerkung - . folgt fir die Einheits-
vektoren e; € R7, j e J, des R

1Al = > A =) > A% =) lAegld < D> llAkeli3

(i,§)€IXT JET i€T jET JET kEK
= >l Aeills = D 1AklE
kex jeg kel
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Falls in (2.9) Gleichheit gilt, folgt analog (2.10)) mit Gleichheit fiir die Frobeniusnorm. m

Die von uns betrachteten hierarchischen Matrizen basieren auf einer Blockpartition.
Deshalb wollen wir bei den Fehlerabschétzungen unter anderem den blockweisen Fehler
untersuchen. Um daraus eine globale Fehlerabschdtzung zu erhalten, nutzen wir das

Lemma 2.3.101

Lemma 2.3.10 (Lokale und globale Matrixnorm)
Es sei A € RZ*7 und P eine Blockpartition von Z x J, d.h. P ist eine Partition und fiir
alle p € P existieren t CZ und s C J mit p =t x s. Dann gilt

2

o=

lAlls < [ > 14,13 und [JAlp = | D I14plE
peP peP
BEWEIS:[siche |12, Lemma 4.45 und Lemma 4.39)] |

Wie wir in Lemma [2.3.10] sehen, ist die Frobeniusnorm fiir die Betrachtung von hierar-
chischen Matrizen besonders geeignet, weil sich die Frobeniusnorm einer Matrix einfach
aus den Frobeniusnormen der Teilblocke berechnet lasst. Deshalb bekommen wir typi-
scherweise etwas bessere Aussagen fiir die Frobeniusnorm im Vergleich zur Spektralnorm.
Andererseits sind die Ergebnisse in der Spektralnorm von besonderem Interesse, weil es
sich um eine Operatornorm handelt.

Fir Hilbertraume haben wir adjungierte Abbildungen eingefiihrt. Fiir euklidische Vektor-
rdume erhalten wir eine einfache Charakterisierung der adjungierten Abbildung.

Definition 2.3.11 (Transponierte Matrizen)
Es sei A € RTXJ . Dann ist die transponierte Matriz zu A durch

AT = (Ai,j)(j,i)ejxl GRJXI

definiert.

Lemma 2.3.12
Es sei A € RT*J und K eine Indexmenge. Dann definiert A7 die adjungierte Abbildung
zu A bez. der euklidischen Norm und bez. der Frobeniusnorm. D.h., es gilt

(Az,y)o = (x,ATy)y fiir alle z € R y € R?

und
(AX,Y)p = (X,ATY)p fir alle X € R7F vy e RTXK,

BEWEIS: Es sei x € R und y € RZ. Dann gilt

(Az,y)o = Z(ZAZij>yz = ij<Z(AT)j,iyi> = (z,ATy)a.

€L NjeT JjeT 1€
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2.3 Normen

Es sei X € R7*F und Y € RT*F. Dann gilt

(AX,Y)r = > ) (ZAi,ijk) Yie = Y. ZXjk(Z(AT)j,iYiQ

€L ke N jeg JjET kek 1€T
= (X, ATY)p.

Aus Lemma folgt, dass insbesondere reelle Diagonalmatrizen selbstadjungiert sind,
weil sie gleich ihrer transponierten Matrix sind. Somit sind die in Abschnitt [2.2] definierten
Einschrankungen selbstadjungiert. Spéter werden wir noch weitere selbstadjungierte
Matrizen betrachten.

Eine wichtige Eigenschaft fiir die Fehleranalyse ist, dass die betrachteten Matrixnormen
unter Adjungieren invariant bleiben. Dadurch kéonnen wir spéter die Betrachtung des
Fehlers der Projektion beziiglich der Spalten auf den Fall fiir die Zeilen zuriickfiihren.

Lemma 2.3.13
Es sei A € RT*J . Dann gilt

IAlls = [A"]ls  uwnd Al = [AT]|F.
Fiir das Frobenius-Skalarprodukt gilt zusétzlich

(A,B)p = (AT, BT)p fiir alle B € RT*J,

BEWEIS: Mit Bemerkung folgt

|Als = max (Az,y) = max (z,ATy)
lzll2=1=]yll2 lzll2=1=]yll2
= max (ATy,a:)g = ”ATHQ.

lyllz=1=(lz||2
Es sei B € RZ*7 . Dann gilt fiir das Frobenius-Skalarprodukt
(A,B)p = > ) AijBij = Y > (A1);u(B");i = (A", B")p.
i€l jeJ JjeJ i€l
Nach Definition [2.3.5] der Frobeniusnorm folgt
1Al = (A, A)p = (AT, AT)p = [|AT||3

Eine wichtige Klasse von Matrizen sind die orthogonalen Matrizen. Diese werden in der
vorliegenden Arbeit viel verwendet, weil sie die betrachteten Normen invariant lassen und
somit eine Moglichkeit bieten, die Problemdimension zu reduzieren. Auferdem lassen sich
durch orthogonale Matrizen einfach orthogonale Projektionen definieren.
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2 Grundlagen

Definition 2.3.14 (Orthogonale Matrizen)
Eine Matrix Q € RT*7 heikt orthogonal, falls QTQ = I; gilt, wobei I; € R7*J die
Identitéat bezeichnet.

Die folgende Bemerkung fasst zwei einfache Aussagen iiber orthogonale Matrizen zusam-
men.

Bemerkung 2.3.15 (Eigenschaften orthogonaler Matrizen)
(i) Die Spalten einer orthogonalen Matrix @ bilden eine orthonormale Basis fiir den
Raum Bild(Q). Insbesondere hat @ vollen Rang.

(ii) Es seien £ = {1,...,x} eine Indexmenge, t; C Z, k € K, paarweise disjunkte
Teilmengen von Z und Ji, k € K, paarweise disjunkte Indexmengen. Weiter seien

Qr € th:x‘@k fiir alle k£ € K orthogonal. Dann ist (Ql = Q,{) € R mit J :=

Ukex Jx auch orthogonal.

BEWEIS: Wir zeigen . Nach Voraussetzung gilt fiir alle ¢,7 € K

17 falls i = j
T T T Ji J
Q;Q; = Q; I II;.Q; = 6;,Q; Q; = .
) ] 7 t; t] J sJ J {0 ,fallsl#]

Damit ist das Produkt (Ql, ey QT)T (Ql, ey QT) gleich der Blockdiagonal-Matrix mit
I 7, als Diagonalblocke und somit gleich der Identitat Iy mit J = J;_; J;. [ |

Eine besonders wichtige Eigenschaft der orthogonalen Matrizen ist, dass sie die von uns
betrachteten Normen invariant lassen.

Lemma 2.3.16 (Norminvarianz unter orthogonaler Transformation)
Es seien Q € RT*7, A € R7*K und P € RT*X. Falls Q und P orthogonal sind, gelten

1Qx||2 = |lzll2 fiir alle 2 € R,

1QAlls = [[Alls  und [lQA[lr = [|A]F

und

1AP s = J[Alls  und  [|APT|p = [|A|lF.

BEWEIS: Es seien Q und P orthogonal. Dann gilt fiir alle z € RY

IQz]3 = (Qz,Qz)2 = (x,QTQz)2 = (z,2)2 = ||z[3.

Aus der Invarianz der euklidischen Norm folgt direkt die Aussage fiir die Spektralnorm
(siehe Definition [2.3.3))

HQA”S _ sup HQA‘T”Q _ HA'CCHQ
zerI\f0y  |1ll2 zer\f0y Il l2

= [Alls-

20



2.3 Normen

Die Aussage mit der orthogonalen Matrix auf der rechten Seite folgt dann aus der Invarianz
beziiglich des Adjungierens (siehe Lemma [2.3.13))

IAPT|s = [[PAT|s = [|AT]ls = [|Alls.

Fiir die Frobeniusnorm folgt die Aussage aus der Darstellung aus Bemerkung

1QAIE = D 10415 = D |l 4efll3 = |IAlIZ.

JjeJ JjeTJ
Wie im Fall der Spektralnorm folgt der zweite Teil der Aussage mit Lemma [2.3.13

IAP (I = |PAT|F = [IA"]F = [AlF.

Als Néchstes wenden wir uns den orthogonalen Projektionen in den von uns betrachteten
Hilbertriumen zu. Dazu sei angemerkt, dass eine orthogonale Projektion in (RT*7|.||r)
natiirlich eine Projektion in (RT*7||.||s) darstellt. Allerdings ist (RZ*7,|.||s) kein Hil-
bertraum, sodass wir die Figenschaften orthogonaler Projektionen hierbei nicht ausnutzen
kénnen.

Als Erstes stellen wir zwei Beispiele orthogonaler Projektionen vor.

Beispiel 2.3.17

Es seien Z, J Indexmengen und t C Z. Dann ist die Multiplikation mit der Matrix Il
aus Definition eine orthogonale Projektion in (RZ, ||.||2) mit Bild(Il;) = R und in
(REXT |||l ) mit Bild(Tlg) = RtIXXg . Insbesondere sind die Identitét und die Nullfunktion
orthogonale Projektionen.

BEWEIS: Es gilt offensichtlich II? = ITy und II{ = II;. Also ist II; eine Projektion und
nach Lemma [2.3.12]in (RZ, ||.||2) und (RZX7||.||¢) selbstadjungiert. Nach Deﬁnitionm

ist Il in beiden Rdumen eine orthogonale Projektion. [ |

Ein weiteres Beispiel fiir orthogonale Projektionen, die wir in dieser Arbeit haufig verwen-
den werden, ist durch orthogonale Matrizen definiert.

Beispiel 2.3.18

Es sei Q € RT*7 eine orthogonale Matrix. Dann definieren wir IIg = QQT. Dies ist
als Abbildung Il : RZ — R7 eine orthogonale Projektion in (RZ,||.||2) mit Bild(Ilg) =
Bild(Q). Fiir eine Indexmenge K ist die Abbildung Il : RI*K 5 RT*K gine orthogonale
Projektion in (RT*X||.||r) mit Bild(IIgA) C Bild(Q) fiir alle A € RTXX,

BEWEISs: Nach Definition [2.3.14] der orthogonalen Matrizen gilt 112, = QQTQQT =

QQT = Ig. Des Weiteren gilt Hg = (QQT)T = QQT =T1ly. Die Aussage folgt wie bei
Beispiel [ |
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2 Grundlagen

Ein drittes Beispiel fiir orthogonale Projektionen beziiglich der Frobeniusnorm ist die
Anwendung von orthogonalen Projektionen beziiglich der euklidischen Norm von links
und von rechts auf eine Matrix. Diese Form nutzen wir spiter, um Projektionen auf
H2-Matrix-Riume zu definieren.

Beispiel 2.3.19

Es sei A € RT*7 T, eine orthogonale Projektion in (RZ,|.|2) mit Bild(IT,) € Rf
und I, eine orthogonale Projektion in (R, |.||2) mit Bild(Il,) € R/. Dann definiert
Iy : RPXI — RTXI | X s I, X1, eine orthogonale Projektion in (RZ*Y ||.|[r) mit
Bild(II,,.) € REXY.

txs
BEWEIS: Fiir alle X,Y € RTXJ gilt
I, X = T, (I, XTL,) = I X02 = XM, = I0,X
und mit Lemma und 2313
I, X, Y)p = (IL,XIL,Y)r = (XIL,ILY)r = ILXT,YTI,)p
= (XT,ILY' ) r = (X, IL,YIL)p.

Somit folgt die Behauptung. [ |
Nach Korollar ist die Operatornorm von orthogonalen Projektionen héchstens eins.

In Lemma [2.3:20] zeigen wir, dass orthogonale Projektionen beziiglich der euklidischen
Norm die Spektralnorm nicht vergrofern.

Lemma 2.3.20
Es sei IT eine orthogonale Projektion in (RZ, ||.||2) und ||.|| € {||.||s, [|-]|#}. Dann gilt fiir
alle A € RT*7 und alle B € R7*Z

[TA[] < [|Al - und  |[BII| < |[B]|

BEWEISs: Nach Korollar gilt [|TTAz||2 < ||Az|| fiir alle z € RY. Mit Lemma m
folgt ||ILA|| < ||Al|. Weil beide betrachteten Matrixnormen invariant unter Adjungieren

sind (siehe Lemma [2.3.12]), folgt
|BU|| = |OB"| < |B"| = |B].

Mit Hilfe der transponierten Matrix konnen wir charakterisieren, wann die Bilder zweier
Matrizen in (RZ, ||.|[2) bzw. in (RZXX ||.||r) orthogonal zueinander sind.

Lemma 2.3.21
Es seien A,B € RZ*J und K eine Indexmenge. Falls BTA = 0 € R7*J gilt, folgt
Bild(A)L Bild(B) in (RZ,|.|l2) und in (RT*X||.|| 7).
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2.4 Orthogonale Zerlegungen

BEWEIS: Es gelte BT A = 0. Es seien z,y € R7. Dann gilt
(Az, By) = (BT Az,y) = (0z,y) = 0.
Es seien X,Y € R7*K

(AX,BY)p = (BTAX,Y)p = (0X,Y)r = 0.

Zum Abschluss dieses Abschnitts definieren wir noch Durchmesser und Abstand von
Mengen. Diese benotigen wir, um spéater zu beurteilen, ob wir einen Matrixblock ap-
proximieren kénnen. Wir verwenden dabei die euklidische Norm, weil diese bei vielen
Fehlerabschéatzungen auftaucht. Natiirlich kénnen Durchmesser und Abstand bez. anderer
Metriken definiert werden.

Definition 2.3.22 (Durchmesser und Abstand)
Es seien Qy, Qs C RZ. Dann definiert

diam(€2) = sup{||lz —yll2 | z,y € Q}
den Durchmesser einer Menge und
dist(Q¢, Q) = inf{|lz —yll2 | z € U, y € Qs}

den Abstand von zwei Mengen.

2.4 Orthogonale Zerlegungen

Wie oben erwéhnt, sind sowohl die Frobeniusnorm als auch die Spektralnorm invariant
unter orthogonalen Transformationen (siche Lemma [2.3.16)). Deshalb ist die orthogonale
Zerlegung ein wichtiges Hilfsmittel zum Reduzieren der Problemgrofse.

Definition 2.4.1 (QR-Zerlegung)

Es seien m,n € Nund A € R™*". Eine volle QR-Zerlegung besteht aus einer orthogonalen
Matrix @ € R™*™ und einer oberen Dreiecksmatrix R € R™*", fiir die QR = A gilt.
Es sei k := min{m,n}, Q € R™*¥ orthogonal und R € R¥*" obere Dreiecksmatrix mit
QR = A, so nennen wir dies eine QR-Zerlegung.

Haufig wird die QR-Zerlegung, wie wir sie definieren, auch als dinne QR-Zerlegung
bezeichnet. Wir wéhlen die Bezeichnung QR-Zerlegung, da in dieser Arbeit grundsétzlich
diinne QR-Zerlegungen verwendet werden.

Im néchsten Schritt beschéftigen wir uns mit der Berechnung der QR-Zerlegung.
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2 Grundlagen

Bemerkung 2.4.2 (Berechnung der QR-Zerlegung)

Es existiert eine Konstante ¢4 > 0 derart, dass eine QR-Zerlegung einer Matrix A € R™*"
mit Hilfe von Householder-Spiegelungen in weniger als ¢, min{m, n}mn Operationen
berechnet werden kann (siche |22, Abschnitt 5.2]). Die entsprechende Routine nennen wir
QR-Zerlegung_einfach.

Da wir mit Indexmengen arbeiten und teilweise die QR-Zerlegung von beziiglich der Zeilen
eingeschrinkten Matrizen bendtigen, definieren wir einen Algorithmus zur Berechnung
einer QR-Zerlegung einer Matrix A € ]RtI f\‘; Dabei ist der Faktor R nur bei entsprechender
Anordnung der Indexmengen eine obere Dreiecksmatrix. Da wir diese Eigenschaft im

Weiteren nicht benotigen, beeinflusst diese Einschrankung die Arbeit nicht.

Algorithmus 2.4.1 Der Algorithmus berechnet eine QR-Zerlegung QR = A € thxxg
mit Q € REXN) R € RE*T und #K = min{#t, #J}.
function QR-ZERLEGUNG(A, Z, t, J, Q, R, K)
m<— #t, n— #HJ
Wihle Bijektionen p:t — {1,...,m} und v: J — {1,...,n}
A € Rmxn
forie{1,..,m},j€{l,..,n} do
Aij = Au19)019)
end for
QR-ZERLEGUNG _EINFACH(A, m, n, Q, R)
Wiéhle Indexmenge K mit #K = min{m,n}
Wihle Bijektion x : £ — {1,...,min{m,n}}
Q e RIXE R e RMXJ
for k € K do
for i € t do
Qik < Quii)n(k)
end for
for j € J d9
Risj 4 Rish),v(j)
end for
end for
end function

Lemma 2.4.3 (Berechnung einer QR-Zerlegung
Es sei A € thxxg Dann berechnet Algorithmus [2.4.1| eine Indexmenge K mit #K =

min{#t, #J}, eine orthogonale Matrix @ € R%;IC und eine Matrix R € RE*7 mit
A = QR in weniger als ¢, min{#t, #J }#t#J Operationen.

BEWEIS: Lediglich im Aufruf von QR-Zerlegung_einfach werden arithmetische Ope-
rationen in Algorithmus bendtigt. Der Aufwand fiir diesen Aufruf ldsst sich nach
Bemerkung durch cg min{m, n}mn = cq min{#t, #J }#t#J beschrinken.
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2.4 Orthogonale Zerlegungen

Fiir die berechneten Matrizen @ und R erhalten wir unter Verwendung der Notation in
Algorithmus fir allei € t und j € J

= D QikBri = D Quiwt Beww) = Auiyot) = Aig

kek kek

und fir alle k,1 € K

(QTQ)ky ZQz kQig = ZQp(i),n(k)Qu(i),/z(l) = Ouk)m(l) = Ok

et i€l

Fiir alle i € Z\t und alle k € K ist Q; = 0 und somit (QR); ; =0 = A;; fiir alle j € J.
Also gilt QR = A und Q7Q = I (somit ist Q orthogonal). [

Wir koénnen also auch zu Matrizen mit Indexmengen eine QR-Zerlegung berechnen, da
wir Bijektionen in endliche Teilmengen von N finden.

Als zweite orthogonale Zerlegung betrachten wir die Singuldrwertzerlegung. Wie schon
in der Einleitung beschrieben, sind die Teilmatrizen meistens nicht von niedrigem Rang,
lassen sich aber durch Matrizen mit niedrigem Rang approximieren. Beim Approximieren
der Problemmatrizen von diskretisierten Integraloperatoren durch H2-Matrizen lisst sich
die Berechnung der Niedrigrang-Approximationen gut mit analytischen Methoden wie
z. B. der Taylor-Entwicklung oder Interpolation 16sen (siehe |12, Kapitel 2 bzw. Kapitel
4] und |15]).

Waéhrend der Arithmetik fehlen die analytischen Informationen, um solche Methoden
anzuwenden. Deshalb verwenden wir in der Arithmetik die Singuldrwertzerlegung, um
Niedrigrang-Approximationen von gewissen Matrizen zu berechnen.

Lemma 2.4.4 (Volle Singulidrwertzerlegung)

Es seien m,n € N und A € R™*", Dann existieren orthogonale Matrizen @ € R™*™ und
P € R™™ und eine Diagonalmatrix ¥ = diag(c;) € R™*", 01 > 02 > ... > Oin{mn} = 0,
mit

A = QxPT.
Dies ist die sogenannte wvolle Singuldrwertzerleqgung und die o; werden Singuldrwerte

genannt. Die Spalten von @ sind die linken Singuldrvektoren und die Spalten von P sind
die rechten Singuldrvektoren.

BEWEIS: Siche |22, Theorem 2.5.2]. |

Die Singularwertzerlegung einer Matrix ist i. A. nicht eindeutig. Allerdings sind die
Singuldrwerte durch ihre abfallende Reihenfolge eindeutig bestimmt. Analog zur QR-
Zerlegung definieren wir die dinne Singuldrwertzerlegung.
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2 Grundlagen

Definition 2.4.5 (Diinne Singulirwertzerlegung)
Es seien m,n € N und A € R™*". Es sei k := min{m,n}, Q@ € R™** und P ¢ R***
orthogonal und ¥ = diag(c;) € R¥*k oy > g9 > ... > 0}, > 0, eine Diagonalmatrix mit

A = QxPT.

Dann ist QP eine diinne Singuldrwertzerlegung von A. Da wir im Folgenden immer
die diinne Singuldrwertzerlegung berechnen, sprechen wir einfach von der Singuldrwert-
zerlegung.

Die Existenz folgt daraus, dass fiir die rechteckige Diagonalmatrix ¥ = Iy X1y
gilt. Daraus folgt

----------

Wir brauchen also nur die ersten k& Zeilen von ) und P und den linken oberen k x k-Block
von Y. Dies ist die diinne Singuldrwertzerlegung.

Die Singulérwertzerlegung kann in zwei Schritten berechnet werden. Als Erstes wird die
Matrix auf Bidiagonal-Gestalt gebracht (siehe |22, Abschnitt 5.4]) und dann werden per
Golub-Kahan-Schritte die Singulérwerte berechnet (siehe |22, Abschnitt 8.6]).

Bemerkung 2.4.6 (Berechnung der Singulidrwertzerlegung)

Wie auch in anderen Arbeiten (vgl. [1225]) nehmen wir an, dass die Anzahl der Iterationen
fiir die Berechnung der Singuldrwertzerlegung sich durch eine Konstante abschétzen
lasst (siehe [22]). Dann existiert eine Konstante c¢g,q > 0 so, dass die Berechnung der
Singularwertzerlegung von A € R™*™ hochstens csyg m n min{m, n} Operationen benéstigt
(siehe |22, Abschnitt 5.4, 8.6]). Wir bezeichnen die entsprechende Funktion mit SVD.

Es sei 7 := Rang(A4) der Rang der Matrix A € R™"™. Dann sind die Singuldrwerte
Opt1, .-+, 0p alle gleich null. D. h. | dass sich anhand der Singulérwerte schnell der Rang einer
Matrix bestimmen lésst. In der Praxis fliihren Rundungsfehler dazu, dass die Berechnungen
nicht exakt durchgefiihrt werden. Deshalb wird héaufig der numerische Rang verwendet
(siehe |22, Abschnitt 5.5.8]).

Das nédchste Lemma zeigt, dass mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung eine Niedrigrang-
Approximation einer Matrix berechnet werden kann, bei der der Fehler in der Spektralnorm
und der Frobeniusnorm exakt angegeben werden kann.

Lemma 2.4.7 (Fehler der gekiirzten Singulidrwertzerlegung)
Es sei A € R™*", QX PT die Singuldrwertzerlegung von A und k € N <min{m,n}- Weiter
sei ¥ = g, k211 k- Dann gilt

min{m,n} 2
QP —QEPT|y; = opy1 und || QEPT — QP ||p = > ol
i=k+1

Insbesondere erhalten wir fiir £ = 0 eine Darstellungen fiir die Norm von A.
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2.4 Orthogonale Zerlegungen

BEWEISs: Die Aussage gilt nach [32, Satz 2.4.1], wobei nach dem Satz, dass Q¥ P7 die

Bestapproximation von A in der Menge der Matrizen mit Rang k ist.

Wir nutzen die Singuldrwertzerlegung, um eine Niedrigrang-Approximation fiir eine
Matrix zu berechnen. Dabei wiahlen wir den Rang mit Hilfe des Lemmas so, dass
der absolute/relative Fehler in der Spektral-/Frobeniusnorm unter einer vorgegebenen

Schranke € > 0 bleibt. Algorithmus bestimmt diesen Rang.

Algorithmus 2.4.2 [siehe |12, Algorithm 17]] Der Algorithmus berechnet den adaptiven
Rang k aus den Singuldrwerten in X, wobei opt die Fehlerart angibt und ¢ > 0 die

Fehlerschranke. Fiir die 01 = 0 ist A die Nullmatrix und wir setzen k = 0.

function ADAPTIVER _RANG((0)?, k, opt, €)
k<0
if 01 # 0 then
if opt = Spektralnorm, absolut then
while (k < n) A (0x4+1 > €) do
k<—k+1
end while
else if opt = Spektralnorm, relativ then
while (k < n) A (0x4+1 > €01) do
k<k+1
end while
else if opt = Frobeniusnorm, absolut then
a< o?
while (k < n) A (a > €2) do
k< k+1
a<a+ O',%+1
end while
else if opt = Frobeniusnorm, relativ then
b+ 0
forie{1,...,n} do
b+ b+ o?
end for
a < o?
while (k < n) A (a > €2b) do
k+—k+1
a<a+op,
end while
end if
end if

end function

Bemerkung 2.4.8 (Berechnung des adaptiven Rangs)

Es seien die Singulédrwerte o1, ..., 0y, eine Fehlertoleranz € > 0 und eine Fehlerart opt
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gegeben. Dann berechnet adaptiver_Rang den minimalen Rang, fiir den der Fehler
QX PT — QX PT in der durch opt gegebenen Fehlerart kleiner als € ist, in hochstens 4n
Operationen. Die Fehlerabschétzung folgt aus Lemma [2.4.7]

Wir kénnen also den Rang so wihlen, dass der Fehler kontrollierbar ist. Fiir diese Arbeit
ist es von besonderem Interesse, eine orthogonale Matrix () zu einer gegebenen Matrix
A zu finden, so dass der Projektionsfehler (I — IIg)A nicht grofser als eine gegebene
Fehlerschranke ist. Diese Matrix kénnen wir mit Hilfe von SVD und adaptiver_Rang
berechnen.

Algorithmus 2.4.3 Der Algorithmus berechnet eine orthogonale Matrix @ € ]RtIXX/CC fiir
die gegebene Matrix A € REXZ derart, dass der Projektionsfehler (I — IIg)A in der
gegebenen Fehlerart opt kleiner als € > 0 ist.
function APAPTIVE ORTHOGONALE MATRIX(A, Z, t, J, Q, K, opt, €)
m <+ #t, n+— #J
Wiéhle Bijektionen p:t — {1,...,m} und v : J — {1,...,n}
A e Rmxn
forie{l,...,m}, je€{l,...,n} do
Aij =A@
end for
SVD(4, Q, %, P)
ADAPTIVER _RANG(Z, k, opt, €)
Wiéhle Indexmenge K mit #K = k und Bijektion x : K — {1,...,k}
Q c RIxK
foriect, ke K do
Qik < Qui)r(k)
end for
end function

Lemma 2.4.9

Es existiert cqpr > 0 derart, dass fiir alle A € R{;g , € > 0 und Fehlerarten opt der
Algorithmus fir die Berechnung der Matrix @) weniger als cqp, min{#t, #J }#t#JT
Operationen benétigt. Der Projektionsfehler (I —IIg)A ist in der gegebenen Fehlerart
opt Kkleiner als e.

BEWEIS: Der Aufwand fiir die Berechnung der Singuldrwertzerlegung mit SVD ist kleiner
als cgpg min{#t, #J }#t#T. Weil wir min{#t, #.J} Singuldrwerte haben, benotigt der
Aufruf von adaptiver_Rang hochstens 4 min{#t, #.J} Operationen (siehe Bemerkung
. Also kénnen wir ¢,y > 0 so wahlen, dass der Aufwand fiir den Aufruf der Funktion
apaptive_orthogonale_Matrix kleiner als cqpr min{#t, #J }#t#J ist.

Um den Fehler zu untersuchen, betrachten wir zuerst die Projektion von A

A = QU Iy  »nQTQEPT = QI P

- QH{L-u,k}iH{l,...,k}pT = QzP”,
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2.4 Orthogonale Zerlegungen

wobei 3 der Matrix aus Lemma [2.4.7| entspricht. Damit folgt, dass (I — HQH“ o

der entsprechenden Fehlerart kleiner als e ist. Weil fiir alle ¢ € t und alle j € J

)A in

..... D) = (I =1g)A)i,
gilt und fir alle ¢ € Z\t und alle j € J die rechte Seite gleich null ist, folgt die
Fehlerschranke auch fiir (1 —Ilg)A. ]

Wie in der Einfiihrung erwéhnt, basiert unser Ansatz fiir die Arithmetik auf Niedrigrang-
updates. Um diese effizient durchzufiihren, benétigen wir eine effiziente Darstellung fiir
Niedrigrangmatrizen.

Definition 2.4.10 (Rang-k-Matrizen)

Es sei X € R und k € N. Dann ist X eine Rang-k-Matriz, falls Rang(X) < k gilt.
Falls X = ABT fiir A € RT*K und B € R7*X mit #K = k gilt, ist (A, B) eine Rang-k-
Darstellung bzw. Rang-K-Darstellung von X. Falls der Rang nicht ndher bestimmt ist,
bezeichnen wir diese Matrizen auch als Niedrigrangmatrizen.

Die Rang-k-Darstellung wird auch bei den H-Matrizen verwendet, um die Matrixblocke
mit niedrigem Rang effizient zu speichern. Fiir eine Rang-k-Matrix lésst sich eine Rang-k-
Darstellung zum Beispiel per Singularwertzerlegung konstruieren.

Bemerkung 2.4.11
Es sei X € RT*J mit Rang(X) = k und K eine Indexmenge mit #X = k. Dann existieren
A e R*K und B € R7*K mit X = ABT.

Spéter bendtigen wir das Kiirzen von Rang-k-Matrizen, d. h. die Berechnung einer Ap-
proximation mit niedrigerem Rang. Der entsprechende Algorithmus nutzt die Singulér-
wertzerlegung. Die Singuldrwertzerlegung direkt von X zu berechnen, wiirde zu einem
Aufwand von cap min{#Z, #J }#I#J fiihren. Deshalb reduzieren wir das Problem mit
Hilfe der QR-Zerlegungen Q4R4 = A und QpRp = B. Fiir die Matrix C := RARE
berechnen wir dann mit adaptive_orthogonale_Matrix eine orthogonale Matrix () mit
hinreichend kleinem Projektionsfehler. Damit erhalten wir

X = AB" = QuRARLQE = QaCQL ~ QaQQTCQL = (QaQ)(@sCTQ).
Dieser Ansatz fithrt zu Algorithmus [2.4.4]

Lemma 2.4.12
Es sei R € R?*Y mit Rang-K-Darstellung (A4, B) und k& = #K. Dann benétigt der
Algorithmus [2:4.4] hochstens

(cqr + 2)K*(#T + #T) + (Capr + 4)K°

Operationen. Die Differenz ABT — ABT ist in der gegebenen Fehlerart opt kleiner als e.
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2 Grundlagen

Algorithmus 2.4.4 [siehe [26, Lemma 1.3]| Die Funktion berechnet aus einer Rang-x g-
Matrix R = ABT € RT*J eine gekiirzte Rang-r z-Matrix R = ABT | wobei die Differenz
R— R in der vorgegebenen Fehlerart opt kleiner als eine vorgegebene Toleranz ¢ > 0 ist.

function RKMATRIX KURZEN(R, ﬁ, opt, €)
QR-ZERLEGUNG(A, T, Z, kg, Qa, Ra, pa)
QR-ZERLEGUNG(B, Z, Z, kR, @B, RpB, pB) > Algorithmus m
C + RsRL € Reaxrs
APAPTIVE _ORTHOGONALE_MATRIX(C, pa, pa, pB, Q, K, opt, €)
> Algorithmus
P+ CTQ € RPB*FE
A QaAQ € RI*FR
g «— Q@pP € R %< R
end function

BEWEIS:[siche |26, Lemma 1.3]] Die Berechnung der QR-Zerlegungen von A und B
bendtigt hochstens

cor# Tk min{#ZL, k} + cor# Thmin{#J,k} < cok?(#I +#J)

Operationen (siche Lemma [2.4.3]). Fiir das Aufstellen der Matrix C' werden hochstens
24 pa#r#pp < 2k Operationen benétigt. Der Aufwand fiir die Berechnung der Matrix
@ mit Algorithmus ist nach Lemma ho6chstens

Capr#pA#pB min{#pAa#PB} < Cakag'

Wegen #K < #K = k ist der Aufwand fiir das Aufstellen von P durch 2k3 beschrinkt. Die
Multiplikation von Q4 mit Q und von Qg mit P benétigt hochstens 24 THKHK < 2k2H#T
bzw. 24T #K#K < 2k*#.J Operationen. Zusammen ergibt sich folgende obere Schranke
fiir die Berechnung der neuen Rang-K-Matrix

(Cqr + 2K HT + #T) + (Capr + 4)E>.

Die Abschéitzung des Fehlers folgt wegen der Orthogonalitdat der Matrizen @ 4 und @Qp
aus Lemma [2.3.16] und Lemma [2.4.9] [

Mit Hilfe des Kiirzungsalgorithmus kénnen wir direkt einen Algorithmus zur Addition
zweier Niedrigrangmatrizen definieren. Dabei nutzen wir aus, dass die Summe zweier
Matrizen R = ABT,R = ABT ¢ R®*J mit Rang-x/&-Darstellung die Rang- U &-
Darstellung
~ — . AT
R+R = AB"+AB" = (4 A)(B B)

besitzt. Damit erhalten wir den Algorithmus [2:4.5] dessen Aufwand wir in Lemma [2.4.13]

abschatzen.
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2.5 Modellproblem

Algorithmus 2.4.5 |vergleiche [26] Definition 1.4]] Die Funktion berechnet die appro-
ximierte Summe einer Rang-kz-Matrix R = ABT € R?*7 und einer Rang-+ z-Matrix

R = g§T7 wobei R mit dem Ergebnis iiberschrieben wird.
function RKMATRIX SUMME(R, R, opt, €)
A (4 A) e RPXtrOrR)
_/B\(i (B E) GRJX(RRUHE)
RKMATRIX _KURZEN((A, B), R, opt, ) > Algorithmus m
end function

Lemma 2.4.13
Es sei R, R € R?*J mit Rang-xpg-Darstellung (A4, B) bzw. mit Rang-r z-Darstellung

(g, E) und k = #rg + #k 5. Dann bendtigt der Algorithmus hochstens

(cqr + 2)K2(#T + #T) + (capr + 4)K>

Operationen.

BEWEIS: [siche |26, Bemerkung 1.5]] Arithmetische Operationen werden nur wéhrend des
Aufrufs von Algorithmus [2.4.4] benétigt. Mit Lemma folgt die Aufwandsabschétzung.
|

2.5 Modellproblem

Als Modellproblem verwenden wir die gleiche 1D-Integralgleichung wie in |12, Kapitel
2] oder [31]. Weil fiir diese Arbeit vor allem die algebraische Struktur der H2-Matrizen
von Interesse ist, reicht uns dieses simple Beispiel, um die Prinzipien der hierarchischen
Matrizen zu veranschaulichen.

1D-Modellproblem

Wir untersuchen die Integralgleichung

1
Glu)(z) = /0 —log |z — ylu(y)dy fur alle z € [0, 1],

fiir Funktionen u € L2[0, 1]. Diese Integralgleichung diskretisieren wir mit der Galerkin-
Methode unter Verwendung von stiickweise konstanten Basisfunktionen. Fiir n € N ist
der n-dimensionale Ansatzraum durch die Basisfunktionen (¢;);~; mit

1, falls z € =1, 1]

¢; 0,1 = R, z—
0 , sonst
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2 Grundlagen

fir alle ¢ € {1,...,n} =: Z. Dieser Ansatz fithrt zur Matrix G € R™*" mit Eintrégen

1 1 i z
Gij = /O dn(x)/o —log|z — y|¢;(y)dy dz = [1 /j_l—logw—y!dydx

fiir alle ¢, 5 € Z. Mit der Kernfunktion

0 falls z =
g:[0,1]* =R, (z,y) = ey
—loglx —y| ,fallsz#y

bekommen die Matrixeintrage fiir alle ¢, 57 € Z folgende Gestalt

Giy = [ o) [ stenorivar = L2 stenpayas

Im Gegensatz zur Diskretisierung von partiellen Differentialgleichungen mit Finiten Ele-
menten erhalten wir bei Integralgleichungen, wie der hier vorgestellten, eine vollbesetzte
Matrix, weil die Kernfunktion nicht lokal ist. In dem konkreten Fall bedeutet dies, dass
der Triiger supp(g) = [0,1]? ist und G ; # 0 fiir alle 4,5 € Z.

Weil wir typischerweise n sehr grofs wahlen miissen, um den entstehenden Diskretisierungs-
fehler hinreichend zu verkleinern, ergeben sich fiir die vollbesetzte Matrix zwei Probleme.
Das erste betrifft den Speicherbedarf fiir das direkte Speichern, das zweite Problem ist
das Losen eines vollbesetzten Gleichungssystems.

Wie wir schon in der Einleitung erwédhnt haben, 16sen die hierarchischen Matrizen diese
Probleme mit Hilfe von lokalen Niedrigrang-Approximationen. Diese ermdglichen eine
datenschwache Speicherung und effiziente Arithmetik. Die Niedrigrang-Approximation
konstruieren wir durch eine Approximation der Kernfunktion, welche die Variablen x und
y separiert.

Approximation der Kernfunktion

Fiir unser Beispiel wahlen wir die Taylor-Entwicklung. Da wir die eindimensionale Ent-
wicklung anwenden wollen, definieren wir die Funktion

f:Rsog— R, z— —log(z).

Mit f ldsst sich die Kernfunktion g fiir alle (z,y) € [0,1]? durch

0 , falls x =y,
g(x,y) =
fle—yl) , falls 24y

darstellen. Wir wollen g in einer Umgebung von (zq,vo) € [0, 1], £o # yo, approximieren.
(Dabei schliefen wir den Fall 9 = yo aus, weil dort eine Singularitiat liegt.) Zuerst
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2.5 Modellproblem

untersuchen wir den Fall xg > yg. Dazu approximieren wir die Funktion f mit der Taylor-
Entwicklung der Ordnung m € N5 um den Entwicklungspunkt zp := g — yo € Rso und
erhalten fiir z € R

m—1 (Z . Zo)a

fzo,m(z) = Z f(a)(ZO)

|
=0 (o2

(Wir definieren die Taylor-Entwicklung auf ganz R und untersuchen spéter, in welchem
Bereich gewisse Fehlerschranken gelten.) Mit Hilfe der Approximation von f erhalten wir
auch eine Approximation von g. Wir definieren

g(a:myo),m : [07 1]27 (:c,y) = fzo,m(x - y)
Fiir diese Funktion gilt

m—1

X — — 2n)%
Sonmon(®8) = Fomlz —y) = 3 F(zg) T L0
a=0 .
m—1 N
= Z £ (20 — yo) (z—y —al‘“o + %) .
a=0 :

Wir formen die Potenz mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes und erhalten

m—1

(x —y—x0+y0)”
al

£ (0 — yo)

(]

g(xo,yo),m(xa y) =

Q
o

—_

@) (29 — L (a
- [ (xo — yo) Z ( >($ — 20)*H(yo — )

!
o! o\

3

[e=]

Q

3

@ (@) xn — T — x0)% -
- _Oa! f (CS! Yo) ( = _OZL)! # (_1)H(yu,1!;0)“

1—v

D I S

Q

Il

o
=

3

3

<
Il
o

pu=0

Die Summanden in der Doppelsumme am Ende lassen sich in drei Faktoren aufteilen.
Dabei ist der erste Faktor (—1)*f®+#)(zy — 1) unabhingig von = und y. Der zweite
Faktor (x — z¢)"/v! und der dritte Faktor (y — yo)*/u! hdngen nur von = bzw. y ab.
Wenn wir die approximierte Kernfunktion g, ,.)m statt des urspriinglichen g benutzen,
erhalten wir somit folgende approximierte Matrixeintréage fiir alle 4,5 € Z

i K
Gij = [_1 ﬂl 9(wo,y0);m (T, y)dy dx

m—1m—1—v

S ey [ [ 0w,

v=0 pu=0 n

n n

=:Sup
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2 Grundlagen

Die Approximation der Kernfunktion durch die Funktion g, y),m, bei der die Variablen
x und y separiert sind, ermdéglicht uns die faktorisierte Darstellung

G~ G =VSWwT,

wobei wir S; j = 0 fir alle 4,5 € {0,...,m — 1} mit v 4+ g > m setzen. Wir kénnen also
die Matrix G durch die Matrizen V', S und W darstellen. Fiir die vollbesetzte Darstellung
der Matrix G miissen wir n? Eintrage speichern. Die Matrizen V und W haben jeweils
nm Eintrige und S sogar nur m?. Also wird der Speicherbedarf von n? auf 2nm 4 m?
reduziert und somit der Speicheraufwand fiir m < n deutlich verkleinert. Der Aufwand
fiir die Matrix-Vektor-Multiplikation ldsst sich von 2n? auf 2nm + 2m? Operationen
reduzieren, indem wir nacheinander mit W7, S und V multiplizieren.

Fiir den Fall zg < yo definieren wir 2o := yo — xo und (o y0),m (T, y) := fzo.m(y — ) fiir
alle z,y € [0, 1]. Die Matrizen V und W sind fiir diesen Fall identisch zu dem Fall xo > yp.
Die Matrix S ist durch die Eintrége

Si; = (1) f¥ ) (yo — x9)

fiir alle 4,7 € {0,...,m — 1} mit v + u < m definiert. Dies folgt durch den Tausch der
Rollen von = und xg mit y bzw. yg.

Weil g in den Punkten (z,y) mit x = y nicht differenzierbar ist, konnen wir nicht erwarten,
dass die Approximation der gesamten Matrix G durch G besonders gut ist. Allerdings
werden wir zeigen, dass Teilblocke sich gut approximieren lassen. Um zu beurteilen, welche
Blocke der Matrix G fiir eine Approximation geeignet sind, schétzen wir als Néchstes den
Fehler der Taylor-Entwicklung ab.

Fehlerabschitzung

Durch das Ersetzen von g durch g, ) m entsteht ein Approximationsfehler, der den
Fehler der Matrixapproximation bestimmt. Mit Hilfe der Fehlerdarstellung von Cauchy
kénnen wir den Fehler fiir die Taylor-Entwicklung von f abschétzen.

Lemma 2.5.1
Es seien a,b € R mit 0 < a < b. Wir setzen zp := (a 4+ b)/2 und & := 2a/(b — a). Dann
gilt fiir alle z € [a, b] und alle m € N5 g

F(2) = fom(2)] < log (§+1> <£i1>m

BEWEIS: [siche [12| Lemma 2.2] |

Fiir ein abgeschlossenes Intervall [a, b] konnen wir also den Fehler der Taylor-Entwicklung
von f uniform in Abhéngigkeit von £ abschétzen. Dieses Ergebnis iibertragt sich auf die
Approximation der Kernfunktion g.
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2.5 Modellproblem

Lemma 2.5.2
Es seien n € Ry und Q; = [ay, by], Qs = [as, bs] C R nicht-triviale Intervalle (a; < by und
as < bs) mit

diam(€;) + diam(Q;) < 2ndist(Qq, Qs).

Weiter seien zg := (a; + b¢)/2 und yo := (as + bs)/2 die Mittelpunkte von ; bzw. Q.
Dann gilt fiir m € N, alle z € £; und alle y € Q)

m—1
Ui
9605) = dsman(e- )| < ot +1) (1)
BEWEIS: [siche |12| Korollar 2.3] |

Wir erhalten also eine Schranke fiir den Approximationsfehler innerhalb des Rechtecks
Q; x Q. Nach Voraussetzung des Lemmas miissen die Intervalle Q; und Q, disjunkt
sein. Dies bedeutet insbesondere, dass sich nicht die gesamte Matrix G auf einmal
approximieren lasst.

Deshalb fithren wir in Abschnitt Strukturen zur Konstruktion von Blockpartitionen
ein, bei denen ein grofer Teil der Blocke durch niedrigen Rang approximiert werden
kann. Zuvor definieren wir noch fiir gegebene Blécke die approximierenden Matrizen und
beweisen eine Fehlerschranke.

Blockweise Approximation

Zuerst definieren wir fiir Blocke t x s C 7 x 7 Matrizen Gy sm = Vt,mSt,s,ngm in
faktorisierter Form, die die Matrix G im Block t x s per Taylor-Entwicklung der Ordnung
m approximieren.

Definition 2.5.3
Es seien t,s C 7 nicht leer und Q; = [ay, by], Qs = [as, bs] C R disjunkte Intervalle mit

S i1
[Z ’Z:|th und [] ’]]QQS firalleiet, jes.
n 'n noon

Weiter seien x; := (a¢ + b;)/2 und ys := (as + bs)/2 die Mittelpunke von Q; bzw. Q.
Dann definieren wir fiir m € N und K := {0,...,m — 1} die Matrizen V;,, € RtI;,’CC,
St.sm € REK und W, € RIXE durch

0 s falls @ ¢ t
V . = K3 v b
(Vem)iw e g falls et

n

0 yfalls j ¢ s

Wsm)j = z -
(Wem)jip I, (yuiylt)”dy ,falls j €5

35



2 Grundlagen

und

0 yfallsv+pu>m
(Stsm)vp = (—1)“f(”+“)(a:t —ys) Sfallsz >y, v+p<m
(=) (g —ay)  falls oy < ys, v+ <m

fiir alle ¢,7 € Z und v, u € K. Des Weiteren definieren wir Gy ., = Vt,mSt,&ng:m €

IxT
IKtxs '

Wegen Q; N Qg = ) folgt x; # ys und somit die Wohldefiniertheit von S. Da wir Lemma
zur Fehlerabschitzung nutzen, stellt die Annahme, das Q; N Q, = @ disjunkt seien,
keine weitere Einschrankung dar. Die Erweiterung der Matrizen um Nullen ist unserer
Definition der Einschréankung geschuldet. Diese Nulleintrdge werden in der Praxis natiirlich
nicht gespeichert.

Im néchsten Lemma schétzen wir den Fehler zwischen den Eintragen von G|y und Gt s m
ab.

Lemma 2.5.4
Es seien t,s C Z und Q; = [ay, by], Qs = [as, bs] C R disjunkte Intervalle mit

1 1
{z ,Z:|§Qt und {J ’j]gﬂs fir allei € t, j €s.
n 'n non

und
diam(§2) + diam(Qs) < 2ndist(€, Q).

Weiter seien x; := (a; + by)/2 und ys := (as + bs)/2 die Mittelpunke von € bzw. Q.
Dann gilt fiir alle m € N und (i,75) € t x s

1 n m—1
|Gij — (Grsm)ijl < ﬁlog (147) (n> '
BEWEIS: [siehe |12, Abschnitt 2.4]] .

Wir konnen also die einzelnen Eintrage der Differenz der Matrizen abschétzen. Mit Lemma
folgen entsprechende Abschitzungen fiir die Matrixnormen einzelner Matrixblocke.
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3 Hierarchische Strukturen

Die hierarchischen Matrizen sind durch Badume strukturiert. Deshalb fangen wir damit an,
in Abschnitt Graphen und Baume einzufiihren. Danach betrachten wir in Abschnitt
die sogenannten Clusterbdume, deren Blatter eine Partition der zugrunde liegenden Index-
menge liefern. Basierend auf den Clusterbédumen fiithren wir in Abschnitt Blockbédume
ein, welche Clusterbédume fiir das kartesische Produkt zweier Indexmengen bilden. Diese
liefern eine Blockpartition der Matrix, bei der mit Hilfe einer Zuldssigkeitsbedingung
entschieden wird, ob ein Blatt-Block in faktorisiertem oder in vollbesetztem Format
gespeichert wird. Mit dieser hierarchisch strukturierten Blockpartition definieren wir in
Abschnitt [3.4] die verschiedenen hierarchischen Matrizen.

3.1 Graphen und Baume

In diesem Abschnitt fiihren wir Graphen und Bdume kurz ein. Dabei konzentrieren wir
uns auf die fiir diese Arbeit relevanten Begriffe und Aussagen. Zuerst fithren wir gerichtete
Graphen ein. Darauf aufbauend definieren wir dann Béume.

Definition 3.1.1 (Graph)

Es sei V eine endliche Menge und eine Abbildung chil : V- — P (V) in die Potenzmenge
gegeben. Dann ist das Tupel (V, chil) ein (gerichteter) Graph. Dabei heifen die Elemente
von V' Knoten (engl.: vertices) und die Elemente von chil(v) Kinder (engl.: children).

Bemerkung 3.1.2

Héaufig wird bei der Definition der gerichteten Graphen statt der Abbildung chil die
Menge der Kanten (engl.: edges) E C V x V = {(z,y) |z,y € V} verwendet. Uber die
Identifikation chil(v) := {w € V| (v,w) € E} bzw. E := {(v,w) | v € V,w € chil(v)} kann
zwischen den Darstellungen gewechselt werden.

Wir nutzen die Definition iiber die Abbildung chil, da diese der Implementierung naher und
fiir die Darstellung der rekursiven Algorithmen besser geeignet ist. Da wir ausschlieflich
gerichtete Graphen betrachten, ist mit Graph stets ein gerichteter Graph gemeint.

Beispiel 3.1.3

Es sei V = {2,5,8,9}, chil(2) = {5, 8}, chil(5) = {2} und chil(8) = () = chil(9). Dann ist
(V, chil) folgender Graph:
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3 Hierarchische Strukturen

Die sogenannten Pfade beschreiben Wege iiber die Kanten durch den Graphen.

Definition 3.1.4 (Pfad)

Es sei (V, chil) ein Graph. Eine Folge von Knoten (v;)", € V™! heilt Pfad der Linge
m € N von vg nach v,,, falls der jeweils nachste Knoten ein Kind des aktuellen Knoten
ist, d. h. v;41 € chil(v;) fiir alle ¢ € {0,...,m — 1} gilt.

Definition 3.1.5 (Verkettung von Pfaden)

Es seien (V/ chil) ein Graph und p; := (v;)/, und pg := (w;)}~, zwei Pfade mit v,, = wo.
Dann ist die Verkettung der Pfade durch (p1,p2) := (v;)/"5™ definiert, wobei v; := w;_p,
fir alle i € {m + 1,...,m + n} ist. Die so definierte Verkettung ist ein Pfad.

Mit Hilfe der Pfade konnen wir Baume definieren.

Definition 3.1.6 (Baum)

Es sei (V,chil) ein Graph. Falls ein r € V' derart existiert, dass fiir alle v € V' genau ein
Pfad von r nach v existiert, ist (V,chil) ein Baum. In diesem Fall ist r =: root(V, chil) die
Wurzel (engl.: root) des Baums.

In Lemma zeigen wir, dass die Wurzel und somit die Bezeichnung root(V, chil)
eindeutig ist. Zuvor fithren wir noch den Begriff des Zyklus ein.

Definition 3.1.7 (Zyklus)
Ein Pfad (v;)}, heifst Zyklus, falls er nicht trivial ist, d. h. m > 1, und vy = vy, gilt.

Beispiel 3/1.8
In Beispiel [3.1.3]ist (2,5,2) ein Zyklus.
Der kiirzeste Zyklus ist (v, v) fiir einen Knoten v mit v € chil(v).

Lemma 3.1.9
Es sei (V, chil) ein Baum mit Wurzel r.

(i) Alle Pfade in (V,chil) sind eindeutig, d.h., dass p = ¢ fiir alle Pfade p = (v;)I",
und ¢ = (w;)j_g in (V;chil) mit vo = wo und vy, = wy, folgt.

(ii) Es existieren keine Zyklen in (V, chil).

(iii) Die Wurzel r ist eindeutig.
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3.1 Graphen und Badume

BEWEIS: (]): Es seien p = (v;)" und ¢ = (w;)}— Pfade in (V, chil) mit vo = wo und
U = Wy. Dann existiert ein eindeutiger Pfad pg von der Wurzel r zu vg. Die Verkettungen
(po,p) und (po,q) sind Pfade von der Wurzel r zu v,, = w,,. Wegen der Eindeutigkeit
dieses Pfades folgt (po,p) = (po,q) und somit p = q.

: Es sei p ein Pfad von v € V' zu v. Dann ist die Verkettung (p, p) wieder ein Pfad von
v zu v. Wegen der Eindeutigkeit folgt (p,p) = p. Daraus folgt, dass p der triviale Pfad in
v sein muss. Also existiert kein Zyklus.

: Es sei 7’ € V so, dass zu jedem Knoten v € V' ein Pfad von ' nach v existiert. Dann
existieren Pfade p,,» von r nach 7’ und p,s , von 7’ nach r. Die Verkettung (p,,, p,/ ,) ist
ein Pfad von 7 nach r. Da es keinen Zyklus im Baum gibt, muss (p;.,, p, ) die Lange 0
haben und r = 7’ sein. Also ist r eindeutig. [ |

Beispiel 3.1.10
Der Graph aus Beispiel |3.1.3|ist kein Baum, da er einen Zyklus beinhaltet und dariiber
hinaus keine Pfade zu 9 fiihren.

Es sei V = {2,5,8,9}, chil(2) = {5,9}, chil(5) = {8} und chil(8) = @ = chil(9). Dann ist
(V, chil) folgender Baum:

Definition 3.1.11 (Level und Tiefe)
Es sei (V, chil) ein Baum mit Wurzel r € V. Dann ist die Level-Funktion wie folgt definiert

level := levelqycyy @ V — N, v+ Linge des Pfads von r nach v. (3.1)

Die Tiefe eines Baums (engl.: depth) ist
depth(V, chil) := max{level(v) | v € V'}. (3.2)
Wegen der Eindeutigkeit der Wurzel und der Pfade zu jedem Knoten im Baum ist die

Level-Funktion wohldefiniert.

Beispiel 3.1.12
Im Beispiel |3.1.10| gilt

level(2) = 0, level(5) = 1 = level(9), level(8) =2 wund depth(V,chil) = 2.

Lemma 3.1.13 (Elter)

Es sei (V,chil) ein Baum mit Wurzel » € V. Dann existiert fiir alle v € V\{r} genau ein
¥ mit v € chil(d). Diesen Knoten ¢ bezeichnen wir als Elter von v (engl.: parent). Wir
verwenden die Notation par(v) := 0.
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3 Hierarchische Strukturen

BEWEIS: Es sei v € V\{r}. Dann existiert ein Pfad (v;)[*, von r nach v mit m > 0.
Nach Definition der Pfade gilt dann v € chil(¢) fiir ¥ := vy,—;.
Es sei w € V mit v € chil(w). Dann existiert ein Pfad (w;)}~, von r nach w. Mit w41 :=v

ist dann (w;)y ein Pfad von 7 nach v. Wegen der Eindeutigkeit des Pfads von 7 nach v
folgt n =m — 1 und w = wy, = v, = Vy—1 = 0. Also ist ¥ eindeutig. [ ]

Definition 3.1.14 (Vorfahren und Nachfahren)
Es sei (V,chil) ein Baum mit Wurzel r. Fiir jeden Knoten v € V sind die Nachfahren
(engl.: descendants) durch

desc(v) = {w €V | es existiert ein Pfad von v nach w} (3.3)
und die Vorfahren (Vorgénger, engl.: predecessor) durch
pred(v) := {w €V | es existiert ein Pfad von w nach v} (3.4)

definiert.

Da viele unserer Algorithmen rekursiv arbeiten, wollen wir an dieser Stelle eine rekursive
Darstellung der Vorfahren und Nachfahren angeben.

Lemma 3.1.15 (Vorfahren und Nachfahren)
Es sei (V,chil) ein Baum mit Wurzel r. Dann gilt fiir alle v € V

desc(v) = {v}U U desc(v)

vechil(v)

und
{v}  falls v =r

pred(v) = { ) .
{v}Upred(d) |, falls v #r, ¥ := par(v)

BEWEIS: Wir beweisen die erste Aussage per Induktion {iber # desc(v). Es sei v € V

mit # desc(v) = 1. Dann ist chil(v) = () und es gibt nur den trivialen Pfad von v aus.

Somit gilt desc(v) = {v}.

Es sei n € Ny derart, dass die Aussage fiir alle v € V mit # desc(v) < n gilt. Es sei

v €V mit #desc(v) =n+ 1.

(©): Es sei w € desc(v). Falls v = w gilt, ist w in der rechten Seite enthalten. Sei also

v # w und (v;)%, ein Pfad von v nach w. Wegen v # w ist m > 0 und somit v; € chil(v).

Dann ist (v;)!", ein Pfad von v; nach w, also w € desc(vy).

(2): Es sei w aus der rechten Seite. Falls v = w ist, folgt w € desc(v). Es sei also v # w.

Dann existiert v; € chil(v) mit w € desc(vy). Es sei (v;)/”, ein Pfad von v; nach w. Dann

ist (v;)i% mit v := v ein Pfad von v nach w. Somit ist w € desc(v).

Die zweite Aussage beweisen wir per Induktion iiber # pred(v). Es sei v € V mit

pred(v) = 1. Dann gilt v = r (es gilt {r,v} C pred(v)). Somit gilt pred(v) = {v}.
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Es sei n € Ny derart, dass die Aussage fiir alle v € V' mit # desc(v) < n gelte. Es sei
v € V mit #desc(v) =n+ 1.

(©): Es sei w € pred(v). Falls v = w gilt, ist w in der rechten Seite enthalten. Es
sei also v # w. Es sei (w;)[", ein Pfad von w nach v. Wegen v # w ist m > 0 und
es gilt v € chil(wy,—1). Damit ist (wi)?;_ol ein Pfad von w nach w,,—; = 0 := par(v).
Insbesondere ist w € pred(?).

(2): Es sei w aus der rechten Seite. Falls v = w gilt, ist w € pred(v). Es sei also v # w.
Dann ist w € pred(d). Es sei (w;)!, ein Pfad von w nach ¢. Dann ist (w;)74" mit

W1 := v ein Pfad von w nach v. Somit folgt w € pred(v). [ ]

Spéater wollen wir Algorithmen, die auf Bdumen definiert sind, auch auf Teilen eines
gegebenen Baums anwenden. Deshalb zeigen wir, dass die Nachfahren eines Knoten wieder
einen Baum bilden.

Lemma 3.1.16 (Teilbaum)

Es sei (V,chil) ein Baum mit Wurzel 7. Weiter sei v € V. Dann definiert (V, chil)}, :=
(desc(v), chil| gege(v)) einen Baum mit Wurzel v. Wir bezeichnen (V/ chil)|, als den Teilbaum
von (V, chil) zum Knoten v.

BEWEIS: Nach Definition der Nachfahren existiert fiir alle w € desc(v) ein Pfad (v;)[" in
(V, chil) von v nach w. Da fiir alle j € {0,...,m} der Pfad (vi)g:O von v nach v; fiihrt, ist
{vi|i €{0,...,m}} Cdesc(v). Also ist (v;)i" ein Pfad in (V,chil)|,. Die Eindeutigkeit
der Pfade folgt aus Lemma . [

Zum Abschluss dieses Abschnitts zeigen wir eine kleine technische Aussage.

Lemma 3.1.17
Es sei (V, chil) ein Baum mit Wurzel r. Weiter sei v € V und © € desc(v). Dann gilt fiir

den Pfad p = (vi)ﬁ’gl(b) von r nach 9, dass v = Vjeyel(y) ist.

BEWEIS: Es sei p = (vi)ii’gl(ﬁ) der Pfad von r nach v, p’ = (vg)i’gl(v) der Pfad von r
nach v und p” der Pfad von v nach v. Dann ist die Verkettung (p/,p”) ein Pfad von r
nach ¢ und somit p = (p’,p”). Insbesondere gilt vVieyei(v) = Ullevel(v) = . [ ]

3.2 Clusterbdaume

Es seien endliche Indexmengen Z, J gegeben. Das Ziel ist, eine Blockpartition der Menge
T x J zu konstruieren, die durch eine Baumstruktur organisiert ist. Diese liefert eine
hierarchisch organisierte Partition der Matrix. Die hierarchische Struktur ermdglicht die
Nutzung von rekursiven Algorithmen zum Durchlaufen der Matrixteile.
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3 Hierarchische Strukturen

Fiir diese Zwecke muss jeder Knoten mit einer endlichen Indexmenge identifiziert werden.
Dies konnte erreicht werden, indem jeder Knoten gleich der entsprechenden Menge gewahlt
wiirde (siehe [26]). Ein solches Vorgehen fiihrt allerdings zu der Einschriankung, dass eine
Menge im Baum nur einmal vorkommen kann. Dieser Effekt soll vermieden werden, weil
damit bei den spéter beschriebenen Clusterbdumen ausgeschlossen wird, dass es nur ein
Kind gibt. Deshalb wird hier das Konzept der beschrifteten Baume genutzt (siehe |12]).

Definition 3.2.1 (Beschrifteter Baum)
Es sei (V,chil) ein Baum. Eine Abbildung b auf V heift Beschriftung und (V, chil)
zusammen mit b beschrifteter Baum.

Bemerkung 3.2.2
Da durch die Beschriftung Indexmengen beschrieben werden sollen, gilt in dieser Arbeit
grundsétzlich b: V' — P(Z) fir eine geeignete Indexmenge Z.

Da eine Partition konstruiert werden soll, reicht es nicht aus, dass die Knoten mit
Indexmengen beschriftet sind. Die Blatter des Clusterbaums sollen eine Partition der
Indexmenge liefern. Daraus ergibt sich die Forderung, dass die Vereinigung der Beschrif-
tungen der Kinder gleich der Beschriftung des Elter sind. Dies ist der Ansatz fiir die
néchste Definition.

Definition 3.2.3 (Clusterbaum)
Es sei (V, chil) ein beschrifteter Baum, wobei fiir v € V' die Beschriftung mit v bezeichnet
werde. Falls

rz = I fir die Wurzel rz := root(V, chil) (3.5)
und
t = [J t firalleteV mit chil(t) #0 (3.6)
techil(t)

gilt, heift (V, chil) Clusterbaum zur Indexmenge Z. Einen Clusterbaum zur Indexmenge
bezeichnen wir typischerweise mit 7z. Die Elemente aus V heifsen Cluster und ¢t € Tz
meint £ € V. Weiter bezeichnet

L7 == {teTz| chil(t) = 0}

die Menge der Bldtter von Tz. Die Anzahl der Level, auf denen Cluster des Clusterbaums
existieren, bezeichnen wir mit pr := depth(77) + 1.

Die Bezeichnungen wie rz, 77 und L7 mit der Indexmenge Z ist dadurch motiviert,
dass wir fiir eine Indexmenge 7 typischerweise nur einen Clusterbaum verwenden. Wir
bezeichnen mit p7 nicht die Tiefe des Baums, weil bei spiteren Aufwandsabschétzungen
héufig die Summe iiber alle Level auftaucht. Diese kénnen wir dann mit depth(7z)+1 = pz
abschétzen und miissen somit keinen zusédtzlichen Term +1 hinzufiigen. Als Néchstes
zeigen wir, wie ein Clusterbaum fiir das Modellproblem konstruiert werden kann.
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3.2 Clusterbdume

{17 2a 35 45 57 67 77 8}
/\
{1,2,3,4} {5,6,7,8}

N N
(1,2} {3,4} {5,6} {7.8}

Abbildung 3.1: Clusterbaum fiir das Modellproblem fiir n = 8 und nyax = 2

Beispiel 3.2.4

Wir nehmen an, dass die Anzahl der Basisfunktionen n € N5y im Modellproblem aus
Abschnitteine Zweierpotenz ist, also n = 2 fiir ein £ € N. Die Wurzel des Clusterbaums
definieren wir als die Menge Z := {1,...,n} und die Kinder durch

0 JMalls § — 4+ 1 < npax
(i, 0, () L falls =i D> M

chil({i,...,j}) = {

wobei nmax € Ny die maximale Groke eines Blatt-Clusters angibt. Ein Beispiel fiir den
entstehenden Baum ist in Abbildung [3:1] gezeigt. Mit der Beschriftung

b({i,....7}) = {i,...,4}

ergibt dies einen Clusterbaum zur Indexmenge 7.

Héufig wird der Clusterbaum geometrisch konstruiert (siehe |26, Konstruktion 4.2]). Dabei
wird jeder Basisfunktion ein geometrischer Punkt zugewiesen und anschlieffend eine Box
um alle Punkte gelegt. Falls in einer Box noch mehr als n,., Punkte liegen, wird die
Box in weitere Boxen unterteilt und die Punkte werden den jeweiligen Boxen zugeordnet.
Die neuen Boxen bilden die Kinder und iiber die geometrischen Punkte kénnen die
Basisfunktionen zugewiesen werden.

Eine weitere Moglichkeit ist das kardinalitdtsbalancierte Clustern (siche |26, Konstruktion
4.1]). Bei diesem wird darauf geachtet, das alle Kinder (beinahe) gleich viele Elemente
enthalten. Da die Bedingung fiir die Approximationsgiite meistens von geometrischen
Informationen abhéingt (siehe , ist es schwer, Aussagen fiir diese Clusterstrategie zu
beweisen.

Fir die LR-Zerlegung von Finite Elemente Steifigkeitsmatrizen wird haufig eine Methode
verwendet, die auf den Idee der Gebietszerlegung nutzt (siche [28]). Dieser Ansatz hat
den Vorteil, dass grofie Nullblocke der Steifigkeitsmatrix bei der LR-~Zerlegung erhalten
bleiben.

Ein weiteren Ansatz fiir die LR-Zerlegung bei Finite Elementen, der versucht, grofie
Nullblécke zu erhalten, basiert auf dem Matrixgraphen der Steifigkeitsmatrix (siehe [27]).
Dabei wird an Stelle des Gebiets versucht, den Matrixgraphen in moglichst unabhéngige
Teile zu zerlegen.

In Lemma [3.2.5] beschreiben wir einige Zusammenhénge zwischen Clustern und ihren
Beschriftungen, die spater benotigt werden.
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3 Hierarchische Strukturen

Lemma 3.2.5
Es sei 77 ein Clusterbaum.

(i) Es seien s,t € T7 mit level(s) = level(¢). Dann gilt s = ¢ oder sNt = 0.

(ii) Fiir alle t € 77 und s € desc(t) gilt s C t. Insbesondere gilt s C r7 = T fiir alle
seTr.

(iii) Fir alle s,t € 7z mit sNt # 0 gilt s € desc(t) oder ¢ € desc(s).

(iv) Fiir alle s,t € Tz mit sNt £ () gilt

s €desc(t) und s Ct , falls level(s) level(t)
s=tunds=t , falls level(s) = level(t) .
t € desc(s) und s Ot , falls level(s) < level(t)

v

BEWEIS:

({): Wir beweisen die Aussage induktiv iiber £ := level(s) = level(t). Fiir £ = 0 gilt s =
rz = t. Es gelte die Aussage fiir £ € N und es seien s,t € Tz mit level(s) = level(t) = £+ 1.
Weiter sei s # t. Falls § := par(s) = par(t) =: £ gilt, folgt aus sNt = . Falls § # { ist,
gilt level($) = level(f) = £. Mit der Induktionsannahme und folgt sNt C$Nt=0.
(ii): Es sei s € Tz und t € desc(s). Dann existiert ein Pfad (¢;)!, von s nach ¢. Fiir alle
ie{l,...,m} gilt t; € chil(t;—1) und mit folgt t; C t;_1. Daraus folgt t C s.

(ii): Es seien s,t € Tz mit s Nt # (. Weiter seien (s;)!" und (¢;)!, Pfade von rz zu s
bzw. t. O.E.d. A. sei 0 < m = level(s) < level(t) = n. Mit folgt s;Nt; DsNt # ( fiir
alle 7 € {0, ...,m}. Daraus folgt mit s1,¢; € chil(rz) und s1 =11.

Induktiv folgt s = s, = t,,. Somit ist (¢;)I",, ein Pfad von s = ¢, nach ¢t = t,, und
t € desc(s).

: Folgt aus und . [

Korollar 3.2.6
Es sei Tz ein Clusterbaum. Dann gilt fiir alle £ € N

U t C 7.

teTr
level(t)=¢

BEWEIS: Die Inklusion gilt, da nach Lemma (ii) t C Z ist. Dass die Mengen
paarweise disjunkt sind, folgt aus Lemma (i). ]

Wir definieren den ab einem Level ¢ € N abgeschnittenen Clusterbaum, um zu zeigen,
dass die Beschriftungen der Blatter eines Clusterbaums 77 eine Partition der zugehdrigen
Indexmenge 7 liefern.
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3.2 Clusterbdume

Definition 3.2.7
Es sei 77 ein Clusterbaum. Fiir £ € N sei

T = {t € Tz | level(t) = €} U{t € Lz | level(t) < (}.

Das néchste Lemma zeigt, dass die Blétter eines Clusterbaums bzw. die zugehérigen
Beschriftungen eine Partition der Indexmenge bilden. Dies ist die wesentliche Eigenschaft
eines Clusterbaums.

Lemma 3.2.8 (Partition der Indexmenge)
Es sei Tz ein Clusterbaum. Dann gilt fiir alle £ € N

7= |t (3.7)
te7”

Insbesondere gilt

7= Jt (3.8)

teLr

BEWEISs: Wir zeigen die Aussage per Induktion. Es gilt 7-1(0) = {rz} und somit 1) fiir
¢=0.
Es gelte (3.7) fiir £ € N. Dann gilt mit (3.6)

I:Ut:UtUUs:UtUU Us

Lo O teLs sETI\Lx teLs s€Tz\Lz Scchil(s)
z level(t)SZ level(s):Z level(t)gé level(s)zé
= |J tu | s= |t

telr SETT teT(e"Fl)
level(t)<¢+1 level(s)=¢+1 z

Also gilt (3.7)).
Aus (3.7) mit £ = pz folgt (3.8). [ |

Viele Algorithmen werden mit einem Cluster aufgerufen, bei dem es sich nicht um die
Wurzel handelt. Um fiir diese die gleiche Theorie verwenden zu koénnen, definieren wir
Teilbaume.

Definition 3.2.9 (Teilbaum)
Es sei 77 ein Clusterbaum und ¢ € 77. Dann bezeichne 7y den Teilbaum von 77 mit der
Wurzel ¢ (siehe Lemma [3.1.16)), wobei T¢ die Beschriftung von 77 iibernimmt.

Korollar 3.2.10
Es sei Tz ein Clusterbaum und t € 7z. Dann ist T; ein Clusterbaum und es gilt

t:U’E.

feﬁt
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3 Hierarchische Strukturen

BEWEIS: T; ist ein Clusterbaum zur Indexmenge t, da sich alle Eigenschaften des
Clusterbaums auf den Teilbaum vererben.
Aus Lemma folgt der zweite Teil der Aussage. [ |

Lemma 3.2.11 (Aufwandsabschéitzungen fiir Clusterbdume)
Es sei Z eine endliche Indexmenge und 77 ein zugehoriger Clusterbaum. Dann gilt

> #t < pr#T. (3.9)
teTz

Falls zusatzlich jeder Nicht-Blatt-Cluster mindestens m > 1 Kinder hat, d. h. # chil(t) > m
fir alle t € T7\ Lz gilt, folgt

#Tz < %#ﬁz. (3.10)

BeEwEIs: Es gilt mit Korollar

depth(77) depth(77)

> #t = Z > #t < Z H#T = pr#I.

teTz teTz
level(t)=¢

Dies zeigt die erste Abschéatzung.
Da jeder Cluster aufer der Wurzel Kind genau eines Nicht-Blatt-Clusters ist (siehe Lemma

3.1.13), gilt

#Tr—1 = #(T7\{rz}) = # U chil(t) | = Z # chil(t)
teTz\Lz teTz\L1
> Z m = m# (T7\Lz) = m#Tz — m#Lz.
teTz\Lz

Durch Umstellen und Division mit m — 1 erhalten wir
1

> #Tz.

In spéteren Abschitzungen fiir den Aufwand kommen héufig sowohl #Z als auch #77 vor.
Wir zeigen als Néchstes, dass sich #77 in bestimmten Fallen durch #Z abschétzen ldsst.

Korollar 3.2.12
Es sei 77 ein Clusterbaum zur Indexmenge Z und jeder Nicht-Blatt-Cluster ¢ € 77\ Lz
habe mindestens 2 Kinder, d.h. chil(t) > 2. Es existiere kK € Ny mit #t > k fiir alle
t € L7. Dann gilt

#T

#’TISQ?

Insbesondere gilt #77 < 2#7Z, falls die Beschriftungen fiir alle Cluster nicht-leer sind.
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BEWEIS: Weil #t > k fiir alle t € L7 gilt, ist

#I S#t > > ko= k#Lg

teLr teLr
und es folgt #L7 < #Z/k. Zusammen mit Lemma [3.2.11| fiir m = 2 folgt

7
M _ups = oour, < 27T
m—1

4Tz < ;

Das Korollar [3.2.12] kénnen wir folgendermafien auf die Clusterstrategie des Modellpro-
blems anwenden.

Beispiel 3.2.13
Es sei n = 2¢, ¢ € N, und 77 der fiir das Modellproblem nach Beispiel [3.2.4| mit ny.x = 4k,
k € Nsg, konstruierte Clusterbaum. Dann gilt # chil(¢t) = 2 fiir alle ¢ € 77\Lz und
#t > 2k fiir alle t € L7. Mit Korollar folgt #7T7 < #Z/k.

Nach fithrt linearer Aufwand in jedem Cluster ¢ € 77 (d. h. in #t) zu einem Gesamt-
aufwand in O(pz#7Z). Da sich die Tiefe des Clusterbaums bei konstanter Blattgrofe und
konstanter Anzahl der Kinder mindestens logarithmisch zu #Z verhalt, erhalten wir in
diesem Fall wenigstens log-linearen Gesamtaufwand.

Andererseits zeigt Korollar dass fiir Algorithmen mit konstantem Aufwand in
jedem Cluster t € T7 der Gesamtaufwand linear bleibt (O(#Z)). Nach Lemma darf
in jedem Blatt t € L7 zusétzlich ein linearer Aufwand (O(#t)) betrieben werden, ohne
die Asymptotik des Gesamtaufwands zu erhéhen.

Diese beiden Betrachtungen geben uns eine Orientierung, welcher Aufwand in Cluster-
béumen erlaubt ist, um einen Gesamtaufwand in O(#Z) zu erhalten.

3.3 Blockbdaume

Fiir die Partition der Menge Z x J wird aus Clusterbdumen 77 und 77 ein neuer Baum
konstruiert, der sogenannte Blockbaum 7z 7. Da dieser wieder ein Clusterbaum ist,
bilden seine Blitter eine Partition von Z x J (siche Lemma [3.2.8)).

Bevor wir diese definieren, fithren wir noch eine vereinfachende Schreibweise ein.

Definition 3.3.1
Es sei Tz ein Clusterbaum. Dann sei fiir alle t € 77

ok . {t} , 1€ Lt
chil*(t) = {Chﬂ(t) iy (3.11)
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In Definition [3:3.2] fithren wir den Blockbaum ein. Dies ist der zentrale Begriff fiir die
hierarchische Partition von Matrizen.

Definition 3.3.2 (Blockbaum)

Es seien 77 und 77 Clusterbdume der Mengen Z bzw. J. Dann ist ein beschriftete Baum
Tzx7 C Tz X Tz ein Blockbaum zur Indexmenge Z x J mit zugehorigen Clusterbdumen
7Tz und 77, falls fiir die Wurzel

rxg = (rz,77) (3.12)
gilt, fiir alle b = (t,5) € Tzxg\Lzxs die Menge der Kinder durch
chil(b) = chil*(¢) x chil*(s) (3.13)
gegeben ist und fiir alle b = (¢, s) € Trx s die Beschriftung
b = txs (3.14)
ist. Die Menge der Bldtter sei
Lrxg = {b€ Trxy | chil(b) =0}.

Bemerkung 3.3.3
Es sei darauf hingewiesen, dass in (3.13]) der Fall

chil(b) = {t} x {s} = {(t,s)} = {b}

ausgeschlossen ist, weil Tz« 7 ein Baum ist.

Das néchste Lemma zeigt, dass jeder Blockbaum wieder ein Clusterbaum ist.

Lemma 3.3.4
Es sei Tzx 7 ein Blockbaum. Dann ist Tz« 7 ein Clusterbaum fiir die Indexmenge Z x J.
Insbesondere gilt

U »=12x7 (3.15)
belzxg
BEWEIS:[siche |12, Lemma 3.14 und Corollary 3.15|| |

Zusammen mit Lemma kénnen wir die Méachtigkeit eines Blockbaums gegen
die Anzahl seiner Blitter abschiatzen. Auf naive Weise erhalten wir mit Korollar [3.2.12]
#T1x7 < c#(Z x J). Diese Abschitzung ist zu grob, um spéter die gewiinschte Ergebnisse
zu beweisen. Dies liegt daran, dass Korollar [3.2.12] nur dann gute Abschatzungen liefert,
wenn die Blatter dhnliche Grofen haben.

Wie bereits angedeutet werden wir aber spéter sehr unterschiedliche Blocke haben. Um
trotzdem verniinftige Aufwandsabschétzungen zu erhalten, definieren wir die zusétzliche
Eigenschaft der Schwachbesetztheit fiir Blockbdume, wie sie in |2526| eingefiihrt wird.
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Definition 3.3.5 (schwachbesetzte Blockbidume)
Ein Blockbaum 77y 7 heifit cg,-schwachbesetzt, falls eine Konstante cs, > 0 mit

Csp > max{max#{s’ €Ty b=1(t,s)€Trxs},
teTz (3.16)

max# {1 € Tz | 0= (125) € Trs } |
s€Ty
existiert. In diesem Fall wird Tz s als c4p-schwachbesetzter Blockbaum bezeichnet.

Wir werden uns spéter noch damit beschéaftigen, inwieweit diese Eigenschaft fiir die von uns
betrachteten Blockbaume gilt. Zuerst nutzen wir die Definition, um fiir schwachbesetzte
Blockbaume zwei Abschéitzungen zu beweisen, die wir spéater fiir Aufwandsabschéitzungen
bendtigen.

Lemma 3.3.6 (Aufwandsabschéitzungen fiir Blockbidume)
Es sei Tzx g ein cgp-schwachbesetzter Blockbaum. Dann gilt

#EXJ < Cspmin{#’TZa #Tj} (317)

und

ST (#t+#s) < cop (AT +pg#T). (3.18)

b=(t,8)ETrx 7

BEWEISs: Um die Verwendung der c,,-schwachbesetzten Blockbédume vorzustellen, zeigen
wir hier nochmals die Schlussweise. Aus (3.16|) folgt (3.17) wie in |32, Lemma 6.3.4]:

#7-I><J = Z #{3 € TJ ’ (t,S) € 7-I><J7} < Z Csp = Csp#’TI-

teTr teTr

Analog folgt #Tzx7 < cop#T7. Also gilt (3.17)).
Die Schlussweise fir (3.18) wird in |26, Lemma 2.4] fiir die Speicherabschitzung der
H-Matrizen verwendet. Wir betrachten den Teil fiir die Zeilencluster und erhalten

doo#Ht =D > #H =D #t D> 1< oy > #t

b=(t,8)€Tzx g teTr s€Ty teTr s€Ty teTr
(t,5)€Tzx g (t,8)ETzx g

Mit (3.9)) folgt
Z #t < Cspz#t < CsppI#I'

b=(t,5)€Tzx 7 t€Tz

Analog folgen die Abschétzung fiir die Spaltencluster und somit die Aussage. [ |

Wie bei Clusterbdumen fiihrt linearer Aufwand in jedem Block eines schwachbesetzten
Blockbaums nach Lemma zu log-linearem Gesamtaufwand. Dies ist der typische Fall
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fiir die einfachen H-Matrix-Anwendungen. Fiir einfache Anwendungen der H?-Matrizen,
die eine zusétzlich Hierarchie nutzen, ist der Aufwand in jedem Block konstant. Mit
Lemma fiihrt der konstante Aufwand in jedem Block eines schwachbesetzten Block-
baums zu linearem Gesamtaufwand. Die Resultate entsprechen denen in Abschnitt
beschriebenen. Damit haben wir eine grundsétzliche Einschétzung fiir den Aufwand.
Der Aufwand entsteht teilweise nur in den Bldttern des Blockbaums. Dies kann offensicht-
lich gegen einen Aufwand in allen Blécken abgeschétzt werden. Falls jeder Nicht-Blatt-
Block mindestens zwei Kinder hat, folgt aus Lemma [3.2.11] dass damit zumindest die
Méchtigkeit des Blockbaums nicht wesentlich iiberschétzt wird.

Das Ziel ist, eine Matrixpartition zu konstruieren, bei der ein erheblicher Teil der Blocke
faktorisiert dargestellt werden kann, um so Speicher zu sparen. So verwenden z. B. die
spéter vorgestellten H-Matrizen eine Zwei-Term-Darstellung AB”, bei der A und B jeweils
nur wenige Spalten (k) haben. Dadurch reduziert sich der Speicheraufwand in jedem Block
von quadratisch auf linear. Da der lineare Speicheraufwand den Faktor k£ beinhaltet, muss
k wesentlich kleiner sein als die Anzahl der Zeilen und Spalten, um Speicher einzusparen.
Deshalb diirfen die Blocke nicht zu klein sein. Auf der anderen Seite diirfen die Blocke
nicht beliebig gewahlt werden, weil sonst das k sehr grofs gewéhlt werden muss, um eine
hinreichend gute Approximation zu erreichen. (Siehe dazu die Fehlerabschétzung fiir das
Modellproblem in Lemma ) Ein sehr grofses k wiirde wiederum den Speicheraufwand
vergrofsern. Also wird eine Funktion bendtigt, die beurteilt, ob ein Block gut approximiert
werden kann oder nicht.

Definition 3.3.7 (Zuléassigkeitsbedingung)
Es seien Tz, T7 Clusterbdume. Dann ist eine Funktion

adm : 77 X Ty — {true, false}

eine Zulassigkeitsbedingung auf Tz x Tz (engl.: admissibility).

Fiir das Modellproblem leitet sich die Zulassigkeitsbedingung aus der Fehlerabschétzung
in Lemma 2.5.2] ab.

Beispiel 3.3.8 (Zulissigkeitsbedingung)

Essei ¢ € N,n =2 7:={1,...,n} und 77 der Clusterbaum fiir das Modellproblem
aus Beispiel ZU Nmax € Nsg. Es sei Q; := supp(¢;) fiir alle i € Z der Trager der
Basisfunktion und Q; := (J; € fiir alle ¢ € Tz die Vereinigung der Tréger in dem Cluster
t. Dann definieren wir die Zuldssigkeitsbedingung

admig 177 X Tz — {true, false},
(t,s) — ({diam(§2) + diam(€s) } < ndist(, Qs)),
wobei 7 ein Parameter zur Wahl der Stirke der Zuldssigkeitsbedingung ist. Eine typische
Wahl ist n = 1.

Der Vergleich von Durchmessern und Absténden wie in Beispiel ist typisch fiir
Zulassigkeitsbedingung im Kontext der hierarchischen Matrizen. Hiufig wird bei H2-
Matrix-Anwendungen das Maximum der Durchmesser diam(2;) und diam(€2,) statt der
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Summe verwendet. Und fiir H-Matrizen wird typischerweise das Minimum statt der
Summe verwendet (siche |32, Kapitel 5]). Dies liegt daran, dass es fiir die H-Matrizen
ausreicht, beziiglich eines der beiden Cluster t oder s zu approximieren.

Mit Hilfe der Zulassigkeitsbedingung konnen wir die zuléassigen Blockbaume definieren.
Diese geben uns nicht nur eine Blockpartition der Matrix, sondern auch eine Einteilung in
Blécke mit niedrigem Rang (zuléssige Blocke) und Blocke mit hohem Rang (unzuléssige
Blocke).

Definition 3.3.9 (Zuléissiger Blockbaum)
Es sei Tzx 7 ein Blockbaum und adm eine Zuldssigkeitsbedingung auf 77 x 77. Dann
heifit Tzx 7 zuldssig beziiglich adm, falls fiir alle b = (¢, s) € Tzx 7 gilt

be Lrwy < ((adm(b) =true)V(t € LzVse Ly))
bzw. strikt zuldssig beziliglich adm, falls fiir alle b = (¢, s) € Tzx 7 gilt
be Lrvg < ((adm(b) =true) VvV (te L1 As€ Ly)).

Tzx7 wird dann auch (strikt) zuldssiger Blockbaum genannt. Die Blatter werden in
zuldssige und unzulédssige unterteilt:

LT, ; = {beLz]| adm(b) = true}  baw. (3.19)
Ls,; = {b€ Lz | adm(b) = false} . (3.20)

Starke Zuléssigkeitsbedingungen (kleineres 7, siehe Bild (c)) fithren zu einem Block-
baum mit mehr Blocken und kleineren zuldssigen Blocken. Umgekehrt hat ein Blockbaum
zu einer schwachen Zulassigkeitsbedingung (groferes ), siehe Bild (a)) weniger Blocke
und grofsere zuldssige Blocke. Typischerweise werden dafiir aber hohere Rénge fiir die
Niedrigrangmatrizen in den zuléssigen Blécken benétigt.

+

+

(b) n=10.5 (¢) n=10.25

Abbildung 3.2: Blockbdume des Modellproblems zu unterschiedlichen n: Unzuldssige
Blocke sind dunkelgrau und zuléssige Blocke sind hellgrau markiert.
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3 Hierarchische Strukturen

Die Definition lasst zu, dass auch Nicht-Blatt-Blocke zuléssig sind. Diese Situation
ist fiir die Theorie nicht relevant, solange der Blockbaum c,,-schwachbesetzt bleibt. In
der Praxis wollen wir, dass zuléssige Blocke stets auch Blétter sind, weil es effizienter ist,
moglichst grofte Blocke faktorisiert darzustellen. Dies kénnen wir durch die Konstruktion
in Algorithmus [3.3.1] sicherstellen.

Algorithmus 3.3.1 Die Funktion konstruiert den minimalen strikt zuléssigen Blockbaum
Tzx 7 zu den Clusterbdumen 77 und 77 und der Zuldssigkeitsbedingung adm
function BLockBAUM(b, Tz, T7, adm)
(t,s)="b
b=txs
if adm(¢, s) = true then
be L, ,
chil(b) =0
else
if (chil(t) = 0 A chil(s) = () then
be ‘CEXJ
chil(b) =0
else
b€ Trxg\L1xg
chil(b) = chil*(t) x chil*(s)
for v’ € chil(b) do
BrockBAUM(Y, Tz, T7, adm)
end for
end if
end if
end function

Bemerkung 3.3]/10
Der Algorithmus [3.3.1] aufgerufen mit b = (rz,r ), konstruiert einen strikt zuléssigen
Blockbaum 77x 7 zu den Clusterbdumen 77 und 77 und der Zuléssigkeitsbedingung adm.
Fiir alle Blocke b = (t,s) € Tzx 7 gilt adm(t, s) = true & b € E%XJ.

Den minimalen zuldssigen Blockbaum koénnen wir konstruieren, indem wir die zweite
If-Abfrage in Algorithmus durch (chil(t) =0 Vv chil(s) = @) ersetzen. Der minimale
zuléssige Blockbaum hat hochstens so viele Blocke wie der entsprechende minimale strikt
zuléssige Blockbaum. Auch sind beim minimalen zuléssigen Blockbaum fiir alle Blocke
b = (t,s) die Cluster ¢ und s auf demselben Level.

Dafiir konnen zuléssigen Blockbdumen Blatter haben, bei denen ein Cluster noch sehr grof
ist. Die zulédssigen Blockbdume werden fiir H-Matrizen benutzt und die strikt zuléssigen
fiir H2-Matrizen. Dass diese Wahl jeweils passend ist, erlautern wir spéter.

Fiir zuléssige Blockbdume ist die ¢gp-Schwachbesetztheit z. B. in |26] und [32, Abschnitt
6.4] untersucht. Dabei wird von minimalen zulissigen Blockbdumen ausgegangen, die den
Vorteil haben, dass fiir jeden Block der Zeilen- und der Spaltencluster auf dem selben
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Level liegen. Diese Eigenschaft kann fiir strikt zulédssige Blockbdume im Allgemeinen nicht
sicher gestellt werden, weshalb zusétzlich der Levelunterschied berticksichtigt werden
muss. Allerdings fehlen an dieser Stelle entsprechende Veroffentlichungen.

Wie bereits erwahnt, entscheidet die Zuléssigkeitsbedingung dariiber, ob ein Block faktori-
siert dargestellt wird oder nicht. D. h., dass die zulassigen Blatter in E}'x 7 In faktorisierter
Form und die unzuldssigen Blétter in L7, ; in vollbesetzter Form dargestellt werden.
Bevor wir auf Basis der zulédssigen Blockbdume die hierarchischen Matrizen in Abschnitt
einfithren, stellen wir noch den transponierten Blockbaum vor. Dieser ermdéglicht uns,
die Transponierte einer hierarchischen Matrix wieder als hierarchische Matrix darzustel-
len. Damit kénnen wir spiter Betrachtungen fiir die Zeilencluster auf die Spaltencluster
ibertragen (und umgekehrt).

Definition 3.3.11
Es sei Tzx 7 ein Blockbaum und adm eine Zuléssigkeitsbedingung fiir 77 x 7. Dann ist
der transponierte Blockbaum 7'ITX 7 durch die Blécke

(s,t) € Tixg & (t,5) € Trxg (3.21)
und die Kinder
chil” : T 7 = P(Th7), (s,8) = {(5,1)] (£, 5) € chil(t,s)} (3.22)

definiert. Die Beschriftung eines Blocks (s,t) € 7}1;j sei s X t. Die transponierte Zulds-
sigkeitsbedingung ist durch

adm” : T7 x Tz — {true, false}, (s,t) — adm(t, s) (3.23)
gegeben.

Lemma 3.3.12
Es sei Tzx 7 ein (strikt) zuldssiger Blockbaum zu Z x J mit Zuléssigkeitsbedingung adm.
Dann ist 7}TX 7 ein (strikt) zuléssiger Blockbaum zu J x T mit Zuléssigkeitsbedingung

adm? .

BEWEIS: Nach miissen wir zeigen, dass 7'I’l;j ein Baum mit T%Xj = (rg,rz) ist.
Da (rz,r7) =r1x7 € Tzxg gilt, ist 1, ; € T ;.

Es sei (s,t) € T7 ;. Wir miissen zeigen, dass ein eindeutiger Pfad von 71, ; zu (s,t)
existiert. Dazu zeigen wir, dass (t;, s;)/" genau dann ein Pfad in Tz, 7 ist, wenn (s;, ;)"
ein Pfad in TITxJ ist.

Es sei (t;,5;), ein Pfad in Tzx 7. Wegen (t;, s;) € Tzxs und gilt (s, t;) € TZJ-TXJ
fir alle ¢ € {0,...,m}. Und aus (t;,s;) € chil(ti—1,s,—1) und (3.22)) folgt (s;,t;) €
chil” ((si—1,ti—1)) fiir alle ¢ € {1,...,m}. Also ist (s;,t;)", ein Pfad in 77, ;. Die
umgekehrte Implikation folgt analog.

Nach Definition des Baums existiert ein Pfad (t;, s;)/" in Tzxgy mit (to, s0) = rzxg =
(rz,rg) und (tm, sm) = (t,s). Dann st (s;, ;) ein Pfad in T, ;, mit (so, to) = (rg,rz) =
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3 Hierarchische Strukturen

7wz und (sm,tm) = (s,t). Also existiert ein Pfad in 77 ; von 1, ; zu (s,t).

Es seien p; = (s}, 1} ) und pa = (s7,13)I, zwei Pfade in T ; von 7%, ; zu (s,t). Dann

177 177

sind (t},s1)™, und (t2, s?)"_, Pfade in Tzx7 von rzx gz zu (t,s). Da Tzrx s ein Baum ist,

19 °% 1991
miissen beide Pfade gleich sein und somit muss auch p; = po gelten. Also ist der Pfad in

7'ITXJ von T%Xj zu (s,t) eindeutig und TIij ein Baum.
Mit (3.23) folgt fiir alle (s,t) € T/, ; die Bedingung (3.13) an die Kinder

chil® (s,t) = {(3,1)|(£,5) € chil(t,s)} = {(5,1)| chil*(t) x chil*(s)}
= chil*(s) x chil*(¢).

Die Beschriftung von 77, 7 erfiillt per Definition die Bedingung . Somit ist 77, 7
ein Blockbaum.

Um zu zeigen, dass 7'ITX 7 zuldssig ist, miissen wir nach Definition die Bléatter
betrachten. Aufgrund der Definition von chil” gilt fiir die Bldtter von 7}1; 7

Licg = {(s.0)](ts) € Lzxg).
Dann gilt fiir alle (s,t) € £7, ; wegen (t,5) € L1y (siehe Definition
((adm(t,s) =true) V(t € L1 Vs € L7)) & ((ame(s,t) =true) V(s € Ly Vt € L7)).
Also ist 7'ITX 7 ein zuldssiger Blockbaum mit Zulédssigkeitsbedingung adm’". Die strikte

Zulassigkeit von 7}1; 7 folgt analog, falls Tzx 7 strikt zuldssig ist. [ |

Wie wir im Beweis sehen, ist es moglich, die Eigenschaften des Blockbaums getrennt
von der Zuldssigkeit zu zeigen. Allerdings benotigen wir die Aussagen im Folgenden nur
zusammenhéangend.

Fiir spatere Untersuchungen des Aufwands ist es wichtig, dass der transponierte Blockbaum
die gleiche cgp-Konstante wie der urspriingliche Baum hat.

Lemma 3.3.13
Es sei Tzx 7 ein cgp-schwachbesetzter Blockbaum. Dann ist der transponierte Blockbaum
7}1; 7 ebenfalls cs)-schwachbesetzt.

BEWEIS: Wir betrachten die Mengen aus . Nach gilt fiir alle s € 77

#{t eTr|b=(s,t)eTh s} =#{{ €Tz |b=(t,s) € Tzxs} < cs
und fiir alle t € 77

#{s eTs|b=(s) eThs}=#{ €Ty |b=(t,5) € Texg} < cyp.
Damit ist 7}1; 7 nach Definition csp-schwachbesetzt. [ ]

Zum Abschluss dieses Abschnitts zeigen wir noch einige technische Aussagen zum Zusam-
menhang zwischen Blocken und ihren Clustern.
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Lemma 3.3.14
Es sei Tzx 7 ein Blockbaum und b = (t,s),b' = (t',s') € Tzxy mit (t,s) # (t',5).

(i) Dann gilt level(b) = max{level(t), level(s)}.

(ii) Fir level(t) < level(d) gilt ¢ € L7 und fiir level(s) < level(b) gilt s € L.
(iii) Es gilt ' € pred(b) genau dann, wenn t' € pred(¢) und s’ € pred(s) ist.
)

(iv) Fiir alle £ € desc(t) und 8 € pred(s)\{s} mit (¢,3) € Trxs gilt, dass t = € L7 und
(f, §) ¢ L1y ist.
(v) Aus b’ = (t',s") € L1y 7 folgt t’ ¢ pred(t) oder s" ¢ pred(s).

BEWEIS: Zuerst untersuchen wir die Cluster zu einem Pfad im Blockbaum. Dazu sei
meN, ()7 € T mit ¢; € chil*(t;_1) fiir alle i € {0,...,m}. Wir definieren

my :=min{i € {0,...,m}|t; € LTV i=m},

wobei die Bedingung ¢ = m sicherstellt, dass das Minimum nicht iiber die leere Menge
genommen wird. Dann ist t; ¢ £7 und somit chil*(¢;) = chil(¢;) fiir alle i € {0, ..., m;—1}.
Also ist (t;);", ein Pfad. Des Weiteren folgt fiir alle i € {my,...,m — 1} induktiv
chil*(¢;) = {t;} und somit t;11 = ¢;. Also ist (), ein Pfad von ty zu t, = tp.

{): Es sei ()™ = ((ti, 5:))™, der Pfad von rzxs zu b. Weiter seien m; wie oben fiir
(i)™, und analog my fiir (s;)!", definiert. Dann ist (¢;);%, ein Pfad von rz zu t und
damit level(t) = m;. Genauso gilt level(s) = ms. Nach Bemerkung gilt t; ¢ L7 oder
si ¢ Lg fur alle i € {0,...,m — 1}. Also gilt {my,...,m—1}N{ms,...,m—1} = und
somit

max{level(t), level(s)} = max{m;, ms} = m = level(d).

(ii): Wir verwenden die Bezeichnungen aus dem Beweis zu (). Es sei level(t) < level(b).
Dann gilt m; = level(t) < level(b) = m. Damit folgt ¢t = t,, = t,,, € Lz. Der Fall
level(s) < level(b) folgt analog.

(iii): (=): Es sei b’ € pred(b). Dann existiert ein Pfad (b;), = ((¢;, si))", von b’ zu b.
Es sei my fiir (¢;)]", wie in der Vorbetrachtung oben definiert. Dann ist (¢;)!", ein Pfad
von tg = t' zu ty,, = t,, =t und somit ¢’ € pred(t). Analog folgt s’ € pred(s).

(<): Es sei t' € pred(t) und s’ € pred(s). Es sei (b)), = ((ti,si)), der Pfad von
rrxg zu b und (07, = ((t}, s5))1, der Pfad von rzx7 zu b'. Wegen ' € pred(t) und
s € pred(s) gilt nach

m = level(b) = max{level(t),level(s)} > max{level(t'),level(s’)} = level(b)) = m/ .
Wir zeigen induktiv b, = ¥/, fiir alle n € {0,...,m'}. Es gilt by = rzxs7 = b}.
Es sei n € {0,...,m' — 1} mit b, = b),. Dann gilt ¢,1 € pred(t) und ¢, ; € pred(t') C

pred(t). Wegen der Eindeutigkeit des Pfades von t,, = t;, zu t folgt t,41 =t ;. Analog
folgt sny1 = 57,1 und somit b, 1 = by, ;. Also gilt b,y = b/, = b’ und damit b’ € pred(b).
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(iv): Es sei € desc(t) und 3 € pred(s)\{s} mit (Z,8) € Tzxs. (Falls diese nicht existieren,
folgt die Aussage direkt.) Dann gilt § ¢ £7. Mit (i) und folgt

level(t) < level(f) < level(,8) = level(5) < level(s) < level(t,s).

Aus folgt ¢t € £7 und somit £ = ¢.

Es bleibt zu zeigen, dass (¢,8) ¢ L1y ist. Mit ¢ € pred(t) und § € pred(s)\{s} folgt
(t,3) € pred(t, s)\{(t, 5)} € Tzxg\Lzx 7 aus ().

(v): Wegen ¥’ € L1557 und b’ # b folgt b’ ¢ pred(b). Mit folgt die Aussage. |

Als Néchstes betrachten wir, wie aus der durch die Blockbdume konstruierten Blockparti-
tionen datenschwache Darstellungen fiir Matrizen definiert werden konnen.

3.4 Hierarchische Matrizen

Wir stellen in diesem Abschnitt die hierarchischen Matrizen (sowohl - als auch #H2-
Matrizen) vor. Dabei fithren wir auch die H-Matrizen kurz ein, um die Struktur der
H2-Matrizen besser erliutern zu kénnen. Insbesondere soll herausgestellt werden, welcher
Aufwand an gewissen Stellen erlaubt ist, um lineare bzw. log-lineare Komplexitét zu
erreichen.

Definition 3.4.1
Es sei 77 ein Clusterbaum und k£ = (kt)ie7; eine Familie von paarweise disjunkten
Indexmengen k;. Dann nennen wir k eine Rangverteilung zu Tr.

Bemerkung 3.4.2
Falls ein k € N mit #k; = k fiir alle t € 77 existiert, bezeichnen wir k auch als den lokalen
Rang.

Da jeder Blockbaum insbesondere ein Clusterbaum ist, sind Rangverteilungen auch auf
Blockbédumen definiert. Damit konnen wir die Menge der H-Matrizen zu einem zuldssigen
Blockbaum und einer Rangverteilung definieren.

Definition 3.4.3 (H-Matrizen)
Es sei Tzx 7 ein zuldssiger Blockbaum und & := (kp)pe77, , €ine Rangverteilung. Dann ist

H(Tzxg. k) = {X e RP* | Vbe L}, ;: Rang (X)) < #kp} (3.24)
die Menge der ‘H-Matrizen mit Blockbaum 774 7 zur Rangverteilung .
Die in Definition[2.4.10]eingefiihrte Rang-k-Darstellung fiir Matrizen mit Rang k ermoglicht

die Reduzierung des Speicherbedarfs auf lineare (k(#Z + #J)) statt des quadratischen
(#Z#J) fir vollbesetzte Matrizen. Dies motiviert die folgende Darstellung fiir H-Matrizen.
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Abbildung 3.3: Vergleich vollbesetzte Blockmatrix zu H-Matrix: Die vollbesetzten Ma-
trizen in den zuléssigen (hellgrauen) Blocken links werden rechts durch
Niedrigrangmatrizen ABT (gestreift) ersetzt.

Definition 3.4.4 (H-Matrix-Darstellung)
Es sei X € H (Tzxg,K). Es sei (A, B) = <Ab7Bb)beLJi_ J, wobei (Ap, By) fiir alle b €

E}rx 7 eine Rang-rp-Darstellung von X, sei (siehe Definition . Weiter sei N :=
(Nb)beﬁng = (le)beﬁng' Dann ist
(Tzx7, Ky N, (A, B))
eine ‘H-Matriz-Darstellung von X. Die zu der Darstellung gehorige H-Matrix wird mit
H(Tzxg, K, N, (A,B)) = X

bezeichnet.

Die Verwendung von N, fiir die Matrizen X, b € L7, 7, stammt von dem Begriff
der Nahfeld-Matrizen. Diese Bezeichnung erkléart sich durch Zulassigkeitsbedingungen
wie aus Beispiel weil bei diesen, nah (im Verhéltnis zu ihrer Grofe) beieinander
liegende Cluster unzuléssig sind. Fiir das Modellproblem kénnen wir die Rang-k-Matrizen
definieren.

Beispiel 3.4.5

Um eine H-Matrix-Approximation fiir das Modellproblem aus Abschnitt zu definieren,
fixieren wir ein m € N und definieren fiir jeden zuléssigen Block b = (t, s) die Rang-m-
Darstellung (Ap, By) durch

Ay = Vim und By = Ws,mSZj,m7

wobei Vi i, W und Sy, die Matrizen aus Definition seien. Falls wir die Zulassig-
keitsbedingung admi, aus Beispiel verwenden, liefert uns Lemma [2.5.4] eine obere
Schranke fiir den Fehler.
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Als Nachstes betrachten wir den Speicheraufwand fiir H-Matrizen. Im Falle eines cg,-
schwachbesetzten Blockbaums kénnen wir den Speicheraufwand folgendermafsen abschét-
Zen.

Lemma 3.4.6 (Speicheraufwand fiir #-Matrizen)
Es sei Tzx g ein zuléssiger cg,-schwachbesetzter Blockbaum,

X =H(Tzxs, &, N, (A,B)).

eine H-Matrix, npax := max  #r und kpay := max Fkyp. Dann ist der Speicherauf-
TEﬁzuﬁj bEE;XJ

wand fiir die H-Matrix-Darstellung von X

Nst (Exjv K, N7 (A7B)) < Cspmax{nmamkmax} (PZ#I+PJ#j)-

BEWEIS: [siche [26, Lemma 2.4|| ]

Im Beweis wird ausgenutzt, dass sich der Speicheraufwand fiir jedes Blatt (¢,s) € Lzx7
durch max{nmax, kmax } (#t + #s) abschétzen ldsst. Die Abschitzung fiir den gesamten
Speicheraufwand folgt dann wie in Lemma [3.3.6]

Um die Aufwandsschranken einfach zu vergleichen, verwenden wir das Landau-Symbol
O. Dabei wollen wir die Entwicklung in der Problemgréfe n und dem lokalen Rang &
beschreiben. Dazu machen wir einige grundsétzliche Annahmen.

Bemerkung 3.4.7

Die Problemdimension bezeichnen wir mit n € N und den lokalen Rang mit £ € N, wobei
dieser von n abhangen kann. Wir gehen davon aus, dass die Dimension der Problemmatrix
sich wie n verhalt, d. h. #Z, #J € O(n). Fiir die Clusterbédume gelte #7z, #77 € O(n/k),
pz, p7 € O(log(n)) und #t, #s € O(k) fir alle t € L7 und s € L. Der Blockbaum
Tzx 7 sei cgp-schwachbesetzt mit von n unabhéngiger Konstante cp,. Aufierdem seien alle
lokalen Rénge in O(k).

Die Annahme zur Méchtigkeit der Clusterbdume ist durch Korollar [3:2.12] motiviert. Auch
wird typischerweise angenommen, dass die Clusterbdume nicht entartet sind, d. h. die
Tiefe sich wie log(n) verhalt. Dies ist bei geometrischen Clusterstrategien fiir gleichméfig
verteilte Freiheitsgrade oder fiir kardinalitatsbalancierten Clusterstrategien erfiillt. Die
Grofe der Blattcluster kann normalerweise vom Anwender geeignet gewéhlt werden.
Die Schwachbesetztheit der Blockbdume ist eine typische Annahme in Kontext der
hierarchischen Matrizen (siehe [12,32]).

Im Falle der Annahme aus Bemerkung [3.4.7] folgt, dass der Speicheraufwand fiir H-
Matrizen in O(nlog(n)k) liegt. Der Rechenaufwand der Matrix-Vektor-Multiplikation fiir
H-Matrizen ldsst sich gegen den zweifachen Speicheraufwand abschétzen (siche [26, Lemma
2.5]).
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Bemerkung 3.4.8

Nicht-zulédssige Blatter eines zuldssigen aber nicht strikt zulédssigen Blockbaums kénnen
aus einem Blatt-Cluster und einem Nicht-Blatt-Cluster bestehen. Da kpax und npax typi-
scherweise dhnlich grofs sind, bringt eine weitere Aufteilung solcher Blocke bei H-Matrizen
keine wesentlichen Speicherersparnisse. Deshalb werden bei H-Matrizen typischerweise
zulassige Blockbdume genutzt.

Als ersten Schritt zur Reduzierung des Speicherbedarfs betrachten wir die uniformen H-
Matrizen. Fiir diese nutzen wir eine Drei-Term-Faktorisierung V3,5, W;I' mit einer (kleinen)
Kopplungsmatrix Sp € R#*As und lokalen Rangen x; und A;. In dieser Form wird der
Speicheraufwand nicht reduziert, da die Matrizen V;, und W} die gleiche Grofe wie Ay
bzw. By haben. Wir verwenden die Matrix V}, allerdings nicht nur fiir den Block b = (¢, s),
sondern auch fiir alle Blocke b = (t,5) mit Zeilencluster t. Deshalb bezeichnen wir die
Matrix mit V;. Dieses Vorgehen verlagert einen Teil des Speicheraufwands von den Blécken
in die Cluster. Darauf basiert die Definition der uniformen H-Matrizen.

Definition 3.4.9 (Uniforme #-Matrizen)

Es sei Tzx 7 ein zuldssiger Blockbaum und & := (kt)ie7; und A := (A;)se7, Rangver-
teilungen. Weiter seien V; € RtIXX,':;, t € Tz, und Wy € ]Rg;;‘ss, s € Tz gegeben. Dann
definiert

Huni (7-IXJ> (V;f)teTza (WS)SETJ)
= {X eRT Vb= (t,5) € L}, ,3S, € R™N : Xy = VS, Wi}

die Menge der uniformen H-Matrizen zum Blockbaum 77«7 und den Matrixfamilien

(Vi)te7; und (WS)SETJ'

Offensichtlich sind die uniformen H-Matrizen Hyn; (TIX 7 V)eers, (W) 867-]) eine Teil-
menge der H-Matrizen H (Tzx 7, k), wobei die Rangverteilung & fiir alle (¢,s) € E;XJ
durch Fg ) = ki gegeben sei. (Dazu wihle A, := V; und B, := WSS;;F fir alle
b=(t,s) € L], ;)

Bei der Definition der uniformen H-Matrizen wird die Darstellung der zuléssigen Blocke
durch die Festlegung der Matrizen V; und W deutlich eingeschrénkt. Dies hat den Vorteil,
dass die uniformen H-Matrizen einen Teilraum des RZ*7 bilden.

Lemma 3.4.10 (Raum der uniformen #-Matrizen)
Die Menge der uniformen H-Matrizen Hun; (sz 7 Vet , (Ws) seTj) bildet einen Teil-
raum des RT*J

BEWEIS:Der Beweis verlduft analog zur Aussage fiir H2-Matrizen in [12, Remark 3.37].
Es seien A, B € Huni (7-I><J, (Vi)ters, (Ws)seTj) und o € R. Um die Aussage zu beweisen,
zeigen wir A + aB € Huni (TIXJ, (Vi)ters, (Ws)seTJ)~ Dazu betrachten wir ein zuldssiges
Blatt b = (t,s) € E}'XJ. Nach Definition existieren Matrizen Sy4 3 und Spj mit

(A + CMB)‘b = A|b + CMB‘b = ‘/tSA,bWS* + aWSB,bW: = Vt(SA,b + aSB,b)W:~
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3 Hierarchische Strukturen

Abbildung 3.4: Vergleich H-Matrix zu uniformer H-Matrix: Es werden nur noch k x k-
Matrizen in den zuldssigen Blocken gespeichert. Dafiir miissen die Matrizen
Vi bzw. Wy in den Clustern gespeichert werden.

Somit folgt die Aussage. [

Als Néchstes definieren wir die Darstellung der uniformen H-Matrizen.

Definition 3.4.11 (Darstellung von uniformen #-Matrizen)
Es sei X € Huni (TIXJ, (Vi)teTs, (Ws)seTj)' Fiir alle b € E%Xj seien S, € R%*As mit
Xip = V;SyWZ. Dann ist das Tupel

(EXJ: (‘/t)t€7-17 (WS)SGTju (X|b)b€£’5><j’ (Sb)beﬁérxj)

eine uniforme H-Matriz-Darstellung von X und die Matrix wird mit

X = Huni (7-I><J’ (W)te'ﬁfa (WS)SETJ7 (X|b)beﬁnga (Sb)beﬁ%x‘j>

bezeichnet.

Nach Bemerkung [2.2.10[ werden die Matrizen V; € RtI;,f: und Wy € RSJXX/\)S‘S natirlich nur
als Matrizen in Rt bzw. RS**s gespeichert. Bevor wir den Speicheraufwand betrachten,

wollen wir ein Beispiel fiir eine uniforme H-Matrix angeben.

Beispiel 3.4.12

Die uniforme H-Matrix-Approximation zu Rang m € N fiir das Modellproblem aus Ab-

schnitt definieren wir mit Hilfe der Matrizen (Vi )te7, (Wsm)seT, und (Spom)pe ot
IxXTJ

aus Definition 2.5.3] Falls der zugrunde liegende Blockbaum die Zulassigkeitsbedingung
admiy aus Beispiel verwendet, liefert uns Lemma eine Fehlerkontrolle.
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3.4 Hierarchische Matrizen

Als Néchstes schitzen wir den Speicherbedarf ab, wobei wir den Speicherbedarf fiir die
Darstellung des Raums durch die Matrizen V; und W, und fiir die Darstellung eines
Elements durch die Matrizen X, und S, einzeln betrachten.

Lemma 3.4.13 (Speicheraufwand fiir uniforme #-Matrizen)

Es sei Huni (TIX T Viers, (W) 867-]) ein Raum von uniformen H-Matrizen mit strikt
zuléssigem cgp-schwachbesetztem Blockbaum 77y 7 und Rangverteilungen (k;)ie7; und
(Xs)seTy- Weiter sei

Nmax := max #F#r und FKpay := max < max #kg, max #\g o .
relLzUL s teTr s€Ty

Dann ist der Speicheraufwand fiir die Darstellung des Raums durch

J\/:st((‘/t)teTzv (WS)SET]) < kmax(pI#I + p.j#j)

beschrankt. Falls die Darstellung des Raums gespeichert ist, benotigt jedes Element
X = Huni (7’I><Ja (V;f)tETIa (WS)SGTJ7 (X\b)bgﬁng) (Sb)bef%‘xj> einen Speicheraufwand
von hochstens

NSt ((Xb)beﬁngv (Sb)beﬁéxj) < Csp INAX {nrQnam k?nax} min {#7}:7 #Tj} .

BEWEIs:Der Beweis dhnelt der Abschiitzung fiir H?-Matrizen in [12, Lemma 3.38)].
Fiir die Matrizen in den Clusterbdumen folgt aus (3.9))

-/\/’st ((V;f)tGTI)) = Z/’it#t < kmapr#I
teTz

und

-/V:st ((Wt)SETj)) = Z Ast#s < kmaxp[]#j-

s€Ty

Beides zusammengesetzt ergibt die erste Aufwandsabschitzung.

Um den Aufwand fiir ein Element abzuschétzen, betrachten wir die Blatter des Blockbaums.
Es sei b= (t,s) € L7, ; ein unzuléssiges Blatt. Weil Tz 7 strikt zuldssig ist, folgt ¢t € L7
und s € L 7. Also gilt

Nt (Xip) = #t#s = ni,.
Fiir ein zuléssiges Blatt b € E;X 7 eilt
-N’st (Sb) = RtAS < kl%lax'
Aus der cgp-Schwachbesetztheit von 7z 7 folgt mit (3.17)

Z Nst (X\b)"i_ Z -N’st(sb) = Z n12naX+ Z kr2nax

bEEExJ beLJIrXJ bEEExJ bEE%xJ

= CspmMax {n12nax> k?nax} min {#7%7 #TJ} .
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3 Hierarchische Strukturen

Somit gilt die Behauptung. [

Falls die Annahmen aus Bemerkung [3.4.7] gelten, erhalten wir, dass der Speicheraufwand
fiir ein einzelnes Element in O(nk) liegt. Allerdings besitzt der Speicheraufwand zum
Darstellen des Raums der uniformen -Matrizen die Komplexitat O(n log(n)k). Um diese
noch weiter zu verringern, nutzen wir die Hierarchie der Clusterbdume aus. Die Matrizen
V; speichern wir nur in den Blattern direkt. Fir alle Nicht-Blatt-Cluster verwenden wir
sogenannte Transfermatrizen, mit denen sich V; aus den Matrizen fiir die Kinder berechnen
lasst. Diese Idee fassen wir mit dem Begriff der sogenannten Clusterbasen zusammen.

Definition 3.4.14 (Clusterbasen)
Es sei Tz ein Clusterbaum und (k¢)tc7;, eine Rangverteilung. Dann ist ((Vi)ierz, (Et)teTs)
mit

V, e REX" ynd B, € R*%  fiir alle t € T, { = par(t)

t X Kt
eine Clusterbasis, falls fiir alle t € T7\ L7 gilt

Vi = Y VB (3.25)
techil(t)

Bemerkung 3.4.15
Fiir tq,t9 € Chﬂ(t), t1 # to, gilt t1 Nty = (. Und wegen V% eR

t € chil(t). Deshalb ist (3.25) dquivalent zu

IXI{E
tXK,E

gilt I;Vy = V} fiir alle

Vig = Vi = Y VB, = Y TILVE. = ViE;. (3.26)
réechil(t) rechil(t)

Als Erstes wollen wir eine Clusterbasis fiir unser Modellproblem angeben.

Beispiel 3.4.16
Es sei m € N. Fiir t € T7\Lz, € chil(t) definieren wir die Transfermatrix E € R&*K
K:={0,...,m—1},

e falls <
= falls p < v
(Euv = { (=)

0 falls p>v

wobei x4, xy die Mittelpunkte der Cluster ¢ bzw. { sind. (Mit dem Mittelpunkt eines
Cluster t ist der Mittelpunkt x; der Vereinigung der Trager der Basisfunktionen 2; aus
Beispiel gemeint.) Dann ist (Vim)ie7ss (Etm)te7;) mit Vi, aus Definition m

eine Clusterbasis.

BEWEIS:[siche |12, Abschnitt 2.8 ]
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3.4 Hierarchische Matrizen

Im Beispiel [3.4.16| haben wir vernachléssigt, dass die Rangverteilungen eigentlich paarweise
disjunkt sein sollen. Natiirlich kénnen wir einfach Indexmengen k; mit #x; = m statt K
wahlen und ansonsten genauso wie oben vorgehen.

Bevor wir den Speicheraufwand abschétzen, machen wir noch eine Anmerkung zur
Implementierung.

Bemerkung 3.4.17

Die Matrizen V; werden in den Algorithmen nur fiir die Blatter gespeichert. Auch wird die
Matrix E)., nicht gespeichert. Wir haben diese Matrizen in die Definition mit aufgenommen,
um die Theorie einfacher formulieren zu kénnen.

Nach Bemerkung werden die Matrizen V; € RZX*t als Matrix in R¥t gespeichert.

tX K¢
Auch hier hat die Definition als Matrix in RZ*#t rein formale Griinde.

Das néchste Lemma zeigt, dass mit Hilfe der in (3.25)) beschriebenen Hierarchie der
Speicheraufwand fiir die Clusterbasis unter Beriicksichtigung von Bemerkung auf
lineare Komplexitéat reduziert wird.

Lemma 3.4.18 (Speicheraufwand von Clusterbasen)
Es sei ein Clusterbaum 7z, eine zugehdrige Rangverteilung (x¢)¢c7; und eine Clusterbasis
(Vi)teTs, (Bt)teTs) gegeben. Weiter sei kmax = maxie7; #+¢. Dann gilt unter Berticksich-
tigung von Bemerkung
Nst (((Vt)teﬁzv (Et)tETI)) < Emax#Z + k?nax#TI-

BEWEISs:|vergleiche |12, Lemma 3.38]]
Es gilt fiir alle ¢ € 77 und £ := par(t)

Nst(‘/t) = #t/‘?t < kmax#t und Nst(Et) = KRy < k?nax'

Aus folgt fiir den Speicheraufwand
Nst ((V;f)tETIv (Et)tGTI) = Z Nst(‘/t) + Z -/\/—st(Et) = Z kmax#t + Z k?nax

teLr teTr teLr teTr
2
= kmaX#I + kmax#,]-I-

Bemerkung 3.4.19
Falls die Annahmen aus Bemerkung [3.4.7| gelten, haben die Clusterbasen einen Speicher-
aufwand in O(kn). Der Speicheraufwand ist also linear im lokalen Rang k und in der
Problemdimension n.

Die Clusterbasen ermdglichen, den log-linearen Aufwand, der bei den uniformen H-
Matrizen im Clusterbaum entsteht, auf lineare Komplexitdt zu reduzieren. Aus der
Kombination der uniformen H-Matrizen mit Clusterbasen entsteht die Struktur der
H2-Matrizen.
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3 Hierarchische Strukturen

Definition 3.4.20 (H?-Matrizen)
Es seien Tzx 7 ein zuldssiger Blockbaum und V' := (V;)ie; und W := (Wg)set, Cluster-
basen mit Rangverteilungen (x¢)ie7; bzw. (As)se7,. Dann ist

H2 (Towr, VW) = {X e RT | Wb = (t,5) € L}, ;3S) € RN X)), = V}SbWST}

die Menge der H?-Matrizen zum Blockbaum Tz 7, der Zeilenclusterbasis V' und der
Spaltenclusterbasis W.

Es sei darauf hingewiesen, dass in der Definition der H?-Matrizen wie bei den uniformen
H-Matrizen bereits feste Clusterbasen vorausgesetzt werden. Dies hat den Vorteil, dass
die Menge der H2-Matrizen aus Definition [3.4.20| einen Teilraum von RZ*7 bildet.

Lemma 3.4.21 (Raum der H2-Matrizen)
Es sei Tzx 7 ein zuldssiger Blockbaum und V' und W Clusterbasen. Die Menge

7‘[2 = H2 (Exj, ((V;&)tETIa (Et)tETI) ) ((WS)SGTJ’ (FS)SETJ))

bildet einen Teilraum von RZ*7 . Insbesondere bildet (H2,||. ||r) einen Hilbertraum.

BEWEIS: Nach Definition 13.4.9 der uniformen H-Matrizen und der Definition [3.4.20| der
H2-Matrizen gilt

7'[2 (EX]» ((‘/t)tETIa (Et)tETI) ) ((WS)SGTJ’ (FS)SETJ))
= Huni (EXJ, (V;f)t€7-17 (WS)SETJ) .

Damit folgt die Behauptung aus Lemma [3.4.10} ]

Die H2-Matrizen sind also eine Spezialisierung der uniformen H-Matrizen, die wiederum
eine Teilmenge der entsprechenden H-Matrizen bilden. Wie bei den uniformen H-Matrizen
liefert bereits die Definition der H2-Matrizen eine Darstellung fiir die einzelnen Elemente.

Definition 3.4.22 (Darstellung von H?-Matrizen)
Es sei Tzx 7 ein zuldssiger Blockbaum und V' und W Clusterbasen zu Tz bzw. T7. Weiter
sei X € H?(Tzxg,V,W). Dann nennen wir

(TIXJv V.w, (le)beﬁng’ (Slb)beqxj)
eine H2-Matriz-Darstellung von X und die zugehorige H2-Matrix bezeichnen wir mit

2
X =*H (TIxJ,V,W,(le)bechf(slb)bd%w)’

wobei die sogenannten Kopplungsmatrizen Sy die Eigenschaft aus der Definition [3.4.20)
erfiillen. Die Drei-Term-Darstellung V;S,W7 fiir einen zuliissigen Block b = (t,s) € £, 7
bezeichnen wir auch als uniforme Matriz.
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3.4 Hierarchische Matrizen

Abbildung 3.5: Vergleich uniforme H-Matrix zu H2-Matrix: Der Speicheraufwand in
den Clustern wird durch die geschachtelte Darstellung mit Hilfe der
Transfermatrizen der Clusterbasen reduziert.

Weil wir im Folgenden hiufig H2-Matrizen betrachten, fiihren wir an dieser Stelle noch
einige Bezeichnungen ein.

Bezeichnungen 3.4.23
Die sogenannten Nahfeld-Matrizen in den unzuléssigen Blattern werden mit

N = (Nb)be£*

IxJ = (X|b)b€£5xj

und die Kopplungsmatrizen werden mit S := (Sp) ct, bezeichnet.
In dieser Notation hat eine H?-Matrix X die Darstellung
X = H*(Tzxg, V,W, N, S).

An dieser Stelle sei nochmals darauf hingewiesen, dass die Notation fiir den H2-Matrix-
Raum H?(Tzx7,V, W) impliziert, dass Trx s ein zulissiger Blockbaum und V und W
Clusterbasen sind. Falls wir die Transfermatrizen oder Rangverteilungen benétigen, werden
wir sie extra benennen.

Fiir das Modellproblem kénnen wir eine H2-Matrix folgendermafen definieren.

Beispiel 3.4.24
Es sei m € N. Weiter seien 77 der Clusterbaum aus Beispiel [3.2.4) T7. 7 ein Block-
baum zur Zuléssigkeitsbedingung aus Beispiel V= ((Vim)terzs (Brm)ter;) =W
die Clusterbasis aus Beispiel und S = (Sb,m)be £, die Kopplungsmatrizen wie
in Beispiel Dann ist H*(Tzx7,V, W, N, S) eine H2-Matrix-Approximation des
Modellproblems, wobei der Fehler durch Lemma beschrankt ist.

65



3 Hierarchische Strukturen

Als Niéchstes schitzen wir den Speicheraufwand ab. Dabei nutzen wir aus, dass wir den
Speicheraufwand fiir die Elemente von uniformen H-Matrix-Radumen und fiir Clusterbasen
bereits abgeschitzt haben.

Lemma 3.4.25 (Speicheraufwand fiir #2-Matrizen)

Es sei X = H?(Tzx7,V, W, N, S) mit strikt zuldssigem, csp-schwachbesetztem Blockbaum
Tzx7 und Clusterbasen V' und W mit Rangverteilungen (x¢)ie7; bzw. (Xs)se,. Weiter
seien

Nmax := max #r und Kpax := mMax < max #k¢, max #Ag o .
relLzUL teTr s€Ty

Dann gilt

Cop + 2

'N‘St (%2 (7-Z><~77 V’ VV’ N’ S)) < max {ngnam kl%aax} (#7-1 + #7:7)
+ kmax(#IJr #j)

BEWEIS: |vergleiche |12, Lemma 3.38|]
Weil X = Huni(Tzx 7, V, W, N, S) gilt, folgt aus Lemma |3.4.13

Nst(N,S) < c¢5pmax {nfnax, k‘fnax} min {#77, #77}.
Fiir den Speicheraufwand der Clusterbasen gilt nach Lemma [3.4.18

Nat(V,W) = Nut(V) + Nat(W) < kmax (BT + #T) + k20 #T7 + #T7).

Mit min{#7Tz, #77} < (#7Tz + #7T7)/2 folgt die Aussage. |

Falls die Annahme aus Bemerkung [3.4.7] gilt, ist der Speicheraufwand in O(nk), also
linear in den lokalen Réngen und in der Problemdimension.

Wie wir spéter erlautern werden, lasst sich diese Komplexitat auf die Matrix-Vektor-
Multiplikation iibertragen (siche Lemma. Falls die Clusterbasen der Ergebnismatrix
bereits bekannt sind, ldsst sich das optimale Verhalten in der Problemdimension sogar auf
komplexere arithmetische Operationen wie die Matrix-Matrix-Multiplikation {ibertragen
(siehe [8]). Der Ubergang vom RZ*7 zu festen H2-Matrix-Teilriumen reduziert den
Aufwand also erheblich.

Das Problem besteht bei der Arithmetik darin, dass die Clusterbasen und somit die
richtigen H?-Matrix-Teilrdume i. A. nicht bekannt sind. Wir wollen also eine Methode
finden, die es uns erméglicht, wihrend der Arithmetik adaptiv eine gute Clusterbasis zu
berechnen. Dazu miissen wir die Struktur der H2-Matrix niher untersuchen. Insbesondere
soll beschrieben werden, welche Teile einer Matrix durch die Clusterbasen V und W
darstellbar sein miissen, um sie als H2-Matrix zu V und W zu reprisentieren.

Bei dieser Untersuchung wollen wir uns vor allem auf die Zeilenclusterbasis konzentrieren.
Um die Ergebnisse und Algorithmen auch auf die Spaltenclusterbasis zu iibertragen,
nutzen wir den transponierten Blockbaum (siche Definition . Mit dessen Hilfe

konnen wir die Adjungierte einer H2-Matrix wieder als H2-Matrix darstellen.
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Lemma 3.4.26
Es sei H = H*(Tzx7,V, W, S, N) eine H2-Matrix. Dann gilt

' = W1k ;. W, v, 8T, NT),

wobel ST 1= (S, ) (sye(cs, )+ Wd N = (N o)) sye(es, ,)- seb

BEWEIS: Es sei (s,t) € LT, ;. Dann ist nach Lemma [3.3.12{ (t, s) € L1 7. Falls (s,t) in
EN 7 unzuldssig ist, gilt dies auch fiir (¢,s) in Tzx7 und es folgt

(HM)jsxs = (Higxs)” = (Ns)” = (NT) (5
Falls andererseits (s,t) in 77, ; zuléssig ist, gilt dies auch fiir (¢, s) in Tzx7 und es folgt
(H)jsxt = (Higxs)' = MiSpW)T = WalSn) Vil = Wa(ST)en Vi

Damit folgt die Behauptung. [ |

Also kdnnen wir Algorithmen, die fiir die Zeilenbasis konstruiert sind, einfach mit der
Spaltenbasis und der adjungierten Matrix durchfithren. Dies erlaubt es uns, im néchsten
Kapitel vor allem die Zeilenbasis zu betrachten.
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4 Rekompression von H?-Matrizen

In diesem Kapitel untersuchen wir, wie eine H2-Matrix rekomprimiert werden kann. Wir
suchen also fiir eine gegebene H2-Matrix eine H2-Matrix-Darstellung mit niedrigeren loka-
len Réngen und kontrollierbarem Approximationsfehler. Techniken fiir die Approximation
von Matrizen durch H2-Matrizen sind in diversen Arbeiten entstanden, siehe [7,9,/10,/16].
Wie orientieren uns in diesem Kapitel bei den Algorithmen fiir die Rekompression von
H2-Matrizen an der in |12, Kapitel 6] vorgestellten Version.

In Abschnitt untersuchen wir, welche Matrizen durch gegebene Clusterbasen dar-
stellbar sind. Insbesondere beschreiben wir durch die sogenannten totalen Clusterbasen,
welche Teile durch die jeweiligen Clusterbasen représentiert werden miissen. Danach
beschreiben wir in Abschnitt die orthogonalen Clusterbasen. Diese ermdglichen uns,
eine orthogonale Projektion (bez. der Frobeniusnorm) auf den Raum der zugehorigen
H2-Matrizen zu definieren, die wir effizient berechnen koénnen. Nachdem wir die Ge-
stalt der H2-Matrix-Rédume niher untersucht und eine Méglichkeit zur Berechnung einer
konkreten Darstellung gefunden haben, kénnen wir in Abschnitt den entstehenden
Projektionsfehler abschétzen. Die Form der Fehlerabschétzung liefert die Idee fiir die
Konstruktion von adaptiven Clusterbasen in Abschnitt [4.4] Zum Abschluss des Kapitels
stellen wir in Abschnitt den Rekompressions-Algorithmus vor, den wir in Kapitel
adaptieren, um ein effizientes Niedrigrangupdate zu definieren.

4.1 Struktur der #2-Matrizen

Wir haben bereits festgestellt, dass H2-Matrizen linearen Speicheraufwand haben und die
H2-Matrizen zu festen Clusterbasen einen Teilraum des RZ* bilden. In diesem Abschnitt
untersuchen wir den H2-Matrix-Raum zu gegebenen Blockbaum 77 7 und Clusterbasen
V, W nsher. Insbesondere untersuchen wir, welche Matrizen des RZ*7 Elemente des
Teilraums H?(Tzx 7, V, W) sind.

Der wesentliche Unterschied der H2-Matrizen zu den uniformen H-Matrizen ist, dass eine
zusatzliche Hierarchie im Clusterbaum in Form der Clusterbasen genutzt wird. Diese
sorgt dafiir, das nicht nur die zuléssigen Blocke mit Zeilencluster ¢ von V; dargestellt
werden miissen, sondern auch die zu t gehorigen Anteile der zuldssigen Blétter, die einen
Vorfahren von t als Zeilencluster haben. Um dies formal zu beschreiben, fiihren wir einige
neue Begriffe ein.
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Definition 4.1.1 (Blockzeile/-spalte)
Es sei Tzx 7 ein zuldssiger Blockbaum. Dann sei fiir alle ¢ € 77 und s € 77

row(Tzx7,t) = {.§ €Ty (¢,3) € E%XJ} bzw.

col(Tzx7,8) = {EE Tz | (t,5) € E}XJ}.
Wir bezeichnen row(7zx7,t) als die Blockzeile von t und col(Tzx 7, s) als die Blockspalte
von s. Falls der Blockbaum im Kontext eindeutig ist, verwenden wir auch row(t) :=
row(Tzx7,t) und col(s) := col(Tzx7, s). Fiir spatere Zwecke definieren wir fiir alle ¢ € Tz
und s € 77 zusétzlich die Indexmengen

§t = STy it = U s und & = & s = U t.

IxJ’
SGI‘OW(EX J)t) teCOI(EX.jvs)

Die Blockzeile row(t) beschreibt alle Cluster s, die zusammen mit ¢ ein zulédssiges Blatt
bilden (siehe Abbildung . Die zugehorigen Matrixblocke t x s werden bei H2-Matrizen
direkt mit Hilfe der Clusterbasis V; dargestellt. Um spéter Aussagen von der Blockzeile
auf die Blockspalte iibertragen zu kénnen, betrachten wir den transponierten Blockbaum.

Bemerkung 4.1.2

Es sei 77, ; der transponierte Blockbaum zum zulissigen Blockbaum 7z 7 (siehe Defini-
tion | Dann ist 7'ITX 7 hach Lemma ein zuldssiger Blockbaum und es gilt fiir
alletGTIundSGTJ

row(Tzxg,t) = col(Tiyx7,t) und  col(Tzxg,s) = row(Tiy7, ).

In der Literatur wird hdufig die Blockzeile anhand aller Blocke (77 7) und nicht nur der
zuldssigen Blétter (L1, 7) definiert (siehe [12}, Definition 3.29]). Wir bendtigen allerdings
meistens nur die zulédssigen Blétter, weshalb wir die obige Definition nutzen.

Durch die geschachtelte Darstellung der Clusterbasen miissen auch die Vorfahren eines
Clusters durch die Clusterbasis beschrieben werden. Deshalb erweitern wir den Begriff
der Blockzeile.

Definition 4.1.3 (erweiterte Blockzeile/-spalte)
Es sei Tz« 7 ein zuldssiger Blockbaum. Dann definieren wir die erweiterte Blockzeile/-spalte
fir alle ¢ € Tz und alle s € 77 durch

tow(Tzx7,t) == U row(t) = {§€ Ty |3t €pred(t): (L,3) € £}LXJ} bzw.
tepred(t)

col(Tzxg,s) == | col(s) = {f€Tz|3s€pred(s): (£,5) € LI, ;}.
3€pred(s)

Falls der Blockbaum im Kontext eindeutig ist, nutzen wir wie fiir die Blockzeile/-spalte
die Notationen Tow(t) := Tow(7Tzx7,t) und col(s) = col(Tzx 7, s). Fiir spitere Zwecke
definieren wir fiir alle ¢ € 77 und s € 77 zusétzlich die Indexmengen

s€TOW(Tzx7:t) tecol(Tzx 7,9)
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4.1 Struktur der H2-Matrizen

Bemerkung| 4.1.
Nach Lemma|3.3.14 und folgt, dass die Beschriftungen der Cluster in der Blockzeile
tow(Tzx7,t) fiir t € Tz bzw. in der Blockspalte col(Tzx 7, s) fiir s € T7 paarweise disjunkt
sind.

Bemerkung 4.1.5
Analog zur Blockzeile/-spalte (siehe Bemerkung |4.1.2) gilt fiir die erweiterte Blockzeile/-
spalte und den transponierten Blockbaum 7'71-1; 7 aus Definition 3.3.11

W(ITIX..%t) = @(’TII;JJ) und a(,TIXJas) = W(ITIT;Q%S)

fir alle t € 7z und s € T7.

Die Menge Tow(t) beschreibt die Spaltencluster, die zusammen mit einem Vorfahren von
t € Tz einen zulidssigen Block bilden, und die Menge col(s) die entsprechenden Zeilen-
cluster fiir s € T7. Hierbei ist zu beachten das ¢ € pred(t) gilt, d. h. jeder Cluster nach
Definition zu seinen Vorfahren gehort.

Mit dieser Hilfsgrofe konnen wir die sogenannten totalen Clusterbasen definieren. Diese
beschreiben fiir einen Cluster, welche Teile einer Matrix X durch die Clusterbasis dar-
gestellt werden muss. Dabei konzentrieren wir uns ab jetzt auf die Zeilencluster. Die
Diskussion fiir die Spaltencluster verlduft analog (wir kénnen einfach zu X7 und 7}1; 7
iibergehen).

Definition 4.1.6 (totale Clusterbasis)
Es sei Trx 7 ein zulissiger Blockbaum und X € RT*7 . Es sei fiir alle t € 77

X(Trxg, X)e = X > T emf:g
serow(t)

und fiir ¢ # rz mit £ := par(t)

. IxJ
E(7-I><J)t = Z ) 1_[S € Rgtng'
serow(t)
Dann definiert (X (Tzx.7,X), E(Tzx7)) die totale (Zeilen-)Clusterbasis zu X. Falls der
Blockbaum und die Matrix im Kontext eindeutig sind, verwenden wir auch die Schreib-

weisen X; := X (Tzx7, X) und Ey := E(Tzx7): fiir alle t € T7.

Die Einschrankung II; erklart sich durch die Eigenschaft II;V; = V; aus der Definition
der Clusterbasis. Die Einschrankungen IIs auf der rechten Seite von X fassen
alle Cluster s zusammen, die mit ¢ oder mit einem Vorfahren von t einen zuléssigen
Block bilden. In Abbildung ist ein Beispiel fiir die totale Clusterbasis eines Clusters
visualisiert. In Lemma zeigen wir, dass die totale Clusterbasis geeignet ist, H?2-
Matrizen zu charakterisieren.

Zuvor betrachten wir die totalen Clusterbasen etwas genauer. Als Erstes stellen wir fest,
dass die totale Clusterbasis eine Clusterbasis ist.
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(a) Blockzeile (b) totale Clusterbasis

Abbildung 4.1: Die Bilder visualisieren die Blockzeile bzw. totale Clusterbasis des schwarz
markierten Zeilenclusters t. Zusétzlich sind fiir die Blockzeile die Matrix-
blocke und fiir die totale Clusterbasis die beteiligten Cluster markiert.

Lemma 4.1.7
Es sei Tzx.7 ein Blockbaum und X € R¥*Y eine Matrix. Dann ist die totale Clusterbasis
(X(Tzx7,X),E(Tzx7)) aus Definition eine Clusterbasis.

BEWEIS:[siche |12, Lemma 6.12|] |

Bemerkung 4.1.8 '

Formal miissten wir fiir alle ¢t € 77 eine Indexmenge k; mit #r; = # (U scrow(t) s) und
mit den zugehorigen Bijektionen arbeiten. Wir verzichten auf die Einfiihrung einer solchen
Rangverteilung, um die Betrachtung {ibersichtlicher zu halten.

Die totale Clusterbasis beschreibt, welcher Teil einer Matrix durch eine Clusterbasis im
jeweiligen Cluster (approximativ) dargestellt werden muss.

Bevor die totale Clusterbasis einer H?-Matrix elegant dargestellt werden kann, werden
die sogenannten allgemeinen Transfermatrizen definiert.

Definition 4.1.9 (allgemeine Transfermatrizen)
Es sei (Vi)ters, (Et)te;) eine Clusterbasis. Wir definieren fiir alle ¢ € 7z und alle
t € desc(t)

.1 falls ¢ =
b E;E,; , falls r := par(f) € desc(t)

die allgemeinen Transfermatrizen.
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Das néchste Lemma liefert eine Darstellung der Einschrankung von Clusterbasen auf ihre
Nachfahren mit Hilfe der allgemeinen Transfermatrizen. Diese Darstellung verallgemeinert
die Eigenschaft aus (3.206]).

Lemma 4.1.10
Es sei (Vi)ie7y, (Et)teTs) eine Clusterbasis. Dann gilt fiir alle ¢ € 77 und alle ¢ € desc(t)

Ve = Vil
BEWEIS: [siche |12, Lemma 6.13]] ]
Als Nichstes konnen wir die totalen Clusterbasen fiir H2-Matrizen elegant mit Hilfe der

allgemeinen Transfermatrizen darstellen.

Lemma 4.1.11
Es sei H = H%(Tzx7,V, W, N, S) eine H2-Matrix. Dann gilt fiir die totale Clusterbasis

X(Trxg: X)e = Vi| Y. By Y, SaogW! fiir alle ¢ € 7.
tepred(t) serow(f)

BEWEIS: Es sei t € T7. Wir schreiben X; := X(Tzx7,X):. Wegen t C t fiir alle
t € pred(t) gilt

Xy = > WX, = > > ILXIs = > ) ILIGXTL.

se€row(t) tepred(t) scrow(f) tepred(t) serow(t)

Weil (£,5) € L7, ; fiir alle t € pred(t) und s € row(%) gilt, folgt

X = > Y M V;S;oW = >oOmMv; Y S Wi

tepred(t) scrow(f) tepred(t) serow(f)

Mit Lemma @l stellen wir V; iiber die erweiterten Transfermatrizen dar und erhalten

Xo = >, ViE; Y SgoWE =Vi| Y. B >, SuogWi

tepred(t) serow(f) tepred(t) serow(t)

Somit haben wir eine Darstellung fiir die totale Clusterbasis als Produkt, wobei V;
den vorderen Faktor bildet. Dies ermdglicht die Charakterisierung der Elemente eines
gegebenen H2-Matrix-Raums mit Hilfe der totalen Clusterbasis.
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Lemma 4.1.12

Es sei H2(Tzx7,V, W) ein H2-Matrix-Raum und X € RZ*7. Die totalen Clusterbasen
bezeichnen wir mit X; := X (Tzx7, X)i, t € Tz, und X! = X(T4 ;,XT)s, s € Ty,
(siehe Definition [4.1.6)).

Es gilt X € H?(Tzx7,V, W) genau dann, wenn Bild(X;) C Bild(V;) fiir alle ¢t € 77 und
Bild(XI) C Bild(Ws) fiir alle s € T gilt.

BEWEIS:|vergleiche |12, Lemma 6.14 und 6.15|]
“=" Es sei X € H*(Tzx7,V,W). Dann folgt mit Lemma 4.1.11

Bild(X;) = Bild (Vi [ > E; > SioW/ C Bild(V;)
tepred(t) serow(t)

fiir alle t € Tz. Nach Lemma ist XT ¢ H2(7}1;J, W, V) und wie oben folgt mit
Lemma Bild(XT) C Bild(W,) fiir alle s € 7.
“«" Bs sei Bild(X;) C Bild(V;) fiir alle ¢ € 77 und Bild(X1) C Bild(W) fiir alle s € 7.
Essei(t,s) =b€ E'IFXJ. Wir zeigen, dass eine Kopplungsmatrix Sy mit V;.S, W1 = TI; XTI,
existiert. Wegen s € row(t) folgt aus Definition

Bild(II; XTIs) C Bild(X;) C Bild(V;)

und es existiert B, € R7*% mit V; Bl = I XIls. Weiter ist ¢ € col(s) = row( T 5)
und mit Definition [£.1.6] folgt

Bild(TIs X7 TI;) € Bild(X7) C Bild(Ws).

Also existiert A, € RA>*T mit W,Al' = I, XTTL,.

Um die beiden Darstellungen zusammenzubringen nutzen wir die Moore-Penrose-Inverse
V;t von V; (siehe 22, Abschnitt 5.5.4]). Fiir diese gilt V;V;"V; = V;. Wir definieren
Sp = Vt+Ab und erhalten

XMy = ViBl = ViV;'ViBl = V' ILXII, = V,\V; AW = vis,wl.

Also ist X € H2(Tzx7,V, W). n

Nach Lemma beschreiben die totalen Clusterbasen also die Teile einer Matrix,
die durch die Clusterbasen dargestellt werden miissen. Fiir allgemeine Clusterbasen
kann es schwierig sein, die H2-Matrix-Darstellung anzugeben. Zusétzlich haben wir in
den meisten Fillen Matrizen, die sich nicht exakt, sondern nur approximativ in einem
gegebenen H2-Matrix-Raum darstellen lassen. Deshalb betrachten wir die spezielle Klasse
der orthogonalen Clusterbasen.
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4.2 Orthogonale Clusterbasen

Nach Lemma bilden die H2-Matrizen zu gegebenen Blockbaum und Clusterbasen,
zusammen mit der Frobeniusnorm, einen Hilbertraum. Wie in Lemma beschrieben,
geben uns orthogonale Projektionen die Moglichkeit, die Bestapproximation zu berechnen.
Wir haben in Beispiel [2.3.18] gesehen, dass fiir Vektorrdume orthogonale Projektionen
einfach iiber orthogonale Matrizen definiert werden kénnen. Auf dhnliche Weise kénnen
wir orthogonale Projektionen auf einen H2-Matrix-Raum definieren. Dazu benétigen wir
die sogenannten orthogonalen Clusterbasen.

Definition 4.2.1 (orthogonale Clusterbasis)
Eine Clusterbasis ((Vi)ie7s, (Et)te7;) heilt orthogonal, falls alle Matrizen V; orthogonal
sind, d. h.

VIV, = I firallet e 7T7.

Bevor wir in Definition die orthogonale Projektion angeben, wollen wir die orthogo-
nalen Clusterbasen néher untersuchen. Als Erstes geben wir ein Kriterium fiir orthogonale
Clusterbasen an, das die Matrizen V; nur in den Blattern und fiir alle anderen Cluster die
Transfermatrizen E; benutzt.

Lemma 4.2.2 (Kriterium fiir orthogonale Clusterbasen)
Eine Clusterbasis ((Vi)te7s, (Et)te7;) ist genau dann orthogonal, falls

VIV, = I firallet € Lr (4.1)
und
Y EfE; =1 fivalleteT7\Lg (4.2)
techil(t)
gelten.
BEWEIS:[siche Lemma |12, Lemma 5.3]] ]

Wir wollen spéter vor allem mit orthogonalen Clusterbasen arbeiten. Deshalb ist es wichtig,
dass wir aus einer Clusterbasis V; eine orthogonale Clusterbasis berechnen kénnen, die
Bild(V;) C Bild(V,) fiir alle t € 77 erfiillt und héchstens so viele Spalten wie V; hat. Mit
Lemma folgt aus der ersten Bedingung H?(Tzx.7,V, W) C H*(Tzx7,V,W). Die
Matrizen, die durch V darstellbar sind, lassen sich also auch mit V reprisentieren. Die
zweite Bedingung beschriinkt den Aufwand fiir V' durch den fiir V. Um die orthogonale
Clusterbasis zu definieren, fithren wir zuvor folgende Hilfsmatrizen ein.
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Definition 4.2.3
Es seien V = (Vi)iers, (Et)tery) und V = (Vi)iers, (Et)ie7y) Clusterbasen. Wir definie-
ren den Basiswechsel von V zu V durch

C(V,V); = VtTVt fiir alle t € T7.
Die in den Kindern beziiglich V' projizierte Clusterbasis V ist fiir alle t € 77 durch

Vi ,falls t € L7
C(V, V), By,
: , falls chil(t) =: {t1,...,t:} #0
C(V, V), Ey,

gegeben. Fiir den Spezialfall V = V definieren wir V (V) := ‘A/(V, V) fiir alle t € T7.
Zusatzlich fassen wir die Clusterbasen der Kinder fir alle ¢ € 77 durch

XU/(V) I ,fallst € L7
TV e Vi) falls chil(t) = {1t} £0

zusaminen.

Der Basiswechsel ermoglicht uns spéter, die Kopplungsmatrizen effizient anzupassen. Die
Matrizen V sind fiir die Konstruktion neuer Clusterbasen wichtig. Die Matrizen V und V
vereinfachen spéter die Schreibweisen, insbesondere bei der Fehleranalyse.

Zuerst zeigen wir, dass V(V, V), durch Projizieren von V mit V(V)t entsteht.

Lemma 4.2.4 o
Es sei H € H2(Tzx7,V, W) eine H2-Matrix und V eine orthogonale Clusterbasis. Dann
gilt mit den Bezeichnungen aus Definition [.2.3]

[V p—

VNV, = V(V,V), fiir alle t € T7.

BEWEIS: Fiir alle t € L7 gilt V(V)IV, = V; = V(V, V),

Esseit € T7\Lz mit chil(¢) =: {t1,...,t;}. Firallei,j € {1,...,7} und den Basiswechsel
C(V,V) aus Definition 4.2.3) gilt V. Vi, = Vi IIL T, Vi, = 6,V Vi, = 6i,C(V, V).
Daraus folgt

7T —_—
th th Et1 C(V’ V)tlEtl
O — e T
VONVe = (Vo - Vo) 3 Vil = | 1 | = ;
fechil(t) V? Vi, E;. C(V,V). E.

= V(V,V),.

Fiir den Fall, dass V = V orthogonal ist, erhalten wir eine vereinfachte Darstellung fiir
die projizierte Clusterbasis.
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Bemerkung 4.2.5
Es sei V = (V4)ie7;, eine orthogonale Clusterbasis. Dann gilt fiir alle ¢ € Tz

Vi ,fallst € L7
v = vy = 4 | .
: , falls chil(t) =: {t1,...,t;} #0
Ey

-

BEWEISs: Weil V orthogonal ist, folgt fiir den Basiswechsel fiir alle t € Tz
cw,v), = Vv, = I

Dies setzen wir in die Definition von V(V, V); ein und erhalten die Behauptung. [ |

Mit den Matrizen aus Definition kénnen wir rekursiv eine orthogonale Clusterbasis
V' zur gegebenen Clusterbasis V' definieren (vergleiche |12, Abschnitt 5.4]). Dabei erfiillt
V die von uns verlangten Bedingungen.

Definition 4.2.6
Es sei V = (Vi)te7, (Et)ter;) eine Clusterbasis. Dann definieren wir rekursiv von den
Blattern aus fiir alle t € Tz

V(V) = VIVIV))Q, € RtIXXp’f mit einer QR-Zerlegung Q,0; = V(V,V),.

Weiter sei fiir alle ¢ € 77\ Lz und f € chil(t)

E(V)f = @t‘szpt .

Bemerkung 4.2.7

Fiir die Blitter ¢ € L7 gilt V(V,V); = V; und V/(V(V)); = I. Also ist V(V); wohldefiniert.
Fiir einen Nicht-Blatt-Cluster ¢ € 77\ Lz benétigen wir fiir das Aufstellen von V(V, V),
und V(V(V)); die Matrizen V(V)y nur fiir £ € chil(t). Damit ist in diesem Fall V(V),
iiber die Rekursion wohldefiniert.

In folgendem Lemma zeigen wir, dass die Matrizen ((V(V))iers, (E(V)t)te7y) aus Defi-
nition eine neue orthogonale Clusterbasis definieren.

Lemma 4.2.8

Es sei V. = (Vi)iers, (Et)ter;) eine Clusterbasis mit Rangverteilung (k¢)ie7;. Dann
bilden die Matrizen V = (V(V)t)te7s, (E(V)t)teTs) aus Definition eine orthogonale
Clusterbasis mit Rangverteilung (p¢)ier;. Fir alle ¢ € Tz gilt Vi = VO, fiir den
Basiswechsel C(V,V) = O; und fiir die Hilfsmatrix V(V); = Q: mit Q; aus Definition
Auferdem gilt Bild(V;) C Bild(V,) und #p; < ##; fiir alle t € T7.
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BEWEISs: |vergleiche [12, Abschnitt 5.4||
éls Erstes zeigen wir die geschachtelte Darstellung unter Verwendung der Notationen
Vi=V(V),und E; = E(V), fiir alle t € T7. Fiir alle t € T7\ L7 gilt
By
Vt = V( )tQt - (th ce VtT) = Z Vt1Et1-

E;. techil(t)

Also ist ((Vi)iers, (Et)teTy) eine Clusterbasis.

Als Nachstes beweisen wir die Orthogonalitét der Clusterbasis. Fiir alle ¢ € L7 gilt, dass
V= ( )tQt Qt orthogonal ist.

Fiir alle t € 77\ Lz ist fir chil(t) =: {¢1,...,¢:}

orthogonal. Nach dem Kriterium aus Lemma ist V' somit eine orthogonale Cluster-
basis. Nach Bemerkung (4 - 5| folgt V (V) = Qy fur alle t € T7.

Wir zeigen V; = VO, und C(V,V); = O, per Induktion iiber # desc(t) € N+q. Es sei
n =1 und ¢t € Tz mit #desc(t) = 1. Dann ist t € L7 und es gilt

Vi = V(V,V) = QO =V(V)iQiOy = V04
Insbesondere folgt mit der Orthogonalitit von V;
cv,vV)y =V, V, =V, V.0, = Oy.

Es sei n € N5 derart, dass die Aussage fiir alle ¢ € Tz mit # desc(t) < n gelte. Es sei
t € Tz mit # desc(t) = n+ 1. Dann ist ¢ € 77\ Lz und die Aussage gilt fiir alle £ € chil().
Damit folgt
C(Vvv V)tlEtl
Vi= Y ViEp= Y VOB = (Vi - Vi) :
Fechil() fechil(t) C(V,V), Ey,
= ‘V/(V)tr/(u V) = V(V)tétht = V0.
Wie oben folgt C(V,V); = Oy. Aus V; = V,0; folgt zusitzlich Bild(V;) C Bild(V;). Nach

Definition 1| der (diinnen) QR-Zerlegung gilt fiir die Spaltenindexmenge von Oy fiir
t € Lz die obere Schranke #p; = min{#t, #r;} < #k und fir t € T7\Lz die obere

Schranke #p; = min {# Ufechil(t) Ky, /a;t} < #kK¢. [ |

Bevor wir mit Hilfe von Lemma [£.2.8] den Algorithmus [£:2.1] zur Berechnung einer
orthogonalen Clusterbasis definieren, fithren wir noch die orthogonalen Gewichte ein.
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Definition 4.2.9 (orthogonale Gewichte)

Es sei (V;)ie7; eine Clusterbasis, (pt)te7; eine Rangverteilung und Oy € RP*%¢ fiir alle

t € Tz. Falls fiir alle t € Tz eine orthogonale Matrix @; € RtIXX 5: derart existiert, dass

II:Q: = Q¢ und V; = QO gilt, nennen wir die Matrizen O; orthogonale Gewichte.

Nach Lemma sind die Matrizen O; aus Definition [£.2.6] orthogonale Gewichte. Diese
sind spéater wichtig, da die orthogonalen Matrizen die von uns betrachteten Normen
invariant lassen. Dies ermdglicht uns spéter teilweise die Clusterbasen V; durch die
orthogonalen Gewichte Oy zu ersetzen. Falls #t < #p; gilt, konnen wir dadurch den
Aufwand erheblich reduzieren.

Mit Lemma ergibt sich der Algorithmus zum Berechnen einer orthogonalen
Clusterbasis aus einer bestehenden Clusterbasis. Dieser berechnet die neue orthogonale
Clusterbasis V und die orthogonalen Gewichte O.

Algorithmus 4.2.1 [siche |12, Algotrithm 16]| Die Funktion berechnet zur Clusterbasis
V eine orthogonale Clusterbasis V mit orthogonalen Gewichten O und Rangverteilung p

function ORTHOGONALE _CLUSTERBASIS(t, V, E, k, V, E, O, p)
if chil(t) == 0 then

QR-ZERLEGUNG(V;, Z, t, k¢, Vi, O, py) > siehe Algorithmus m
else

L+ 0

for { € chil(t) do
ORTHOGONALE _CLUSTERBASIS(Z, V, E, k, V, E, O, p) > bottom-up
00U Py

g\nd for

V, e RZX/@,:

for /ti € chil(¢) do
Vilopxne < Oy
end for
QR-ZERLEGUNG(V,, €, £, Ky, Qt, Oy, pr) > siehe Algorithmus m
for 7 € chil(t) do
Ly« Qﬂﬂfxpz
end for
end if

end function

Der Algorithmus hat eine Bottom-up-Struktur, da die Basiswechsel der Kinder zum
Aufstellen der Matrix V; gebraucht werden. Die Matrizen V; werden nur fiir die Blattcluster
berechnet und fiir Nicht-Blattcluster nicht bendtigt, da die Matrizen V; im Algorithmus
nicht aufgestellt werden. Dies ist ein typisches Beispiel, bei dem grofse orthogonale Matrizen
nur in der Theorie, aber nicht in der Praxis benotigt werden. Auf diese Weise kann der
Aufwand in den Algorithmen erheblich reduziert werden.
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Lemma 4.2.10
Es sei V := (Vi)te77, (Et)ieT;) eine Clusterbasis mit Rangverteilung s := (k¢)te7,. Dann
braucht der Algorithmus aufgerufen mit ¢ = rz hochstens

chkIQnaX#I + (qu + 2)kzr3nax#7-l—
Operationen, wobei kyax := max #k; ist.
teTr
BEWEISs:|vergleiche |12, Lemma 5.18]]

Es sei t € T7. Falls t € L1 gilt, wird die QR-Zerlegung von V; € Rf;:: berechnet. Dies
bendétigt nicht mehr als

CorFt# Ry min{#t, #r,} < qu#t#lﬁ% < cqufﬂax#t

Operationen (siehe Lemma [2.4.3)). ~
Es sei t € Tz\Lz. Fiir das Aufstellen der Matrix V; werden wegen #p; < #£y < kmax
maximal

D 2ptritne < 20) ki

techil(t) fechil(t)
Operationen verwendet. Der Aufwand der QR-Zerlegung von f/\} ist hochstens

Cr Y #Hpgrmmin Y #pp e < e ) Hodni

techil(t) techil(t) techil(t)

§ : 3
qu kmax'

techil(t)

IA

Zusammen mit Lemma [3.2.8| ergibt sich fiir den Aufwand von Algorithmus die obere
Schranke

Z quktznax#t + Z Z (CQT + 2)k§nax

teLr te€Tz\L1 t€chil(t)
< cqurznax Z #t + Z (CQT + Z)kﬁnax
telr teTz
< quk"?nax#z + (qu + Q)kilax#lrz'

Bemerkung 4.2.111
Die in Algorithmus [4.2.1 berechneten Matrizen (O;)e7; sind sowohl der Basiswechsel von

V zu V als auch orthogonale Gewichte fiir V.
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Zu gegebenen Clusterbasen kénnen wir also orthogonale Clusterbasen konstruieren, die
das Bild der alten Clusterbasen darstellen kénnen. Nach Lemma [4.1.12] ist somit der H2-
Matrix-Raum zu den alten Clusterbasen im H?2-Matrix-Raum fiir die neuen Clusterbasen
enthalten. Falls die Annahmen aus Bemerkung [3.4.7] gelten, kénnen wir die orthogonalen
Clusterbasen in O(nk?) berechnen.

Bevor wir die orthogonalen Projektionen einfiihren, zeigen wir in Lemma dass sich
orthogonale Clusterbasen mit Hilfe der Matrizen aus Definition [4.2.3]in zwei orthogonale
Teile zerlegen lassen. Diese Zerlegung nutzen wir spater bei der Fehleranalyse fiir die
Projektionen in H2-Matrix-RAume.

Lemma 4.2.12
Es sei V = (Vi)te7s, (Et)te7;) eine orthogonale Clusterbasis. Dann gilt fiir die Matrizen
aus Definition

Vi = V(V),V(V), fir alle t € T7.

Aufierdem sind die Matrizen V(V); und V (V), fiir alle t € Tz orthogonal.

BEWEIs: Fiir t € L7 gilt
VW)WV (V) = IV, = Vi
Und fiir ¢ € 77\ L7 gilt mit der vereinfachten Form von V(V); aus Bemerkung m
Ey,
VT = Vo o V| | = X Vi - T
EtT fechil(t)
Nach Lemma folgt aus der Orthogonalitét der Clusterbasis V', dass die Matrix V(V)t

fiir alle ¢t € Tz orthogonal ist. Mit Bemerkung [2.3.15 folgt die Orthogonalitat der
Matrizen V(V); fir alle ¢t € T7. ]

Als Nichstes untersuchen wir, wie andere Matrizen in einem gegebenen H2-Matrix-Raum
dargestellt werden kénnen. Dabei gehen wir davon aus, dass die gegebenen Clusterbasen
orthogonal sind. Diese Voraussetzung konnen wir mit Hilfe von Algorithmus erfiillen.
Mit Hilfe der Einschrankungen aus Definition und den zu orthogonalen Matrizen
@ gehorigen Projektionen Il aus Beispiel @ definieren wir die Projektion auf einen
H2-Matrix-Raum.

Definition 4.2.13 (orthogonale Projektion in den H2?-Matrix-Raum)
Es seien ein zuldssiger Blockbaum 7z 7 und orthogonale Clusterbasen V := (V;):e7, und
W := (W)seT, gegeben. Dann ist

7, vw : RP = RPXT,

X Y Iy XMy, + Y XTI (4.3)

(t,s)eLs, ; (t.5)€LT 7

die H2-Matriz-Projektion zu Tzx7, V und W.
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4 Rekompression von H?-Matrizen

Nach Lemma [4:2.14] ist die oben definierte Abbildung eine orthogonale Projektion be-
ziiglich der Frobeniusnorm mit Bild(Ily;, , v.iw) = H*(Tzx7, V. W). Mit Lemma
folgt daraus, dass das Bild einer Matrix X unter der Abbildung Ilr;,  v,w gleich der
Bestapproximation der Matrix X in H2(Tzx 7, V, W) beziiglich der Frobeniusnorm ist.

Lemma 4.2.14
Es seien ein zuldssiger Blockbaum 774 7 und orthogonale Clusterbasen V' := (V;);er; und
W := (Ws)seT, gegeben. Dann gilt fiir alle X € RIxJ

HTIXJ,V,W[X] = HQ(EXJ7V> W7 (X|t><s)(t’3)€£5><jv (‘/IfTX‘tXSWS)(t’S)EﬁJ" ) (4'4)

IxXJ

und Iz, , vw : RI*J — RTXJ ist die orthogonale Projektion beziiglich der Frobenius-
norm mit Bild(Ilz, , viw) = H: (T2 7, V,W).

BEWEIS:[siehe |12, Lemma 5.5 ]

Der Beweis |12, Lemma 5.5| betrachtet die Projektion blockweise und nutzt aus, dass die
angewendeten Abbildungen Ily;, Iy, IIy und Il orthogonale Projektionen sind. Um
Projektionsfehler getrennt nach Zeilen- und Spaltenbasis betrachten zu kénnen, verwenden
wir die einseitige Projektion.

Definition 4.2.15 (einseitige Projektion)
Es seien ein zuléssiger Blockbaum 7z 7 und orthogonale Clusterbasen V := (V;):e7, und
W = (Ws)seT, gegeben. Dann definieren wir die einseitigen Projektionen durch

7, ve: RO SRV X Y Iy X+ Y ILXTI

(ts)eLy, - (t,s)ELT, 7

und

M7 s RS S REY S 0 MeXThy, + ) XTI,

(t,s)eLt, , (t,5)ELT, 7

Lemma 4.2.16
Es seien ein zuléssiger Blockbaum 774 7 und orthogonale Clusterbasen V' := (V;);e7; und
W = (Ws)seT, gegeben.

(i) Dannsind I, , v« : RS — RP*T und iy, w0 RPXT — RTXT orthogonale
Projektionen beziiglich der Frobeniusnorm.

(i) Es gilt 7, , viw =7, vl s oow = Uy s w by, o v
(iii) Es gilt II7z, , «wX = (HGTXTW’*XT )T fiir alle X € RT*J.
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4.2 Orthogonale Clusterbasen

BEWEIS:[siche [12, Lemma 6.4 und Lemma 6.6]] |

Mit Hilfe von Lemma [£.2.16] zeigen wir in Lemma [£.3.1] dass wir den Projektionsfehler
von Iz, v,w gegen die Fehler von Iz, , v« und Il7;, , «w abschitzen kénnen.
Zuvor wenden wir uns der konkreten Berechnung der Projektion zu. Weil fiir diese Arbeit
lediglich die Projektion einer Matrix im H2?-Format in einen neuen H2-Matrix-Raum
verwendet wird, untersuchen wir nur diese. Dazu betrachten wir die Basiswechsel aus
Definition [£.2.3] Ein Beispiel fiir Basiswechsel haben wir bei der Orthogonalisierung von
Clusterbasen kennengelernt.

Der Vollstéindigkeit halber geben wir eine rekursive Darstellung der Basiswechsel im
allgemeinen Fall an. Weil wir in dieser Arbeit zu den orthogonalen Clusterbasen auch
stets die Basiswechsel berechnen, verzichten wir an dieser Stelle auf die Angabe eines
Algorithmus und eine entsprechende Aufwandsabschéitzung.

Lemma 4.2.17
Es seien V := (Vi)terz, (Bt)tery) und V := ((Vi)ie7s, (Et)ter;) Clusterbasen. Dann gilt
fiir den Basiswechsel

_ V’f% ,fallst € L7
C(V’ V)t = Z E{C(‘/, V)t“E{ , falls t € 7-I\£I
techil(t)
BEWEIS:[siehe |12, Abschnitt 5.3 |

Mit Hilfe der Basiswechsel kénnen wir die H?-Matrix-Darstellung einer projizierten
H2-Matrix einfach definieren.

Lemma 4.2.18
Es seien H = H*(Tzxg,V,W, N, S) eine H*-Matrix sowie (V)ie7; und (Ws)se7, ortho-
gonale Clusterbasen. Wir definieren mit den Basiswechseln aus Definition [£.2.3]

Sy = C(V,V) S,C(W, W) fiir alle b= (t,s) € LT, ;

und Ny := N = Xjexs fiir alle b = (t,s) € L7, ;. Dann gilt fiir die Projektion der
H2-Matrix H auf die neuen Clusterbasen

. wlH] = #H(Trxg. V., W, 5, N).

BEWEISs: Fiir den Beweis zeigen wir, dass sich alle Blétter entsprechend der Definition

3.4.22| darstellen lassen. Nach (4.4)) gilt fiir alle b = (t,5) € L, ;

(Hﬁxj,v,W[H])ltXS = H‘tXS == Nb = Nb-
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4 Rekompression von H?-Matrizen

Mit der Darstellung der Projektion in folgt fiir alle b = (¢,s) € ﬁ}xj
My, vwlHDjxs = ViVi HuxsWsWy = ViV ViSWIW, W
= VOV, V)S,C(W, W)W, = V,5,W,.
[
Mit Lemma koénnen wir die Kopplungsmatrizen der projizierten H?-Matrix berech-
nen, wobei die Basiswechsel genutzt werden. Das Nahfeld kann iibernommen werden, weil

der urspriingliche Blockbaum wiederverwendet wird. Damit erhalten wir den Algorithmus
zur Berechnung der projizierten Matrix.

Algorithmus 4.2.2 [vergleiche |12, Algorithm 14]| Die Funktion berechnet die Kopp-
lungsmatrizen S, und Nahfeldmatrizen N fiir die neuen, orthogonalen Clusterbasen V'
und W, wobei die Basiswechsel C und D genutzt werden.
function H2-MATRIX-PROJEKTION(b, N, S, C, &, D, A\, N, S)
(t,s) < b
if be L;XJ then
gb — CtSng S RFtXAs
elseif b€ L7, ; then
Wb — Ny € RIXJ

tXs
else >be 7-I><j\£I><J
for b € chil(b) do
H2-MATRIX-PROJEKTION(b, N, S, C, %, D, A
end for
end if

end function

N,9)

)

Die Matrix Ny ist in dem Algorithmus der Vollstéindigkeit halber aufgenommen. Die
Basiswechsel sind als bekannt vorausgesetzt, weil diese meistens beim Berechnen der neuen
Clusterbasis mit aufgestellt werden kénnen (sieche zum Beispiel die Orthogonalisierung in

Algorithmus [4.2.1)). In Lemma [4.2.19| schitzen wir den Aufwand des Algorithmus ab.

Lemma 4.2.19

Es sei H = H?(Tzx.7,V,W, N, S) eine H2-Matrix mit Rangverteilungen x bzw. A und
csp-schwachbesetztem Blockbaum. Weiter seien V bzw. W die neuen orthogonalen Clus-
terbasen mit Rangverteilungen % bzw. . Wir definieren

kmax = Max ¢ max #K;, max # s, max #r;, max #As ¢ .
teTr s€Ty teTr s€Ty

Dann gilt fiir den Aufwand zur Berechnung der neuen Kopplungsmatrizen mit Algorithmus

folgende obere Schranke
Acaphims min{# 7z, #77}.
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4.2 Orthogonale Clusterbasen

BEWEISs:|vergleiche |12, Lemma 5.14]]
Fiir jedes zuléssige Blatt b = (¢, s) € E%XJ wird S, = C;Sp D berechnet. Das benotigt
hochstens

YT kA Ns + 2R HNHNs < 4KD

Operationen. In den unzuléssigen Blattern werden keine arithmetischen Operationen
bendtigt. Zusammen mit Lemma lasst sich der Gesamtaufwand durch

Z 4kilax S 4k§nax#7—1><3 S 4cspk§1axmin{#7-1a#7t7}
bEE%xJ

beschranken. m

Also kénnen wir eine bestehende H2-Matrix effizient in einen anderen H2-Matrix-Raum
projizieren. Haufig stellt sich die Wahl der richtigen Clusterbasis als deutlich komplizierter
dar. Fiir die Konstruktion von adaptiven Clusterbasen fiir eine gegebene Matrix bendtigen
wir eine geeignete Darstellung fiir den Projektionsfehler. Diesen untersuchen wir im
Abschnitt

Zuvor wollen wir noch die in diesem Abschnitt vorgestellten Algorithmen zusammenfassen,
um aus einer beliebigen H2-Matrix eine H2-Matrix mit orthogonalen Clusterbasen zu
konstruieren.

Algorithmus 4.2.3 Die Funktion berechnet zu einer H2-Matrix eine Darstellung mit
orthogonalen Clusterbasen.
function ORTHOGONALE _H2MATRIX(Tzx7, V, &, W, A, N, S, V., &, W, X\, N, S)
ORTHOGONALE _CLUSTERBASIS(rz, V, K, V, C, ) > Algorithmus 4.2.1
ORTHOGONALE _ CLUSTERBASIS(r7, W, k, W, D, \) > Algorithmus 4.2.1
H2-MATRIX-PROJEKTION(rz% 7, N, S, C, &, D, X\, N, S) > Algorithmus 4.2.2
end function

In Lemma [4.2.20 schitzen wir den Aufwand fiir das Orthogonalisieren einer H?-Matrix
durch Algorithmus ab.

Lemma 4.2.20

Es sei H = H*(Tzx7,V, W, N, S) eine H2-Matrix mit cs,-schwachbesetztem Blockbaum
und Rangverteilungen x und A. Wir definieren den maximalen lokalen Rang kpax 1=
max{max;e7; #kt, MaXseT, #As}. Dann bendtigt Algorithmus ur Berechnung von

H?(Tzx7,V,W,N,S) = H mit orthogonalen Clusterbasen V und W héochstens
CquI%Iax(#I +#J) + (2csp +cqr + 2)k§1ax(#73 + #77)

Operationen.
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4 Rekompression von H?-Matrizen

BEWEIS: Es seien % und A die Rangverteilungen der aus der Orthogonalisierung mit
Algorithmus entstandenen Clusterbasen V und W. Dann gilt nach Lemma
Rt < Ky fiir alle t € Tz und A\; < A fiir alle s € 77. Der Aufwand fiir den Aufruf von
Algorithmus fiir V und W ist nach Lemma durch

cqu?nax(#l- + #j) + (CQT + 2) max(#ﬁ + #TJ)

beschrénkt. Die dabei berechneten Familien von Matrizen (Cy)ie7; bzw. (Ds)ser, sind
die entsprechenden Basiswechsel. Somit berechnet Algorithmus die zugehorigen
Kopplungs- und Nahfeldmatrizen. Dies benotigt nach Lemma [4.2.19 hchstens

Acepkih o min{#77, #77}

Operationen. Zusammen mit min{#7z, #77} < 3(#7Tz + #77) erhalten wir fiir den
Aufwand von Algorithmus die obere Schranke

CquIQHaX(#I + #\7) + (C(IT + 2) max(#ﬁ + #TJ) + 405Pki1ax mln{#ﬁa #Tj}
S Cqr max(#I + #\7) (QCSP + Cqr + 2) max(#% + #Tj)

Nach Lemma ist Bild(V;) C Bild(V) fiir alle ¢ € 77 und Bild(W,) C Bild(W,)
fir alle s € Tj. Zubammen mit Lemma {.1.12| folgt H € H*(Tzx7,V,W). Da Al-
gorithmus 4.2.2] eine Projektion auf H € H?*(Tzx7,V,W) ist, folgt HTIXJVW[H] =

H2(7—IXJ7VaW>§7ﬁ) =H. "

Falls die Annahmen aus Bemerkung gelten, liegt der Aufwand in O(nk?). Wir kénnen
also eine orthogonale Darstellung fiir eine beliebige #2-Matrix in linearer Komplexitiit
(beziiglich der Anzahl der Freiheitsgrade) berechnen. Wie bereits erwéhnt, wollen wir
spater eine adaptive Clusterbasis berechnen, die moglichst kleinen Rang besitzt und fiir
die der Projektionsfehler eine gewisse Schranke nicht iiberschreitet. Als ersten Schritt
untersuchen wir im néchsten Abschnitt den Projektionsfehler der orthogonalen Projektion

aus Definition [L.2.13]

4.3 Projektionsfehler

In diesem Abschnitt werden wir den Projektionsfehler der Projektion aus Definition
untersuchen. Dabei verfolgen wir zuerst einen clusterweisen Ansatz, der den
Projektionsfehler mit Hilfe der totalen Clusterbasen gut beschreibt.

Der zweite Ansatz ist eine blockweise Fehlerbetrachtung. Diese Betrachtungsweise kann
zwar fiir die Spektralnorm zu einer groferen Uberschitzung des Fehlers fithren, hat
allerdings den Vorteil, dass wir den Fehler in den einzelnen Blécken kontrollieren konnen.
Bei Matrizen, deren Teilblocke besonders unterschiedlich groffe Normen aufweisen, hilft
uns dieser Ansatz dabei, Blocke mit kleiner Norm hinreichend gut zu approximieren. Dies
ist fiir die Arithmetik von Vorteil, weil sie auf der blockweisen Berechnung basiert.
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Wir beginnen mit der clusterweisen Betrachtung und konzentrieren uns dabei auf die
Zeilenbasis. Um dies zu legitimieren, zeigen wir im folgenden Lemma, dass sich der
Projektionsfehler durch den Fehler beziiglich der Zeilenbasis und der Spaltenbasis aufteilen
lasst.

Lemma 4.3.1 B o
Es seien X € R7*J V und W orthogonale Clusterbasen und Tz 7 ein zulissiger Block-
baum. Dann gilt

IX -y, v wlX)I3
< X ~Tip | XIE 200, v XD T (0 o [XDTIR

und

max{|| X — T 5, [X][3 X7 -1, [XTII})
< HX—HTIXJ,vw[X]H%
< | X -1I — X712 xT _11 — xT2
< X -Tp v X oy 2 XU

BEWEIs: Fiir die Spektralnorm verwenden wir im Gegensatz zu |12, Lemma 6.7] eine
Abschétzung mit quadratischen Termen. Es gilt

2
1X =Tl XNE < (1K =Ty g X s + Ty X = Ty o wlX]s)
<X T, o (XIIE 42T, vl (X) - el Xl

Wir schreiben den letzten Term mit Hilfe von Lemma [4.2.76l als

Ur o veX]I=Ur  owlX] = Ur v X -1 iy, vadlX]
T
T T
= (W, 7 XD Ty [0y X))

Nach Lemma [2.3.13] ist die Spektralnorm unter Adjungieren invariant und es folgt

IX T ol XN < 20X ~ T o (XN + 200, ol X] - T, ol XI5
= 2X ~ Ty, |y [XIE + 20y 5 XD - Ty (5 XD

Als Néchstes betrachten wir die Frobeniusnorm. Die obere Fehlerschranke gilt nach |12,
Theorem 6.9] und die untere nach [12, Remark 6.10|. Dabei werden die Eigenschaften
der einseitigen Projektionen aus Lemma ausgenutzt und verwendet, dass die
H2-Matrix-Projektionen im Hilbertraum (RZ*7 ||.||r) orthogonale Projektionen sind. m

Die untere Schranke fiir die Frobeniusnorm zeigt, dass der Fehler durch die obere Schranke
maximal um den Faktor 2 iiberschitzt wird. Bei der weiteren Betrachtung des Projek-
tionsfehlers konnen wir uns vorerst auf die Zeilenbasis konzentrieren. Mit Lemma [£.3.1]
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folgt dann eine Fehlerabschétzung fiir die gesamte Projektion.
Fir die Spektralnorm kénnen wir i. A. nicht davon ausgehen, dass Iz o Vo als Operator

von (RT*7 ||.|ls) nach (RZ*7 ||.||s) eine Norm kleiner als 1 hat. Deshalb taucht Iy v,
in der Abschitzung fiir die Spektralnorm auch im zweiten Term auf. Um dieses Problem
werden wir uns spéater gesondert kiimmern.

Im néchsten Schritt werden wir den Fehler der Projektion beziiglich der Zeilenbasis ndher
untersuchen. Dabei werden wir den Fehler im ersten Schritt in Teile fiir jeden Zeilen-
cluster aufteilen. Dafiir nutzen wir die Fehlerterme aus Definition [4.3.2] (vergleiche D,
aus [12, Lemma 5.25]). Diese verwenden statt (It —Ily;,) die Abbildung (I — HVt)H\?(V)t7

weil V; durch die geschachtelte Darstellung der Clusterbasis nur das représentieren kann,
was durch V(V); darstellbar ist. Bei der Konstruktion der adaptiven Clusterbasen in
Abschnitt tauchen Terme auf, die den Fehlertermen D(X, 7Tzx 7, V) entsprechen.

Definition 4.3.2 (Fehlerterme fiir orthogonale Projektion)
Es sei (V¢)ter; eine Clusterbasis. Dann definieren wir die Matrizen

HD,V,t — (It _ HVt) HV(V)t c R%::tI fir alle t € Tz,

wobel I := II; die Identitat in ]R% bzw. RtIthI sei. Es sei zusitzlich X € RZ*Y und Tzx 7
ein zuldssiger Blockbaum. Dann definieren wir den clusterweisen Fehlerterm

D(Xa EXJ,V)t = HD,V,tX(EXJ7X)t fur alle ¢ S 7?[
uber die totale Clusterbasis und den blockweisen Fehlerterm

D<Xav)t,s = HD,V,tXIth fir alle t € Tz,s € T7.

Wir verwenden die Notation Iy statt Ilg, um zu betonen, dass wir an dieser Stelle
Projektionsfehler betrachten. Wegen (It — HVt) Hf/(V)t = (II — HVt) H\?(V)tﬂt konnten
wir fiir die Fehlerterme auch die Identitit auf RZ nutzen. Die Verwendung von I hat
den Grund, dass wir die Matrix I, 37, zuerst alleine untersuchen wollen. Fiir die beiden

beteiligten Projektionen Il und Iy, gilt folgender Zusammenhang.

Bemerkung 4.3.3
Es sei (V¢)ter; eine orthogonale Clusterbasis. Dann gilt fiir alle ¢ € 77 mit den Bezeich-

P p—

nungen V; := V(V); und V; := V(V);

— T — T 7 v TxrTyr v
My, = ViV, = VWV = VVIVIVVT = T, Iy,

(4.5)
— —T R p— v vy s T
= ViV, = VWV, = WWIVVV, = I Iy,

Mit dieser Umformung kénnen wir zeigen, dass sich Iy — Ily7, in die Abbildungen I, 3 ;,

t € desc(t), deren Bilder orthogonal zueinander sind, aufteilen lisst. Wir zeigen zusétzlich,
dass die Abbildungen Il 37 ; orthogonale Projektionen sind.
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Lemma 4.3.4
Es sei (Vi)ie7, eine orthogonale Clusterbasis. Fiir alle t € Tz sei V; := V(V); und

Vi = V(V)t. Es seien t,t' € TI mit ¢ # t'. Dann ist 11, 74 eine orthogonale Projektion

mit Bild(Il, i ;) = Bild(fy — I, ) N Bild(Il}; ) und es gilt
I—Ty, = > Hpp; und (4.6)
tedesc(t)
T
HDVt'HD,V,t = 0. (4.7)

Falls t € T7\Lz ist, gilt zusitzlich Bild(Il, ;) C Bild(Ily;) = UtEChll(t) Bild(V5).

BEWEIS: Mit folgt
M,p, = (I—1) 1, = 0, ~ T 00, = 0, -0y, = O, (I - 1) -

Also ist II DVt Produkt zweier kommutierender orthogonaler Projektionen. Damit ist
Uy, nach [37, Satz I1.5.13] eine orthogonale Projektion, wobei fiir das Bild

Bild(Il,,) = Bild(I — IIy;,) N Bild(Il;,) € Bild(V;)

gilt. Falls t € 77\ Lz ist, gilt Bild(Vi) = Y e oy Bild(V).
(4.6): [vergleiche |12, Lemma 5.29]] Wir zeigen die Aussage fiir alle ¢ € Tz per Induktion
iber # desc(t) € Nsg. Fiir t € Tz mit # desc(t) =1 gilt t € L7 und

L=y, = (I -Tp )y, = Tpp; = > Ty
tedesc(t)

Es sei n € Ny derart, dass die Aussage fiir alle t € Tz mit #desc(t) < n gelte. Es
sei t € Tr mit # desc(t) = n + 1. Dann ist # desc(f) < n fiir alle £ € chil(t) und die
Induktionsannahme gilt fiir alle Kinder von ¢. Mit (4.5) folgt

Iy —1ly, = (Ie — Uy )y, + (I — Iy, ) (I — 1y;)
= Upy,+ I — Uy, — 11y, + 11y, 1L,
= Upy,+ 1 -1y -y +1Iy; = Uy, + 1 — 11,
Aufgrund der Definition von Il folgt mit chil(t) =: {t1,...,t;}

-1y =L~ (Ve .. Vo)V ... Vi)'
SN vivi = Y -1
fechil(t) echil(t)

Wir setzen dies oben ein und erhalten mit der Induktionsvoraussetzung

L=y, =Tpp,+ > L1

techil(t)
Opvet > >, Hppi= D>, Hppy
techil(t) ic€desc(?) tedesc(t)
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[4.7): [vergleiche |12, Lemma 5.26]] Fiir t Nt’ = () gilt wegen Bild(II, - ,) € Bild(V;) C RZ
und Bild(II,, 7 ,,) € RZ,

T
HD,V,tl

Fir t Nt’ # () ist ¢’ € desc(t) oder ¢ € desc(t') (sieche Lemma ([iil)). Wegen ¢ # ¢/ sei
0.E.d. A. ¢/ € desc(t)\{t} (ansonsten transponieren wir die Gleichung). Dann existiert
genau ein £ € chil(t) mit ¢ € desc(f). Mit der allgemeinen Transfermatrix E, ; und Lemma

[4.1.10] erhalten wir

Bild(IlyIlp, 1) € Bild(IyIV;) = Bild(I,V;) = Bild(VyE, ;) C Bild(Vy).

_ _ T - T
Upve, = Uy dellllyy, = 1

DVt OHDV,t = 0.

Mit Lemma folgt Bild((1y — Hvt,))J_ Bild(HVt,) und somit

HT

o _ T
pvillpv: = 11

D,V,t/Ht/HD,V,t - H‘?t/ (Itl o HVt/)HD,V,t = 0.

Das Theorem [£.3.5] gibt eine exakte Darstellung des einseitigen Projektionsfehlers durch die
clusterweisen Fehlerterme aus m Die Eigenschaft D(X, Tzx7, V) D(X, Tzx7,V)y =0
fiir ¢ # t' entspricht dem Kriterium fiir Orthogonalitat aus Lemma Zusammen
mit Lemma kénnen wir dann eine Fehlerabschidtzung in der Norm folgern. Fiir diese
Aussage zitieren wir |9]. Die Aussagen aus Lemma verwenden wir spéter fiir den
blockweisen Fehler und in Kapitel [5 fiir die Fehlerabschatzungen des Niedrigrangupdates

Theorem 4.3.5 (orthogonale Zerlegung des einseitigen Projektionsfehlers)
Es sei X € RZX7(V,)se7; eine orthogonale Clusterbasis und 77«7 ein zulissiger Block-
baum. Es bezeichne Dy := D(X,Tzx.7, V) fiir alle t € Tz. Dann gilt

teTz

Auferdem gilt DI'D; = 0 fiir alle ¢, € Tz mit ¢ # ¢'.

p—

BEWEIS: Fiir alle t € 77 gilt mit [£.5)), V; := V(V); und V; := V(V),

My, = (I — Ty )y, = I — Iy, = I, — I, (4.8)

Damit folgt, dass die von uns verwendeten Fehlerterme denen in |9, Theorem 3.11]
entsprechen, und die Aussage folgt aus dem Beweis zu |9, Theorem 3.11]. [

Wir zeigen als Nichstes, dass sich die Fehlerterme || D((IL Vo (X)), T 7. W)lls durch
ID(XT, TZ 7. W)|ls beschriinken lassen. Danach kénnen wir mit Hilfe von Lemma

und Theorem eine globale Fehlerschranke beweisen, die nur die Terme D(X, Tzx 7, V)
und D(XT, TZ ;. W) enthilt.
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Lemma 4.3.6
Es seien X € RZ*J |V und W orthogonale Clusterbasen und 7Tz« 7 ein zulissiger Block-
baum. Dann gilt fiir alle s € T

1Dy, v XD T g Wslls < ID(XT, T 7 Wl s

BEWEIS: Fiir die totalen Clusterbasen fithren wir X1 := X (77 7, (HszJ 7. XDT)s

und X7 := X (T 7, XT), fiir alle s € Ty als Schreibweisen ein (siche Definition
der totalen Clusterbasis). Dann gilt nach Definition der erweiterten Blockzeile

X = Ws(lyy w [XDT > T

tErow(TITXJ,s)

= > Y Ly p. X))

sepred(s) t€1r0W('T%T>< 78)

S Y Y I, X

sepred(s) terow(TH, ,3)

=T ) > (e v, [XD)".

sepred(s) terow(TH, ;,3)

Weil (t,8) € LT, ; fiir alle § € pred(s) und ¢ € row (77, 7, 8) = col(Tzx 7, §) = col(5) gilt,
folgt

Xms = s Z Z (Ht(HTIXJ,V,*[X])Hé)T

S€pred(s) tecol(8)

=T Y > (O, XI)T = ) (I, XTI,)"

s€pred(s) tecol(3) tecol(s)
Wir verwenden ¢, = Utea( st und definieren die Matrix
IxT
Mg = Y, Hy, €RE .
tecol(s)

Weil Bild(Ily;,) C Bild(Il¢) gilt und die Mengen t fiir alle ¢ 6 col( ) paarweise disjunkt
sind, ist I i(s) eine orthogonale Projektion (siehe Lemma [2 . Fiir diese gilt

T

Xms = Y Uy X" = | Y Iy, Y X

tecol(s) t' €col(s) tecol(s)

T
= X" D" M| Y My, = Xrllg,.
tecol(s) ' €col(s)
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4 Rekompression von H?-Matrizen

Wir nutzen fiir alle s € T die Notation Wy := V(W) (siehe Definition |4.2.3)). Mit der
Definition fiir die Fehlerterme und der Invarianz der Spektralnorm unter Adjungieren

(sieche Lemma [2.3.13)) folgt
ID((My, 7 XD T Wslls = I0p g Xuslls = X1 Tp 7 4l
XTIV ’ ’
= HHa(s)X%SHD,W,sHS'

Weil 11— ) eine orthogonale Projektion ist, folgt mit Lemma [2.3.20)

col(s

1Dy, v XD T g Wslls = Mg X1l lls < I1X7 005,
= Uy, Xrslls = IDXT, T 7, Wslls.

Mit Hilfe von Lemma und Theorem folgt eine allgemeine Fehlerabschétzung.
Dabei nutzen wir Lemma [£.3.6], um die Abschdtzung so zu gestalten, dass nur die
Fehlerterme D(X, Tzx7,V) und D(XT, 77 ;, W) benutzt werden.

Theorem 4.3.7
Es seien X € RZ*J |V und W orthogonale Clusterbasen und 7Tzx 7 ein zulissiger Block-
baum. Dann gilt

IX =T vwlXE < 2 D IDX, Toxg, Vellz + D IDXT, TR 7, W)l
teTz sETy
und

YD Tzxg VillE D IDXT Tz W)l

teTr s€Ty

IN

IX -y, v wlX]IE
S IDEX T Vil + 32 DX TE 7. )3

teTz s€Ty

IN

BEWEIS: Zuerst zeigen wir die Aussage fiir die Spektralnorm. Wir betrachten die Pro-
jektion beziiglich V' mit der Notatlon Dy = D(X Trx7,V)i. Bs sei x € RY. Fiir alle
t,t' € Tz, t # ', gilt nach Theorem 5, dass Dt, Dy = 0 ist, und mit Lemmam folgt
<Dta;, Dyx)o = 0. Also sind die Vektoren Dz fiir alle t € T7 paarweise orthogonal und

mit Theorem sowie Lemma folgt

I~ Ty p XDl = 1Y Dial3 = 3 1Dwl3 = 3 ID(X, Tax, Vel

teTr teTr teTz
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4.3 Projektionsfehler

Nach Lemma [2:3.9] ldsst sich die Abschiatzung auf die Spektralnorm tibertragen

IX -1y v, X3 < Y IDX, Trug, Vil
teTz

Analog erhalten wir fiir die Projektion HTT bezughch der Spaltenbasis W

L HGTM,W,*[<H7-M,V*[X]>T} 12
= Z HD((HTIXJ,V*[ ]) 7-ij,7) H%

s€Ty

Mit Lemma kénnen wir auf der rechten Seite die einseitige Projektion Hr o Vo
entfernen und erhalten

1My, v XD =y [y 5 IXDTIE < ZT: ID(XT, T 7 W)s -
se'l g

Nach Lemma [4.3.7] miissen wir nur noch die beiden Terme addieren und erhalten

IX -1, X3
< 2AX —Thpy | p XNE + 20T v XD~ T (T [XDTIIR

= 2| > IDX, Tzxg: V)llZ + Y IDXT, T 7, W%

teTr s€Ty

Nun betrachten wir die Frobeniusnorrn Wir verwenden wieder die Bezeichnung D; :=
D(X,Tzx.7,V):. Nach Theorem gllt D , Dy =0 fiir alle t,t' € Tz, t # t'. Mit Lemma
folgt daraus (Dy, Dy)p = 0 Also smd die Matrizen D; fiir alle t € 77 paarweise
orthogonal und mit Lemma folgt

I =Ty 5 XDIE = 1) Dt = D IDdE = D IDX, Tz, Vil

teTr teTr teTr
Analog folgt fiir die Projektion H7-%TXJ7W7 , beziiglich der Spaltenbasis W
(X =Ty XTDIE = D IDXT T 7 WhlE.
teTr

Mit Lemma [4:37] folgt

Z HD(X77-I><\77V)15”%‘7 Z ||D(XTa7—ITZ<J7W)SH%'

teTr s€Ty
2
< X -1 vwlXllE

<
< DX, Tz Vilz + D IDXT T 7, W[
teTr sETy
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4 Rekompression von H?-Matrizen

Dabei ist fiir die untere Schranke wichtig, dass der Projektionsfehler beziiglich V' und W
jeweils mit Gleichheit umgeformt wurde. [ |

Nach Theorem [4.3.7] miissen wir bei der Konstruktion der adaptiven Clusterbasen in
Abschnitt darauf achten, dass die Normen der Fehlerterme D(X,7zx7,V): und
D(X T,’TITX J,W) s hinreichend klein sind. Dies erreichen wir mit Hilfe der gekiirzten
Singuldrwertzerlegung (siche Algorithmus .

Zuvor betrachten wir den Fehler der Projektion blockweise. Dazu zeigen wir zuerst, dass
der Projektionsfehler sich durch die blockweisen Fehler darstellen lasst. Danach spalten wir
den blockweisen Fehler in Anteile beziiglich der Zeilenbasis und beziiglich der Spaltenbasis
auf.

Lemma 4.3.8
Es seien Tzx 7 ein zuldssiger Blockbaum, V = (Vi)ier, und W = (W) seT, orthogonale
Clusterbasen und X € RZ*7. Dann gilt sowohl fiir die Spektralnorm als auch fiir die
Frobeniusnorm

IX -1, vwXI? < > [ Xp— Ty, Xply [

b:(t,s)EEIXJ

wobei im Falle der Frobeniusnorm Gleichheit gilt.
Bewgis: Nach (3.15) gilt Uy, , b =2 x J. Damit folgt

Xl pwlX] = X= > Ty Xy + 3 ILXTL

(t,s)eLt, ; (t,5)ELT 7
= ) X — Ty XMy + Y XTI — T XTI,
(ts)eLt, - (t,s)ELT, 7
= ) XTI — Ty, T XTIy,
(t,s)eﬁéx‘j
= > Xp - Ty, XTIy
b:(t,s)GL%XJ

Weil die Beschriftungen b der Blocke b € L7 7 eine Blockpartition von Z x J bilden,
folgt die Aussage nach Lemma Dabei gilt fiir die Frobeniusnorm Gleichheit. m

Das Theorem gibt uns die Moglichkeit, aus den Fehlern in den einzelnen Blocken
eine globale Fehlerschranke zu berechnen. Dabei trennen wir den Fehler wie in Theorem
in einen Anteil beziiglich der Zeilenbasis und einen Anteil beziiglich der Spaltenbasis.
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4.3 Projektionsfehler

Theorem 4.3.9
Es seien Trx7 ein Blockbaum und V = (Vi) und W = (Ws)seTJ orthogonale
Clusterbasen. Weiter sei X € RT*7. Dann gilt fiir die Spektralnorm die Fehlerschranke

IX —Tp  vwlXE < > IX — Ty, Xl + 1 X[, — Ty, XI3-

b=(t,s)eLE, ,

Fiir die Frobeniusnorm gelten die untere und obere Fehlerschranken
S max {1 X, — Ty, X%, 1X7 - g, XT3}
b=(t,5)ELF, -
< X -Tp, | vwlXIE
Yo X Oy, X7 + I1Xf, — O X3

b=(t,s) EE}FX 7

IA

BeEwEeIs: Wir nutzen Lemma und untersuchen die Terme der rechten Seite genauer.
Zuerst betrachten wir die Spektralnorm. Fiir alle b € £}rx sund z € R gilt

1(Xpp — Oy, Xpllyy )zlls = (X — Oy, Xpp)z + Oy, (Xp — XjpIly )z|3.
Nach Beispiel [2.3.18] ist Ilj;, eine orthogonale Projektion beziiglich des euklidischen
Skalarprodukt. Wegen y := Iy, (X — Xpllyr )z € Bild(Ily,) sind nach Lemma Y
und (X|p — I, X}p)x orthogonal zueinander und es gilt

(X — Oy, Xply )zl3 = (X — Oy, Xpp)l)3 + [Ty, (X — Xjplliy )z|f3-

Weil Il, eine orthogonale Projektion ist, gilt nach Korollar

(X — Hth|bHWS)~’U||% < I(Xjp — Hth\b)fL’H% + [[(X1p — Xy, )z 2.
Mit Lemma [2:3.9] tibertréigt sich die Ungleichung auf die Spektralnorm und wir erhalten

1Xpb — Oy, Xpllip 13 < 11X — Oy, Xppll3 + 1 Xp — Xplly, |13

Da Il eine orthogonale Projektion ist und die Spektralnorm nach Lemma [2.3.13| unter
Adjungieren invariant ist, folgt

X — Ty, Xpllyy 13 < 1 Xp — Iy, X 1% + 1 X[, — Ty, X113
Als Zweites betrachten wir die Frobeniusnorm. Es gilt

1 Xpp — Iy, Xpllp 17 = [ Xp — Iy, Xjp + iy, Xpp, — Iy, X1y |17

Die Abbildung Ily;, von RZ*J nach RT*7 ist eine orthogonale Projektion beziiglich des
Frobenius-Skalarprodukts (siehe Beispiel [2.3.18)). Dann folgt mit Lemma dass Xy, —
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4 Rekompression von H?-Matrizen

Iy, Xjp und Iy Xy, — Uy, XI5 orthogonal beziiglich des Frobenius-Skalarprodukts
sind. Also gilt

X — Oy, Xplly 17 = X — Oy, Xpll7 + [y, (X — Xplly )7 (4.10)
Da Iy, eine orthogonale Projektion ist, folgt mit Korollar @
X — Oy, Xplly 17 = X — Oy, Xpl7 + 1y, (X, — Xplly )lIE
X — Oy, Xl + [ Xp — Xl [I%
= | Xjp — Oy, Xpll7 + X5 — Ty, Xl -

IN

Die letzte Gleichheit gilt, weil die Frobeniusnorm unter Adjungieren invariant bleibt (siehe

Lemma [2.3.13)). Aus der Gleichheit in (4.10]) folgt die untere Schranke
1 Xp — Oy, XplF < 1 Xp - Oy, Xpl7 + [Ty, (X — Xplly )7
= || Xjp — Oy, Xpplliy [|7-

Analog ist || X ‘:,]; — Iy X ff)”%, eine untere Schranke fiir den Fehler im Block b. Mit Lemma

[4:3.8 folgen dann die Abschitzungen in der Behauptung. ]

Falls wir durch unsere Konstruktion sicherstellen, dass der Fehler in jedem Block be-
schrankt ist, liefert Theorem [4.3.9] eine globale Fehlerschranke. Als Néchstes folgern
wir aus Theorem [£.3.5] eine entsprechende Aussage fiir den blockweisen Fehler und die
blockweisen Fehlerterme aus Definition 3.2

Lemma 4.3.10
Es sei X € RT*J (V)ie7; eine orthogonale Clusterbasis und 7 ein Clusterbaum. Dann
gilt fiir alle t,¢' € Tz mit ' #t und s € T¢

Xigxs =y, Xjexs = >, DX, V).
tedesc(t)

und D(X,V)j ;D(X,V)s = 0.
BEWEIS: Es seien ¢,t € 77 mit t' # t und s € 7z. Dann gilt mit Lemma (4.6)

Xigxs =My, Xjexs = (I —Tp) Xjexs = > HppXiexs = > D(X,V)is
tedesc(t) tedesc(t)

und mit (4.7))
D(X7V)E,SD(X>V)IZS = X|7tﬂ’><sH71;777t/HD,V,tX|t><s = X|:€’><SOX\t><s = 0.

Mit Hilfe von Lemma [£.3.10] kénnen wir in Lemma [.3.11] den blockweisen Fehler durch
die Fehlerterme aus Definition [4.3.2] abschétzen.
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4.4 Adaptive Clusterbasen

Lemma 4.3.11
Es sei X € RT*J und (V1)ieT, eine orthogonale Clusterbasis. Dann gilt fiir alle ¢ € 77,
s € row(t)

H)(|t><s_HVt*X|t><s”2 < Z HD(X’ V)f,s‘2
tedesc(t)

)

wobei fiir die Frobeniusnorm Gleichheit gilt.
BEWEIS: Es sei t € Tz und s € row(¢). Nach Lemma [4.3.10| gilt

X|t><s - HVtX|t><s = Z D(X7v)f,s'
tedesc(t)

und zusammen mit Lemma [2.3.21| folgt (D(X, V)tl,sl‘, D(X, V)t%sx) =0 fir alle 1,9 €
desc(t) und = € RY. Mit Lemma gilt

X — Oy, Xpzl3 = || Y, DXVl = > DX V).
tedesc(t) tedesc(t)

Mit Lemma [2:3:9] erhalten wir daraus die Abschétzungen fiir die Matrixnormen, wobei
wegen der Gleichheit fiir die Frobeniusnorm Gleichheit gilt. [ |

Bevor wir mit der Konstruktion der adaptiven Clusterbasis fortfahren, gehen wir kurz auf
zwei Eigenschaften unserer Fehlerabschiatzungen ein.

Bemerkung 4.3.12

Die unteren Schranken bei den Abschétzungen des Projektionsfehlers in der Frobeniusnorm
zeigen, dass die oberen Schranken in Theorem und Theorem den Fehler maximal
um den Faktor 2 iiberschétzen.

Bemerkung 4.3.1B
Sowohl in Theorem {4.3.9| als auch in Theorem |4.3.7| erhalten wir fiir die Projektionsfehler
eine Fehlerschranke, die sich als euklidische Norm von Teilfehlern darstellt. Beim simplen
Ansatz durch die Dreiecksungleichung wiirden wir eine Fehlerschranke erhalten, die sich
als Betragssumme von Teilfehlern darstellt. Da im R™ fiir die Betragssumme ||.||; und die
euklidische Norm die Aquivalenz ||.|[1 < ||.|l2 < v/7||-[l1 gilt, sparen wir bei gleichmiiRiger
Fehlerverteilung einen Faktor /#77 bzw. \/#7T7x 7 bei der Fehlerschranke.

4.4 Adaptive Clusterbasen

In diesem Abschnitt stellen wir die Konstruktion adaptiver Clusterbasen fiir 2-Matrizen
vor, wie sie in |12, Abschnitt 6.6] beschrieben ist. Diese sollen erstens eine vorgegebene
Fehlerschranke einhalten und zweitens effizient berechenbar sein. Der erste Ansatz folgt
aus der clusterweisen Fehlerabschéatzung und der zweite aus der Fehlerabschatzung fiir
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4 Rekompression von H?-Matrizen

Blocke.

Wir miissen bei der Konstruktion der adaptiven Clusterbasen nach Theorem dafiir
sorgen, dass die Normen der Fehlerterme D(X, Tzx7, V) und D(XT, T, J,W) s hinrei-
chend klein sind. Weil beide Terme die gleiche Struktur besitzen, konzentrieren wir uns
auf die Zeilenbasis V. Wir schrinken unsere Betrachtung auf die Konstruktion adaptiver
Clusterbasen fiir eine H2-Matrix H = H2(Tzx7,V, W, N, S) ein.

Neben der Einhaltung einer gegebenen Fehlerschranke soll der Algorithmus lineare Kom-
plexitét beziiglich der Anzahl der Freiheitsgrade haben. Um dies zu erreichen, stellen wir
sicher, dass der Aufwand in den Bléttern ¢ € £7 in O(#t) und in den anderen Clustern
t € T\ Lz in O(1) liegt (sieche Lemma [3.2.11] und Korollar [3.2.12)).

Zuerst wollen wir die Idee erlautern. Es sei t € Tz. Wir nehmen an, dass fiir die Nachfahren
t € desc(t)\{t} von t die neue orthogonale Clusterbasis V bereits konstruiert ist. Dann
ist die Matrix V; := V(V)t definiert und fiir den Fehlerterm aus Definition in t gilt
mit Xy := X (Tzxg, H)t

Dy == D(H,Tzxg,V)i = (It —IIy;,) Iy X;.

Der erste Ansatz ist die Berechnung von V; durch eine gekiirzte Singuldrwertzerlegung
der Matrix ITy, X; (siehe Algorithmus @) Weil die Matrix ITy, X; Nicht-null-Eintrége in
#t Zeilen und ) ) #s Spalten hat, wire der Aufwand dafiir zu grof (siehe Lemma
2.4.9)).

Aufgrund der geschachtelten Struktur sind wir vor allem an den Transfermatrizen Ey,
t € chil(t) interessiert. Weil V orthogonal konstruiert werden soll, werden diese in der

Matrix V; := V(V), zusammeniefasst (siche Definition und Bemerkung [4.2.5)). Aus

Vi=V,V, (sieche Lemma 4.2.12| und (4.8))) folgt

SETOW

Dy = (g —1y)X, = (G - VViVIVHX, = V; (It - HVt> VX, (4.11)
Weil die Matrix V, orthogonal ist, kénnen wir die Norm des Fehlerterms mit Lemma
2.3.16l umschreiben zu

IDel) = Ve (Fe = Thg, ) VTXell = | (B = T, ) V57X (412)

Damit hat sich die Aufgabe auf das Berechnen von V; durch das Anwenden von Algorithmus
auf die Matrix V;TX,; reduziert. Allerdings hat die Matrix ‘u/tTXt noch immer
> scrow(t) #s Spalten, was eine Berechnung zu aufwéndig machen wiirde.

Weil wir die H2-Matrix H betrachten, ist Bild(X;) C Bild(V;) und es existiert ein Y; mit
X; = VY, (siehe Lemma . Wir nehmen an, dass wir zusétzlich eine QR-Zerlegung
P,Zl' = Y,I hitten. Dann kénnen wir aufgrund der Orthogonalitéit von P; die Gleichung
(4.12)) weiter reduzieren zu

IDi) = 1 (1 =11y, ) VPl = (B - 11y, ) ViTVizey | s
= | (& - 11,) VI vizi).
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4.4 Adaptive Clusterbasen

Basiswechsel C' (V, V) aufstellen lisst (siche Definition |4.2.3)). Die Basiswechsel wiederum
konnen wir mit Hilfe der rekursiven Darstellung aus Lemma effizient berechnen.
Dabei ist es wichtig, dass die Rekursion fiir die Basiswechsel, genauso wie die Konstruktion
der neuen Clusterbasis, von den Blédttern zur Wurzel verlduft. Damit ldsst sich
umformen zu

Nach Lemma 4 gilt VIV, = V(V, V), wobei sich V(V, V), effizient mit Hilfe der
i

1Dil) = 11 (1 =11, ) VIVzill = | (fe = Tig, ) V(V. V). (4.14)

Die Matrix V(V,V);Z; hat hichstens > iccnil(t) #K¢ Zeilen und hochstens #£; Spalten.
Somit kénnen wir den Aufwand fiir den Aufruf von Algorithmus [2.4.3 fiir die Matrix
V(V V)i Z; durch Grofen des lokalen Rangs beschrinken. Gleichzeitig konnen wir die
Norm des Fehlerterms durch Algorithmus [2 steuern. ~

Dies bildet den Ansatz, den wir zur Konstruktion von V verfolgen. Weil V(V,V); und
Zy jeweils “klein” sind, kann das Produkt effizient berechnet werden. Somit besteht die
Aufgabe vor allem darin, die Matrizen ‘7(V, V) und Z; aufzustellen. Als Erstes wenden
wir uns den Matrizen Z; zu und definieren die sogenannten (reduzierten) Gewichte.

Definition 4.4.1 (Gewichte fiir Clusterbasen)
Es sei H = H*(Tzx7,V,W, N, S). Dann definieren die Matrizen

Y == Y(H, V) = Z Z EttSts
tepred(t) scrow(t)

fiir alle ¢ € 77 die totalen Gewichte zur Zeilenclusterbasis.

Eine Matrix Z; := Z(H, V'), heilt reduziertes Gewicht, falls fiir alle t € 77 eine orthogonale
Matrix P; mit X (Tzx7, H)¢ = Vi Z; P! existiert. Die Spaltenindexmenge von Z; bezeichnen
wir typischerweise mit (;.

Den Namen reduziertes Gewicht haben wir gewéhlt, weil Z; typischerweise deutlich weni-
ger Zeilen als das totale Gewicht Y; besitzt.

Um die reduzierten Gewichte effizient berechnen zu kénnen, wollen wir eine rekursive Dar-
stellung angeben. Dazu benétigen wir eine rekursive Darstellung der totalen Clusterbasis.

Lemma 4.4.2
Es sei H € H*(Tzx.7,V, W) eine H?-Matrix. Dann gilt fiir die totale Clusterbasis

) _ {ZSEI‘OW(t) WS(t,s) WST , falls t = rg

Xy = X T 7H /
t (Tzxs D serow(ty VS We +Xgq , falls t # 1z, £:= par(t)

fiir alle t € T7.

BEWEIS: Es sei t = rz. Dann gilt Tow(¢) = row(¢). Daraus folgt

X=X > I = ILX Y o= > ViSe W

seTow(t) s€row(t) s€row(t)

99



4 Rekompression von H?-Matrizen

Es sei t € T7\{rz} mit  := par(¢). Dann gilt

Xy =X Y T =X » H+IJX Y T

s€Tow(t) serow(t) serow(f)

— Z ViSu oW + Xy

s€row(t)

Anschaulich besteht die totale Clusterbasis X (Tzx7, H): fir t € Tz\{rz} aus dem Anteil
der H2-Matrix H, der direkt durch V; beschrieben wird, und einem Anteil, der bereits
vom Elter £ := par(t) dargestellt wird (siche Abbildung . Der erste Teil wird durch
die Summe dargestellt. Der zweite Teil ist die Einschrdnkung der totalen Clusterbasis des
Elters auf den aktuellen Cluster ¢. Dieser zweite Teil muss aufgrund der geschachtelten
Clusterbasis auch durch V; darstellbar sein.

Wie bereits erwahnt, sind die Matrizen X; zu grofs, um sie effizient berechnen oder
speichern zu kénnen. Deshalb beweisen wir in Lemma [4.4.3] eine rekursive Darstellung fiir
reduzierte Gewichte, welche eine effiziente Berechnung erméglicht.

Lemma 4.4.3
Es sei H € H2(Tzx7,V,W) eine H2-Matrix. Weiter seien fiir die Clusterbasis W orthogo-
nale Gewichte (O;)se7; mit zugehdrigen orthogonalen Matrizen (Ps)se7, gegeben. Dann

werden durch die QR-Zerlegung von ZT rekursiv von der Wurzel zu den Blattern

So

S(t»sl)ogl T S(t,sg)OT) , falls t = rg
S(t’sl)OZl e S(t,Sa)Oz; Eth) s falls ¢ 7é T, t’:: par(t) )

ZtﬁtT = Z\t =

fiir alle t € 77 reduzierte Gewichte Z(H, V), := Z; definiert.

BEWEIS: |vergleiche |12, Abschnitt 6.6]]

Es ist zu zeigen, dass eine orthogonale Matrix P, mit X (Tzx7, H); = VtZtPtT fir alle
t € Tz existiert. Wir zeigen die Aussage per Induktion tiber # pred(t).

Es sei t € Tz mit # pred(t) = 1. Dann ist ¢ = r7 und mit der Darstellung der totalen
Clusterbasis aus Lemma folgt

X(Tzxg,H): = Z ViSuagWd = Vi Z S(t,508 P

serow(t) serow(t)

= Vi(SusOL -+ Sus)OL) (Py - PBy)"

~~

—Z, —.PT

= v,z,P" = viz,PI'Pr = v,z P

Die Matrix ]St ist nach Bemerkung |2.3.15|orthogonal. Somit ist auch P, = ]3,5]3,5 orthogonal

und Z; definiert ein reduziertes Gewicht.
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Es sei n € N5 derart, dass die Aussage fiir alle ¢t € Tz mit # pred(t) < n gilt. Weiter sei
t € Tz mit # pred(t) = n + 1 > 1. Dann gilt ¢ # r7 und es existiert f := par(t). Es gilt
# pred(f) = n und somit ist Z; ein reduziertes Gewicht, fiir das eine orthogonale Matrix
P; mit X(Tzxg,H); = Vt/thPt»T existiert. Mit der rekursiven Darstellung der totalen
Clusterbasis aus Lemma folgt

X(Tzxg,H)t = Z V%S(t,s)WZ“‘X(Exij)ﬂt
serow(t)
=W Z S(t,S)OsTPg+‘/£\tZ£Pg
serow(t)
T
= W(S(t,sl)OsTl EtZt') (Psl o Py, Pt’)

= V,Zz,P' = viz,P'Pl = V,z,P".

S(t’sU)OT

So

Wie oben ist die Matrix ﬁt nach Lemma [2.3.15| orthogonal. Also ist auch P, = ]3151315
orthogonal und Z; ein reduziertes Gewicht. [ |

Bemerkung 4.4.4
Nach Definition 4.4.1| bilden die Matrizen Z reduzierte Gewichte. Allerdings wiirde die
Anzahl der Spalten ohne zusétzliche QR-Zerlegung von Level zu Level wachsen. Dies
wiirde zu einem zusétzlichen logarithmischen Faktor im Aufwand des Algorithmus fiihren.

Weil wir spéter eine Verallgemeinerung der reduzierten Gewichte und einen zugehérigen
Algorithmus zur Berechnung dieser definieren, verzichten wir an dieser Stelle auf die
Angabe eines Algorithmus zur Berechnung der reduzierten Gewichte.

Mit den reduzierten Gewichten kénnen wir eine rekursive Formel fiir die adaptive Cluster-
basis angeben. Dazu nutzen wir eine allgemeinere Formulierung fiir Gewichte, weil wir fiir
die blockweise Fehlerabschidtzung und beim Niedrigrangupdate modifizierte reduzierte
Gewichte nutzen.

Definition 4.4.5
Es sei (V)ie7, eine Clusterbasis mit Rangverteilung . Dann bezeichnen wir eine Familie
von Matrizen (Z;);e7, als Gewichte zu V mit Rangverteilung ¢ = ({;)e7s, falls Z; € RFtx¢t
fiir alle t € T7 gilt.

Bemerkung 4.4.6
Es sei H = H*(Tzx7,V,W, N, S) eine H?-Matrix. Dann sind die reduzierten Gewichte
Z(H,V) stets auch Gewichte zu V.

Als Néchstes zeigen wir, wie sich adaptive Clusterbasen fiir gegebene Gewichte berechnen
lassen. Dazu fiithren wir eine rekursive Definition fiir die adaptive Clusterbasis ein, welche
eng verwandt mit der rekursiven Berechnungsvorschrift fiir orthogonale Matrizen aus
Definition [.2.6] ist.
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4 Rekompression von H?-Matrizen

Definition 4.4.7 (Adaptive Clusterbasis)
Es seien H = H*(Tzx7,V,W, N, S) eine H?-Matrix, (Z;)ic7, Gewichte zu V mit Rang-

verteilung ¢, opt eine Fehlerart und € := (&)e7; € RIZO eine Familie von Fehlerschranken.
Dann definieren wir rekursiv von den Blattern aus fur alle t € 77

V(V7 Z)t = V(‘/, Z, 0297(;7 E)t = ‘V/(V(V’ Z))t@t ERIXEt’

wobei die orthogonale Matrix @t e ROFe ¢ .= Ugechﬂ(t) kg, durch Aufruf des Algorithmus

fiir die Matrix V(V, V(V, Z)); Z; mit Fehlerart opt und der Fehlerschranke ¢, berechnet
wird. Weiter sei fiir alle ¢ € 77\ Lz und alle € chil(t)

E(V,Z) == E(V,Z,0pt,€); = Qupr,xm-

Bemerkung 4.4.8 R
Fiir ein Blatt ¢t € L7 sind V(V V(V,Z)); = Vi und V(V(V, Z)), = I. Also sind fiir die

Bliitter ¢ € 77 die Matrizen Qy, (V Z); und E(V, Z); wohldefiniert.

Fiir ¢ € 77 héingen die Matrizen V (V,V(V, Z)); und V(V( Z))¢ V nur in den Kindern
f € chil(t) von der neuen Clusterbasis ab. Damit sind Q;, V(V, Z); und E(V, Z), fiir
t € Tz\Lz durch die Rekursion definiert.

Wir verwenden aufgrund der #hnlichen Definition fiir die orthogonale Clusterbasis V (V)
und die adaptive Clusterbasis V(V, Z) sehr #hnliche Bezeichnungen. Anstatt der QR-
Zerlegung von V(V,V(V)); verwenden wir fiir die adaptive Clusterbasis die gekiirzte
Singuldrwertzerlegung von ?(V, V(V,Z));. Im nichsten Lemma fassen wir einige wichtige
Aussagen zu den Matrizen aus Definition

Lemma 4.4.9

Es sei H = H?(Tzx7,V,W, N, S) eine H?>-Matrix, (k¢)ie7, die Rangverteilung von V,
(Z)teT, Gewichte zu V' mit Rangverteilung ¢, opt eine Fehlerart und € := ()7, € R;—IO
eine Familie von Fehlerschranken.

(i) Dann ist V := ((V(V, Z,0pt, €)t)ie1y, (E(V, Z,0pt, €)1)teT,) mit den Matrizen aus
Definition eine orthogonale Clusterbasis mit Rangverteilung (%) -

(ii) Fir die neue Rangverteilung gilt #r; < ##ry fiir alle t € T7.
(iii) Es gilt fiir alle ¢ € 7z, dass der Projektionsfehler

(Is = Ty, )WV (V. V)i Zy

in der vorgegebenen Fehlerart opt kleiner als €; ist.

(iv) Fiir den Basiswechsel gilt fiir ¢ € Tz

CV,V) = VIOIV(V, V), = QIV(V, V).
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4.4 Adaptive Clusterbasen

BEWEIs: “(i)” Als Erstes zeigen wir die geschachtelte Darstellung unter Verwendung
der Notationen V; := V(V, Z, opt,¢); und E, := E(V, Z, opt, ¢), fiir alle t € Tz. Fiir alle
te 7-I\£I gilt

Ey,
Vi = V(V)t@t = (th th—) = Z Vt1Et1-

E;. fechil(t)

Also ist ((Vi)iers, (Et)teT,) eine Clusterbasis.

Als Nachstes beweisen wir die Orthogonalitét der Clusterbasis. Fiir alle ¢ € L7 gilt, dass
V= ( )tQt Qt orthogonal ist.

Fiir alle t € T7\ Lz ist fiir chil(t) =: {¢1,...,¢.}

Etl
: = @
EtT
orthogonal. Nach dem Kriterium aus Lemma ist V' somit eine orthogonale Cluster-
basis. Insbesondere ist nach Bemerkung Q. = V(V), fiir alle t € T7.

“(ii)” Es sei t € T7. Die neue Rangverteilu Fy ist die Spaltenindexmenge von @t. Weil
diese durch den Aufruf von Algorithmus [2.4.3 fiir die Matrix V(V V(V,Z))Z; entsteht,
gilt #ry < Rang(V(V, V(V,Z))Zy) < #K,t.

“(ii1)” Diese Eigenschaft folgt aus der Fehlerabschétzung fiir den Algorithmus in

Lemma und Q¢ =V V (V).
“(iv)” Es sei t € 7z. Nach Lemma 2| gil V=V (V) V(V); und nach Lemma

t v
gilt VIV, = V(V, V), Zusammen mit V(V); = Q, erhalten wir

Nach Theorem {4 miissen wir fiir die Schranke des Projektionsfehlers die Fehlerterme

D(Tzx7, H, V) beschranken Auf der anderen Seite ist durch Lemma [4.4.9 der Term
(I — I, (V)t)V(V V)i Z; in der Norm beschriinkt, falls V' durch Definition [4.4.7| gegeben
ist. Deshalb schatzen wir die Terme gegeneinander ab.

Lemma 4.4.10

Esseien H = H?(Tzx7,V, W, N, S) eine H2-Matrix und Z; := Z(H, V), t € Tz, reduzierte

Gewichte. Weiter sei V eine orthogonale Clusterbasis. Dann gilt fiir alle t € Tz
ID(Tzxg, H V)il = (Ie =y, )V (V. V)i Zi|

sowohl fiir die Spektralnorm als auch fiir die Frobeniusnorm.
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4 Rekompression von H?-Matrizen

BEWEIS: Es sei t € T7. Mit (4.11)), Vi = V(V)t, V= V(V)t und der zu dem Gewicht
Z; gehorigen orthogonalen Matrix P; gilt

D(Tzxg . H,V): = Vile — Wy )WV X (Treg H)e = Vi(ly — 10y, )V Vi Zo P
Weil die Matrizen V; und P, orthogonal sind, folgt nach Lemma
ID(Tzxg H V)l = IVille = Ty )V ViZo PRI = |[(Te — T1y, )V Vi Zy|.
Nach Lemma gilt VIV, = V(V,V); =: V; und somit

ID(Tzxg H V)il = (T = Ty VI ViZil| = ||(Te = Ty )V(V.V )i Zi).

Fiir reduzierte Gewichte Z; liefert die Definition [£.4.7] somit eine adaptive Clusterbasis,
fiir die der Fehler nach den Lemmata 4.4.10[ und 4.4.9| kontrollierbar ist. Als Néchstes
definieren wir den Algorithmus zur Berechnung dieser adaptiven Clusterbasis mit
Hilfe gegebener Gewichte. Den Aufwand schitzen wir in Lemma ab.

Lemma 4.4.11 (Aufwand fiir die adaptive Clusterbasis)
Es seien H € H2(Tzx.7,V, W) eine H2-Matrix und Z Gewichte fiir V. Weiter seien x und

¢ die Rangverteilungen zu V bzw. Z. Es sei kmax 1= maxicr, max{#r;, #¢ }. Dann ist
der Aufwand fiir Algorithmus [£.4.1] hochstens

(capr + 4)k12nax#z + (Capr + 6)k?nax#7%'

BEWEISs: |vergleiche [12, Theorem 6.27]]

Es sei t € £7. Dann wird V;Z; in weniger als 2#t#r,#¢ < 2k2,.#t Operationen

berechnet. Die Berechnung von V; mit Algorithmus benotigt hochstens
Capr#t#ct min{#ta#ct} < Caprk?nax#t

Operationen (sieche Lemma [2.4.9). Wegen #%, < Rang(Y;) < Rang(V;) < #k¢ < kmax
wird der Basiswechsel in hochstens 2#r#t#k < 2k, #t Operationen berechnet. Also
ist der Aufwand fiir ein Blattcluster durch

2kr2nax#t + Caka?nax#t + 2k1211ax#t = (CCLPT + 4)kr2nax#t

beschrankt. R
Es sei t € Tz\Lz. Dann wird zum Aufstellen von V; fiir alle £ € chil(t) das Produkt CyE;
berechnet. Der Aufwand dafiir ist durch

> ofEdrd <20 ki

techil(t) echil(t)
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Algorithmus 4.4.1 [siehe |12 Algorithm 29]| Die Funktion berechnet die adaptive
Clusterbasis V zur Clusterbasis V', den Gewichten Z, der Fehlerart opt und der Familie
von Fehlerschranken e (siche Definition [4.4.7). Dabei wird der Basiswechsel C' = C(V, V)
mitberechnet.
function ADAPTIVE _CLUSTERBASIS(t, V, k, Z, ¢, V, &, C, €, opt)
if chil(f) = 0 then
Y% c Rtxg
Y « ViZ,
ADAPTIVE_ORTHOGONALE_MATRIX(}A/},, €, opt, Vi, ) > Algorithmus m
Ct — V;F‘/t
else
for € chil(t) do
ADAPTIVE _CLUSTERBASIS(f, V, K, Z, (, V., &, C, €, opt) > bottom-up
end for
{ <+ U Ky
techil(t)
‘Z c R@Xnt
for i € chil(¢) do
Vijmxm, < CiEy
end for
Y, € REXCt
2 <~ ‘ZZt
ADAPTIVE_ORTHOGONALE_MATRIX()A@, €t, opt, @t, R¢) > Algorithmus m
for { ¢ chil(t) do
Ey QﬂEEXEt

end foAr R
Ct $— Q?W
end if

end function
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4 Rekompression von H?-Matrizen

beschrankt. 17} hat hochstens

#L = Z #E{ < Z Fmax

techil(t) fechil(t)
Zeilen. Also bendtigt das Aufstellen von Y, weniger als

Q#E#Ht#g < 2 Z k'max makaax = 2 Z kmax

techil(t) techil(t)

Operationen. Der Aufwand fiir Algorithmus zur Berechnung von YZ ist durch

Capr#g#ctmin{#ev #Ct} = Capr#e#Ct S Capr Z kmax

techil(t)

beschrénkt (siehe Lemma . Dann hat V; weniger als #(; Spalten und die Berechnung
des Basiswechsels bend6tigt hochstens

QHCAHH R < 2hmax D Fmaxkmax = 2 Y Kb,

fechil(t) techil(t)

Operationen. Somit ist der Aufwand fiir ¢ € 77\ Lz durch

(2 +2+ Capr + 2 Z kmax - CGPT + 6 Z kmax
techil(t) techil(t)

beschrankt. Mit Lemma [3.2.8] folgt, dass der gesamte Algorithmus weniger als

Z (CGPT‘ + 4) maxs'éf'ét + Z CGPT‘ + 6 Z kmax

telLr teTz\L1 techil(t)
< (capr +4) Fmax#L + Z Capr + 6 )Kpmax
teTz

= (capr +4) max#I + (Capr +6) max#TI

Operationen benétigt. [

Wir koénnen also eine adaptive Clusterbasis mit kontrollierbarem Fehler berechnen. Falls
die Annahmen aus Bemerkung gelten, erhalten wir einen Aufwand in O(nk?). In
Abschnitt fassen wir die Ergebnisse im Rekompressions-Algorithmus zusammen. Zuvor
untersuchen wir Moglichkeiten, den blockweisen Fehler zu beschranken.

Wie bei der clusterweisen Fehlerabschatzung bleiben also die Normen der Fehlerterme
aus Definition abzuschétzen, wobei es sich in diesem Fall um die blockweisen Fehler
D(H,V);, fiir (t,s) € L3 und f € desc(t) handelt. Zuerst zeigen wir eine zu Lemma
vergleichbare Aussage.
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4.4 Adaptive Clusterbasen

Lemma 4.4.12

Esseien H = H?(Tzx.7,V, W, N, S) eine H2-Matrix und Z; := Z(H, V), t € Tz, reduzierte
Gewichte. Weiter sei V eine orthogonale Clusterbasis. Dann gilt fiir alle (¢,s) € £, 7
und £ € desc(t)

IDUH, V)il < I (I =Ty, ) VIV V)Zi
sowohl fiir die Spektralnorm als auch die Frobeniusnorm.

BEWEIs: Es sei (t,s) € E}“X und f € desc(t). Weiter sei Vi := V(V);. Dann gilt
s € Tow(f) und somit nach Deﬁmtlon 2| der Fehlerterme und Definition der
totalen Clusterbasis

D(H7V)f,s = HD,V,5H|E><S = HD,V’tV(HEH Z Hs’>Hs
s’ evow(f) (4.15)
= HD,Vt (7-I><J? ) Als = D(H 7-I><Jv ) L.

Weil IIs eine orthogonale Projektion beziiglich ||.||2 ist, folgt aus Lemma [2.3.20| zusammen
mit Lemma (4.4.10[ und V=V (V,V);

IDUH, Vg ll = IDUH, Ty, VIl < ID(H, T V)il < 1l (1 = Ty, ) ViZel.

Weil ein reduziertes Gewicht Z; nicht nur einen Block (¢, s), sondern die gesamte erweiterte
Blockzeile row(t) beschreibt, kénnen wir in Lemma keine Gleichheit erwarten. Diese
Eigenschaft nehmen wir in Kauf, um in Algorithmus die adaptiven Clusterbasen in
linearer Komplexitdt berechnen zu kénnen.

Wir erhalten also eine blockweise Fehlerabschétzung fiir den Projektionsfehler, bei der
die rechte Seite kontrollierbar ist. Nach Lemma |4.4.9| “ . ) konnen wir die rechte Seite in
Lemma [£.4.12] fiir jedes ¢ € Tz kontrollieren. Allerdings ist diese Abschétzung nicht dazu
geeignet den Fehler fiir jeden Block individuell zu steuern.

Unser Ziel ist, den relativen Fehler in jedem Block durch e zu beschrédnken. Dafiir
verwenden wir die Techniken, die in |12, Abschnitt 6.8] beschrieben werden. Dies erreichen
wir, indem wir jeden Block H\¢ys, (t,s) € E}'XJ, auf 1 normieren. Dadurch gilt fiir den
Fehler der urspriinglichen Matrix

2

)

|Hyp, — Ty, Hpp || HHm H,
| Hp|[? | Hp VtHH\bH

2
' < 3 IV,

tedesc(t)

wobei H die skalierte Matrix ist. Die Terme auf der rechten Seite kénnen wir durch

Lemma [4.4.12f und Lemma gegen € abschétzen.

Um diese Idee formal umzusetzen, fithren wir die skalierten H2-Matrizen ein. Die zu diesen
Matrizen berechneten projizierten Gewichte erfiillen dann eine skalierte Fehlerbschétzung,
wobei die Skalierung fiir jeden Block individuell gewdhlt werden kann.
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4 Rekompression von H?-Matrizen

Definition 4.4.13 (skalierte Gewichte) ot
Es sei H = H?(Tzx7,V,W, S, N) eine H2-Matrix und w = (wb)beﬁ; , € R_G*7 eine

Skalierung. Dann ist die skalierte H?-Matriz H, = H*(Tzx7,V, W, S, N) zu H und w
durch S, = wibSb, fiir alle b € E}rx 7+ definiert. Wir bezeichnen reduzierte Gewichte Z,,
von H,, als skalierte Gewichte von H zur Skalierung w.

Die skalierte H2-Matrix H,, wird nicht explizit aufgestellt. Stattdessen kénnen wir die
skalierten Gewichte direkt mit Hilfe von H und w berechnen. Mit Hilfe der skalierten
Gewichte erhalten wir folgende Fehlerabschitzung.

Korollar 4.4.14 ot
Es seien H = H*(Tzxg.V,W, N, S) eine H>*-Matrix, w € R_§*7 eine Skalierung und
Zyyt = Z(Hy,, V), t € Tz, skalierte Gewichte von H zu w. Weiter sei V eine orthogonale
Clusterbasis. Dann gilt fiir alle (¢,s) € £, 7 und alle £ € desc(t)

IDUH, Vel < ool (I = Ty, ) VIV V)il
sowohl fiir die Spektralnorm als auch die Frobeniusnorm.

BEWEIs: Es sei (t,s) € E}XJ und £ € desc(t). Dann folgt aus der Definition der
blockweisen Fehlerterme und der skalierten H2-Matrix zusammen mit Lemma [4.4.12]

ID(H, V)il = ws)llD(Ho, V)

< will (5= Ty, ) VIV V)iZo gl

i,s

Indem wir die skalierten Gewichte berechnen, kénnen wir also die Fehlerabschétzung in
jedem zuléssigen Blatt unabhéngig voneinander manipulieren. Wir nehmen an, dass die
Terme auf der rechten Seite in Korollar 4.4.14| durch ||(Iz — HV(V){)VO/’ V)iZ,ill < e

beschrénkt sind. Mit der Skalierung W(Zt,s) = ||Hyxs||?/# desc(t) erhalten wir mit Lemma

E3.1T]
|Hyp — Oy, Hp | < Z ID(H,V); |I”
tedesc(t)
< Z u’(215,5)H (LE_H\’/(V)f) V(V,V)gZWg 2
tedesc(t)
< Y (Hexs|?/# desc(t))e® = || Hexs €.
tedesc(t)

Wir konnen also die Gewichte so wahlen, dass wir den relativen blockweisen Projek-
tionsfehler durch € beschranken. Bei dem oben beschriebenen Ansatz wird der Fehler
gleichméfig iiber alle Nachfahren verteilt.

Ein anderer Ansatz ist, die Summe mit Hilfe der geometrischen Reihe aufzufangen. Dabei
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spalten wir die Summe nach Level auf und setzen dann die Fehlerschranke so, dass
fiir hohere Leveln die Approximation immer genauer wird. Dieser Ansatz ist durch die
typischen Fehlerabschéatzungen motiviert, bei denen der Fehler umso kleiner wird, je
kleiner das Gebiet der Approximation ist (siehe Lemma [2.5.2)).

Um diesen Ansatz formal definieren zu konnen, fiihren wir die adaptiven totalen Cluster-
basen ein.

Definition 4.4.15 (adaptive totale Clusterbasis)
Es sei X € RT*7 und Tz« ein zulissiger Blockbaum. Weiter seien w = (Wb)becg S €

£+
RoG und 0 = (O)rery € RZIO Skalierungen. Dann definieren wir die adaptive totale
Clusterbasis Xy = X(Tzx7,X,w,0); zu X, w und 6

Zsérow(t) ﬁths ,falls t = rg

Xt = ,
EsErow(t) T(;) X|t><s + Q%'Xﬂt Jfalls t £ rg, t:= par(t)

fiir alle ¢ € Tz [vergleiche [12, Definition 6.34]].

Die adaptive totale Clusterbasis stellt die gleichen Teile der Matrix dar wie die totale
Clusterbasis (siehe Abbildung [4.1]). Allerdings werden die verschiedene Teile noch ska-
liert. Im Gegensatz zur totalen Clusterbasis der skalierten H2-Matrix kommt noch eine
Skalierung iiber die Level hinzu. Im folgenden Lemma untersuchen wir die Gestalt der
adaptiven totalen Clusterbasis néher.

Lemma 4.4.16 o+
Es sei X € R?*Y und Tzxs ein zuldssiger Blockbaum. Weiter seien w € R_5*7 und

0 e ]RZIO Skalierungen. Wir bezeichnen die Level der Cluster mit ¢; := level(¢) fiir alle
t € Tz. Dann gilt fur alle (¢, s) € E}XJ und £ € desc(t)

1 1
X(EXJaH7Wa9)fHS = ( H(t) gt,)XExs'

Wit.s) t'edesc
)2 Sftl <Z{

BEWEIS: Es sei (,5) € £, 7+ Wir beweisen die Aussage per Induktion tiber £; — ¢;.
Es sei { € desc(t) mit £ — ¢, = 0. Dann gilt £ = ¢ und, weil die Beschriftungen der Cluster
in Tow(¢) paarweise disjunkt sind, folgt

X(7-IX\77 Ha w, e)fHS = X(7-I><Jv H7w7 H)tHS

1 1 1

- Xixs = < [] ) Xiro.

Wit,s) W(t,s) ¢ edesc(t) O s
€t§5t1<€g

Dabei ist das Produkt gleich 1, weil es iiber die leere Menge genommen wird.
Es sei n € N derart, dass die Aussage fiir alle £ € desc(t) mit ¢; — ¢; < n gilt. Es sei
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t € desc(t) mit £ — ¢ = n+1 > 0. Dann existiert { := par(f) € desc(t). Es gilt £;—¢; =n
und somit

1 1
X(Tzxg, H,w,0) 15 = ( 11 9/) X¢o
O

“(t.s)

t' edesc(t
£t§€t1<£t’
Weil t # £ gilt, ist s € tow(#)\ row(f). Damit folgt
1
X(7-IxJ7H,w79){Hs = VtS(t S)WT+ 0; —X(Tzxg,H,w H)t\t I
sErow ts)
1 1 1 1
= Q*H X(Tzxg, H,w,0)Als = @HEW < H 9/>X£Xs
¢ (t:5) t'edesc(t)
<l <l
1 ( 0 1 )
= — | Xixs
“ts) t'edesc(t) O
thftl<f,§

Analog zum reduzierten Gewicht fiir die totale Clusterbasis definieren wir das adaptive
Gewicht zur adaptiven totalen Clusterbasis.

Definition 4.4.17 (adaptive Gewichte)
Es sei H = H*(Tzx7,V, W, S, N) eine H:-Matrix, Z = (Z;)ie7, Gewichte zu V und

Rangverteilungen k = (Kt)ter; und ¢ = (()ter; zu V bzw. Z. Weiter seien w € RE;XJ
und 6 € R 0 Skalierungen. Dann heift Z adaptives Gewicht von H zu w und 6 mit
Rangvertellung ¢, falls fiir alle ¢ € Tz eine orthogonale Matrix P, mit X (77«7, X,w,0); =
VtZtPtT existiert.

Die adaptiven Gewichte sind eine Verallgemeinerung der reduzierten und der skalierten
Gewichte.

Bemerkung 4.4.18

Falls 0, = 1 fiir alle t € Tz gilt, ist X (Tzx7, H,w,0) = X(Tzx7,H,w) und Z(H,V,w,0)
ein skaliertes Gewicht von H zur Skalierung w. Falls zusétzlich w, = 1 fiir alle b € E}X 7 gilt,
ist X(Tzx7, H,w,0) = X(Tzx7, H) die totale Clusterbasis von H und Z(H,V,w, ) ein
reduziertes Gewicht. Die Definition ist also eine Verallgemeinerung der vorherigen
Ansétze.

Fiir das adaptive Gewicht kénnen wir analog zu Lemma [.4.3 eine rekursive Formel
angeben.
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Lemma 4.4.19
Es seien H = H*(Tzx7,V, W, S, N) eine H*-Matrix und (O;)sec7, orthogonale Gewich-

£+
te zu W. Weiter seien w € R_7*7 und 6 € RZIO Skalierungen. Die Matrix Z; :=
Z(Tzx7,H,V,w, @t € ]thx@ sei fur alle t € Tz rekursiv von den Blattern aus durch die
QR-Zerlegung Z; P! = Z; gegeben, wobei

1
5 JasSea0s S0 O, ) ,falls t =17
t = ,
1 S(t’sl)OsTl . 1 S(t’sd)OsTg g%,EtZt') , falls t # rz, t := par(t)

“(t,s1) “(t,s0)

sei. Dann ist Z(Tzx 7, H,V,w,0) ein adaptives Gewicht von H mit Rangverteilung ¢ =
(Ct)teT; zu den Skalierungen w und 6.

BEWEIS: Fiir alle t € 77 sei Xy := X(Tzx7, H,w,0); und fir alle s € Tz sei Py die zu
dem orthogonalen Gewicht O4 gehorige orthogonale Matrix.

Fiir die Aussage miissen wir zeigen, dass fiir alle ¢t € 77 eine orthogonale Matrix P; mit
X; = V;ZP[ existiert. Dies zeigen wir per Induktion iiber # pred(t).

Es sei t € Tz mit # pred(t) = 1. Dann ist ¢ = rz und mit der Darstellung der adaptiven
totalen Clusterbasis aus Definition folgt

1 1
Xe= 2 ViSuoWs = Ve ), —SusOi P
serow(t) () s€row(t) (&)
1 T 1 T T
= ‘/;‘, (ms(t,sﬂosl ms(t7sa)080) (Psl e PS,_-,—)

= ViZPF = Viz,PT'BY = v,z Pl

Die Matrix ﬁt ist nach Bemerkung orthogonal. Somit ist auch P, = ﬁtﬁt orthogonal
und die Behauptung gilt fiir ¢.
Es sei n € Ny derart, dass die Aussage fiir alle ¢ € 77 mit # pred(t) < n gilt. Es sei
t € Tz mit # pred(t) =n + 1 > 1. Dann gilt t # r7 und es existiert f := par(t). Es gilt
# pred(f) = n und somit existiert fiir Zy eine orthogonale Matrix Py mit X; = V;Z;F;.
Aus der Definition der adaptiven totalen Clusterbasis folgt

1

1
— T
Xy = Z Dits) WS(t,s)Ws +67t

Xt’|t
s€row(t)

1
=V Z " S(t,5)OF PY +

s€row(t) (t5)

= Vt(#s(m)OsTl ot S 08, e%,EtZt) (Py - P, P)"

w(t,sl) w(t,sa—)

1
0

ViwZiP}

= V,Zz,P' = viz,P'Pl = v,z,P".

Wie oben ist die Matrix ﬁt nach Lemma [2.3.15| orthogonal. Also ist auch P, = ]Stﬁt
orthogonal und die Behauptung folgt. [ |
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4 Rekompression von H?-Matrizen

Bemerkung 4.4.20

Wie wir im Beweis gesehen haben, muss im Falle eines Nicht-Wurzel-Clusters das adaptive
Gewicht des Vaters nicht aus der in Lemma [£.4.79] beschriebenen Konstruktion stammen.
Dies werden wir spater beim Niedrigrangupdate verwenden.

Mit Hilfe von Lemma [4.4.16] konnen wir die blockweisen Fehlerterme durch Terme der
adaptiven Gewichte abschétzen.

Lemma 4.4.21 ot

Es seien H = H*(Tzx 7, V, W, N, §) eine H2-Matrix,w € RZ5*7 und § € R’Z Skalierungen.
Weiter seien (Z;)ic7; adaptive Gewichte von H zu w und 6. Es sei V' eine orthogonale
Clusterbasis. Dann gilt fiir alle (¢,s) € £, 7 und alle £ € desc(t)

ID(H, V)i |l < w(t,s)< 11 9t/)\|(I£—HV£)V%Zf||
t'€desc(t)
<ty <l

sowohl fiir die Spektralnorm als auch die Frobeniusnorm.

BEWEIS: Es sei (t,s) € ﬁ%xj und ¢ € desc(t). Aus der Definition der Fehlerterme m
folgt mit V; := V(V); und Lemma [4.4.16

DH, V)i, = UpyiXis = HD,v,f%,s)( 11 9t’>X(TIX~7 H, w, 0)il1s (4.16)
t' €desc(t)
ftSZt/<££

Es sei P; die orthogonale Matrix zum adaptiven Gewicht Z;. Dann gilt
D(H,V)is = Upy wis) ( 11 9t’> ViZiP} Il
)

t'€desc(t
Ly <Ly <Ly

Nach ([#24) gilt V7V; = V(V,V); = V; und nach [#212) gilt V; = ViV (V); = ViV

Damit erhalten wir
(I — Ty )L Vi = Vil = T ) VAV = V(I =TIy, ) Vi (4.17)

Weil V; und P; orthogonal sind und Il eine orthogonale Projektion beziiglich ||.||o ist,
folgt mit Lemma [2.3.16| und Lemma [2.3.20

HD(va)ﬂsH = W(t,s)( H 9t’>||‘\7{(IE_H"/£)‘//\%Z{PgHSH

t'€desc(t)
ft§5t1<€{
< W(t,s)( 11 9t/> 1(Tg = Ty )ViZyll-
t'€desc(t)
0<b, <l
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4.4 Adaptive Clusterbasen

Der Term in der Norm auf der rechten Seite ist bei der Konstruktion von V mit Algorith-

mus durch Lemma beschrankt. In Abschnitt geben wir verschiedene
Strategien zur Fehlerkontrolle an. Zuvor stellen wir noch den Algorithmus zum

Berechnen der adaptiven Gewichte vor. Nach Bemerkung [£.4.18] lassen sich damit auch
reduzierte Gewichte berechnen, indem die Skalierungen gleich 1 gesetzt werden.

Algorithmus 4.4.2 [vergleiche |12, Algorithm 34| Die Funktion berechnet die adaptiven
Gewichte zu den Skalierungen w und 6.
function ADAPTIVE_ GEWICHTE(t, E, S, K, O, p, w, 0, Z, ()
b U ps

serow(t)
if ¢t # r7 then
f < par(t)
l <f
end if
7 e Rmxt
for s € row(t) do

1 T
Zt\ntxps = W(t,s) S(t:S)OS

end for

if t # r7 then
> 1
Zt\NtXC{ <— QjEtZt

end if
QR-ZERLEGUNG(ZT, 0, 0, ks, Py, ZE, ¢;) > Algorithmus m
for £ € chil(t) do

ADAPTIVE _GEWICHTE(L, E, S, k, O, p, w, 0, Z, () > top-down
end for

end function

Lemma 4.4.22

Es sei H € H*(Tzx7,V, W) eine H2-Matrix mit csp-schwachbesetztem Blockbaum und
Rangverteilungen x und A. Weiter seien (O;)se7,, orthogonale Gewichte fiir die Clusterbasis
W mit Rangverteilung W. Wir definieren

Emax := max{max #k;, max #\s, max #ps}.
teTr s€Tr s€Ty

Dann ist der Aufwand zur Berechnung der in Lemma [£.4.19] beschriebenen adaptiven
Gewichte zu den Skalierungen w und 6 mit Algorithmus hochstens

(CSP + 1)(Cq7" + 3)#7}kgqax'

BEWEISs: Fiir alle t € 77 ist die Anzahl der Spalten von Z; beschrankt durch #( <
#kt < kmax, da Z; aus der orthogonalen Zerlegung von Z; mit #x; Zeilen entsteht.
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4 Rekompression von H?-Matrizen

Es sei t = rz. Dann werden fiir alle s € row(t) die Produkte #S(ns)()z berechnet.

W(t,s)

Jedes dieser Produkte bendtigt héchstens

B#rHNHPs < BhDan

Operationen. (Eigentlich konnten wir die Skalierung in k2, Operationen berechnen, aber

wir wollen an dieser Stelle die Abschétzung einfach halten.) Die Anzahl der Zeilen der
Matrix Z; ist durch

# U Ps = Z #ps < Z Fmax < Cspkmax

serow(t) serow(t) serow(t)

und die Anzahl der Zgilen durch #k¢ < kmax beschrankt. Somit ldsst sich Z; per orthogo-
naler Zerlegung aus Z; in nicht mehr als

. 3
Cqr kmaxcspkmax mln{kmaX7 cspkmax} < qucspkmax

Operationen berechnen. Zusammen benétigt die Berechnung von Z; héchstens 3cspky oy +
CarCspkis ax Operationen.

Es sei t # rz. Dann existiert £ := par(t). Im Vergleich zu oben muss zum Aufstellen von Z
zusétzlich das Produkt ei{EtZt' berechnet werden. Dies kostet hochstens 34k #r#(; <

3k3

max Operationen. Somit ist der Aufwand zum Aufstellen der Matrix 7, Kleiner als
3(csp + 1)k .. AuRerdem hat die Matrix Z; in diesem Fall

# U Ps UCt = < Z #Ps>+#Ct§ < Z kmax>+kmax

s€row(t) s€row(t) s€row(t)
(Csp + l)kmax

IN

Spalten. Dies fiihrt zu einem Aufwand fiir die orthogonale Zerlegung von hochstens
cqr(csp + 1)k3 o Operationen. Der gesamte Aufwand fiir den Cluster ¢ lisst sich somit
durch (cgr + 3)(csp + 1)k3 5 beschréinken, welches auch eine obere Schranke fiir den Fall
t = rz ist. Durch Summieren iiber alle Cluster folgt die Behauptung. [ |

4.5 Rekompression

In diesem Abschnitt fassen wir die Ergebnisse des Kapitels im Rekompressions-Algorithmus
zusammen. Wir schitzen den Aufwand und den entstandenen Fehler ab. Zusétzlich geben
wir verschiedene Strategien an, um bestimmte Fehlerschranken zu erreichen. Beim Aufruf
von Algorithmus in Algorithmus benotigen wir eigentlich das orthogonale
Gewicht und nicht die orthogonale Clusterbasis. Wir verzichten darauf, dafiir einen eigenen
Algorithmus anzugeben, weil die Komplexitidt des Aufwands sich dadurch nicht veréndert
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4.5 Rekompression

Algorithmus 4.5.1 Die Funktion berechnet fiir die H2-Matrix H2(Tzx 7, V, W, N, S) die
rekomprimierte H2-Matrix H2(Tzx7, V, W, N,S) zu den Fehlerschranken ez und €7, der
Fehlerart opt und den Skalierungen w und 6.

function REKOMPRESSION(rzx7, V, E, ks, W, F,\, N, S, V, E, &, W, F, X\, N, S,
€T, €7, 0pt, Wz, Wr, 91, 97)
(rz,rg) < rIxg
ORTHOGONALE _CLUSTERBASIS(rz, V, E, k, V, E, , Oz, pz) > Algorithmus
ORTHOGONALE _CLUSTERBASIS(r7, W, F, \, W, F, O, ps)
ADAPTIVE _GEWICHTE(rz, E, S, K, O, p1, w1, 0, ZI, ¢z) > Algorithmus [1.4.2)
ADAPTIVE _GEWICHTE(r 7, F, S, A\, O7, p7, w7, 0, Z7,C7)
ADAPTIVE _CLUSTERBASIS(r7, V, Kk, Z7, (7, V. R, O1, € ,opt) > Algorithmusm
ADAPTIVE _CLUSTERBASIS(r7, W, A, Z7, (7, W, X\, C7, €, opt)
H2-MATRIX-PROJEKTION (17 7, S, N, C, R, D, >\ S, N) > Algorithmus
end function

Lemma 4.5.1
Es sei H = H%(Tzx7,V,W, N, S) eine H?-Matrix mit csp-schwachbesetztem Blockbaum

und Rangverteilungen x und A. Weiter seien €7 € RZIO und €7 € RZJO Fehlerschranken,

opt eine Fehlerart und wz,wy € R IXJ , 07 € R™Z und 07 € RZ% Skalierungen. Es
sel kmax = max{maxc7; #/{t,maxseTj #)\t}- Dann benétigt Algorithmus zur

Berechnung der rekomprimierten H2-Matrix héchstens

(CapT + Cgr + 4) max(#I +#JT) + (Capr + 2¢qr + cqresp + Hcsp + 11) max(#TI +#7T7)

Operationen.

BEWEIS: Der Aufwand fiir die Aufrufe des Algorithmus zur Berechnung der ortho-
gonalen Gewichte ist nach Lemma [£.2.10| kleiner als

CQT max(#I + #\7) (qu + 2) max(#,]-l— + #Tj)

Die Aufrufe fiir den Algorithmus [£:4.2] zur Berechnung der adaptiven Gewichte benétigen
nach Lemma [£.4.22 héchstens

(CSP + )(CQT + 3)#kmax(#7dz + #Tj)

Operationen. Der Aufwand zur Berechnung der neuen Clusterbasen durch Algorithmus
{.41] ist nach Lemma [.4.17] beschrinkt durch

(CGPT + 4) max(#I + #\7) (Capr + G)kﬁnax(#ﬁ + #TJ)

Fiir die neuen Ringe gilt #&; < #ry fiir alle t € Tz und #\; < #\, fiir alle s € T
(sieche Lemma 4.4.9)). Zuletzt werden die neuen Kopplungsmatrizen mit Algorithmus
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4 Rekompression von H?-Matrizen

nach Lemma |4.2.19| in weniger als dcgpk , min{# 7Tz, #T7} < 2c5pkl o (#T7 + #7T7)

Operationen aufgestellt. Zusammen erhalten wir fiir den Aufwand die obere Schranke

(cqr + (capr +4)) ko (HI + #J)
+ ((cqr+2) + (csp + 1) (cqr + 3) + (Capr + 6) + 2¢p)kiax (H#Tz + #7T7)
= (Capr + Cqr + Dk (#L + #T)
+ (Capr + 2¢qr + cqresp + besp + 10K (#T7 + #T7).

Der Fehler, der durch die Rekompression entsteht, kann durch die clusterweise Abschétzung
aus Theorem [4:377] bzw. die blockweise Abschéitzung aus Theorem [£.3.9 und Lemma
[4.3.11], die Abschétzung der Fehlerterme in Lemma [4.4.10] bzw. Lemma 1] und die
Fehlerschranke fiir die adaptive Clusterbasis in Lemma “ . beschrankt werden.
Weil wir den Fehler durch die Wahl der vier verschiedenen Groflen €, opt, w und 6
beeinflussen konnen, ist es schwer, eine allgemeine und tibersichtliche Fehlerschranke zu
formulieren. Deshalb beschranken wir uns auf drei Strategien zur Wahl der Optionen
und beweisen fiir diese jeweils eine Fehlerschranke. In der ersten Strategie nutzen wir
reduzierte Gewichte und den relativen Fehler.

Lemma 4.5.2 (Strategie 1)

Es seien H = H*(Tzx7,V,W, N, S) eine H?-Matrix, wy, := 074 := 075 := 1 fiir alle
be E}XJ, t € Tzund s € Ty, €,e5 € R fiir alle ¢t € 77 und s € Tz und opt der
relative Fehler beziiglich ||.|| € {||.||s, ||.||r}. Weiter sei H = H?(Tzx7,V,W,N,S) die
mit Algorithmus zu den oben definierten Optionen berechnete neue H2?-Matrix.
Dann ist der Fehler der Rekompression fiir ||.|| = ||.||s durch

1H-H|z < 2> &+ e lHlE

teTr s€Tr

und fiir ||.|| = ||| durch

1H-HF < (Y a+ > el lHlE

teTr s€Ty

beschrankt.

BEWEIS: Nach Theorem [4.3.7] gilt

IH—H|* < 2( > IDH Toug, Vil* + > IDHT, T 7, W)l
teTz s€Ty
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4.5 Rekompression

(Fiir die Frobeniusnorm erhalten wir die Abschédtzung ohne den Faktor 2.) Weil die
Clusterbasen V und W mit denselben Algorithmen konstruiert werden, schiitzen wir
zuniichst ||D(X, Tzx7,V)¢||? fiir alle t € Tz ab. Dabei verwenden wir die Notation
Zy = L4 fiir alle t € Tz. Nach Bemerkung sind die adaptiven Gewichte bei unserer
Wahl von wz und 67 gleich den reduzierten Gewichten.

Es sei t € Tz. Dann folgt aus Lemma [£.4.10]

IDMH, Trxg, Vel = [T =Ty, )V (V. V) Zil |-

Nach Lemma gilt
11t =y WV (V. VIZi| < el VIV.V)Zi]l.

Es gilt nach Lemma V(V,V) = V(V)I'V; und nach Lemma [4.2.12] ist V(V); or-
thogonal. Weil Z; ein reduzierte Gewicht ist, existiert eine orthogonale Matrix P; mit
ViZ, PF = X (Tzx7, H);. Nach Lemmal2.3.16{kénnen wir orthogonale Matrizen hinzufiigen

bzw. entfernen, ohne die Norm zu veréndern. Damit folgt

VOV, ViZi)| = \VWV)IVizil| = |[V(V)V(V)IViz,PE|
= |y, X (Tzx g, H)ill < 1X (Tzxgs H)ells

wobei wir ausnutzen, dass Il 57 eine orthogonale Projektion beziiglich |[.[|2 ist, die
nach Lemma [2.3.20] die betrachteten Matrixnormen nicht vergréfiert. Mit dem gleichen
Argument folgt

IV V)eZill < X (Tzxg, H, VYl = IMeH )Y Il < |H].

serow (t)
Damit erhalten wir fiir die Fehlerterme die Abschéitzung

ID(Tzxg . H V)il = (T = yen )W (V. V)2t < allV(V.V)iZill < ellH].
Analog folgt | D(T2, 7, H,W )|l < e||H|| fiir alle s € T7. Durch Einsetzen dieser Ab-
schdtzungen in die Fehlerschranke aus Theorem [£.3.7] folgt die Aussage. ]

Durch relative Fehlerkontrolle im Algorithmus [4.4.1] mit reduzierten Gewichten erhalten
wir also global eine relative Fehlerschranke. Die Summe tiber alle Cluster kann z.B. durch
gleichméfige Fehlerverteilung (vergleiche Strategie 2) oder levelweise Fehlerverteilung
und geometrischer Reihe (vergleiche Strategie 3) kontrolliert werden.

Bemerkung 4.5.3

Falls bei Strategie 1 der absolute Fehler statt dem relativen Fehler beim Berechnen der
neuen Clusterbasen verwendet wird, erhalten wir die Fehlerabschitzungen in Lemma
ohne den Faktor ||H||? auf der rechten Seite. Weil wir iiblicherweise an relativen
Fehlerschranken interessiert sind, formulieren wir diese Moglichkeit nicht als gesonderte
Strategie.
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4 Rekompression von H?-Matrizen

Als Nachstes betrachten wir die Fehlerschranke fiir den blockweisen Fehler. Zuerst wollen
wir diesen mit skalierten Gewichten kontrollieren.

Lemma 4.5.4 (Strategie 2)
Es seien H = H?(Tzx7,V,W, N, S) eine H?-Matrix, Oz, :=1firallet € Tz, 07, :=1
fiir alle s € T7,

1 ; falls HH\tst =0

WI)(tzs) = wj»(t,s) = ||H|t><s||
\/#desc(t)-i-#desc(s) ’ falls HH\txs” 7£ 0

fiir alle (¢,s) € E;Xj, € = €5 := € € Ryq fiir alle t € 77 und s € 77 und opt der
absolute Fehler beziiglich ||| € {||.|ls, ||.||r}. Weiter sei H = H?(Tzx7,V,W,N,S) die
mit Algorithmus zu den oben definierten Optionen berechnete neue H2?-Matrix.
Dann ist der Fehler der Rekompression in jedem zuldssigen Blatt (t,s) € £, 7 durch

HH\txs - F|t><s|| < € HH|t><s||

beschrankt.

BEWEISs: Es sei b= (t,s) € L%XJ. Fiir den Fall [|Hjgysl| = 0 gilt
Higxs = Iy, Hiexsllyy, = Iy, 0l = 0. (4.18)

Damit ist in diesem Fall der blockweise Fehler gleich null und die Aussage gilt.
Es sei also im Folgenden ||H|.s| # 0. Wie im Beweis von Theorem gilt

|Hiexs — Higxsll? = [[Hp — Ty, Hpllyy 1> < [[Hp — Ty, Hyp* + [|Hjy, — Ty Hi |1
Wir betrachten den Fehler beziiglich der Zeilenbasis. Fiir diesen gilt nach Lemma [4.3.11

|Hp — Iy, Hp||? < Z ID(H, V)l
tedesc(t)

Weil wir 6 iiberall gleich 1 wéhlen, ist das adaptive Gewicht nach Bemerkung [4.4.18| ein
skaliertes Gewicht. Nach Korollar [4.4.14] gilt fiir alle £ € desc(t)
IDUH, V)il < will (T =Ty, ) VOV V)iZll

Weil wir als Fehlerart opt den absoluten Fehler gewahlt haben, folgt aus Lemma [4.4.9
fiir alle £ € desc(t)

1 (B~ Ty ,) VOV V)iZuil < @ =«

)

Zusammen mit w(zt 5 = | Hgxsl|?/ (# desc(t) + # desc(s)) folgt fiir alle £ € desc(t)

[ Hgxs]”€?

ST 12
VIV.V)iZuill”™ < (# desc(t) + # desc(s))

IDUH, V)il < ol (T~ Ty,
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4.5 Rekompression

Analog konnen wir zeigen, dass fiir alle § € desc(s)

[ H gxs]1%€?

~  (F#desc(t) + #desc(s))

gilt. Durch Einsetzen in die Abschéitzung fiir den blockweisen Fehler erhalten wir

IDHT, W3]

| Higxs — Hiexsl® < |[Hjp — iy, Hyp|1* + || Hpy, — Ty Hpp ||

< Y IDHE V)P Y IDET,W)s
tedesc(t) 3€desc(s)
Hygosl?€? Hyeosl?€?
= Z (# desl(tﬁt:— LLédesc(s)) + Z (# desl(tﬁt:— LLédesc(s))
tedesc(t) j€desc(s)
< || Hjexs .

Mit der Strategie erhalten wir also eine relative Fehlerschranke fiir jeden Block. Mit
Theorem folgt daraus eine Abschétzung fiir den globalen Fehler. Dabei konnen wir
die Normen in den Blécken gegen die globale Norm abschétzen, sodass wir, wie bei der
Strategie 1, auch eine relative globale Schranke erhalten.

Als Letztes stellen wir eine Strategie vor, die die adaptiven Gewichte nutzt. Dabei wird die
Summe iiber die Nachfahren eines Clusters mit Hilfe der geometrische Reihe aufgefangen.

Lemma 4.5.5 (Strategie 3)

Es sei H = H?(Tzx.7,V,W, N, S) eine H2-Matrix mit chil(¢), chil(s) < cayy fiir alle t € Tz
und s € T7. Weiter sei p € (0, ﬁ), 07, := 0, :=pfirallet € Tz, 075 := 0, := p fiir
alle s € 77 und

1 , falls || Higs| = 0
WT (t,8) = W7T,(t,s) —
(1) (1) | Higxsl|  falls || Hyexs|| # 0

fiir alle (¢,s) € E}'XJ. Es sei € € R>q, ¢ 1= € = € = e\/%(l — p2Cen) fiir alle
t € 77 und s € T7 und opt der absolute Fehler beziiglich ||.|| € {||.||s, ||-||#}. Weiter sei
H=H*(Tzx7,V,W,N,S) die mit Algorithmus zu den oben definierten Optionen
berechnete neue H2-Matrix. Dann ist der Fehler der Rekompression in jedem zulissigen
Blatt (¢,s) € [,;XJ durch

”H\txs_ﬁ\txsu < 6HI—Iltst

beschrankt.

BEWEIS: |vergleiche |12, Remark 6.35]|
Es sei b= (t,s) € L, ;. Fiir den Fall || H}y || = 0 gilt mit (£.18), der blockweise Fehler
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4 Rekompression von H?-Matrizen

gleich null ist. Da in diesem Fall auch auf der rechten Seite null steht, folgt die Aussage.
Im Folgenden sei || H¢xs|| # 0. Wie im Beweis von Theorem gilt
HH|t><s - F|t><sH2 = HH|b - HVtH\bHWSHQ

(4.19)
|Hjp — Ty, Hp|* + [ Hj, — Ty, Hip |12

IN

Wir betrachten den Fehler beziiglich der Zeilenbasis. Fiir diesen gilt nach Lemma [£.3.17]
| Hyp — Iy, Hp | < Z ID(H, V) I
tedesc(t)

Mit £y = level(t') fiir alle ¢’ € Tz gilt nach Lemma |4.4.21| fiir alle £ € desc(t)

ID(H, V)i |l < w(t,s)< 11 9t’>”(IE_HV(V)f)V(MV)fZiH
t'edesc(t)
ZtSZt/<ei

= wi,P" (T — My )V (V. V)i Zg]-
Weil wir als Fehlerart opt den absoluten Fehler gewahlt haben, folgt aus Lemma [4.4.9
fiir alle £ € desc(t)
| (7 =Ty, ) VI TiZuill < e =¢

Zusammen mit w(; 5 = || Hjgxs|| folgt fiir alle £ € desc(t)

1D V)il < o™ (T = Ty, ) VIV V)iZogll < [Hiesl~

V)i
Durch Einsetzen in die Abschétzung fiir den blockweisen Fehler erhalten wir
|Hp — Ty, Hp|> < > IDHEV)l> < > [ Hgusl P&,
tedesc(t) tedesc(t)

Um die Summe weiter abzuschétzen, verwenden wir die geometrische Reihe. Weil die
Anzahl der Knoten in ¢ € desc(t) = T; mit levely, (#) = £ durch ¢, beschriinkt ist und
nach Voraussetzung p’cen < 1 gilt, folgt

depth(T¢) . )
Z pQ(ZE—&) = Z pZZcﬁhﬂ < Z(PQCchil)g = 1 e
tedesc(t) /=0 =0 DP*Cchil

Daraus folgt

—

" _ 1
|Hp — Ty, Hp > < E[Hexsl” Y p* % < (1 = pPecni) €| Higus |’ ——5—
) 1 —p2ceni
tedesc(t)

\V)

2
€
= Sl
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4.5 Rekompression

Analog erhalten wir fiir den Fehler beziiglich der neuen Spaltenbasis
T T 12 62 2
HI_I|b _HWtH|bH = §||H\t><sH .

Die Abschitzung fiir die Zeilenbasis und die Spaltenbasis setzen wir in die Fehlerschranke
(4.19) ein und erhalten die Aussage. [ |

Bemerkung 4.5.6
Wie wir im Beweis von Lemma |4.5.5| gesehen, besteht der Schliissel zur Beseitigung der
Summe iiber desc(t) bei Strategie 3 daraus, dass die Summe iiber alle Nachfahren auf
einem Level ¢ durch Konstante mal ¢ mit 5 € (0, 1) abzuschiitzen. Danach kénnen wir
die geometrische Reihe anwenden.
Eine alternative Moglichkeit ist, p € (0,1) zu wéhlen und 67, := /p/# chil(t), 67 s :=
p/# chil(t) und ¢ := €5 := & := (1 — p)e?/2 fiir alle t € Tz und s € T7 zu setzen. Dann
gilt fiir alle £ € desc(t)\ Lz

S M =6 I1 =7 11 &

chil(f) ¢’ €desc(t) chil(%) ¢ €desc(t) t'€desc(t)
£t<£t’<£ £t<£t’ <€ ét§6t1<£{

und wir konne induktiv obige Bedingung zeigen. Mit diesem Ansatz folgt die gleiche
Fehlerabschitzung wie in Lemma [£.5.5]

Bei Strategie 1 wird die relative Fehlerschranke durch die relativen F ehler bei der gekiirzten
Singuldrwertzerlegung in Algorithmus erreicht (siche Lemma 2 . Die Strategien
2 und 3 benutzen absolute Fehler bei der gekiirzten Slngularwertzerlegung. Die relativen
Fehlerschranken resultieren bei diesen Strategien aus der Wahl der Skalierungen w; ). Der
Unterschied zwischen Strategie 2 und 3 ist die Art, wie die Summe {iber die Nachfahren
desc(t) aufgehoben wird.

Um die Strategien 2 und 3 effizient anwenden zu kénnen, bendtigen wir einen Algorithmus
zur Berechnung der Normen der Matrixblocke H)¢y fiir alle zuldssigen Blétter (t,s) €
L}'x 7+ Um die Berechnung effizient zu gestalten, gehen wir davon aus, dass orthogonale
Gewichte (Oz)ie7; und (Og s)seT, fiir die Clusterbasen V' und W vorliegen. Weil die
betrachteten Matrixnormen invariant unter orthogonaler Transformation sind, kénnen
wir fiir b = (t,s) € L7, ; die Gleichheit

1 Higxsll = IViSWS | = 1Pri0z148(:,505 P7ll = 101481505 ]

nutzen, um den Aufwand zu reduzieren.

Wir berechnen also zuerst die Hilfsmatrix Y := OI,tS(t,s)Og - Die Auswertung der Fro-
beniusnorm von Y kann direkt berechnet werden. Die Spektralnorm kann z.B. iber die
Singulérwertzerlegung berechnet werden. Wir verwenden stattdessen die ndherungsweise
Berechnung per Vektoriteration, wobei erfahrungsgeméft 10 bis 20 Iterationsschritte ausrei-
chen. Deshalb gehen wir davon aus, dass der Aufwand zur Berechnung der Matrixnormen
sich linear in der Anzahl der Matrixeintrage verhalt.
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4 Rekompression von H?-Matrizen

Algorithmus 4.5.2 Die Funktion berechnet die Skalierung w. Die Kopplungsmatrizen S
die orthogonalen Gewichte Oz und Oy sowie die Strategie str werden iibergeben. Fiir
Strategie 2 wird angenommen, dass # desc(t) und # desc(s) direkt vorliegen.
function SKALIERUNG(D, S, k, A, Oz, pz, O7, p7, Opt, str, w)
if b e E%ij then

(t,s) < b

if opt == Spektralnorm then
I I-lls

else if opt == Frobeniusnorm then
1l -l

end if

if str == Strategie 1 then
wp 1

else if str == Strategie 2 then
Y, « OI,tSbog’s € RPZ.tXPT s
wp  |[Vil/ /# desc(?) + # desc(s)
if wp, == 0 then
wp 1
end if
else if str == Strategie 3 then
Y, Oz,tSbOE,S € RPZXPT s
wp < V3]
if wp, == 0 then
wp 1
end if
end if
else if chil(b) # () then
for b € chil(b) do
SKALIERUNG(IVJ, S, k, A\, Oz, pz, O7, p7, Opt, str, w)
end for
end if

end function
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4.5 Rekompression

Lemma 4.5.7

Es sei H = H*(Tzx7,V, W, N, S) eine H2-Matrix mit cs,-schwachbesetztem Blockbaum
und Rangverteilungen x und . Weiter seien orthogonale Gewichte Oz und O fiir die
Clusterbasen V' und W mit Rangverteilungen p; bzw. ps gegeben. Wir definieren das
Maximum der lokalen Rénge

k := max{max #r;, max max #\s, max
max {tE'TI# ts e Ty #pI,ta SGTJ# S seTy #Pj,s}

Es sei ¢ | > 0 derart, dass der Aufwand zur Berechnung beide Matrixnormen ||| €
{I-ls,1Ill#} fiir alle Indexmengen K, K2 und alle Matrizen X € R¥1*X2 Kleiner als
c|.#K1#X2 ist. Dann ist der Aufwand fiir die Berechnung der Skalierung (wp),. ct,

fiir die Fehlerart opt und die Strategie str mit Algorithmus beschrankt durch

(T+ e kbax#Trxg < (T4 ¢ )Copkiax min{#7Tz, #7T7}.

BEWEIS: Es sei b= (t,s) € E;Xj. Das Aufstellen der Matrix Y} bendtigt hochstens

QT iF KNS + 2Hpr i NHP T4 < AKD

Operationen. Der Aufwand fiir die Berechnung der Norm der pz; x pg-Matrix Y gilt
nach Voraussetzung die obere Schranke

2 3
CLIFFPTHPT + < €l Fmax < €| [Fmax-

Die drei Operationen die im Falle von Strategie 2 zusétzlich beno6tigt werden, schéitzen
wir gegen 3ky .. ab, um eine einheitlich Abschiitzung zu erhalten. Zusammen mit der

Abschétzung flir #7777 aus Lemma folgt die Aussage. [

Bemerkung 4.5.8

Falls die Clusterbasen V und W orthogonal sind, kénnen wir als orthogonale Gewichte
die Identitdt wihlen. In Algorithmus [£.5.2] erhalten wir dann Y, = S,. Also muss dass
Produkt nicht berechnet werden und wir kénnen direkt die Norm von Sj verwenden. Dies
fiihrt zu einem Aufwand von héchstens (3 + ¢ ) cspki,a, min{#7z, #77}.

Bei den Strategien 2 und 3 zu den blockweisen Fehlerabschdtzungen muss beriicksichtigt
werden, dass sie bei gleichen Réngen aufwendiger sind als die Strategie 1. Dies ist etwas,
dass in Experimenten beobachtet werden kann. So sparen die blockweisen Strategien
bei FEM-Problemen typischerweise Speicher im Vergleich zu Strategie 1 bei &hnlichen
Genauigkeiten. Dies spiegelt geringere lokale Rénge wider. Allerdings sind die Rechenzeiten
nicht in dem Mafe kleiner, wie es die Verringerung der lokalen Rénge erhoffen liefse. Dies
liegt am zusétzlichen Aufwand fiir die Berechnung der Skalierungen.
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5 Niedrigrangupdates fiir H?>-Matrizen

In diesem Kapitel beschreiben wir, wie die Summe einer H2-Matrix H und einer Nied-
rigrangmatrix R approximativ berechnet werden kann. Dabei nehmen wir an, dass die
Niedrigrangmatrix nur in einem Block b = (£, 5) € Tzx s Nicht-null-Eintréige besitzt, wie
es bei der Arithmetik in Kapitel [6] der Fall ist. Zuerst stellen wir die exakte Summe als
neue H2-Matrix dar und komprimieren diese dann mit einer Adaption des in Kapitel
beschriebenen Rekompressions-Algorithmus. Diese grundlegende Idee wird auch in [17]
und [4] verwendet, wobei wir an dieser Stelle das Niedrigrangupdate detaillierter un-
tersuchen. Um den Aufwand zu reduzieren, benutzen wir im adaptierten Algorithmus
die neue H2-Matrix nur implizit. Auferdem komprimieren wir nur den Block, der die
Nicht-null-Eintrége der Niedrigrangmatrix umfasst.

Bei der in diesem Kapitel vorgestellten Variante des Niedrigrangupdates kénnen die
Updates auf verschiedene Blocke nacheinander angewendet werden, ohne zusétzliche
Hilfsfunktionen fiir die Anpassung der Darstellung aufrufen zu miissen. In Kapitel [7] gehen
wir davon aus, das der Blockbaum rekursiv durchlaufen wird. Deshalb nutzen wir bei
diesen Alternativen Hilfsfunktionen fiir das Durchlaufen des Blockbaums.

Das Kapitel ist folgendermafen strukturiert. In Abschnitt stellen wir die H2-Matrix-
Darstellung der Summe H 4 R vor. Dabei untersuchen wir auch, welche Teile sich von
der H2-Matrix-Darstellung von H unterscheiden. Danach fiihren wir in Abschnitt die
lokale Version der H?2-Matrix-Projektion ein. Insbesondere betrachten wir, welche Teile
der Matrix verandert werden und wie der lokale Projektionsfehler aussieht.

Die algorithmische Umsetzung beschreiben wir in Abschnitt Dabei achten wir darauf,
dass alle Anderungen lokal berechnet werden. Zusitzlich wollen wir die H2-Matrix-
Darstellung von H 4+ R nicht explizit aufstellen. Deshalb werden die Algorithmen nur in
Grofsen von H und R formuliert. Auferdem zeigen wir, dass die Voraussetzungen fiir die
Niedrigrangupdates nach Durchfiithrung eines Updates wieder erfiillt sind, und schétzen
den Aufwand fiir das Niedrigrangupdate ab.

In Abschnitt schatzen wir den Fehler fiir das Niedrigrangupdate ab, wobei wir die
drei Strategien fiir die Rekompression aus Abschnitt betrachten. Insbesondere gehen
wir auf die Besonderheiten ein, die durch die lokale Durchfiihrung entstehen.

5.1 H?-Darstellung des Niedrigrangupdates

Es sei H = H?*(Tzx7,V,W, N, S) eine H2-Matrix und R = ABT € RT*J gegeben mit
A e KT*K B e KI*K . Als Erstes stellen wir H + R als neue H2-Matrix dar. Fiir zulissige
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5 Niedrigrangupdates fiir H?-Matrizen

Blatter b = (t,s) € ﬁ}xj hat H + R die Drei-Term-Darstellung
T A T A Sb 0 T
ViSpWg + |tB|S = (Vt |t) . (Ws B‘S) . (5.1)

Fiir unzulissige Blitter b = (t,s) € L7, ; konnen wir H + R als vollbesetzte Matrix
Ny + A|tB|7; speichern. Diese beiden Darstellungen liefern uns den Ansatz fiir eine H?-
Matrix-Darstellung fiir H + R.

Um das Niedrigrangupdate moglichst lokal zu berechnen, nehmen wir an, dass wir einen
Block (nicht notwendigerweise ein Blatt) b = (£,5) € Tzxs haben, der alle Nicht-null-
Eintrége von R umfasst, d.h. R € RtZXXj Mit Hilfe von Fallunterscheidungen verdndern
wir die Clusterbasen, Nahfeld- und Kopplungsmatrizen nur dort, wo eine Verbindung
zu b besteht. Dabei verwenden wir fiir die Nachfahren jeweils die Teilbaum-Schreibweise
T = desc(b), T; = desc(f) und Tz = desc(3), um zu verdeutlichen, dass wir nur in diesen
Teilbdumen arbeiten. Zuerst definieren wir eine geeignete Clusterbasis.

Definition 5.1.1 (Erweiterte Clusterbasis)
Es sei V = ((Vi)iez, (Et)ier;) eine Clusterbasis, A € KZ*X und € 7z. Dann definiert

~ - Vi , tE T
V(V, A t), = (5.2)

<Vvt A|t> ’ te 7%
fir alle t € Tz die erweiterte Clusterbasis, welche aus V entsteht, indem V fiir alle
Nachfahren ¢ € T; um A}y erweitert wird. Die erweiterten Transfermatrizen seien fiir alle

t € Tz\rz und £ := par(t) durch

Et at7t/¢7%
Ey
~ - ,teT, t¢T:
E(E,K,1); = o) v IET (5.3)
E, 0
!  tieT;
0 Ik

definiert.

Es sei darauf hingewiesen, dass fiir die Transfermatrizen die Matrix A keine Rolle spielt.
Wie in Abschnitt [3:4] beschrieben, werden die Transfermatrizen benotigt, um die Cluster-
basis effizient in geschachtelter Form zu speichern. In Lemma [5.1.2] zeigen wir, dass die
erweiterte Clusterbasis wieder eine Clusterbasis ist.

Lemma 5.1.2 (Clusterbasis des Niedrigrangupdates)
Es sei V = ((Vy)ierz (Et)iery,) eine Clusterbasis, A € KZ** und ¢ € 77. Dann definiert
v (V(V A1), E(E,K t)) mit den in Definition [5.1.1] beschriebenen Matrizen eine

Clusterbasis.
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5.1 H?-Darstellung des Niedrigrangupdates

BEWEIS: Wir verwenden die Schreibweisen V; 1= 17'(V7 A, 1) und E,=E (B, K, 1), fiir alle
t € Tz. Es gilt IV, = V; fiir alle t € Tz. Es bleibt also fiir alle ¢ € Tz \ Lz die geschachtelte
Darstellung aus zu zeigen. Wir verwenden die dquivalente Umformulierung (3.26)).
Es sei t € T7\{rz} und ¢ := par(t). Es ist V;E, = ‘Z‘t zu zeigen.

1. Fall: Es gelte t,t ¢ T;. Dann gilt

ViE: = ViEr = Vi = Vg

2. Fall: Es gelte t € T; und £ ¢ T;. Dann gilt

o~ E ~
VIE, = (W A|t) <Ot> = Vb = Vt’|t = V;%'|t'

3. Fall: Es gelte t,{ € T;. Dann gilt

E, 0O

B = i a0 () = B A = (VA = T

Bemerkung 5.1.3

Formal miissten wir fiir die erweiterte Clusterbasis eine neue Rangverteilung (K¢):e7;
wéhlen, deren Elemente paarweise disjunkt sind. Um die Ausdriicke leserlich zu halten,
verzichten wir darauf und identifizieren einfach x; mit «; U KC.

Nach der Definition der Clusterbasen benétigen wir fiir die Darstellung der Summe H + R
als H2-Matrix noch die Kopplungsmatrizen fiir die zuldssigen Blitter. Diese geben wir in

Definition B.1.4] an.

Definition 5.1.4 (Erweiterte Kopplungsmatrizen)

Es sei H = H? (Tzx7,V,W, N, S) eine H?-Matrix, R = ABT € R?*7 eine Niedrigrang-
matrix mit Rang-K-Darstellung und b = (Z, 5) € Tzx 7. Fiir alle Blocke b = (,5) € Tzxs
definiere

(Sb 7t¢

()
S(S,K,b) 0 (5.4)

“ (s
(v a)
(\0 Ix)

die erweiterten Kopplungsmatrizen, wobei I die Identitét bezeichnet.

o
VAl

o
Va)
R R
A A

~
R
o
VAl
m
m

m
o
VAl
m
m
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5 Niedrigrangupdates fiir H?-Matrizen

Weil die Matrizen A und B in die Clusterbasen aufgenommen werden (siehe ), sind
die neuen Kopplungsmatrizen nur von K und den alten Kopplungsmatrizen S; abhéngig.
Als Néchstes betrachten wir, welche Matrix durch die erweiterten Clusterbasen und
Kopplungsmatrizen dargestellt wird.

Lemma 5.1.5 (Kopplungsmatrizen des Niedrigrangupdates)

Es sei H = H? (Tzx7,V,W, N, S) eine H2-Matrix, R = ABT € RT*J eine Niedrigrang-
matrix mit Rang-K-Darstellung und b= (t,8) € Tzxg. Weiter seien V = V(V, A,
und W := V (W, B, 3) die erweiterten Clusterbasen (siche Deﬁmtlon sowie S :=
S (S, K, b) die erweiterten Kopplungsmatrizen (siehe Definition . Dann gilt fir alle
b= (t,s) € E%XJ

pawr = [U R L hET
° H|b 7b¢7%)

BEWEIS: Es sei b= (t,s) € LT, ;.
1. Fall: Es gelte t € T; und s € T5. Dann gilt insbesondere b € 7y und es folgt

P Sy, 0
VSW! = (Vi At)(o” I;<> (W, By)"

= (Vi A) (W, Bg)'
= VZS},WST—I—A‘»CBF;
= (H+ R)|b~

2. Fall: Es gelte t ¢ T und s € T5. Dann gilt insbesondere b ¢ T; und es folgt
ViSW! =V, (Sy 0) (W, B|S)T = ViSW] = Hp,.
3. Fall: Es gelte t € T; und s ¢ T. Dann gilt insbesondere b ¢ T, und es folgt
ViSWI = (Vi Ap) <5b> wl = visw! = Hy,.
4. Fall: Es gelte t ¢ T; und s ¢ T5. Dann gilt insbesondere b ¢ 7 und es folgt

ViSWI = viswl = Hy,

Als Nichstes definieren wir die erweiterte H2-Matrix. Diese nutzt die erweiterten Cluster-
basen und die erweiterten Kopplungsmatrizen.
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5.1 H?-Darstellung des Niedrigrangupdates

Definition 5.1.6 (Erweiterte H2-Matrix)
Es sei H = H? (Tzx7,V,W, N, S) eine H2-Matrix, R = ABT € R?*7 cine Niedrigrang-
matrix mit Rang-K-Darstellung und b = (£,5) € Tz« 7 ein Block. Es bezeichnen

Vo= (V(v, A,f),E(E,/c,f)) und W = (V(W,B,g),E(F, K, g))
die zugehorigen erweiterten Clusterbasen (siehe Definition [5.1.1)),

N = (Ny + R|b) und S := S5(S,K,b)

beLT, 7

die erweiterten Nahfeldmatrizen bzw. Kopplungsmatrizen (siehe Definition |5.1.4]) der
Summe H + R. Dann definiert

H(H,R,D) = H? (TIXJ, V,W,N, §) (5.5)
die erweiterte H2-Matrix zu H, R und b.

In den letzten Definitionen und Lemmata haben wir den Cluster ¢ bzw. den Block b
beliebig gewahlt. Fiir die Zwecke des Niedrigrangupdates sollte ein Block b gewahlt
werden, fiir den alle Nicht-null-Eintrdge von R im Block enthalten sind. Der Block b
sollte moglichst klein sein, um die Anzahl der verdnderten Blocke und Cluster und damit
den Aufwand zu minimieren. In der Arithmetik wéihlen wir b als den Block, in dem
die Niedrigrangmatrix berechnet wird. Das folgende Theorem zeigt, dass die erweiterte
H2-Matrix aus fiir einen alle Nicht-null-Eintrage umfassenden Block b tatsichlich
eine H2-Darstellung fiir H + R liefert.

Theorem 5.1.7 (H2-Matrix des Niedrigrangupdates)

Es sei H = H? (Tzx7,V,W, N, S) eine H?-Matrix, R = ABT € R?*7 eine Niedrigrang-
matrix mit Rang-K-Darstellung und b = (f,5) € Tzxs ein Block mit R € RT*, d.h.
R;; = 0 fiir alle (i,7) € (Z x J)\b. Dann gilt fiir die Matrizen aus Definition

H+R = H(H,Rb).

BEWEIS: Wir zeigen die Gleichheit blockweise. Es sei b = (t,s) € L1x7.
1. Fall: Es sei b € L7, 7. Dann gilt

(H-i—R)‘b = Nb-i-R‘b = ]\Nfb = fNI(H,R,BMb.

2. Fall: Es sei b= (t,s) € E;XJ. Nach Definition und Lemma gilt

ARy, = GGWE = (e VT
H|b 3 b¢7;~)
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5 Niedrigrangupdates fiir H?-Matrizen

Durch die Wahl von b folgt

= (H+ R)\b-

Somit haben wir eine H2-Matrix-Darstellung von H + R gefunden. Diese kénnten wir mit
Algorithmus rekomprimieren. Allerdings wiirde dieser Ansatz die gesamte Matrix
behandeln und somit zu einem Aufwand in O(#Z + #J) fithren. Damit konnten wir
keine effiziente Arithmetik konstruieren.

Deshalb werden wir nur in den Teilbdumen 7; und 7s, in denen die Clusterbasen angepasst
werden, adaptive Clusterbasen berechnen und diese dann in die alten integrieren (siehe
Lemma . Dieses Vorgehen ist dadurch motiviert, dass wir davon ausgehen, dass die
Darstellung der Matrix H effizient ist.

Zur Berechnung der adaptiven Clusterbasen benétigen wir Gewichte. Um das Aufstellen
der neuen Clusterbasen lokal zu halten, wollen wir sicherstellen, dass auferhalb der
Teilbdume 7; und 75 die Gewichte der Matrix H auch Gewichte fiir die erweiterte Matrix
H sind. Weil die adaptiven totalen Clusterbasen zur Definition der adaptiven Gewichte
verwendet werden, zeigen wir in Lemma dass sich diese auerhalb von 77\7; und
77\ Tz nicht verdndern.

Lemma 5.1.8

Es sei H = (Tzx7,V,W, N, S) eine H2-Matrix, R = AB” eine Niedrigrangmatrix mit

Rang-K-Darstellung, b = (£,3) € Tzxy und H = H(H, R,b) die erweiterte H2-Matrix.
+ ~ ~

Weiter seien w, o € R%XJ und 6,6 € RZIO Skalierungen, wobei @ ) = W 5) und 0y = 6

fiir alle t € 77\ T; und s € row(t) gelte. Dann gilt fiir alle ¢ € 77\ T;

X(EXJaHawaa)t = X(EXJaﬁv(’Daé)t-

BEWEIS: Fiir £ = r7 ist die Aussage wegen T7\7; = 0 trivial. Es sei also  # 7.

Fiir alle t € 77 bezeichne ¢; := level(t). Es sei t € T7\7;. Dann ist € Tz\7T; fiir alle
t € pred(t) und somit 6; = gt Es sei s € tow(t). Dann existiert nach Definition [4.1.3| der
erweiterten Blockzeile ¢ € pred(t) mit (£,s) € E}“XJ. Wegen t,t € T7\T; ist Df,5) = Wii.s)
sowie HNt/ =0y fir alle t € desc(f) mit [y < l;. Also gilt

]. T ]. ~ indied ’VT

i s)< 1 A6t1> aa e = Wi s)( ! A9t1> Sealta:
’ t'edesc(t) ’ t' edesc(t)
ngét/<€t éfgét/<€z

130



5.1 H?-Darstellung des Niedrigrangupdates

Abbildung 5.1: Erweiterte H2-Matrix H in b: Der Block b ist schraffiert und die angepass-
ten Matrizen in den Clustern und Blécken sind dunkelgrau markiert.

Mit Lemma [4.4.16| erhalten wir

1
X(Tzxg, Hyw, 0) 11 = ( 11 9t'>HtV£S(E,s)WsT
t’ €desc(f)

“(ts)
ZfSZt’ <ty
1 N adasd = ~ —~ ~
-3 H O Htv%s(fs)WsT = X(’TIXJ,H,CU,G)tHS.
w(tA s) ’ » ’
’ t' edesc(t)
Lp<ly <ty

Weil X (Tzxg, H,w,0)e, X(Trxg, H,©,0), € R fir & = Usermmn s gilt, folgt die

Aussage. [

Bemerkung 5.1.9
Die Voraussetzungen an die Skalierungen in Lemma [5.1.8| sind fiir die Strategien aus
Abschnitt erfiillt, weil sich die erweiterte H2-Matrix H von der urspriinglichen Matrix
H nur innerhalb des Blocks b unterscheidet.

Die H2-Matrix-Darstellung der urspriinglichen Matrix H unterscheidet sich von der im
Block b = (£, 3) erweiterten Matrix H nur in den Blécken b = (¢, s), fiir die entweder der
Zeilencluster ¢ ein Nachfahre von ¢ (¢ € T;) oder der Spaltencluster s ein Nachfahre von §
(s € Tz) ist (siehe Abbildung[5.1)). Wenn wir annehmen, dass die Darstellung der Matrix
H effizient ist, reicht es also aus, nur die zu 7; und 75 gehoérenden Teile zu rekomprimieren.
Deshalb fithren wir im nichsten Abschnitt die lokale H2-Matrix-Projektion ein.
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5 Niedrigrangupdates fiir H?-Matrizen

5.2 Lokale H?-Matrix-Projektion

Wir gehen davon aus, dass eine H2-Matrix H2(Tzx.7, V, W, N, S) sowie orthogonale Clus-
terbasen (V¢)ie7; und (Wy)ser, auf den Teilbdumen T; bzw. Ts gegeben sind. (Wir
wollen nur in den Teilbdumen 7; und 73 neue Clusterbasen berechnen, weil wir davon
ausgehen, dass fiir die restlichen Cluster die Darstellung der Matrix effizient ist.) Damit
wir fiir die neuen Clusterbasen einen entsprechenden H2-Matrix-Raum angeben konnen,
miissen wir sie zu Clusterbasen auf 77 und 77 erweitern. Dabei sollen die erweiterten
Clusterbasen aufterhalb der Teilbdume den alten Clusterbasen entsprechen, damit wir
grofe Teile der H2-Matrix-Darstellung wiederverwenden koénnen.

Lemma 5.2.1
Es sei H = H*(Tzxg,V, W, S, N) eine H*-Matrix und (V¢)ie7; eine orthogonale Cluster-
basis auf dem Teilbaum 7;. Wir definieren fiir alle ¢ € 77

Vi falls t € T;
Vi = (va +Hpp)Ve  fallst e pred(#)\{t}
174 , falls t € T7\(T; U pred(t))
und
By , falls t € T;\{t}
E, = (CO(V, V) E, ,fallst=1 ;
E; , falls t € T2\ T;

wobei C; = C(V,V); = V?Vg der Basiswechsel von V zu V ist. Dann ist (V)7 eine
Clusterbasis. Falls V; orthogonal fiir alle ¢ € 77\ (7; U pred(f)) ist, ist V¢ orthogonal fiir
alle t € 77\ (pred(f)\{t}).

BEWEIS: Wir zeigen, dass (V¢)e7; eine Clusterbasis ist, und rechnen dazu die Eigen-
schaften aus Definition nach. Dazu gehen wir die drei Félle aus der Definition von
(Vi)teT; durch. B -

1. Fall: Es sei t € T;. Weil V eine Clusterbasis auf 7T; ist, gilt IIV; = V. Falls ¢ ¢ L1 ist,
gilt chil(t) C T; und es folgt V; = D techil(t) ViE;.

2. Fall: Bs sei t € pred(f)\{t}. Dann gilt ITV; = (I, + 1T\ e) Vi = (T, + 1y ) Ve = V.
Die geschachtelte Eigenschaft erfordert eine Fallunterscheidung wegen der Fallunterschei-
dung in der Definition der Transfermatrizen.

2.1. Fall: Es sei t = par(f). Dann ist € chil(t) und es gilt £ € Tz\(7; U pred(?)) fiir alle
t € chil(t)\{t}. Damit gilt

Yo ViEr = Y ViE+ViICVV)E = Ty Y ViE+ Ty ViE;
techil(t) techil(t)\{f} techil(t)\{t}
= (g +1y,) Y Vil = (g + 1y )V = Ve
techil(t)
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2.2. Fall: Es sei t # par(t). Weil die Pfade im Baum 77 eindeutig sind, existiert genau ein
t' € chil(t) mit ¢’ € pred(#)\{f} und es gilt € T7\(7; U pred(?)) fiir alle £ € chil(¢)\{#'}.
Somit gilt

Z va{ = Z ‘/%Et“ + (Ht/\f: + HVE)W/Et/
techil(t) techil(t)\{¥'}
techil(t)\{#'}
= (pg+1y) D ViBy = (g +1p )V = Ve
fechil(t)

Also haben wir fir den 2. Fall die geschachtelte Darstellung nachgewiesen.
3. Fall: t € TZ\(T; U pred(f)). Weil V eine Clusterbasis ist, gilt ItV = IItV; = V; = V.
Es sei t ¢ L. Dann gilt chil(t) C 77\ (7; U pred(t)). Daraus folgt

Y. ViEp = Y Vi =V, = Ve

techil(t) techil(t)

Somit gilt auch im 3.Fall die geschachtelte Darstellung und V ist eine Clusterbasis
auf 7z. Die Orthogonalitit von V; fiir ¢t € T7\(pred(f)\{t}) folgt aus der Definition
der neuen Clusterbasis V und der Orthogonalitit von (Vt)teTg und von V; fiir alle
t € Tz\(T; U pred(?)). ]

In den Teilbdumen 7; und 7z sind die durch Lemma definierten Clusterbasen
V = (Vi)ierz bzw. W = (W,)se7, orthogonal. Allerdings sind sie i. A. nicht in allen
Clustern orthogonal und somit kénnen wir fiir sie nicht die globale H2-Matrix-Projektion
anwenden. Aufserdem wollen wir nur lokal Berechnungen durchfithren. Deshalb definieren
wir die lokale H2-Matrix-Projektion.

Definition 5.2.2 (Lokale H2-Matrix-Projektion)
Es sei Tzxg ein zuliissiger Blockbaum, (f,5) = b € Tzxs ein Block und (Vy)ier; und
(Ws)sez orthogonale Clusterbasen. Wir definieren zuerst fiir alle ¢ € 77 die Abbildungen

Ty, falls t € T;
Wiy, = Uy +1yg) fallst e pred(f)\{t} (5.6)
I , falls t € Tz\(T; U pred(?))

und fiir alle s € 77 die Abbildung

g, , falls s € Tg
;s = § (hp, +1ys) , falls s € pred(3)\{5} . (5.7)
I , falls s € T7\(Ts U pred(3))
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Mit Hilfe dieser definieren wir I1 : RIXT 5 RIXT fiir alle X € RT*J durch

%XJ’&V’W :
HTIXJ,E,V,W[X] = Z HtXHS + Z Hf,v,tXHiW,s' (58>
bels, 7 belt, ,

Wir bezeichnen I1 ;7 v als die lokale H2-Matriz-Projektion beziiglich b, V und W.
e IAE)

XT >

Bemerkung 5.2.3
Fiir die in Definition [5.2.2| definierten Abbildung gilt fiir alle X € RZ*J

T

T

IxJ’

Wir kénnen also mit Hilfe des transponierten Blockbaums Aussagen fiir die Zeilenbasis
auf die Spaltenbasis iibertragen.

In Abbildung sind die Teile der Blockmatrix eingezeichnet, die durch die lokale Pro-
jektion verdndert werden. Dabei ist zu beachten, dass die unzuldssigen Blatter von den
Anpassungen ausgenommen sind. Ansonsten wird die Matrix iiber das gesamte Kreuz
verandert.

Im néchsten Schritt zeigen wir, dass Il ;3 7 eine Projektion in (RZXT |I.||F) ist. Weil
Iy vw Blocke (t,s) € Lzxg mit t ¢ (T; U pred(f)) und s ¢ (Tz U pred(3)) unveréin-
dert liisst, kdnnen wir nicht erwarten, dass es sich um eine Projektion auf H?(Tzx 7, V, W)
handelt. Wir zeigen aber, dass die alte H2-Matrix H2(Tzx7, V, W, N, S) in den H2-Matrix-
Raum H2(Tzx7,V,W) zu den neuen Clusterbasen abgebildet wird, falls V und W wie in
Lemma definiert werden. Dabei geben wir auch die neue H2-Matrix-Darstellung an.

Lemma 5.2.4

Es seien T7x 7 ein zulissiger Blockbaum, b = (£,3) € Trxz und V = (V;)ser; und W =
(Ws)seT, Clusterbasen. Weiter seien (V);e7; und (W)se7; orthogonale Clusterbasen. Es
seien V = (Vi)ier, und W = (Wy)se7, die nach Lemma definierten Clusterbasen.
Dann ist Il ;3 3 eine orthogonale Projektion in (RTXT ]|l F) mit

M, iyl Ty, V.W N, S) = 12Ty, V. W N, 5)
fiir alle H*(Tzx7,V,W,N,S) € H*(Tzxg,V, W), wobei N := N, fiir alle b € L7, ; und

C(V,V)iS,C(W, W)L fallst € Tz, s € Tz

- wHT fall : Z

Sy = Sbc({i/’ W) alls 8¢ T, 5 € Ts fiir alle b = (t,s) € L7, ; sei.
C(V,V)Sp Jallst € T, s ¢ Ts

Sh Jfallst ¢ Tz, s ¢ Ts

(Dabei sind C(V, V) und C(W, W) die Basiswechsel aus Definition )
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Abbildung 5.2: Verdnderungen durch lokale Projektion: In der linken Abbildung ist der
Bereich der Blockmatrix markiert, der durch die Projektion veréndert
wird, und in der rechten Abbildung sind die Matrizen der H2-Matrix-
Darstellung markiert, die fiir die Projektion angepasst werden miissen.

BEWEIs: Fiir alle t € 77 ist Il nach Beispiel m eine orthogonale Projektion mit
Bild(Ilg) = Rf. Das Gleiche gilt nach Beispiel [2.3.18| fiir Iy, fiir alle ¢ € T;, weil V, fiir
diese Cluster orthogonal ist. Nach Lemmafolgt dass (H +Ht\t) fiir t € pred(t)\{t}
eine orthogonale Projektion mit Bild in Ry ist, da Bild(IT t_)L Bild(II t\t) gilt. Also ist
;v , fiir alle ¢ € Tz eine orthogonale Projektion mit Bild(Il;y,) € RZ. Analog folgt,

dass IIg und H: w ¢ fiir alle s € 77 orthogonale Projektionen mit Bild in RY sind. Nach
Beispiel m 1st somlt fiir alle b = (¢, s) € L1 die Abbildung

I ooy s BRI 5 REXT, Xy | e falls (£, ) € Lz,.7
VW, Wy X, falls (,s) € L7, 5

eine orthogonale Projektion in (RT*7, ||.||p) mit Bild(Il; 777 ,) € RESY. Fiir Z x J bildet

txs
{t xs|(t,s) € L1x 7} eine Partition und somit ist Ur svw= =D vers., 5777, nach

Lemma [4.2.16] eine orthogonale Projektion in (RZ*7 ||| ).
Es sei H = H*(Tzx7,V,W, N, S) € H*(Tzx7,V,W). Zuerst betrachten wir die Wirkung
der Abbildungen aus (5.6) und (5.7) auf die Clusterbasen. Mit Lemma erhalten wir

VtC(V, V)t , falls t € 7}:
v, Vi = (<
v vV, , falls t € TZ\T;
und
Mo W, = ?SC(W,W)S ,falls s € T '
o W , falls s € T7\Ts
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Damit gilt fiir alle b = (¢, s) € E%LXJ

My, v wlHDixs = Wy VeseWS] = Wiy ViSsW/ L5

ViC(V,V)S,COW, WIW.  fallste Ty, s € T
| Vis,ew, W) Tw, fallst ¢ T, s € T
V.oV, VS fallste€ Ty, s ¢ Ts

VS, WL fallst ¢ Tp, s ¢ Te

Fiir b = (t,s) € L7, 7 gilt

(H7-I><J7V,W,E[H])|t><s = H|t><s = Nb — Nb-

Damit folgt die Aussage. u

In Abbildung[5.2]sind die Anpassung eingezeichnet, die nach den Lemmata[5.2.1] und [5.2:4]
durch die lokale Projektion an der H2-Darstellung vorgenommen werden miissen. Dabei ist
zu beachten, das die Anpassungen nur zu Clustern in 7; bzw. Tz vorgenommen werden. Die
Clusterbasen zu Vorfahren und die entsprechenden Kopplungsmatrizen werden indirekt
iiber die modifizierten Transfermatrizen angepasst.

Im Vergleich zu Abbildung [5.1] fallt auf, dass mit Ausnahme der Nahfeldmatrizen in den
unzuldssigen Blattern fiir die lokale Projektion die gleichen Matrizen wie fiir die erweiterte
H2-Matrix angepasst werden. Deshalb kénnen wir die Algorithmen in Abschnitt derart
formulieren, dass sie Berechnungen nur in den Teilbdumen 7; und 7z mit zugehdrigen
Blockzeilen /-spalten sowie 7p vornehmen.

Bevor wir den Projektionsfehler untersuchen, zeigen wir eine mit Lemmal5.1.8|vergleichbare
Aussage fiir die adaptive totale Clusterbasis. Weil die adaptiven totalen Clusterbasen zur
Definition der adaptiven Gewichte verwendet werden, ermoglicht uns das Lemma [5.2.5
spater die Wiederverwendung der alten adaptiven Gewichte fiir die Cluster in 77\7; und
77\ Tz nach der lokalen Projektion.

Lemma 5.2.5 ~

Es seien H = H%(Tzx7,V, W, N, S) eine H2-Matrix, b = (£, 3) € Tzx.7 sowie (Vt)teﬁ und

(Ws)se7z orthogonale Clusterbasen. Weiter seien V = (Vy)ier; und W = (W), die
+

C _
nach Lemma/|5.2.1| definierten Clusterbasen. Zusétzlich seien w,w € R_7*7 und 0,6 € RZIO

Skalierungen, wobei wWywy, und 0; = 6, fiir alle t € T7\T; und s € row(t) gelte. Dann gilt
fiir die adaptive totale Clusterbasis der neuen H2-Matrix H := My 4 v v H], dass fiir

alle t € T7\T; eine orthogonale Projektion II; € Rgig, & = Userow() S: in (R, [|.||2) mit

(va + Ht\E)X(,]-ZXj, H,w,0)I1; | falls t € pred(?)\{t}

X(Tzxg, H,w,0); = .
X(7-IX77 Ha w, 9>th ) falls ¢ € 7-1\(7% U pred<t))

existiert. Fiir ¢t € pred(t)\{t} ist II; := II¢, und kann somit weggelassen werden.
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BEWEIS: Weil 77\ T; = 0 fiir £ = r7 gilt, sei 0. E.d. A. £ # r7.
Fiir alle t € 77\ T; und s € row(t) gilt

(va +Hpg)HIs , falls ¢ € pred(t O\ {t}

A o 11y H 1l , falls s € Tg (5.9)
HtH(HW§ +1gs) , falls s € pred(s )\{3}
I HTl, sonst

Fiir t € T7\T; suchen wir eine passende Projektion II; € R‘g i‘g Zuerst suchen wir eine

Projektion 11y, die die Blockzeile row(t) zusammenfasst. Fiir ¢ € pred(#)\{#} reicht es nach
(5.9), die Cluster aus row(t) aufzusammeln. Deshalb definieren wir fiir alle ¢ € pred(?)\{t}

I := I, = Z HeRgig mit & = J s

serow(t s€row(t)

Fiir t € T7\(T; U pred(f)) miissen wir nach (5.9) drei Félle unterscheiden. Fiir alle
t € T2\(T; Upred(t)) definieren wir

I = Z My, + Y. (O, + 1) + > M, eR:Y.
s€row(t) serow(t) serow(t)
s€Ts sepred(5)\{5} s€Tz\(TeUpred(3))

Aus den obigen Definitionen und (5.9) folgt fiir alle ¢t € 77 und fiir alle s € row(t)
ﬁtxs _ (va + l/i[t\E)HtXSHt falls t € pred( )\{t} . (510)
ITy Hy s 11 , falls t € T7\(Tg U pred(t))

Damit haben wir die Blockzeile in eine Form gebracht, die eine dhnliche Form hat, wie
die Aussage des Lemmas. Weil die adaptive totale Clusterbasis auch die Blockzeilen der
Vorfahren umfasst, definieren wir fiir alle ¢t € 77\ 7; die Matrix

— IXT
o= Yy I eRIYY.
t€pred(t)

Weil die Mengen s fiir s € Tow(t) paarweise disjunkt und Il , (I, + Ilg\5) und Il
orthogonale Projektionen sind, ist IT; nach Lemma [2.1.6] eine orthogonale Projektion. Also
ist II; ein Kandidat fiir unsere Aussage.

Wir zeigen die Aussage fiir alle t € 77\ 7; per Induktion iiber level(t) € N. Es sei t € Tz\T;
mit level(t) = 0. Dann gilt ¢ = r7 € pred()\{t} und @, 5) = wy ) fiir alle (¢, s) € LT, ;
Fiir die adaptive totale Clusterbasis von ¢ folgt nach Definition 4.4.15{und ({5.10))

1
Hie = Y u)(M)(H ) HexsIly

X(Exjaﬁawag)t = Z

serow(t) (t s) serow(t)

= (HVE + Ht\E)X(,]-ZXja H7 w, Q)tﬂt'
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Es sei n € N derart, dass die Aussage fiir alle ¢ € 77\ 7; mit level(t) < n gilt. Weiter sei
t € pred(f)\{f} mit level(t) = n + 1. Dann existiert { := par(¢) und es gilt level(f) = n.
Also gilt die Aussage fiir £. Wir unterscheiden die beiden Félle der Aussage.

1. Fall: Bs sei t € pred(f)\{f}. Dann ist auch f := par(t) € pred(f)\{t}. Mit der Indukti-
onsannahme fiir ¢ folgt

X(Trug H50)g, = (T, + Uy )X (Trg. oo, 0)1;)

= (HVE + Ht\{)X(EX\Yv Hv w, e)ﬂtnt

[t

Zusammen mit (5.10)), §; = 6; und Wit,s) = Wi, fiir alle (¢, s) € E%XJ erhalten wir

- 1 — 1 - _ =
X(EXJ)-Huwae)t = Z p— HtXS—i_jX(EXJaH?wve)ﬂt
Wit.s) O
s€row(t)
1 ~ 1
= (Hvt_ + Ht\‘E) Z o )Htstt + EX(’TIxjv H,w, 0)1&'|th'
’s t

serow(t)
= (HV{ + Ht\E)X(,]-Iva Ha w, G)th-

2. Fall: BEs sei t € Tz\(7; U pred(f)). Wir haben dann zwei Fille fiir das Elter f zu
unterscheiden.
2.1. Fall: Es sei { € pred(f)\{f}. In diesem Fall gilt nach Induktionsvoraussetzung

X(Tzxg, H,w,0) gy = We(My; + g ) X (Tzx g, Hyw,0) A1y = X(Tzxg, H,w,0),11;.
2.2. Fall: Es sei { € T7\(T; Upred(f)) Aus der Induktionsvoraussetzung folgt
X(ITIXCL F: W, §)t|t = HtX(,TI><J7 Ha w, 9){Hf = X(7-I><.77 H: w, 0)t|th

Zusammen mit (5.10), 0; = 6; und W, 5) = w ) fiir alle (¢,5) € ﬁ%rxj gilt in beiden
Fillen

serow(t) “t.s)

1 ~ 1
= Z HexsIl + *X(,TIvaHawve)ﬂth'
Wit,s) (9{

_ _ 1 — 1 _ _
X(’TIXJ)Haw79)t = Z Hxs + ?X(’TIX(]?Hawa 0)t|t
t

s€row(t)

= X(EXJ? H7w7 e)t]:[t'

Also gilt die Aussage des Lemma. [

Bemerkung 5.2.6

Die Bedingung an die Skalierung w ist im Falle der Strategien 2 und 3 aus Abschnitt
problematisch, weil die Normen der Teilmatrizen Hyxs und Hiyxs fiir (t,s) € Tzx 7\Tg
i.A. nicht gleich sind. Auf dieses Problem gehen wir bei der Untersuchung des Fehlers des
Niedrigrangupdates naher ein.
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Lemma [5.2.5] ermoglicht uns die Weiterverwendung der alten Gewichte auferhalb der
Teilbdume 7; und 7Tz nach der lokalen Projektion, falls wir zusétzlich Projektionen auf
der rechten Seite zulassen (siehe Definition der sogenannten projizierten Gewichte).
Damit haben wir die Aspekte der lokalen Projektion untersucht, die wir fiir die algorith-
mische Umsetzung in Abschnitt benotigen.

Bevor wir die lokalen Algorithmen vorstellen, schidtzen wir den Fehler der lokalen Pro-
jektion ab. Um den Fehler clusterweise abzuschétzen, teilen wir den Fehler wie fiir die
Projektion in Kapitel [ in einen Teil fiir die Zeilenbasis und einen Teil fiir die Spaltenbasis
auf. Dazu definieren wir die einseitigen lokalen H2-Matrix-Projektionen.

Definition 5.2.7 (Lokale einseitige Projektion)

Es seien ein zulissiger Blockbaum 7747, ein Block b = (£,3) € Tzx7 und in den
Teilbdumen 7T; bzw. T orthogonale Clusterbasen (Vt)teTg und (W)se7z gegeben. Dann
definieren wir die einseitigen lokalen Projektionen durch

M vaX] = ) WX+ Y g X (5.11)
beLZ, - bels, ;
und
My ewlX] = > XM+ > TLXT g (5.12)
belr, 7 beL}'XJ

Im folgenden Lemma zeigen wir, dass die lokalen einseitigen Projektionen auch orthogonale
Projektionen sind und wir mit diesen die lokale H2-Matrix-Projektion ausdriicken kénnen.
Dies ermoglicht uns wie das Lemma bei der globalen H2-Matrix-Projektion spéter
das Aufteilen des Projektionsfehlers in Teile fiir die Zeilenbasis und die Spaltenbasis.

Lemma 5.2.8 B
Es seien Tzx g ein zuléssiger Blockbaum, b = (1, 5) € Tzx7 und (V;)ier; und (Ws)sers
orthogonale Clusterbasen.

(i) Die einseitigen lokalen Projektionen IT b and II
Projektionen in (RZ*7 |.||F).

Targ bW sind orthogonale

(11) ES gllt HEXJ’E’V7W - H7—IX3757V7*H7?ZX7787*’W - HEXJ,E,*,WHEXJ,B’V’*'

(i) Firalle X € RP*7 gilt Il 5 wlX] = [ o [XT)T

IxJ’

BEWEIS: (f]): Statt der Abbildung II; ¢ 17, definieren wir fiir alle b = (t,s) € Lzx 7

Ty X TIg , falls (¢,8) € L7, 7

I, R S RV X s T
Vo, Iy X1l falls (¢,5) € L7, 5
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tXs

Wie in dem Beweis des Lemmas ist dies fiir alle b = (t,s) € Lzx 7 cine orthogonale
Projektion in (R¥*7||.||¢) mit Bild(I; 7, ,) C RZX7 . Nach Lemma [2.1.6]ist dann

O ove = 2 Wiva
bEEIXj

eine orthogonale Projektion in (RZ*Y ||.||r). Die Aussage folgt fiir Il ;. analog,
indem wir fiir alle b = (¢, s) € L1« 7 die blockweisen Projektionen

IT X1l , falls (2, ) € EEXJ definieren
HtXﬂng,s , falls (t7 S) € ’C}_XJ |

. RIXT IxJ

I s R S RPY X»—>{
: Die zweite Aussage folgt, weil I1; vy, = Uz v, 1 375 = ;37 11557 . fiir alle
be Lrxyg gilt.
: Fiir b € L1747 und X € RTXJ gilt
. XTI = (M XTI )T  falls (t,5) € L7, (L XT)T

b,x,W.b - o o T T + - b,x, Wb :

Me XM 77 o = (g X )" falls (¢,5) € L7, 7

Damit folgt die dritte Aussage. [

Mit Hilfe der einseitigen Projektionen kénnen wir den Projektionsfehler ndher untersuchen.
Wie in Abschnitt betrachten wir als Erstes den clusterweisen Projektionsfehler. Dazu
stellen wir den lokalen Projektionsfehler durch die clusterweisen Fehlerterme aus Definition

dar (vergleiche Theorem (4.3.5)).
Lemma 5.2.9 B B
Es seien X € RT*J | Tz, 7 ein zuldssiger Blockbaum, b = (£, 3) € Tzx7 und (Vi)ieT; eine

orthogonale Clusterbasis. Dann gilt fiir den Fehler der lokalen H2-Matrix-Projektion aus
Definition [5.2.2]

X = HTIxJ,B,V,*[X} = Z D(X77-IXJav)t-
teT;

und D(X, Tzx7, V)ED(X, Tzx 7, V)e = 0 fiir alle ¢,¢' € Tz mit ¢ # ¢

BEWEIS: Fiir den Fehler der einseitigen Projektion beziiglich der Zeilenbasis gilt

X - HTIXJJ;,V,*[X] = Z ‘X|t><S - HV{X“:XS + Z X|f><s - HV£X|E><S'
teTy tepred(f)\{i}
s€row(t) s€row(t)
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Mit der Darstellung des blockweisen Fehlers durch die Nachfahren aus Lemma [£.3.10] folgt

X — HTIXJ,I;,V,*[X] = Z X\tXS - HVtX|t><S + Z X|E><s - HV{X|EXS
teTy tepred(D)\{i}
serow(t) serow(t)
= > 2 DXVi+ X ) DAV,
te€T;  tedesc(t) tepred(f)\{t} i€desc(t)
s€row(t) serow(t)

Fiir t € T7\(T; U pred(t)) gilt desc(t) N T; = 0. Zusammen mit einer Umsortierung der
Summanden erhalten wir

X - HTIXJal;vVv*[X] - Z Z Z

t€Tz te(desc(t)NT;) s€row(t)

=2 2 20D

t€T; icpred(t) scrow(f)
Durch Einsetzen der Definition der blockweisen Fehlerterme folgt
XMy gvadXD =20 20 D0 TppiXies = ) Hpp, X ) T
t€T; iepred(t) serow(f) teT; serow ()

Der hintere Teil ist die totale Clusterbasis in ¢ (siehe Definition [4.1.6)). Mit der Definition
[4:3:2] der clusterweisen Fehlerterme gilt

ToeriVul Xl = D Mo X(Trxg, X)i = Y DX, Tzug, V)i
teT; teT;

Fir ¢,¢ € T; mit ¢t # t’ folgt aus Lemma (4.7)

(X ’TZij ) (X 7-I><\77 ) X(7-I><J77 )t’HDVt/HD777tX(7-I><;77X)t =0.

X -1

Wir spalten den Fehler spéter wie bei der globalen H2-Matrix-Projektion in einen Anteil
beziiglich der Zeilenbasis und einen beziiglich der Spaltenbasis auf. Fiir den Fehler der
Projektion beziiglich der Spaltenbasis erhalten wir dabei

H7—IXJ757V7* {X] o H7—IXJ787*’W[HEXJﬁB’V)* [X]]

T T T
o (LN LS RN (L S e P O 1)
T
= | Dy, sl XD TR 2 W),
s€Ts

Um auch fiir die Spaltenbasis Terme beziiglich der urspriinglichen Matrix X zu erhalten,
zeigen wir, dass das Weglassen der Projektion beziiglich der Zeilen die Norm nur vergrofsert
(vergleiche Lemma |4.3.6)).
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Lemma 5.2.10 .
Es seien X € RT*J | Tr, 7 ein zuldssiger Blockbaum, b = (£, 3) € Tzx.7 und (Vt)teﬁ und
(Ws)seT, orthogonale Clusterbasen. Dann gilt fiir alle s € Tg

1Dy, 5. XY T, W)slls < ID(XT, T 7, W)slls.

BEWwEIs: Fiir die totalen Clusterbasen fithren wir die beiden Schreibweisen Xy :=
X (8, Tzx 75 (HTIXJ,E,V,*[X])T) und X7 1= X(s,’TZTXj,XT) fir alle s € 77 ein (siche
Definition der totalen Clusterbasis). Es sei s € Ts. Mit row (77, 7,8') = col(Tzx7, 5)
(sieche Bemerkung [4.1.2]) gilt nach Definition der erweiterten Blockzeile wie in (4.9)

Xis = T > > (MM 5, X))
s€pred(s) tecol(8)

Im Gegensatz zum Beweis von Lemma [£.3.6] miissen wir beim Term in der Summe
verschiedene Félle unterscheiden.
1. Fall: Es sei § € pred(s) und ¢ € row(T7, ;, §) mit ¢ € T;. Dann gilt

Ws(Me(y, v [XDe)T = (g, XTe)T = T XTIl

2. Fall: Es sei 8 € pred(s) und ¢ € row(7T7, 7,8) mit ¢ € pred(#)\{t}. Dann gilt

T (I (TT [(XDIe)" = (Mg + My, ) XTa)" = T X T (I g + Iy, ).

EXJ?B7V7*

3. Fall: Es sei 8 € pred(s) und t € row(T7,, ;,8) mit ¢ € T7\(T; U pred(f)). Dann gilt

T, (1T (11 [XDIL)T = T X1)T = M XTI I,

7—Z><\7)Buv)*

Wir definieren folgende Matrix (vergleiche Beweis von Lemma [5.2.5))

= _ - _ IxT
ne S © ooy T omes
tecol(s) tecol(s) tecol(s)
teTy tepred t\{t} t¢T;Upred &

Weil die Mengen t fiir alle t € col(s) paarweise disjunkt sind, ist IT eine orthogonale
Projektion (siche Lemma [2.1.6)). Fiir diese gilt

)

Xne = Y, I XTI, = Xop T,
terow(TE, 7.5)

Wir nutzen fiir alle s’ € T folgende Notation Wy := V(W) (siche Definition |4.2.3).
Mit der Definition [£:3:2] fiir die Fehlerterme und der Invarianz der Spektralnorm unter

Adjungieren (siehe Lemma [2.3.13|) folgt
ID(My, 57 XD T Wslls = [Mp gy Xrslls = 1 X505 s

HHSX%:‘,SHD7W73||S'
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5.2 Lokale H?-Matrix-Projektion

Weil II eine orthogonale Projektion ist, folgt mit Lemma [2.3:20]

ID(My,, 57 XDT T Wslls = [Meowo X1 lpw s < 1XT0p 5 s
= HHD,W,SXT,SHS = "D(XT77}7;<J7W)S‘|S'

Mit diesen beiden Lemmata kénnen wir eine Fehlerabschitzung der lokalen Projektion
angeben, bei der die clusterweisen Fehlerterme aus Definition [.3.2] verwendet werden.
Dabei kommen im Gegensatz zur Abschitzung fiir die globale H2-Matrix-Projektion in
Theorem [.3.7 nur die Fehlerterme vor, die zu den Teilbdumen 7; und T gehoren.

Theorem 5.2.11 . o
Es sei X € R*J | Tz, 7 ein zulissiger Blockbaum, b = (t,3) € Tzx7 und (Vi)ter; und
(Ws)seTz orthogonale Clusterbasen. Dann gilt

X =TI < 2 S ID0 T VUl + X 1D T, 1B )
tETg s€Ts

und

max { Y |D(X, Tzxg, V)ell§, D IDXT T 7, Wsll

teT; SETs
< IX =Ty svwXlE < DO IDX, Toxg: V)il + Y IDXT, T 7 W17
teT; s€Ts

BEWEIS: Den Fehler der lokalen H?-Matrix-Projektion kénnen wir mit Lemma
durch die Fehler der einseitigen lokalen H2-Matrix-Projektionen ausdriicken. Es gilt

X_H'TIXJ,B,V,W[X] = X—H

+1I

7—I><.,77l;7v * [X]

Toxo b X1 =W g wllly v X

Zuerst betrachten wir die Spektralnorm. Wir trennen den Fehler beziiglich der Zeilenbasis
und der Spaltenbasis.

X =1l v wlX] I%

2

IN

(1X =1y, s Xlls + Ty, ap X =T 5 il 5o [X]ls)
21X = T XU + M (X = Tl XTI )
Fiir den Fehler beziiglich der Spaltennorm gilt nach Lemma [5.2.9]

X B H7—IXJ7E7V7* [X] = Z D(X’ EXJ’ V)t
teT;

IN
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5 Niedrigrangupdates fiir H?-Matrizen

und D(X, Tzx 7, V)L D(X, Tzxg, V)i, = 0 fiir alle t1,ty € T; mit ¢ # to. Nach Lemma
m 2.3.21| folgt fiir alle 2 € R, dass die Terme D(X, Tzx.7, )tx paarweise orthogonal sind.
Mit Lemma [2.1.2] erhalten wir

IX T, sy XDl = 3 ID(X, Trxg, Vel (5.13)
tET

Dies kénnen wir mit Lemma als Ungleichung auf die Spektralnorm {ibertragen und
erhalten

IX T, 5 XTIE < 3 ID(X, o VR
teTg

Analog erhalten wir fiir den Fehler beziiglich der Spaltenbasis

2
My, v X =1p g wlly v XS

< Z HD((H’TIXJ,E,V,*[X])Ta 7},'7;<\77W)t”%
teT;

Mit Lemma [5.2.10] konnen wir die Zeilenprojektion in den Termen auf der rechten Seite
entfernen. Damit gilt

T 2
Mgy, 5w alX) =T el XIS < D IDOXT T g, W3-
teTy

Indem wir die beiden Fehlerabschatzungen oben einsetzen, erhalten wir die Fehlerschranke
beziiglich der Spektralnorm.

Weil I+, eine orthogonale Projektion in (RZ*T ||.|lF) ist, gilt mit Lemma
Korollar g/ und den Aussagen zu den einseitigen Projektionen in Lemma [5.2.8

X - HTIXJ,;,,V,W[X]H%
= 0T,y XE I, p X T WX (5.4)
<X =Ty s XNE+IXT =T (XT3

Dabei nutzen wir im zweiten Schritt die Norminvarianz unter Adjungieren (siehe Lemma
2.3.13) und den Zusammenhang zwischen den einseitigen lokalen Projektionen (siehe

Lemma [5.2.8)) aus. Mit Lemma folgt aus ([5.13)

X =Ty, a X = S IDO T Vil
teT;

wobei sich die Gleichheit fiir die Frobeniusnorm iibertréagt. Analog erhalten wir fiir den
Fehler beziiglich der Spaltenbasis

IX" Ty e XTI = Y IDXT T 7 Wil
teT;
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5.2 Lokale H?-Matrix-Projektion

Durch Einsetzen erhalten wir die Abschétzung fiir die Frobeniusnorm. Die untere Schranke

folgt wie fiir Lemma aus (|5.14)). ]

Dieses Ergebnis entspricht der Erwartung, weil wir nur beziiglich der in 7; und 75 de-
finierten orthogonalen Clusterbasen projizieren. Aufterdem lasst die Fehlerabschitzung
eine weitere Deutung des Ansatzes zu. Es handelt sich um den gleichen Fehler, den wir
erwarten, wenn wir die Rekompression fiir die gesamte Matrix so durchfiihren, dass die
Fehlerschranken fiir alle t € 77\7; und s € T7\7s gleich null gesetzt werden. Dieses Vor-
gehen erscheint sinnvoll, weil wir davon ausgehen, dass die Darstellung der urspriinglichen
H2-Matrix H effizient ist.

Fiir die Betrachtung des blockweisen Fehlers zeigen wir eine Theorem entsprechende
Aussage fiir die lokale Projektion.

Lemma 5.2.12 ~
Es seien X € RT*J | Tz, 7 ein zulissiger Blockbaum, b = (£,3) € Tz« und (Vt)teﬁ

und (Ws)se; orthogonale Clusterbasen. Dann gilt fiir den Fehler der lokalen H2-Matrix-
Projektion aus Definition

IX —1p sowXIP < Y0 I Xes —MuiXewsP+ D0 [ Xy — M Xl

teTg tepred(?)\{t}
serow(t) s€row(t)
+ ) X T X0+ D X — M X
s€Ts sepred(5)\{5}
tecol(s) terow(s)
fiir beide Normen ||.|| € {||.||s, ||-||7}. Fiir die Frobeniusnorm gilt zusétzlich die untere

Schranke

max{ Z HXtXS_HVtXtXSH%'F Z HXEXS_HVfost%v

teT; tepred(?)\{f}

s€row(t) serow(t)
> Wb~ Xlal+ Y 1xs - M Xl )
s€Ts sepred(5)\{5}

tecol(s) terow(s)

BEWEISs: Da {t x s|(t,s) € Lzx7} nach Lemma eine Blockpartition von Z x J
bildet und in den unzulissigen Blittern kein Fehler entsteht, gilt nach Lemma

X — H?’IXJ,E,V,W[X]HQ < Z ”X\txs - H'TIXJ,B,V,W[X“:XS]HQ' (5.15)

(t,s)eLt, ,

Deshalb betrachten wir den Fehler blockweise. Dazu sei (¢,s) € E'IFX 7+ Wir untersuchen
die verschiedenen Fille aus der Definition der lokalen H2-Matrix-Projektion.
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5 Niedrigrangupdates fiir H?-Matrizen

1. Fall: Es sei t € T; und s € T3. Dann gilt

X|t><s - H'TIXJ’Z;’V’W[XMZXS] = X\txs - HVtX\tstWs

Weil Iy, nach Beispiel [2.3.18| eine orthogonale Projektion in (RZ, ||.||2) ist, gilt mit Lemma

Lemma [2.1.2] und Korollar [2.1.8| fiir alle x € RY

H(X|t><s - HTIXJ,[},V,W[XMXS])xH%
= [[(Xjexs — I, Xjexs) 23 + (T, Xjexs — My, Xjexsllyp, )13 (5.16)

< ||(X|t><s - HVtX|t><s)$||% + ||(X|t><s - X|t><sHW5)x||%'
Mit Lemma, und Lemma [2.3.13| folgt

”X|t><s - HEXJ,&V,W[XHXS]”Q < ||X|t><s - 1_[VtAX|t><sH2 + HX|,€><S B HWSX|7‘:><sH2'

2. Fall: Es seit € T; und s ¢ Ts. Nach Lemma [3.3.14ist s ¢ pred(5) und es gilt
||X\t><s - HEXJ7I;7V7W[X|tXS]||2 = ||X|t><s - HVtX\tstQ'

3. Fall: Es sei t € pred(f)\{t} und s ¢ Tz. Wieder ist nach Lemma [3.3.14| s ¢ pred(5) und
es folgt

1Xjexs = p, 57w Xoxsl P = 1 Xjixs — Oy, Xexsl®

4. Fall: Es sei t ¢ T; und s € Ts. Nach Lemma [3.3.14]ist ¢ ¢ pred(f) und es gilt
HX\txs - HTIXJ,B,V,W[XVCXS]HQ - HX\th - X|t><sHWSH2'

5. Fall: Es sei t ¢ T; und s € pred(3)\{5}. Wieder ist nach Lemma t ¢ pred(t) und
es folgt

||X\t><s - HTIXJ,E,V,W[XVEXS]HQ = ||X\t><§ - X|t><§HW§||2'

6. Fall: Es sei t ¢ T; Upred(f) und s ¢ Tz U pred(8). Dann gilt nach Definition
X\t><s - HTIX%Z,,V’W[Xst] = 0.

Die Ergebnisse setzen wir in (5.15) ein. Die Summe iiber ¢ € T; und s € row(t) ergibt
sich aus den ersten beiden Féllen. Weil nach Lemma [3.3.14] s ¢ T; fiir t € pred(?)\{t}
und s € row(t) ist, folgt die Summe iiber ¢ € pred(¢)\{t} und s € row(¢) aus dem dritten
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5.3 Algorithmische Umsetzung des Niedrigrangupdates

Fall. Analog folgen die Summen fiir die Spaltencluster aus dem ersten und vierten bzw.
dem fiinften Fall.

Es bleibt noch die untere Schranke fiir die Frobeniusnorm zu beweisen. In Lemma 2.3.10
und somit in gilt fiir die Frobeniusnorm Gleichheit. Ansonsten schitzen wir nur im
1. Fall weiter nach oben ab. Mit der ersten Gleichheit in und Lemma folgt fiir
(t,s) € LT, , mit t € Ty und s € Tg

2
||X|t><s - H7‘IXJ71}7V7W[X\txs]HF
= || Xjexs — Oy, Xjoxs 7 + 1T, Xjoxs — Mip, X sl |17
> || Xjexs — Hy, Xjexs -

Damit gilt die untere Schranke

Z HXtXS _HVtXtXSH%'—’_ Z HXEXS _H‘/{XEXSH%'
teT; tepred(f)\{t}
s€row(t) s€row(t)
Die untere Schranke beziiglich der Spaltenbasis erhalten wir durch Vertauschen der Rollen
von Iy und Iy in . Beide Abschétzungen zusammen ergeben die untere Schranke
aus der Behauptung. [ |

Bei der blockweisen Fehlerabschitzung fallt auf, dass nicht in allen zulédssigen Blattern
ein Fehler entsteht und bei manchen nur ein einseitiger Fehler. Auferdem sind die Fehler,
die in Blécken mit ¢ € pred(#) oder s € pred(3) entstehen, auf den zu ¢ bzw. § gehdrigen
Teil beschrankt.

Die blockweisen Fehler aus Lemma lassen sich wie bei der globalen Projektion mit
Lemma, gegen die blockweisen Fehlerterme abschitzen. Diese konnen wir in der
Norm mit Hilfe von Lemma [5.4.1] beschréinken. Durch die unteren Fehlerschranken fiir die
Frobeniusnorm stellen wir wie bei der Rekompression sicher, dass die oberen Schranken
aus Theorem [0.2.17] und Lemma den Fehler maximal um den Faktor 2 iiberschétzen.
Am Ende von Abschnitt untersuchen wir, wie sich die Fehler fiir die in Kapitel [4]
beschriebenen Strategien beschréinken lassen.

Im néchsten Abschnitt untersuchen wir die algorithmische Umsetzung dieser lokalen
Rekompression.

5.3 Algorithmische Umsetzung des Niedrigrangupdates

Es sei weiterhin H = (Tzx7,V, W, N, S) eine H?-Matrix, R = AB” ecine Niedrigrangma-
trix mit Rang-K-Darstellung und b = (£,3) € Tz mit R € Rtgxxgj . Des Weiteren sei
H= fI(H, R, l;) = H*(Tzx7, v, W, N, §) die erweiterte H2-Matrix aus Abschnitt

Wir stellen in diesem Abschnitt eine Variante des Niedrigrangupdates vor, die erlaubt,
mehrere Updates in verschiedenen Blécken in beliebiger Reihenfolge nacheinander durch-
zufiithren. In Kapitel [7] beschreiben wir dann zwei Varianten, die das Durchlaufen der
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5 Niedrigrangupdates fiir H?-Matrizen

Matrix in gewisser Reihenfolge erfordern.

Das Niedrigrangupdate lasst sich analog zu Algorithmus in fiinf Schritte teilen.
Dabei achten wir darauf, méglichst nur in den Teilbdumen 7, T; und 75 zu arbeiten.
Anstatt der adaptiven Gewichte berechnen wir fiir die Niedrigrangupdates die sogenannten
projizierten Gewichte, welche wir spéter einfiihren. Diese stellen eine kleine Abwandlung
der adaptiven Gewichte dar und sind notwendig, um die Berechnungen lokal zu halten.

(i) Die Funktion ORTHOGONALE GEWICHTE UPDATE berechnet die orthogonalen
Gewichte (siehe Definition D fiir die erweiterten Clusterbasen V und W in den
Teilbdumen T; bzw. T5 (vergleiche Algorithmus [4.2.1]).

(ii) Die Funktion PROJIZIERTE GEWICHTE UPDATE berechnet mit Hilfe der projizier-
ten Gewichte von V und W (vergleiche Definition 4.4.1)) die projizierten Gewichte

fiir die erweiterten Clusterbasen V' und W in den Teilbdumen T; bzw. 75 (vergleiche
Algorithmus 4.4.2]).

(iii) Die Funktion ADAPTIVE CLUSTERBASIS UPDATE berechnet die neuen adaptiven
Clusterbasen V und W in den Teilbdumen 7; bzw. Tz (vergleiche Algorithmus |4.4.1)).

(iv) Die Funktion H2-MATRIX-PROJEKTION UPDATE berechnet die neuen Nahfeld-
und Kopplungsmatrizen N bzw. S zur Projektion von H auf die neuen Clusterbasen
V und W in allen Blocken (t,s) € Lzxy mit t € T; oder s € Ts (vergleiche

Algorithmus 4.2.2)).

(v) In einem letzten Schritt werden die projizierten Gewichte fiir die neue H2-Matrix
H in den Teilbdumen 7; und Tz berechnet (vergleiche Algorithmus |4.4.2)).

Die Bezeichnung mit Update weist darauf hin, dass die Berechnungen fiir das Niedrig-
rangupdate angepasst sind. Der letzte Schritt kommt im Vergleich zur Rekompression
hinzu, um die Grofen fiir das nichste Niedrigrangupdate bereitzuhalten.

Im Folgenden betrachten wir die Algorithmen fiir die lokale Rekompression beziiglich
der Zeilenclusterbasis V. Alle Aussagen kénnen wir direkt auf die Spaltenclusterbasis W
iibertragen, indem wir zur transponierten Matrix iibergehen.

5.3.1 Voraussetzungen des Niedrigrangupdates
Bevor wir die lokalen Versionen fiir die Funktionen der Rekompression definieren, wollen
wir uns Voraussetzungen iiberlegen, die

(i) vor dem Niedrigrangupdate erfiillt sein sollen, damit die neue H2-Matrix effizient
berechnet werden kann und gewisse Fehlerabschétzungen erfiillt, und

(ii) nach dem Niedrigrangupdate wieder erfiillt werden kénnen, ohne einen hohen zu-
sétzlichen Aufwand zu erfordern.

Hierbei sollen an dieser Stelle vor allem die Voraussetzungen motiviert werden. Dass diese
ausreichen, um das Niedrigrangupdate durchzufiihren, zeigen wir spéter.
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Nach Lemma [5.2.1] sind die Clusterbasen, die durch Integrieren der neuen Clusterbasen
auf 7; und 7Tz in die alten Clusterbasen entstehen, fiir die Vorfahren in pred(#)\{t}
und pred(5)\{8} nicht mehr orthogonal. Fiir ein pred(f)\{#} haben wir die Darstellung
V= (HV£ + Ht\E)V;f' Also wird die alte Clusterbasis projiziert. Deshalb fithren wir die
sogenannten projizierten Clusterbasen ein.

Definition 5.3.1 (Projizierte Clusterbasis)

Es sei V = (V})e7; eine Clusterbasis. Dann bezeichnen wir V; fiir ¢ € Tz als projizierte

Clusterbasis, falls eine Matrix II; € R{;tz , die Produkt von orthogonalen Projektionen

I, € REXE i€ {0,...,m}, in (R, |.|}2) ist, und eine orthogonale Matrix Q; € RtIXX,’:; mit
Vi = 11 Q; existieren. Falls V; fiir alle t € 77 eine projizierte Clusterbasis ist, bezeichnen

wir V' als projizierte Clusterbasis.

Bemerkung 5.3.2
Weil wir II; := 11 € RtIthI wahlen konnen, ist jede orthogonale Clusterbasis auch eine
projizierte Clusterbasis.

Wir zeigen im néchsten Lemma, dass durch das Integrieren einer orthogonalen Clusterbasis
(Vt)teTg mit Lemma die Eigenschaft der projizierten Clusterbasis erhalten bleibt.

Lemma 5.3.3

Es sei V = (V;)ie7; eine projizierte Clusterbasis, t € 77 ein Cluster und (Vt)teTE eine
orthogonale Clusterbasis im Teilbaum 7;. Dann ist die durch Lemma definierte
Clusterbasis V' := (V)ie7; eine projizierte Clusterbasis.

BEWEIS: Wir gehen die drei Félle der Definition von V in Lemma durch.

1. Fall: Es sei t € T;. Dann ist V; nach Voraussetzung orthogonal und nach Bemerkung
[5.3.2] eine projizierte Clusterbasis.

2. Fall: Bs sei t € pred(f)\{t}. Dann ist V; = (Hvt~ + Il ) Vi. Weil V; eine projizierte
Clusterbasis ist, existiert ein Produkt von Projektionen II; und eine orthogonale Matrix
Q: € RtZXX:; mit V; = I;Q;. Die Matrix (va + Ht\E) € RtZthI ist eine Projektion in

(R®,||.]|2). Damit ist (I, + IIy\§)IL; ein Produkt von Projektionen wie in Definition m
und wegen V; = (HVg + Ht\E)HtQt ist V; eine projizierte Clusterbasis.

8. Fall: Es sei t € Tz\(T; Upred(f)). Dann ist V; = V; nach Voraussetzung eine projizierte
Clusterbasis. [ ]

Also erhalten wir nach dem Niedrigrangupdate wieder projizierte Clusterbasen, falls wir
zuvor sichergestellt haben, dass die urspriingliche H2-Matrix durch projizierte Clusterbasen
dargestellt wird. Indem wir die Clusterbasen der H?-Matrix-Darstellung zu Beginn der
Arithmetik mit Algorithmus [£.2.3] orthogonalisieren, konnen wir dies nach Bemerkung
[£.3.2] sicherstellen.

Das zweite Problem betrifft die adaptiven Gewichte. Einerseits benotigen wir die adaptiven
Gewichte von H, um die neuen Gewichte fiir H effizient in den Teilbiumen T und T
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zu berechnen. Andererseits werden Blocke (t,s) € L], 7 mit s € T durch die lokale
Projektion beziiglich der neuen Clusterbasis W, verindert. Fiir die adaptiven Gewichte
in 7; kénnen wir diese Verédnderung abfangen, indem wir die adaptiven Gewichte in 7T;
neu berechnen. Wie wir spater sehen werden, ldsst sich dies durch eine lokale Berechnung
effizient durchfithren.

Dies ist keine befriedigende Losung fiir die Gewichte von t € T7\T;, weil der Aufwand zu
grof wiirde. Allerdings liefert uns Lemma [5.2.5] eine Darstellung fiir die adaptive totale
Clusterbasis der projizierten Matrix, die im Wesentlichen aus der alten adaptiven totalen
Clusterbasis und einer Projektion besteht. Deshalb fiihren wir die projizierten Gewichte
ein, die den adaptiven Gewichten der Matrix vor gewissen Projektionen entsprechen. Bei
der Fehlerbetrachtung in Abschnitt [5.4] zeigen wir, dass die projizierten Gewichte geeignet
sind, den Fehler zu kontrollieren.

Definition 5.3.4 (projizierte Gewichte)
Es sei H € H*(Tzx7,V, W) eine H2-Matrix. Dann heifen (Z(Tzx 7, H,V,w, 0)t)icr, pro-

+

L
gizierte Gewichte zu Trxg, H, V, w € R.5* und 0 € }RZIO, falls fiir alle t € 77 eine

orthogonale Matrix P; € ]R‘g i? und eine Matrix II; € RY ig , die Produkt von orthogona-
t t t t

len Projektionen II; € Rgig, i €{0,...,m}, in (RY,|.||2) ist, mit X(Tzx7, H,w,0); =
t t

V;Z, PITIT existieren.

Bemerkung 5.3.5
Durch die Wahl von II; = Il¢, in Definition |5.3.4| folgt, dass adaptive Gewichte (siehe
Definition |4.4.17)) stets auch projizierte Gewichte sind.

Die Matrizen II; sollten nicht mit den Einschrankungen IIy verwechselt werden. Die
Bezeichnung projizierte Gewichte haben wir gewahlt, weil II; Produkt von orthogonalen
Projektionen ist. Da Produkte von Projektionen im Allgemeinen selbst keine Projektionen
sind, ist diese Bezeichnung etwas ungenau. Aufserdem sind nicht die Gewichte an sich
projiziert, sondern die Matrix, die diese beschreiben sollen. Im folgenden Lemma zeigen
wir, dass die alten projizierten Gewichte fiir Cluster ¢ € T7\7; auch projizierte Gewichte
flir die neue Matrix nach dem Niedrigrangupdate sind.

Lemma 5.3.6
Es sei H = H2(V,W,N,S) eine H?-Matrix, R = AB?T eine Niedrigrangmatrix mit
Rang-K-Darstellung und b = (f,3) € Tzx7 ein Block mit R € REY. Weiter seien

(Vi)ter; und (Ws)ser; orthogonale Clusterbasen und V := (Vy)ier; und W := (W) serz
+

die Clusterbasen aus Lemma |5.2.1] Zusétzlich seien w,w € ]Ri%xy und 6,0 € RZIO
Skalierungen, wobei W, o) = w,s) und 0; = 0, fiir alle t € T7\T; und s € row(t) gelte.
Es seien projizierte Gewichte (Z;)te7; von H zu w und 6 gegeben. Dann sind fiir alle
t € Tz\T; die Matrizen Z; projizierte Gewichte von H := I V,W[ﬁ(Hv R,b)| zu @

und 6.

Xj7b7
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BEWEIS: Es sei t € 77\ T;. Dann folgt aus Lemma
X(’FZXJ,Hawae) = X(Exjaﬁawvg)

Wir wahlen zu Z; die Matrizen P; € R?ig orthogonal und II; € Rg ig Produkt von
t XSt

orthogonalen Projektionen in (R7,||.|2) aus der Definition der projizierten Gewichte.
Wir unterscheiden die beiden Fille aus Lemma [5.2.51
1. Fall: Es sei t € pred(#)\{t}. Dann ist insbesondere ¢ ¢ T; und nach Lemma m

existiert eine Projektion II, € RZ* in (R, |.||2) mit
t t
X(7-I><J7F7 w, g) = (va + Ht\E)X(,]-IXJ7 ﬁu w, g)ﬁt
= (va + Ht\E)X(EXJ’ H7 w, e)ﬁt
Durch Einsetzen des projizierten Gewichts und der zugehorigen Matrizen erhalten wir
X(Trug, H,w,0) = (U + M )VZPIII T, = Viz PP = Viz,PTTL

Weil II; = ﬁtl'[t € Rg *J Produkt von Projektionen mit den geforderten Eigenschaften

+X&4 . _
ist, ist Z; ein projiziertes Gewicht von H zu w und 6.
2. Fall: Es sei t € T7\(T; U pred(?)).
IxT

Dann existiert nach Lemma [5.2.5| eine Projektion II; € Rf & in (R7,|.||2) mit
t t

X(,TIXJ’F?w’g) = X(EXJaﬁ7w7§)ﬁt = X(’F[XJ,H,W,Q)ﬁt
= VizPInuln, = V,zprn'n? = V,z,PI, .

Da II;, = ﬁth IS Rg iéj wie oben Produkt von Projektionen mit den geforderten Figen-
t XSt - _
schaften ist, ist Z; ein projiziertes Gewicht von H zu w und 6. [ |

Also kénnen wir aufserhalb der Teilbdume 7; und 75 die alten Gewichte wieder verwenden.
(Die Aussage fiir die Gewichte der Spaltenbasis folgt {iber den transponierten Blockbaum.)
Wir werden sehen, dass damit die Berechnung der projizierten Gewichte innerhalb der
Teilbdume effizient gestaltet werden kann, sodass nach dem Niedrigrangupdate wieder
projizierte Gewichte bekannt sind. Wie in Bemerkung [5.2.6] bereits erwéhnt, sind wir
allerdings bei der Wahl der Skalierungen eingeschrénkt.

5.3.2 Orthogonale Gewichte des Niedrigrangupdates

Fiir die Berechnung der adaptiven Gewichte fiir eine H2-Matrix mit Algorithmus
werden die orthogonalen Gewichte benétigt, die dazugehdrigen orthogonalen Clusterbasen
allerdings nicht. Also &ndern wir Algorithmus [£.2.1] so ab, dass nur die orthogonalen
Gewichte gespeichert werden.
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5 Niedrigrangupdates fiir H?-Matrizen

Nach Definition stimmen die erweiterten Clusterbasen V und W mit den urspriingli-
chen Clusterbasen V und W fiir alle Cluster t € Tz\T; bzw. s € T7\7s iiberein. Wenn wir
annehmen, dass V und W projizierte Clusterbasen sind, tibertrigt sich diese Eigenschaft
auf diesen Teilen der Clusterbdume auf V' und W. Weil die projizierten Gewichte im
Vergleich zu adaptiven Gewichten zusétzliche Projektionen erlauben, kénnen wir somit fiir
alle t € Tz\T; bzw. s € T7\Ts die Identitét als orthogonales Gewicht verwenden. (Einen
ausfiihrlichen Beweis fiihren wir im néchsten Teilabschnitt.)

Deshalb formulieren wir den neuen Algorithmus so, dass die orthogonalen Gewichte nur
fiir die Teilbdume T; bzw. T5 berechnet werden. Weil der Algorithmus grundsétzlich
rekursiv von den Blattern zur Wurzel arbeitet, entstehen durch die lokale Berechnung
keine weiteren Probleme. Dies ermdéglicht uns, lineare Komplexitét in (#7; + #7s) zu
erreichen.

Nach Lemma und Bemerkung liefern die Matrizen (O;):e7; aus Definition
[4.2.6] orthogonale Gewichte. In Lemma [5.3.7 stellen wir eine Darstellung fiir die relevanten
Matrizen zur Berechnung der orthogonalen Gewichte von H im Teilbaum 7; in Termen
der alten H2-Matrix H und der Niedrigrangmatrix R = AB” vor.

Lemma 5.3.7

Essei V = (V;);e7, eine Clusterbasis, A € RT*X { € 77 und V = V(V, A, 1) die erweiterte
Clusterbasis. Fiir alle ¢t € 7; werden orthogonale Gewichte O; von V rekursiv von den
Blattern aus durch QR-Zerlegungen @tOt = 17(17,7(‘7)),5 definiert, wobei die Matrix
aus Definition die Gestalt

(Vt A‘t) falls t € L7
Py, = 4 [ Culersn Bt Ouloxe
: , falls chil(t) =: {t1,...,t,} #0
Ot7|pt><l~’it7. Et Ot7|pt><](:
besitzt.

BEWEIS: Es sci t € T;. Das orthogonale Gewicht O; wird nach Definition [£.2.6] und
Bemerkung |4.2.11 durch die QR-Zerlegung Q\tOt = v(V,V(V))t definiert, wobei V' =
V(V) die Clusterbasis aus Definition ist, die aus der Orthogonalisierung von V'
entsteht. Fiir die Matrix auf der rechten Seite gilt nach Definition [£.2.3]
v, Jfallst € L7

S Cc(V, V), E

VIV, V), = ( _ JuEn _ .
: , falls chil(t) =: {t1,...,t;} #0

C(‘77v)t7 Etr

Fiir den Fall ¢t € £; folgt die Gestalt von 17(‘7,7)15 aus V; = (Vt A|t).
Es sei t € T;\L; und £ € chil(¢). Nach Lemma gilt C(V,V)g = Oy. Es gilt par(f) =
t € T;. Mit der Definition der erweiterten Clusterbasen folgt

- = E; 0
O(V7 V)EE{{ = Of(ot I]C) = (Otv|pt><lifE{ O{|pt><l(:) N
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5.3 Algorithmische Umsetzung des Niedrigrangupdates

Mit Lemma konnen wir den Algorithmus [5.3.1] zur Berechnung der orthogonalen
Gewichte definieren. In Lemma [5.3.8] schitzen wir dann den Aufwand fiir die Berechnung
der orthogonalen Gewichte im Teilbaum ab.

Algorithmus 5.3.1 Die Funktion aufgerufen mit ¢ = ¢ berechnet zur erweiterten Clus-
terbasis XN/(V,A,f) die orthogonalen Gewichte (O¢)ie7; und deren Zeilenindexmengen
(pt)te'rg'
function ORTHOGONALE GEWICHTE UPDATE(t, V, k, A, K, O, p)
if chil(¢) = () then

T Ix (ke UK)

‘f S

Vi (Vi Ap)

QR-ZERLEGUNG(V;, T, t, (k¢ UK), Vi, Oy, py) > Algorithmus m
else

for f € chil(t) do
ORTHOGONALE _GEWICHTE _UPDATE(E, V, k, A, K, O, p) > bottom-up
end for

t— U »p
techil(t)

‘Z e REx (ke UK)
for € chil(t) do

‘/;f|ptv><(ﬁt UIC) — (OﬂpEXHEEZ Of‘ng,C)

end for
QR-ZERLEGUNG(‘Z, 0,0, (ke UK), Qs O, pt) > Algorithmus m
end if

end function

Lemma 5.3.8
Es sei (Vi)ier; eine Clusterbasis mit Rangverteilung (k¢)ie7;, A € RI*K und ¢ € T7.
Weiter sei kpax 1= max{maxteTE #re, #K}. Dann ist der Aufwand fiir das Berechnen der

orthogonalen Gewichte von V(V, A, ) im Teilbaum T; mit Algorithmus aufgerufen
mit t = ¢ beschriinkt durch

40(17” #E kIQHaX + (4 + 86(]7“) #7% k?ﬂax‘
BEWEIS: Es sei t € T;.
Ix (Fit U IC)

Es gelte t € L. Dann entsteht kein Aufwand zur Berechnung der Matrix Vi € R, (st UK
Die QR-Zerlegung braucht nach Lemma hochstens

Cor#tt(#he + #IC) min{#t, (#re + #K)} < co#tt(Fr + #K)? < degr#ithl,,
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5 Niedrigrangupdates fiir H?-Matrizen

Operationen. .

Es gelte t ¢ L£7. Dann muss zum Aufstellen der Matrix V; € RZX(’“U’C) fiir alle £ € chil(t)
das Produkt Ot‘p XKtE berechnet werden. Nach Lemma 3| gilt #py < (#ry+ #K).
Somit benétigt die Multiplikation héchstens

fpppttgttne < 2AFrp+ #K)#rthne < Ak,

Operationen. Fiir die Berechnung der QR-Zerlegung werden nach Bemerkung wegen
l= Ufechﬂ(t) Py hochstens

CarFl(F ke + #K) min{#L, (#r: + #K)} < cor#l2kmax2kmax
= Z #pf Cqr 4kr2nax Z 80(17" k?nax

fechil(t) fechil(t)

IN

Operationen benétigt.

Der Aufruf von Algorithmus mit ¢ berechnet nach Lemma die orthogonalen
Gewichte fiir den Teilbaum 7;. Der Aufwand ldsst sich mit den Vorbetrachtungen und
mit Lemma B.2.8 durch

Z4cq7"#tkr2nax + Z Z 4k1?q’-1ax =+ 86(]"’ kfnax

tel; t€Tg\Lg techil(t)

S 4Cq7"k1211ax Z #t + Z (4 + 8cf17' kr?;lax
tely teT;

- 40‘]"" #t kmax (4 + 80117“) #T kmax

beschranken. [ ]

Also koénnen wir die orthogonalen Gewichte effizient in den Teilbdumen 7; und 73 berechnen.
Dies ermdglicht uns die Berechnung der projizierten Gewichte, wie wir sie im néchsten
Abschnitt vorstellen.

5.3.3 Projizierte Gewichte des Niedrigrangupdates

Im néchsten Schritt wollen wir die projizierten Gewichte fiir H berechnen. Dabei betrach-
ten wir die Zeilenclusterbasis V. Wie wir in Algorithmus [4.4.2| gesehen haben, werden
die adaptiven Gewichte rekursiv von der Wurzel aus berechnet Dieses Vorgehen ergibt
sich aus der rekursiven Definition der Matrizen Zt in Lemma m die fiir ¢ # rz das
Gewicht des Vaters benotigt. Aus den Matrizen Z, wird dann mit Hilfe einer orthogonalen
Zerlegung das adaptive Gewicht Z; berechnet.

Als Erstes zeigen wir, dass die Matrizen aus Lemma, eine rekursive Darstellung
fiir die projizierten Gewichte fiir einen Teilbaum T; liefern, falls (im Falle ¢ # r7) ein
projiziertes Gewicht im Elter par(f) gegeben ist.
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5.3 Algorithmische Umsetzung des Niedrigrangupdates

Lemma 5.3.9

Es seien H = H2(Tzx7, V, W, S, N) eine H2-Matrix, b = (f,3) € Tzx7 ein Block, (Oy)sers

orthogonale Gewichte fiir W im Teilbaum 7z und fiir alle s € T7\ T sei Wy eine projizierte
¥

Clusterbasis. Weiter seien w € R I *7 und 6 € R L Skalierungen. Falls £ # rr ist, sei fiir

= par(t) ein projiziertes Gew1cht Z;von H zu w und 0 gegeben. Dann werden rekursiv

von ¢ aus fiir alle ¢ € T; durch die QR-Zerlegung ZtﬁtT = Z der Matrix

1 T .« .. } _
7y = w(t,sl)S(t781)OS1 o.,'(ts )S(t sU)O > ,falls t =rg

"J(%s,l)s(tm)ogl T W )S(t Sn)OSo eifEth) alls #5477, £:= par(t)

projizierte Gewichte Z; € R"*¢ fiir H zu w und 6 definiert, wobei {s1,...,5,} := row(t)
und O; := I, fiir alle s € T7\7s sei (vergleiche Lemma [4.4.19).

BEWEIS:

Wir zeigen die Aussage fiir alle ¢t € T; per Induktion iiber level(t) — level(f) € N. Fiir
s € Tz bezeichne Ps die zum orthogonalen Gewicht Oy gehorige orthogonale Matrix. Als
Erstes betrachten wir ¢ = .

1.Fall: Es sei t = rr.

Dann gilt

X(,TIvaHawag)f = Z VSts

serow(t)
s€(row(H)NTz) s€(row(t)\Tz)

Wir definieren I, := Il fiir alle s € (row(#) N 7z) und nach Voraussetzung ist Os = I,
fiir alle s € (row(f)\Tz). Damit gilt

X(Tzxg, Hyw,0); = Vi Y SiqOf PITI]

s€row(t)

= %(S(E,sl)Ozl S(f,sg)Og;> (H81Ps1 H51P50)T‘

Die zweite Matrix ist gleich Z. Fiir die hintere Matrix gilt

(HSIPSI (ZH51> PO PSU) =: Hgﬁg.

Dabei nutzen wir aus, dass I, € Rg;g und P, € Rgizl fir alle ¢ € {1,...,0} gilt
T xL

und die Mengen s; paarweise d1SJunkt sind. Die Matrix P~ € R £ xty” l; = Uz:l pi, ist

nach Bemerkung orthogonal. Die Summanden der Matrix H ‘sind Produkte von
Projektionen. Fiir alle ¢ € {1,...,0} finden wir eine Darstellung Hsi = [[}L, s, ; mit
TIxT

5% in (R, |.]l2). (Dazu wihlen wir m maximal

orthogonalen Projektionen Iy, ; € R
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5 Niedrigrangupdates fiir H?-Matrizen

tiber alle i € {1,...,0} und ergénzen die Produkte ggf. um I, ; := Ilg,.) Mit dieser
Darstellung erhalten wir

o o m
=3 = ] = T = Hﬂm
i=1

i=1j=1 j=1i=1

Weil die Mengen s; paarweise disjunkt sind und I, ; € RJXJ fir alle i € {1,...,0} und

alle j € {1,...,m} gilt, ist II; ; € Rgx‘g nach Lemma [2.1.6 fiir alle jed{l,... ,m} eine

orthogonale Projektion in ( ]RJ [-2).
Mit der orthogonalen Zerlegung P; Z ZfT erhalten wir

X(Tzxg, H,w,0); = ViZ:PII! = v;Z;PTPITIY = V;z;PITIY.
Weil die Matrizen P; € R%*S und P; € RY Xﬁ{ orthogonal sind, ist auch P; € RY Xjﬁ
orthogonal. Auferdem ist II; ein Produkt Von PIOJektlonen wie in der Definition
der projizierten Gewichte. Also ist Z; ein projiziertes Gewicht.
2.Fall: Es sei f;é rI.

Es bezeichne ¢ := = par(t) den Elter von #. Dann ist nach Voraussetzung ein projiziertes
J X Ct RJXJ
gt Ct é~t><£t
das Produkt von orthogonalen Projektionen II; ; € ]RJXJ, je{l,...,m} in (R7,|.|]2) ist,

mit X(Tzx7, H,w,0); = V;;Zt'Pt,TH?. Wie im 1. Fall sei HS := Il fiir alle s € (row(f) N T3)
und Oy := I, fiir alle s € (row(f)\7z). Mit der rekursiven Darstellung der adaptiven
totalen Clusterbasis aus Lemma und den zu den orthogonalen Gewichten Og
gehorigen orthogonalen Matrizen P; folgt

Gewicht Z; zu H gegeben. Somit existieren P; € RZ orthogonal und ein II; €

X('TZXJ,H,W,Q)g = Z %S(t’s)WZJrX(f, Exj7H,w79)|E
serow(t)
=V Y SggofpPInl +vzpfnj
serow(t)
-V (S(t WOL o 83,0 EiZ )
(H51P51 T HSU—PSU prf)

Die zweite Matrix ist gleich 2~ Die dritte Matrix untersuchen wir auf &hnliche Weise wie

im 1. Fall. Weil Il; € RZ, Py € RZS 11, € RIS und Py € R i€ (1.0},

gilt und die Mengen s1,...,ss,; paarweise disjunkt sind, folgt

(U, Ps, --- g Py, TLP) = (H + Z H51> o ... Py P) = ILP.
Die Matrix P~ € Rg:j l; <Uj:1 pi) U (; ist nach Bemerkung [2.3.15| orthogonal. Die
Summanden der Matrlx I1; sind Produkte von Projektionen. Fiir alle ¢ € {1,..., 0} finden
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5.3 Algorithmische Umsetzung des Niedrigrangupdates

RJXJ

wir eine Darstellung Il,, = H;n:1 II;, j mit orthogonalen Projektionen Iy, ; € Ry L5

n

(R, |I.|2). (Dazu wihlen wir m wie im 1. Fall maximal und erginzen die Produkte ggf.
um Einschriankungen.) Damit erhalten wir

g m
— Ht»—i—ZHSl HHJ—|—ZHHSZJ - H(H ,J+ZHW> = HHEJ.
i=1 Jj=1

=1 j5=1 J=1

Dann sind II; ; € Rgxg nach Lemma [2.1.6|fiir alle j € {1,...,m} orthogonale Projektion
t t

in (R7, ||.[|2). Mlt der orthogonalen Zerlegung ]3ng = Z}T erhalten wir

X(Tzxg, Hw,0); = ViZiPI} = ViziP!'PIil = vz;pimf.

Weil die Matrizen ]35 € R%*¢& und ]55 € ]Rg Xff orthogonal sind, ist auch P; orthogonal.
txL;

Aufierdem ist II; ein Produkt von Projektionent wie in der Definition der projizierten

Gewichte. Also ist Z; ein projiziertes Gewicht.

Es sei n € N+ derart, dass die Aussage fiir alle t € 77 mit level(t) —level(f) < n gilt. Es sei

t € Tz mit level(t) —level(f) = n+1 > 1. Dann gilt t # 77 und es existiert £ := par(t). Es

gilt level(f) —level(f) = level(t) — 1 —level(f) = n und somit ist Z; ein projiziertes Gewicht,

fiir das eine orthogonale Matrix P; und ein Produkt von orthogonalen Projektionen II;

mit X(Tzxg, H,w,0); = V;;Zt/Pt,THt existiert. Damit konnen wir den Beweis analog zu

t =1 # r7 fiihren und die Aussage folgt. [

Bemerkung 5.3.10
Falls W eine projizierte Clusterbasis ist, konnen wir vollstdndig auf orthogonale Gewichte
verzichten und Oy := I, fiir alle s € 77 setzen.

Bemerkung 5.3.11

Falls fiir alle ¢ € 7; und s € row(t) die Clusterbasis Wy orthogonal oder ein orthogonales
Gewicht Oy gegeben ist und wir fiir das Elter par(f) ein adaptives Gewicht Zpar(i) haben,
erhalten wir in Lemma adaptive Gewichte.

Als Néchstes betrachten _wir die Situation unseres Niedrigrangupdates. Insbesondere
wollen wir die Matrizen Z aus Lemma m fiir unsere erweiterte #H2-Matrix H nur in
Termen der alten Matrix H und der orthogonalen Gewichte von W in Ts ausdriicken.

Lemma 5.3.12
Es sei H = H*(Tzx7,V, W, S, N) eine H2-Matrix mit projizierter Clusterbasis W, R =

ABT eine Nledrlgrangmatrlx mit Rang-K- Darstellung, b= (t,5) € Tzx7 ein Block mit
R e RZXJ und H := H(H,R,b) = H2(Tzx7,V,W,N,5). Weiter seien Skalierungen
w, o € RS IXJ und 6,6 € ]R> mit wy, = @ fiir alle b € EIXJ\'E) und 6, = 6, fiir alle

t e T7\T; gegeben. Es seien (Oy) seTz orthogonale Gewichte fiir die Clusterbasis W im
Teilbaum 7z und, falls £ # r7 ist, fiir £ := par(t) ein projiziertes Gewicht Z;von H zu w
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5 Niedrigrangupdates fiir H?-Matrizen

und 6 gegeben.
Fiir alle ¢t € T; definieren wir rekursiv von t zu den Blittern L; die QR-Zerlegung
Pzl = ZI der Matrix

5 ESen s Sen) fallst =
t = 5 5 7 1 ’
&;(331) S(t,sl) T LD(t,lso) S(tyscr) %Zlf) ’ falls ¢ 7é rg, ti= par(t)
wobei wir die Hilfsmatrizen
S
<0b> Jallst € T, s € T7\Ts
G
SO
( b 5|ps“> Jallste T, s€Ts
OT
s|ps XK
und
E.Z; ~ /
( B t> Jalls t = ¢, also t € T7\T;
Zt = jd
(Etgf“fxft) falls t,7 € T;
Zt’|kxg

verwenden. Dann ist fiir alle t € T; die Matrix Z(TIXJ, H V @ 0),5 =7, € RFXCt gin
projiziertes Gewichte von H zu & und 6 mit Rangverteilung C

BEWEIS: Fiir den Fall, dass £ # r7 ist, ist ein projiziertes Gewicht Zy fiir f := par(t) zu
H, wund 6 gegeben Weil die Skalierungen auferhalb von 7; bzw. T; gleich sind, folgt
nach Lemma X(Tzxg, H,w,0); = X(Tzxg, H, & 5) Also ist Z = 7 auch ein
projiziertes Gevvlcht zu H und den Skalierungen @ und (siehe Definition
Weil W, = W, eine projizierte Clusterbasis fiir alle s € 77\ 7z ist, gibt uns Lemma
eine Darstellung fiir projizierte Gewichte fiir H im Teilbaum T;. Es bleibt noch zu zeigen,
dass diese Matrizen die obige Gestalt besitzen.
Es seit € T; und s € row(t). Dann ist b = (t,s) € ,C}Xj Zum Aufstellen der in Lemma
9| beschriebenen Matrix Z wird das Matrixprodukt S(t S)O benotigt. Dieses wollen
wir nun naher beschreiben. s N
1.Fall: Es sei t € T; und s ¢ T5. Dann ist W, = W projiziert und wir kénnen O, gleich
der Identitéit setzen. Mit Definition der erweiterten Kopplungsmatrizen folgt

5,07 = §, = <§b> .

2.Fall: Es sei t € T; und s € T5. Dann gilt nach Definition
507 = (Sb 0> o = (*G).
0 Iy Os|pg><k
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5.3 Algorithmische Umsetzung des Niedrigrangupdates

Als Néchstes betrachten wir Etépar(t) fiir t # rz. Es sei also t € T7\{rz} und £ = par(t).
1.Fall: Es sei t € T; und f ¢ T;. Dann gilt ¢ = £ und nach Definition der erweiterten

Clusterbasis
~ ~ B, E.Z;

2.Fall: Es sei t,{ € Tz Dann gilt nach Definition

EtZV{ = (Eot IO> Z{ _ EtNZﬂ"‘t’XCt' )
k Zt’\kxg
Damit ist Zg wie in Lemma 4.4.19| definiert. [ ]

Mit der Beschreibung der projizierten Gewichte aus Lemma [5.3.12) konnen wir den
Algorithmus zur Berechnung der projizierten Gewichte der erweiterten H2-Matrix H
definieren. Dabei gehen wir davon aus, dass der Algorithmus mit ¢ = ¢ aufgerufen wird
und dass das reduzierte Gewicht Z,, ; fir das Elter par(f) von t bereits berechnet

par
ist. Auflerdem verwenden wir im Algorithmus O und Z statt O und Z , weil wir beim
Niedrigrangupdate jeweils die alten Grofien mit den neuen Ergebnissen iiberschreiben
wollen.

Bei der Beschreibung des Algorithmus nutzen wir, dass ps = A, fiir alle s ¢ Tz gilt.
Dies erlaubt es uns, auf weitere Fallunterscheldungen zu verzichten.

Lemma 5.3.13

Es sei H = H*(Tzx7,V, W, S, N) eine H2-Matrix mit cs,-schwachbesetztem Blockbaum
und Rangverteilungen & und \. Weiter sei ein Block b = (£,3) € Tzx, eine Niedrig-
rangmatrix R = ABT ¢ ]R:tzfsj mit Rang-K-Darstellung und die erweiterte H?-Matrix
H = H2(H,R,b) = H2(TZXJ,V,W, S, N) gegeben.

Die Clusterbasis W, sei fiir alle s € 77 \(7z U pred(3)) projiziert und Oy € RAs UK)xps
sei fiir alle s € Tg ein orthogonales Gewicht von W, mit #ps < #As + #K. Es seien
w,w E Ri%Xj und 6, 0 € ]RTI Skalierungen mit wy, = @y, fiir alle b € L XJ\E und 6, = 6,
fir alle t € 77\ T;. Falls t ;é rz ist, sei Zpar( 7 € R#XCt ein projiziertes Gewicht von H zu
Skalierungen w und 0 mit #(; < #ky.

Dann berechnet der mit ¢ aufgerufene Algorithmus 2| fiir alle ¢ € T; die projizierten

Gewichte Z, € R(FtUK)XC yon H 7u V & und 0 mit #Ct < #rt + #K in weniger als
(6csp + 8cspCqr + 8cgr + 8)k2  H#T;
Operationen, wobei

k = max{max #x IC, max #\
max {t€7}; # iy # ’SGTJ# S}

sel.
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Algorithmus 5.3.2 Die Funktion berechnet die projizierten Gewichte fiir die erweiterte
H2-Matrix H aus den alten Transfer- und Kopplungsmatrizen £ bzw. S, den orthogonalen
Gewichten O fiir die erweiterte Clusterbasis W und ggf. dem Gewicht Z; fiir das Elter
f := par(t).

function PROJIZIERTE GEWICHTE UPDATE(L, t, E, S, s, K, O, p, Z, (, @, 9)

0+
for s € row(t) do
if s € T5 then
0« (U ps
else
00U Mg
end if
end for
if ¢t # r7 then
f < par(t)
01U C{
end if
Z\t e R(mUIC)XZ
for s € row(t) do
if s € Ts then
ZtllitXps <~ ~LS(t,s)O

Wt,s
T

1
@t,s OSlps x K

T
8|ps X As
Zt|lC><pS <~
else
Ziloxps < 5035(,9)
Zt|lC><pS — 0
end if
end for
if ¢t # r7 then
> 1
Zt\/itXCﬁ — gftEtZﬂnt»x(t»
if t =t then
Zt|IC><C{ +~0
else
Z 1
Zoexes S g 24K
end if
end if

QR-ZERLEGUNG(ZT, 0, 0, (ke UK), Pr, Zy, G)

for { € chil(t) do

> Algorithmus m

PROJIZIERTE _GEWICHTE _UPDATE({, ¢, E, S, &, K, O, p, Z, ¢, @, 0)

end for

end function
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5.3 Algorithmische Umsetzung des Niedrigrangupdates

BEWEIS: Es sei t € T;. Zuerst betrachten wir den Aufwand fiir das Aufstellen von Zt.
Fiir alle s € row(t) N T muss ‘btl S, S)in oy, und ng <K
bendtigt wegen #ps < #As + #iC < 2kmax nicht mehr als

AN + #KAps < 4k§nax + 2kinax < Okina
Operationen. Fiir alle s € row(t)\T5 wird S(; ) mit o — skaliert. Der Aufwand dafiir lasst
sich auch durch #ri#\s < k2, < 6k3

ax < 6kp beschranken

Aufer in der Wurzel wird zusétzlich das Produkts éiEtth‘ e mit f := par(t) benétigt.
- t

Fiir den Fall t =t ist #(; < #kt < kmax. Ansonsten entsteht Z; aus der QR-Zerlegung

der Matrix Z; mit #r; + #K Zeilen. Also gilt in diesem Fall #(; < #r¢ + #K < 2knax.

Somit kann das Produkt mit weniger als
3#riARHC < 6k
Operationen berechnet werden. Fiir ¢ # ¢ skalieren wir zusitzlich Zijicx ¢ mit éi in weniger
t

als #KHC < 2k2,, < 2k3

max

berechnet werden. Dies

Operationen.
Wegen # row(t) S csp ist der Aufwand fiir das Aufstellen von Z; somit kleiner als

Skﬁnax_’_ Z 6kmax < 605p+8)k§nax

s€row(t)
s€Ts

Als Néchstes schitzen wir den Aufwand der QR-Zerlegung von Z\t ab. Aus der Definition
von kmax und #row(t) < ¢, folgt, dass die Matrix Z maximal #k; + #K < 2kmax Zeilen
und

HO< H#G+ > ot Y #A < (Cop+ 1) 2kmax
serow(t) serow(t)
SE€Ts s¢Ts

Spalten hat. (Fiir t = 7z fallt der Term #¢; weg.) Nach Lemma [2.4.3 “ folgt fiir den
Aufwand der QR-Zerlegung von Z die obere Schranke
quzkmax(csp + 1)2kmax min{2kmax> (Csp + 1)2kmax}
< qu2kmax(csp + 1)2kmax2kmax
< 8cgr(Csp + 1hipa-
Da diese Abschitzung unabhéngig von der Wahl von t € T; gilt, folgt fiir den Aufwand
des Algorithmus [5.3.2] die obere Schranke
D (6csp + 8)kd s + 8cgr(Cop + Dk < (6cap + BeapCar + 8cqr + 8)k o # T
teT;
|

Falls wir mit projizierten Clusterbasen und projizierten Gewichten fiir H beginnen,
kénnen wir mit Algorithmus 2| projizierte Gewichte fiir die erweiterte Matrix H in
den Teilbdumen 7; und 75 berechnen. Der Aufwand dafiir ist linear in der Grofse der
Teilbdume. Als Néchstes wollen wir adaptive Clusterbasen in den Teilbdumen berechnen.
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5 Niedrigrangupdates fiir H?-Matrizen

5.3.4 Adaptive Clusterbasen des Niedrigrangupdates

In Abschnitt [£:4] haben wir gezeigt, dass sich mit Hilfe von Gewichten adaptive Clusterba-
sen fiir H2-Matrizen berechnen lassen. Diese Berechnung ist effizient (siehe Lemma
und der Approximationsfehler beziiglich der neuen Basis ist kontrollierbar (siehe die
Lemmata [4.5.2] [4.5.4| und [4.5.5)). Bevor wir den Algorithmus beschreiben, untersuchen wir
die Gestalt der Matrizen aus Lemma [£.4.7] Um diese aufzustellen, benétigen wir einerseits
Gewichte, wie wir sie im letzten Teilabschnitt beschrieben haben, und andererseits die
Hilfsmatrizen V(V, V). Fiir Letztere erhalten wir folgende Gestalt.

Lemma 5.3.14

Es sei H = H2(Tzx7, V. W, S, N) eine H2-Matrix, A € RT*K § e Tz und V := V(V, A, 1).
AuRerdem sei V' = (V)ie7: eine orthogonale Clusterbasis. Wir definieren fiir alle ¢ € T\ Lg
und £ € chil(t)

Cf = <CE|E{><I{EE5 CﬂE{X’C)v

wobei C' := C(V,V) der Basiswechsel von V zu V in T; und (Kt)ierz und (Ri)ier; die
Rangverteilung von V bzw. V seien. Dann gilt fiir die Matrizen XA/(‘N/,V),: aus Definition

ﬁir alle t € Tg

(Vi Ay) fallste s

,falls t € TP\Lg, {t1,...,t-} = chil(?).

BEWEIS: Es sei t € T;.
1.Fall: Es sei t € L;. Dann folgt die Behauptung aus der Definition von V und der

Definition [5.1.1] der erweiterten Clusterbasis V.
2.Fall: Es sei t € T{\L;. Zuerst beobachten wir, dass nach Definition der erweiterten
Clusterbasis fiir alle € chil(t)

~ E: 0
CyEy = Cf(ot I;c) = (Cﬂ@m{Ef Cﬂ@xlc)

gilt. Durch Einsetzen in die Formel der Definition von V folgt die Behauptung. m

Das Lemma gibt uns also die notwendigen Darstellungen, um die adaptive Cluster-
basis nach Definition in T; zu berechnen. Indem wir die Clusterbasis (V¢)e7; fiir
den Teilbaum mit Lemma in die alte Clusterbasis V integrieren, erhalten wir nach
Lemma eine projizierte Clusterbasis V := (V¢)e7;, falls wir mit einer projizierten
Clusterbasis begonnen haben. Also kénnen wir mit Lemma und Lemma den
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5.3 Algorithmische Umsetzung des Niedrigrangupdates

Algorithmus 5.3.3 Berechnung der adaptiven Clusterbasis fiir die erweiterte H2-Matrix
H im Teilbaum T; mit Gewichten Z, Fehlerart opt und Fehlerschranke € := (e)e7;-
Dabei wird der Basiswechsel C' mit berechnet.
function ADAPTIVE _CLUSTERBASIS _UPDATE(t, t, V, E, k, A, K, Z, (, &, C, opt, €)
if chil(¢) = () then

T
}/t <~ %Ztmtxct + A\tXICZtUCXCt € Rt;éj

ADAPTIVE_ORTHOGONALE_MATRIX()AQ, T, t, ¢, Vi, Ry, opt, €)
> Algorithmus [2.4.3]

C) V'f (V}, ‘élt) € RFeX (kUK)
V% < Vt c RIXM

t XKt
else
0+ 0
for ¢ € chil(t) do > bottom-up
ADAPTIVE _CLUSTERBASIS UPDATE(L, £, V, E, k, A, K, Z, (, &, C,opt, €)
0+ / OE{
end for

‘/}t e RE¢X (ke UK)
for i € chil(¢) do

W|Eg></it = Cf\ﬁfxn{Ef
‘/;|EE><IC = CﬂEtvxIC
end for
Y; € R
Y: < Vizy

ADAPTIVE_ORTHOGONALE_MATRIX()AQ, @t,ﬁt, opt, €) > Algorithmus
for £ € chil(t) do
Ey  Qur,xw,
end for
Ci @?‘715
end if
if t = ¢ then
Et «— CtEt
end if
end function
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5 Niedrigrangupdates fiir H?-Matrizen

Algorithmus [5.3.3] zur Berechnung der adaptiven Clusterbasis fiir das Niedrigrangup-
date formulieren. Dabei tiberschreiben wir die alte Clusterbasis V' mit der neuen V', um
auferhalb des Teilbaums 7; keine weiteren Anpassungen vornehmen zu miissen.

Lemma 5.3.15
Es sei H = H*(Tzx7,V,W,S,N) eine H2-Matrix, (k¢)ic7, die Rangverteilung zu V,
A € RT*K und t € t. Weiter seien Z; € RF*%, ¢ € T;, Gewichte fiir die erweiterte

Clusterbasis 17(V A, t) mit #¢ < #r+#K. Dann erfordert das Berechnen der adaptiven
Clusterbasis V im Teilbaum T; mit Algorithmus 3| h6chstens

(4Capr +12) max#t + (4capr +18) max#T

Operationen, wobei kmax = max{maxe7; K¢, MmaxeT; ke, #K} ist.

BEWEIS: Es sei t € £7. Als Erstes stellen wir Y; auf. Dazu wird das Produkt ViZikix¢, 10
hochstens 24tk #(; < 4k2,, #t Operationen berechnet (#¢; < #rp+#K < 2kmax) und
das Produkt AgyxxZy k¢, in hochstens Q#t#IC#Ct < 4k2, . #t Operationen hinzuaddiert.

Der Aufwand fiir die Berechnung von V; aus Y} mit Algorithmus ist durch

Capr#t#gt min{#t, #Ct} < Capr#t#Ct#gt < 4Capr max#t
beschrénkt (siehe Lemma [2.4.9). Der Basiswechsel wird in hochstens 2#r#t(#k + #K) <

4k2,. #t Operationen berechnet. Also ist der Aufwand fiir ein Blattcluster durch
8k12nax#t + 46@177“ max#t + ZJ‘I{:maxséf'ét = (40(1]37‘ + 12) max#t
beschrankt.

Es sei t ¢ L7. Dann wird zum Aufstellen von V, fiir alle { € chil(t) das Produkt Cy
berechnet. Der Aufwand dafiir ist durch

> 2R < 20) K

fechil(t) techil(t)

[Fyxry f

beschrankt. 172 hat hochstens

#f == Z #Ef Z kmax

fechil(t) techil(t)

IN

Zeilen. Also bendtigt das Aufstellen von Y, weniger als

2#6(#Ht+#’C)#Q < 2 Z kmax max kmax <38 Z kmax

techil(t) techil(t)

Operationen. Der Aufwand fiir die Berechnung von @t mit Algorithmus ist durch

Capr#e#ct min{#& #Q} > Capr#g#gt < 4cap7" Z kmax

techil(t)
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5.3 Algorithmische Umsetzung des Niedrigrangupdates

beschriankt (siehe Lemma . Dann hat @t weniger als #(; Spalten und die Berechnung

des Basiswechsels ben6tigt hochstens

Q#Ct#g(#lit+#,C) < 4kmax Z kmax max < 8 Z kmax

Fechil(t) Fechil(t)

Operationen. Somit ist der Aufwand fiir ¢ ¢ L7 durch

(248 +dcapr +8) D K = (dcapr +18) D> ki,
techil(t) techil(t)

beschrankt. Mit Lemma folgt, dass der gesamte Algorithmus weniger als

Z (400177“ + 12) max#t + Z (4CGPT + 18 Z kmax

tely t¢T\Lg techil(t)
< (Aeapr + 12k Y #E+ ) (deapy + 18)kD
teLy teT;

= (400277‘ + 12) max#t + (4CGP7“ + 18) max#T

Operationen benétigt. [

Damit haben wir einen Algorithmus zur Berechnung einer adaptiven Clusterbasis im
Teilbaum 7; mit linearem Aufwand in den Grofen #t und #T;. Mit Hilfe von Lemma
erhalten wir die neue Clusterbasis V, welche im Algorithmus direkt die alte Clusterbasis
V iiberschreibt. Als Néchstes wollen wir einen Repréasentanten fiir die lokal projizierte
H2-Matrix aufstellen.

5.3.5 Lokale H?-Matrix-Projektion

In diesem Abschnitt beschreiben wir die algorithmische Umsetzung der lokalen H2-Matrix-
Projektion aus Abschnitt Nach Lemma haben wir mit der lokale Projektion
H7—I BV eine Abbildung, die uns mit Hilfe von lokalen Anpassungen der Kopplungs-

matrizen die Bestapproximation H beziiglich der Frobeniusnorm von der erweiterten
H2-Matrix H im H?-Matrix-Raum zu den neuen Clusterbasen V und W liefert. Im
nichsten Lemma driicken wir die neuen Kopplungsmatrizen nur durch die alten Kopp-
lungsmatrizen und den Basiswechseln aus.

Lemma 5.3.16

BEs sei H = H*(Tzx7,V,W,S,N) eine H?-Matrix, R = ABT eine Niedrigrangma-
trix mit Rang-K-Darstellung, b = (£,5) € Tzxs ein Block mit R e R%:g und H =
H2(Tzxg, V., W, S, N) = H2(H, R,b) die erweiterte H2-Matrix. AuRerdem seien (Vi)er
und (Wy)ser; orthogonale Clusterbasen. Es seien V. = (Vi)ier; und (Wy)ser, die
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5 Niedrigrangupdates fiir H?-Matrizen

nach Lemma [5.2.1] definierten Clusterbasen. Dann gilt fiir die Kopplungsmatrizen von
HTIXJ,V,W,E[/HQ(TZXW V,W,N,S)] = H?>(Tzx7,V,W,N,S) aus Lemma [5.2.4

ComoxnSb(Dyi5,x0,)" + Cilmoxic(Dysxx) ' falls t €Ty, s € Ts

5, = Sb(DSgSX)\s)T Jallst ¢ Tp, s € Ts
Chime x e Ob Jallst € T, s ¢ Ts
Sp Jallst ¢ Tz, s ¢ Ts

fiir alle (t,s) € E;XJ, wobei wir die Notation C; = C(V,V), fiir alle t € T; und
D, = C(W,W)s fiir alle s € Tz verwenden.

BEWEIS: Es sei b= (t,s) € E;Xj.
1. Fall: Es sei t € T; und s € Ts. Dann gilt nach Definition der erweiterten Kopp-
lungsmatrizen

5, = OV, V):8,c(W, )T = ¢ (%b ; )DZ
k

= Ct|Et><me(Ds\Xs><)\s)T + Ct|Et><IC(Ds\Xs><]C>T'

2. Fall: Es sei t ¢ T; und s € Tz. Wir setzen die Definition der erweiterten Kopplungsma-
trizen ein und erhalten

Sy = SCW W)L = (S 0)DY = Sy(Dyx )"

3. Fall: Es seit € T; und s ¢ Ts. Dann gilt

—_ ~ _ ~ S

4. Fall: Es sei t ¢ T; und s ¢ Tz. In diesem Fall gilt S, = Sy =Sy [ |

Der letzte Fall in Lemma zeigt, dass wir eine Kopplungsmatrix S(; ;) nicht d&ndern
miissen, die weder ¢ € T; als Zeilencluster noch s € 75 als Spaltencluster haben. Wir
teilen die Berechnungen der neuen Kopplungsmatrizen in zwei Schritte auf. Als Erstes
werden fiir die Blockzeilen/-spalten von Clustern ¢ € T; bzw. s € T5 aukerhalb von 7Tg die

alten Kopplungsmatrizen S, mit den Basiswechseln Cyg, x, bzw. DsT|X o multipliziert

(siehe Algorithmus [5.3.4). Danach werden mit Algorithmus die Kopplungs- und
Nahfeldmatrizen innerhalb des Teilbaums 7 aktualisiert. Die gesamte Projektion fassen
wir dann in Algorithmus [5.3.6] zusammen.

Die Funktionen iiberschreiben die alten Nahfeld- und Kopplungsmatrizen, weil wir beim
lokalen Niedrigrangupdate nur lokale Anderungen vornehmen wollen. Den Aufwand der
Funktionen schitzen wir in Lemma, ab.
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5.3 Algorithmische Umsetzung des Niedrigrangupdates

Algorithmus 5.3.4 Die Funktion berechnet die neuen Kopplungsmatrizen S aus den
alten S in den Blockzeilen von ¢ € T; aukerhalb von 7;. Dabei werden die Basiswechsel
C verwendet.
function H2-MATRIX-PROJEKTION AUSSERHALB(t, T7x 7, §, S, k, A, C, R)
for s € row(t)\7s do
g(t,s) S REX/\S
S(t,s) < CtimixcneS(t,s)
St,5) € S(ts)
end for
for ¢ € chil(t) do
H2-MATRIX-PROJEKTION _AUSSERHALB(f, T7x7, §, S, k, A, C, F)
end for
end function

Algorithmus 5.3.5 Die Funktion berechnet die neuen Kopplungsmatrizen S innerhalb
von T . Dabei werden die Basiswechsel C; und Dy verwendet. Aukerdem werden die neuen
Nahfeldmatrizen Ny aus den alten N, und den Matrizen A und B der Niedrigrangmatrix
berechnet.
function H2-MATRIX-PROJEKTION INNERHALB(b, N, S, k, \, A, B, K, C, &, D, \)
(t,s) < b
if b e E}XJ then
S = Cyryx S(t,s)(DSﬁSX)\S)T € RFex%

& T Rt X s
Sits) < S+ Ctmxchs‘szlC € RFtx

else
if b € L7 then
Ny + Ny + A|tX,CB|7;X,C
else >bé¢ Lrxg
for b € chil(b) do
HZ-MATRIX-PROJEKTION_INNERHALB(I;, N, S,k,\ A, B, K,C,&, D, )\)
end for
end if
end if

end function
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5 Niedrigrangupdates fiir H?-Matrizen

Algorithmus 5.3.6 Die Funktion iiberschreibt die alten Kopplungsmatrizen S und
Nahfeldmatrizen N mit den neuen Kopplungsmatrizen S und Nahfeldmatrizen N des
rekomprimierten Niedrigrangupdates.

function HQ—MATRIX—PROJEKTION7UPDATE(6, Trx7, N, S, ks, A\, A, B, K, C, R,
D, \)
(t,3) « b
H2-MATRIX-PROJEKTION _AUSSERHALB(t, T7x.7, 5, S, K, A, C, K)
H2-MATRIX-PROJEKTION _AUSSERHALB(3, T, 7, t, ST, A, &, D, X)
> Algorithmus [5.3.4]
H2—MATR1X—PR0JEKTION_INNERHALB(B, N, S, k, N\ A, B, K,C, &, D, \)
> Algorithmus [5.3.5
end function

Lemma 5.3.17
Es sei H € H?(Tzx.7,V, W) eine H2-Matrix mit strikt zuldissigem, csp-schwachbesetztem

Blockbaum, b = (£, 5) € Tzx ein Block und R = AB € R%:g eine Niedrigrangmatrix mit
Rang-IC-Darstellung. Zusétzlich seien (Vt)tg-E und (Ws)se7: orthogonale Clusterbasen

mit Rangverteilungen % bzw. X. Wir definieren den maximalen lokalen Rang

Fmax = max{max #r;, max #\s, #K, max #&;, max #\, }
teTr s€Ty teT; SETE
und die maximale Blattgrofe nmax = max{max;c, #t, max,cr, #s}. Dann ist der Auf-

wand fiir das Aktualisieren der Nahfeld- und Kopplungsmatrizen durch den Algorithmus
9.3.6] beschrankt durch

Csp(2inax + X ki D Home) (#Tg + #7T5).
BEWEIS: Der Algorithmus aufgerufen in £ bendtigt in jedem Cluster ¢ € T; hochstens

S 2w#RARHN <D 2D,
serow(t) serow(t)
s¢Ts s¢Ts

Operationen. Analog ist der Aufwand fiir den Aufruf von Algorithmus aufgerufen in
5 in jedem Cluster s € Tg beschrankt durch

D 2NAHNAR <Y 2D
tecol(s) tecol(s)
LT teT;

Fiir den Algorithmus aufgerufen mit b ergibt sich in einem zulissigen Blatt (t,s) =
b € L; ein Aufwand von hdchstens

QT H ki Ns + 2HFHNHNs + 2HRHCHN < (242 +2)K3 . = 6k3 ..
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5.3 Algorithmische Umsetzung des Niedrigrangupdates

Fiir ein unzuléssiges Blatt b = (t,s) € Ly istt € Lz und s € L7. Also gilt #t < nypax
und #s < nyax und es folgt die obere Schranke

QHtHKHs < 2kmaxn’

max-*

Bevor wir den Aufwand von Algorithmus [5.3.6] abschétzen, formen wir den Aufwand in
den zuléssigen Blattern um und erhalten

Z 6k§nax - Z Z 2k13nax+ Z Z 2k?nax Z 2k§nax

beﬁg teT; s€row(t) s€T;s terow(s) beﬁg’
s€Ts teT;

Zusammen mit Lemma ergibt sich ein Aufwand fiir Algorithmus [5.3.6] von hochstens

Z Z 2k1:);1ax + Z Z 2k§nax Z 2kr?;1ax + Z kaaxnfnaux

teT; serow(t) s€Ts terow(s) begf beL

QCSP max(#T + #T) + Qmax{kmax’ ?xlax}kmax#ﬁf,
CSp(Qk + maX{kmax? max}kmaX)(#TE + #Ts).

IN N

max

Damit haben wir einen Weg gefunden, die neue Matrix in linearer Komplexitat beziiglich
der Machtigkeit der Teilbdume (#7; + #7s) zu berechnen. Den entstehenden Fehler
schitzen wir in Abschnitt [5.4] ab.

5.3.6 Neue projizierte Gewichte

Nach Lemma konnen wir fiir t € 77\ T; die alten projizierten Gewichte fiir die neue
Matrix H verwenden. Falls im Falle von ¢ # rz ein projiziertes Gewicht fiir das Elter
par(f) gegeben ist, miissen wir die projizierten Gewichte also lediglich im Teilbaum Tz
neu berechnen. In Lemma [5.3.18 beweisen wir fiir diesen Fall eine Darstellung fiir neue
projizierte Gewichte in 7, die ohne orthogonale Gewichte auskommt.

Lemma 5.3.18

Es sei H = H?(Tzx7,V,W, S, N) eine H2-Matrix mit projizierter Clusterbasis W und
b= (f,3) € Tzx7 ein Block. Weiter seien (V);e7, und (Ws)seT, orthogonale Clusterbasen.
Es sei H := H*(Tzx7,V,W,N,S) := HTIXJ,V,W,E[H] die lokale H2-Projektion, wobei
V= Vi)er, und W = (Wy)ser, die in Lemma [5.2.1] m definierten Clusterbasen seien.

o
Zusitzlich seien w,w € R IXJ und 6,0 € R ) Skalierungen mit @, 5) = w(y,s) und O; = 0;
fir alle t € 77\7; und s E row(t). Falls ¢ 75 77 ist, sei fiir £ := par(t) ein projiziertes
Gewicht Z; von H zu w und 6 gegeben.

Fiir alle ¢ € T; definieren wir rekursiv von t zu den Bléttern L;

_ L=
5. w f(t,sﬂ “e mf(t,&,)) - , falls ¢t = rr
= S(t,s1) e ﬁs(t,sd éEtZ{) , falls t # r, t:= par(t)
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5 Niedrigrangupdates fiir H?-Matrizen

wobei Z; jeweils durch die QR-Zerlegung ]31573 = ZT gegeben sei. Dann ist fiir alle t € T;
die Matrix Z; € RF**¢t ein projiziertes Gewicht von H zu @ und 6 mit Rangverteilung ¢
mit #(; < #r; fiir alle t € T;.

BEWEIS: Die neue Clusterbasis W ist nach Lemma wieder eine projizierte Cluster-
basis. Fiir den Fall £ # r7 ist nach Lemma Z; ein projiziertes Gewicht von H zu w
und @ fiir das Elter von # (vergleiche Beweis von Lemma [5.3.6)). Somit liefert uns Lemma
eine Darstellung fiir projizierte Gewichte in 7;, bei der nach Bemerkung keine
orthogonalen Gewichte notwendig sind. Also gilt die Aussage des Lemmas. [ |

Die Matrizen in Lemma [5.3.18| sind gleich denen in Lemma mit Identitaten als
orthogonalen Gewichten. Aus der Darstellung in Lemma [5.3.18 ergibt sich Algorithmus
E zur Berechnung der neuen projizierten Gewichte in 7;. Den Aufwand fiir Algorithmus
schétzen wir in Lemma ab.

Algorithmus 5.3.7 Die Funktion berechnet die projizierten Gewichte zu den Skalierungen
w und 6 im Teilbaum 7;. Dabei wird davon ausgegangen, dass die Spaltenbasis eine
projizierte Clusterbasis ist.
function PROJIZIERTE_ GEWICHTE(t, E, S, k, A\, w, 0, Z, ()
C— U s
serow(t)
if ¢ # r7 then
f := par(t)
LU Ct’
end if
Z € Rext
if tzé rz then
Zt\ﬂtXCt' — g%EtZt

for s € row(t) do

1
Zt\NtXAs = W(t,s) S(t,s)

end for
QR-ZERLEGUNG(ZT, 0, 0, ke, Py, ZE, ¢) > Algorithmus
for { € chil(t) do

PROJIZIERTE _GEWICHTE(E, E, S, K, \, w, 0, Z, ) > top-down
end for

end function

Lemma 5.3.19

Es sei H € H?(Tzx7,V, W) eine H2-Matrix mit cs,-schwachbesetztem Blockbaum und
Rangverteilungen s und X. Weiter sei kpax := max{max;c7; #r¢, maxXsc7, #As} und
b= (£,5) € Tzx 7 ein Block. Dann ist der Aufwand fiir den Aufruf von Algorithmus
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5.3 Algorithmische Umsetzung des Niedrigrangupdates

im Cluster ¢ = ¢ mit den Skalierungen w und 6 héchstens

(CSP + CqrCsp + Cqr + 3)kmax#7}:'

BEWEIS: Im Vergleich zu Algorithmus 4.4.2|wird das Produkt #S(t 5)Os in Algorithmus

5.3.7| durch die Skalierung S(t 5)Os ersetzt. Weil die Gesamtkomplexitét sich dadurch

nicht andert konnen wir den Algorlthmus wie in Lemma [£.4.22] abschétzen und erhalten
die Aufwandsschranke. [ ]

Damit konnen wir die projizierten Gewichte in 7; in linearer Komplexitét beziiglich #7;
berechnen. Als Néchstes fassen wir die einzelnen Teile zum lokalen Niedrigrangupdate
zusaminen.

5.3.7 Lokales Niedrigrangupdate

Mit Hilfe der vorherigen Funktionen kann nun das Niedrigrangupdate fiir eine H2-Matrix
beschrieben werden. Es seien also eine H2-Matrix H = H2(Tzx 7, V, W, S, N), eine Matrix
in Rang-K-Darstellung R = AB” und be Tz« 7 ein Block mit R € REIXXg gegeben. Dann
berechnet der Algorithmus [5.3.8] eine Approximation der Summe H + R. In Theorem
geben wir eine Aufwandsabschitzung fiir den Algorithmus an.

Theorem 5.3.20 (Aufwand des Niedrigrangupdate)

Es sei H = H*(Tzx7,V,W, S, N) eine H?-Matrix mit projizierten Clusterbasen V und
W, Rangverteilungen x und A und strikt zuldssigem, cg,-schwachbesetztem Blockbaum.
Weiter sei b = (£, 8) € Tzxg ein Block und R = ABT ¢ ]RZXJ eine Niedrigrangmatrix mit

Rang-KC-Darstellung. Es seien projizierte Gewichte Z; und Zj zu H bzw. HT und den

(£

Skalierungen wy € R 7 und 07 € ]R o bzw. wy € Ry ZXJ) und 07 € ]R>0 gegeben.

Wir definieren den maxnnalen Rang

k = max{max #x K. max # )\, max #F7;, max #\
max {tGTI# ts # ’SETJ# S tETI# ts SETJ# s}v

wobei & und X die Rangverteilungen der von Algorithmus [5.3.8 “ berechneten H?-Matrix
H sei, und die maximale Blattgrofe nmax := max{maxtegz #t, max,cr, #s}. Dann
benétigt der Algorithmus “ fiir die Berechnung von H ~ H + X hochstens

(12 4 dcgr + Acapr) Koy (#E + #8)
+ (334 17cqr + Icgresy + 9¢) | Csp + T2Csp + ACapr ) kiax (# Tz + #7T5)
+ Csp maX{kmax» ?nax}kmax(#ﬁ + #T5).
Operationen. Die ’HQ—MatriE—Dars@Iung von H wird mit der Darstellung von H mit den
projizierten Clusterbasen V und W iiberschrieben. In den alten Gewichten Z7 und Z 7

werden projizierte Gewichte fiir H zu den Skalierungen Wz, @7, f7 und 6 7, wobei diese
aukerhalb der Béume 7Tg, T; bzw. Ts jeweils gleich den alten Skalierungen gesetzt werden.
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5 Niedrigrangupdates fiir H?-Matrizen

Algorithmus 5.3.8 Die Funktion berechnet das Niedrigrangupdate einer H?-Matrix
H = H?*(Tzx7,V,W, N, S) fiir eine Rang-K-Matrix R = ABT.

function NIEDRIGRANGUPDATE(b, H, Zz, (z, Z7, (7, R, K, opt, €1, €7, str)

ORTHOGONALE _GEWICHTE _UPDATE(t, V, K, A, K, Oz, p1)
ORTHOGONALE _GEWICHTE _UPDATE(S, W, A\, B, K, Oz, p7)
> Algorithmus [5.3-1]
SKALIERUNG (b, S, k, \, Oz, pz, Oz, p7, opt, str, wr)
SKALIERUNG(BT, ST X\ k, O, p7, O1, pz, Opt, str, wr)
> Algorithmus
PROJIZIERTE _GEWICHTE _UPDATE(Z, Tz 7,1, E, S, k, K, Oz, p1, Z7, (1,01, 0T)
PROJIZIERTE_ GEWICHTE _UPDATE(S, T, 7.5, F, ST, \,K,07,p7,Z7,(7,
@.7,07) > Algorithmus
ADAPTIVE _CLUSTERBASIS _UPDATE(t, t, V, k, A, K, Zz, (1, K, C1, opt, €1)
ADAPTIVE _CLUSTERBASIS UPDATE(S, 3, W, \, B, K, Z7, (7, \, C7, opt,€7)
> Algorithmus [5.3.3]
H2—MATR1X—PROJEKTION_UPDATE(E, N, S, k, N\, A, B, K, Cz, %, Cz, N\
> Algorithmus [5.3.6]
SKALIERUNG(b, S, B, X, (Ir, )ies, Fr (I3 )seTy N oDt str, wr)
SKALIERUNG (b, ST, X, &, (I3 )seTs» A Ur)tets B, opt, str, wy)
> Algorithmus
PROJIZIERTE _GEWICHTE(L, E, S, ®, \, Wz, 07, Z1, (1)
PROJIZIERTE _GEWICHTE(3, F, ST, \, B, w7, 07 Z7, C7)
> Algorithmus [5.3.

end function
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5.3 Algorithmische Umsetzung des Niedrigrangupdates

BEwEIs: Um H zu berechnen, wird Algorithmus im Block b aufgerufen. Die
Berechnung der orthogonalen Gewichte fiir H := H (H R b) in 7; und 75 benétigt nach
Lemma [5.3.8 hochstens

4Cq7‘ max(#t + #S) (4 + 80(17’) max(#T + #7;)

Operationen. Die Skalierungen werden nach Lemma [4 mit Algorithmus [£.5.2] mit
nicht mehr als 8(7 + ¢/ ) Cspkiman (#T; + #7T5) Operatlonen berechnet. Nach Lemma {5.3.9) -
berechnet Algorithmus projizierte Gewichte von H zu den Skalierungen wr, w7, 61

und 67, wobei diese auﬁerhalb der Teilbdume Tg, 7 und 75 gleich den alten Skalierungen
gesetzt werden. Fiir den Aufwand gilt nach Lemma [5.3.13| die obere Schranke

(6csp + 8cqresp + 8cqr + 8)kmax (#Tg + #7T5)-
Danach werden die neuen Clusterbasen V und W in T bzw. Ts in hochstens

(40(1177' + 12) max(#t + #S) (4Cap7’ + 18) max(#T + #T)

Operationen aufgestellt (siehe Lemma . Dabei werden die Ergebnisse in V' bzw.
W gespeichert und gleichzeitig die Basiswechsel C' und D berechnet. Also sind die
neuen Clusterbasen V und W in V und W gespeichert und nach Lemma sind
V und W projizierte Clusterbasen. Mit den Basiswechseln werden die Nahfeld- und
Kopplungsmatrizen der beziiglich V' und W lokal projizierten Matrix H mit Algorithmus
nach Lemma in weniger als

max + maX{kmax? ilax}kmax)(#,r{ + #7%)

Operationen berechnet. Dabei werden die alten Kopplungs- und Nahfeldmatrizen mit den
neuen iiberschrieben. Somit kénnen die Skalierungen in diesem Fall nach Lemma [4.5.7]
mit Algorithmus in hichstens (7 + ¢ ) Cspkiax (#T; + #7Ts) Operationen berechnet
werden. (Tatsdchlich kénnen wir durch die Verwendung der Identitét als orthogonale
Gewichte den Aufwand deutlich reduzieren.) Fiir den Aufwand der Berechnung der neuen
projizierten Gewichte gilt nach Lemma [5.3.19] die obere Schranke

Cop(2K3

(csp + Cqresp + cqr + 3)k?nax(#7% + #7Ts).

Weil die neuen Skalierungen wz, @y, 7 und 67 aukerhalb der Biume T;,» Tg bzw. Ts
Jewells gleich den alten Skalierungen gesetzt werden, sind in Z7 und Z7 nach Lemma
6| projizierte Gewichte fiir H gespeichert. Fiir den Gesamtaufwand folgt aus den
Vorbetrachtungen fiir Algorithmus aufgerufen im Block b die obere Schranke

(12 + 4cgr + ACapr ) Ko (#E + #5)
+ (334 17cqr + Icgresp + 9 Csp + T2¢sp + Acapr ) kimay (# Ty + #7T)
+ CSP max{kmaw rznax}kmax(#,]% + #7%)
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5 Niedrigrangupdates fiir H?-Matrizen

Bemerkung 5.3.21
Falls die Annahmen aus Bemerkung |3.4.7| sowie T; € O(#t/k) und Ts € O(#s/k)
gelten, ist der Aufwand fiir das lokale Niedrigrangupdate mit Algorithmus in

O(k2,,.(#t + #35)). Dieser verhilt sich also linear in der Gréfe der Cluster £ und 3 und
quadratisch im lokalen Rang.

Das Theorem gibt nicht nur eine Aufwandsschranke fiir die Berechnung des Niedrig-
rangupdates mit Algorithmus [5.3.8 sondern zeigt auch, dass die Voraussetzungen fiir das
Niedrigrangupdate nach den Berechnungen wieder erfiillt sind. Insbesondere kénnen also
verschiedene Niedrigrangupdates in unterschiedlichen Blécken nacheinander durchgefiihrt
werden. Um diesen Ansatz fiir die Arithmetik anzuwenden, miissen wir sicherstellen, dass
wir mit projizierten Clusterbasen und Gewichten anfangen. Dies erreichen wir, indem
wir anfangs die Clusterbasen orthogonalisieren und adaptive Gewichte berechnen (siche
Bemerkung [5.3.2| und Bemerkung [5.3.5]).

Algorithmus 5.3.9 Die Funktion bereitet die H2-Matrix H = H2(Tzx7,V, W, N, S) fiir
die Durchfithrung von Niedrigrangupdates vor.
function VORBEREITUNG NIEDRIGRANGUPDATE(H, Z1,(z, Z7,(7,0pt, €1, €7, Str)
(Tzxs, V, &, W, A\, N, S) « H
ORTHOGONALE _H2-MATRIX(Tzx7, V, &, W, A, N, S, V., &, W, X\, N, S)
> Algorithmus

H%(Exjuviwixyg)
SKALIERUNG(rzx 7, S, R, A, (I, )teTs, F, (IX )s€T A, opt, str, wr)
SKALIERUNG(r7, 7, SUUR N ( I5 )setss A (Is))teTss R, opt, str, wz)

> Algorithmus [£.5.2]
PROJIZIERTE _GEWICHTE(L, E, S, &, \, Wz, 01, Z1, (1)
PROJIZIERTE _ GEWICHTE(3, F, ST X R ws, 0727, C7)
> Algorithmus

end function

Lemma 5.3.22

Es sei H = H2(Tzx7,V,W, N, S) eine H?-Matrix mit Rangverteilungen x = (k¢)ie7;
und A = (As)se7,- Dann iiberschreibt Algorithmus die H2-Matrix-Darstellung H
mit einer Darstellung von H mit orthogonalen Clusterbasen. Zusétzlich werden adaptive
Gewichte fiir die Strategie str aufgestellt. Der Aufwand dafiir ist durch

Cqr max(#I + #j) (1OCSP + CSPC||~H + CspCqr + 2cqr + 5)kg1ax<#7-1 + #TJ)

beschrénkt, wobei knyax 1= max{maxyc; #r¢, maxse7, #As} ist.

BEWEIS: Der Algorithmus berechnet nach Lemma eine Darstellung der
Matrix H mit orthogonalen Clusterbasen in weniger als

quk?nax(#z +#JT) + (QCSP + Cqr + Q)kr?;lax(#TZ + #7T7)
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5.4 Fehlerkontrolle

Operationen. Der Aufwand zur Berechnung der Skalierungen durch Algorithmus [£.5.2] ist
nach Lemma [£.5.7] durch

(7 + ey cspkimay (# Tz + #T7)

beschrinkt, wobei wir ausnutzen, dass #&; < #r; fiir alle t € T7 und #\, < #\, fiir alle
s € Ty gilt. Die Berechnung der adaptiven Gewichte mit erfordert nach Lemma
9.3.19 hochstens

(csp + Cqresp + cqr + 3)k§nax(#7§ + #7Ts)

Operationen, wobei wir wieder ausnutzen, dass die neuen Rangverteilungen nicht grofier
als die alten sind. (Dass in diesem Fall tatséchlich adaptive Gewichte berechnet werden,
liegt an den orthogonalen Clusterbasen und der Berechnung der Gewichte im gesamten
Baum (siche Bemerkung . Wir verzichten an dieser Stelle auf einen detaillierten
Beweis.) Insgesamt erhalten wir die Aufwandsabschéitzung aus der Behauptung. [ |

Wir haben also einen Algorithmus zur Berechnung der einzelnen Niedrigrangupdates
und einen Algorithmus zur Vorbereitung der Updates. Durch die Vorberechnungen in
Algorithmus [5.3.9] muss die Reihenfolge, in der die Niedrigrangupdates mit Algorithmen
[5.3.8 berechnet werden, keine speziellen Voraussetzungen erfiillen. In Kapitel [7] stellen wir
zwei Varianten des Niedrigrangupdates vor, die ausnutzen, dass wir bei der Arithmetik
nicht beliebig durch den Blockbaum springen, sondern grundséitzlich im Baum auf-
und abwiérts laufen. Zuvor wollen wir den Fehler des Niedrigrangupdates mit Hilfe der
Ergebnisse aus dem Abschnitt iiber die lokale H2-Matrix-Projektion abschiitzen.

5.4 Fehlerkontrolle

In diesem Abschnitt untersuchen wir den lokalen Projektionsfehler wéhrend des Niedrig-
rangupdates. Dabei untersuchen wir die drei Strategien, die wir fiir die Rekompression
in Abschnitt vorgestellt haben. Weil wir nur projizierte anstatt adaptiver Gewichte
haben, beweisen wir zuerst eine Lemma [4.4.21] entsprechende Aussage fiir projizierte
Gewichte.

Lemma 5.4.1
Es seien H = H?(Tzx7,V, W, S, N) eine H2-Matrix und (Vi)ieT; eine orthogonale Clus-

o+
terbasis. Weiter seien (Z;);e7; die projizierten Gewichte zu H, V, w € R IXJ und

0 e R> mit zugehorigen Matrizen (P;)ie7; und (Ht)te’l’z Es sei [|.|| € {[|-Ils. H HF} und
0y == level(t) fiir alle ¢t € Tz. Dann gilt fiir alle (¢,s) € £} 7« und fiir alle £ € desc(t)

IDEH V)l < wowy T 00l (5 =T, ) VIV.V)iZ.
t/edesc()
0e<ly <Ly
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5 Niedrigrangupdates fiir H?-Matrizen

Falls wp = 1 fiir alle b € E'IFX 7 und 0, = 1 fiir alle t € Tz ist, gilt fiir alle t € Tz

IDH, T V)il < 11 (I =Ty, ) VIV V)il

BEWEISs: Fiir die Hilfsmatrizen aus Definition verwenden wir fiir alle ¢ € Tz die
Notationen V; := V(V)y, V; := V(V); und V; := V(V,V);. Es sei (t,5) € E;Xj und
t € desc(t). Nach ([4.17) gilt

(Ig = Ty Iy Vi = Vil — Iy, )V
Dies setzen wir in (4.16]) ein und erhalten

D(H,V);, = (Iy — Iy )M wr s H Ov X (Tzxg, H,w,0)ls

t' edesc(t)
fzSEt/<€{
= ws ] 9t/f/g(I§—H‘%)@X(EXJ,H,w,H%HS.
t'€desc(t)
£t§£1/<£t~

Es seien P; die orthogonale Matrix und II; das Produkt von Projektionen zum projizierten
Gewicht Z;. Weil ‘7; und Py orthogonal sowie Ilg eine orthogonale Projektion bzw. II; ein
Produkt von orthogonalen Projektionen beztiglich ||.||2 sind, folgt mit Lemma und
Lemma

IDH, V)il = wes ] 60IVilly — Ty ) ViZe P 1 1L

t' €desc(t)
@tget/<£t~
< w1 0wl - 1) Vizill.
t' €desc(t)
L <l <Ly

Somit gilt die erste Abschitzung fiir die blockweisen Fehlerterme.
Fiir die Betrachtung der zweiten Abschitzung seien w, = 1 = 6, fiir alle b € E}X 7 und
alle t € T7. Es sei t € Tz. Dann gilt mit (4.11) und Xy := X (Tzx 7, H,w, 0);
D(H, Trg, V)i = Vi (I =T, ) VT Xe = Vi (I — 1y, ) VI ViZe I,
Weil II; Produkt orthogonaler Projektionen beziiglich ||.||2 ist, folgt mit Lemma [2.3.20]
| DU, T Vhill = Vi (B =10y, ) VIViZPIT || < Vi (1 = Ty, ) VIViZoPT .

Da sowohl V; nach Lemma 4.2.12| als auch P; nach Definition orthogonal sind, folgt
mit Lemma 2.3.16]

|DUH, T, Vil < |1V (B =11y ) V2T = | (1= Ty, ) VTV Zil .
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5.4 Fehlerkontrolle

Nach Lemma 4 gilt Vt VtTVt und somit die clusterweise Abschétzung. [ ]

Damit kénnen wir uns der Strategie 1 zuwenden. Dabei nutzen wir den relativen Fehler,
sodass auf der rechten Seite die Norm von ||V;Z;| auftaucht (vergleiche den Beweis von
Lemma . Weil orthogonale Transformationen die Norm invariant lassen, erhalten wir
||VtZtlDtTH7 Welches fiir den Fall von adaptiven Gewichten und Strategie 1 der Norm der
totalen Clusterbasis entspricht. Diese kénnen wir wiederum gegen die Norm der gesamten
Matrix abschétzen und erhalten die relative Fehlerabschétzung.

Fiir projizierte Gewichte und die Strategie 1 haben wir VtZtPtTH;f = X(Tzx7, H);. Damit
erhalten wir in der Norm nur

IVizePl| > ViZP T || = | X (Tzsg, H)ll < I H-

Wir kénnen also nicht auf die gleiche Weise wie in Lemma die relative Fehlerschran-
ke folgern. Da die Projektionen typischerweise aus den vorherigen Niedrigrangupdates
stammen, konnen wir davon ausgehen, dass der Fehler zwischen WZtPt:F und VtZtPtT HtT
kontrollierbar ist. Die Bedingung in Lemma beschreibt eine solche Fehler-

schranke und ermdoglicht uns eine relative Fehlerschranke.

Lemma 5.4.2 (Strategie 1 fiir das Niedrigrangupdate)

Es seien H = H?(Tzx7,V,W, N, S) eine H2-Matrix, R = AB” eine Niedrigrangmatrix
mit Rang-K-Darstellung und b = (£, 5) € Tzx7 mit R € RtI *J Alle Skalierungen seien
gleich 1, €, e € R>p fiir alle t € 7z und s € 77 und opt der relative Fehler beziiglich
1€ {ll-ls; IIl17}. Weiter sei H = H*(Tzx7,V,W,N,S) die mit Algorlthmusun
Block b zu den oben definierten Optionen berechnete neue H2-Matrix. Weiter existiere
€ € [0,1) derart, dass fiir die projizierten Gewichte fiir alle t € 77 und s € 77

IN

IViZz, Py — ViZz PL AT, || < €|ViZz Pl und
"WSZJ,SPE,S _WSZJ,Spg,sHT < éHWSZJ,SP%js”

j,s” =

(5.17)

gilt. Dann ist der Fehler des Niedrigrangupdates fiir ||.|| = ||.||s durch

I(H + R) — H§

< — [ D_d+D ) IH+R|E

teT; s€Ts

und fiir ||.|| = [|.||r durch

— 1
I+ R =TI} < g (o d+ 2| I1H+RIE
teT; s€Ts

beschrankt.
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5 Niedrigrangupdates fiir H?-Matrizen
BEWEIS: Nach Theorem [5.2.11] gilt

(H+R)—H|?> < 2(2 ID((H + R), Tzxg, V)ilI”
teT;

+ S ID(H + R T, mr?).
SETs

(Fir die Frobeniusnorm erhalten wir die Abschédtzung ohne den Faktor 2.) Weil die
Clusterbasen V und W mit denselben Algorithmen konstruiert werden, schiitzen wir
zunéichst |D((H + R), Tzx7, V)4||? fiir alle t € T; ab. Dabei verwenden wir die Notation
Zy := Zy, fur alle t € Tz. Nach Lemma 1] gilt fiir unsere Wahl von w und @ fiir alle
teTz

ID((H + R), Trxg, V)il = |I(Te = Iy ) )V (V, V)i Z4]|.
Nach Lemma gilt aufgrund der Konstruktion der adaptiven Clusterbasen
1(Ie =y WV (V. VIZi|l < el VV.V)Zill.

Es gilt nach Lemma4.2.4 V(V, V) = V(V)TV; und nach Lemma ist V(V); orthogo-
nal. Weil die Skaherungen alle gleich 1 gew&hlt sind, existiert eine orthogonale Matrix P;
und ein Produkt von Projektion IT; mit V;Z; PY I} = X (Tzx7, (H + R));. Nach Lemma
[2.3.16] konnen wir orthogonale Matrizen hinzufiigen bzw. entfernen, ohne die Norm zu
verandern. Damit folgt

VIV Vizill = IIV(V)V (V){ViZe P |
= |y, Vi ZePHIL < IVeZePY

IV(V, V). Z||

wobei wir ausnutzen, dass IIj; 3 eine orthogonale Projektion beziiglich ||. 2 ist, die nach
Lemma [2.3.20] die betrachteten Matrixnormen nicht vergrofert. Aus der Voraussetzung

(p.17) folgt

IViz:Pl| = |ViZuP = ViZe I + ViZy P THY |
IViz: Pl = Vi P/ || + | ViZ, PO |
e\Vize Pl || + |IVize P |

N

IN

Zusammen mit é € [0,1) und || X (Tzx7, (H + R))¢|| < ||(H 4+ R)|| (siehe den Beweis von

Lemma [4.5.2)) folgt

~ — 1
IV(V,V)eZi| < @HWZtETHtTH =
1

(1-¢)

1

@HX(TIX% (H + R))ll

IN

I(H + R)]-
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5.4 Fehlerkontrolle

Damit erhalten wir fiir die Fehlerterme die Abschétzung

ID(Tzxg: (H+ R), V)il = (I = Ty WV, V) Zill < el[V(V,V)iZ]

€t
<
T (1-9
Analog folgt || D(TZ 7, (H + R),W)|| < (es/(1 — €))||H + R fiir alle s € T7. Durch
Einsetzen dieser Abschitzungen in die Fehlerschranke aus Theorem [5.2.17] folgt die
Aussage. [

Bemerkung 5.4.3
Falls wir adaptive Gewichte fiir H + R berechnen, gilt (5.17) mit é = 0 und wir erhalten
Fehlerabschitzungen ohne den Faktor 1/(1 4 ¢)2.

Bemerkung 5.4.4

Fiir den Fall, dass opt den absolute Fehler beschreibt, folgt eine absolute Fehlerschranke.
Dabei wird die Bedingung nicht bendtigt und dementsprechend fallt auf der rechten
Seite der Faktor 1/(1 — €) weg.

Fiir den relativen Fehler erhalten wir also eine Abschétzung, die von den bisherigen
Fehlern abhéngt. Weil fiir den Block des Updates die Gewichte neu berechnet werden,
sammeln sich fiir einen Block nur die Projektionen seit dem letzten Update an, bei dem
zum Block etwas hinzu addiert wurde.

Fiir den absoluten Fehler fallt dieses Problem weg, wie in Bemerkung [5.4.4] erwéhnt. Bei
den Strategien fiir den blockweisen Fehler werden absolute Fehler bei der Konstruktion der
Clusterbasis verwendet, weil die relative Fehlerschranke durch die Skalierungen erreicht
wird. Dadurch féllt auch bei diesen Strategien das Problem weg, das in Lemma [5.4.2]
durch die Verwendung der projizierten Gewichte entsteht.

Allerdings entstehen hier Probleme durch die eingeschrinkte Wahl der Skalierungen.
Fiir die Wahl der 6 ist dies typischerweise kein Problem, weil wir diese nur abhéngig
von der Baumstruktur wéhlen, welche sich wihrend der Updates nicht dndert. Weil die
Skalierungen wj; von der Norm von H);, abhéngen und sich diese wéihrend der Updates
dndern, die Skalierungen aber nur fiir Blocke b = (¢, s) € Ty, angepasst werden konnen,
wird teilweise mit veralteten Normen gerechnet. Weil die Matrizen typischerweise durch
Projektionen verdndert wurden, deren Fehler kontrollierbar sind, gehen wir davon aus,
dass die alten Gewichte fast den richtigen Gewichten entsprechen.

Lemma 5.4.5 (Strategie 2 fiir das Niedrigrangupdate)
Es seien H = H*(Tzx7,V, W, N, S) eine H2-Matrix, R = ABT ecine Niedrigrangmatrix

mit Rang-K-Darstellung und b = (£, 3) € Tzx7 mit R € ]RIXJ Es sel ¢ := €5 := € € R>p
fiir alle t € 77 und s € 77 und opt der totale Fehler bezughch Il € {ll-Ils, |-l 7} Fiir die

Skalierungen in den Blocken existiere € € [0, 1) derart, dass fiir wzp = wzp =: wp
wp =1 , falls [[Hp[| = 0

H A~
\/(# desc”(t)l:ilqlf/: desc(s))| < eéwp falls ||H|b” 7& 0

(5.18)

jws —
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5 Niedrigrangupdates fiir H?-Matrizen

fir alle b = (¢t,s) € E;XJ gilt. Fiir die Skalierungen in den Clustern gelte 6z := 67 s :=1
fiir alle t € 77 und s € Tz. Weiter sei H = H?*(Tzx7,V,W, N, S) die mit Algorithmus
4.5.1| neu berechnete H2-Matrix, wobei die Skalierungen durch Strategie 2 aus Abschnitt
[4-5] gewahlt seien. Dann ist der Fehler der Rekompression in jedem zuldssigen Blatt
b= (t,s) € L], ; durch

eH(H—l—R)‘bH , falls b € Ty,

T I(H + R)pll , falls (¢ € (T; Upred(#))) A (s € T7\Tz)
=I(H + R)pll , falls (t € T2\ T;) A (s € (Ts U pred(3)))
0 sonst

I(H+R)p —Hpll <

beschrankt.

BEWEIS: Es sci b= (t,5) € L7, ;. Der Fall [|[(H + R)p|| = 0 folgt wie in Lemma
Es sei also 0. E.d. A. [[(H + R) || # 0
1. Fall: Es sei b € L, also t € T; und s € T5. Nach Lemma [5.2.12] gilt dann

I(H +R)jp — Hpl* = [[(Je — g )(H + R)pl* + [|(Is — i )((H + R)p,)" |1

Wir betrachten den Fehler beziiglich der Zeilenbasis fiir ¢ € 7;. Fiir diesen gilt nach
Lemma [4.3.17]

I(Ze = Ty )(H + R)plI> < > [ID((H + R), V), l>
tedesc(t)

Weil wir 05 tiberall gleich 1 wéhlen, ist das adaptive Gewicht nach Bemerkung [4.4.18| ein
skaliertes Gewicht. Nach Korollar [4.4.14] gilt fiir alle f € desc(t)

ID((H + R), V)il < @zl (5 = Ty, ) VIV, V)il

Weil wir als Fehlerart opt den absoluten Fehler gewihlt haben, folgt aus Lemma
fiir alle £ € desc(t)

ID(H + R). V)il < rall (B = My, ) VOV V)eZayll < Grpe = arpe
Analog folgt fiir den Fehler beziiglich der Spaltenbasis in s € Tz fiir alle § € desc(s)
ID((H + R)", W)sull < @ pe.

Indem wir die Fehlerschranken einsetzen, erhalten wir fiir t € 7; und s € 73 den blockweisen
Fehler

I(H + Ry — Hp|* < [[(Ie — Ty, )(H + R)p|I* + [(Zs — g ) ((H + R)yp) ||
S Z O‘)Ibe + Z WJ bE
tedesc(t) $€desc(s)
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5.4 Fehlerkontrolle

Wegen b € Eg sind die Skalierungen fiir H + R im Block b neu berechnet und es gilt
oﬁ%’b = (I)}b = ||(H + R)b||?/(# desc(t) + # desc(s)). Damit folgt

I(H + R)p — Hp|I* < [I(H + R)p|*¢*.

2. Fall: Es sei b= (t,s) € L1, ;\L].
Dann werden die Skalierungen fiir die Blocke iibernommen und es gilt nach Voraussetzung
(B-18) wegen R € R fiir die Skalierung des Blocks Gz = @7 =

[ Hjbl [ Hbl

v/ (# desc(t) + # desc(s)) ‘ " ‘ V/(# desc(t) + # desc(s))

<. [ Hp | o [(H + R)ppl

< €ewp + = €Wwp + .
/(# desc(t) + # desc(s)) \/(# desc(t) + # desc(s))

Durch Umstellen erhalten wir

wp = wp < |wp —

I + Ry |
(1 —&)\/(#desc(t) + # desc(s))

2.1. Fall: Es sei t € T; oder s € Ts.
Fir ¢t € T; und s ¢ Ts gilt

I(H+ R)p — Hpll> = [[(It — Iy (H + R)jp1?
und fiir t ¢ 7; und s € T gilt
I(H + Ry — Hpll* = [[(Is — Wy )(H + R)jp,|1*.

Beide Terme tauchen auch im 1.Fall auf und kénnen analog abgeschétzt werden. Fiir
t € T; und s ¢ Ts erhalten wir

I -Tp)H+R)pI> < Y IDWH+ RV < Y @3¢

tedesc(t) Fedese(t)
2 H R 2
< ) — € H(; +t )bHd
tedesc(t) ( n 6)(# eSC( ) + # eSC(S))
62
< .
= (1-¢ I(H + R)pp|l

Fiir t ¢ T; und s € 75 folgt analog

62

(1-¢)

I(Is = M ) (H + R)p) " |1* < [(H + R)pl-

2. 2. Fall: Bs sei t € pred(t)\{t} oder s € pred(8)\{5}. Weil beide Fille analog verlaufen,
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sei 0. E.d. A. t € pred(t)\{t}. Insbesondere ist dann s € T\ (Tz U pred(?)).
In diesem Fall gilt

|((H + R)txs — Hixs||?

[(( + R)gg — Tl ((H + R}
= Y IDHEARVP < Y @, e

tedesc(t) tedesc(?)
2 H R 2
< 7 — € ”é +t )|bHd
= T 0 descll) + # desc(s))
- T+ R
T (1-é2 il
Damit gilt die Behauptung. [ |

Bemerkung 5.4.6
Wie wir im Beweis von Lemma [5.4.5| gesehen haben, werden die Fehler teilweise durch
Hinzufiigen von Fehlertermen zusétzlich iiberschétzt. So kénnen wir die Gewichte fiir
t € T; und s ¢ Tz auch als || Hjgs||?/(# desc(t)) setzen, um die gleiche obere Schranke zu
erhalten. Analoges gilt fiir ¢t ¢ 7; und s € Ts.

Fiir die Fehler von Blocken (t,s) mit t € pred(f)\{t} wiirde es ausreichen, bei den
vorberechneten Gewichten die Skalierung wy; ) := |[H|¢xs|| zu verwenden und bei der

Berechnung des Gewichts das Gewicht des Elter  := par(#) mit dem Faktor 1/+/# desc(%)

zu skalieren. Genauso koénnen wir im Fall s € pred(s)\{5} vorgehen.

Die Bedingung ist Resultat der Projektion fiir die Vorfahren ¢ € pred(f) und
s € pred(§) zusammen mit der Bedingung an die Skalierungen, die fiir diese Cluster bzw.
Blécke mit diesen Clustern nicht angepasst werden kénnen. Allerdings kénnen wir den
relativen Fehler in jedem Block mit Hilfe von Strategie 2 (und auch mit Strategie 3)
kontrollieren. Damit léasst sich die Voraussetzung erfiillen. Fiir Strategie 3 erhalten
wir mit einer dhnlichen Voraussetzung entsprechende Fehlerabschitzungen.

Lemma 5.4.7 (Strategie 3 fiir das Niedrigrangupdate)

Es seien H = H?(Tzx.7,V,W, N, S) eine H2-Matrix, # chil(t), # chil(s) < cay fiir alle
t € Tz und s € T7, R = AB” ecine Niedrigrangmatrix mit Rang-K-Darstellung und
b= ({,5) € Tzxy mit R € R%:g Weiter seien € € R>g, p € (O,ﬁ), & = € =
€ := (1 — pPceny)€® fiir alle t € 77 und s € T7 und opt der totale Fehler beziiglich
Il € {ll-lls; |I-]|#}. Fiir die Skalierungen in den Blocken existiere € € [0, 1) derart, dass

fir wrpy =wzp =: wyp

{wb =1 , falls ||Hpp|| = 0 (5.19)

wo — |Hpll| < éwp , falls |[Hp | #0

fir alle b = (t,s) € E;XJ gilt. Fiir die Skalierungen in den Clustern gelte 07 := 07, :=p
fiir alle t € 77 und s € Tz. Weiter sei H = H?(Tzx7,V,W,N,S) die mit Algorithmus
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berechnete H2-Matrix, wobei die Skalierungen durch Strategie 3 mit dem oben
gewahlten p aus Abschnitt gewihlt seien. Dann ist der Fehler der Rekompression in
jedem zuldssigen Blatt b = (t,s) € L5, 7 durch

ell(H + R)p| falls b e T,
ﬁH(H + R)pll  fallst € (T U pred(f)) As € T7\Ts
ﬁH(H + R)pll , fallst € T2\Tg A s € (Ts U pred(s))

0 sonst

I(H + R)jp — Hpp|l <

beschrankt.

BEWEIS: Es sei b = (t,s) € E%xj' Der Fall [|(H + R)p,|| = 0 folgt wie in Lemmam
Es sei also 0. E.d. A. [[(H + R)p|| # 0
1. Fall: Es sei b € Ty, also t € Tz und s € T7. Nach Lemma [5.2.12 gilt dann

I(H + R)jp — Hp|> < ||(Is = Oy ) (H + R)p||* + [|(Is — Ty ) (H + R)j, |1

Wir betrachten den Fehler beziiglich der Zeilenbasis fiir ¢ € 7;. Fiir diesen gilt nach
Lemma [£.3.17]

I(Ze Oy )(H+ R)pl* < ) |IDH+R V)|
tedesc(t)

Mit £y = level(t') fiir alle ¢’ € Tz gilt nach Lemma |4.4.21| fiir alle £ € desc(t)

IDH+ R, V)il < @ ][] O ||(Iy — Ty )ViZp il < @bpef%l!(ff*ﬂv{)vfza,f :

t'€desc(t)
G<by <ty

Weil wir als Fehlerart opt den absoluten Fehler gewéhlt haben, folgt aus Lemma [4.4.9
fiir alle £ € desc(t)

1l — My WViZodll < & = &
V)z

Weil b € T;, gilt, wird die Skalierung fiir den Block neu berechnet. Also gilt @f = || Hp,||?

und 0y = p fiir alle ¢/ € desc(t) und mit den vorherigen Betrachtungen folgt fiir alle
t € desc(t)

ID(H + R V) |> < @20 (T — Ty WiZogl® < I(H + R)plPp 2

)
Durch Einsetzen in die Abschétzung fiir den blockweisen Fehler erhalten wir
I(Ze =Ty )(H + R)pl* < > IDH + R, V)i |7
tedesc(t)

> IH + Ry |,
tedesc(t)

IN
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Die Summe schétzen wir wie in Lemma [£.5.5] mit der geometrische Reihe ab und erhalten

(I — Oy )(H+ R)pl* < [(H+R)p|> Y ple

tedesc(t)
1 (1= pcenin) -
< |[(H + R)p,||? €
= I+ Ry

Analog erhalten wir fiir den Fehler beziiglich der neuen Spaltenbasis

2
€
(s = g )(H + R 17 < S [I(H + Ry [|*

Die Abschéitzung fiir die Zeilenbasis und die Spaltenbasis setzen wir in die Fehlerschranke
(4.19) ein und erhalten die Aussage.

2. Fall: Es sei b € ﬁ}“XJ\EE

Dann gilt nach Voraussetzung fiir die Skalierung im Block

O = wp < Jwp = [[Hplll + [[Hpll < éwy+ |Hpll = €0+ [[(H + R)p.-

Durch Umformen und Einsetzen in die vorherige Ungleichung erhalten wir

1
1-9

o < I(H + Ryl (5.20)

2.1. Fall: Es sei t € T; oder s € Ts.
Wegen b = (t,s) ¢ Ly, ist entweder ¢t € T; und s ¢ T5 U pred(5) oder ¢ ¢ T; U pred(3) und
s € Ts. Weil beide Félle analog bewiesen werden, sei 0. E.d. A. ¢ € T;. Dann gilt

I(H + Ry — Hpl? = [[(Te — Ty, ) (H + R 1.
Wie im 1. Fall folgt

(I =Ty )(H + R)pl* < Y IDH+ R Ty I* < @ Y p?le,
tedesc(t) tedesc(t)

Mit (5.20)), der Definition von € und der Anwendung der geometrischen Reihe wie im
1. Fall folgt

I(H+ R)p — Hpll> < @3 Z pHitoe
tedesc(t)
[(H + R)pp? 1 (1 — p*cenit) o
= )2 2 €
(1—¢ (1 — p2cenin) 2
2
€
< m”(H‘f'R)|bH2-
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2. 2. Fall: BEs sei t € pred(t)\{t} oder s € pred(3)\{5}.
Dann ist entweder ¢ € pred(¢)\{f} und s ¢ Tz U pred(3) oder ¢ ¢ T; U pred(3) und s €
pred(3)\{3}. Weil beide Fille analog verlaufen, sei 0. E.d. A. t € pred(#)\{#}. Insbesondere

ist dann s € 77\ (7z U pred(t)). In diesem Fall gilt
I(H + Ry — Ho|* = ||(Ig — Ty ) (H + R)gsl
= Y IDH+R V)|

tedesc(?)
S Z p2(€f—ft)g2a)b S Z pQ(ff—Zz)'éwa'
tedesc(?) tedesc(t)

Wie im 2. 2. Fall folgt mit (5.20)), der Definition von € und der geometrischen Reihe

I(H+R)p—Hp|* < Y pliWéq, <
tedesc(t)

sl -+ Bl

Damit folgt die Behauptung. [

Bemerkung 5.4.8

Bei der Fehlerabschétzung fiir die Vorfahren féllt auf, dass wir einen zusétzlichen Faktor
ﬁ erhalten, wobei € die bisherigen block-relativen Projektionsfehler beschreibt. Falls
€< % ist, erhalten wir also in allen Fallen den gewiinschten relativen Fehler.

Auferdem wird fiir ¢ € pred(t)\{¢t} die Summe der blockweisen Fehlerterme nur iiber die
Cluster in 7; genommen. Deshalb kénnen die Skalierungen 6, fiir t € 77\ 7; auch gleich 1

gesetzt werden und die Fehlerabschitzung wiirde trotzdem genauso gelten.

Bemerkung 5.4.9
Auch fiir die in Bemerkung |4.5.6| modifizierte Strategie 3 gelten die Fehlerabschitzungen
aus Lemma [5.4.7

Es gelten also fiir alle drei Strategien aus der Rekompression Fehlerabschatzungen, die
sehr dhnlich zu denen aus Abschnitt {.5] sind, wobei allerdings die Fehler nicht in der
gesamten Matrix auftauchen und die bisherigen Fehler einen Einfluss haben.

Bemerkung 5.4.10 (Implementierung)

Bei der Implementierung in [39] speichern wir die Skalierungen wj nicht ab, sondern
berechnen sie immer dann fiir einen Block, wenn dieser zu einem Gewicht hinzugefiigt
wird. Dies filhrt zu einem etwas groferen Aufwand, weil wir die Skalierungen wiahrend
des Updates fiir die gesamte Blockzeile und Blockspalte berechnen. Allerdings wird die
Komplexitét fiir das gesamte Niedrigrangupdate dadurch nicht erhéht.

Bei den Berechnungen verwenden wir nur innerhalb von 7 orthogonale Gewichte. Dies
fiihrt zu einem Fehler bei der Berechnung der Skalierungen auferhalb von 7g, weil wir nur
mit projizierten Clusterbasen arbeiten. Dieser Fehler entspricht dem der Verwendung der
alten Skalierungen, weil bei unserer Vorgehensweise die zwischenzeitlichen Projektionen
auch ignoriert werden.
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6 Arithmetik

In diesem Kapitel stellen wir die Arithmetik unter der Verwendung des Niedrigrangup-
dates aus Kapitel [5] vor. Wir gehen dabei davon aus, dass keine passenden Clusterbasen
fiir die Darstellung der Ergebnisse bekannt sind, sodass der in [8] beschriebene Ansatz
fiir eine Arithmetik in linearer Komplexitéat nicht anwendbar ist. Der in |12, Chapter
8] beschriebene Algorithmus zur Matrix-Matrix-Multiplikation ist derart gestaltet, dass
bei einem rekursiven Aufruf fiir jedes Kind eine H2-Matrix aufgestellt und dann die
Darstellungen im aktuellen Block vereinheitlicht werden. Dies fiihrt bei der Inversion und
Dreieckszerlegungen zu zusétzlichem Aufwand zur Vereinheitlichung der Darstellung der
H2-Matrix-Darstellung.

Der hier beschriebene rekursive Ansatz dhnelt dem fiir H-Matrizen aus [26]. Fir die
Matrix-Matrix-Multiplikation C'+ AB berechnen wir, sobald einer der zugehorigen Blécke
ein Blatt ist, das Produkt AB als Niedrigrangmatrix und addieren das Ergebnis zur
Zielmatrix C' per Niedrigrangupdate aus Kapitel

Wir beginnen in Abschnitt mit einfachen arithmetischen Operationen wie der Multi-
plikation eines Vektors mit einer H2-Matrix. In Abschnitt erlautern wir das Matrix-
Produkt von H2-Matrizen in der Form C + AB. Dieses verwenden wir danach, um
Algorithmen fiir die Inversion und die Cholesky-Zerlegung von H?2-Matrizen zu formulie-
ren.

Bei den Formulierungen der Algorithmen verzichten wir auf Funktionen fiir transponierte
Matrizen. Dies ist durch die Tatsache motiviert, dass sich fiir die verwendeten Matrix-
Formate (wie z. B. H2-Matrizen) die transponierte Matrix einfach in dem gleichen Format
darstellen ldsst (siehe z. B. Lemma [3.4.26)).

Das Ziel des von uns vorgestellten Pseudocodes ist nicht, die optimale Umsetzung zu erlau-
tern (soweit so etwas {iberhaupt existiert). Stattdessen konzentrieren wir uns darauf, den
Ansatz moglichst einfach zu halten, ohne den asymptotischen Aufwand zu vergréfsern. Die
beschriebenen Algorithmen kénnen somit teilweise von den tatséchlich implementierten
Programmen leicht abweichen.

6.1 Einfache arithmetische Operationen fiir #>-Matrizen

In diesem Abschnitt stellen wir die Multiplikation eines Vektors mit einer H?2-Matrix und
weitere Hilfsfunktionen vor. Es sei H = H?(Tzx.7,V,W, S, N) eine H?-Matrix, z € RY
und y € RT,

Bei den Funktionen, die eine Multiplikation berechnen, stellen wir diese als Addition
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eines Produkts zu einer bestehenden Grofe dar. Wir wihlen diesen Ansatz aufgrund der
vorliegenden hierarchischen Blockstruktur. In einem unterteilten Block fithrt diese fiir die
Matrix-Vektor-Multiplikation zu den Teilproblemen

(Hll Hl?) <3€1) _ <H11x1 + H12332> (6.1)
Hy Haz) \x2 Howy + Hoowo ) '
Im ersten Schritt konnten wir Hy12x1 und Hojx1 durch die Matrix-Vektor-Multiplikation
ohne Hinzuaddieren berechnen. Anschliefend miissen wir dann aber Hiszo bzw. Hooxo
zum Ergebnis der ersten beiden Berechnungen hinzuaddieren. Deshalb bietet es sich an,
gleich die Multiplikation in der Form y + Hz zu berechnen. Fiir den Fall, dass wir Hx
benotigen, rufen wir die Funktion mit y = 0 auf.

Fiir die Matrix-Vektor-Multiplikation der Gestalt y+ Hz konnen wir wie in vorgehen,
bis wir fiir H ein Blatt erreichen. Fiir b = (¢,s) € L7, 7 konnen wir yj¢ + Npz|s effizient
berechnen, weil in diesem Fall ¢t € £7 und s € L7 gilt.

Fiir zulédssige Blocke b = (t,s) € E}“XJ miissen wir VtSbWSTx‘S zu yj; addieren. Dies ist
komplizierter, weil die Clusterbasen V; und Wy aufer fiir Blitter ¢t € L7 bzw. s € L7 nur
indirekt tiber die geschachtelte Darstellung mit den Transfermatrizen vorliegen.
Deshalb untersuchen wir zuerst, wie sich das Produkt W1 rs berechnen lasst. Fir ein
Blatt s € L7 liegt W, direkt vor und wir kénnen das Produkt berechnen. Fiir Nicht-
Blatt-Cluster s € T7\L 7 gilt

Wleg = Y Fiwlag.
$€chil(s)
Falls die Produkte fiir die Kinder berechnet sind, kénnen wir also x5 := WI T)s berechnen.

Mit diesem Ansatz erhalten wir den Bottom-up-Algorithmus dessen Aufwand wir
wir in Lemma abschétzen.

Algorithmus 6.1.1 Die Funktion berechnet das Produkt z, = W1 s fiir die Clusterbasis
(W, F) zum Clusterbaum 77 und der Rangverteilung A.
function MULTTRANS CLUSTERBASIS VEKTOR(s, W, x, xy)
zs 4 0 € RM
if s € L7 then
Ty WsTaz‘s

else >seTs\Ls
for s € chil(s) do
MULTTRANS _CLUSTERBASIS _VEKTOR(S, W, x, x3) > bottom-up
T < XTs + FSTxg
end for
end if

end function

Lemma 6.1.1
Es sei (Ws)seT, eine Clusterbasis mit Rangverteilung A und Kmax := maxse7, #As. Dann

188



6.1 Einfache arithmetische Operationen fiir H?-Matrizen

benétigt der Algorithmus fiir jedes © € RY hochstens
2hmax#T + 2k # T

Operationen.

BEWEIS: Fiir den Aufwand des Algorithmus [6.1.1] gilt fiir einen Blattcluster s € L7
die obere Schranke 2#\;#s < 2kpnax#s. Fir einen Nicht-Blattcluster s € T7\L7
bendtigt die Berechnung von x5 + Fnglfg fiir jedes § € chil(s) maximal 2#\# s < 2k2..

Operationen. Mit Korollar [3.2.10] folgt die Aufwandsabschétzung fiir Algorithmus
> Zkmats + > > 2k < kT + D 22,

sEL 7 s€T7\L 7 §€chil(s) s€Ty
= kaax#j + 2kr2nax#TJ'
|
Die Multiplikation mit der Kopplungsmatrix ist direkt mdglich und kostet héchstens 22,

Rechenoperationen. Die Multiplikation mit der Clusterbasis V; berechnen wir umgekehrt
zu Algorithmus top-down. Hierbei verwenden wir wieder die hierarchische Struktur
der Clusterbasis. Es gilt fiir ein Cluster ¢ € 77\ L7 und einen Vektor y; € R"

Vige = > ViBwe = Y Vi
fechil(t) fechil(t)

mit Hilfsvektoren y; := Ejyy; € R". Dies ergibt den rekursiven Algorithmus [6.1.2] Den
Aufwand des Algorithmus schétzen wir in Lemma ab.

Algorithmus 6.1.2 Die Funktion berechnet das Produkt y; = yj¢ + Viy, fiir die Cluster-
basis (V, E) zum Clusterbaum 77 mit Rangverteilung .
function MULT CLUSTERBASIS _VEKTOR(t, V, v, y)
if t € L1 then
Ype < Ype + Vi
else >teTr\Lr
for { € chil(t) do
yy < Eyyp € R
MULT _CLUSTERBASIS _VEKTOR(Z, V, Ui, Y) > top-down
end for
end if
end function

Lemma 6.1.2
Es sei (Vi)ie7; eine Clusterbasis mit Rangverteilung x und kmax := maxe; #+¢. Dann
benotigt der Algorithmus fiir jedes y; € Rz hochstens

2kmax #I + 2]{:12113}(#7-1

Operationen.
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BEWEIS: Der Aufwand des Algorithmus [6.1.2] in einem Blattcluster ¢ € L7 ist durch
2# ki #t < 2kmax#t beschrankt. In einem nicht-Blattcluster ¢t € 77\ Lz benotigt die
Berechnung von Eyy; fiir jedes f € chil(t) hochstens 24k #rp < 2k2 ., Operationen. Mit

max

Korollar folgt wie in Lemma dass der Algorithmus hochstens
> kmax#t+ Y Y 2 < kma#T + 2k H#TT

teLr te€Tz\L1 fechil(t)

Operationen benétigt. [

Falls wir die H2-Matrix-Vektor-Multiplikation mit Hilfe der Algorithmen und
realisieren, wire der Aufwand in jedem Block linear und wir wiirden vergleichbar mit dem
Speicheraufwand fiir H-Matrizen einen Rechenaufwand in O(nlog(n)) erhalten (siche
Lemma [3.3.6)).

Deshalb beschreiben wir den Algorithmus fiir die Matrix-Vektor-Multiplikation aus [12],
der eine Berechnung in linearer Komplexitdt ermdglicht. Eine schnellere Auswertung
ist typischerweise nicht zu erreichen, weil dies der Komplexitéit des Speicheraufwands
entspricht. Dazu teilen wir die Berechnung in drei Schritte. Erstens berechnen wir die
Hilfsgroken zs := Wlxg fiir alle s € T7. Durch die Berechnungen dieser Grofen fiir
alle s durch eine Funktion vermeiden wir die mehrfache Berechnungen der x;. Danach
multiplizieren wir diese fiir alle (¢, s) € E%X 7 mit den entsprechenden Kopplungsmatrizen
und addieren die Ergebnisse jeweils zu den Hilfsvektoren y;. Damit erhalten fiir alle t € T7
Hilfsvektoren

yp = Z S(t,s)WsTx|s = Z S(t,5)Ts

s€row(t) s€row(t)

wobei wir im Falle von row(t) = () wie tiblich ¢ = 0 setzen. Fiir diese gilt

Hl’ = Z H‘txsm = Z Hltxsx + Z WS(t7S)Wg$
(t,8)ELTx 7 (t,s)ELT, - (t,s)ELT,
= Z Higysx + Z Viys.
(ts)ELT teTz

Also berechnen wir im zweiten Schritt die Hilfsvektoren gy und verarbeiten die Nahfeld-
matrizen. Abschliekend miissen wir dann noch die Hilfsgréffen mit den entsprechenden
Clusterbasen multiplizieren.

Die Hilfsgroken x; = W1z berechnen wir wie in Algorithmus wobei wir dies-
mal alle Hilfsvektoren speichern. Dies fiihrt zu Algorithmus dessen Speicher- und
Rechenaufwand wir in Lemma abschétzen.

Lemma 6.1.3
Es sei (W,)seT, eine Clusterbasis mit Rangverteilung A, kmax := maxse7, #As und
2 € R7. Dann benétigt Algorithmus ho6chstens

kaax#j + 2k1211ax#Tj
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Algorithmus 6.1.3 [siehe |12 Algorithm 6]] Die Funktion berechnet die Familie zy :=
Wheg € RAs' 8" € desc(s), fiir die Clusterbasis (W, F') mit der Rangverteilung .

function VORWARTSTRANSFORMATION(s, W, z, (Z¢)seT;)
if s € L7 then
T < ng“s € R

else >seT\Ly
zs < 0 € R
for 5 € chil(s) do
VORWARTSTRANSFORMATION(S, W, A, x, (24)seT,) > bottom-up
Tg < Ts+ FSTl’g
end for
end if

end function

Operationen zur Berechnung von (z5)sc7, und der Speicheraufwand fiir diese Familie von
Vektoren ist kleiner als kyax#7T7-

BEWEIS: |vergleiche |12, Lemma 3.41|] Der Algorithmus benétigt dieselben Rechen-
operationen wie Algorithmus [6.1.1] Mit Lemma [6.1.1] folgt die Aufwandsabschitzung.

In jedem Cluster s € 77 benétigt die Familie #\s < knax Speicher. Daraus folgt die
Speicherabschétzung. [

Nach der Berechnung der Hilfsvektoren multiplizieren wir die Teil- bzw. Hilfsvektoren mit
den Nahfeld- und Kopplungsmatrizen. Dies beschreiben wir in Algorithmus [6.1.4] Dabei
berechnen wir die Multiplikation fiir die Nahfeldmatrizen in den unzuldssigen Bléttern
und fiir die Kopplungsmatrizen in den zuléssigen Blattern in einer Funktion, weil dies nur
einen Durchlauf des Blockbaums benotigt. Der Aufwand fiir Algorithmus schétzen
wir in Lemma ab.

Lemma 6.1.4
Es sei H = H?*(Tzx.7,V,W, S, N) eine H2-Matrix mit strikt zuldssigem Blockbaum und
Rangverteilungen « und A. Weiter seien

k = max{max #x¢, max #\ und n := max{max #t, max #s}.
max {tG'Tz# tstTg# s} max {teﬁz# 7s€£5# }

Dann benétigt der Algorithmus aufgerufen mit b = rry 7 maximal

2 max{n?nax? krgnax}#,TIX J

Rechenoperationen.

BEWEISs: |vergleiche |12, Theorem 3.42|| Es sei b = (t,s) € Tzxs. Falls b ¢ L7y 7 gilt,
bendtigt der Algorithmus keine arithmetischen Operationen. Fiir b € E;X 7 wird
yi + Sprs mit hochstens 24k # N\, < 2k2. Operationen berechnet. Fiir den Aufwand der

max
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Algorithmus 6.1.4 [vergleiche |12, Algorithm 8|] Die Funktion berechnet die Multiplika-
tion mit Nahfeld- und Kopplungsmatrizen der H2-Matrix H?(Tzx.7,V, W, N, S), wobei
die Hilfsvektoren y; mit 0 initialisiert seien.
function MuLT_BLOCK(b, N, S, x, (t)te77, ¥, (Yt)teTs)
(t,s) < b
if be E;XJ then
Yt = Yt + SpTs
elseif b€ L7, ; then
Yt = Yt + Noz)s
else >be 7-Ixj\£I><J
for b € chil(b) do
Murr _Brock(b, N, S, x, (zt)te77, Y, (Yt)teTs)
end for
end if
end function

Berechnung von yj; + Nyz|s im Falle von b € L7, ; gilt wegen ¢ € L7 und s € L7 die
obere Schranke 2#t#s < 2n2 . Damit folgt die Aufwandsabschétzung

max*
2 2 2 2
Z kaax + Z 2nmaux < 2 maX{nmax? kmax}#’TIXJ'
belt, , beLs, 4

Damit sind die Hilfsvektoren y; berechnet und die Produkte Hyxss fiir alle (t,s) € LT, 7
auf yj; addiert. Es bleibt V;y; effizient auszuwerten und dabei Mehrfachauswertungen zu
vermeiden. Es gilt fiir den Ergebnisvektor ohne Nahfeldanteil in einem Blattcluster t € L7

Yoo Viwi = Y. ViBywi = Vi + B+ By (o (0 + Buyn)))),
tepred(t) tepred(t)

wobei m = level(t) sei und t; jeweils den Vorgénger von t mit level(¢;) = i bezeichne.
Also ergibt sich eine Art Horner-Schema, auf dessen Basis die Riicktransformation der
Hilfsvektoren g zum Ergebnis y berechnet werden kann. Mit Hilfe dieses Ansatzes
formulieren wir Algorithmus [6.1.5] der die Berechnungen von der Wurzel ausgehend fiir
alle y;, t € Tz, zusammen ausfiihrt. Den Aufwand beschrénken wir in Lemma

Lemma 6.1.5
Es sei (Vi)ieT; eine Clusterbasis mit Rangverteilung x, kmax := maxie7, #r¢ und y; € R,
flir alle t € 77. Dann benétigt Algorithmus hochstens

2kmaxH#L + 2k #TT

Operationen zur Berechnung von y; =y, + depred(t) Vé‘ty,g und der Speicheraufwand
fir (yi)ie7; ist kleiner als kmax#77.
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Algorithmus 6.1.5 [siehe [12, Algorithm 7]] Die Funktion berechnet y mit y =
Yie + Ziepred(t’) V;g‘t/yg fir alle ¢’ € L7 fir die Familie (yy)re7, und die Clusterbasis
(V, E) im Clusterbaum 77 mit Rangverteilung .
function RUCKWARTSTRANSFORMATION(t, V. (yt)te77, Y)
if t € L7 then

Yie = Ype + Vi
else >teTr\Lr
for £ € chil(t) do
Yi = yi + By )
RUCKWARTSTRANSFORMATION(t, V, (yt)te77, Y) > top-down
end for
end if

end function

BEWEIS: [vergleiche [12, Lemma 3.41|] Weil wir in Lemma [6.1.2] die Matrix-Vektor-
Multiplikationen mit Uberschreiben in Algorithmus m gegen 2kmax abschétzen und fiir
die Matrix-Vektor-Multiplikationen mit Addition in Algorithmus dieselbe Schranke
gilt, folgt die Aufwandsabschétzung wie in Lemma [6.1.2

Fir die Hilfsvektoren werden fiir alle ¢ € 77 maximal k; < knax Eintriage gespeichert.
Durch Summieren ergibt sich die Abschétzung. [

Mit Hilfe dieser Funktionen kénnen wir die Matrix-Vektor-Multiplikation in Algorithmus
realisieren. Den Rechen- und Speicheraufwand schétzen wir in [6.1.6] ab.

Algorithmus 6.1.6 [vergleiche [12, Algorithm 8]] Die Funktion berechnet die H2-Matrix-
Vektor-Multiplikation y = y + Hz fiir eine H2-Matrix H = H?(Tzx7,V, W, N, S) mit
Rangverteilungen x und .

function H2MATRIX VEKTOR MULTIPLIKATION(H, z, y)

for s € T7 do > Initialisierung der Hilfsgrofen
zs+ 0 € RN
end for
for t € 77 do
yr 0 € RA
end for
VORWARTSTRANSFORMATION(r 7, W, x, (24)seT;) > Algorithmus [6.1.3
MuLr_BLOCK(rzxg, N, S, x, (z1)tes, ¥, (Yt)teTy) > Algorithmus [6.1.4
RUCKWARTSTRANSFORMATION(7z, V. (yt)te7s, Y) > Algorithmus |6.1.5

end function

Lemma 6.1.6
Es sei H = H?(Tzx7,V,W, S, N) eine H2-Matrix mit strikt zulissigem Blockbaum und
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Rangverteilungen x und \. Weiter seien

k = max{max #ry, max #\ und n = max{max #t, max #s}t.
max {te’fz# tjsETy# s} max {teﬁz# ’SELJ# }

Dann benoétigt der Algorithmus maximal

2kmaX(#Z + #j) + 2]{;1211&)((#7% + #Tj) + 2maX{nI2naxa kl%lax}#EXj

Rechenoperationen. Fiir die Hilfsvektoren werden hochstens kyax(#77 + #77) Eintrége
gespeichert.

BEWEIS: |vergleiche |12, Theorem 3.42|| Fiir das Anlegen der Hilfsvektoren sind keine
Rechenoperationen notwendig. Die Abschétzung fiir Rechen- und Speicheraufwand folgt
durch das Summieren der Schranken der Lemmata [6.1.3] [6.1.4] und [6.1.5] [

Der Rechenaufwand fiir die Matrix-Vektor-Multiplikation lasst sich also durch den zweifa-
chen Speicheraufwand fiir eine H2-Matrix beschriinken (siehe Lemma . Dies ist das
gleiche Ergebnis wie fiir vollbesetzte Matrizen und H-Matrizen.

Nachdem wir die Multiplikation von H2-Matrizen mit Vektoren untersucht haben, wenden
wir uns jetzt dem Produkt von H2-Matrizen mit nicht unterteilten Matrizen zu. Dabei
betrachten wir Matrizen im vollbesetzten Format und in der Drei-Term-Darstellung
VSWT. Dies sind die Matrixformate, die wir spéter in den Spezialfillen fiir das Produkt
von H2-Matrizen benétigen.

Das Produkt einer H2-Matrix mit einer voll gespeicherten Matrix realisieren wir spal-
tenweise mit Hilfe der H2-Matrix-Vektor-Multiplikation. Dazu bezeichnen wir den i-ten
Spaltenvektor einer Matrix X mit 2. Mit dieser Notation formulieren wir Algorithmus
dessen Aufwand wir in Lemma [6.1.7] untersuchen.

Algorithmus 6.1.7 Die Funktion berechnet die Multiplikation ¥ =Y + HX fiir eine
H2-Matrix H und zwei Matrizen X und Y.
function H2MATRIX MATRIX MULTIPLIKATION(H, X, Y)

for k € K do
H2MATRIX _VEKTOR_MULTIPLIKATION(H, z*, *) > Algorithmus
end for

end function

Lemma 6.1.7
Es sei H = H?*(Tzx.7,V,W, S, N) eine H2-Matrix mit strikt zuldssigem Blockbaum und
Rangverteilungen x und . Weiter seien X € R7*KX vy € RT*K,

k = max{max #kr¢, max #\ und n := max{max #t, max #s}.
max {tETI# t7s€7—j# s} max {teﬁz# 78€£j# }

Dann benétigt der Algorithmus [6.1.7] maximal

(2kmax(#L + #T) + 2ki#H#Tz+ #T7) + 2max{nl .. kia#T1x7) #K
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Rechenoperationen. Fiir die Hilfsvektoren werden hochstens kmax(#77 + #77) Eintrage
gespeichert.

BEWEIS: Der Algorithmus ruft #K-mal den Algorithmus auf. Mit Lemma
folgt die Abschéatzung fiir Rechen- und Speicheraufwand. [ ]

Die Matrizen in der Drei-Term-Darstellung U = V;.S, W tauchen in den zulissigen Blit-
tern der H2-Matrizen auf. Diese uniformen Matrizen wollen wir dann mit einer H?-Matrix
H multiplizieren, wobei wir das Ergebnis als Rang-/C-Darstellung berechnen, um spéater
das Niedrigrangupdate aus Kapitel [5] verwenden zu kénnen. Um die Berechnung einfach
zu halten, transformieren wir die uniforme Matrix zuerst in eine Rang-/C-Darstellung
U = R = ABT. Danach multiplizieren wir H und A mit Algorithmus und erhalten
die Niedrigrangmatrix R := ABT := (HA)BT = HU.

Mit Hilfe des Algorithmus kénnen wir die Multiplikation einer Clusterbasis mit einer
Matrix berechnen. Indem wir wie bei der Multiplikation einer H2-Matrix mit einer Matrix
spaltenweise vorgehen, erhalten wir Algorithmus [6.1.8] Dabei bezeichnen wir die Spalten
der Matrizen X und Y mit 2% bzw. 3. Den Aufwand fiir diese Berechnung schitzen wir
in Lemma [6.1.8 ab.

Algorithmus 6.1.8 Die Funktion berechnet die Multiplikation Y =Y + VX fiir eine
Clusterbasis V' mit Rangverteilung x und Matrizen X und Y.

function MULT CLUSTERBASIS MATRIX(t, V, X, Y)

for k € K do
MULT _CLUSTERBASIS _VEKTOR(t, V, ¢, 3/%) > Algorithmus
end for

end function

Lemma 6.1.8
Es sei (Vi)ier; eine Clusterbasis mit Rangverteilung x, X € Rez*K Y e RTXK und
Emax := maxic7; #K¢. Dann bendtigt der Algorithmus hochstens

(2kmax#I + 2k #T7) #K

Operationen.

BEWEIS: Die Abschitzung folgt aus Lemma [6.1.2 [ |

Mit Hilfe dieser Funktion kann eine uniforme Matrix einfach in eine Niedrigrangmatrix
konvertieren, indem wir fiir b = (¢,s) € L7, 7

ViSsWI = (ViSy)(W.Iy,)T = A,Bl

setzen. Diesen Ansatz verwenden wir in Algorithmus [6.1.9 und schétzen den Aufwand in
Lemma [6.1.9] ab.
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Algorithmus 6.1.9 Die Funktion konvertiert eine uniforme Matrix U = WS(M)WST mit
Clusterbasen V und W zu Clusterbdumen 77 bzw. 77 mit Rangverteilungen x bzw. A in
eine Rang-\,-Matrix R = ABT.

function UNIFORM RKMATRIX KONVERTIEREN(Z, s, U, R)

A=0¢eRX*

B =0¢€ R

MULT _CLUSTERBASIS MATRIX(t, V, S, A) > Algorithmus [6.1.8
MULT _CLUSTERBASIS MATRIX(s, W, I, B) > Algorithmus |6.1.8
R+ (A,B)

end function

Lemma 6.1.9

Es seien (V;)ie7z und (W,)se7, Clusterbasen mit Rangverteilungen s bzw. A, S €
RFz*Mg und U = VTISUW;‘Z. Dann gilt mit kpax := max{max;c7; #r¢, Maxser, #As}
fiir den Aufwand des Algorithmus die obere Schranke

2k12nax(#z + #\7) + 2k?nax(#7?[ + #TJ)

BEWEIs: In Algorithmus wird der Algorithmus zweimal aufgerufen. Die
Aufwandsabschitzung folgt mit Lemma, und #\; < Emax. n

Um den Rang des Ergebnisses zu minimieren, ist es in der Praxis sinnvoll, flir #r; < #As
die Matrizen A := ViI;, und B := WSS(q;s) zu setzen. Wir konnen also eine uniforme
Matrix mit linearem Aufwand in eine Niedrigrangmatrix konvertieren und damit den
oben beschriebenen Ansatz verwenden, um die Multiplikation einer H2-Matrix mit einer
uniformen Matrix zu berechnen. Dieses Vorgehen beschreiben wir in Algorithmus [6.1.10}

dessen Aufwand wir in Lemma [6.1.10] abschétzen.

Algorithmus 6.1.10 Die Funktion berechnet das Produkt R = HU einer uniformen
Matrix U = VUSUWE mit Clusterbdumen 77 und Tx und einer H2-Matrix H, wobei das
Ergebnis als Niedrigrangmatrix R = AB” gespeichert wird.
function H2MATRIX UNIFORM _MULTIPLIKATION(H, U, R)
UNIFORM _RKMATRIX KONVERTIEREN(r 7, ric, U, (A, B)) > Algorithmus[6.1.9
H2MATRIX _MATRIX MULTIPLIKATION(H, A, A) > Algorithmus [6.1.7
R+ (A,B)
end function

Lemma 6.1.10
Essei H = H*(Tzx7, Vi, Wh, Su, Ny ) eine H2-Matrix mit streng zuliissigem Blockbaum
und Rangverteilungen sz und Ag. Weiter seien (Vi s)se7, und (Wy,)re7i Clusterbasen

mit Rangverteilungen ky und Ay, Sy € Ry Ak ynd U = VU,TJSU,ijCW(;TK- Dann
gilt fiir den maximalen lokalen Rang

k = max{max #K g, Max #Ag s, MaX # K¢, Max #A
max {tETI# 7t’s€7"7# 75’1‘67"7# U,taseT’C# U,s}
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6.2 Produkt von H2-Matrizen

und die maximale Blattgrofe nmayx := max{max;c,, #t, maxse, 7 7S, MaXpery #r}, dass
der Algorithmus [6.1.10] héchstens

2kl (HL + 24T + #K) + 2k3 o (#T7 + 2#T7 + #7Tx)
+ 2 maX{n?nax? klznax}kmaX#TIXJ

Rechenoperationen bendtigt.

BEWEIS: Nach Lemma benotigt der Aufruf von Algorithmus [6.1.9] maximal
QkIQnaX(#j + #IC) + rignax(#TJ + #R)

Operationen. Weil der Rang der resultierenden Niedrigrangmatrix kleiner als kpax ist,
gilt fiir den Aufwand von Algorithmus nach Lemma die obere Schranke

Qkilax(#z + #j) + 2k;13nax(#7dz + #Tj) + 2 max{n?nax’ kj?nax}kmax#ﬁxf'

Daraus folgt die Behauptung. [ |

Damit kénnen wir die Multiplikation einer H2-Matrix mit einer uniformen Matrix in
linearem Aufwand berechnen. Im néchsten Abschnitt untersuchen wir die Multiplikation
zweier H2-Matrizen.

6.2 Produkt von #H2-Matrizen

Nachdem wir einige Spezialfille untersucht haben, konnen wir die Multiplikation zweier
H2-Matrizen beschreiben. Die Funktion fiir die Multiplikation modellieren wir in der
Form C 4 AB. Dies ist, wie am Anfang dieses Kapitels beschrieben, der hierarchischen
Blockstruktur geschuldet.

In 12, Theorem 7.29] ist ein H2-Matrix-Raum angegeben, in dem das Produkt C' + AB
enthalten ist. Allerdings haben die fiir die Darstellung verwendeten Clusterbasen deutlich
hoheren Rang als die urspriinglichen (siehe |12, Lemma 7.23]) und der verwendete
Blockbaum ist deutlich grofer (die Konstante der Schwachbesetztheit entspricht ca.
dem Quadrat der Konstanten der zugrunde liegenden Baume, siehe |12, Lemma 7.28]).
Stattdessen wollen wir das Ergebnis in einem H2-Matrix-Raum zum Blockbaum 77
der Matrix C mit adaptiven Clusterbasen approximieren. Als Erstes betrachten wir den
Fall, dass alle drei Matrizen weiter unterteilt sind. Dabei betrachten wir vorerst den
Fall, dass alle drei Matrizen in 2 x 2 Kinder unterteilt sind. Damit erhalten wir fiir die
Multiplikation der Form C + AB die Darstellung

(Cn Cl2> n (An A12> (Bn 312)
Cy Co Ag1 Axx) \B21 B2
(011 + A1 Bi1 + Ai12Ba1 Cia+ A1 Bz + A12B22>
Co1 + Ao B + AeBoy Cog + A1 Bia + A Bas ) -
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(Im allgemeinen Fall miissen wir alle # € chil*(¢), 5 € chil*(s) und # € chil*(r) durchlaufen
und jeweils das Produkt A|‘Ex ¢Bjsxx zur Teilmatrix C\‘Exf- addieren.) Dieser Ansatz fiihrt
zu einer Rekursion, die wir fiir die Félle, in denen einer der Blocke ein Blatt ist, auflésen
miissen. Wie schon in Kapitel [5] erwdhnt, wollen wir dann das Produkt von A und B
als Niedrigrangmatrix XY darstellen, um diese anschliefend per Niedrigrangupdate
zu C zu addieren. Die Aufgabe besteht also darin, AB in den verschiedenen Fillen als
Niedrigrangmatrix darzustellen.

Es sei A ein zuldssiges Blatt. Dann ist A durch eine uniforme Matrix dargestellt und wir
konnen AB effizient als Produkt einer H2-Matrix mit einer uniformen Matrix berechnen
(siehe Algorithmus [6.1.10). Das Resultat ist, wie gewiinscht, eine Niedrigrangmatrix.

Es sei A ein unzuléssiges Blatt. Dann ist A eine “kleine” vollbesetzte Matrix. Somit kénnen
wir AB effizient berechnen (sieche Algorithmus [6.1.7). Da das Resultat “wenige” Zeilen
besitzt, konnen wir es als Niedrigrangmatrix darstellen, indem wir die Identitét als linken
Faktor nutzen.

Falls B ein Blatt ist, konnen wir analog zu den Féllen von A vorgehen, um die Niedrig-
rangmatrix zu konstruieren.

Es bleibt der Fall, dass sowohl A als auch B keine Bléatter sind, aber C ein Blatt ist.
Fiir diesen Fall definieren wir eine Rekursion, die das Produkt AB approximativ als
Niedrigrangmatrix berechnet. Falls A oder B ein Blatt ist, gehen wir wie oben beschrieben
vor. Ansonsten rufen wir die Funktion rekursiv fiir die Teilblocke von A und B auf
und fassen die resultierenden Niedrigrangmatrizen approximativ zu einer neuen grofen
Niedrigrangmatrix zusammen.

Falls wir fiir die Blocke &’ und b” die Funktion rekursiv aufgerufen haben, addieren wir
das Ergebnis R zur Niedrigrangmatrix R. Dazu erweitern wir R durch Nullblscke auf die
Grofe von R und verwenden dann Algorithmus [2.4.5] Durch diesen Ansatz erhalten wir
Algorithmus , der das Produkt zweier #2-Matrizen durch eine Niedrigrangmatrix
approximiert. Diesen verwenden wir dann in dem rekursiven Multiplikations-Algorithmus
[6.2.2] zur Berechnung des Produkts von H2-Matrizen.

Bemerkung 6.2.1

Um die approximativen Algorithmen im Folgenden {ibersichtlich zu halten, fassen wir die
Optionen zum Kiirzen opt, die dabei verwendeten Genauigkeiten ez und €7, die Strategien
zur Berechnung der Skalierungen str sowie die Skalierungen wr, wy, 67 und 67 in dem
Parameter opt zusammen. Ebenso werden wir die Gewichte von H2-Matrizen beziiglich
der Zeilenbasis Z7 und der Spaltenbasis Z 7 in einer Grofe Z zusammenfassen.

Mit dieser Funktion kénnen wir den Algorithmus zur Berechnung des Produkts zweier
H2-Matrizen definieren, wobei das Ergebnis zu einer weiteren H?-Matrix addiert wird.
Diese besteht im Wesentlichen aus dem rekursiven Durchlaufen der jeweiligen Kinder
und im Falle, dass ein Block ein Blatt ist, dem Aufruf von Algorithmus [6.2.1] Weil die
Ergebnisse zu der Matrix C' addiert werden und wir dabei das Niedrigrangupdate aus
Kapitel [p| verwenden, miissen wir projizierte Gewichte fiir die Matrix mitfiihren. Die
Gewichte konnen wir nach den Bemerkungen [5.3.2 und [5.3.5] mit Hilfe der Algorithmen
[4.2.3] und [£.4.2] initialisieren.
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Algorithmus 6.2.1 Die Funktion approximiert das Produkt AB zweier H2-Matrizen A =
H2(Tzx7,Va, Wa,Na,Sa) und B = H*(T7xx, Ve, Ws, Np, Sg) mit Rangverteilungen
KA, A4, kp und Ap. Das Ergebnis wird als Rang-xp-Matrix R dargestellt.
function H2MATRIX PRODUKT RKMATRIZEN(t, s, r, A, B, R, opt)
if (t,s) € L7, ; then
H2MATRIX_ UNIFORM _ PRODUKT(BT, (W4, S, V4), R) > Algorithmus|[6.1.10]
else if (¢,s) € L7, ; then
H2MATRIX _MATRIX _PRODUKT(BT, N1, Y) > Algorithmus
R+ (It, Y)
else if (s,r) € E}XK then
H2MATRIX _UNIFORM_ PRODUKT(A4, (VB, Sp, Wg), R) > Algorithmus [6.1.10]
else if (s,r) € L, x then

H2MATRIX _MATRIX PRODUKT(A, Np, X) > Algorithmus
R+ (X, 1)

else > (t,s) & Lzx7 und (s,7) ¢ Lrxk
kp=0, X < 0cRX¥FR Y ¢ 0 R R+ (X,Y)

for { € chil*(t), 5 € chil*(s), ¥ € chil*(r) do
HBMATRI)(N_PRODUKT_RKMATRIZEN({, s, 7, A, B, E, opt)
(X,Y)«<R

X « 0 € R¥*a

X ~ X

~

Y <~ 0€R"™"r
[Fx k5 <Y
RKMATRIXfSUMME(()?, 17), R, opt) > Algorithmus m
end for
end if
end function

|E><I€R'

Um den Aufwand von Algorithmus [6.2.2] abzuschétzen, schéitzen wir einerseits die Anzahl
der rekursiven Aufrufe fiir die Algorithmen [6.2.2] und [6.2.1] ab und andererseits den
Aufwand fiir jeden Aufruf, wobei wir den Aufwand fiir die rekursiven Aufrufe weglassen.
Zuerst definieren wir einen Blockbaum, der die rekursiven Aufrufe widerspiegelt.

Definition 6.2.2
Es seien T7x 7 und Tz« x Blockbaume. Wir definieren den Produktbaum Tzx 7xx = (V, chil)
durch die Menge der Knoten

Vo= {((t,8),(s',7") € Trxg X Tyxic|s =" A level(b) = level(b)}
und fiir alle (b,b") € V' die Menge der Kinder

(chil(b) x chil(®)) NV, falls chil(b) # 0 # chil(¥)

0 sonst

chil(b,b) := {
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Algorithmus 6.2.2 Die Funktion berechnet approximativ das Produkt zweier H?2-
Matrizen A = H?(Tzx.7,Va, Wa, Na, Sa) und B = H?(T7xx, Ve, Wn, Np, Sp) mit Rang-
verteilungen k4 und A4 bzw. kg und Ap und addiert das Ergebnis zu einer weiteren
H2-Matrix C' = H?(Tzxic, Vo, We, Ne, Sc). Die Matrix C wird dabei mit dem Ergebnis
C + AB tiberschrieben.
function H2MATRIX PRODUKT(¢, s, 1, A, B, C, Z¢, opt)
if (¢, s) vE Trx7\Lzx7 N (5,7) € Toxi\Laxx N (t,r) € Tzxx\Lzxk then
for ¢ € chil*(t), § € chil*(s), 7 € chil*(r) do
H2MatriX _Propukt(f, 8, 7, A, B, C, Z¢, opt)

end for
else
H2MATRIX PRODUKT RKMATRIZEN(¢, s, r, A, B, R, opt)
> Algorithmus
NIEDRIGRANGUPDATE((t,7), C, Z¢, R, opt) > Algorithmus
end if

end function

Der Schnitt mit V' in der Definition der Kinder sorgt dafiir, dass der Spaltencluster des
ersten Blocks gleich dem Zeilenclusters des zweiten Blocks ist. Die Bedingung, dass die
Blocke jeweils auf gleichem Level sind, wird bereits dadurch erfiillt, dass ein Knoten im
Produktbaum nur Kinder besitzt, falls beide zugehdrigen Blocke keine Blatter sind. Als
Néchstes untersuchen wir, wie sich Summen iiber den Produktbaum abschétzen lassen.

Lemma 6.2.3
Es seien Tzx7 und T7xx Blockbdume und 7z« 7xx der Produktbaum aus Definition

Dann ist Tzx7xx ein Baum. Falls die Blockbaume Tz« 7 und 77k jeweils cgp 7 7-
bzw. ¢sp 7xi-schwachbesetzt sind, gilt fiir alle (¢,s) € Tzx s

#{(37 7’) € TJXIC ‘ ((ta 8)7 (SaT) € 7-IXJXIC} < Csp,T XK (62)
und fiir alle (s,7) € Trxx
#{(t,s) € Tzxg | ((t,5),(5,7) € Tzxgxk} < CspIx- (6.3)

In diesem Fall erhalten wir zusatzlich fiir die verschiedenen Summen {iber den Produkt-
baum die folgenden Abschitzungen:

#EXJXIC < Csp,IxJ Csp,TxK min{#ﬁa #ij #R}a (64)

Z #ﬁxs Csp,Ix T Csp,TxK (pI #7-1 + bg #Tj),
((t,S),(S,T))E'TIijK) (65)

Z #7;><r Csp,Ix T Csp,TxK (pj #TJ + pK #77C)a

((t75)7(5,7"))67—1><j><}c

IN

IN
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> #Te

((t)s)’(svr))eﬁxjxﬂ

> #Ts

((t,S),(S,T‘))EEXJX}C

> #Tx

((tvs)’(svT))GEXJX)C

IN

Csp,IxJ Csp,TxK pZ#7-I7

IN

CspIxJ Csp,TIxK DTH#T 7, (6.6)

IN

Csp,IxT Csp, T xK PKHETKC,

Z #t < Csp,IxJ CSP,JXICPZ#Ia
((tVS)?(SJ’))GEXJXK

Z #s < CspIxJ Csp,gxkPg#H#T  und (6.7)
((t,s),(S,T‘))G'TIXJX)C

>, #r

((t7s)’(s’r))€7}xJXK

IN

Csp,IxJ Csp,TxK p/C#lC‘

BEWEIS: Zuerst zeigen wir, dass Tzx 7xx ein Baum mit Wurzel rry 7xxc := (rzx7, T 7xK)
ist. Es sei (b,0") = ((t,5),(s,7)) € Trxaxk, (bi)%y = (ti, 5:)1" der Pfad von rzyxz zu b
und (b)), = (¢, s5)™, der Pfad von 77y zu . Dann gilt m = level(b) = level(b') = m/.
Wir zeigen, dass (b, b;)", ein Pfad von rzx7xx zu (b, V) ist.

Fir alle i € {0,...,m} gilt level(b;) = i = level(¥)), b; € Tzxy und b, € Trxx. Es sei
(§i)ie:\’§1(s) der Pfad von r7 zu s. Wegen der Definition der Kinder bei Blockbdumen gilt
si =38 =g, firallei € {0,...,level(s)} und s; = s = & fiir alle i € {level(s) +1,...,m}.
Also ist (b;,b]) € Tzxgxi fir alle i € {0,...,m} und (b;,b}) € chil((b;—1,b;_,)) fiir alle
i€ {l,...,m}. Damit ist (b;, b,)", ein Pfad von rzx 7xx zu (b, ).

Wir miissen zusiitzlich die Eindeutigkeit des Pfades nachweisen. Dazu sei (b;, IA);)?;O ein
Pfad von rzx7xx zu (b,b'). Nach Definition der Kinder ist dann (Bz)?lo der Pfad von
rzxg zu b und (B5)7, der Pfad von 77k zu 0. Damit gilt (b;, b;)7, = (b;, b})7, und
Tzx7xK ist ein Baum.

Die Blockbaume 77y 7 und T7xx seien cgp 7x7- bzw. csp 7xic-schwachbesetzt. Dann gilt
fir alle (¢,5) € Tzxs

#(s,7) € Ty | ((E,5), (s,7) € Tzxgxx} < #{r € Tel(s,7) € Tyxk} < Copaxk

und somit (6.2)). Fiir alle (s,r) € T7xx folgt analog (6.3)).
(6.4): Mit (6.2) und Lemma folgt fiir die Méachtigkeit des Produktbaums

#7-I><.7><1C < Z #{(S,T) ‘ ((tv 3)’ (37T)) S 7-IXJX’C}

(t73)€7—1><j

< #EXJ Csp, TxK < Csp,IxJ Csp,TxK mln{#’rZ) #7:’7}
und analog mit (6.3])

#HTrxgxk < #TTxK CopIxT < CspIxT Cop.gxic Min{# 77, #Tx}.
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6 Arithmetik

Wir nehmen das Minimum der beiden Abschitzungen und erhalten die Behauptung.

(6.5): Mit (6.2)) erhalten wir
> #Tes = Y S #Ts
((t78)7(5,1”))67—1'><‘7x}< (t75)67’1'><.7 ((tvs)v(svr))E’TIX]X)C

< Csp, T xK Z #ﬁxs

(t75)€7—1><j

Wir schreiben den Teilbaum als Nachfahren der Wurzel und nutzen aus, dass ein Block
(£, 3) genau dann Nachfahre von (¢, s) € Tz« 7 ist, wenn (¢, s) Vorfahre von (£, §) ist. Damit
kénnen wir die Summen entsprechend umsortieren und erhalten

Z #Texs = Csp, T XK Z Z 1

((t,s),(S,T‘))E'TIX T XK (t,S) €ETzxg (f,E)EdeSC(t,S)

= Csp,TxK Z Z 1

(£,5)€Tzx g (t,5)Epred(£,5)

< CspgxkPIxT #HT1x7-
Mit Lemma und pry 7 < max{pz,ps} folgt

> #Texs < CspIxJ CspTxk PIxg Min{#7Tz, #77}

((t75)7(577'))67—1><\7><1C
< CopIxT Csp,Txk (PT H#TT + 07 #T7).
Analog konnen wir mit (6.3)) die Summe tiber # 75y, abschétzen und erhalten die Aussage.
(6.6): Wie im Beweis von (6.5) folgt mit (6.2)

> #Te < copaxc Y. #T.

((t75)7(87r))67—IXJXK (tvs)ETZXJ

Mit der Schwachbesetztheit von Tz« 7 und einer dhnlichen Umsortierung von Summen
wie beim Beweis von (6.5 erhalten wir

Z #Tg < Csp,Ix T Z #Ty = Csp,IxT Z Z 1
(t,8)ETzx 7 teTz teTz tedesc(t)
= CspIxJ Z Z 1< Csp,IxT ZPI = Csp,IXJpI#,]L-D
teTr tepred(f) teTr

Die Summen der #75 bzw. #7, iiber Tz« 7xx konnen wir auf die gleiche Art mit (6.3))
abschétzen und erhalten so die Behauptung.

(6.7): Wie beim Beweis von folgt mit (/6.2))

Z #t < copgxk Z #t < CopTxg CopTxK PT HL,
((tvs)v(svr))EEXJXK (t75)67—1><..7
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6.2 Produkt von H2-Matrizen

wobei die zweite Ungleichung nach Lemma gilt. Die Aussage folgt mit (6.3)) per
analoger Abschétzung fiir die Summe der #s bzw. #r iiber Tzx 7xx- [

Weil die Elemente im Produktbaum genau den Aufrufen in Algorithmus[6.2.2]inklusive der
Aufrufe von Algorithmus entsprechen, konnen wir mit Lemma den Aufwand
fiir die H2-Matrix-Multiplikation berechnen. In Theorem schitzen wir den Aufwand
fiir den Algorithmus ab.

Theorem 6.2.4

Es seien Hy = H2(7-1'Xj, Va,Wa,Na,Sa), Hp = H2(TJ><IC7 Ve, Wp,Np,Sp) und He =
H?(Tzxx, Vo, We, No, Sc) mit Csp,A-s Csp,B- DZW. ¢4 c-schwachbesetzten und strikt zu-
lassigen Blockbdumen. Alle lokalen Rénge wéihrend des Algorithmus seien durch
Fmax beschriankt, nmax := max{max;c7; #t, max,c7, #s, max,c7; #r} sei die maximale
Groke eines Blattclusters und

Cehil := max{?éz%( # chil(t), ?61%)7( # chil(s), max # chil(r)}
sei die maximale Anzahl von Sohnen eines Clusters. Wir definieren

€1 = (8CCLPT + 32)C§hilk1?;1axa G2 = max{2kr2nax? 2kmaxNmax; (4Cq7" + 8)C§hilk1?nax}v
c3 i= max{2k3 . 2n3 3}, ey = (12 + degr + deapr )k

max

cs = (33 + 17cqr + cqresp + 9y Csp,c + T2¢sp,0 + 4Capr) max{k;ax, n?nax}.

und

Dann ist der Aufwand fiir die Aufrufe von Algorithmus [6.2.1] innerhalb von Algorithmus
[6.2.2] hochstens

C1Csp,ACsp, B min{#TI; #Tja #77C} + C2Csp,Acsp,B(pI#I + QPJ#j + p/C#IC)
+ 2C3Csp,Acsp,B(pI#7-I + 2pJ#TJ + p/C#TIC)

und der Aufwand fiir die Niedrigrangupdates in Algorithmus [6.2.2 hochstens

C4Csp,ACsp,B (PZ#I + p/C#’C) + C5Csp,ACsp,B (PZ#TI + pIC#TIC)-

BEWEIS: |vergleiche |17, Theorem 6|| Zuerst betrachten wir die Aufrufe von Algorith-
mus Dabei wollen wir jeweils den Aufwand fir ((¢,s), (s,7)) € Tzx7xk ohne die
rekursiven Aufrufe abschéitzen und betrachten dazu die einzelnen Falle.

1. Fall: Es sei (t,s) € E}rx 7+ Dann wird Algorithmus aufgerufen und bendtigt nach
Lemma [6.1.70] maximal

narc (FE + 288 + #1) + 2k (#Te + 2475 + #T)
+ 2 maX{n?nax? krznax}kmax#’];xr

Operationen.
2. Fall: Es sei (t,5) € L7, 7+ Dann wird Algorithmus aufgerufen. Der Aufwand fiir
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6 Arithmetik

diesen ist nach Lemma [6.1.7 wegen ¢ € L7 beschrankt durch

(2kmax(#s + #1) + 2kf (HTe + #T2) + 2max{niy, ki #Toxr) #t
< kaaxnmax(#s+#r) + Qkilaxnmax(#%'i_#ﬁ) + 2max{n?nax7kr2nax}nmax#7;><r'

3. Fall: Es sei (s,r) € L;XJ. Dann gilt analog zum 1. Fall die Schranke

hmax (FE + 245 + #r) + 2k (H#Te + 2475 + #7r)
+ 2 maX{n?nax? k?nax}kmax#ﬂxs‘

4. Fall: Es sei (s,r) € L7, 7- Analog zum 2. Fall folgt wegen r € L fiir den Aufwand die
Schranke

kaaxnmax(#t + #S) + 2kr2naxnmax(#7z + #7;) + 2 ma‘x{n?naxa k?nax}nmax#ﬁXS'

5. Fall: Es sei (t,5) ¢ L1xg und (s,7) & L7xx. Es seien ¢’ € chil*(t), s’ € chil*(s) und
r’ € chil*(r). Dann wird zuerst der Algorithmus |6.2.1| rekursiv fiir (¢, s, ") aufgerufen
und danach werden die Matrizen X und Y aufgestellt. Dabei werden fiir den aktuellen
Aufruf des Algorithmus keine Operationen benotigt. Anschlieffend addiert Algorithmus
()/(: , }7) zu der Niedrigrangmatrix R in weniger als

(car + 2)4kmax (#6 + #T) + (Capr + 4)8kihay
Operationen (siehe Lemma. Damit konnen wir den Aufwand im fiinften Fall durch
# chil* (1) # chil*(s)# chil® () ((cgr + 2)Ahma (#t + #1) + (Capr + 4)8kax)
beschrianken. Also werden in jedem Block des Produktbaums hichstens
c1 + co(F#t+2#s+#r) + c3(#Te +2#Ts + #T2) + c3(#Texs + #Toxs)

Operationen benotigt, um die Niedrigrangmatrizen aufzustellen. Mit Lemma folgt
die erste Aufwandsabschétzung fiir den Aufwand des Aufstellens der Niedrigrangmatrizen.
Fiir den Aufwand der Niedrigrangupdates gehen wir wie bei der ersten Abschétzung vor.
Der Algorithmus [6.2.2] ruft den Algorithmus [5.3.8| fiir das Niedrigrangupdate hochstens
einmal fir jeden Block des Produktbaums auf. Der Aufwand fiir solch einen Aufruf fiir
einen Block ((¢,s),(r,s)) € Tzxgxi mit (t,7) € Tzxi ist nach Theorem durch

(12 + degr + dcapr ) k2 o (Ft 4 #1)
+ (334 17cqr + Icqresy + 9¢) | Csp + T2¢sp + ACapr ) Kiax (#Te + #Tr)
+ 2cqp max{k;ax, nrznax}kmax(#n + #7Ts)

< cq(#t + #s) 4+ o5 (#Te + #7Ts)
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6.2 Produkt von H2-Matrizen

beschrankt. Mit Lemma [6.2.3] folgt die Behauptung. ]

Im Theorem [6.2.4 haben wir versucht, die Abschétzung relativ genau zu halten, um eine
Einschétzung der unterschiedlichen Teile des Algorithmus am Aufwand zu ermdoglichen.
Dabei ist es besonders wichtig, dass die Konstanten c;, c2, cs und ¢4 unabhéngig von
den c,4p-Konstanten sind. Nur c5 beinhaltet noch die Konstante ¢y, . Unter gewissen
Annahmen kénnen wir die Aufwandsabschétzung kiirzer fassen.

Bemerkung 6.2.5

Es existieren zwei Konstanten ¢; und ¢ derart, dass fiir alle Probleme, die die Annahmen
aus Bemerkung [3.4.7] erfiillen, der Aufwand fiir die Berechnung der Niedrigrangmatrizen
in Algorithmus [6.2.2] maximal

E1Csp, ACsp, BEmax (10g(T)#T + log(T)#T + log(K)#K)

Operationen und die Berechnung der Niedrigrangupdates héchstens

EaCsp, ACsp, BCsp.Chay 10g(T)#T + log(T)#T + log(K)#K)

Operationen benétigt. Die Aufwand fiir die Matrix-Matrix-Multiplikation liegt somit in
O (k3 ax (log(n)n)).

Fiir die Berechnung des Niedrigrangupdates steht in der Aufwandsabschétzung in Theorem
ein zuséatzlichen Faktor cg, ¢ im Vergleich zum Aufstellen der Niedrigrangmatrizen.
Insbesondere bei dreidimensionalen Problemen konnen die cy)-Konstanten grof werden. In
solchen Fallen fithrt der zusatzliche Faktor ¢, ¢ zu einem deutlichen Mehraufwand. Dies
motiviert den Ansatz in Kapitel [7, bei dem wir das Niedrigrangupdate nur im Teilbaum
Ty, ohne die Verwendung der Blockzeilen durchfiihren.

Die Berechnung der Multiplikation ist approximativ. Wir verzichten an dieser Stelle
auf eine detaillierte Fehleranalyse. Allerdings kénnen wir den Fehler fiir jedes Nied-
rigrangupdate und das Kiirzen der Niedrigrangmatrizen im Algorithmus jeweils
beschrénken. Im Gegensatz zur Fehleranalyse fiir das Niedrigrangupdate konnen wir dabei
keine Orthogonalitéten zwischen den einzelnen Fehlern erwarten. Allerdings kann der
Gesamtfehler einfach per Dreiecksungleichung durch die Summe der einzelnen Fehler
abgeschétzt werden.

Den Aufwand fiir die Inversion und Dreieckszerlegungen wollen wir spéter gegen den
Aufwand fiir die Matrix-Matrix-Multiplikation abschétzen. Dieses Vorgehen wird auch
in [26] fiir die Inversion von H-Matrizen und [17] fiir die LR-Zerlegung von H2-Matrizen
verwendet. Weil die adaptiven Rénge sich wahrend der Matrix-Matrix-Multiplikation we-
sentlich von den Réngen wéhrend der Inversion oder der Dreieckszerlegung unterscheiden
koénnen, vergleichen wir den Aufwand zur Matrix-Matrix-Multiplikation mit konstantem
Rang. Da der Aufwand monoton wachsend von den lokalen Réngen abhéngt, konnen wir
den Aufwand fiir den maximalen lokalen Rang als konstanten Rang als obere Schranke
verwenden.
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Definition 6.2.6

Es seien cgp-schwachbesetzte Blockbédume Tzx 7, T7xx, Trxic und ein lokaler Rang & € N
gegeben. Dann bezeichne Ny (Tzx7, Trxic, Trxi, k) den Aufwand fiir die Matrix-
Matrix-Multiplikation mit Algorithmus fiir H2-Matrizen zu den Blockbiumen Tz 7,
T7xx und Trxx mit konstantem lokalem Rang k, wobei wihrend des Algorithmus der
adaptive Rang immer gleich k£ gewahlt werde.

Bemerkung 6.2.7

Die Matrix-Matrix-Multiplikation fiir H2-Matrizen zu Blockbiumen Tz 7, T7xx und
Trxic ist durch Naraiavs (Tzx7, Tosics Trxic, kmax) beschriankt, wobei kpayx wie iiblich den
maximalen lokalen Rang bezeichnet. Diese Schranke gilt, weil der Aufwand monoton
wachsend im lokalen Rang ist.

6.3 Inversion von H2-Matrizen

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Berechnung der Inversen fiir #2-Matrizen. Dabei
verwenden wir eine Darstellung der Inversen mit Hilfe des Schur-Komplements, wie sie
in [31] und [26] fiir H-Matrizen oder in [12, Section 10.5] fiir H2-Matrizen verwendet wird.
Die Existenz der Darstellung der Inversen als hierarchische Matrizen ist in verschiedenen
Veroffentlichungen untersucht. Fiir elliptische partielle Differentialgleichung ist in |3]
gezeigt, dass die Inverse gewisser FEM-Steifigkeitsmatrizen sich als H-Matrix darstellen
lassen. Eine Erweiterung des Ergebnisses auch fiir H2-Matrizen ist in [11] bewiesen.
Beide Arbeiten verwenden den kontinuierlichen Losungsoperator. In [21] wird der diskrete
Lésungsoperator untersucht, um das Ergebnis fiir H-Matrizen zu beweisen. Auf &hnliche
Weise ist in [20] die Approximierbarkeit der Inversen des diskreten Einfachschichtpotentials
fiir BEM gezeigt. Diese Aussagen bilden die theoretische Grundlage zur Berechnung der
Inversen mit H2-Matrizen.

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass die vollbesetzten Matrizen, soweit notwendig,
invertierbar sind. Insbesondere nehmen wir an, dass alle Diagonalblocke des Blockbaums
unzuléssig sind. Fiir das Schur-Komplement S = Agy — A21Af11A12 eines Blocks mit 2 x 2
Kindern erhalten wir

(311 Bl2> o (All z412>_1 _ <A1_11+A1_11A125_1A21A1_11 —AﬁlAmS_l)
Bo1 Baa) A9 Agp —S5 1A Ay st '

Daraus ergeben sich folgende Schritte fiir die Berechnung der Inversen:
(i) Berechne By < (Aq1)~!

(11) Berechne die Hilfsgr('jféen Hio + (A11)71A12 = By1A12 und Hyy < Agl(AH)*l =
A21B11

(111) Stelle das Schur—Komplement A22 — S = A22 — A21A1_11A12 = A22 — A21H12 auf
(iv) Berechne Bag ¢ (A71)gy = S71

206



6.3 Inversion von H2-Matrizen

(V) Berechne By <+ (Ail)lg = —A Algs = —H19B9 und
By + (A™Y)91 = =S A9 A} = — B Hy

(Vi) Berechne By1 + (A_l)ll = (All)_l + (All)_lAlgs_lAgl(All)_l = B11 — H12B21

Also bendtigen wir als arithmetische Operationen zusétzlich zu der Inversion nur die
Matrix-Matrix-Multiplikationen in der in Abschnitt vorgestellten Form. Zusatzlich
miissen wir im Gegensatz zur Multiplikation die Kinder anordnen. Wir gehen deshalb im
weiteren davon aus, dass die Menge der Kinder fiir alle Cluster eine Anordnung besitzt.
Durch diese sind dann auch die Blécke geordnet.

Bemerkung 6.3.1

Bei der Berechnung der Inversen fiir H-Matrizen kann die urspriingliche Matrix mit dem
Ergebnis iiberschrieben werden. Bei unserem Ansatz der Arithmetik fiir H2-Matrizen
wiirde dies ein Problem ergeben, weil der Block Ail sich dann die Zeilenbasis mit Ais
und die Spaltenbasis mit Ao teilen miisste. Dies kann zu hoheren Réngen fiihren.

Fir die Durchfiihrbarkeit des Algorithmus problematischer ist allerdings die unterschiedli-
che Grofenordnung der verschiedenen Teilmatrizen. Dies kann wahrend der Approximation
innerhalb des Niedrigrangupdates zu tiberméfig grofen Fehlern fithren. In Experimenten
konnen wir beobachten, dass dies fiir die 1. Strategie zu derart grofen Fehlern fiihren kann,
dass die Ergebnisse keine gute Approximation fiir die Inverse liefern. Deshalb speichern
wir das Ergebnis in einer neuen Matrix B.

Weil wir uns nicht auf Clusterbdume mit jeweils zwei Kindern beschrinken wollen,
miissen wir uns iiberlegen, wie wir mit Clustern mit mehr als zwei Kindern umgehen.
(Im Fall eines Kinds rufen wir die Funktion direkt rekursiv auf.) Es sei t € 77\£z und
chil(t) =: {t1,...,t;}. Dann definieren wir fiir alle £ € {1,...,7} die Teilmatrizen

Agg . AgT AM
Ay = oo, A= (Aw oo Ap) Ay = :
ATE o ATT ATZ

Analog definieren wir die Teilmatrizen fiir B. Dann konnen wir obigen Ansatz bis zur
Berechnung des Schur-Komplements §22 = 1122 — ggl(An)*lglz anwenden. Wie oben
beschrieben speichern wir dieses in der Matrix ANQQ, welche wir entsprechend Schritt
(iv) invertieren miissen. Die Inverse berechnen wir, indem wir obigen Ansatz auf ggg
anwenden.

Also fithren wir die Schritte (i)-(iii) fiir i = 1 bis 7 — 1 und die Matrizen Ay und By mit
der Blockunterteilung

Ay = <;4~1€€ ; Ags ) und By = (lgee - By, >
w0 A1) e+1) « B+
durch, wobei A(4+1)(4+1) jeweils mit dem Schur-Komplement iiberschrieben wird. Danach

kénnen wir Schritt (iv) fiir A +r = Arr und B -~ = B,; per Rekursion berechnen. Schlieklich
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konnen wir fiir £ = 7 — 1 bis 1 die Schritte (v) und (vi) fiir die Matrizen gg@ und Egg mit
obiger Blockunterteilung durch. Dieser Ansatz fithrt zu Algorithmus [6.3.1]

Algorithmus 6.3.1 Die Funktion berechnet die Inverse fiir eine H2-Matrix A =
H2(Tzxz,V,W, N, S). Die Matrix A wird mit Hilfsgréfen iiberschrieben und das Er-
gebnis wird in der H2-Matrix B zum Blockbaum 77«7 gespeichert, wobei diese mit 0
initialisiert sein muss.
function H2MATRIX INVERSION(t, A, Z4, B, Zp, opt)
if {t1,...,t,} := chil(t) # () then
for/{=1toT—1do
H2MATRIX INVERSION(ty, A, Za, B, Zp, opt)
forie{¢+1,...,7} do
Hy,; + H*(Ti, xt,,0,0,0,0)
H2MATRIX _PRODUKT(ty, t¢, ti, B, A, Hy;, 0, opt)
H; ¢+ H*(Ti;xt,,0,0,0,0)
H2MATRIX _PRODUKT(t;, ty, tg, A, B, H;y, 0, opt)
forje{{+1,...,7} do
H2MATRIX _PRODUKT(t;, tr, tj, —H; 4, A, A, Zy, opt)
end for
end for
end for
H2MATRIX INVERSION(t,, A, Z4, B, Zp, opt)
for {=7—1to1do
forie{f+1,...,7} do
forje{f+1,...,7} do
H2MATRIX _PRODUKT(t;, t;, ty, —B, Hjy, B, Zp, opt)
H2MATRIX _PRODUKT(ty, t;, t;, —Hy;, B, B, Zp, opt)

end for
H2MATRIX _PRODUKT(ty, t;, to, —Hyi, B, B, Zp, opt)
> Algorithmus
end for
end for
else >te Lz und (tt) € L7, ;
B+ A1

end function

Weil der Algorithmus im Wesentlichen aus Matrix-Matrix-Multiplikationen besteht,
schatzen wir den Aufwand fiir die Inversion gegen den Aufwand des Matrix-Produkts ab.

Theorem 6.3.2

Es sei A = H?(Tzxz,V,W,N,S) und (t,t) € ’szj\ﬁij fiir alle t € 77. Alle lokalen
Rénge wihrend des Aufrufs von Algorithmus fiir A seien durch kp,ax beschrankt. Fiir
alle t € L1 sei der Aufwand von Algorithmus fiir eine vollbesetzte Matrix im Block
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(t,t) kleiner als Nasarar (Text, Texct, Text, Kmax)- Dann ist der Aufwand fiir die Inversion
von A mit Algorithmus kleiner als Ny (Tzxz, Toxz, Trxzs kmax)-

BEWEISs: |vergleiche |26, Theorem 2.29|| Fiir den Beweis zeigen wir fir alle t € Tz
per Induktion {iber # desc(t) € N, dass der Aufwand fiir die Inversion von Aj¢yy
mit Algorithmus kleiner als Nyrarns (Text, Texts Text, Kmax) ist. Es sel t € Tz mit
# desc(t) = 1. Dann gilt t € £7 und die Behauptung folgt nach Voraussetzung.

Es gelte die Aussage fiir alle ¢ € Tz mit # desc(t) < n € N-g. Es sei t € Tz mit # desc(t) =
n+1 > 1. Dann gilt t ¢ £z und fiir alle £ € chil(t) ist # desc(f) < #desc(t) = n + 1.
Also gilt die Induktionsbehauptung fiir alle £ € chil() =: {t1,...,t,}.

Um die Aussage fiir t zu beweisen, betrachten wir die rekursiven Aufrufe fiir die Algorith-
men [6.2.2(und [6.3.1} Da (¢,t) ¢ Lzx7 ist, gilt fiir die Multiplikation von A¢y¢ mit sich
selbst

NMMM(ﬁXtaﬁXtaﬁXtakmax) = Z NMMM(ﬁith;ﬂthkvﬁithakmax)'

ig.ke{l,...7}

Fiir die Inversion untersuchen wir, fiir welche Kombinationen von Clustern der Algorithmus
aufgerufen wird. In der ersten Schleife in Algorithmus werden fiir alle ¢ €
{1,...,7 — 1} die Multiplikation fiir die Cluster

{(to,to,ti) i€ {l+1,....7}} U{(ti,tete)|i€{l+1,...,7}}
UA{(ti te,t5) 4,5 € {€+1,...,7}}

berechnet. In der zweiten duferen Schleife werden fiir alle £ € {7 — 1,...,1} die Multipli-
kation fiir die Kombinationen

{(tastyte) |45 € {0+ 1, 7hy U{(testy,ts) i, 5 € {£+1,...,7}}
U {(tf,tiatf)u € {E—F].,,T}}

berechnet. Zusétzlich wird fir alle ¢ € {1,...,7} der Algorithmus aufgerufen.
Aufgrund der Induktionsvoraussetzung kénnen wir den Aufwand fiir diese Aufrufe fiir alle
Ce{l,...,7} gegen cNayaing (Teyxty> Teoxctss Topxtys kmax) abschitzen. Damit folgt fiir die
Inversion im Cluster ¢ die Aufwandsabschétzung

Z NMMM(ﬁithvﬁthka ﬂixtk, kmaX) = NMMM(ﬁXtvﬁXta 7;:><ta kmax)-

Z‘?j7ke{17"'77—}

Bemerkung 6.3.3
Indem wir die Inversion der vollbesetzten Diagonalblocke in Algorithmus |6.3.1| mit Hilfe
der LR-Zerlegung und des Vorwérts- und Riickwértseinsetzens berechnen, konnen wir die
Bedingung in Theorem erfiillen (siehe |42, Chapter 3]).

Aus Theorem [6.3.2] folgt zusammen mit Theorem [6.2.4] eine Aufwandsabschitzung fiir die
Inversion mit Algorithmus [6.3.1
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Das Theorem legt einen engen Zusammenhang zwischen dem Aufwand fiir die
Inversion und die Matrix-Multiplikation nahe. Fiir Berechnungen mit adaptiven Réngen,
die typischerweise genutzt werden, konnen allerdings die lokalen Range und somit auch
der Aufwand stark voneinander abweichen.

6.4 Vorwairtseinsetzen fiir H2-Matrizen

Nachdem wir die Inversion fiir H#2-Matrizen untersucht haben, wollen wir als Néchstes
Dreieckszerlegungen von H2-Matrizen untersuchen. Weil sich die Dreieckszerlegungen
typischerweise schneller als die Inverse berechnen lassen und sich auch das Losen per
Vorwérts- und Riickwértseinsetzen in den meisten Féllen in einem &hnlichen Aufwand wie
die Matrix-Vektor-Multiplikation durchfiihren lasst, werden approximative Dreieckszerle-
gungen haufig als Vorkonditionierer verwendet. Da wir fiir den Begriff der Dreiecksmatrix
eine Ordnung benétigen, definieren wir H2-Matrizen mit Dreiecksgestalt.

Definition 6.4.1

Es sei H = H?(Tzxz, V,W, N, S) eine H2-Matrix. Fiir alle ¢ € 77\ Lz sei die Menge der
Kinder chil(t) angeordnet und fiir alle t € L7 sei die Menge t angeordnet. Dann sagen
wir, dass H untere Dreiecksgestalt besitzt, falls

(i) fiir alle t € Tz der zugehérige Diagonal-Block unzuléssig ist, d.h. (¢,t) € Tzxz\LF, 7,

(ii) fir alle t € T7\Lz mit chil(t) = {t1,...,t;} die Blocke oberhalb der Diagonalen
gleich Null sind, d.h. Hg, ¢, = 0 fiir alle {(¢;,¢;) € chil(¢,¢)[i < j}, und

(iii) fir alle t € L7 der Blatt-Block untere Dreiecksgestalt hat, d.h. L; ; = 0 fiir alle
{(i,5) e t x t]i <j}.

Analog definieren wir die obere Dreiecksgestalt fiir H2-Matrizen.

Die Definition ist an die spéteren Algorithmen angelehnt. In folgender Bemerkung stellen
wir die Verbindung zu Dreiecksmatrizen im iiblichen Sinne her.

Bemerkung 6.4.2
Durch die Bedingungen aus Definition [6.4.1| konnen wir eine Anordnung der Indexmenge
7 konstruieren, beziiglich der eine H*-Matrix, die untere Dreiecksgestalt besitzt, eine
untere Dreiecksmatrix représentiert.

Um H2-Matrizen in Dreiecksgestalt effizient darzustellen, miissen wir die Nullblécke
speziell behandeln.

Bemerkung 6.4.3
Bei H-Matrizen werden Null-Blocke typischerweise mit Rang null dargestellt. Damit
erfordern diese Blocke (fast) keinen Aufwand fiir die Speicherung und fiir die Arithmetik.

210



6.4 Vorwiértseinsetzen fiir H2-Matrizen

Bei H2-Matrizen ist der Rang durch die Clusterbasen gegeben. Also wird fiir einen Null-
Block (t,s) € E%xj bei einfacher Implementierung die Kopplungsmatrix S ) = 0 €
R#*XAs gespeichert. Bei diesem Ansatz erfordert der Nullblock genauso viel Speicher- und
Rechenaufwand wie ein Nicht-Null-Block. Deshalb sollte bei der Implementierung darauf
geachtet werden, dass die Null-Blocke markiert sind, damit die Kopplungsmatrizen S )
nicht gespeichert werden miissen und bei Algorithmen ignoriert werden kénnen.

Bevor wir Dreieckszerlegungen fiir H2-Matrizen untersuchen, betrachten wir in diesem
Abschnitt das Vorwértseinsetzen Lx = y, wobei L eine quadratische untere Dreiecksmatrix,
y ein gegebener Vektor und x der gesuchte Vektor ist. Dies bendétigen wir nicht nur
fiir das Losen eines Gleichungssystems in Dreiecksgestalt, sondern auch wéhrend der
Berechnung der Dreieckszerlegungen in Abschnitt Dabei beschreiben wir den Ansatz
aus |12, Abschnitt 10.3].

In einem Diagonalblock (¢,t) der H2-Matrix L in unterer Dreiecksgestalt mit t € 77\ Lz
und chil(¢) = {¢1, t2} erhalten wir die Gleichung

(i) - () - )
Loyx1 + Looxa Lo Loz ) \ 22 1)’

Eine direkte Umsetzung dieses Ansatzes fiihrt zu den Schritten:
(i) Berechne Ljjz1 = y; rekursiv
(ii) Berechne das Produkt ys < yo — Lojx;

(iii) Berechne Losxy = yo — Lojx1 rekursiv

Dabei miisste auf jedem Level die Matrix-Vektor-Multiplikation mit linearem Aufwand
ausgefiihrt werden. Dies fiihrt zu einem suboptimalen log-linearen Gesamtaufwand fiir das
Vorwartseinsetzen. Der Effekt entsteht durch die mehrfache Transformation der Vektoren
mit den Clusterbasen. Um dies zu vermeiden, verwenden wir dhnlich zur Matrix-Vektor-
Multiplikation Familien von Hilfsvektoren derart, dass wir fiir den aktuellen Cluster t € Tz
den Vektor y; in der geschachtelten Darstellung

Yt = Yoig t Z Viyi
tedesc(t)

speichern und fiir den Ergebnisvektor zusétzlich zu = auch die Hilfsvektoren z; := WtT x
fiir alle £ € desc(t) berechnen.

Fiir den Fall, dass ¢ € Lz ein Blatt ist, konnen wir yj; = yo; + Viyr direkt auswerten.
Anschliefend berechnen wir L)y = yjg per Vorwértseinsetzen fiir vollbesetzte Matrizen.
Um den oben beschriebenen Ansatz fiir die Rekursion zu verwenden, miissen wir dann
noch den Hilfsvektor z; = Wz = W}l x)y berechnen.

Falls ¢t € T7\Lz kein Blatt ist, gehen wir rekursiv vor. Bevor wir die Funktion rekur-
siv aufrufen, miissen wir die geschachtelte Darstellung fiir y);, berechnen. Dank der
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geschachtelten Darstellung der Clusterbasen erhalten wir fiir y;, die Darstellung

Yt = Yot + Z Vi ¥ = Yoie, + Ve Euye + Z Viyg.
tedesc(t) tedesc(t1)

Wir miissen also lediglich Fy y; zu y:, addieren. Dann konnen wir fiir das Losen von
Ligyxt, %5, = Yjt, den Algorithmus fiir das Vorwértseinsetzen rekursiv aufrufen. Bei
diesem Aufruf wird nicht nur ¢, berechnet, sondern auch die Hilfsvektoren z; fiir alle
{ € desc(ty).

Algorithmus 6.4.1 [siche |12, Algorithmus 58]] Die Funktion 16st fiir eine H?-Matrix
L = H*(Tzxz, VL, WL, Np, Sp) mit unterer Dreiecksgestalt Lz = y per Vorwirtseinsetzen,
wobei y der gegebene Vektor und = der gesuchten Vektor ist. Die Hilfsvektoren seien mit
y=0€R*™ und x, =0 € RM fiir alle ¢ € 77 initialisiert.
function H2MATRIX _VEKTOR_ VORWARTSEINSETZEN(t, L, ¥, (¥i)ie7i» T, (Zf)ieT;)
if chil(t) = () then
Y < Y + Viwe
Tt ¢ LigxeYie

Ty — Wth|t
else > chil(t) # 0
{t1,...,t;} < chil(?)
for i=1to 7 do
Yt; < Y, + B, U
for je{l,...,i—1} do
MULT_BLOCK((ti’tj)v —N, =5, , (xf)feﬁj) Y, (y{)feﬂi)
> Algorithmus [6.1.4
end for
H2MATRIX VEKTOR _VORWARTSEINSETZEN(t;, L, v, (yf)fe”fti , T, (.’E{){efni )
Ty < T + Ftil'ti
end for
end if
end function

Im néchsten Schritt miissen wir Ly, ¢, T|¢, von y|g, abziehen. Weil wir z|¢, zusammen
mit den Hilfsvektoren z;, f € desc(t;), berechnet haben und Yjt, in der geschachtelten
Darstellung speichern, kénnen wir die Matrix-Vektor-Multiplikation mit Algorithmus
berechnen (vergleiche die Matrix-Vektor-Multiplikation in Abschnitt . Nach dem
Aufruf haben wir

y|t2 - L|t2><t1x|t1 = y0|t2 + Z V%yf
tedesc(t2)

als rekursive Darstellung gespeichert und kénnen g, samt der Hilfsvektoren zj, te
desc(tz2), per rekursiven Aufruf des Vorwirtseinsetzens fiir die Matrix Ly, ., berechnen.

212



6.4 Vorwiértseinsetzen fiir H2-Matrizen

Damit haben wir xj; und =; fiir alle ¢ € desc(t)\{t} und es bleibt z; aufzustellen. Durch
die geschachtelte Darstellung der Clusterbasis erhalten wir fir ¢ € 77\ Lz die Formel

= Wle = Z FthW{Tx = Z FtT:ct
techil(t) fechil(t)

Dieses Vorgehen fiihrt zu Algorithmus [6.4.1} Dabei speichern wir yo in y und initialisieren
ypy=0€R" und zy =0 € R* fiir alle ¢t € T7. Aulerdem ist Algorithmus derart
formuliert, dass die Anzahl der Kinder eines Clusters auch ungleich zwei sein kann. Den
Aufwand schiitzen wir in Lemma [6.4.4] ab.

Lemma 6.4.4

Es sei L = H?(Tzxz,V, W, N, S) eine H2-Matrix mit unterer Dreiecksgestalt. Dann ist der
Aufwand von Algorithmus [6.4.1] hchstens so grof wie die Matrix-Vektor-Multiplikation
flir L mit Algorithmus [6.1.6

BEWEIS: Die Operationen fiir die Hilfsvektoren z; und 1, t € 77, entsprechen der
Vorwérts- und Riickwértstransformation mit den Algorithmen und [6.1.5] wihrend der
Matrix-Vektor-Multiplikation. Auflerdem wird fiir alle Blocke unterhalb der Diagonalen
der Algorithmus [6.1.4) aufgerufen. Diese Aufrufe werden auch wihrend der Matrix-Vektor-
Multiplikation durch die Rekursion des fiir die Wurzel aufgerufenen Algorithmus
ausgefiihrt. In den Bléttern auf der Diagonalen wird das Vorwértseinsetzen fiir vollbesetzte
Matrizen durchgefiihrt, welches hochstens so viele Operationen wie die Matrix-Vektor-
Multiplikation benotigt (siehe [42, Chapter 3|). Damit folgt die Behauptung. [

Mit Hilfe des Vorwiértseinsetzens fiir Vektoren kénnen wir dies auch fiir Matrizen berechnen.
Dabei gehen wir wie fiir die Matrix-Matrix-Multiplikation spaltenweise vor und erhalten
den Algorithmus dessen Aufwand wir in Lemma abschétzen.

Algorithmus 6.4.2 Die Funktion berechnet X = L™'Y per Vorwiirtseinsetzen fiir eine
H2-Matrix L in unterer Dreiecksgestalt und eine Matrix Y € RT*7
function H2MATRIX MATRIX VORWARTSEINSETZEN(L, Y, X)

for j € J do
for t € 77 do
yr +— 0 € R™
z; 0 € RM
end for
H2MATRIX _ VEKTOR_ VORWARTSEINSETZEN(rz, L, v/, (y)icrs> 27, (9)iery)
> Algorithmus
end for

end function

Lemma 6.4.5

Es sei L = H?(Tzxz,V,W, N, S) eine H2-Matrix mit unterer Dreiecksgestalt. Dann ist
der Aufwand von Algorithmus fiir ein Y € RT*J hochstens so grok wie der Aufwand
fiir die Matrix-Matrix-Multiplikation von L und Y mit Algorithmus [6.1.7]
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BEWEIS: Weil der Aufwand von Algorithmus nur durch die Aufrufe von Algorithmus
entsteht, folgt die Abschitzung aus Lemma [6.4.4] [ ]

Das Ergebnis des Vorwértseinsetzens einer uniformen Matrix wollen wir wie bei der
Multiplikation als Niedrigrangmatrix speichern. Deshalb konvertieren wir die uniforme
Matrix zuerst in eine Niedrigrangmatrix R = ABT, wenden dann Algorithmus auf
den ersten Faktor an und erhalten L™'U = L7'R = (L7'A)B”. Damit erhalten wir
Algorithmus [6.4.3] dessen Aufwand wir in Lemma [6.4.6] abschétzen.

Algorithmus 6.4.3 Die Funktion berechnet R = L~!U fiir eine H?-Matrix L in unte-
rer Dreiecksgestalt und eine uniforme Matrix U = VUSUWIJ; , wobei das Ergebnis als
Niedrigrangmatrix R = ABT gespeichert wird.

function H2MATRIX UNIFORM _VORWARTSEINSETZEN(L, U, R)

UNIFORM _ RKMATRIX KONVERTIEREN(U, (ﬁ, B)) > Algorithmus |6.1.9
H2MATRIX _MATRIX _VORWARTSEINSETZEN(L, A, A) > Algorithmus [6.4.2
R+ (A,B)

end function

Lemma 6.4.6

Es sei L = H?(Tzxz, Vi, WL, S1, N1,) eine H?-Matrix mit unterer Dreiecksgestalt. Weiter
seien (Vys)se7; und (W, )re7, Clusterbasen mit Rangverteilungen ry und Ay, Sy €
RV XArs und U = VUrr SUTx jW(; »p- Dann benotigt Algorithmus fir L und U
maximal so viele Operationen wie die entsprechende Matrix-Matrix-Multiplikation mit

Algorithmus

BEWEIS: Zuerst wird in beiden Algorithmen der Algorithmus [6.1.9] aufgerufen. Danach
ruft Algorithmus[6.4.3]den Algorithmus Dieser benétigt nach Lemma [6.4.6| hochstens
so viele Operationen, wie der von Algorithmus [6.1.10] aufgerufene Algorithmus[6.1.7] Damit
folgt die Behauptung. [ |

Mit Hilfe dieser Funktionen kénnen wir das Vorwértseinsetzen fiir H#2-Matrizen formulieren
(vergleiche [17]). Dabei gehen wir davon aus, dass das Ergebnis X in der gleichen Struktur
wie die Ausgangsmatrix Y dargestellt wird. Falls L und Y in 2 x 2 Kinder unterteilt sind,

erhalten wir
<Y11 Y12> <L11 ><X11 X12>
Yor Yoo Lo Lo ) \ Xo1 Xo2
_ < L1 Xn L11X12 >

Lo1 X171+ LooXo1  Lo1 X192 + LooXoo

WEeil beide Spalten analog zu behandeln sind, gehen wir nur auf die Erste ein. Fiir diese
miissen wir folgende drei Schritte durchfithren:

(i) Berechne per Vorwértseinsetzen X117 LilYH

214



6.4 Vorwiértseinsetzen fiir H2-Matrizen

(ii) Berechne die Hilfsgréﬁe Hgl — Y21 — L21X11
(iii) Berechne per Vorwirtseinsetzen Xop < L2_21H21 = L2_21(Y12 — L91 X11)

Zusétzlich zu dem Fall, dass beide Blocke (¢,t) und (¢, s) unterteilt sind, miissen wir die
Félle, dass einer der Blocke ein Blatt ist, untersuchen.

Algorithmus 6.4.4 Die Funktion berechnet per Vorwértseinsetzen X = LY fiir gegebene
H2-Matrizen L = 'HQ('TIXI, Vi, Wi, Np, SL) und Y = H2<7-I><j, Vv, Wy, Ny, Sy), wobel
L untere Dreiecksgestalt habe und (L)~ ! fiir alle ¢t € L7 gegeben sei. Das Ergebnis
wird als H2-Matrix X = H?(Tzx.7,Vx, Wx, Nx,Sx) gespeichert, die als Nullmatrix
initialisiert sei. Die Matrix Y wird teilweise mit Hilfsgrofsen iiberschrieben.
function H2MATRIX VORWARTSEINSETZEN(t, s, L, ((Ltxt) iery, Yy Zy, X, Zx,
opt)

if (t,t) ¢ Lz N (t, S) ¢ LZXJ then
{s1,..., 80} < chil(s)*, {t1,...,t:} < chil(¢)
for i =1to 7 do
for je{l,...,0} do
H2MATRIX _VORWARTSEINSETZEN(t;, sj, L, ((Ltxt) ez, Y, 2y
X, Zx, opt)
forte{i+1,...,7} do
H2MATRIX _PRODUKT(ty, t;, 55, —L, X, Y, Zy, opt)

> Algorithmus
end for
end for
end for
else if (t,t) € L1x7 then >te L, (t,t) € L1
B+ 0 € Rsxt

H2MATRIX MATRIX _MULTIPLIKATION((Yixs)?, (Lixt) ™", B)
> Algorithmus [6.1.

NIEDRIGRANGUPDATE((t, ), X, Zx, (Iy, B), opt) > Algorithmus
else if (t,s) € L1x7 then >t¢ L, (t,s) ¢ E;XJ
H2MATRIX _UNIFORM _ VORWARTSEINSETZEN(t, L, (Vy 1, Sy,(t,5), Wy,s), R)

> Algorithmus

NIEDRIGRANGUPDATE((t, s), X, Zx, R, opt)
end if
end function

1. Fall: Es sei (t,t) € Lzx7. Weil wir annehmen, dass L untere Dreiecksgestalt besitzt,
folgt (t,t) € L7, 7. In der in 17| betrachteten vereinfachten Situation folgt in diesem
Fall (t,s) € L7, ; und die Berechnung kann vollbesetzt durchgefiihrt werden. In der
Praxis konnen wir dies typischerweise nicht sicherstellen, weil wir fiir #2-Matrizen strikt
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zuldssige Blockbdume verwenden. Um den Aufwand trotzdem gegen die Matrix-Matrix-
Multiplikation abschétzen zu kénnen, nehmen wir an, dass fiir den Block (¢,¢) die Inverse
(tht)*l bereits berechnet ist. Dann kénnen wir ahnlich zur Matrix-Matrix-Multiplikation
vorgehen. Wir berechnen zuerst B := (Yixs)? (Ltxt)” 7 und danach addieren wir B als
Niedrigrangmatrix (I, B) zu X mit Hilfe des Niedrigrangupdates aus Kapitel .

2. Fall: Es sei (t,t) ¢ Lzxz und (t,s) € Lzxy. Dann ist ¢ ¢ L7 und somit (¢,s) €
EIXJ\EEXJ = £;XJ. In diesem Fall berechnen wir R := (Lxt) ' Yixs mit Algorithmus
[6.4.3] und addieren dann R mit Hilfe des Niedrigrangupdate zu X.

Damit sind alle Falle behandelt, wobei wir bei der Rekursion vom Fall mit 2 Kindern
wie bei der Inversion zum allgemeinen Fall iibergehen. Daraus ergibt sich der rekursive
Algorithmus fiir die Berechnung der Vorwértseinsetzens fiir Matrizen im H2-Matrix-
Format. Den Aufwand fiir die Berechnungen schitzen wir in Lemma [6.4.7] gegen den
Aufwand von entsprechenden Matrix-Produkten ab.

Lemma 6.4.7

Es seien L = H?(Tzxz, Vi, W, Nz, Sz) und Y = H?(Tzx 7, Vv, Wy, Ny, Sy) zwei H>2-
Matrizen, wobei L untere Dreiecksgestalt habe und (tht)_l fir alle t € L7 gegeben
sei. Dann ist der Aufwand von Algorithmus [6.4.2] aufgerufen fiir L und Y, hochstens
Nyt (Tzxz, Trx 7, Trx 7> kmax), wobel kpax den maximalen lokalen Rang wihrend des
Algorithmus [6.4.4] bezeichne.

BEWEIS: Wir zeigen fiir alle ¢ € 77 per Induktion iiber # desc(t), dass fiir alle (¢, s) €
Tzx 7 der Aufwand fiir Algorithmus aufgerufen fiir die Teilmatrizen L¢x¢ und Yixs
hochstens Nasarar (Texe, Texss Toxs Kmax) ist.

Es sei t € Tz mit #desc(t) =1 und (t,s) € Tzxs. Dann gilt t € £7 und (¢,t) € L7 und
Algorithmus [6.4.4] ruft erst Algorithmus [6.1.7 und dann Algorithmus [5.3.8 auf. Damit ist
in diesem Fall der Aufwand hochsten Ny (Text, Texcs, Texs Kmax)-

Es sei n € Ny derart, dass die Induktionsbehauptung gilt. Weiter sei ¢ € 77 mit
#desc(t) =n+1> 1 und (t,8) € Trx7. Dann ist t € T7\Lz. Also gilt desc(f) < n und
somit die Induktionsbehauptung fiir alle £ € {t1,...,t,} := chil(t) # 0.

Wir unterscheiden die beiden Félle, ob der Block (t, s) ein Blatt ist oder nicht. Falls der
Block ein Blatt ist, muss (t,s) € Lzx 7 gelten, weil ¢ € T7\Lz gilt und somit (¢,s) & L7, ;
folgt.

1. Fall: Es sei (t,s) € LT, ;.

Dann wird erst Algorithmus aufgerufen, der nach Lemma [6.4.6] weniger Operationen
als der Aufruf von Algorithmus flir die Multiplikation der gleichen Matrizen bend-
tigt. Anschliekend wird wie fiir die Matrix-Matrix-Multiplikation das Niedrigrangupdate
berechnet. Also benétigt in diesem Fall Algorithmus [6.4.4] hochstens so viele Operationen
wie Algorithmus [6.2.2] d. h. maximal Nasarar (Texct, Texss Texs, Kmax)-

2. Fall: Es sei (t,s) ¢ L1x7.

Nach Induktionsbehauptung kénnen wir die rekursiven Aufrufe von Algorithmus fiir
die Cluster f € chil(t) und § € chil*(s) durch NMyrarm (Tesis Tixss Tonss Kmax) beschriinken.
Weil wir die Aufrufe des Algorithmus fiir das Matrix-Produkt auch entsprechend
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abschétzen konnen, erhalten wir fiir den Aufwand die obere Schranke

Z NMMM(’]%XEa’]EX§77%X§akmaX)+ Z NMMM(ﬁgtiﬁiXSj;ﬁgxsjakmax)

§€echil*(s) je{l,....0}
Le{i+1,..,7}
- Z NMMM(ﬁgXtmﬂiXSjaﬁgXSjakmax) S NMMM(ﬁXtyﬁXsaﬂXsakmax)-
e{1,...,7}
je{l,....0}
tefi,..., 7}

Bei der tatséchlichen algorithmischen Umsetzung konnen wir ohne die Inversion der
Diagonalblocke auskommen, indem wir das Vorwértseinsetzen fiir vollbesetzte Matrizen
verwenden. Dabei ist der Fall, dass (t,t) € L7, 7 und (¢,s) ¢ L7, ; ist, allerdings nicht so
einfach gegen den Aufwand fiir das Matrix-Produkt abzuschétzen. Deshalb bietet es sich
fiir die theoretische Betrachtung an, den obigen Ansatz zu wahlen.

6.5 Dreieckszerlegungen von H?-Matrizen

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wie Dreieckszerlegungen fiir H2-Matrizen konstru-
iert werden konnen. Dabei verwenden wir den gleichen blockweisen Ansatz, wie er bei
‘H-Matrizen verwendet wird. Die Anwendung von Dreieckszerlegungen im Kontext von
‘H-Matrizen wird in [1,2}20,21}27,128] untersucht, wobei im dritten und vierten Artikel
insbesondere spezielle Clusterstrategien fiir FEM-Steifigkeitsmatrizen betrachtet werden.
Fiir H2-Matrizen wird in [17] die LR-Zerlegung basierend auf Niedrigrangmatrizen be-
schrieben und der Aufwand abgeschétzt. Dabei ist zu beachten, dass die Faktoren L und
R als einzelne H2-Matrizen und nicht wie bei H-Matrizen zusammen in der Struktur der
Ausgangsmatrix A gespeichert werden. Dies liegt vor allem daran, dass wir nicht davon
ausgehen kénnen, dass L und R mit den gleichen Clusterbasen effizient darstellbar sind und
aufgrund der Normierung des Faktors L typischerweise unterschiedliche Gréfenordnungen
besitzen. Die Cholesky-Zerlegung fiir H2-Matrizen in der Form A = LDLT wird in [4]
beschrieben und fiir die Berechnung von Eigenwerten von symmetrischen H2-Matrizen
mit Hilfe eines Slicing-the-Spectrum-Ansatzes verwendet. Deshalb beschrénken wir uns
an dieser Stelle auf die Beschreibung der Cholesky-Zerlegung in der Form A = LL”, weil
die unterschiedlichen Arten der Dreieckszerlegung auf den gleichen Ideen basieren. Wie
schon bei der Inversion gehen wir dabei davon aus, dass die zu berechnenden Zerlegungen
fiir die vollbesetzten Matrizen existieren.

Im Falle einer symmetrischen, positiv definiten Matrix kann die Cholesky-Zerlegung
berechnet werden. Wir wollen diese approximativ im #2-Matrix-Format berechnen, wobei
wir davon ausgehen, dass die urspriingliche Matrix A bereits als H?-Matrix vorliegt. Den
Faktor L wollen wir in der gleichen Blockstruktur wie A speichern. Wie bei der Inversion
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betrachten wir zuerst den Fall, dass die Matrizen in 2 x 2 Kinder unterteilten sind. Fiir
diesen erhalten wir die zu erfiillende Gleichung

(All A12> _ <L11 ) <L1T1 Lle> _ <L11L1T1 Ly LY, )

Aoy Aze)  \Lai Lo LL) = \LaLl, LoLL + Lol )
Dabei sind die Gleichungen Ao = Llngl und Ao = LglL?l aufgrund der Symmetrie
von A aquivalent. Wir gehen davon aus, dass die Matrix A in unterer Dreiecksgestalt
gespeichert ist (aufgrund der Symmetrie miissen die Eintrige oberhalb der Diagonalen
nicht gespeichert werden). Dies hat den Vorteil, dass die Clusterbasen kleinere Teile
beschreiben miissen und wir mit potentiell kleineren Réngen arbeiten kénnen. Deshalb

verwenden wir nur Blocke unterhalb der Diagonalen zur Beschreibung des Algorithmus.
Fiir die Berechnung der Cholesky-Zerlegung erhalten wir folgende Schritte:

(

) Berechne die Cholesky-Zerlegung LllLfl — A1y
(ii) Berechne LI, <— L' AT per Vorwirtseinsetzen
iii)
iv)

1
(iii) Berechne die Hilfsgrofe Hog < Aoy — Lo L1

(iv) Berechne die Cholesky-Zerlegung L22L§2 < Hog = A9y — L21L§F1

Also benétigen wir nur das Matrix-Produkt aus Abschnitt und das Vorwirtseinsetzen
aus Abschnitt Fiir die Hilfsmatrix entspricht

Hyy = Agy — LoyL3) = Agg— A L' LAY, = Aoy — AyjAjlAs = S

dem Schur-Komplement S. Dieses speichern wir wie bei der Inversion im Block Aos.
Mit diesem Vorgehen erhalten wir Algorithmus [6.5.1 wobei wir wie bei er Inversion
vom Fall mit 2 Kindern zum allgemeinen Fall tibergehen. Den Aufwand schétzen wir in
Theorem [6.5.1] wie bei der Inversion gegen den Aufwand fiir das Matrix-Produkt ab.

Theorem 6.5.1

Es sei A = H?(Tzxz,V,W, N, S) eine H?-Matrix mit (¢,t) € TIXI\E%xI fiir alle t €
7z. Der maximale lokale Rang wihrend des Aufrufs von Algorithmus sel kmax.
Der Aufwand fiir die Berechnung der Cholesky-Zerlegung und die Invertierung des
resultierenden L-Faktors fiir eine vollbesetzte Matrix X € R¥*t sei fiir alle ¢ € £7 kleiner
als Ny (Texts Texct, Texts kmax ). Dann ist der Aufwand fiir die Cholesky-Zerlegung von
A mit Algorithmus kleiner als Ny (Tzxz, Toxz, T2x T, Kmax)

BEWEIs: Wir zeigen, dass fir alle t € 77 der Aufwand fiir die Cholesky-Zerlegung von
A mit Algorithmus kleiner als Ny (Texts Text, Text, Kmax) ist, per Induktion
tiber #desc(t) € Nyg. Fiir ¢ € Tz mit #desc(t) = 1 gilt ¢ € L. Also berechnet
der Algorithmus @ erst die Cholesky-Zerlegung der vollbesetzten Matrix Ny ;) =
NL,(tJ)NLT,(t,t) und danach die Inverse von Ny, ;4. Nach Voraussetzung bendtigt dies
hochstens Ny (Text, Texct, Texct, kmax) Operationen.

Es sei n € Ny derart, dass die Behauptung fiir alle t € 77 mit # desc(t) < n gilt. Weiter
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6.5 Dreieckszerlegungen von H?-Matrizen

Algorithmus 6.5.1 Die Funktion berechnet die Cholesky-Zerlegung fiir eine H?-Matrix
A =H*(Tzxz,Va,Wa,Na, Sa). Die Matrix A wird mit Hilfsgréfen iiberschrieben und
das Ergebnis wird in der H2-Matrix L = H?(Tzxz, VL, W1, N1, S1) gespeichert, wobei
diese mit 0 initialisiert sein muss.
function H2MATRIX _CHOLESKY (¢, A, Za, L, ((Ltxt) Viecs, Z1, opt)
if ¢t € 77\ Lz then
{t1,...,t;} < chil(t)
for /=1to 7 do
H2MATRIX CHOLESKY (tg, A, Za, L, (Ltxt) Viecy, Z1, opt)
forje{l+1,...,7} do
H2MATRIX _VORWARTSEINSETZEN (g, t;, L, (Ltxt) Diecy, AT, Za
LT, Z;r, opt) > Algorithmus m

end for
fori,je{l+1,...,7} do
H2MATRIX _PRODUKT(t;,ts, tj, —L, LT, A, Z 4, opt)

> Algorithmus
end for
end for
else >te Lzund (t,t) € L, 1
N NL iy ¢ Nae
Lese & Vi
end if

end function

sei t € Tz mit # desc(t) = n + 1. Dann ist t € T7\Lz. Es gilt # desc(f) < n und somit
die Induktionsbehauptung fiir alle £ € chil(¢) =: {t1,...,t,}. Also ist der Aufwand fiir die
rekursiven Aufrufe von Algorithmus durch

T

ZNMMM(ﬁgtha 725th7 72(><t37 kmax)
=1

beschrankt. Die Aufrufe von Algorithmus fiir das Vorwiértseinsetzen benétigen nach
Lemma [6.4.7 maximal

T T
Z Z NMMM(’];Zth7ﬁgthaﬁgth)kmaX)
=1 j=0+1

Operationen. Die Multiplikationen mit Algorithmus [6.2.2] bendtigen maximal

Z Z Z Nurvem (Teiscts Tegxt; s Tegxt; > Fmax)

0=1 i=¢+1 j=0+1
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6 Arithmetik

Operationen. Zusammen erhalten wir die obere Schranke

ZZZNMMM(ﬁitiﬁgxtjuﬁixtjakmax) S NMMM(ﬁXt77;Xt77ZXt7kmaX)'
(=1 i= j=¢
(6.8)

Damit folgt die Behauptung. [

Bemerkung 6.5.2

Indem wir die Inversion des L-Faktors per Vorwéartseinsetzens berechnen, kénnen wir die
Bedingung in Theorem erfiillen (siehe |42, Chapter 3]).

Aus Theorem [6.5.1] folgt zusammen mit Theorem [6.2.4] eine Aufwandsabschitzung fiir die
Cholesky-Zerlegung mit Algorithmus [6.3.1]

Fiir vollbesetzte Matrizen konnen wir den Aufwand fiir die Cholesky-Zerlegung gegen 1/6
des Aufwands fiir das Matrix-Produkt abschétzen. Ein solcher Faktor ist fiir 72?-Matrizen
nicht zu erwarten, weil bereits fiir das Vorwértseinsetzen fiir #2-Matrizen mit Vektoren
mehr als die Hélfte der Operationen der entsprechenden Matrix-Vektor-Multiplikation
notwendig sind (siche Algorithmus . Allerdings ist in zu sehen, dass an dieser
Stelle der Aufwand grob abgeschétzt wird. Wir verzichten hier auf weitergehende Unter-
suchung.

In diesem Kapitel haben wir Algorithmen vorgestellt, die das Matrix-Produkt, die Inversi-
on und Cholesky-Zerlegungen (exemplarisch fiir die Dreieckszerlegungen) fiir H2-Matrizen
in log-linearem Aufwand berechnen. Dabei sparen wir im Vergleich zu den Aufwandsab-
schétzungen fiir H-Matrizen einen Logarithmus als Faktor ein (siehe |26, Theorem 2.24]).
Im néchsten Kapitel beschreiben wir eine Modifikation des Niedrigrangupdates, das insbe-
sondere fiir Probleme mit grofsen Konstanten fiir die Schwachbesetztheit der Blockbédume
den Aufwand reduziert.

Bemerkung 6.5.3

Aufgrund der Symmetrie der Ausgangsmatrix konnen wir darauf verzichten, die Blocke
oberhalb der Diagonalen zu speichern. Bei der Implementierung in [39] werden diese als
Nullblécke, wie sie in Bemerkung [6.4.3] beschrieben sind, gespeichert.

Fiir eine hohere Effizienz kann die Berechnung des Schur-Komplements derart gestaltet
werden, dass die Blocke oberhalb der Diagonalen nicht mit berechnet werden. Dies ist
aktuell in |39] noch nicht umgesetzt.
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7 Niedrigrangupdates fiir rekursive
Algorithmen

Das Niedrigrangupdate aus Kapitel [5| haben wir derart gestaltet, dass es unabhéngig
von der Reihenfolge der Updates ist. Allerdings sind die in Kapitel [6] vorgestellten Al-
gorithmen zur Arithmetik alle rekursiv formuliert. Deshalb gehen wir bei den in diesem
Kapitel vorgestellten Varianten davon aus, dass die Niedrigrangupdates innerhalb einer
Funktion (z.B. Matrix-Matrix-Multiplikation) ausgefithrt werden, die den Blockbaum der
H2-Matrix H = H?(Tzx7,V, W, N, S), fiir die die Updates berechnet werden, rekursiv
durchléuft. (Bei der Multiplikation C' <— C' + AB entspricht H der Zielmatrix C.) Diese
Tatsache wollen wir in diesem Kapitel nutzen, um einerseits auf die Projektionen in den
Clusterbasen und Gewichten zu verzichten (siehe die Definitionen [5.3.1| und [5.3.4)) und
zweitens den Aufwand fiir das Niedrigrangupdate in einem Block b = (£, 3) € Tz 7 auf die
Teilbdume T, 75 und 7T, ohne Durchlaufen der entsprechenden Blockzeilen und -spalten
beschrinken.

Das erste Ziel erreichen wir in Abschnitt [.T] durch die 1. Variante. Diese nutzt den rekur-
siven Durchlauf, um statt mit projizierten Clusterbasen und Gewichten mit orthogonalen
Clusterbasen und adaptiven Gewichten zu arbeiten. Aufferdem kommt diese Variante mit
weniger gespeicherten Hilfsgrofsen aus. Um dies zu erreichen, definieren wir zusétzliche
Hilfsfunktionen fiir das Durchlaufen des Blockbaums.

Mit der 2. Variante aus Abschnitt[7.2 erhalten wir die Vorteile der 1. Variante und beschran-
ken zusatzlich den Aufwand auf die Teilbdume T;, 75 und 7. Das Niedrigrangupdate
aus Kapitel |5| durchlauft die Blockzeilen bzw. -spalten der beteiligten Cluster. Dies fiithrt
dazu, dass fiir die Aufwandsabschétzung in Theorem die csp-Konstante fiir die
H2-Matrix des Updates auftaucht. Dies vermeiden wir bei der 2. Variante dadurch, dass
alle Berechnungen nur in den Teilbdumen 7, 7; und 75 zum aktuellen Blocks b= (, 5)
durchgefiihrt werden.

Dazu fiihren wir spezielle Speicherformate fiir die Kopplungsmatrizen und die notwendi-
gen Hilfsgrofen ein, die darauf basieren, dass wir die Matrizen nur im aktuellen Block b
aktualisieren. Dies fiihrt zwar zu aufwendigeren Hilfsfunktionen beim Durchlaufen des
Blockbaums, hat aber den Vorteil, dass die Blockzeilen/-spalten wihrend des Updates
nicht durchlaufen werden. Dies spart uns einen Faktor ¢y, bei der Aufwandsabschétzung,
welcher sich vor allem bei dreidimensionalen Problemen bemerkbar macht.

In Abschnitt stellen wir den Algorithmus fiir das Matrix-Produkt C < C + AB
mit dem Niedrigrangupdate in der 2. Variante vor. Dieser ist anders strukturiert als der
Algorithmus in Kapitel [f] Um den Aufwand fiir die Hilfsfunktionen zu reduzieren,

durchlaufen wir den Blockbaum der Zielmatrix C' nur einmal rekursiv und speichern
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7 Niedrigrangupdates fiir rekursive Algorithmen

die Matrixpaare, die jeweils zu einem Block addiert werden miissen, in einer Liste. In
Kombination mit dem neuen Update fiihrt das dazu, dass in der Aufwandsabschétzung
fiir die Updates wéihrend der Multiplikation nur noch die cg,-Konstante der Zielmatrix C'
und diese einfach vorkommt.

Zur Veranschaulichung der Funktionsweise der beiden Varianten geben wir jeweils einen
Prototyp fiir einen rekursiven Algorithmus an, der die neuen Niedrigrangupdates ver-
wendet. Dabei verwenden wir Prolog und Epilog-Funktionen die vor bzw. nach den
rekursiven Aufrufen verwendet werden, um die von den Updates bendtigten Hilfsgrofsen
aktuell zu halten. Um die Prototypen in den Abschnitten und sowie das Matrix-
Produkt Abschnitt [7.3] iibersichtlich zu gestalten, verwenden wir die verkiirzte Notation
aus Bemerkung fiir die Formulierung die Update-, Prolog- und Epilog-Algorithmen.

7.1 1.Variante

Bei der 1. Variante vermeiden wir, mit projizierten Clusterbasen und Gewichten zu arbeiten.
Wie wir beim allgemeinen Update gesehen haben, konnen wir nicht ohne zusétzlichen
Aufwand sicherstellen, in allen Clustern orthogonale Clusterbasen und adaptive Gewichte
zu haben. Allerdings werden diese auch nicht fiir das lokale Niedrigrangupdate bendtigt.
Sobald wir adaptive Gewichte fiir die Teilbdume 7; und 73 berechnet haben, kénnen wir
die adaptiven Clusterbasen und die lokalen Projektionen wie in Abschnitt [5.3] berechnen.
Fiir die adaptiven Gewichte (siche Definition im Teilbaum benétigen wir die
adaptiven Gewichte der Eltern, falls diese existieren, und orthogonale Gewichte fiir den
Teil der Clusterbasis, der nicht orthogonal ist. Deshalb gehen wir davon aus, dass erstens
die Clusterbasen in wesentlichen Teilen orthogonal sind, d. h., dass

Vi, Wy fiir alle t € Tz\(pred(£)\{t}), s € T7\(pred(3)\{5}) orthogonal (7.1)

und zweitens
adaptive Gewichte Zz;, Z7  fiir alle t € pred(f)\{t}, s € pred(5)\{5} gegeben (7.2)

sind. Fiir das einzelne Update bendtigen wir in lediglich ¢ € Tz\(7; U pred())
und s € T7\(7z U pred(3)) und in (7.2) nur ¢t = par(f) und s = par(§). Die stirkeren
Voraussetzungen bendtigen wir, damit beim Abwiértslaufen im Baum und beim
Aufwartslaufen im Baum erhalten bleibt. Bevor wir zeigen, dass die beiden Vorausset-
zungen ausreichen, um das Niedrigrangupdate lokal zu berechnen, beweisen wir eine

technische Aussage zu den erweiterten Clusterbasen (siehe Definition |5.1.1)).
Lemma 7.1.1

Es sei H = H*(Tzx7,V,W, N, S) eine H2-Matrix, R = ABT eine Niedrigrangmatrix mit
Rang-KC-Darstellung und b = (£, 3) € Tzx.7. Falls V; fiir alle t € 77\ (7; U pred(f)) und Wy
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7.1 1. Variante

fiir alle s € T7\(7s U pred(§)) orthogonal sind, folgt fiir alle (¢,s) € L7y 7

teTy,s¢Ts = W(W, B, 3); ist orthogonal und
t¢ T, s€Ts = V(V, A,1); ist orthogonal.

BEWEIS: Es sei (t,s) € L7x7 mit t € T; und s & Ts. Weil (t,3) € Tzxg, t € T; und
(t,s) € Lzxs ist, folgt aus Lemma m , dass s ¢ (pred(5)\{s}) gilt. Somit gilt
s € T7\(7z U pred()) und nach Definition [5.1.1 1 ist W(W, B,3)s = W, orthogonal.

Die zweite Aussage folgt analog. [

Wir wollen die adaptiven Gewichte wie in Abschnitt [5.3]durch Algorithmus[5.3.7berechnen.
Im folgenden Lemma zeigen wir, dass die projizierten Gewichte aus Lemma [£-377 unter
den Voraussetzungen und adaptive Gewichte sind, falls fiir die Teilbdume 7;
und Tz orthogonale Gewichte gegeben sind.

Lemma 7.1.2

Es sei H = H*(Tzx7,V,W, S, N) eine H2-Matrix, R = AB” eine Niedrigrangmatrix mit

Rang-K-Darstellung, b = (£, 5) € Tz, ein Block mit R € R2*7 und H := H(H, R,b) =
HE(Tzw g, V, W,N, S). Die Spaltenbasw W sei fiir alle s € T7\(7s U pred(8)) orthogonal.

Weiter seien Skalierungen w,o € R IXJ und 0,6 € RZID mit wy, = @ fiir alle b € £, 7\T;
und 0, = 6, fiir alle t € T\ T; gegeben. Es seien (Oy)se7; orthogonale Gewichte fiir die
Clusterbasis W im Teilbaum Tz und, falls £ # 77 ist, fiir £ := par(t) _ein adaptives Gewicht
Z¢von H zu w und 0 gegeben. Dann ist fiir alle t € T; die Matrix Z(Tzx7, H,V,@,0); €
RF**Ct aus Lemma ein adaptives Gewicht von H zu & und 6 mit Rangverteilung E .

BEWEIS: Nach Lemma[5.3.12 berechnet Algorithmus[5.3.7| projizierte Gewichte. Dies folgt
aus Lemma [5.3.9] Nach Bemerkung handelt es sich dabei um adaptive Gewichte,
falls fiir alle ¢ € 7; und alle s € row(t) die Clusterbasis W, orthogonal ist oder ein
orthogonales Gewicht O, berechnet wurde und Z; ein adaptives Gewicht ist. Letzteres
folgt aus der Voraussetzung. Es sei t € T; und s € row(t).

1. Fall: Es sei s € Ts. Dann ist nach Voraussetzung ein orthogonales Gewicht O, gegeben.
2. Fall: Es sei s ¢ Ts. In diesem Fall ist nach Lemma W orthogonal. Damit folgt die
Behauptung. [ |

Also geniigen die Voraussetzungen und sowie orthogonale Gewichte in den
Teilbdumen 7; und Tz, um adaptive Gewichte mit Algorithmus zu berechnen. In
Algorithmus definieren wir das Niedrigrangupdate fiir die 1. Variante.

Diese entspricht im Wesentlichen der allgemeinen Variante aus Abschnitt wobei wir
allerdings auf die Neuberechnung der projizierten Gewichte in den Teilbdumen 7; und 75
verzichten konnen.
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Algorithmus 7.1.1 Die Funktion berechnet das Niedrigrangupdate einer H2-Matrix
H = H*(Tzx7,V,W, N, S) fiir eine Rang-K-Matrix R = AB7 fiir die 1. Variante. Wir
verwenden die verkiirzte Notation nach Bemerkung [6.2.1}

function NIEDRIGRANGUPDATE_VARIANTEl(5, H, Z, R, opt)

(7-I><.77(‘/7E)7(W7F)7N75) «—H
LOKALE _ORTHOGONALE _GEWICHTE(f, V, k, A, K, Oz, pr) > Algorithmus
LOKALE ORTHOGONALE GEWICHTE(S, W, A\, B, K, Oz, p7)
SKALIERUNG(E S, k, \, Oz, pz, O7, p7, Opt, WT) > Algorithmus
SKALIERUNG (b7, ST, A\, k, O7, p7, Oz, pz, opt, W)
LOKALE PROJIZIERTE _ GEWICHTE(t, Tzx 7,1, E, S, k, K, Oz, p1, Z7,071,07)
LOKALE_PROJIZIERTE_GEWICHTE( ,7}1;J,5,F,S N, 07,07, Z7,w07,07)

> Algorithmus [5.3.2
LOKALE _ADAPTIVE _CLUSTERBASIS(Z, t, V, s, A, K, Z1, (z, R, O1, opt, 1)
LOKALE _ADAPTIVE CLUSTERBASIS(3, §, W, \, B, K, Z7, (7, A\, C7, opt,e7)

> Algorithmus [5.3.3]
LOKALEiH2—MATRIX—PROJEKTION(Z~), N, S, k, N\, A, B, K, Cz, %, Cs, N

> Algorithmus [5.3.6]
end function

Wie in Theorem [5.3.20] fiir die allgemeine Variante zeigen wir in Lemma[7.1.3] dass sich der
Aufwand durch die Grofen der Teilbdume beschranken ldsst und dass die Voraussetzungen
des Niedrigrangupdates durch das Update erhalten bleiben.

Lemma 7.1.3 (Aufwand des Niedrigrangupdates)

Es sei H = H?(Tzx7,V, W, S, N) eine H2-Matrix mit csp—schwachbebetztem strikt zuléssi-
gem Blockbaum 777 und fiir die Clusterbasen V und W gelte (7.1]). Weiter sei R = ABT
eine Niedrigrangmatrix mit Rang-X- Darstellung und b = (¢, s) E Tzx 7 ein Block mit

R e ]RIXJ Fiir die Skaherungen wr € RS IXJ und 07 € R f bzw. wy € RMIXJ) und

07 € R { gelte (7.2)). Es seien kmax = max{max;c7; #nt,#lC maxseTj #)\ } und
Nmax = max{maxtegz #t, max,er, #s}. Dann bendtigt der Algorithmus 8| fiir die

Berechnung von H ~ H + R hochstens

(12 + degr + Acapr ) hmax (#E + #8)
+ (30 + 16¢qr 4 8cqresp + 8¢y Csp + 64csp + 4capr)k§nax(#7% + #75)
+ Csp maX{kmax? Ignax}klmax(#ﬁ + #7%)
Operationen. Die H2-Matrix-Darstellung von H wird mit der von H mit Clusterbasen V

und W iiberschrieben, die (7.1) erfiillen. Dann erfiillen die alten Gewichte Z7 und Z7
auch fiir die neue Matrix H die Bedingung ((7.2)) zu den Skalierungen wz, w7, 67 und 6.

BEWEIS: Um H zu berechnen, wird Algorithmus im Block b aufgerufen. Die
Berechnung der orthogonalen Gewichte fiir H := H (H R b) in 7; und 75 benétigt nach
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Lemma [5.3.8 hochstens

46‘]7" k;r2nax(:/%'éE + #g) + (4 + SCQT) max(#T + #T)

Operationen. Die Skalierungen werden nach Lemma mit Algorithmus 2| in nicht
mehr als 8(7 + ¢ ) cspkiax (#T; + #75) Operationen berechnet Nach Lemma n und
Bemerkung berechnet Algorithmus adaptive Gewichte H zu den Skalierungen
wr, W7, 67 und 6 7, wobei diese aukerhalb der Teilbdume 7T, T; und 7z gleich den alten
gesetzt werden. Fiir den Aufwand gilt nach Lemma [5.3.13] die obere Schranke

(6csp + Bcgresp + 8cgr +8) max(#T + #Ts).
Danach werden die neuen Clusterbasen V und W in T; bzw. Ts in héchstens

(40(1177“ + 16) max(#t + #S) (80!1177“ + 36) max(#T + #T)

Operationen aufgestellt (siehe Lemma . Dabei werden die Ergebnisse in V' bzw.
W gespeichert und gleichzeitig die Basiswechsel C' und D berechnet. Also sind die
neuen Clusterbasen V und W in V bzw. W gespeichert und nach Lemma erfiillen
die Clusterbasen V und W die Bedingung . Mit den Basiswechseln werden die
Nahfeld- und Kopplungsmatrizen der beziiglich V und W lokal projizierten Matrix H
mit Algorithmus nach Lemma in weniger als

QCSP(2k + max{6kmax7 ilax}kmax)(#ﬁ + #7%)

max

Operationen berechnet. Dabei werden die alten Kopplungs- und Nahfeldmatrizen mit
den neuen iiberschrieben. Zusammen folgt die Schranke fiir den Gesamtaufwand von
Algorithmus [7.1.1]

Wegen Lemma und Lemma [5.2.1| gilt fiir alle ¢ € pred(f)\{f} und die zum adaptiven
Gewicht gehorige orthogonale Matrix Py

X(Tzxg, H,wr,07)e = (v, + 1) X (Tzx g, H, wz, 07)1
= (Ily; + Uy e)VaZr Pre = ViZz+Pry.

Also sind die alten Gewichte fiir die Zeilenbasis auch adaptive Gewichte fiir die neue
Matrix. Analog folgt die Aussage fiir die Gewichte der Spaltenbasis. [ |

Bemerkung 7.1.4

Der Fehler fiir das Niedrigrangupdate in der 1. Variante lasst sich wie fiir das Niedrig-
rangupdate aus Kapitel [5| abschéitzen und es gelten die Fehlerschranken aus Abschnitt
Weil wir fiir das Update in der 1. Variante adaptive Gewichte verwenden, gilt
mit € = 0 und in der Fehlerabschétzung aus Lemma entfallt der Term 1/(1 — €).

Um diese Variante des Niedrigrangupdates umzusetzen, miissen wir sicherstellen, dass
die Voraussetzungen ([7.1]) und ([7.2) erfiillt sind. Vor dem Aufruf der rekursiven Funktion

kénnen wir die Voraussetzungen folgendermafsen initialisieren.
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Bemerkung 7.1.5 (Initialisierung von und (7.2))

Die Initialisierung der Bedingung erreichen wir durch die Orthogonalisierung der #2-
Matrix-Darstellung mit Algorithmus [£.2.3] Weil die Wurzeln rz und rs keine Vorfahren
aufer sich selbst haben, ist die Bedingung fiir den Block b = rrx g trivial.

Im néchsten Schritt definieren wir den Algorithmus der die Voraussetzungen beim
Abwirtslaufen im Baum sicherstellt. Dieser berechnet lediglich adaptive Gewichte fiir die
aktuellen Cluster # und 3. In Lemma zeigen wir, dass dies ausreicht. Zuvor stellen
wir mit Algorithmus die Berechnung eines adaptiven Gewichts fiir einen Cluster vor,
wobei davon ausgegangen wird, dass alle beteiligten Spaltenclusterbasen orthogonal sind.
Es handelt sich dabei um eine Adaption von Algorithmus [£.4.2}

Algorithmus 7.1.2 Die Funktion berechnet ein adaptives Gewicht zu w und 6 fiir den
Cluster t, vorausgesetzt, dass das adaptive Gewicht fiir das Elter par(t) bekannt ist und
W fiir alle s € row(t) orthogonal ist.
function ADAPTIVES _GEWICHT _CLUSTER(t, E, S, K, A, w, 0, Z, ()
C— U s
serow(t)
if t # rz then
f « par(t)
LU Ct’
end if
Z; € Rrext
for s € row(t) do

1
Ztigns < g Olts)

end for
if t # rz then
> 1
Zt\xth{ < HjEtZt
end if R
QR-ZERLEGUNG(Z!, £, €, k¢, P, ZF, &) > Algorithmus m

end function

Lemma 7.1.6
Es sei H = H*(Tzx7,V, W, N, S) eine H2-Matrix mit csp-schwachbesetztem Blockbaum

und Rangverteilungen x = (k¢)ie7; und A = (\s)se7, . Es seien b = (£, 3) € Tzxg\Lzx7
und die Voraussetzungen und erfiillt. Falls t # rr ist, gelte fiir die Rangver-
teilungen des adaptiven Gewichts #CLpar({) < #Iipar(f) und, falls § # r 7 ist, gelte fiir
die Rangverteilungen des adaptiven Gewichts #( 7 par(s) < #Kpar(s)- Dann bendtigt der
Algorithmus aufgerufen in b hochstens

2(csp + CspCqr + cqr + 3)k§1ax

Operationen, wobei kpax := max{max;c7; #k¢, MaXse7, #As} sei. Auberdem sind die

Voraussetzungen ((7.1)) und (|7.2)) nach dem Aufruf von Algorithmus fiir alle b € chil(b)
erfiillt.
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7.1 1. Variante

Algorithmus 7.1.3 Die Funktion stellt sicher, dass die Voraussetzungen (7.1) und
(7.2) fiir alle Kinder b € chil(b) erfiillt sind. Dabei wird davon ausgegangen, dass die
Voraussetzungen fiir b erfillt sind.

function PROLOG _VARIANTEL (b, H, Z, opt)
(t,3) < b
(7‘I><\77(‘/7E)7(W7F)7N75) «—H
if £ € 77\ Lz then
ADAPTIVES _GEWICHT _CLUSTER(Z, E, S, k, \, wr, 07, Z1, (1)
> Algorithmus [7.1.2
end if
if 5 € 7T7\Ls then
ADAPTIVES _GEWICHT _CLUSTER(S, F, ST, X\, k, w7, 07, Z7, C7)
> Algorithmus [7.1.2]
end if
end function

BEWEIS: Es sei b = (£, 5) € chil(h). Wir betrachten die Zeilencluster. Der Beweis fiir die
Spaltencluster verlduft analog. Es gilt £ € chil*(f).

1. Fall: Es sei t € L7. In diesem Fall fiihrt Algorithmus fir die Zeilencluster
keine Berechnungen aus. Es gilt £ = . Insbesondere gilt pred(f)\{f} = pred(f)\{t}
und 77\ (pred(H)\{t}) = TI\(pred(f)\v{tN}). Also sind die Voraussetzungen und

beziiglich der Zeilencluster auch fiir b erfiillt.

2. Fall: Es sei t € T7\Lz. Dann gilt € chil(f) und 77\ (pred(£)\{£}) C 77\ (pred(f)\{t}).
Somit iibertrigt sich die Voraussetzung fiir die Zeilen auf b.

Wegen der Voraussetzung ist W fiir alle s € 77\ (pred(8)\{5}) orthogonal. Nach
Lemma gilt s ¢ pred(5)\{5} fiir alle s € row(#). Damit ist W, orthogonal und
Oy := I, ein orthogonales Gewicht fiir alle s € row(f). Also berechnet Algorithmus
in diesem Fall ein adaptives Gewicht fiir ¢ (siche Lemma und Bemerkung
Mit pred()\{f} = (pred(f)\{t}) U{t} folgt die Voraussetzung fiir die Zeilencluster.
Der Algorithmus skaliert die Kopplungsmatrizen S, fiir alle s € row(t). Dies
benoétigt maximal Zserow(f) H#HriHNs < csphZa < cspkd o Operationen. Falls das Elter
{ := par(f) existiert, kommt die Berechnung des skalierten Produkts el{EtZt/ in hochstens
S#HrHR A < 3k3 .. Operationen hinzu. Fiir die Berechnung der QR-Zerlegung werden
nach Lemma [2.4.3] maximal

cqr#e#ﬁt mm{#ﬁ, #’it} S Cqr (Cspkmax + kmax)k?nax = qu<csp + 1)]9?113;{'

Fiir die Spaltenbasis kénnen wir den Aufwand analog abschétzen und die Aussage folgt. m

Mit Algorithmus konnen wir sicherstellen, dass die Voraussetzungen (|7.1)) und ((7.2)
beim Abwirtslaufen im Blockbaum erhalten bleiben. Nach Lemma [7.1.3] werden die
Bedingungen auch durch das Niedrigrangupdate der 1. Variante erhalten. Weil wir den
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7 Niedrigrangupdates fiir rekursive Algorithmen

Algorithmus [7.1.3| nur einmal fiir die Rekursion aufrufen wollen und zwischen den rekursi-
ven Aufrufen fiir die verschiedenen Kinder keine weiteren Hilfsberechnungen vornehmen
wollen, miissen wir sichergehen, dass die Voraussetzungen und beim Wechsel
von einem Kind zum néchsten erhalten bleibt.

Lemma 7.1.7 ~
Es sei H = H?*(Tzx7,V,W, N, S) eine H2-Matrix, b = (£,3) € Tzx7\Lzx7s und b =
(,5) € chil(b). Weiter seien die Voraussetzungen (7.1) und (7.2) fiir b erfiillt. Dann sind

und fir alle b € chil(b) erfiillt.

BEWEIS: Es sei b = (t,5) € chil(b). Wir betrachten wieder die Zeilencluster, weil die
Aussagen fiir die Spaltencluster analog gelten.

1. Fall: Es sei t € L7. Dann gilt t = ¢ = £ und somit die Aussage.

2. Fall: BEs sei t € T7\Lz. Dann gilt pred(t)\{t} = pred(#) = pred(f)\{f}. Damit stellen
die Voraussetzungen und fiir b und b beziiglich der Zeilencluster dieselben
Bedingungen an die gleichen Mengen. Also folgt die Behauptung. [ |

Es bleibt, die Voraussetzungen beim Aufwértslaufen im Blockbaum sicherzustellen. Dazu
reicht es aus, die Clusterbasen V; und Wj des aktuellen Blocks zu orthogonalisieren. (Wir
zeigen dies in Lemma . Weil wir davon ausgehen konnen, dass die Clusterbasen der
Kinder orthogonal sind, reicht ein Schritt (ohne Rekursion) von Algorithmus aus.
Dazu definieren wir Algorithmus

Algorithmus 7.1.4 Die Funktion orthogonalisiert die Clusterbasis V' im Cluster t €
Tz\ Lz unter der Voraussetzung, dass sie fiir die Kinder orthogonal ist. Dabei wird die alte
Clusterbasis V mit der neuen V iiberschrieben und der Basiswechsel C; mitberechnet.
function ORTHOGONALE _ CLUSTERBASIS _ CLUSTER(Z, E, K, C, &)
f U Ky
techil(t)
‘Z c RZX Kt
for { € chil(t) do
V;|P{><l€t A Ef
end for
QR—ZERLEGUNG(XZ, L0, ke, @t, Cy, Ry) > siehe Algorithmus m
for 7 € chil(t) do
Ey < Qi) xw,
end for
if t # rz then
E; + C,E; € RFt*%¢
end if
end function

Nachdem wir die Clusterbasis im Cluster ¢ orthogonalisiert haben, miissen wir noch die
H2-Matrix-Darstellung, d.h. die Kopplungsmatrizen, anpassen. Diese Anpassung konnen
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7.1 1. Variante

wir wie bei der Orthogonalisierung einer H2-Matrix durch einfaches Multiplizieren der
Kopplungsmatrizen mit den von Algorithmus berechneten Basiswechseln vornehmen.
Dabei entsteht wie bei der Orthogonalisierung einer H?-Matrix-Darstellung kein Fehler,
weil das Bild der alten Clusterbasis im Bild der im Cluster orthogonalisierten Clusterbasis

enthalten ist (siehe Lemma |4.2.8]).

Algorithmus 7.1.5 Die Funktion aktualisiert die Kopplungsmatrizen durch die Multipli-
kation mit dem Basiswechsel C. Dabei wird fiir alle s € row(?) die alte Kopplungsmatrix
S(t,s) Jeweils mit der neuen S(; ,) iiberschrieben.

function AKTUALISIERE _KOPPLUNGSMATRIZEN _CLUSTER(t, S, K, A, C, K)
for s € row(t) do
S CyS, € RFt>XAs
end for
end function

Mit den Algorithmen [7.1.4] und konnen wir also dafiir sorgen, dass die Voraussetzung
auch beim Aufwértslaufen im Blockbaum erfiillt bleibt. Wie beim Prolog miissen wir
dabei unterscheiden, ob ein Cluster ein Blatt ist oder nicht. Dies fassen wir in Algorithmus
[(.1.6l zusammen.

Algorithmus 7.1.6 Die Funktion stellt sicher, dass die Voraussetzungen Uund
fiir dir H2-Matrix H = H?(Tzx7,V, W, N, S) nach der Rekursion fiir die Kinder b € chil(b)
wieder fiir b erfiillt werden. Dabei wird davon ausgegangen, dass die Voraussetzungen fiir
die Kinder erfiillt sind.
function EPILOG VARIANTEL(b, H)
(’TIXJv(‘/vE)v(W?F)vas) «—H
(t,3) < b
if £ € 77\ Lz then
ORTHOGONALE _CLUSTERBASIS _CLUSTER(Z, E, k, C, &) > Algorithmus
AKTUALISIERE_ KOPPLUNGSMATRIZEN _CLUSTER(Z, S, K, A, C, )
> Algorithmus [7.1.5

end if
if 5 € 7T7\Ls then
ORTHOGONALE _CLUSTERBASIS _CLUSTER(3, F, A, D, \) > Algorithmus m
AKTUALISIERE_ KOPPLUNGSMATRIZEN _CLUSTER(3, ST, \, k, D, \)
> Algorithmus [7.1.5]
end if
end function

In Lemma zeigen wir, dass Algorithmus die Voraussetzungen ([7.1]) und ([7.2)

von den Kindern auf den aktuellen Block tibertragt. Dabei ist zu beachten, dass die
Voraussetzungen fiir alle Kinder nach Lemma aquivalent sind. Zusétzlich schatzen
wir den Aufwand fiir den Algorithmus ab.
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7 Niedrigrangupdates fiir rekursive Algorithmen

Lemma 7.1.8

Es sei H = H*(Tzx7,V,W, N, S) eine H2-Matrix mit cs,-schwachbesetztem Blockbaum
und Rangverteilungen k = (k¢)te7; und A = (\s)se7;,. Es seien b= (t3) € Trxs\L1x7
und b = (£,%) € chil(h). Weiter seien die Voraussetzungen und fiir b erfiillt.
Dann gelten nach dem Aufruf von Algorithmus im Block b die Voraussetzungen
und fiir b und der Algorithmus benétigt dafiir hichstens

(cqr(# chil(£) + # chil(3)) 4+ 4 + degp) kD

Operationen, wobei Amayx := max{max;c7; #k¢, MaxXse7, #As} sei.

BEWEISs: Wir betrachten wieder die Zeilencluster. Die Aussage fiir die Spaltencluster
verlduft analog. Wir unterscheiden die beiden Fille aus Algorithmus [7.1.6]

1. Fall: Bs sei t € £L7. Dann gilt = £ und die Voraussetzungen und gelten fiir
den Zeilencluster t.

2. Fall: Es sei t € T7\Lz. Dann ist £ € chil(f) und es gilt pred(£)\{f} C pred(f)\{f}. Also
iibertragt sich die Voraussetzung an die adaptiven Gewichte von ¢ auf .
Aufkerdem gilt 77\ (pred()\{t}) = (7Tz\(pred({)\{f})) U{t}. Also miissen wir, um die
Voraussetzung an die Orthogonalitit der Clusterbasis V' zu erfiillen, V; durch eine
orthogonale Clusterbasis ersetzen und die iibrige Darstellung der H?-Matrix anpassen.
Der Algorithmus[7.1.4] berechnet einen Schritt von Algorithmus[£.2.1] Dabei kénnen wir die
Basiswechsel aus den rekursiven Aufrufen in Algorithmus durch Identitdten ersetzen,
weil die Clusterbasen in den Kindern unverdndert bleiben. Weil nach Voraussetzung
mit Lemma die Clusterbasis V; orthogonal fiir alle ¢ € T;\{#} ist, folgt wie in Lemma
dass die neue Clusterbasis in ¢ orthogonal und Bild(V;) C Bild(V;) ist. Falls # # rz
ist, gilt dank der neuen Transfermatrix Ej; fiir das Elter { := par(f), mit der wir E;
iiberschreiben,

77T _ —_ [
Vig = Vikp = ViViViEy = ViC(V,V)iEp = ViE;

und die Clusterbasis V bleibt in allen Clustern ¢t € 77\{#} unverindert. Somit muss nur
die Blockzeile von ¢ angepasst werden. Fiir alle s € row(f) gilt

Hgo = ViSuoyW! = ViC(V,V)iSugW! = ViSugWi .

S S

Also erhalten wir eine H2-Matrix-Darstellung, deren Clusterbasis V die Voraussetzung
fiir den Block b beziiglich der Zeilencluster erfiillt.

Abschliefend betrachten wir noch den Aufwand. Falls ¢ ¢ L7 ist, wird in Algorithmus
die Matrix V aufgestellt, wobei keine arithmetischen Operationen benotigt werden.
Der Aufwand fiir die QR-Zerlegung 1Rt sich mit Lemma durch

Cor#F R min{#L, #Kk1} < cqr Z Hrp#rl < chkilaX#chil(f)

t'€chil(f)
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7.1 1. Variante

beschrinken. Fiir die neue Rangverteilung in ¢ gilt #r; < F#r;. Falls t # rg ist, wird
zusatzlich C;E; berechnet, was hochstens Q#Ef#ng#/ipar(g) < 2k3  Operationen benétigt.

max
Der Aufwand fiir die Berechnung der neuen Kopplungsmatrizen erfordert maximal

S 2#ER#N <> 2D = 2eqk.,

s€row(t) serow(t)

Operationen. Der Aufwand fiir die Spaltenbasis ldsst sich analog abschétzen. [ |

Mit Hilfe der Algorithmen und konnen wir sicherstellen, dass die Voraussetzun-
gen und wahrend der Rekursion erhalten bleiben. Um die Verwendung dieser
Hilfsfunktionen zusammen mit den Niedrigrangupdates der 1. Variante zu veranschauli-
chen, definieren wir einen Prototypen fiir eine rekursive Funktion mit Niedrigrangupdates
(siehe Algorithmus|7.1.7)).

Algorithmus 7.1.7 Prototyp fiir einen rekursiven Algorithmus unter Verwendung des
Niedrigrangupdates in der 1.Variante fiir eine H2-Matrix H = H2(Tzx7,V, W, N, S).
Dabei verwenden wir die zusammengefasste Notation fiir Gewichte und Optionen nach
Bemerkung [6.2.]]
function PROTOTYP VARIANTEL(b, H, Z, opt)

(t,s) < b

(Texg, V,W,N, S) « H

Berechnung der Rang-K-Matrix R = ABT € RZXY

tXs

NIEDRIGRANGUPDATE VARIANTEL(b, H, Z, R, opt) > Algorithmus
if chil(b) # 0 then )
PROLOG VARIANTEL(b, H, opt, Z) > Algorithmus

for b € chil(b) do
PROTOTYP _VARIANTEL (b, H, Z, opt)

end for .
EPILOG _VARIANTEL (b, H) > Algorithmus
end if

end function

Falls wir die lokalen Rénge durch kp.x und die Anzahl der Séhne durch cepj beschranken
konnen, ist der Aufwand fiir die Hilfsfunktionen fiir jeden Block in O(k3.). Nach
Lemma folgt, dass der Aufwand der Hilfsfunktionen wiahrend des Prototyps sich in
O(nk2,,) befindet. Der Aufwand fiir das Niedrigrangupdate liegt nach Lemma in
O((#t + #s)k2,.) und das Aufstellen der Niedrigrangmatrix hat typischerweise keine
hohere Komplexitat. Damit erhalten wir fiir den Aufwand dieses Teils des Prototyps nach
Lemma eine obere Schranke in O(nlog(n)k2,,). Im Vergleich zur Berechnung des
Niedrigrangupdates inklusive der Niedrigrangmatrix haben die Hilfsfunktionen (Prolog

und Epilog) also eine geringere Komplexitit.
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7.2 2.Variante

Es sei H = H?(Tzx7,V, W, N, S) eine H2-Matrix, fiir die wir Niedrigrangupdates durch-
fiithren wollen. Wie bei der 1. Variante gehen wir davon aus, dass die Updates wahrend
eines Algorithmus berechnet werden, der den Blockbaum 7Tz« s rekursiv durchlauft. Dabei
wollen wir wie bei der 1. Variante beim Durchlaufen des Blockbaums die Voraussetzungen
und fiir den aktuellen Block b = (£, 5) € Tz 7 erfiillen. Zusitzlich wollen wir bei
der 2. Variante das Update derart gestalten, dass die Berechnungen nur in den Teilbdumen
T;, Ts und T, vorgenommen werden. Insbesondere wollen wir auf das Durchlaufen der
Blockzeilen und -spalten verzichten.

Um dies zu gewdhrleisten, miissen wir einerseits die Informationen aus 7z 7\7p, die wir
fiir das Update bendtigen, in geeigneter Form vorberechnen. Bei diesen Informationen
handelt es sich um die adaptiven Gewichte fiir die Eltern von ¢ und § aus Bedingung
und die Kopplungsmatrizen zu zulassigen Blocken (t,s) € E;X 7 mit ¢t € Tg und
s € row(t)\Ts bzw. s € Ts und t € col(s)\T;, wobei die Kopplungsmatrizen geeignet
zusammengefasst werden miissen.

Andererseits miissen die Anderungen des Updates, die Teile der Matrix in T7x7\Tj,
betreffen, so gespeichert werden, dass sie spéter effizient angewendet werden konnen.
Dabei handelt es sich um die Basiswechsel innerhalb von 7; und 7z, die wir nur auf
Kopplungsmatrizen zu zuldssigen Bldttern in 7; sofort anwenden wollen. Um sie spéter
auch auf Kopplungsmatrizen zu zuléssigen Blattern (¢, s) € Tzx 7\ 7 anwenden zu konnen,
miissen wir sie in geeigneter Form speichern.

Zuerst betrachten wir, wie die Verdnderungen des Niedrigrangupdates derart aufgeteilt
werden konnen, dass nur Verdnderungen in den Teilbdumen 7¢, 7; und Tg ohne Durchlau-
fen der Blockzeilen/-spalten berechnet werden. Dazu passen wir die Clusterbasen und
die Kopplungsmatrizen in 7 sofort an. Die Kopplungsmatrizen auferhalb des aktuellen
Teilbaums 7y wollen wir erst spiter aktualisieren. Dies fiihrt zu der in Abbildung
beschriebenen Aufteilung der Berechnungen.

Um diesen Ansatz zu verwirklichen, miissen wir die Basiswechsel fiir die spdteren Anpassun-
gen speichern. Wahrend der rekursiven Algorithmen werden diverse Niedrigrangupdates
berechnet. Deshalb wére es ineffizient alle Basiswechsel fiir die spateren Anpassungen
direkt zu speichern, weil wir potentiell sehr viele Basiswechsel speichern miissten. An
dieser Stelle nutzen wir aus, dass wir, statt Basiswechsel Cy;, ¢ € {1,..., p}, fiir einen
Zeilencluster ¢ € T; nacheinander auf eine Kopplungsmatrix S(; 5) anzuwenden, auch erst
das Produkt C; = Hé‘zl Cy,i der Basiswechsel berechnen und anschliefsend das Produkt
mit der Kopplungsmatrix multiplizieren kénnen:

“w
Cru(Crpu—1(-- - (Ce2(CeaSis)) .. )) = (H Ct,z') Sts =1 CpSys.
=1
Das hat den Vorteil, dass wir nur eine Matrix C} speichern miissen und nicht alle Basis-
wechsel. Falls ein weiterer Basiswechsel hinzukommt, kénnen wir diesen einfach von links
zu C; multiplizieren. Aufierdem vermeiden wir Aufwand, weil wir, statt potentiell viele
Kopplungsmatrizen mit jedem der Basiswechsel zu multiplizieren, vorerst nur Cy mit dem
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Abbildung 7.1: Aufteilung des Niedrigrangupdates: Links sind die Matrizen markiert, die
sofort angepasst werden, und rechts die Matrizen, die spéater aktualisiert
werden.

Basiswechsel und dann spéter die Kopplungsmatrizen einmal mit C; multiplizieren.

Deshalb speichern wir fiir jedes ¢t € T das Produkt der Basiswechsel, die aus Niedrigrang-
updates in Blocken in Tp stammen, und bezeichnen diese mit Cy. Analog speichern wir fiir
alle s € Tz das Produkt von Basiswechseln Dj. Diese Produkte von Basiswechseln miissen
auf die Kopplungsmatrizen angewendet werden, die in der rechten Grafik in Abbildung
markiert sind. Damit konnen wir fiir alle b = (¢, s) € E}“X 7 die aktuelle Kopplungsmatrix

Sp aus der aktuell gespeicherten §b durch

Sy L fallsbe T

CiS, fallsbg¢ T AteT;
S,D JMallsb g Tp A s €T
§b sonst

berechnen. Dabei ist zu beachten, dass fiir alle (t,s) € Trx 7 nach Lemma
genau dann (t,s) € Tg gilt, falls t € T; und s € Tg ist. Es sei an dieser Stelle darauf
hingewiesen, dass die Kopplungsmatrizen somit aufierhalb des aktuellen Teilbaums 7 nie
mit beiden Basiswechseln multipliziert werden miissen.

Um die Berechnungen auch wiahrend des Durchlaufens des Blockbaums 7z« 7 lokal im
aktuellen Block zu halten, diirfen wir beim Ubergang zum Elter-Block b= par(b) nur
die Kopplungsmatrizen zu Blocken in desc(l’))\ﬁ) aktualisieren. Und beim Ubergang zu
einem Kind b € chil(h) miissen wir die Produkte der Basiswechsel, die zum aktuellen
Block gehoren, weiterhin speichern. Deshalb speichern wir fiir jeden Vorfahren entspre-
chende Produkte von Basiswechseln. Dies fiihrt zu dem rekursiven Speicherformat fiir die
Kopplungsmatrizen, dass wir im folgenden Abschnitt beschreiben.
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7.2.1 Rekursives Speicherformat der Kopplungsmatrizen

In diesem Abschnitt stellen wir ein rekursives Speicherformat fiir Kopplungsmatrizen vor.
Dabei nutzen wir den oben beschriebenen Ansatz, die Basiswechsel zusammenzufassen,
die noch auf Kopplungsmatrizen aukerhalb des Teilbaums 7T angewendet werden miissen.
Wir erldutern zuerst die Darstellung, bevor wir sie exakt definieren. Danach geben wir an,
wie sich die Darstellung durch ein Niedrigrangupdate, das Abwéartslaufen im Baum oder
das Aufwéirtslaufen im Baum verdndert.

Wie bereits erwiihnt, sammeln wir fiir jeden Vorfahren b € pred(b) des aktuellen Blocks
die Basiswechsel, die auf Kopplungsmatrizen aufserhalb des Blocks angewendet werden
miissen. Um dies besser beschreiben zu kénnen, bezeichnen wir den Pfad von rz« 7 zu b mit
(bi)™ o = (ti, 3;)™,. Dann speichern wir fiir alle i € {1,...,m} die Familien (Cit)tedesc(i)
und (Dj s) sedesc(s,) die die Basiswechsel beschreiben, die auf Kopplungsmatrizen aukerhalb

von desc(b;) angewendet werden miissen. Fiir 4 = 0 speichern wir keine Basiswechsel, weil
Trx7\ desc(by) = Tzx 7\ desc(rzx7) = 0 gilt.

Zur besseren Beschreibung der Basiswechsel, die auf eine Kopplungsmatrix angewendet
werden, definieren wir Hilfsmengen. Diese beschreiben fiir i € {0,...,m} jeweils den

zugehorigen Teilbaum desc(b;), wobei fiir ¢ € {0,...,m —1} der Teil des Kindes desc(b;41)
ausgenommen ist. Die Mengen sind in Abbildung an einem Beispiel illustriert.

Definition 7.2.1 B B
Es sei Tzx 7 ein Blockbaum, b € Tz« 7 ein Block und (b;)!", der Pfad von der Wurzel

rzx7 zu b. (Es gilt m = level(b).) Dann definieren wir die Mengen

Mg,

N2

:= desc(b;)\ desc(b;1) fiirallei € {0,...,m =1} und M; = T;.

Zusitzlich bezeichnen wir die zulissigen Blitter dieser Mengen mit M := M; . N [Z'IF
b,l 5T XJ
fir alle i € {0,...,m}.

Bemerkung 7.2.2

Es sei Tzx 7 ein Blockbaum, b e Trx 7 ein Block und (IN)Z):'LO der Pfad von der Wurzel
rzx7 zu b. Dann bilden die Mengen Mg, i € {0,...,m}, eine Partition von Tz 7.
Entsprechend bilden die Mengen /\/lg’i, ) 67{0, ...,m}, eine Partition von E}XJ.

Es sei b= (t,s) € £, ;. Dann existiert nach Bemerkung|7.2.2| genau ein i € {0,...,m}

mit b € Mg, Weil (b;)72 ein Pfad ist, gilt b € My, C desc(b;) C desc(b;) fiir alle
j€{0,...,i} und, falls i # m ist, b ¢ desc(bi11) 2 desc(b;) fiir alle j € {i +1,...,m}.
Weil die Basiswechsel nur auf den Teil des Blockbaums aufierhalb des zugehorigen Blocks
l;j angewendet werden sollen, miissen wir fiir die Kopplungsmatrix Sy nur die Basiswechsel
zu den Blocken bj mit j € {i + 1,...,m} beriicksichtigen.

Auf der anderen Seite miissen die Basiswechsel (C} j)jedesc(;) zum Block b; nur dann auf
Sp angewendet werden, wenn t € desc(t;) ist. Es sei darauf hingewiesen, dass ansonsten
fiir ¢ keine Matrix C; gespeichert ist, weil S in solchen Féllen nicht von den Niedrig-
rangupdates im Block l;j verdndert wird. Entsprechendes gilt fiir die Basiswechsel in
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(a) My, (b) Mz, (c) Mz,

Abbildung 7.2: Die Abbildungen zelgen die Hilfsmengen aus Definition _ flir einen
Block b mit level() =

den Spaltenclustern. Um mit diesen beiden Uberlegungen formal zu beschreiben, welche
Basiswechsel auf S angewendet werden miissen, definieren wir folgende Hilfsgrofen.

Definition 7.2.3
Es sei b = (1,5) € Tzxy und (b; )1 "o = (fi,5), der Pfad von 777 zu b. Dann sei fiir
alle b € Tzx 7 der Index 45, € {0,...,m} derart, dass b € M; b, gilt. Des Weiteren sei

iy, = max{j € {0,...,m} |t € desc(t;)} fiir alle t € Tz und
iy . = max{j € {0,...,m}|s € desc(5;)} fiir alle s € 7.

Wir verzichten bei der Definition zb darauf, mit dem transponierten Block bT oder einer
speziellen Kennzeichnung fiir die Spaltencluster zu arbeiten, weil die Bedeutung der
beiden Gréfen 7 , und 7; . grundsétzlich durch den Kontext deutlich werden sollte.

Bemerkung 7.2.4

Weil die Mengen Mé,iv i € {0,...,m}, eine Partition von Tz 7 bildet ist i; B fir alle b €
Tzx 7 wohldefiniert. Aukerdem gllt b € desc(b;) fiir alle j € {0,...,4;,} und b ¢ desc(b ;)
fiir alle j € {i, +1,...,m}, da (b)), ein Pfad ist.

Wegen Tz = desc(rz) = desc(to) ist 4, fiir alle ¢ € Tz definiert. Aukerdem gilt ¢ € desc(t;)
fiir alle j € {0,...,4;,}, weil (b;)i™ ein Pfad ist, und nach Definition t ¢ desc(t;) fiir alle
je {iB,t +1,...,m}. Entsprechendes gilt fiir USSENS T7.

Mit diesen Hilfsgrofsen und den Vorherigen Uberlegungen erhalten wir, dass auf eine
Kopplungsmatrix S, mit b = (¢, s) € EIXJ die Basiswechsel Cjj; mit j € {ij,+1,...,4;,}
und Dj ¢ mit j € {zb7b +1,..., Zb7s} angewendet werden miissen. Weil die Basiswechsel
wahrend eines rekursiven Algorithmus berechnet werden und wir davon ausgehen, dass die
Kopplungsmatrizen im aktuellen Teilbaum 7 nicht mehr angepasst werden miissen, sind
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7 Niedrigrangupdates fiir rekursive Algorithmen

(Cl,f)fedesc(tl) und (Dl,é)éedesc(sl) die altesten und (Cm,f)fedesc(tm) und (Dm,é)éedesc(sm) die
neuesten Basiswechsel. Die Basiswechsel miissen in der Reihenfolge des Alters angewendet
werden, wobel mit den &ltesten begonnen wird. Dieses Vorgehen ergibt die folgende
Definition.

Definition 7.2.5 (Rekursive Darstellung von Kopplungsmatrizen)
Es sei H = H*(Tzx7,V,W, N, S) eine H>-Matrix, b € Trx7 ein Block und (b;)™, =

((£i,5:)), der Pfad von der Wurzel 7757 zu b. Fiir alle i € {0,...,m} scien Rang-
verteilungen k; auf desc(f;) und ); auf desc(5;) sowie Familien von Matrizen S; mit
Sip € RraXXis b= (t,5) € ./\/l;i7 gegeben. Weiter seien fiir alle i € {1,...,m} Familien

von Matrizen C; mit C;; € RFutXFi-1t ¢ ¢ desc(t;), und D; mit D;, € RAis XAiz1s
s € desc(8;), gegeben. Falls fiir alle b = (t s) € £}X\7

( ﬁ Cn) zb,< H DJS>T (7.3)

j=ip+1 J=ip+1
—— —————
cR™it iy EIRMS XAy

gilt, wobei i := i7 ,, i; := 45, und i := 7 _ seien, ist das Tupel ((S;)i%q, (Ci)i%y, (Di)i%;)

eine rekursive Darstellung der Kopplungsmatrizen S fiir den Block b. Wir schreiben auch

Cbi = Cz und CbT = Di~

Fiir die Produkte in Definition verwenden wir die bereits erwéhnte Konvention, dass
die Matrix zum unteren Index rechts und die Matrix zum oberen Index links steht. Als
Abbildungen betrachtet, werden sie also auf ein rechts stehendes Objekt in der Reihenfolge
des Produkts angewendet. Falls der untere Index grofer als der obere Index ist, setzen wir
das Produkt gleich einer passenden Identitét. Zuerst priifen wir, ob die Kopplungsmatrizen
im Teilbaum 7 aktuell sind.

Bemerkung 7.2.6
Weil ¢ € desc(f) und s € desc(3) fiir b = (t,s) € /\/l+ gilt (sieche Lemma [3.3.14| (iii) ), ist

in diesem Fall U th =lj,=m und es folgt, dass beide Produkte in Definition
nach Konvention die Identitat sind. Also gilt Sy = Sy, fiir alle b € M:m = E:{ . Fiir den
Teilbaum des aktuellen Blocks 7 ist die Darstellung somit aktuell. 7

Damit wir die rekursive Darstellung praktisch umsetzen kénnen, miissen wir uns iiberlegen,
wie sich die Darstellung speichern lasst.

Bemerkung 7.2.
Wegen Bemerkung [7.2.2| kénnen wir die Matrizen S; , fiir alle s € {0,...,m} und b € Mgri
anstatt der Matrix S, speichern. Dabei bleibt die Abschéatzung fiir den Speicheraufwana
in Lemma giiltig, solange alle lokalen Rénge #+;; und #\; s durch kpax beschrénkt

sind.
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7.2 2. Variante

Zusatzlich miissen wir die Basiswechsel C;)i , = Ci und DBi s = D fiir alle i €
{1,...,m}, t € desc(#;) und s € desc(3;) speichern. Der Aufwand dafiir ist hochstens

ki ax (Z#desc t;) + #desc(sz)) ,

=1

falls die lokalen Rénge durch k. beschrankt sind.

Wir miissen, wie bereits erwahnt, mit ¢; statt m als obere Schranke arbeiten, da Cj;
nur fiir ¢ € desc(f;) definiert ist. Der Grund dafiir liegt in der Tatsache, dass lokale
Projektionen fiir einen Block (t,s) € Tzx 7 nur die Kopplungsmatrizen zu Blocken mit
Zeilenclustern in desc(t) oder Spaltenclustern in desc(s) verandern.

Als Néchstes untersuchen wir das Verhalten der rekursiven Darstellung wéhrend der
Rekursion. Als Erstes geben wir eine Konstruktion einer rekursiven Darstellung fiir
ein Kind aus der aktuellen Darstellung an, um das Abwiértslaufen im Blockbaum zu
ermoglichen. Danach beschreiben wir die notwendigen Verédnderungen, die durch ein
lokales Niedrigrangupdate entstehen. Und zum Abschluss des Abschnitts konstruieren wir
aus der aktuellen Darstellung eine Darstellung fiir den Elter, um das Aufwirtslaufen im
Blockbaum zu erklaren. An dieser Stelle untersuchen wir die drei Schritte formal ohne
Angabe von Algorithmen, um uns auf die Funktionsweise der rekursiven Darstellung zu
konzentrieren.

Es sei b € chil(h). Weil die Kopplungsmatrizen im Teilbaum Ty, aktuell sind, gilt dies auch
fiir den Teilbaum 7} des Kindes. Also kénnen die Kopplungsmatrizen direkt iibernommen
werden. Weil fiir das Kind noch keine Niedrigrangupdates berechnet wurden, kénnen die
Hilfsmatrizen fiir die Basiswechsel im Teilbaum 7 mit Identititen initialisiert werden.
Die restlichen Hilfsmatrizen kénnen von der rekursiven Darstellung des aktuellen Blocks
tibernommen werden. Damit erhalten wir die Darstellung in Lemma [7.2.8]

Lemma 7.2.8

Es sei H = H>(Tzx7,V,W, N, S) eine H>-Matrix, b € Trx7 ein Block und (b)), =
((£i,5:))™, der Pfad von der Wurzel rzy 7 zu b. Weiter sei eine rekursive Darstellung
((Si)iZg: (Ci)iZy, (Di);%y) der Kopplungsmatrizen S in b gegeben.

Esseib ¢ L7y 7 und b = (1, 3) € chll(b) Wir definieren S; := S; fiir alle i € {0,...,m—1},
Smb = Sm bfurallebej\/l ,Sm+1b—S bfurallebe./\/ﬁ H,Cl = C} unle .= D,

fir alle i € {1,...,m}, Cm+1t = I, fiir alle t € desc( f) und Dm+1,s = Iy, fir

alle s € desc(3). Dann ist ((S; )717;61, (Co)mHL (Dy)™*+1) eine rekursive Darstellung der

Kopplungsmatrizen .S im Block b.

BEWEIS: Wir untersuchen die Bedingung ([7.3) aus Definition fiir den Block b
und die oben definierten Matrizen. Es sei b € ﬁ%x 7+ Zuerst halten wir fest, dass nach
Definition i; , = min{s; ,, m}, i5, = min{éy ,, m} und 4 ; = min{iy , m} gilt. Nach der

obigen Definition der Familien S; folgt
S

i&b,b = Smm{lb pryMEsD = S’ig’b,b-
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Fallsbe M, = = desc(b) C Ty, ist, gilt nach Bemerkung [7.2.6
Z‘b t il;,s T
Sy = ( II ¢ t> ( 11 Dj,s) = Smp
J=ig 1 J=ig y+1

bt U T
(el
j=ig 1

Es sei also im Folgenden b ¢ desc(b). Dann ist i, = 1y, € {0,...,m}. Wegen Cong1t =
fiir alle ¢ € desc(f) folgt

/fmt
i, min{iy t,m} min{iy t,m} iy
II ¢o= 11 o= 11 &= 11 G
=i+ =iyt =iyt =g 1

Die entsprechende Gleichheit folgt analog fiir das rechte Produkt in ([7.3]). Damit erhalten

wir
ig,t Zb s ib t Z‘l;,s T
( H Cj’t> Siéb’ ( H D, S) - ( H CJ t> i b’b< H Dj’s>
J=ig+1 J=ip pt1 J=iy 1 J=ip,tl
und die Behauptung folgt. [ |

Wiéhrend der Algorithmen wollen wir stets nur die rekursive Darstellung des aktuellen
Blocks speichern. Deshalb betrachten wir, wie die alte Darstellung durch die im Kind
iiberschrieben werden kann.

Bemerkung 7.2.9

Weil wir die Kopplungsmatrizen S; , der rekursiven Darstellung anstatt der echten Kopp-
lungsmatrizen speichern und die Matrizen §m+1,b in Lemma gleich Sy, ; gesetzt
werden, miissen wir an den Kopplungsmatrizen keine Anderungen vornehmen. Genauso
tibernehmen wir die Familien C; und D; fiir alle j € {0,...,m}. Die Matrizen Cu'm+17t,
t € desc(f), und D416, 5 € desc(3), werden als Identititen angelegt.

Nach dem Abwairtslaufen im Blockbaum betrachten wir das Niedrigrangupdate. Das
Ziel ist eine rekursive Darstellung fiir die neu berechnete H2-Matrix. Dabei werden die
Kopplungsmatrizen im Teilbaum 7;, direkt angepasst. Um die rekursive Darstellung fiir
die Kopplungsmatrizen auferhalb von 7T; zu aktualisieren, multiplizieren wir die Familien
Ciy, und Dy, mit den entsprechenden Kopplungsmatrizen. Die restlichen Matrizen der
rekursiven Darstellung bleiben unveréndert.

Lemma 7.2.10 .
Es sei H = H?(Tzx7,V,W, N, S) mit Rangverteilungen x und \, b = (£,3) € Tzx7,
R=ABT ¢ R%:g mit Rang-K-Darstellung sowie H = H(H, R,b) mit Clusterbasen V
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und W. Weiter seien (Vi)ter, und (W,)ser; orthogonale Clusterbasen, V und W die
Clusterbasen nach Lemma |5.2.1f sowie H := IL EVW[E[ . s sei (b;)1, der Pfad von
IxTH0V,

rrxg zu b und ((S;)1g, (Ci)1™,, (D;)™,) eine rekursive Darstellung von S.

Wir definieren S; := S, fiir alle i € {0,...,m — 1}, Sy := S, fiir alle b € Mgfm = £;~:,
Ci;=C;und D; := D; firallei € {1,...,m—1}, Cppt := C(?,V)HEMMCW fiir alle t €
To und Dy s := C(W, W), 55 Dims fiir alle s € Tg. Dann st ((S,)1, (Ci)iy, (D))
eine rekursive Darstellung der Kopplungsmatrizen S von H (siche Lemma [5.3.16]).

BEWEIS: Es sei b = (t,s) € E;X 7- Wir untersuchen die vier Félle aus der Darstellung

von S aus Lemma [5.3.16]
1. Fall: Esseitée T;und s € T5. Dann gilt b € E;: = M;m und nach Bemerkung(7.2.6

i 4 s T
Sb - m ( H Ojt) zbb,b< H Dj,s> .

Jj= 1b,b+1 j:ig}b—‘rl

2. Fall: Esseit € T; und s ¢ Ts. Dann gilt b ¢ E;: = /\/lgm und somit iz, € {0,...,m—1}.
Wegen iz, =m > i+ 1, i; . < m und C(f/,V)t‘gtx,{tCm,t = C\n ¢ folgt

ibt st
Sp = C(V,V)irxn Sy = OV, VtﬂtXﬁt( H CJt) ipob < H DJS)

Jj= Zb’bJrl Jj= zbberl
th Zf},s T
= C(V, V)i xn,Crm ( 11 C,> z,,,,,b< 11 Dw)
j= zbb+1 j:i57b+1

il;,t o b T
- ( H ijt) bev( H >
j:ié,bJrl %56
Ts-

3. Fall: Esseit ¢ T; und s €
wobei der Basiswechsel C(W, W) s, Zur Matrix Dy, s hinzumultipliziert wird.

4. Fall: Esseit¢ Ty und s ¢ Ts. Dann gilt b ¢ E;: = Mgfm und 45, € {0,...,m — 1}.
Wegen iy <M und ihe <M folgt

B ibt il;,s T
Sy = < H CJt) ’bbv( H Dj78>

Jj= zb7b+1 j:igberl

0,0 U, T
= II Cie)Sie| II Dis) -
J=ig ytl J=ig 1

Also ist ((S;)™,, (Ci)™ 4, (D;)™,) eine rekursive Darstellung von S. ]

In diesem Fall folgt die Aussage analog zum 2. Fall,
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Wir kénnen die durch die lokale H?-Matrix-Projektion notwendigen Anpassungen der
rekursiven Darstellung also durch Berechnungen in den Teilbdumen 7, 7; und 75 absol-
vieren.

Als Néchstes untersuchen wir, wie wir aus einer gegebenen rekursiven Darstellung fiir
den aktuellen Block b # rz, 7 eine solche Darstellung fiir das Elter b= par(b) definieren
kénnen. Die Kopplungsmatrizen miissen nur fiir den Teilbaum des Elter ohne den Teil fiir
den aktuellen Block aktualisiert werden, also in desc(b)\ desc(b) = My - Aukerdem
miissen die Basiswechsel aus 7; nach aufen weitergegeben werden. Dadurch dass die
Basiswechsel in Form von Produkten vorliegen, geniigt es, die Familien C,,,_1 und D,,_1
fiir den Elterblock in den Cluster in 7; bzw. 75 mit den Familien C,,, und D,,, im aktuellen
Block zu multiplizieren.

Lemma 7.2.11

Es sei H = H?(Tzx7,V,W, N, S) eine H2-Matrix, b € Tzx7 ein Block und (b)), =
((£i,5:)), der Pfad von der Wurzel rzy 7 zu b. Weiter sei eine rekursive Darstellung
((Si)izg, (Ci)iZq, (Di);i%y) der Kopplungsmatrizen S in b gegeben.

Es sei b # rzx g und b= (f,$) := par(b). Wir definieren S; := S; fiir alle i € {0,...,m—2},
C; = C;und D; := D, fiir alle i € {1,...,m—2}. Fiir alle b € desc(b )ﬂﬁ;xj, t € desc(f)
und s € desc($) sei

S , falls b e M
§ _ CrmtSm—1p fallsb=(t,s) € M; Nt eT;
TN S, DT, falls b= (4 s) € ME AsET ’
Sm—1 ,fallsb:(t,s)e./\/l; /\t¢7;/\s¢ s
, Co 1t falls t ¢ T
Cmet::
Cm,tC’m,Lt s falls t € 7%

und

D/ L Dm_Lt 5 faHS t ¢ 71
mobt DpiDm_1y fallst €Ty

Dann ist ((Sl)flal, (Cl)?ijl, (DZ);';II) eine rekursive Darstellung der Kopplungsmatrizen
S im Block b.

BEWEIS: Es sei b= (t,s) € LT, ;.
1. Fall: Es sei b € /\/l;m - MZm_l. Nach Bemerkung [7.2.9| folgt

U i
Sp = Sié,bvb - bb’ ( H CJt) bb’( H DJ?)

Jj= Zb,b"'l j= ’b,b+1

240



7.2 2. Variante

2. Fall: Es sei b ¢ Mgrm Dann gilt ihp =ty € {0,...,m — 1}. Zuerst unterscheiden wir,

ob der Zeilencluster an lokalen Projektionen in 7 beteiligt war oder nicht.
2.1.Fall: Es sei t € T;. Weil (t,s) ¢ T, ist, gilt s ¢ Tz (siche Lemma [3.3.14] (i) ). Also
gilt i;, =m —1 =14z, — 1 und i; . =1; € {0,...,m —1}. Fiir den dritten Term in (7.3))

fiir b und b gilt somit
7’b s 7:I;,s T
Jj= Zb,b‘H j:ié’b—i-l

Fiir die Betrachtung des zweiten und dritten Terms machen wir die weitere Fallunter-
scheidung, ob der Basiswechsel C,, ; direkt auf die Kopplungsmatrizen angewendet oder
zu den néchsten Basiswechseln multipliziert wird.

2.1.1. Fall: Es sei b € M;;m_l C /\/lJr 1 also iy = gy = m— L. Dann gilt iy =
m—1<m =iy, +1=r1;, Alsoist der erste Term in ([7.3)) fiir b gleich der Identitat und

fiir b gleich Cp, ;. Damit folgt

B¢ i, i
Sp = ( H Cj,t) Sil; B0 ( H Dj s) = m,tsmfl,b ( H D] s)

J=ig 1 J=ip 1 J=igtl

T i T
Zb b0 < H DJ 5) - < H CJ t> i 50 < H Dj:s) :
j= 7'b,17+1 j= 7'1],17+1 j:ié’b—i-l

2.1.2. Fall: Es sei b ¢ Ml::m—l’ also 45, = i5, € {0,...,m — 2}. Dann ist Si,;,,,,b =5;

Zé,b’b'
Wegen i, = m und iy, = m — 1 hat der erste Term in (7.3) fiir b mindestens zwei

Faktoren und fiir b mindestens einen Faktor. Damit gilt fiir die ersten Terme in (7.3)

iE,t m—2 m—2 ié,t
II ¢t = CnsConre [ Civ = Corw [[ Civ = ][ Cin
j:igbefl j=il~7‘b+1 j=il;,b+1 j=¢57b+1

Also sind alle drei Terme in ([7.3)) jeweils gleich und es folgt

ibt 7;5,5 T if),s T
II Gu)Sie| 11 Dis)] = H Cia |Sipo| 11 Dis) -
J= Zb,lfi»l j:il;,b+]‘ J= lb7b+1 j:il;,b+1

2. 2. Fall: Es sei s € Ts. Dann ist ¢ ¢ T;. Der Beweis fiir diesen Fall verlduft analog zum
2. 1. Fall.
2.8. Fall: Es sei t ¢ T; und s ¢ T5. Dann sind il;t = i;, und iy = i; .. Es folgt direkt

iy i s Uy i s
II Ge)siel 11 Djs = | II G} II Dis
j= zb7b+1 j= zb’b—l—l j:iéyb—i—l j= Zb,b+1
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Damit ist ((S;)™5h, (Cy)m 7t (DZ);Z_ll) eine rekursive Darstellung fiir die Kopplungsma-

1=0 /7 =1 >
trizen S im Block b. ]

In Lemma wird deutlich, warum wir die Darstellung durch Produkte von Matrizen
Cjt und Dj s statt des direkten Speicherns wahlen. Die von uns gewdhlte Darstellung
erlaubt es, die komplette Darstellung beim Ubergang zum Elterblock b durch die An-
passung der Kopplungsmatrizen in 7; und der zum Block b gehorigen Basiswechsel zu
aktualisieren. Beim direkten Speichern der Basiswechsel fiir jede Menge 'Ml?,i miissten
immer alle C; in T; und D; in T aktualisiert werden. Dies wiirde zusétzlich den Level
des aktuellen Blocks in den Aufwand bringen.

7.2.2 Lokale und externe Gewichte

Bevor wir das rekursive Speicherformat fiir die Hilfsgréfsen einfiihren, stellen wir in diesem
Abschnitt die sogenannten lokalen und externen Gewichte vor, die wir zur Berechnung
der adaptiven Gewichte innerhalb des Teilbaums 7y bendtigen. Dazu untersuchen wir,
wie wir adaptive Gewichte fiir ¢ € T; derart berechnen kénnen, dass wir dabei nur auf
Kopplungsmatrizen S, ;) mit (¢, s) € Ty zugreifen miissen. Um Fallunterscheidungen zu
vermeiden, sei ¢ # rz. (Fir ¢ = rz entféllt der Term fiir das Gewicht des Vaters.) Dann
konnen wir adaptive Gewichte durch die QR-Zerlegung der Matrix ZtT mit

5 1 T
Zy = (ZSEFOW(t) mS(t,S)WS EtZt)

mit adaptivem Gewicht Z; des Elter £ := par(t) und der Blockzeile {s1, ..., s} := row(t)
berechnen (siche Anschnitt . Bei den bisherigen Berechnungen haben wir zuerst
durch Verwendung von orthogonalen Gewichten die Anzahl der Zeilen fiir den Teil
Zserow(t) ﬁs(t,s)wf der Blockzeile reduziert (vgl. Lemma [4.4.19)). Bei dem in diesem

Teilabschnitt beschriebenen Ansatz wollen wir sogenannte lokale Gewichte verwenden.
Diese sind bereits in den Bibliotheken [14}39] implementiert, wurden bisher allerdings
noch in keinen theoretischen Arbeiten behandelt.

Definition 7.2.12 (Lokale Gewichte)
Es sei H = H*(Tzx7,V, W, N, S) eine H2-Matrix, k = (k¢)ie7;, die Rangverteilung von V

~ - rx
und b = (t,5) € Tzxy. Weiter sei eine Skalierung w € R_G*7 gegeben. Eine Familie von
Matrizen L; € R"*" ¢ € T, mit Rangverteilung (1;)ic7; nennen wir lokale Gewichte

von H zu w, falls fiir alle ¢ € 7; eine orthogonale Matrix Q; € Rgizz mit
1
LQf = ), —SuaWs

s€row(t) (t:5)

existiert.
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Die lokalen Gewichte fassen also alle Kopplungsmatrizen einer Blockzeile zusammen
und komprimieren diese durch eine QR-Zerlegung. Mit dem lokalen Gewicht kénnen wir

eine Variante zur Berechnung des adaptiven Gewichts angeben, das ohne Durchlauf der
Blockzeile auskommt (siche Lemma (7.2.23)).

Algorithmus 7.2.1 Die Funktion berechnet aus dem lokalen Gewicht L; und ggf. einem
adaptiven Gewicht des Elters Z; ein adaptives Gewicht Z;.

function ADAPTIVES GEWICHT _SCHNELL(t, E, k, L, n, 0, Z, ()
if t # rz then
{ := par(t)
5A<— e U
Zy € Rxt
%t\ntXnt — Ly
Zywoxe; — 3- B
QR-ZERLEGUNG(ZTL 0,0, ky, By, ZF, C2)
else
Zt < Lt
end if
end function

Mit Hilfe dieser Funktion adaptieren wir spater die Prolog-Funktion fiir die 1. Variante in
Algorithmus so, dass sie nur Gewichte der Elter und lokale Gewichte in den aktuellen
Clustern benétigt und keine Zugriffe auf Blocke aufkerhalb des aktuellen Clusterbaums.
Um Algorithmus anzuwenden, bendtigen wir eine Methode, mit der wir lokale
Gewichte effizient berechnen konnen. Eine Méglichkeit wére, wie bisher die Blockzeile
row(t) zu durchlaufen. Dabei miissten wir typischerweise auch auf Kopplungsmatrizen
S(t,5) zu Blocken (t, s) € Trx7\Tg, aukerhalb des Teilbaums Ty zugreifen. Weil wir dies
fiir die 2. Variante verhindern wollen, teilen wir die Blockzeile in den Anteil im Teilbaum
{s e row(t)|(t,s) € Ty} und den Anteil aukerhalb {s € row(t)|(¢,s) ¢ T} auf. Fiir diese
Aufteilung definieren wir das sogenannte externe Gewicht.

Definition 7.2.13 (Externe Gewichte)

Es sei H = H*(Tzx7,V, W, N, S) eine H2-Matrix, k = (#¢)1e7; die Rangverteilung von
~ - r+
V und b = (£,5) € Tzxg. Weiter sei eine Skalierung w € R_§*7 gegeben. Eine Familie

von Matrizen L;, € R™*".: t € T;, mit Rangverteilung (7 ,)ie7; nennen wir externe

Gewichte von H zum Block b, falls fiir alle ¢ € T eine orthogonale Matrix Q;, € Rggxztm,
) ,t

gl;,t = Userow(t) S, mit

(£)¢ T,
1 1
T T T
LyQf, = Y —SuaWd = > ——SuqWi (7.4)
serow(t) (t:5) + (t,s)
row(t) (t,s)eLt, ,
()¢ (LT,

existiert.
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Weil wir die externen Gewichte wahrend der Rekursion Stiick fiir Stiick aufbauen wollen,
ist es wichtig, flir die Wurzel des Blockbaums externe Gewichte definieren zu kénnen.

Bemerkung 7.2.14 (Initialisierung externer Gewichte)
Fiir b = rzx 7 ist Ty = Tzx7 und somit die rechte Seite in (7.4) gleich null. Wir kénnen
also fiir alle t € 77 die Nullmatrix 0 € R"*"zx7* als externes Gewicht verwenden.

Wir haben bereits gesehen, dass sich mit Hilfe der lokalen Gewichte schnell adaptive
Gewichte berechnen lassen. Beim Abwértslaufen im Baum miissen wir, um die Vorausset-
zung zu erfiillen, adaptive Gewichte fiir den aktuellen Zeilen- und Spaltencluster
berechnen. Nach folgender Betrachtung kénnen wir dabei direkt die externen Gewichte
verwenden.

Bemerkung 7.2.15 (Externe und lokale Gewichte)

Es sei b= (,3) € Tzxs\Lzxs mit £ ¢ L7. Dann miissen wir vor dem rekursiven Aufruf
fiir die Kinder ein adaptives Gewicht fiir £ berechnen. Fiir alle b = (£,3) € 7;5\{5} gilt
t € desc(f)\{t}. Also existiert kein zulissiges Blatt (¢, s) € ﬁg mit ¢ = ¢. Deshalb ist ein

externes Gewicht L; 7 auch ein lokales Gewicht fiir ¢.

Algorithmus und Bemerkung ermoglichen uns, wiahrend des Abwértslaufens im
Blockbaum die effiziente Berechnung der adaptiven Gewichte aus den externen Gewichten
ohne Zugriff auf Blocke aufserhalb des aktuellen Teilbaums. Fiir eine direkte Umsetzung
wiirden wir

externe Gewichte L;

bor Lyr , fiir alle b= (£,8) € pred(b), t € Ty, s € T (7.5)

benotigen. Deshalb beschéftigen wir uns zunéchst mit der Berechnung von externen
Gewichten.

Nach Bemerkung sind fiir die Wurzel rzx s die externen Gewichte durch Nullmatri-
zen gegeben. Um die externen Gewichte schnell zu berechnen, wollen wir eine Mdglichkeit
finden, externe Gewichte fiir einen Kindblock b = (£, 3) € chil(b)) effizient, d. h. innerhalb
von T;, aus externen Gewichten in b zu berechnen. Weil die Berechnungen alle nur im
aktuellen Teilbaum 7 verlaufen sollen, betrachten wir die Menge der relevanten Blocke fiir
externe Gewichte fiir b und b. Wegen Tz 7\ desc(b) = (Tzx 7 \Tg) U(Ti\ desc(b)) geniigt
es, fiir alle ¢t € desc(f) zu den alten externen Gewichten Ly, Jeweils die Blocke

{(t,s) € [’%xj| (t,s) € Tg\ desc(b)} = {(t,s) € £%XJ| 3s’ € chil*(5)\{5} : s € desc(s')}

hinzuzufiigen. Bei der Gleichung nutzen wir, dass fiir ¢ € desc(f) wegen Lemma
(t,s) desc(b) genau dann gilt, wenn s € desc(s) gilt. Wir konnen also die Teilbdume zu den
Blocke (£, ') mit s” € chil*(3)\{5} durchlaufen und die zulissigen Blocke zu den jeweiligen
externen Gewichten hinzufiigen. Insbesondere miissen wir, falls 5§ € L7 gilt, keine weiteren
Blécke hinzufiigen und konne direkt die alten externen Gewichte ibernehmen.

Als Néchstes beschreiben wir eine Moglichkeit, das externe Gewicht in b aus einem exter-

nen Gewicht zu b durch Hinzufiigen einzelner Blécke zu berechnen. Dazu sei t € desc(f)
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7.2 2. Variante

und {1,...,s,} :=row(t). Diese sei derart angeordnet, dass {ss,..., s} := row(t) N Tz
und {ss,...,Ss} = row(t) N desc(s) gelte. Zur Berechnung des externen Gew1chts Ly,
bendtigen wir nur den Faktor R einer QR-Zerlegung der Matrix Zz 1 oo S(tgi)ng ,

da {1,...,ss — 1} = row(¢)\ desc(s) gilt. Wie wir bereits mehrfach aubgenutzt haben,
koénnen Wir dazu erst eine QR-Zerlegung fiir einen Teil berechnen, die orthogonale Matrix
herausziehen und anschliefend eine QR-Zerlegung vom Rest berechnen. Fiir das externe
Gewicht bedeutet das, dass wir mit Llﬁit_l = LB,t anfangen und dann rekursiv fiir alle

i€ {a,...,0 —1} = row(t) N (Ts\ desc((s))) die Matrix L%}t durch die QR-Zerlegung
von (S(t SZ)W Ly 1) berechnen. Auf diese Weise erhalten wir ein externes Gewicht
Ly, =
Statt dabel fir alle ¢ € 77 die Blockzeile row(¢) zu durchlaufen, konnen wir, wie oben be-
schrieben, auch den Teil des Blockbaums 7 auferhalb des Teilbaums desc(b) durchlaufen
und jeden Block (¢,s) € LIx 7 dem externen Gewicht von ¢ hinzufiigen. Dazu definieren

wir den Algorithmus [7.2.2] Bei diesem gehen wir davon aus, dass die Clusterbasis W in
den relevanten Clustern orthogonal ist.

= LU ! von b in t. (Spiter fithren wir einen entsprechenden Beweis.)

Algorithmus 7.2.2 Die Funktion fiigt fiir jeden zuldssigen Block (¢, s) im Teilbaum 7
die Matrix S(t,s)WsT dem zugehorigen Gewicht L; hinzu. Dabei nehmen wir an, dass W
orthogonal ist.

function GEWICHT ERWEITERN BauM(b, S, x, A, w, L, 1)
ifbe ﬁzxj then
(t,3) < b
€ — e U Ag
L c Rmxf
Et\ntxnt — Ly

19
W(t,s) (t,s)
QR- ZERLEGUNG(EtT,E,E, ke, Py, LT )
else if chll( ) # 0 then
for { € chil(b) do
GEWICHT ERWEITERN BauM(b, S, k, A\, w, L, n)
end for
end if
end function

Lt‘fﬁt X pt <~

Mit Hilfe dieser Funktion kénnen wir die zuléssigen Blocke eines Teilbaums zu gegebenen
Gewichten hinzufiigen. Falls der aktuelle Block b = (¢, 5) € Tzxg kein Blatt ist, miissen
wir fiir den rekursiven Aufruf im Kind b = (£, §) € chil(b) externe Gewichte Ly, fiir alle

t € desc(f) berechnen. Dazu legen wir L;, als Kopie von Lj, fiir alle ¢ € desc(f) an
und rufen den Algorithmus |7.2.2| fiir Ly und (,s) fiir alle s € chil*(3)\{5} auf. Danach

sind in Ly externe Gewichte fiir den Block b gespeichert. Mit Hilfe dieses Vorgehens
definieren wir spater Algorithmus der die innere Prolog-Funktion fiir die 2. Variante
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7 Niedrigrangupdates fiir rekursive Algorithmen

des Niedrigrangupdates beschreibt. In dem zugehérigen Lemma [7.2:24] untersuchen wir
die Eigenschaften formal.

Weil sich mit den lokalen Niedrigrangupdates auch Kopplungsmatrizen aufserhalb des
aktuellen Blocks verdndern, miissen auch die externen Gewichte angepasst werden. Wiirden
wir die externen Gewichte wie in direkt speichern, miissten wir beim Aufwértslaufen

die externen Gewichte L;, und L, , fiir alle b = (£,5) € pred(b), t € T; und s € Tg

aktualisieren. Dies wiirde den Level des aktuellen Blocks b in den Aufwand bringen.
Deshalb verwenden wir wie fiir die Kopplungsmatrizen eine rekursive Darstellung.

7.2.3 Rekursive Darstellung der externen Gewichte

In diesem Abschnitt stellen wir die rekursive Darstellung der externen Gewichte vor. Diese
basiert auf einer rekursiven Darstellung fiir die Kopplungsmatrizen, wobei die Familien
Ci,i€{l,...,m} verwendet werden.

Definition 7.2.16 (Rekursive Darstellung von extegpen Gewichten)
Es sei H = H*(Tzxg,V,W, N, S) eine H*-Matrix, w € R_3*7 eine Skalierung, b € Tzx 7

ein Block und (b;)™, = ((£;,5:))™ der Pfad von der Wurzel 7757 zu b. Weiter sei eine
rekursive Darstellung ((S;)7,, (C;)™ 4, (D;)™,) von S mit Rangverteilungen r; auf desc(#;)
und A; auf desc(s;) fiir alle 7 € {0,...,m} gegeben. Weiter seien fiir alle ¢ € {0,...,m}
Rangverteilungen 7; auf desc(#;) und Familien von Matrizen L; mit L;i; € RrtxMit,

t € desc(t;), gegeben. Falls fiir alle i € {0,...,m} und alle t € desc(#;)

T4
( II ¢ >Li,t (7.6)
j=it+1
—_——
K- tXKi ¢
€R ‘bt
ein externes Gewicht von H in b; zu w ist, bezeichnen wir (L), als rekursive externe
Gewichte von H zu w im Block b. Wir schreiben auch Ly, := L; und fiir externe Gewichte

der transponierten Matrix Lg; (also fiir die Spaltenbasis).

Wie in Definition [[.2.5] verwenden wir fiir die rekursiven externen Gewichte Produkte von
Basiswechseln. Nach Bemerkung sind diese Produkte fiir ¢ = m gleich der Identitét.

Daraus folgt Bemerkung

Bemerkung 7.2.17
Im aktuellen Block b (i = m) sind die rekursiven externen Gewichte L, ; fiir alle t € T;

externe Gewichte von H in b zu w.

Um rekursive externe Gewichte fiir die Spaltenbasis zu betrachten, benétigen wir eine
rekursive Darstellung fiir die transponierten Kopplungsmatrizen ST, die zur transponierten
H2-Matrix HT gehoren (siehe Lemma [3.4.26)). Die Darstellung aus Bemerkung [7.2.18
folgt direkt, indem wir beide Seiten in ED transponieren.
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Bemerkung 7.2.18

Es sei H = H2(Tzx7,V,W,N,S), b € Trxz, (b))7, der Pfad von r7y7 zu b und
((S)irg, (Ci)iry, (D)%) eine rekursive Darstellung von S. Dann ist durch die Fami-
lien ((SH)™y, (Di)™y, (C;)™,) eine rekursive Darstellung von ST gegeben.

Fiir diese Form der externen Gewichte untersuchen wir das Durchlaufen des Blockbaums.
Dabei gehen wir sehr dhnlich zu der rekursiven Darstellung der Kopplungsmatrizen vor.
Wir fangen mit dem Abwartslaufen im Blockbaum an.

Lemma 7.2.19 o

Es sei H = H*(Tzx7,V, W, N, S) eine H?-Matrix, w € R_{*7 eine Skalierung, be Trus
ein Block und (b)), = ((£;,5:))7, der Pfad von der Wurzel r7x 7 zu b. Weiter seien
cine rekursive Darstellung (i), (Ci)™, (D;)i™,) der Kopplungsmatrizen S in b und
rekursive externe Gewichte (L;)™, von H zu w im Block b gegeben.

Es sei b ¢ L1y, b € chil(b) und ((5’2)?;'51, (Cv’l);f{l, (lu)z);f[l) die rekursive Darstellung
von S aus Lemma [7.2.8 Es sei Ly,q1, fiir alle t € T; ein externes Gewicht von H zu w in

b. Dann sind (L;)7h! rekursive externe Gewichte von H zu w im Block b.

BeEwEIs: Fiir alle t € desc(f) sind die Matrizen Cv'erl,t aus Lemma gleich der
Identitéit. Damit gilt fiir alle i € {0,...,m} und ¢ € desc(#;)

ié,t ] min{igyt,m} ) i
( H Cj,t)Li,t = ( H Cj,t>Li,t = ( H Cj,t) Li,t-

j=it1 j=i+1 j=i+1

Der letzte Term der Gleichungskette ist nach Voraussetzung ein externes Gewicht von H
zu w in b;. Also gilt in diesem Fall die Behauptung.

Fiir i = m + 1 ist das Produkt iiber die Matrizen éj,t wegen i +1=m+ 2 > Z'E’t gleich
der Identitat und Ly, fir alle ¢t € desc(f) per Definition ein externes Gewicht. Damit
folgt die Behauptung. [ |

Nachdem wir das Abwartslaufen im Blockbaum fiir die rekursiven externen Gewichte
betrachtet haben, beschéftigen wir uns mit dem Niedrigrangupdate.

Lemma 7.2.20 ~

Es sei H = ’H2(75[X5,V,VK,N, S),~b = (£,3) € Tzxg, R = AB” € RL*Y mit Rang-
K-Darstellung und H := H(H, R,b). Weiter seien (V)7 und (Ws)se7; orthogonale
Clusterbasen, V und W die Clusterbasen nach Lemmal5.2.1jund H := I EVW[E’ ]. Es
~ ~ IxXTH0V

sei (b;)i", der Pfad von rzx 7 zu b, ((S;)i%, (Ci)i%q, (D;)i% ) eine rekursive Darstellung

. . LI 7.
von S und (L;)7, rekursive externe Gewichte von H zu w € R_5*7 in b.

Wir definieren L; := L; fiir alle i € {0,...,m — 1} und Ly, := C(V,V)tmx,{th,t fiir

alle t € T;. Dann sind (L;)", rekursive externe Gewichte von H zu w in b basierend auf
der rekursiven Darstellung ((S;)™,, (C;)™,, (D;)™,) von S aus Lemma |7.2.10
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7 Niedrigrangupdates fiir rekursive Algorithmen

BEWEIS: Wir untersuchen zuerst die externen Gewichte fiir den aktuellen Block.

1. Fall: Es sei i = m.

Weiter sei t € T;. Fiir alle s € row(t) mit b = (¢, s) ¢ Ty, gilt nach Lemmam und
s ¢ Ts Upred(§) und zusammen mit Lemma 6| folgt Sy = C(V,V).S, sowie mit
Lemma WS = Ws. Nach Bemerkung ist Lm,t ein externes Gewicht von H zu
w in b. Also existiert eine orthogonale Matrix QB,t mit

1 - 7 ~ 1
Z SessWs = C(V,V)im,xr Z ——— S Wi

s€row(t) w(t’ S) s€row(t) w(t’ S)
(t:5)¢T, (t.5)¢T,

= C(VY’ V)t\ﬁtxnth,tQ%:t = Zm,tQ%:t-

Also ist Ly, ein externes Gewicht von H zu w in b. Nach Bemerkung gilt somit die
Bedingung fiir i = m und alle t € desc(t,,) = T;.

2. Fall: Es sei i € {0,.. -1}

Es sei t € desc(;). Dann folgt fiir alle s € row(t) mit b = (t,s) ¢ desc(b;) aus Lemma
m und (iv)) s ¢ desc(s;) U pred(s;) 2 Tz U pred(3) und mit Lemma auch
W W Wir unterscheiden zusétzlich die Falle, ob die Kopplungsmatrix beziiglich der
Projektion in 7y angepasst werden muss oder nicht.

2.1. Fall: Es sei t € T;.

Nach Lemma m gilt S, = C(‘N/,V)tmmtSb wegen s ¢ Tz fur alle s € row(t) mit
b=(t,s) ¢ desc(b;). Aus der Definition der rekursiven externen Gewichte folgt die
Existenz einer orthogonalen Matrix QB,t mit

1 - 7 ~ 1
> 84 Ws = COV, Vmixn D ot S)S(t,s)WsT

w(t,s)
serow(t) serow(t)
(t:5)¢T, (t.5)¢T,
ib t
= C( thXHt< H C, )Li,tQET’t'
Jj=t+1

Nach Definition gilt L;+ = L;; und C;; = Cj, fiir j € {i+1,... i, —1F € {0,...,m—1}.
Zusammen mit C(?,V)tmmcm,t =Cmyund iy, =m > i+ 1 folgt

1 i5 .
Z (.U( ) S(t 8) ( H C] t) Li,tQ67t

serow(t) j=i+1
(t.:5)¢T

Also gilt in diesem Fall die Bedingung (7.6]).
2.2. Fall: Es sei t ¢ T;. .
Fiir alle s € row(t) mit (¢, s) ¢ desc(b;) folgt s € Tz und mit Lemma dass S, = S,

ist. Mit der orthogonalen Matrix (); , aus der Definition der externen Gewichte und
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iz 1 € {0 — 1} folgt
1 T 1 15t
E— AT
2 w(t,s)s(t’s)ws = 2 w(t, S)S(ts < 1l & t)Lz’tQi”t
serow(t) serow(t) j=i+1
(t15)¢7—5 (t,S)%R
iS,t o -
= ( 11 cj,t>Li,tQ5T’t.
j=i+1

Damit ist die Bedingung (7.6 auch in diesem Fall erfiillt und die Behauptung gilt. m

Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir das Aufwartslaufen im Blockbaum. Dies
verlauft dhnlich wie fiir die rekursive Darstellung der Kopplungsmatrizen. Allerdings
werden die Matrizen L,,_1; fiir jeden Cluster ¢t € 7T; aktualisiert und die Basiswechsel
aus Lemma [.2.11] iibernommen.

Lemma 7.2.21 ~ ) .
Es sei H H*(Tzxg,V,W,N,S), b € Trxg, (b)), der Pfad von rzx7 zu b und

w e RS IXJ . Weiter seien eine rekursive Darstellung ((S;)1",, (Ci)q, (D;)™,) von S
und rekurswe externe Gewichte (L;)", von H zu w in b gegeben.

Es sei b # rIxJ, b= (f,$) = par(b) und ((Sz)zio, (C)™ 1, (Dy)™,) die rekursive Darstel-
H '

lung von S in b aus Lemma 1} Wir definieren L; := L; fiir alle ¢ € {0,...,m — 2}

und fiir alle t € desc({)
, I ,falls t ¢ T;
Lm—l,t = .
CmtLlmy fallsteT;

Dann sind (L i), rekursive externe Gewichte von H zu w im Block b.

BEWEIS: Es sei i € {0,...,m — 1} und t € desc(#;). Wir unterscheiden die Félle, ob
Blocke mit Zeilencluster ¢ von Projektionen in 7y beeinflusst werden oder nicht.

1. Fall: Es sei t € T;. Dann gilt il;,t =m—-1=y,—1 Als Néchstes unterscheiden wir, ob
i =m — 1 ist und das externe Gewicht direkt aktualisiert wird oder i € {0,...,m — 2} ist
und das externe Gewicht indirekt durch die Definition von Cj,_1 ; angepasst wird.

1. 1. Foll: Es sei ¢ = m — 1. Dann ist i + 1 :ig’t:m>m—1 :ié,t und

il;,t Yp.t
( 11 Oj,t> Lip = Lm-11 = CmgLmy = ( 11 cj,t> Liy

Jj=i+1 j=i+1

ein externes Gewicht von H zu w in b;.
1.2 Fall: Es sei i € {0,...,m —2}. Dannist i + 1 < iy, =m —1=14;, — 1 und

X U i ¢
< H éj,t>i/i,b = CmtCm— 1t< H Cjt> < H Cj,t>th

j=i+1 j=i+1 j=i+1
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7 Niedrigrangupdates fiir rekursive Algorithmen

ein externes Gewicht von H zu w in b;.
2. Fall: Es sei t ¢ T;. Dann gilt iz, = i;, € {0,...,m — 1} und

il;,t ) ) iE,t
< H Cj,t>Li7t = ( H Cj,t) Li,t

Jj=i+1 Jj=i+1

ist ein externes Gewicht von H zu w in b;. [ ]

Damit haben wir ein Moglichkeit gefunden, rekursive Darstellungen von Kopplungs-
matrizen und rekursive externe Gewichte wahrend des rekursiven Durchlaufens eines
Blockbaums zu erhalten.

Bemerkung 7.2.22

Die rekursiven externen Gewichte fiir die Spaltenbasis, also fiir die transponierte H?-Matrix
HT, geben uns die Lemmata [7.2.19] [7.2.21| und [7.2.20| die Méglichkeit der Anpassung
wahrend der Rekursion. Dies folgt daraus, dass die Anpassungen fiir die rekursiven
Darstellungen mit den Lemmata [7.2.8] [7.2.11] und [7.2.10] fiir die Basiswechsel der Zeilen-
und Spaltenbasis analog verlaufen.

Als Néchstes beschéftigen wir uns mit der algorithmischen Umsetzung des Niedrigrangup-
dates in der 2. Variante.

7.2.4 Algorithmische Umsetzung

Nach unseren Vorbetrachtungen stellen wir nun die 2. Variante unseres rekursiven Updates
vor. Dabei fligen wir im Vergleich zur 1. Variante noch eine Prolog- und eine Epilog-
Funktion innerhalb der Schleife fiir die Kinder hinzu. Wir beginnen mit der &ufseren
Prolog-Funktion, die entsprechend zu Algorithmus die Voraussetzungen (7.1]) und
fiir die Kinder sicherstellt. Wie bereits erwidhnt, verwenden wir dazu Algorithmus
um aus den lokalen Gewichten ein adaptives Gewicht zu berechnen. Nach Bemerkung
[7.2.15]sind fiir die relevanten Fille externe Gewichte gleich lokalen Gewichten. Dies fiihrt zu
Algorithmus [7.2:4] dessen Aufwand und Eigenschaften wir in Lemma [7.2.23] untersuchen.

Lemma 7.2.23 B

Es seien H = H?(Tzx7,V, W, N, S) eine H2-Matrix, b = (¢,3) € Trx7\Lzx7 ein Nicht-
+

Blatt-Block, wr,ws € RiﬁXJ, 07 € RZIO und 67 € RZ‘S Skalierungen. Es gelten die

Voraussetzungen (7.1)) und (7.2) im Block b. Falls £ # rz gilt, sei #CI,par(E) < #/ipar(f)

und, falls § # 77 gilt, sei #(7 par(s) < #FApar(s)- Weiter seien L und Ljr lokale Gewichte

in ¢ fiir H zu w7 mit weniger als #r; Spalten bzw. in s fiir HT Zu wy mit weniger als
# Az Spalten. Dann bendétigt Algorithmus aufgerufen in b hochstens

(degr +4)K3

max
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Algorithmus 7.2.3 Prototyp fiir einen rekursiven Algorithmus, der das Niedrigrangup-
date in der 2.Variante verwendet. Dabei sind Ly Lyr die rekursiven externen Gewichte
sowie C;) und C;)T die Basiswechsel der rekursiven Darstellung.

function PROTOTYP_ VARIANTE2(b, H, L;, Lir, Z1, Z7, C5, Cir, 0pl, €1, €7, str)
(t,3) b
(EXJ?(WE)v(W7F)7N7S) «—H
Berechnungen der Rang-K-Matrix R = ABT ¢ R%:g
NIEDRIGRANGUPDATE_VARIANTEQ(B, H, Ly, Lyr, Z1, Z7, R, opt, €1, €7, str)
> Algorithmus
if chil(b) # 0 then
PROLOG _AUSSEN _ VARIANTE2(b, E, &, F, \, L;, Lyr, Z1, Z7, 01, 0.7)
> Algorithmus [7.2.4
for b € chil(b) do
PROLOG_INNEN_VARIANTEQ(I;, b, S, k, \, Ly, Lyr, Ly, Lyr, Cy, Cyr)
> Algorithmus [7.2.5
PROTOTYP_VARIANTEQ(E, H, Zz, Zg, Ly, Lyr, Cy, Cyr, opt, €1, €7, str)
EPILOG_1NNEN_VAR1ANTE2(5, 5, Cy, Cyr, S, K, A, Ly, Lir)

> Algorithmus [7.2.13
end for )
EPILOG _ VARIANTE2(D, E, k, F, \, C;, Dj) > Algorithmus
end if

end function

Algorithmus 7.2.4 Die Funktion stellt sicher, dass die Voraussetzungen (7.1) und
(7.2) fir alle Kinder b € chil(b) erfiillt sind. Dabei wird davon ausgegangen, dass die

Voraussetzungen fiir den aktuellen Block b = (£, 3) erfiillt und lokale Gewichte fiir den
Fall £ ¢ L7 bzw. § ¢ L7 gegeben sind.
function PROLOG_AUSSEN _VARIANTE2(D, E, s, F, \, L;, Lyr, Z1, Z7., 01, 0.7)
(t,3) b
if £ € 77\ Lz then
ADAPTIVE _GEWICHTE _SCHNELL(Z, E, &, Ly, nz, 0z, Z1, (1)
> Algorithmus [7.2.]]

end if
if s € T7\Ls then
ADAPTIVE_ GEWICHTE _SCHNELL(S, F, A, Lyr, 07, 07, Z7, C7)
> Algorithmus
end if
end function
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Operationen, wobei kmax := maxc; #K¢ sel. Auflerdem sind die Voraussetzungen (7.1

und (|7.2) mit #¢z; < #r¢ und #(7 s < #As nach dem Aufruf von Algorithmus flir
alle b € chil(b) erfiillt.

BEWEIS: Wie wir im Beweis von Lemma gesehen haben, reicht es aus, im Falle von
t ¢ L7 ein adaptives Gewicht in £ und im Falle von 5 ¢ £ ein adaptives Gewicht in § zu
berechnen. Falls einer der Cluster ein Blatt ist, brauchen wir fiir diesen keine weiteren
Groken berechnen. Wir betrachten den Zeilencluster .

Fiir den Fall £ = r7 ist das lokale Gewicht L; gleichzeitig ein adaptives Gewicht und die
Behauptung folgt (siehe die Definitionen |4.4.17} |4.4.15 und [7.2.12f). Weil der Algorithmus
in diesem Fall keine Berechnungen vornimmt, gilt die Aufwandsabschétzung.

Es sei also 0.E.d.A. f # r7 und f := par(f). Dann existieren orthogonale Matrizen
Q; € RgiZi und Py € R‘g igf derart, dass fiir die adaptive totale Clusterbasis
t t
1 r 1
X(’TIXJ,H,(,U,H)I; = Z 7‘/%3(578)“/3 + *X(’TZX‘],H,W,H)I{‘E

serow(t) W(i.s) 95

= Vi(L; E:Z;) (Q; Pf)T =: VEZ;ET

gilt. Dabei ist die Matrix ﬁg nach Bemerkung|2.3.15/orthogonal. Mit der durch Algorithmus
[7-2.0] berechneten QR-Zerlegung folgt

X(Toxg, Hyw,0); = ViZiP! = ViZiP' Bl = V;Z;P}.

Die Matrix F; ist als Produkt von orthogonalen Matrizen orthogonal. Also ist Z; ein
adaptives Gewicht. Weil Z; € R ¢ durch die QR-Zerlegung der Matrix 25 e RFx MV ¢)
entsteht, gilt #(; = min{#k;, #n; + #¢;} < #k5.

Als Néchstes schitzen wir den Aufwand ab. Das Aufstellen der Matrix Zg kostet hochstens

kiR A < 2Rk AR < 2K3
Operationen. Danach wird die QR-Zerlegung der (n; U (;) x k;-Matrix EET in weniger als
Crtt (g U Co)tme min{#(n; U Gp), #w7} < cor(Fhg + #r)FRi#R; < 20qrkia
Operationen berechnet. Die Aussagen folgen analog fiir die Spaltencluster. Damit folgt

die Aussage. [

Damit sind die Voraussetzungen und beim Abwartslaufen im Blockbaum erfiillt.
Als Néchstes wenden wir uns den rekursiven Darstellungen der Kopplungsmatrizen und
den rekursiven externen Gewichten zu. Diese berechnen wir fiir die Kinder mit Hilfe der
inneren Prolog-Funktion in Algorithmus [7.2.5] deren Eigenschaften wir in Lemma [7.2.24]
untersuchen.
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Algorithmus 7.2.5 Die Funktion berechnet fiir ein Kind b € chil(b) die externen Gewichte
Ly und Ly aus den externen Gewichten des aktuellen Blocks L; und Ljr. Dabei gehen
wir davon aus, dass alle relevanten Clusterbasen orthogonal sind.

function PROLOG_INNEN_VARIANTEZ(13, b, S, Kk, \, w, Ly, Lyr, Ly, Lyr, Cy, Cyr)
(£,8) < b, (,8) < b
for t € desc(f) do
LI;,t — Ll;,t € R,
Cyi < In € Rfe Xkt
end for
for s € chil*(5)\{s} do
GEWICHT _ERWEITERN BauM((f,s), S, &, A, w, Ly, my) > Algorithmus
end for
for s € desc(s) do
Lyr , + Lyr , € RM T
CET,S — I)\S € RAsXAs
end for
for t € chil*({)\{f} do
GEWICHT _ERWEITERN _Baum((5,t), ST, \, K, w, Lz, myr)
end for
end function

Lemma 7.2.24 B
Es seien H = H?*(Tzx7,V, W, N, S) eine H?-Matrix, b = (¢, §) E Tzx7\L1x 7 ein Nicht-

Blatt-Block, b € chil(b) ein Kind dieses Blocks und wr,ws € R XJ , 07 € R o und 07 €
RS Tz 7 Skalierungen. Weiter seien (b;), der Pfad von rzx 7 zu b, ((Sl)izo, (CZ)z‘:h (Di)™)
eine rekursive Darstellung von S, (Lz;)i", rekursive externe Gewichte von H zu wg
in b und (Lg:)™, rekursive externe Gewichte von H? zu wy in b, Es gelten die
Voraussetzungen ([7.1]) und im Block b. Dann bendtigt Algorithmus aufgerufen
mit b und b hichstens

(egr+ ki | D #LL 4 D #L

sechil*(3)\ {5} techil* (H\{f}

Operationen, wobei kmax := maxic7; ##+ sei. Die berechneten Matrizen Lb ptE desc(f),
und Ly ., s € desc(5), sind externe Gewichte und die Matrizen Cy, und Dj bs sind als
Identltaten angelegt. Somit sind eine rekursive Darstellung der Ko plungsmatrlzen und
rekursive externe Gewichte nach dem Aufruf von Algorithmus fur b gegeben.

BEWEIS: Wir betrachten das Gewicht L; , fiir einen Zeilencluster ¢ € desc(t f). Der Beweis
fiir die Spaltencluster verlauft analog. Zu Beginn von Algorithmus [7.2.5 - 5| werden in Ly,
)

die externen Gewichte zum Block b gespeichert. Diese Matrix bezeichnen wir mit ngot.
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7 Niedrigrangupdates fiir rekursive Algorithmen

Danach werden nacheinander Blocke hinzugefiigt. Es sei p € N die Anzahl der Aufrufe
von Algorithmus fiir zuléssige Blétter mit Zeilencluster ¢. Fir alle i € {1,...,p}

bezeichne (¢, §;) den i-ten dieser Blocke und Ll()) die Matrix, mit der Ly , nach dem i-ten

dieser Aufrufe iiberschrieben wird. Wir ze1gen dass fiir alle i € {0, ..., p} eine orthogonale
Matrix Q; € Rg Ztnz mit & ; = gbt (U s,) und
L@l = X tsWT+Z SwsnWe,
7 serow(t) “it,s) “t,sg)

(t:5)¢T,

existiert. Weil L( ) gleich dem externen Gewicht Lj , ist, gilt die Aussage nach Definition
Es gelte d1e Aussage fir i € {0,...,p— 1}. Dann gilt

i+1
S W+ wyWE = LVQT + S5y WL
segv;(t) “s) ; Wt,s5) Sea s bt Witaay) 0T o
(L) T,

(i) T
- (Ll?t ms(t:swl)) (Ql W5i+1) :

Nach Lemma [3.3.14 ist si+1 ¢ pred($)\{$} und somit ist wegen Voraussetzung (7.1]) die
A ~
Clusterbasis W € ]R St orthogonal. Also ist die Matrix (Ql WS¢+1) =: Q41 €

Si+1 X)\

NA (ﬂt,iUAsH_l )
it X (Me,iUAs; 1)
eine QR-Zerlegung

nach Bemerkung 2.3.15| orthogonal. Im (i + 1)-ten Schritt wird dann

(E0 s Senn) = @ (1))

T XN i1

berechnet. Die Matrix Q41 := Qi+1Qi+1 € th,i+1><77t,i+1

Matrizen orthogonal und erfiillt

Z tsWT

s€row(t) Wits t:8;
(t,8)¢Tg

ist als Produkt orthogonaler

1+1
wT (z)
tsj Sj H—l

Um zu zeigen, dass das von Algorithmus|7.2.5| berechnete Gewicht Ly , = Lénz) ein externes

Gewicht fiir den Block b ist, miissen wir noch

{s erow(t) | (t,s) ¢ desc(b)} = {s € row(t)|(t,s) ¢ T} U{silie{1,...,p}}

beweisen. Dafiir reicht es, die Mengengleichheit

(Gilie{1,....p}} = {s€row(t)|(t s) € T\ desc(b)}
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Zu zeigen.

“C” Esselse{s]ie{l,...,p}}. Dann ist (¢,s) € EIXJ, also s € row(t). Auferdem
ist s € desc(s’) fiir ein s’ € chil*(8)\{5}. Weil die Pfade in Bdumen eindeutig sind, ist
s ¢ desc(8) und insbesondere (¢, s) ¢ desc(b). Da (¢, s) € T, gilt, folgt die erste Inklusion.
“D” EBs sei s € {s € row(t)|(t,s) € T\ desc(b)}. Dann ist (¢,s) € L7, 7 und somit
(t,s) # b. Also existiert ein Kind ¥ = (¢,s') € chil(b) mit (t,s) € desc(b'). We-
gen t € desc(f) und der Eindeutigkeit der Pfade gilt t = f. Andererseits folgt aus
(t,s) ¢ desc(b), dass s’ # & gilt. Damit ist s’ € chil*(3)\{#} und die zweite Inklusion folgt.
Als Néchstes schidtzen wir den Aufwand ab. Weil wir fiir den Aufwand nur die arith-
metischen Operationen zéhlen, kénnen wir die Initialisierung der externen Gewichte
und der Basiswechsel im Block b ignorieren. Es sei s € chil*(5)\{5} und (¢,s) € L’;XS

Dann berechnet Algorithmus |7.2.2| zuerst die Skalierung S,y In weniger als

1
w ¢ /)
HrpH#rg < k2, < k3. Operationen. Der Aufwand der anschheféenden QR-Zerlegung
ist durch

Car#Hl#ry min{#0, #r0} < cr(#ne + #A)HEp < 200k a

beschréankt. Durch Aufsummieren iiber alle Cluster s € chil*(8)\{5} und zuléssigen Blétter
(t',s) e EEFXS folgt die Aufwandsabschétzung fiir die Zeilencluster.

Fiir die Spaltencluster folgen die Aussagen analog unter Verwendung des transponierten
Blockbaums. [ |

Bemerkung 7.2.25
Es sei b = (£,3) € Tzx7\Lrxs. Dann wird Algorithmus [7.2.5, wie im Prototyp [7.2.3
beschrieben, wihrend der Rekursion innerhalb der Schleife fiir die Kinder aufgerufen. Der
Aufwand dafiir lisst sich mit Lemma [7.2.24] abschitzen. Dazu betrachten wir die Summe

— Lr
2. X #EL = > > DL #L,
(£,5)echil(b) s€chil* (3\{5}) techil*(f) §€chil* () sechil*(5\{5})

= > D (#ail"(3) - #HL

techil* (f) §€chil* (3)
= (F#chil"(3) - D#L].
Analog erhalten wir fiir die zweite Summe in Lemma [7.2.24]

Y #Lhe = bt - D#L

(£,8)echil(b) techil* (£\{})

Statt tiber #Etx ¢ konnen wir auch die Terme #7; s summieren und erhalten dann auf
der rechten Seite 7.

Nachdem wir das Abwirtslaufen wihrend der Rekursion erldutert haben, beschiftigen wir
uns als Néchstes mit dem Fall, dass im aktuellen Block b ein Niedrigrangupdate berechnet
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7 Niedrigrangupdates fiir rekursive Algorithmen

werden soll. Dann miissen wir zuerst aus den externen Gewichten L; lokale Gewichte
im Teilbaum 7; berechnen. Weil wir diese fiir die erweiterte Matrlx H=H (H, R, b)
berechnen, definieren wir dafiir eine Adaption von Algorithmus 9 fiir H. Weil die
erweiterten Clusterbasen i. A. nicht orthogonal sind, gehen wir davon aus, dass wir bereits

orthogonale Gewichte fiir die erweiterten Clusterbasen in den Teilbdumen 7; und 7z
berechnet haben (siche Algorithmus [5.3.1)).

Algorithmus 7.2.6 Die Funktion berechnet die lokalen Gewicht fiir die Cluster ¢ € T;.
Dabei werden die externen Gewichte L = L; durch lokale Gewichte liberschrieben.

function LOKALE_GEWICHTE_UPDATE(B, S, k, A\, K, @, O, p, L, n)
ifbe E;XJ then
E M U ps
Lt c R(5:UK)x£
Et\(mUIC)Xm — Ly
Ly xps < ﬁs(t,S)OsT\psxAs
Lt\lC><p5 A %’S(OslﬂsxK)T
QR-ZERLEGUNG (LT, 0,0,k UKC, P, LT )
else if b € Trx7\L1x 7 then
for b € chil(b) do
LOKALE_GEWICHTE_UPDATE(IVJ, S, k, A\, K, @, O, p, L, n)
end for
end if

end function

In Algorithmus wird deutlich, dass das externe Gewicht, mit dem gestartet wird, aus
RF:UK) <7 sein muss. Die externen Gewichte vor dem Niedrigrangupdate sind allerdings
in R®*" Dieses Problem kann durch den einfachen Algorithmus gelost werden, der
keine arithmetischen Operationen benétigt und vor Algorithmus aufgerufen wird.

Algorithmus 7.2.7 Die Funktion legt die lokalen Gewichte fiir die erweiterte Matrix H
fiir den Teilbaum 7; an. Dabei gehen wir davon aus, das externe Gewichte L; gegeben
sind.
function LOKALE_ GEWICHTE _ERWEITERN(t, &, IC, L, 1z, L, 1)
L =0 e R xn:
L|,{t><m <— Ll;
for £ € chil(t) do
LOKALE _GEWICHTE _ERWEITERN(, &, Ly, m;, K, L, 1)
end for
end function

Der Algorithmus ermdglicht es uns, lokale Gewichte fiir die erweiterte H2-Matrix im

Teilbaum 7 zu berechnen. Um daraus adaptive Gewichte zu berechnen, nutzen wir eine
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Adaption des Algorithmus fiir das Niedrigrangupdate. Dabei ist es entscheidend,
dass die Voraussetzung (7.2)) erfiillt ist, damit wir im Cluster ¢ beginnen kénnen.

Algorithmus 7.2.8 Die Funktion berechnet die adaptiven Gewichte der erweiterte -
Matrix fiir die Cluster ¢ € T; unter Verwendung lokaler Gewichte L.

function ADAPTIVE _GEWICHTE _UPDATE({, E, k. K, 0, L,n, Z, )
if fA: r7 then .
Zy + Ly € RsVK

else
f := par(t)
R Nt U Ct’

/Z/:t c R(Ht UIC)XE
Zij (s 0Kyxme € Lt
Zijoxc; eitEtZﬂWc{
Z 1
Ziicxe; <, Zilxe
QR-ZERLEGUNG(Z{L 0,0, k¢, Py, ZT ()
for { € chil() do .
ADAPTIVE GEWICHTE UPDATE(L, E, k, K, 0, L, n, Z, ()
end for
end if
end function

Damit haben wir eine Moglichkeit, erst die lokalen Gewichte und dann die adaptiven
Gewichte fiir die erweiterte Matrix H in den Teilbdumen Tt und 75 zu berechnen. Anschlie-
fend kénnen wir die adaptiven Clusterbasen lokal in 7; und 7z berechnen. Weil wir fiir
das Update Berechnungen nur im Teilblock 7 vornehmen wollen, nutzen wir Algorithmus
statt Algorithmus um die Kopplungsmatrizen innerhalb von 7 anzupassen.
Schliefslich miissen wir noch die rekursiven Darstellungen aktualisieren. Nach Lemma
[£2.101 und Lemma [7.2.20] miissen wir die Basiswechsel und die externen Gewichte mit den
Basiswechseln C' (‘N/,V)ﬂgtx x, bzw. C(W, W) s/ xr, Multiplizieren. Deshalb schneiden wir
in Algorithmus die zu IC gehorigen Spalten der Basiswechsel ab.

Algorithmus 7.2.9 Die Funktion schneidet den hinteren Teil der Basiswechsel ab.

function BASISWECHSEL _ABSCHNEIDEN(Z, &, &, C)
Ct < Cyg,xr, € RFXH
for 7 € chil(f) do
BASISWECHSEL _ ABSCHNEIDEN(f, &, x, C)
end for
end function

Mit den abgeschnittenen Basiswechseln kénnen wir die Basiswechsel und die externen
Gewichte aktualisieren. Diese Aufgabe erledigt der Algorithmus Weil in beiden

Fallen eine Familie von Matrizen fiir einen Clusterbaum mit einer anderen solchen Familie
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multipliziert wird, benétigen wir nur eine Funktion.

Algorithmus 7.2.10 Die Funktion multipliziert die Familie von Matrizen X im Cluster-
baum mit den Basiswechseln C'. Dabei wird das Ergebnis wieder in X gespeichert.
function BASISWECHSEL _CLUSTERBAUM(t, C, R, k, X, 1)
Xt ¢ Cymyxn, Xt € RFexmt
for ¢ € chil(t) do
BASISWECHSEL _CLUSTERBAUM(E, C, &, k, X, 1)
end for
end function

Damit konnen wir das Niedrigrangupdate fiir rekursive Algorithmen in der 2. Variante
definieren. Es ist derart gestaltet, dass es die Voraussetzungen ((7.1]) und (7.2)) erhélt und
die rekursiven Darstellungen aktualisiert. Dies und eine Aufwandsabschéatzung zeigen wir

in Theorem [7.2.20l

Theorem 7.2.26

Es sei H = H*(Tzx7,V,W, S, N) eine H-Matrix mit cgzp-schwachbesetztem, strikt zu-
lassigem Blockbaum 77«7 und fiir die Clusterbasen V' und W gelte . Weiter sei
R = ABT eine Nledrlgrangmatrlx mit Rang—lC Darstellung und b = (£, 3) € TIX] ein

Block mit R € R~I Xj Es gelten ([7.2) fiir gegebene Skalierungen wy € R;fj und

07 € ]R f bzw. wy € R( IXJ) und 07 € RS *7 . Weiter seien (b;), der Pfad von 77,7 zu

b, ((S; )Z 0, (C)q, (Dy )z 1) eine rekursive Darstellung von S, (Lz;)i%, rekursive externe
Gewichte von H zu wz in b und (L7 ;)™ rekursive externe Gewichte von H? zu wy in
b Wir definieren die maximale Blattgrohe nmax := max{maxycr, #t, max,c,, #s} und
den maximalen lokalen Rang

kmax = max{max #£;, max #\s, max #Km—1¢, MaxX #FA\pm_1s, IC, max #RKy, max #As}.
teTz s€ETy teTz s€Ty teTz s€ETy

Dann benétigt der Algorithmus [7.2.11 fiir die Berechnung von H ~ H + X hochstens

(dcapr + 4cgr +12) max(#t + #5) + (dcapr + 24cqr + 40) max(#T + #7Ts)

+ ((8cypy + 32¢qr + T2)kD o + 2kmax max{3k ., Nonax}) # 75
Operationen. Die H2-Matrix-Darstellung von H wird mit der von H mit Clusterbasen
V und W iiberschrieben, die (7.1)) erfiillen. Dann erfiillen die alten Gewichte Z7, Z7,
L; und Ljr auch fiir die neue Matrix H und die Skalierungen wz, wz, 67 und 07 die

Bedingung ([7.2). Aufterdem sind die rekursiven Darstellungen und rekursiven externen
Gewichte aktualisiert fiir die neue H2-Matrix H.

BEWEIS: Zuerst werden mit Algorithmus nach Lemma [5.3.8 orthogonale Gewichte
flir die erweiterten Clusterbasen in weniger als

Acqrkio (# + #8) + (4 + Begr) ko (#T; + #7T5)
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Algorithmus 7.2.11 Die Funktion berechnet das Niedrigrangupdate einer H2-Matrix
H = H*(Tzx7,V,W, N, S) fiir eine Rang-K-Matrix R = AB” fiir die 2. Variante.
function NIEDRIGRANGUPDATE_VARIANTEQ(I;, H, C;, Cyr, Ly, Lyr, Z7, Z7, R,
opt, €, w, str)
(Tzx7,(V,E),(W,F),N,S)« H, (A,B) + R
LOKALE _ORTHOGONALE _GEWICHTE(L, V, k, A, K, Oz, p1)
LOKALE _ORTHOGONALE GEWICHTE(S, W, A\, B, K, Oz, p7)

> Algorithmus

SKALIERUNG(B, S, k, \, Oz, pz, O7, p7, Opt, str, wr)
SKALIERUNG((;T, ST\ k, Oz, p7, Oz, p1, Opt, str, wy) > Algorithmusm
LOKALE _GEWICHTE ERWEITERN(Z, &, K, Ly, 3, Lz, n1)
LOKALE _ GEWICHTE _ERWEITERN(3, A, K, Lir, m5r, L7, 17)
> Algorithmus

LOKALE _GEWICHTE _UPDATE(D, S, k, A\, K, @, Oz, pz, L1, 117)
LOKALE _GEWICHTE UpPDATE(b, ST, A, k, K, &, O, p7, L7, 17)

> Algorithmus [7.2.6]
E, 0,
F, é
(E t,
(3, 5

. Nz, Z1, (1)

07, Zg, Cg) > Algorithmus

ADAPTIVE _GEWICHTE _UPDATE(Z, Lz
s, Ly
V A ,C ZI) CI? K, CI? Opt GI)
, W,
N,

ADAPTIVE _GEWICHTE _UPDATE(
LOKALE__ADAPTIVE__ CLUSTERBASIS

LOKALE _ADAPTIVE _CLUSTERBASIS )\ B, K, Zz,Cz, A\, Cg, opt,er)

> Algorithmus [5.3.3]
S, k, A\ A, B, K, C1, R, Cz, \)

> Algorithmus [5.3.5]

H2—MATRIX—PROJEKTION7INNERHALB(b

BASISWECHSEL _ ABSCHNEIDEN(f, &, , C7)

BASISWECHSEL_ ABSCHNEIDEN (3, A, A, C7) > Algorithmus [7.2.9
BASISWECHSEL _ CLUSTERBAUM(¢, C7, R, K, Cj, Kj)

BASISWECHSEL_ CLUSTERBAUM(S, Ci7, A, A, Dyr, Agr) > Algorithmus
BASISWECHSEL _CLUSTERBAUM(t, Cr E, , Ly, mp)

BASISWECHSEL _CLUSTERBAUM(3, D7, A, A, s M) > Algorithmus

end function
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Operationen berechnet. Der Aufwand fiir die Berechnung der Skalierungen ist nach Lemma
durch 8(cy | + 7k} #T;, beschrinkt. Mit der Definition der erweiterten
Kopplungsmatrizen gilt fiir alle ¢t € T;

1

——S
Ll;t T Zserow(t) Wt,s) (t,s) 1 S(t,s)
() - () - 5 ()

OICXTIE,t OICXUBJ serow(t) W(t,s) Kxng
(t:5)¢T,
1 ~ -
= > S(H,R,b).
serow(t) “t,s)
(t:5)¢T

Also gibt der Algorithmus externe Gewichte fiir die erweiterte H2-Matrix H zum
Block b in Ly zuriick. Genauso ist nach dem Aufruf von Algorithmus fir die
Spaltencluster ein externes Gewicht fiir HZ in b7 in Ly gespeichert. Wie im Beweis
von Lemma [7.2.24] folgt, dass nach den beiden Aufrufen von Algorithmus [7.2.6] lokale
Gewichte fiir die erweiterte Matrix in L7 und L7 gespeichert sind. Der Unterschied zu
Algorithmus [7.2.2] besteht darin, dass wir statt der Kopplungsmatrizen S das Produkt der
erweiterten Kopplungsmatrizen S mit dem zugehorigen orthogonalen Gewicht O bzw.
O verwenden miissen, wobei wir S wie in Abschnitt nicht explizit aufstellen. Der
Algorithmus berechnet fiir L7 in jedem zulassigen Blatt (¢,s) € Eg das Produkt

(1/w(t,5))St,5)(Os)psxr, )T und die Skalierung (1/wz 5)(Ogpp,xxc)” in weniger als

SH#rFHNHDs + #KFps < 3FrAtA(#As + #K) + #K(#As + #K)

<
< 6k3  +2k2 < 8k3

max max — max

Operationen. Zusétzlich wird die QR-Zerlegung von EtT in weniger als

< cor(Fm + F#ps) (Fhe + #K)?
< qu((#ﬁt + #K) + (#)‘s + #K))4kr2nax
< 16c4 k3

max

qu#g(#'%t + #IC) min{#é, (#K‘t + #IC)}

Operationen berechnet. Analog folgt die Aufwandsabschétzung fiir die Berechnung von
L7 mit Algorithmus [7.2.6] Der Aufwand fiir beide Aufrufe zusammen ist somit durch
(16 + 320qr)k§nax(#+) beschrankt.

Der Algorithmus |7.2.8 berechnet fiir jeden Cluster in 7; und H die gleichen Grofen
wie Algorithmus fur 7; und H. Weil durch die Rekursion und die vorherigen
Berechnungen jeweils sichergestellt ist, dass ein adaptives Gewicht fiir das jeweilige Elter
und ein lokales Gewicht des aktuellen Clusters gegeben sind, berechnet Algorithmus [7.2.§]
adaptive Gewichte (vgl. Beweis von . Fiir t € T;\{rz} und £ := par(t) benétigt das
Aufstellen der Matrix Z hochstens

3#Ht#ﬁf#gyf + #K#gt < Skiax(#ﬁf + #IC) + k'max(#’%t' + #IC) < 8k§nax
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Operationen. Zusétzlich wird die QR-Zerlegung von ZT in weniger als

cqr(#m + #C) (0 + #K)?
C‘IT(4kmaX)(2kmax)2 = 16Cq,«k3

max-*

Cor Pl (F ke + #K) min{#, (#r: + #K)}

IN A

Operationen berechnet. Fiir ¢ = rz werden keine Berechnungen vorgenommen und fiir
s € Tz erhalten wir die gleiche Aufwandsabschétzung. Damit gilt fiir die beiden Aufrufe
von Algorithmus die obere Schranke (8 + 16¢4, )k3 . (#T; + #Tz).

Die Berechnung der adaptiven Clusterbasen mit Algorithmus benotigt nach Lemma
[£.3.15 hochstens

(460477‘ + 12)kr2nax(7%£E + #é) + (4Capr + 18)k§1ax(#7-£ + #7;)

Operationen. Weil wir die alten Clusterbasen V' und W in den Teilbdumen 7; bzw. 75 mit
den neuen iiberschreiben, erfiillen die nach Algorithmus [5.3.3] gespeicherten Clusterbasen
nach Lemma die Voraussetzung . Die Voraussetzung bleibt, wie im Beweis
von Lemma gezeigt, auch erhalten.

Fiir die neuen Clusterbasen berechnet Algorithmus die neuen Kopplungs- und
Nahfeldmatrizen innerhalb des Teilbaums von 7. Dafiir werden weniger als

Z Gk%ax + Z kaaXn?nax < 2kmaX max{gk?naxﬂn?nax}#,]})
beLt beL,

Operationen benéotigt (siehe Beweis von Lemma. Damit sind die Matrizen im Block
b alle aktuell und fiir 4 = m erfiillt. Es bleiben noch die rekursive Darstellung fiir
i € {0,...,m—1} und die rekursiven externen Gewichte zu aktualisieren. Mit Algorithmus
7.2.9| erhalten wir die Basiswechsel C’(YN/,V)HEM,% in Cz; und C(WvW)s\szAs in Cy .
Dann berechnet Algorithmusl@ in jedem Cluster ¢ € T; das Produkt des Basiswechsels
Cz, aus dem aktuellen Update mit dem externen Gewicht L., ; bzw. mit dem Basiswechsel
Chnt- Damit ergibt sich fiir ¢ € 77 ein Aufwand von hochstens

QHF A < 2k1. baw.  2#FAmiHRmo1s < 2kD .

Operationen. Durch die Summe iiber alle Cluster ¢t € 7; und analog iiber alle s € T
erhalten wir die obere Schranke 8k2 .. (#T; + #7z). Nach Lemma und Lemma
[7.2.20] sind damit die rekursive Darstellung von S und die rekursiven externen Gewichte
fiir die neue H2-Matrix H angepasst. Durch Summieren der einzelnen Aufwandsschranken
erhalten wir die Schranke fiir den Gesamtaufwand. [

Bemerkung 7.2.27
Fiir das Niedrigrangupdate der 2. Variante gelten wie fiir die 1. Variante (siehe Bemer-
kung [7.1.4)) die Fehlerabschétzungen aus Abschnitt wobei wieder mit orthogonalen

Clusterbasen und adaptiven Gewichten gerechnet wird.
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7 Niedrigrangupdates fiir rekursive Algorithmen

Nachdem wir das Niedrigrangupdate beschrieben haben, wenden wir uns dem Aufwérts-
laufen im Baum zu. Dabei untersuchen wir zuerst die innere Prolog-Funktion. Wéahrend
des rekursiven Aufrufs fiir die verschiedenen Kinder miissen die berechneten Basiswech-
sel verarbeitet werden. Dazu werden die Kopplungsmatrizen, die Basiswechsel und die
externen Gewichte fiir den Block b mit den Basiswechseln aus dem rekursiven Aufruf
fiir b multipliziert. Die Aktualisierung der Basiswechsel und der externen Gewichte be-
rechnen wir wie beim Niedrigrangupdate mit Algorithmus Fiir die Anpassung der
Kopplungsmatrizen definieren wir den Algorithmus [7.2.12] der alle Kopplungsmatrizen in
einem Blockbaum (also in den zuléssigen Bléttern) von links mit einer zum Zeilencluster
gehorigen Matrix multipliziert. Fiir die Basiswechsel in den Spaltenclustern verwenden
wir dann transponierte Blockbaume.

Algorithmus 7.2.12 Die Funktion multipliziert die Familie von Matrizen S in den
zuléssigen Blattern des Blockbaums mit den Basiswechseln C'. Dabei wird das Ergebnis
wieder in S gespeichert.
function BASISWECHSEL _BLOCKBAUM(b, C, R, Kk, S, A)
if be [,}'XJ then (t,s) < b
Sp < Cijy xr, Sp € RN
else if b € Tzx 7\L7zx 7 then
for b € chil(b) do
BASISWECHSEL _BLoCKBAUM(b, C, &, K, S, \)
end for
end if
end function

Damit kénnen wir die innere Epilog-Funktion definieren. Diese stellt sicher, dass die
rekursiven Darstellungen im aktuellen Block entsprechend Lemma und Lemma
[7.2.2]] angepasst werden.

Nach dem Aufruf der inneren Epilog-Funktion haben wir wieder eine rekursive Darstellung
fiir den aktuellen Block inklusive rekursiver externer Gewichte. Dies ermdglicht uns, fiir
das néchste Kind die innere Prolog-Funktion und danach die rekursive Funktion fiir dieses
Kind aufzurufen. Auflerdem stellen wir sicher, dass nach der Rekursion fiir die Kinder
im aktuellen Block wieder die rekursiven Darstellungen aktuell sind. In Lemma
untersuchen wir die Eigenschaften von Algorithmus [7.2.13]

Lemma 7.2.28 . B
Es sei H = H*(Tzx7,V, W, N, S) eine H>-Matrix, b = (,5) € Tzx7\Lzx7, (bi)7 der
Pfad von rzx 7 zu b und b = (£, 5) € chil(b). Weiter seien ((Sy)mbh, (Comt (D)) eine

=1 =1
m+
1=

rekursive Darstellung von S in b und (Lz ;) b und (L7 )4t rekursive externe Gewichte

+

L .y .Y . . .
von H zu w € R_{*7 in b bzw. von H” zu w in b'. Dann iiberschreibt Algorithmus

7.2.13| die rekursiven Darstellungen derart, dass nach dem Aufruf mit b und b die Familien
(S, (Ci)y, (D;)™ ;) eine rekursive Darstellung von S in b und (Lz ;)" und (L ;)™

. . fohs .z .z .
rekursive externe Gewichte von H zu w € R;)XJ in b bzw. von HL zu w in % sind. Der
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Algorithmus 7.2.13 Diese Funktion stellt sicher, dass die rekursiven Darstellungen im
aktuellen Block b durch die Basiswechsel, die aus dem Block b kommen, aktualisiert
werden.
function EPILOG_INNEN_VARIANTE2(5, b, Cy, Cyr, S, Ly, Lyr, Gy, Cyr, opt, €, str)
(1,8) + b, (£,5) « b
for s € chil*(5)\{5} do
BASISWECHSEL _BLOCKBAUM((Z, 5), Cy, Ky, K3, ST, A) © Algorithmus

end for
BASISWECHSEL _ CLUSTERBAUM(S, Cy, Ky, kg, Cf, k) > Algorithmus |7.2.10
BASISWECHSEL _ CLUSTERBAUM(S, Cy, ky, kg, L, ;) > Algorithmus [7.2.10

for t € chil*({)\{f} do
BASISWECHSEL _BLOCKBAUM((3, 1), Cyr, Ay, g, ST, k) & Algorithmus|[7.2.12
end for
BASISWECHSEL _ CLUSTERBAUM(Y, Cir, Ny Ay Cyrs Agr) > Algorithmus [7.2.10
BASISWECHSEL _ CLUSTERBAUM(t, Cyr, A, Aj, Lyr, mjr) > Algorithmus [7.2.10
end function

Aufwand des Algorithmus ist hochstens

ki | DL HLE T DL #Lks |+ Ak desc(d) + # desc(5)),
s’ echil*(8)\ {5} t’ €chil* (£)\{f}
wobel kpax = max{maxtedesc(g) Km+1,t, MAXteT; Km,t, MAXsedesc(s) Amt1,s, MAXse T2 s b

der maximale lokale Rang sei.

BEWEIS: Nach Lemma [7.2.11{ miissen wir fiir alle b = (¢,s) € M;m = E:{\ desc(b) mit

t € desc(f) die Kopplungsmatrix S, mit dem Basiswechsel Cm+1,t = Cy , multiplizieren.

Weil nach Lemma [3.3.14] (i) und b ¢ L7z
{(t,s) € L’g\ desc(b) |t € desc(i)} = {(t,s) € Eg |t € desc(f) V s ¢ desc(5)}

= U {9 eLisl(ts) € desclt, )}
s'€chil* (3)\ {8}

gilt, werden diese Produkte durch die Aufrufe von Algorithmus[7.2.12]in Algorithmus[7.2.13]
berechnet und in den Kopplungsmatrizen gespeichert. Jedes dieser Produkte benétigt
hochstens 2# K41, tFbm, i #HAs < 2k3 . Operationen. Also ist der Aufwand fiir diese
Berechnungen durch

3 +
P D, #LL

s'echil*(8)\{5}

263



7 Niedrigrangupdates fiir rekursive Algorithmen

beschrinkt. Analog ist der Aufwand fir die Aktualisierung der Kopplungsmatrizen
beziiglich der Spaltenprojektion mit Algorithmus kleiner als

Ul D HLLe = 2D Y. H#LY
# €chil* D)\ {{} # €chil* D)\ {{}
Zusitzlich miissen nach Lemma |7.2.11| die Basiswechsel Cy, ¢ = Cj, fiir alle t € desc(?)
mit Cyq1 = Cy, und Dy, s = Cpr  Tiir alle s € desc(8) mit D16 = Cyr , multipliziert

werden. Dafiir Benétigen die beiden entsprechenden Aufrufe von Algor’ithmus
hochstens

Z Q#Km—l—l,t#ﬂm,t#/im—l,t + Z 2#>‘m+1,s#Am,S#)\m—l,s

tedesc(f) s€desc(5)

< 2k . (# desc(f) + # desc(5))

Operationen. Weil die Ergebnisse in den alten Grofen gespeichert werden, ist die rekursive
Darstellung derart angepasst, dass ((.5;)1", (Ci)™,, (D;)i*,) eine rekursive Darstellung
von S darstellt. Fiir die rekursiven externen Gewichte miissen nach Lemma [7.2.21] die
externen Gewichte Lz ,,; = L&t fiir alle ¢ € desc(f) mit Crmt1,t = CE,t und Lj/,n’SLET’S
fur alle s € desc(5) mit Dy q1,5 = BT s multipliziert werden. Diese Produkte werden mit
Algorithmus in hochstens

D 2R B T+ Y, 2H A s H A s H T s

tedesc(f) s€desc(3)
< 2k3 . (F# desc(f) + # desc(3))
Operationen berechnet. Also gilt die Behauptung. [ |

Fiir den ersten Teil der Aufwandsabschétzung haben wir die Summe iiber alle Sohne be
chil(b) bereits in Bemerkung |7.2.25(untersucht. Als Néchstes wollen wir das Entsprechende
fiir den zweiten Term betrachten.

Bemerkung 7.2.29
Es sei b= (,3) € Tzx7\Lzx7. Dann gilt

Z # desc(f) = Z Z # desc(f) < #chil*(3)#T;.
(£,5)€echil(b) gechil*(5) fechil* (i)
Analog folgt
> #desc(s) < #chil"(D#Ts.

(£,3)echil(b)

Fiir die dufere Prolog-Funktion miissen wir, wie fiir die Epilog-Funktion der 1. Variante die
Clusterbasis im aktuellen Block orthogonalisieren. Aufgrund der rekursiven Darstellung der
Kopplungsmatrizen multiplizieren wir diese nicht direkt mit den Basiswechseln, sondern
aktualisieren den Basiswechsel. Dies fithrt zu Algorithmus [7:2.14] dessen Eigenschaften
wir in Lemma [7.2.30] untersuchen.
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Algorithmus 7.2.14 Diese Funktion stellt sicher, dass die Voraussetzungen und
nach der Rekursion wieder fiir den aktuellen Block erfiillt sind.
function EPILOG_AUSSEN_VARIANTE2(5, V. Kk, W, A, Gy, Cyr)
(t,3) < b
if £ € 77\L7 then
ORTHOGONALE__ CLUSTERBASIS _CLUSTER(t, E, k, C, &) > Algorithmus
C&{ — CECB,f € RFiXFm-1t
end if
if $ € 77\L7 then
ORTHOGONALE _CLUSTERBASIS _CLUSTER(S, F, A, D, \) > Algorithmus m
CBT,E — CgCI;T7§ € RAsXAm—1,s
end if
end function

Lemma 7.2.30

Es sei H = H%(Tzx7,V,W, N, S) eine H2-Matrix mit csp-schwachbesetztem Blockbaum
und Rangverteilungen x = (Ht)teTI und A = (A )seTJ Es seien b = (£,3) € Tzx7\L1x 7
(l~7 ) der Pfad von 77,7 zu b und b = (£,8) € chil(b). Weiter seien die Voraussetzungen
und . ) fiir b erfiillt. Auferdem seien eine rekursive Darstellung der Kopplungsma-

trizen S in b und rekursive externe Gewichte Lz von H zu w € RS I “7 in b bzw. L von
HT 7u w in b7 gegeben. Dann gelten nach dem Aufruf von Algorlthmus im Block b
die Voraussetzungen und fiir b und die rekursiven Darstellungen werden derart
angepasst, dass sie fiir die neue H?-Matrix-Darstellung giiltig sind. Der Algorithmus
benétigt dafiir hochstens

(cqr(# chil(f) + # chil(8)) + 4)k2 .

Operationen, wobei kpyax 1= max{maxyc; #r¢, maxse7, #As} sei.

BEWEIS: Die Voraussetzung iibertragt sich von b direkt auf b. Aukerdem ist die
Voraussetzung nach den Aufrufen von Algorithmus fiir b erfiillt (vergleiche
Lemma [7.1.8)).

Es bleibt, die Kopplungsmatrizen anzupassen. Dies wird fiir die 1. Variante in Algorithmus
7.1.6| per Durchlauf der Blockzeile/-spalte realisiert. Fiir die 2. Variante miissen wir
hingegen die rekursive Darstellung anpassen. Der aktuelle Block ist kein Blatt und
somit haben wir fiir b keine Kopplungsmatrix anzupassen. Damit erhalten wir fiir alle
b= (t,s) GE%XJ

C(V, V)ng s falls t = f
Sp == S SC(W,W)s ,falls s =35.
Sp , sonst
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7 Niedrigrangupdates fiir rekursive Algorithmen

Weil die Clusterbasen V; und W3 nur fiir den Fall t € T\Lz bzw. 5 € T7\L 7 orthogo-
nalisiert werden, gilt fiir die neuen Kopplungsmatrizen S, = S, fiir alle b € 7%,. Es sei
b= (t,s) € E}'XJ\E.

1. Fall: Es sei t = t. Dann gilt s # § und

it is T
Sy = C(V,V)iS, = C(V, V),;( 11 Cji> Sib,b< 11 Djﬁ) :
J=ip J=ip

Es gilt i; = m. Indem wir den neuen Basiswechsel C,, ; :== C(V,V);C,, ; setzen und die
restlichen Matrizen iibernehmen, erhalten wir in diesem Fall eine rekursive Darstellung
fiir Sp.
2. Fall: Es sei s = 5. Dann gilt ¢ # ¢ und analog zum ersten Fall reicht es aus, den neuen
Basiswechsel Dy, 5 := C(W, W );D,, 5 zu berechnen.
3. Fall: Es sei t # t und s # 5. Dann miissen wir keine Anpassungen vornehmen.
In Algorithmus[7:2.14 werden zwei QR-Zerlegungen durch den Algorithmus[7.1.4] berechnet,
deren Aufwand sich wie in Lemma durch cg-(# chil(f) + # chil(3))k3 .. abschiitzen
lassen. Die beiden Matrix-Produkte bendtigen zusammen hochstens 4k3 . Operationen.

max

Damit folgt die Behauptung. [ |

Insgesamt haben wir sichergestellt, dass bei einem rekursiven Algorithmus in der Art des
Prototyps [7.2.3] die notwendigen Hilfsgrofen fiir das Niedrigrangupdate zur Verfiigung
stehen, und den notwendigen Rechenaufwand abgeschétzt. Damit kénnen wir einen
Algorithmus fiir das Matrix-Produkt mit Hilfe des Niedrigrangupdates in der 2. Variante
formulieren.

7.3 Matrix-Produkt fir die 2.Variante

In diesem Abschnitt beschreiben wir, wie das neue Update genutzt werden kann, um
das Matrix-Produkt C' + AB fiir Probleme mit grofien c,,-Konstanten effizienter zu
gestalten. Wir beschrianken uns auf das Matrix-Produkt, weil die weiteren arithmetischen
Operationen entsprechend angepasst werden konnen. Der Aufwand dabei kann dann
genau wie in Kapitel [6] gegen den der Multiplikation abgeschitzt werden.

Es seien dazu A = H2(Tzx7,Va, Wa, Na,S4), B = H*(T7xx, Vs, Wg, Ng,Sg), C =
H2(Tzxx, Vo, We, No, Sc) H2-Matrizen. Wie bereits erwithnt, wollen wir das Matrix-
Produkt anders als in Abschnitt strukturieren. Dafiir definieren wir fiir alle (¢,7) €
Tzxic die Menge M(t,r) aller Elemente ((t,s),(s,r)) € Trxgsxx des Produktbaums,
die wihrend der Berechnung des Matrix-Produkts mit Algorithmus [6.2.2] auftauchen.
Weil die Elemente M(¢,r) die rekursiven Aufrufe widerspiegeln, speichern wir diese als
Tripel (t, s, ). Dabei lassen wir die Elemente aus, die durch die rekursiven Aufrufe von
Algorithmus [6.2.1] aufgerufen werden.

Wir kénnen diese Menge rekursiv beschreiben. Fiir die Wurzel startet der Algorithmus
mit dem Tripel der Wurzeln und wir erhalten M(rz,r7) := {(rz,77,71)}.
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Essei (t,7) € Tzxic und (¢, s,7) € M(t,r). Falls (¢t,s) € Lzx7, (s,7) € Lyxx oder (¢t,r) €
Lryxxc gilt, wird fiir (¢, s,r) der Algorithmus zur Berechnung einer Niedrigrangmatrix
aufgerufen. Ansonsten wird Algorithmus rekursiv fiir alle (£, 3,7) mit £ € chil*(¢),
5 € chil*(s) und r € chil*(r) aufgerufen.

Fiir (t,r) € Trxxc\Lzxic und (£,7) € chil(t,r) = chil*(¢) x chil*(r) erhalten wir also

M(E,7) = U {595 €chil(s)}.
(t,s,r)EM(t,s)
(t,)¢L1x 7
(s;1)¢LgxK

Wir kénnen also die Menge M(Z,#) mit Hilfe der Menge M (t,r) konstruieren. Damit
konnen wir den Algorithmus zur Berechnung des H2-Matrix-Produkts basierend
auf der 2. Variante des Niedrigrangupdates formulieren, wobei wir, wie in Kapitel [0} die
Ubergabeparameter zusammenfassen. Den Aufwand fiir Algorithmus schéatzen wir
in Theorem [7.3.3] ab.

Bemerkung 7.3.1

Um den Algorithmus tibersichtlich zu halten, fassen wir die Optionen zum Kiirzen, die
dabei verwendeten Genauigkeiten, die Strategien zur Berechnung der Skalierungen sowie
die Skalierungen in dem Parameter opt zusammen. Ebenso fassen wir die Gewichte und
Basiswechsel der rekursiven Darstellung von H2-Matrizen beziiglich der Zeilenbasis und
der Spaltenbasis in einer Grofse zusammenfassen.

Bevor wir den Aufwand von Algorithmus [7.3.1] (siehe S. 270)) abschiitzen, beweisen wir
noch eine Hilfsaussage. Diese verwenden wir, um die Summen iiber die Méchtigkeit aller
Teilbdume eines Blockbaums zu beschrénken.

Lemma 7.3.2
Es sei Trx g ein cgp-schwachbesetzter Blockbaum. Dann gilt

Y #T < coplpr#Tr +ps#Ts),

beTzx 7

Y #T < copr#Tr wd Y #T < cypg# Ty

(taS)ETIXJ (t:S)GTIxJ

BEWEIS: Wir gehen, wie im Beweis von Lemma [6.2.3] vor. Wir schreiben die Teilbdume
als Nachfahren und nutzen aus, dass genau dann b € desc(b) gilt, falls b € pred(d) ist. Mit

Lemma [3:3.6] und Lemma [3:3.14] folgt
Z HTp = Z #desc(b) = Z #pred(b) < prug#TzxT

beTzx 7 beTzx g beETzx g
< max{pz, p7fcsp min{# Tz, #T7} < cop(pz#Tz +p7#7T7).
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Fiir die Summe der Méchtigkeit der Zeilencluster erhalten wir

Yo #Te = Y Z #7;< > cop#Te

(t,8)ETzx 7 teTz s€row(t teTz
= Cg Z #desc (t) = csp Z #pred(t) < coppr#Tz.
teTr teTz

Mit Hilfe dieses technischen Hilfsmittels kénnen wir den Aufwand des Matrix-Produkts
mit dem Niedrigrangupdate in der 2. Variante abschétzen.

Theorem 7.3.3

Es seien A = H2(Tzx7,Va,Wa,Na,S4), B = H*(T7xx, Ve, Wg,Np,Sg) und C =
H2(Tzxx, Vo, We, No, Sc) mit Cop, A=y Csp,B- DZW. cgp c-schwachbesetzten und strikt zu-
lassigen Blockbdumen. Alle lokalen Rénge wihrend des Algorithmus seien durch
Emax beschrankt, nmax := max{max;c7; #t, maxse7, #s, max,c7, #r} sei die maximale
Grofe eines Blattclusters und

Cehil := max{?é%{ # chil(t), ?el%( # chil(s), Hé%'),c{ # chil(r)}

sel die maximale Anzahl von Sohnen eines Clusters. Wir definieren

c1 = (8capr +32)(chy + 1)k s,

cy = max{(dcg +10)k2 ., (4cgr + 10) kmaxnmax, (4cqr +8)(cAun + DkZ ot
c3 = max{2kmax, max} cg = (12+4dcy +4cqpr)  und

¢5 = (4capr + (72 + 8cenit)Cqr + 12enit + 8| + 126) max{ki o, Moo}

Dann ist der Aufwand fiir die Berechnung der Niedrigrangmatrizen innerhalb von Algo-
rithmus [7.3.1] hchstens

C1Csp,ACsp, B mln{#,rla #7:77 #77C} + CQCsp,Acsp,B(pZ#I + 2pj#u7 + plC#]C)
+ 2C3Csp,Acsp,B(pI#7-Z + 2pJ#TJ + pK#T/C)

und der Aufwand fiir die Niedrigrangupdates inklusive der zugehérigen Hilfsfunktionen
fiir das Durchlaufen des Blockbaums in Algorithmus [7.3.1] hochstens

cacsp.c(PTHI + pc#K) + cscsp,c(pr# T + pc#H T

BEWEIS: Der Aufwand fiir die Berechnung der Niedrigrangmatrizen ldsst sich wie in
Theorem abschétzen. Allerdings kommt noch fir jedes Element (t,s,7) € Lzx7xK
mit (¢t,7) € Tzxx ein zusitzlicher Aufruf von Algorithmus hinzu. Den zusétzlichen
Aufwand konnen wir mit Lemma [2.4.13] abschitzen. Dies fithrt zu den leicht veridnderten
Konstanten ¢; und cs.
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Als Néchstes betrachten wir den Aufwand fiir die Hilfsfunktionen. Es sei also b =
(t,7) € Trxic\Lzxi. Zuerst wird der aufsere Prolog mit Algorithmus aufgerufen.
Der Aufwand ist nach Lemma durch (4cg + 4)k3 . beschrinkt. Innerhalb der
Schleife iiber die Kinder werden fiir jedes b € chil(h) die Algorithmen [7.2.5( und [7.2.13|
aufgerufen. Deren Aufwand konnen wir mit Hilfe der Lemmata [7.2.24] und [7.2.28 und den

Bemerkungen [7.2.25| und [7.2.29| durch

(degr + 2)K2 1 2(cenit — V) #TH + 23 0 2(canit — D#To + 453 et (#Te + #7T¢)
= (8cgr + 83 i (cenit — V)# T + 43 ocanit(#Te + #7T5)

beschrinken. Nach der For-Schleife wird noch Algorithmus aufgerufen, der nach
Lemma hochstens ¢y, (# chil(t) + # chil(s) + 2)k3 ., Operationen benétigt. Diesen
Aufwand konnen wir wegen # chil(t) + # chil(s) < 2# chil*(¢)# chil*(s) = 2# chil(b) auf
die Séhne aufteilen und erhalten fiir jeden Sohn den Anteil (2¢4 + 2)k3 o
Indem wir den Aufwand fiir die dufferen Hilfsfunktionen zum ersten Term der inneren
Hilfsfunktionen hinzufiigen, erhalten wir fiir den Aufwand der Hilfsfunktionen die obere

Schranke

ST ((8cqr + 8)kDaxcenit # T + 4k et (H#Te + #75)) -

beTzxKc

Fiir den Aufwand der Niedrigrangupdates in der 2. Variante in einem Block (¢,7) € Tzxi
gilt nach Theorem [7.2.26] die obere Schranke

(4cap7“ +4dcgr + 12)kr2nax(#{7 + #5) + (4Capr + 40cqr + 48)kr3nax(#7j; + #E)
+ (8 + 32¢qr + T2)ED s + 2kmax max {3k oy, Mooy }) # T

Die Aussage folgt mit Lemma [7.3.2] ]

Damit haben wir einen Algorithmus fiir das Matrix-Produkt, dessen Aufwand fiir die
Niedrigrangupdates nur noch mit ¢y, ¢ skaliert. Die Inversion und die Dreieckszerlegungen
konnen wir wie in Kapital [0 gestalten und erhalten auch mit der neuen Variante den
Aufwand des Matrix-Produkts als Schranke fiir den Aufwand. Zum Abschluss der Arbeit
stellen wir im néchsten Kapitel noch numerische Ergebnisse und schlieffen mit einem
kurzen Fazit.
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Algorithmus 7.3.1 Die Funktion berechnet approximativ das Produkt zweier H2-
Matrizen A = H?(Tzx.7, Va, Wa, Na, Sa) und B = H?(T7xx, Ve, Wp, Np, Sp) mit Rang-
verteilungen k4 und A4 bzw. kg und Ap und addiert das Ergebnis zu einer weiteren
H2-Matrix C' = H?(Tzxic, Vo, We, Ne, Sc). Die Matrix C wird dabei mit dem Ergebnis
C + AB tiiberschrieben.

function H2MATRIX PRODUKT _2(t, r, M, A, B, C, L, Z, C4y), opt)

if (t,r) € Lzxx then
A—0ecR> B+ 0ecR™> R« (A B)
for (t,s,r) € M(t,r) do
H2MATRIX PRODUKT RKMATRIZEN(t,s,r, A, B, ﬁ?, opt)
> Algorithmus

RKMATRIX_SUMME(E, R, opt) > Algorithmus [2.4.5

end for
NIEDRIGRANGUPDATE((t, ), C, C(yy, L1y, Z, R, opt) > Algorithmus
else > (t,8) € Trsxx\Lzxk

for (t,s,r) € M(t,r) do
if (t,s) € Lzx7 V (s,7) € L7xik then _
H2MATRIX PRODUKT RKMATRIZEN(t, s, r, A, B, R, opt)

> Algorithmus [6.2.]]
RKMATRIX_SUMME(E, R, opt) > Algorithmus M
else
for € chil*(t), 5 € chil*(s), # € chil*(r) do
ML, 7) < M(E,7) O{(£,5,7)}
end for
end if

end for
PROLOG_ AUSSEN _ VARIANTE2((%,7), E, K, F, X, L), Z, opt)
> Algorithmus [7.2.4]
for (f,7) € chil(t,r) do
PROLOG _INNEN _VARIANTE2((,7), (£,7), S, K, A, L(fi), L(ﬁ)? C(fﬂg))
> Algorithmus
H2MATRIX _PRODUKT_2(f, #, M, A, B, C, Lz Z1, Ci gy DY)
EPILOG _INNEN _VARIANTE2((£,7), (£,7), Ciry S Ligsy, Cliys opt)
> Algorithmus

end for
EPILOG _VARIANTE2(b, E, k, F, \, Ciir) > Algorithmus [7.2.14
end if

end function
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8 Numerische Experimente und Fazit

In diesem Kapitel stellen wir Experimente zur Arithmetik vor. Dabei beginnen wir
mit Ergebnissen fiir den Laplace-Operator im R?, den wir mit einer Finite Elemente
Methode (FEM) diskretisieren. In Abschnitt stellen wir ein einfaches Beispiel fiir
eine Integralgleichung auf Kurven im R? vor, die wir mit einer Randelementmethode
(BEM) diskretisieren. Fiir die ersten beiden Beispiele verwenden wir das Update aus
Kapitel |5, Schlieflich zeigen wir Zahlen fiir das Losen einer mit BEM diskretisierten
Integralgleichung auf der Kugeloberfliche im R3. Beim letzten Beispiel stellen wir die
Niedrigrangupdates aus den Kapiteln [5] und [7] gegeniiber. Die Rechenzeiten geben wir
in Sekunden (sek) und die Speicheraufwénde in Mebibyte (MiB) oder in Kibibyte pro
Freiheitsgrad (KiB/n) an. Zum Abschluss des Kapitels fassen wir die Arbeit zusammen
und geben einen kleinen Ausblick iiber moégliche anschlieffende Forschung.

8.1 FEM in der Ebene

Wir untersuchen die verallgemeinerte Laplace-Gleichung
—divagradu = f in €, u =0 aufl

fiir ein Gebiet Q € R? mit Rand T' = 99 und der Koeffizientenfunktion o :  — R mit
a() C [a,b] fir a,b € Ryg. Fir die FEM-Diskretisierung verwenden wir eine global
verfeinerte Triangulation mit P1-Elementen.

Fiir das erste Experiment betrachten wir o = 1 und die drei Geometrien, das komplette
Quadrat [—1,1], ein enthaltenes L-Gebiet und ein enthaltenes U-Gebiet (siche Abbildung

Abbildung 8.1: Beispiele fiir Gitter fiir das Einheitsquadrat, L-Gebiet und U-Gebiet.
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1e+06

Freiheitsgrade (n)

Quadrat L-Gebiet U-Gebiet

n Zeit n Zeit n Zeit
16129 0,9 12033 0,6 11969 0,5
65025 5,4 48641 3,5 48513 3,1
261121 28,1 195585 19,2 195329 17,9
1046529 | 137,3 784385 95,8 783873 91,6
4190209 | 634,1 | 3141633 | 457,3 | 3140609 | 442,1
16769025 | 2859,1 | 12574721 | 2077,5 | 12572673 | 2068,9

1e+07

Abbildung 8.2: In der linken Grafik ist der Zeitaufwand und in der rechten Grafik ist der
Speicheraufwand fiir die Berechnungen der Cholesky-Zerlegung jeweils pro
Freiheitsgrad eingezeichnet. In der Tabelle sind fiir die drei untersuchten
Gebiete jeweils die Anzahl der Freiheitsgrade n und die Zeit fiir die
Berechnung der approximativen Cholesky-Zerlegung angegeben.

.Wir verwenden eine Approximation der Cholesky-Zerlegung im H2-Matrix-Format
als Vorkonditionierer fiir die Rechnungen auf den drei Geometrien. Fiir das Aufstellen
der H2-Matrizen haben wir die auf Gebietszerlegung basierende Clusterstrategie aus [28]
verwendet, wobei wir eine maximale Blattgrofie von 32 und n = 4 gewéhlt haben. Wir
verwenden die Fehlerschranke 50/n, um einen Fehler ||I — (LLT)~!Al||s ~ 1072 zu erhal-
ten. Zur Fehlerkontrolle verwenden wir den blockrelativen Ansatz der Strategie 3 fiir die
Spektralnorm (siehe Lemma. Das vorkonditionierte cg-Verfahren (siehe |30, Chapter
9]) benotigte fiir jedes der Probleme fiir einen normierten zufélligen Startvektor und den
Nullvektor als Losung 3 Schritte, um eine Losung mit euklidischem Fehler kleiner als
108 zu berechnen.

Die Ergebnisse dieses Experiments legen nahe, dass der Speicheraufwand pro Freiheitsgrad
fiir den berechnete L-Faktor der Cholesky-Zerlegung fiir grofte n gegen eine Konstante
verlauft (siehe rechte Grafik in Abbildung . Dieses deutet daraufhin, dass die lokalen
Rénge (zumindest im Durchschnitt) fiir zunehmende Problemgrofe nicht anwéchst. Der
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8.1 FEM in der Ebene

(a) o1, (b) az,c (c) ase

Abbildung 8.3: Im weiffen Bereich haben die Funktionen den Wert 1 und im staffierten
Bereich den Wert c.

Rechenaufwand scheint dementsprechend in O(nlog(n)) zu sein (siehe linke Grafik in
Abbildung . Auferdem verhélt sich der Rechen- und Speicheraufwand fiir die verschie-
denen Gebiete dhnlich.

Als Zweites untersuchen wir, wie sich der auf der H2-Matrix-Cholesky-Zerlegung basieren-
de Vorkonditionierer bei springenden Koeffizienten verhéalt. Als Geometrie verwenden wir

wieder das Quadrat 2 = [—1, 1]2. Fiir ¢ € R definieren wir die drei Koeffizientenfunktionen

1 Lfallsz <0

al,c:Q%Ra(:my)H{ s )
¢ sonst
1, fall <0

aze =R, (z,y) — { Ay und
¢ sonst
1 ,fallsz <

0437C:Q—>R,(m,y)l—>{ amEsy
¢ sonst

In Abbildung sind jeweils die Teile des Quadrats markiert, in denen die Funktion
gleich ¢ ist. Fiir das diskretisierte Problem setzen wir die diskrete Koeffizientenfunktion
fiir jedes Dreieck konstant gleich dem Wert im Mittelpunkt. Fiir das Aufstellen der H?2-

Zeit fiir Cholesky-Zerlegung |11 — L TL1A|s
n a1 Q110 | 1,100 | @1,1000 | Q1,1 Q110 | @1,100 | @1,1000
16129 1,3 0,9 1,0 1,0 | 0,062 | 0,066 | 0,027 0,024
65025 5,4 9,9 5,6 5,6 | 0,069 | 0,032 | 0,026 0,026

261121 | 28,1 | 285 | 29,1 | 29,8 | 0,068 | 0,047 | 0,031 | 0,025
1046529 | 137,9 | 140,0 | 143,1 | 144,6 | 0,103 | 0,051 | 0,042 | 0,041
4190209 | 635,3 | 649,2 | 661,1 | 673,1 | 0,106 | 0,051 | 0,042 | 0,041

Abbildung 8.4: In den Tabellen sind die Ergebnisse fiir das Problem mit springenden
Koeffizienten fiir oy . mit ¢ € {1, 10,100, 1000} aufgefiihrt.
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8 Numerische Experimente und Fazit

Zeit fir LLT | |1 — L7 TL71A|s Schritte Zeit zum Losen

n Q21000 | ¢3,1000 | €‘2,1000 Q3,1000 Q21000 | ©3,1000 | @2,1000 | ¥3,1000
16129 1,0 1,0 | 0,015 0,177 3 4 0,07 | 0,09
65025 5,6 56 | 0,016 0,199 3 3 0,32 | 0,32
261121 | 29,6 | 295 | 0,015 0,222 3 3 1,33 | 1,34
1046529 | 1454 | 144,6 | 0,026 0,092 3 3 550 | 5,54
4190209 | 673,0 | 672,8 | 0,025 0,067 2 3 15,07 | 22,47

Abbildung 8.5: In den Tabellen sind die Ergebnisse fiir das Problem mit springenden
Koeffizienten fiir o . und a3 . aufgefiihrt.

Matrix-Cholesky-Zerlegung verwenden wir die gleichen Techniken und Optionen wie oben.
Diesmal verwenden wir einen normierten Zufallsvektor als Lésung und den Nullvektor als
Startvektor. Das vorkonditionierte cg-Verfahren lassen wir bis zu einem Fehler von 1078
iterieren.

Als Erstes betrachten wir die erste Koeffizientenfunktion a,; fiir ¢ € {1,10, 100, 1000},
wobei ¢ = 1 dem urspriinglichen Problem entspricht. In Tabelle sehen wir, dass die
Rechenzeiten sich zwar etwas erhohen, aber der Anstieg unter 10% liegt. Dem gegeniiber
steht eine Verbesserung der Genauigkeit im Term ||[I — L=TL~1A||s. Fiir alle Groken
bendtigen wir 3 Iterationsschritte zum Losen des Gleichungssystems.

Als Zweites présentieren wir Zahlen fiir ap . und a3 .. Weil wir fiir o1 . eine gleichméfige
Entwicklung iiber das variierte ¢ beobachtet haben, zeigen wir in Tabelle[8.5nur die Zahlen
fiir ¢ = 1000 (¢ = 1 entspricht wieder dem urspriinglichem Problem). Zusétzlich zeigen
wir die Anzahl der Iterationsschritte und die Zeiten zum Losen des Gleichungssystems.
Bei den Rechenzeiten sehen wir, dass der Aufwand sich fiir alle drei Funktionen sehr
dhnlich verhélt. Fiir den Fehler ||[I — L~T L= A||s beobachten wir, dass dieser fiir a3 1000
insbesondere fiir die kleineren Dimensionen grofer ist als fiir ao 1000. Allerdings wird der
Fehler fiir a3 1000 mit zunehmender Anzahl von Freiheitsgraden kleiner und die Anzahl
der Iterationsschritte unterscheidet sich maximal um eins. Es zeigt sich somit, dass die
approximative H2-Matrix-Cholesky-Zerlegung sich auch fiir springende Koeffizienten gut
eignet und dabei die Parameter des Verfahrens nicht angepasst werden miissen.

8.2 BEM auf Kurven

Fiir das zweite Experiment betrachten wir das zweidimensionale Einfachschichtpotential,
also den Integraloperator

Glil(a) = —5= [ 1og o = ylluts)ay.
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100000 1e+06
Freiheitsgrade (n)

konstanter Rang | Rang in O(log(n))

n KiB sek KiB sek
65536 | 33736 28,5 | 33717 29,1
131072 | 68205 65,9 | 68188 67,6
262144 | 137619 153,3 | 139192 162,9
524288 | 275817 353,6 | 285868 420,0
1048576 | 544885 785,7 | 589196 1040,3

Abbildung 8.6: Die Grafiken zeigen den Rechenaufwand fiir die Berechnung der Cholesky-
Zerlegung und den Speicheraufwand fiir den L-Faktor jeweils pro Freiheits-
grad wieder. Die Tabelle gibt die Zahlen nochmals absolut wieder. Dabei
sind Zahlen fiir konstanten Rang und fiir angepassten Rang angegeben.

Dieses betrachten wir auf dem Kreis um den Ursprung I' := 9B(0,1/3), den wir durch
ein regelméafiges n-Eck approximieren. Zur Diskretisierung verwenden wir stiickweise
konstante Basisfunktionen. Die entstehende Matrix V' approximieren wir mit Interpolation
der Kernfunktion und Rekompression durch eine #2-Matrix V und berechnen von dieser
Approximation die ndherungsweise Cholesky-Zerlegung LLT. Dabei verwenden wir die
Strategie 1 mit relativem Fehler beziiglich der Spektralnorm, weil sich in Experimenten
gezeigt hat, dass diese zu besseren Ergebnissen als die Strategie 3 fithrt. Die Genauigkeit
fiir das Kiirzen wahlen wir in diesem Fall ein € =~ 1/n.

Damit sich der Fehler der H2-Matrix-Approximation wie der Diskretisierungfehler verhilt,
miissen wir fiir die H2-Matrix-Approximation den Rang in O(log(n)) withlen. Um die
Entwicklung in n nochmals getrennt aufzuzeigen, geben wir Rechnungen fiir H2-Matrix-
Approximationen mit konstantem lokalen Rang und angepasstem lokalen Rang an (fiir
die Berechnung der Cholesky-Zerlegung ist der lokale Rang jeweils adaptiv gewéhlt).
Bei der Berechnung fiir V' mit konstantem Rang scheint auch der berechnete L-Faktor
linearen Speicheraufwand zu haben. Dies deutet auf im Wesentlichen konstante lokale
Rénge hin. Dementsprechend ist der Aufwand fiir die Cholesky-Zerlegung in O(nlog(n)).
Bei dem angepassten lokalen Rang hat der L-Faktor einen Speicheraufwand in O(nlog(n)).
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8 Numerische Experimente und Fazit

Nach den Aufwandsabschétzungen wiirden wir fiir einen lokalen Rang in O(log(n)) einen
Rechenaufwand in O(nlog3(n)) erwarten. Die Ergebnisse in diesem Fall scheinen sich
allerdings eher wie O(nlog?(n)) zu verhalten.

8.3 BEM auf Oberflachen

Als letztes Experiment betrachten wir die Laplace-Gleichung auf einem Gebiet Q C R3.
Wir wollen die Neumann-Werte auf dem Rand I' = 0f2 aus den Dirichlet-Daten berechnen.
Dazu verfolgen wir den Ansatz aus [12, Sections 10.1 und 10.2|. Als Beispiel betrachten wir
die Einheitskugel, die wir per Bisektion einer Doppelpyramide approximieren. Dadurch
erhalten wir ein beschréanktes Polyedergebiet €2, dessen Rand I' aus Dreiecken besteht.
Damit erhalten wir eine Triangulation {7;|i € Z} des Randes I" und definieren fiir alle
1 € 7 die stiickweise konstanten Basisfunktionen

1 ,fallsxzem
o' =R, z — o) ::{ AT

0 sonst
fir die Neumann-Daten. Fiir die Dirichlet-Daten definieren wir die stiickweise linearen
Basisfunktionen in jedem Knoten (x;);cs der Triangulation, die fiir alle j € J durch

1 ,fallsj=k

Yi(zy) = { 155 fiir alle k € J und
0 sonst

Vj|r, ist linear firallei € 7

charakterisiert sind. Dann besteht das mit BEM diskretisierte Problem aus dem linearen
Gleichungssystem

Vo = <K+ ;M> y (8.1)

mit dem diskretisierten Einfachschichtpotential V € RZ*Z,

, bi(z / dydx firallei,j € Z,
Vi / 47r|rx—y||2 ¢i(v)

dem diskretisierten Doppelschichtpotential K € RZ*J
K ; /¢Z / 1Y )3>¢]( Ydydz firallei€Z, je J,
47Tllx ylz

wobei 1 die Normale von T sei, und der Massematrix M € RZ*7. Der Koeffizienten-
vektor y reprasentiert die Galerkin-Approximation der Dirichlet-Daten up j auf unserer
diskretisierten Oberflache und ist durch

ho= )yt

jeTJ
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8.3 BEM auf Oberflachen

Speicheraufwand Rechenzeit

n Vv w L1 LQ |4 w LlL{ LQL%
2048 9 7 ) 5 6,9 15,7 45,3 17,6
8192 49 40 26 25 35,4 103.,8 2629 96,4
32768 | 277 | 214 | 128 | 126 | 197,0 564,56 | 1233,0 4584
131072 | 1228 | 961 | 589 | 584 | 834,2 | 2512,0 | 7227,0 | 2587,0
024288 | 6180 | 4984 | 2847 | 2773 | 3781,0 | 11340,0 | 32800,0 | 11220,0

Abbildung 8.7: Die Tabelle gibt die Rechenzeit fiir das Aufstellen der Systemmatrizen
V und W sowie der approximierten Cholesky-Zerlegung an, wobei das
Update aus Kapitel[5| (L1) mit der 2. Variante aus Kapitel[7] (L2) verglichen
wird.

gegeben. Das diskrete Einfachschichtpotential V' ist symmetrisch und positiv definit.
Also existiert eine eindeutig Losung x € R! von (8.1). Diese repriisentiert die Galerkin-
Approximation

ung = Y T

€L

der Neumann-Daten auf unserer diskretisierten Oberflaiche. Damit ist unser diskretes
Problem beschrieben. Die Matrizen approximieren wir mit Hilfe der in [13] beschriebenen
Techniken durch H2-Matrizen ‘7, W und M mit an den Diskretisierungsfehler angepassten
Genauigkeiten. Danach berechnen wir die approximierte Cholesky-Zerlegung und 16sen
das Gleichungssystem mit Hilfe des vorkonditionierten cg-Verfahrens.

In der Tabelle [B.7] zeigen wir Zahlen fiir den Speicheraufwand und den Rechenaufwand
des Aufbaus der HQ—Matrix—Approximation des Einfachschichtpotential V' und des Dop-
pelschichtpotentials W. Aufierdem sind zum Vergleich die Ergebnisse fiir die Cholesky-
Zerlegung mit dem ersten Ansatz des Niedrigrangupdates aus Kapitel [5| (L1 L?) und
fiir die Cholesky-Zerlegung mit dem Niedrigrangupdate in der 2. Variante aus Kapitel [7]
(Lo L) aufgefiihrt. Wie schon bei dem zweidimensionalen BEM-Problem verwenden wir
die Strategie 1 (siche Lemma. Der Fehler der Cholesky-Zerlegung gemessen im Term
|1 — L~TL-V||g per Vektoriteration ist ~ 0.1. Dazu verwenden wir eine Genauigkeit
beim Kiirzen von hyax/100 € O(1/4/n) mit der maximalen Hohe der Dreiecke hpax.
Fiir die L-Faktoren der Cholesky-Zerlegung erwarten wir etwas mehr als die Hélfte des
Speichers einer normalen H2-Matrix mit entsprechenden Ringen, weil wir fiir die H2-
Matrizen mit unterer Dreiecksgestalt die Blocke iiber der Diagonalen nicht speichern (siehe
Bemerkung [6.4.3)). Fiir grofere Problemdimensionen sehen wir, dass der Speicherbedarf
fiir die L-Faktoren weniger als die Hélfte des Speicheraufwands der Matrix V. Weil wir
fiir beide Matrizen die gleiche Blockstruktur verwenden, deutet dies auf niedrigere Range
in den L-Faktoren hin.

Beim Vergleich der Speicheraufwénde der L-Faktoren fiir die beiden Varianten des Nied-
rigrangupdates fallt auf, dass die Variante aus Kapitel [ etwas mehr Speicher benotigt.
Dies deutet auf entsprechend héhere Rénge hin. Vermutlich liegt die Ursache hierfiir
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up,1 up 2 up.3
n Schritte | Zeit | L2?-Fehler | L2-Fehler | L?-Fehler
2048 3 0,07 1,25-1071 [ 2,36 -1072 | 1,84 - 107!
8192 3 0,31 | 6,22 -1072 | 1,16 - 1072 | 8,96 - 102
32768 3 1,19 | 3,09 -1072 | 5,63 - 1073 | 4,43 - 102
131072 3 5,11 [ 1,55 -1072 | 2,88 - 1073 | 2,21 - 1072
524288 3 19,50 | 7,76 -1073 | 1,49 -1073 | 1,11 - 102
2097152 3 92,43 | 3,90 -1073 | 7,57 -107* | 5,54 - 1073

Abbildung 8.8: Die Tabelle zeigt die Rechenzeit zum Losen per vorkonditioniertem cg-
Verfahren und den L?-Fehler der berechneten Losung fiir die drei verschie-
denen Dirichlet-Daten.

bei der Verwendung der projizierten Gewichte, die dafiir sorgen, dass Teile approximiert
werden, die bereits durch Projektionen weggefallen sind.

Des Weiteren zeigt die Tabelle dass die Arithmetik mit dem neuen Update aus
Kapitel [7] um einen Faktor zwischen 2,5 und 3 schneller ist als die Variante aus Kapitel
Dabei sind die Genauigkeiten der berechneten Cholesky-Zerlegungen fast gleich. (In den
Experimenten zeigt sich, dass die neue Variante etwas genauer ist. Dies entspricht den
theoretischen Aussagen aus Bemerkung [7.2.27]) AuRerdem zeigt sich, dass die Cholesky-
Zerlegung mit dem Updates in der 2. Variante ungeféhr die gleiche Rechenzeit benotigt
wie das Aufstellen der Matrix W, aber circa die dreifache Zeit fiir das Aufstellen von V.
Als Néchstes wenden wir uns dem Lésen des Gleichungssystems zu. Dabei verwenden wir
drei verschiedene Dirichlet-Daten:

1 1
up1:I'—= R, xrﬁm%—ixg—ixg,
1
UD72:F—>R, X — T
le— (5 3 5) I
1

upz:I' =R, z+— -
le=( 1 1"l

Fiir diese drei Dirichlet-Daten verwenden wir zum Losen das vorkonditionierten cg-
Verfahren, wobei wir die Cholesky-Zerlegung der 2. Variante mit obigen Parametern
als Vorkonditionierer nutzen. In Tabelle geben wir den L?-Fehler der berechneten
Neumann-Daten im Vergleich zu den richtigen Neumann-Daten an. Weil fiir alle drei
Dirichlet-Daten die Anzahl der Iterationen und somit Rechenzeiten fiir die Berechnung
der Losungen gleich sind, zeigen wir in Abbildung diese beiden Grofen nur fiir up ;.
Bei der Betrachtung der Fehler wird deutlich, dass sich der Fehler von einer Verfeine-
rungsstufe zur ndchsten halbiert. Da sich die Gitterweite hyax auch halbiert und sich der
Diskretisierungsfehler in O(hmax) befindet erhalten wir also die optimale Ordnung der
Fehlerreduktion. Aufserdem zeigt sich, dass die Anzahl der Iterationen fiir alle Gitterweiten
konstant bleibt. Dies erreichen wir dadurch, dass wir den Fehler der Cholesky-Zerlegung
bei [[I — L~TL~'V||g ~ 0.1 halten.
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8.3 BEM auf Oberflachen

Rechenaufwand Speicheraufwand

n hmax/100 | hmax/10 | hmax | Pmax/100 | Amax/10 | Amax
2048 17,6 11,5 6,6 5,2 4,1 3,6
8192 96,4 57,4 32,9 25,0 19,5 174
32768 458.,4 251,2 146,1 126,1 103,0 95,0
131072 2587,0 1576,0 976,1 583.,5 480.,5 436,0
524288 11220,0 6750,0 | 4051,0 2773,0 2423.0 | 2234,0
2097152 61480,0 | 38410,0 | 19810,0 12490,0 | 11030,0 | 10100,0

Abbildung 8.9: Die Tabelle vergleicht den Aufwand fiir die Cholesky-Zerlegung zu ver-
schiedenen Genauigkeiten.

Des Weiteren wird deutlich, dass das Losen des Gleichungssystems deutlich weniger
Rechenzeit bendtigt als die Berechnung des Vorkonditionierers. Je nach Anzahl der rech-
ten Seiten, fiir die wir das Gleichungssystem 16sen wollen, kann es von Interesse sein,
die Berechnung des Vorkonditionierers auf Kosten der Qualitdt zu beschleunigen. Dazu
betrachten wir, wie sich der Vorkonditionierer fiir geringere Genauigkeiten verhélt und
fithren die Experimente fiir die Fehlertoleranzen hpyax/10 und hApax nochmals durch. Die
Ergebnisse sind in Abbildung zusammengefasst, wobei wir wieder das Niedrigrangup-
date in der 2. Variante und die Strategie 1 verwenden.

Wir kénnen durch eine Verwendung der Cholesky-Zerlegung mit der geringeren Genauig-
keit hpmax die Rechenzeit auf circa ein Drittel des Aufwands fiir die Genauigkeit hpax/100
reduzieren. Damit besitzt die Berechnung des Vorkonditionierers fiir die Matrix 1% unge-
fahr den gleichen Aufwand wie das Aufstellen der selbigen.

Als Néchstes betrachten wir, wie sich die geringere Genauigkeit auf das Verhalten
des vorkonditionierten cg-Verfahrens auswirkt. Dazu betrachten wir die Fehlergrofe
|l — L=TL='V||s, die Anzahl der Iterationsschritte und die Zeit zum Losen des Glei-
chungssystems. Bei den letzten beiden Groéfsen bilden wir die Summe iiber die drei
Dirichlet-Daten. Die L?-Fehler geben wir in Abbildung nicht an, weil sich diese wie
in Abbildung [8.8] verhalten.

Das Losen des Gleichungssystems ist bei der Cholesky-Zerlegung mit Genauigkeit hmax

|II —LTL'V||s | Iterationsschritte Zeit zum Losen

1 €100 €10 €1 €100 | €10 €1 €100 €10 €1
2048 | 0,047 | 0,257 | 2,556 | 9 11 23 0,21 0,21 0,43
8192 | 0,074 | 0,512 | 5,082 | 9 | 14 | 30 1,24 1,54 2,41
32768 | 0,088 | 0,619 | 7,268 | 9 14 31 3,57 4,77 | 10,41
131072 | 0,100 | 1,019 | 8,443 | 9 | 12 | 23 15,33 | 17,21 | 32,39
524288 | 0,097 | 1,016 | 7,981 | 9 12 22 58,34 | 70,68 | 127,86
2097152 | 0,111 | 1,125 | 7,872 | 9 11 21 277,14 | 309,19 | 617,90

Abbildung 8.10: Die Tabelle vergleicht das Verhalten des Vorkonditionierers fiir die Ge-
nauigkeiten €100 := hmax/100, €10 := hmax/10 und €1 := hyax.
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Abbildung 8.11: Die Grafiken zeigen den Rechenaufwand fiir die Cholesky-Zerlegung und
den Speicheraufwand fiir den berechneten L-Faktor zu den Genauigkeiten

hmax/100 und hpax.

zwar mehr als doppelt so langsam als die fiir hmax/100. Weil fiir die Genauigkeit hp,ax die
Zeit zum Losen des Gleichungssystems fiir eine rechte Seite nur ein bis zwei Prozent der
Rechenzeit fiir das Aufstellen des Vorkonditionierers benétigt, lohnt sich die Verwendung
der geringeren Genauigkeit in vielen Féllen trotzdem.

Wir koénnen also mit unserem Verfahren das Gleichungssystem effizient 16sen, wobei
zum Beispiel flir n = 524288 die Zeit fiir das Losen fiir drei rechte Seiten inklusive des
Aufstellens des Vorkonditionierers weniger als ein Drittel der Zeit des Aufstellens der
Problemmatrizen V' und W benétigt.

Um die Komplexitéit der beiden Grofen zu diskutieren, visualisieren wir die Rechenzeit
und den Speicheraufwand. In Abbildung [8:11]sehen wir, dass sich der Speicheraufwand wie
O(nlog(n)) verhélt, was einen gemittelten lokalen Rang in O(log(n)) andeutet. Allerdings
scheint sich der Rechenaufwand eher wie O(nlog?(n)) zu verhalten. Dies ist wieder ein
Logarithmus weniger, als wir nach den Aufwandsabschidtzungen erwarten.

Um zu zeigen, dass die vorgestellten Verfahren nicht nur fiir simple Geometrie verwendet
werden konnen, prisentieren wir ein Experiment fiir eine Kurbelwelle (sieche Abbildung
. Dabei verwenden wir wieder das Verfahren aus [13] zum Aufstellen der H2-Matrizen

Abbildung 8.12: Auf dem Bild ist die verwendete Kurbelwelle dargestellt.
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Rechenaufwand Speicheraufwand

n v wo LT v | w | L
1748 144 346 9 13 10 5
6992 | 1396 3299 46 | 106 88 | 31
27968 | 9992 | 26710 | 255 | 631 | 658 | 147
111872 | 56880 | 171000 | 1272 | 2966 | 3384 | 666

8.4 Fazit

Abbildung 8.13: In der Tabelle sind der Rechen- und Speicheraufwand fiir das Aufstellen
von V und W sowie die Cholesky-Zerlegung aufgefiihrt.

V und W und die approximierte Cholesky-Zerlegung als Vorkonditionierer. Zur Berech-
nung der Cholesky-Zerlegung verwenden wir die Strategie 1 mit der Genauigkeit hpax/10.
Wie wir in Tabelle [8:13] sehen, ist das Aufstellen der Problemmatrizen mit den von uns
verwendeten Verfahren fiir diese Geometrie verglichen mit der Sphére (siche Tabelle
wesentlich aufwendiger. Wenn wir hingegen den Rechenaufwand der Cholesky-Zerlegung
fiir n = 111872 in Tabelle mit der fiir n = 131072 und Fehlerschranke hApay in
Tabelle vergleichen, stellen wir fest, dass der Rechenaufwand pro Freiheitsgrad auf
der Kurbelwelle sogar etwas geringer ist. Das Aufstellen des Vorkonditionierers fiir die
Kurbelwelle kann in weniger als einem Prozent der Zeit berechnet werden, die fiir das
Aufstellen der Problemmatrizen V' und W bendtigt wird.

Das vorkonditionierte cg-Verfahren verhélt sich fiir die Kurbelwelle dhnlich wie fiir die
Sphére (siehe Tabelle . Dabei betrachten wir die gleichen Dirichlet-Daten wie fiir die
Sphére. Das Losen des Gleichungssystems fiir die drei rechten Seiten bendtigt weniger
als 2% der Zeit fiir das Aufstellen der Cholesky-Zerlegung. Nach dem Aufstellen des
Vorkonditionierers kann das Gleichungssystem fiir verschiedene rechte Seiten effizient
berechnet werden.

| Schritte | Zeit | up,1 up,2 up.3
1748 9 0,20 | 8,81 -1072 | 9,48 -1073 | 3,64 - 102
6992 10 1,01 | 3,13 -1072 | 4,16 -1073 | 1,62 - 1072
27968 10 507 [ 1,21 -1072{ 1,99 -1073 | 7,63 - 1073
111872 11 20,85 | 4,68 -1073 | 1,25 -1073 | 3,88 - 1073

Abbildung 8.14: Die Tabelle zeigt die Iterationsschritte und Rechenzeit summiert iiber
alle drei rechte Seiten und den L2-Fehler der berechneten Losung fiir die
drei verschiedenen Dirichlet-Daten.

8.4 Fazit

Wir haben in dieser Arbeit eine Moglichkeit zur Berechnung der approximativen H2-Matrix-
Arithmetik basierend auf lokalen Niedrigrangupdates vorgestellt. Bei dem vorgestellten

281
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Ansatz ist keinerlei Vorwissen zu den Clusterbasen des Ergebnisses notwendig, da diese
adaptiv wahrend der Berechnungen aufgestellt werden. Die dabei verwendeten Niedrig-
rangupdates basieren auf der Rekompression aus [9|, die wir in Kapitel |4 zusammengefasst
haben. Entsprechend den Fehlerabschétzungen fiir die Rekompression haben wir in Kapitel
gezeigt, dass auch der Fehler fiir die Niedrigrangupdates kontrolliert werden kann. Dabei
konnen wir den Fehler global, global relativ oder blockrelativ beschrianken. Aufserdem
entsteht der Fehler nicht in der ganzen Matrix, sondern durch den lokalen Ansatz des
Updates nur in einem Teil der Matrix.

Dieser lokale Ansatz des Updates fiihrt auch dazu, dass wir den Aufwand linear in
der Anzahl der Zeilen und der Spalten beschrinken koénnen. Dies ermdglicht uns das
Matrix-Produkt fiir #2-Matrizen unter gewissen Voraussetzungen mit einem Aufwand
in O(nlog(n)k?) zu berechnen. Fiir die Berechnung der approximativen Inversen und
Cholesky-Zerlegung haben wir den Aufwand durch den der Matrix-Matrix-Multiplikation
beschrankt (siehe Kapitel @ Damit haben wir in den Aufwandsschranken fiir die Arith-
metik einen Faktor log(n) gegeniiber der H-Matrix-Arithmetik aus |26] eingespart. Dies
entspricht der Einsparung beim Speicheraufwand und Rechenaufwand fiir die Matrix-
Vektor-Multiplikation. Zusétzlich haben wir in Kapitel [7| eine Variante des H2-Matrix-
Produkts vorgestellt, das den Aufwand fiir dreidimensionale BEM-Problem deutlich
reduziert. Dabei bleibt der Fehler wie fiir die Variante in Kapitel [p] kontrollierbar.

Die numerischen Ergebnisse in diesem Kapitel bestatigen die theoretischen Ergebnisse.
Wir kénnen mit Hilfe der approximierten Cholesky-Zerlegung einen Vorkonditionierer
aufstellen, der es erméglicht, die Gleichungssysteme effizient mit dem vorkonditionierten
cg-Verfahren zu 16sen. Insbesondere kann nach der Berechnung des Vorkonditionierers
das Gleichungssystem fiir verschiedene rechte Seiten gelost werden.

Fiir die betrachteten FEM-Probleme hat sich der Vorkonditionierer als robust beziiglich
der Geometrien und springender Koeffizienten erwiesen. Dabei miissen die Parameter fiir
die verschiedenen Probleme nicht angepasst werden (abgesehen von dem Faktor 1/n in
der Genauigkeit). Dies ist fiir praktische Anwendung wichtig, weil das Verfahren keine
aufwendigen Anpassungen von Parametern bendtigt.

Bei den dreidimensionalen BEM-Problemen hat sich die Arithmetik mit dem Update aus
Kapitel [7] als effizient erwiesen. Auch bei diesem Experimenten hat sich gezeigt, dass die
Parameter fiir die Kugel auch fiir die Kurbelwelle verwendet werden konnen. Auferdem
scheint das Aufstellen des Problems fiir kompliziertere Geometrien wie die Kurbelwelle
deutlich zeitintensiver zu werden, die Berechnung der Cholesky-Zerlegung allerdings nicht.
Dies fiihrt dazu, dass bei der Kurbelwelle das Losen des Problems im Vergleich zum
Aufstellen nur einen Bruchteil der Zeit benétigt.

Fiir die zukiinftige Arbeit ist eine Uberpriifung der Effizienz der Implementierung vorzu-
nehmen. Zum Beispiel kann versucht werden, die Dreiecksgestalt der Matrizen, die aus
QR-Zerlegungen entstehen, konsequent auszunutzen. Auch ein effizienter Umgang mit dem
Speicher, insbesondere die Vermeidung von Speicheranforderungen, kann die Algorithmen
beschleunigen. Des Weiteren konnte es sich als effizient erweisen, kleine Blocke zeitweise
als vollbesetzte Matrizen zu behandeln, weil diese auf aktuellen Rechnerarchitekturen sehr
effizient behandelt werden kénnen. Nach den Berechnungen konnen diese dann wieder in
das H2-Matrix-Format konvertiert werden.
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8.4 Fazit

Auferdem sollte noch untersucht werden, in wieweit sich der Ansatz aus Abschnitt [7] mit
den Mengen M (£, 7) eignet, den Aufwand auch fiir andere arithmetischen Operationen
als das H?Matrix-Produkt zu verringern. Des Weiteren konnen wir bei dem H?-Matrix-
Produkt dafiir sorgen, dass nur noch in den Blattern Updates durchgefiihrt werden, indem
wir die in Nicht-Blatt-Blocken berechneten Niedrigrangmatrizen auf die Kinder aufteilen.
Weil dafiir mehr Additionen von Niedrigrangmatrizen entstehen, muss gepriift werden, ob
dies die Algorithmen wesentlich beschleunigt.

In diesem Zusammenhang stellt sich auch die Frage, ob teilweise statt der Niedrigrangma-
trizen im Rang-k-Format semi-uniforme Matrizen verwendet werden sollten, bei denen
einer der Faktoren A oder B aus der entsprechenden Clusterbasis V' bzw. W besteht.
Diese werden im Ansatz der Arithmetik aus |12, Chapter 8| verwendet. Dabei kénnte
insbesondere der Aufwand fiir das Aufstellen der Niedrigrangmatrizen reduziert wer-
den. Auch mit diesen Ansétzen lasst sich der Aufwand voraussichtlich nicht auf lineare
Komplexitét reduzieren, weil in fast jedem Block eine semi-uniforme Matrix in linearer
Komplexitat berechnet werden muss.

Bei der in Kapitel Vorgestellten H2-Matrix-Multiplikation verwenden wir zwei Techniken,
um den Einfluss der cs)-Konstanten auf den Aufwand zu reduzieren. Einerseits verwenden
wir die 2. Variante des Niedrigrangupdates aus Kapitel [7} bei dem die Blockzeilen und
-spalten nicht durchlaufen werden. Andererseits nutzen wir die Hilfsmengen M(¢,r),
um die Zielmatrix nur einmal rekursiv zu durchlaufen und die Anzahl der Updates zu
reduzieren. Es bleibt die Frage, wie grof der jeweilige Einfluss auf die Rechenzeit der
beiden Techniken ist. In diesem Zusammenhang wire eine Umsetzung der 1. Variante aus
Kapitel |7| mit Hilfe der Mengen M (£, #) von Interesse.

Eine weitere Herausforderung fiir die Weiterentwicklung der vorgestellten Algorithmen ist
die mittlerweile in vielen Bereichen der Numerik besonders wichtige Frage der paralle-
len Umsetzung. Fiir H-Matrizen gibt es z.B. fiir die Berechnung der LR-Zerlegung fiir
FEM-Matrizen Arbeiten (siche [2738]). Weil die Darstellung der Niedrigrangmatrizen
in den zuléissigen Blittern bei den H2-Matrizen im Gegensatz zu den H-Matrizen von
anderen Teilen der Matrix abhingt, kann dieser Ansatz nicht direkt auf die H2-Arithmetik
mit lokalen Niedrigrangupdates iibertragen werden. Beim ersten Ansatz aus Kapitel [f
sollte es gentligen, dass Updates nicht gleichzeitig fiir die gleichen Zeilen oder die gleichen
Spalten berechnet werden, da die verschiedenen Updates keine nachtrigliche Anpassung
anderer Matrixteile bendtigen. Es ist schwer vorherzusagen, ob sich auch die 2. Variante
aus Kapitel [7] fiir einen parallelen Ansatz eignet.
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