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Zusammenfassung

Matrixgleichungen treten in diversen Anwendungsgebieten numerischer Mathematik auf.
Da die Losungen solcher Gleichungen i.A. vollbesetzt sind, besitzen selbst Losungsver-
fahren optimaler Komplexitit einen Aufwand von mindestens n? Operationen, wobei n
hier die zugrundeliegende Dimension beschreibt.

Héufig bilden Matrixgleichungen das diskrete Gegenstiick eines zu losenden, kontinu-
ierlichen Problems, wie z.B. bei der Betrachtung bestimmter partieller Differentialglei-
chungen und deren Diskretisierung mit Tensor-Basisfunktionen. In diesen Fallen kann
der Diskretisierungsfehler generell nur durch eine Erhéhung der Dimension n verringert
werden. Aufgrund des mindestens quadratischen Aufwands direkter Losungsverfahren
sind diese nicht mehr praktikabel in hohen Dimensionen.

Motiviert durch die vorherigen Betrachtungen wurde eine Vielzahl von Verfahren ent-
wickelt, um Losungen von Matrixgleichungen mit einem geringeren Rechenaufwand zu
approximieren. Zu dieser Kategorie gehoren auch H- und #H2-Matrix-Techniken, welche
einen Rechenaufwand in O(knlog®(n)) aufweisen. Hierbei beschreiben a,b > 0 kleine
Konstanten und k einen Parameter, der die Genauigkeit steuert.

In der vorliegenden Arbeit wird ein neuartiger, auf H2-Matrizen basierender Ansatz
zur Approximation von Losungen linearer Matrixgleichungen vorgestellt. Der Grundge-
danke ist hierbei, die zu behandelnde Matrixgleichung in eine Variationsformulierung
zu {iberfithren, um so zu einer Galerkin-Formulierung zu gelangen. Der Teilraum aller
H2-Matrizen dient hierbei als Ansatzraum. Diese Vorgehensweise beruht auf einem der
Grundgedanken der Finite-Elemente-Theorie, wodurch sich die dort géngige Losungs-
theorie — Lemma von Lax-Milgram und Céa’s Lemma — anwenden ldsst, um so die
Existenz sowie Stabilitdt einer eindeutigen Losung zu zeigen.

Eine ndhere Untersuchung der Galerkin-Formulierung fiihrt auf ein matrixwertiges
Gleichungssystem, bei dem die Unbekannten durch Matrizen mit k? Eintréigen gegeben
sind (k < n). Die zu berechnende H2-Matrix-Approximation ergibt sich dann {iber das
Losen dieses Systems, z.B. durch iterative Verfahren.

Aufgrund der speziellen hierarchischen Struktur von H2-Matrizen ist die Formulierung
effizienter Algorithmen von zentraler Bedeutung. Zu diesen Algorithmen z&hlen insbe-
sondere das Aufstellen, das Assemblieren sowie das Losen des hergeleiteten Gleichungs-
systems. Unter plausiblen Annahmen wird gezeigt, dass alle verwendeten Algorithmen
einen fiir H2-Matrizen typischen Aufwand in O(k%n) aufweisen.

Im Anschluss an die konkrete Definition des Matrix-Galerkin-Verfahrens sowie die Ana-
lyse aller im Rahmen dieser Arbeit bendtigten Algorithmen folgen numerische Beispiele,
die das Verhalten des neuen Ansatzes illustrieren.






Abstract

Matrix equations arise in many applications of numerical mathematics. Since solutions
of these equations are generally densely populated, even solution strategies with optimal
complexity need at least n? operations, with n being the underlying dimension.

Frequently, matrix equations represent the discrete counterpart of some continuous
problem, e.g., when derived from the discretization of certain partial differential equations
with tensor basis functions. In these cases a reduction of the discretization error can
only be achieved by increasing the dimension n. As a result of their at least quadratic
complexity, direct solution methods are typically not feasible for large dimensions.

Based on the aforementioned observations, a wide range of solution strategies have
been developed that only approximate the solution, but with lower computational effort.
These strategies comprise both H- and H2-matrix techniques that exhibit a complexity
in O(k%nlog’(n)) with small constants a,b > 0 and k being a parameter controlling the
accuracy.

This thesis presents a novel approach for approximating solutions of linear matrix
equations by using H2-matrices. The basic idea is to translate the underlying matrix
equation into a variational formulation in order to apply a Galerkin method. To this end
the subspace of H?-matrices is employed as trial space. This approach is based on the
commonly used practice in the field of finite elements. Thus the same solution theory —
namely the lemma of Lax-Milgram and Céa’s lemma — is applicable, which allows to
proof the existence and stability of a unique solution.

Further investigations show that the employed Galerkin method results in a linear
system of matrix-valued equations, where the unknowns are matrices with k? entries
(k < n). The desired H2?-matrix approximation is then obtained by solving this system,
e.g., by using iterative methods.

Since H2-matrices are given in a special hierarchical format, the design of efficient
algorithms is a crucial point. These algorithms particularly include those for setting up,
assembling, as well as solving the derived system of equations. Under plausible assump-
tions this thesis shows that all used algorithms exhibit a computational effort in O(k%n),
which is the typical complexity in the sense of H?-matrices.

Subsequent to the definition of the new solution technique and the analysis of all
required algorithms, numerical examples illustrate the behavior of this novel approach.
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1 Einleitung

Matrixgleichungen entstehen in vielen Anwendungsgebieten numerischer Mathematik. So
flihrt z.B. unter bestimmten Voraussetzungen die Diskretisierung partieller Differential-
gleichungen auf eine Gleichung der Form

AXM* + MXA* = C, (1.1)

mit A, M,C € RT*T und gesuchter Losung X € RT*Z, wobei Z hier eine geeignete
endliche Indexmenge beschreibt — vgl. Abschnitt fiir eine detailliertere Herleitung
von (|1.1). Diese Gleichung ist eine allgemeinere Form der Lyapunov-Gleichung

AX + XA* =C, (1.2)

welche unter anderem in dem Bereich der Kontrolltheorie Anwendung findet [23] [18].

Ein klassischer Algorithmus zum Auflésen von — also zur Berechnung von X —
ist z.B. durch den Bartels-Stewart-Algorithmus aus [2] gegeben. Dieser Algorithmus ist
dort allgemein fiir eine Sylvester-Gleichung der Form

AX+XB=C (1.3)

formuliert und benétigt O(n3) Operationen, mit n := #Z. Dieses asymptotisch kubi-
sche Verhalten des Aufwands macht den Bartels-Stewart-Algorithmus unattraktiv fiir
die Anwendung in grofen Dimensionen — also fiir grofse Werte von n.

Dadurch, dass die n? Eintrige der Losung X € RZ*T die Unbekannten aller oben
angegebenen Gleichungen darstellen, erfordert allein das Setzen dieser Werte einen Auf-
wand von n? Operationen. Ohne zusitzliche Annahmen an die Struktur von X, wiirde
ein Losungsverfahren optimaler Komplezitit damit auch mindestens n? Operationen be-
notigen (vgl. [35, Kapitel 14]). In grofen Dimensionen wire selbst so ein Verfahren nicht
praktikabel.

Eine effizientere Berechnung der Losung ist also nur dann moglich, wenn nicht alle
Eintrdge von X betrachtet werden miissten. Diese Voraussetzung ist z.B. gegeben, wenn
ein Grofsteil der Eintrdge bekannt — z.B. gleich null — ist oder sich alle Eintrdge aus
einer signifikant kleineren Menge an Daten reproduzieren lassen. Der erste Fall wiirde
gelten, falls X schwachbesetzt ist — nur O(n) Eintrage sind von null verschieden — und
der zweite Fall wire z.B. gegeben, wenn X die Form

X=Uv* (1.4)

mit U,V € RT** besitzt, wobei x hier eine endliche Indexmenge beschreibt, fiir die
k= #r < #I = n gilt. Die Losung besitzt im letztgenannten Fall eine Niedrigrangdar-
stellung, womit lediglich 2kn < n? Eintrige berechnet bzw. gespeichert werden miissten.



1 FEinleitung

Da Lésungen von Matrixgleichungen i.A. weder schwachbesetzt sind, noch iiber eine
Darstellung wie in (1.4]) verfiigen, liegt es nahe, diese Losungen durch Matrizen X €
RZ*Z mit einer der oben genannten Eigenschaften zu approzimieren. Die Konstruktion
einer schwachbesetzten Matrix X als approximative Losung von AX = I — mit der
Identititsmatrix I € RZ*Z — wurde z.B. in [29] untersucht.

Weitere Approximationstechniken sind durch H- und H2-Matrizen gegeben. Hierbei
ist die Grundidee, eine Matrix X € RZ*Z nicht global, sondern nur lokal in bestimmten
Teilblocken X |7, mit £ x § C Z x Z durch niedrigen Rang darzustellen [27, 34} 35, 6]. Fiir
beide Techniken liegt der Aufwand fiir Speicher sowie diverse arithmetische Operationen
typischerweise in O(k%nlogb(n)), mit a,b € R>g und k € N. Der Wert k charakterisiert
hier den lokalen Rang und dient als Parameter, um die Giite der Approximation zu
steuern. Im Zusammenhang mit der Konstruktion eines Vorkonditionierers fiir Finite-
Elemente-Steifigkeitsmatrizen, also der Berechnung einer approximativen Ldsung von

AX =1, (1.5)

wurde in [3], 5, 22] exponentielle Konvergenz in k nachgewiesen und die Anwendung von
‘H-Matrizen im Bezug auf Losungen von Sylvester-Gleichungen der Form ([1.3)) wurde
z.B. in |26, 28] untersucht.

Sowohl H- als auch H2-Matrix-Techniken finden unter anderem Anwendung in der ef-
fizienten Darstellung nicht-lokaler Operatoren, z.B. Integraloperatoren [8, [7]. Die einem
Integraloperator zugrundeliegende Kernfunktion wird hierbei z.B. durch Interpolations-
techniken oder Taylorentwicklungen lokal approximiert, um daraus Niedrigrangmatri-
zen zu Konstruieren. Neben diesem Anwendungsgebiet existieren auf rein algebraischen
Betrachtungen basierende Algorithmen, die es ermoglichen, Matrix-Arithmetik effizient
durchzufiihren. Hierzu zdhlen neben der Matrix-Multiplikation und Matrix-Addition auch
die Inversion sowie LR-Zerlegung von H- bzw. H?-Matrizen. Insbesondere eignen sich
diese Techniken somit, um z.B. eine Matrixgleichung der Form AX = I mit einer vorge-
gebenen Genauigkeit approximativ zu lésen [6] 27, [4], 9].

In dieser Arbeit wird einen neuartiger, auf H2-Matrizen basierender Ansatz prisen-
tiert, mit dem Matrixgleichungen approximativ gelost werden kénnen. Wie oben erwahnt,
wurde in [3], 5, 22] die Darstellung der Losung von im H- und H?-Format analysiert,
wobei A dort einer Finite-Elemente-Steifigkeitsmatrix eines elliptischen partiellen Diffe-
rentialoperators £ entspricht. In [3, 5] wird hierzu die Darstellung von £~1 untersucht
und gezeigt, dass sich dieser inverse Operator — bzw. dessen diskretes Gegenstiick —
lokal durch niedrigen Rang approximieren lésst. In [3] geschieht dies iiber die Integralope-
ratordarstellung von £7! mit einer Greenschen Funktionen als Kernfunktion (vgl. auch
[30]). Es werden dort Glattheitseigenschaften der Kernfunktion ausgenutzt, um diese lo-
kal durch z.B. Polynome zu approximieren. Hieraus resultiert dann die gesuchte lokale
Niedrigrangdarstellung.

Motiviert durch diese Betrachtungen des inversen Operators wird in der vorliegenden
Arbeit von der rein algebraischen Konstruktion von Algorithmen abgewichen, um so
evtl. bekannte Eigenschaften der Lésung — z.B. Glattheit in bestimmten Teilgebieten —
vorher in die Berechnung einfliefsen zu lassen.



1.1 Motivierendes Beispiel

Bevor eine Ubersicht iiber die Struktur der vorliegenden Arbeit gegeben wird, dient der
folgende Abschnitt dazu, exemplarisch zwei Matrixgleichungen herzuleiten. Fiir weitere
Beispiele und einen Uberblick diverser direkter sowie approximativer Losungsverfahren
sei auf [47] und die dort angegebenen Referenzen verwiesen.

1.1 Motivierendes Beispiel

Wir betrachten fiir D € N ein Gebiet Q@ C RP (vgl. [20, Definition 2.36]) und einen
linearen Differentialoperator der Form

D
0 0

wobei C' : Q — RP*D mjt
C(z) = (Cz‘j(x))szl fiir alle z € Q

eine Koeffizientenmatrix definiere. Fiir ein Element u € H} () des Sobolev-Raums V :=
HE(Q) — fiir eine Definition dieses Raums siehe z.B. [44) Abschnitt 2.3] — liisst sich
Lu € HY(Q) als ein Element des Dualraums V' := H~'(Q) auffassen, es gilt also

£ VsV,

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels ist fiir eine gegebene rechte Seite f € V' eine Losung
u € V der Operatorgleichung
Lu=f (1.7)

gesucht. Die im Folgenden dargestellte Technik zum Losen von wird vor allem in
der Theorie der finiten Elemente verwendet (vgl. z.B. [I5]). Wir iiberfiithren in eine
kontinuierliche Variationsformulierung — siehe z.B. [48, Kapitel 3|, [I5, Kapitel II §2]
oder Abschnitt [2.3] der vorliegenden Arbeit — der Form

a(u,v) := (Lu,vy = (f,v) furalleveV (1.8)

zur Bestimmung einer Losung w € V. Es bezeichne hier (-,-) die duale Paarung. Mit
dem Lebesque-Raum L*(Q) der quadratintegrablen Funktionen — fiir eine allgemeine
Definition siehe z.B. [20, Abschnitt 4.2] — gilt H}(Q) C L?(Q). Setzen wir f € L?()
voraus, dann lisst sich die duale Paarung (-, -) nach dem Darstellungssatz von Riesz |20,
Satz 2.25] durch das iiber

(U, v) 2(q) = /u(x)v(x) dz  fiir alle u,v € L*(Q)
Q

definierte L2-Skalarprodukt ersetzen. Fiir (1.8) folgt dann die Darstellung

a(u,v) = (Lu, v) 120y = (f, V)2 fliralleveV (1.9)



1 FEinleitung

zur Bestimmung einer Losung v € V.

Aufgrund der Linearitidt von £ definiert a(-,-) eine Bilinearform. Es lésst sich zeigen,
dass die Problemstellungen und dquivalent sind und unter geeigneten
Voraussetzungen an die Koeffizientenmatrix C' eindeutig 16sbar ist — vgl. hierzu z.B.
[32, Kapitel 7] und dort insbesondere Theorem 7.2.2 und Theorem 7.2.3. Zur Bestim-
mung einer solchen Losung wéhlen wir einen endlich-dimensionalen Teilraum V; C V
— Ansatzraum genannt — und ersetzen mit diesem V' in . Es ergibt sich so die
Galerkin- Variationsformulierung

a(up,vy) = (f, Uh>L2(Q) fiir alle vy, € Vy, (1.10)

zur Bestimmung einer Néherungslosung up, € Vi, von u € V' aus — siehe z.B. [48,
Abschnitt 8.1], [15, Kapitel II §4] oder Abschnitt der vorliegenden Arbeit.

Ausgehend von der Galerkin-Variationsformulierung werden nun zwei verschie-
dene Varianten zum Loésen dieser Problemstellung vorgestellt, bei denen jeweils die Be-
trachtung einer Matrizgleichung in den Fokus riickt.

Erste Variante

Fiir die Diskretisierung von ({1.10) wihlen wir eine Basis des dort verwendeten endlich-
dimensionalen Teilraums. Sei hierzu Z eine geeignete endliche Indexmenge und es be-
zeichne (¢;);e7 eine Basis von V},. Stellen wir die gesuchte Losung

U= unge;
JET

als Linearkombination der Basiselemente dar und ersetzen die Testfunktion vy in ((1.10))
durch ¢; mit i € Z, dann ergibt sich unter Verwendung der Linearitdt von a(-,-) die
Gleichung

Z uja(pj, vi) = (f, <P¢>L2(Q)'

JEL
Wir definieren 4, f € R” sowie A € RT*Z durch
4= upg,  fi=(f 02 wd ag = ale, i)

fiir alle 4, j € Z, dann reduziert sich (I.10)) auf die Bestimmung einer Losung @ € R” des
linearen Gleichungssystems

Au = f. (1.11)
Betrachten wir fir k € Z die Triger (vgl. z.B. |20, Definition 2.36])
supp(Lpr) = {z € @ | Log(r) # 0} und  supp(pr) = {2 € Q | gr(x) # 0},

dann gilt insbesondere ¢y (z) = 0 fiir alle x € Q \ supp(px). Sei x € Q\ supp(px), dann
folgt

2

oz, (x) =0 firalleje{1,...,D}



1.1 Motivierendes Beispiel

da )\ supp(pg) offen ist und damit auch

D

Sop(r) = - aaxi (Cij(x)gij(:v)) =0,

1,7=1

wobei wir £ hier als Differentialoperator — im Sinne von (|1.6) — und nicht als Abbildung
von V nach V' betrachten. Es gilt also

Q \ supp(pr) € Q\ supp(Ler)

bzw.

supp(£px) € supp(pi)-

Da dies fiir alle k € T gilt, folgt fiir alle 4,5 € Z mit supp(¢;) N supp(p;) = @ auch
supp(£y;) Nsupp(ip;) = 0 und damit

aij = alpj, i) = (L5, i) 129y = 0,

womit nach Kontraposition

aij 70 = supp(p;) Nsupp(p;) # 0

folgt. Der nichtleere Schnitt von Trégern zweier Basisfunktionen ¢; und ¢; ist somit ein
notwendiges Kriterium fiir einen Nicht-Null-Eintrag a;; # 0. Aus diesem Grund werden
die Basisfunktionen generell so konstruiert, dass diese nur iiber lokale Trager verfiigen.
Es resultiert dann eine schwachbesetzte Matrix, womit sich zum Loésen von (|1.11]) unter
anderem eine Reihe von Iterationsverfahren eignen, wie sie z.B. in [33] sowohl definiert
als auch analysiert werden.

Ist fiir alle rechte Seiten eindeutig losbar, so ist A invertierbar. Bezeichnen wir
mit I € RT*Z die Identititsmatrix, dann ist A~! die eindeutige Losung der Matrixglei-
chung

AX =1, (1.12)

wobei X € RT*Z die gesuchte Losung bezeichne. Es gilt
1=A1Au=A"17,

womit sich die Lésung @ von iiber die Losung A~! von berechnen lasst.

Da A~ in einer Vielzahl von Anwendungen allerdings vollbesetzt ist, wiirde sich allein
der Aufwand des Setzens aller Eintriige von A~! bzw. der benétigte Speicherbedarf dieser
Matrix proportional zu (#I)? verhalten. Aus diesem Grund sind wir lediglich an einer
Approximation X € RZ*T der Losung X € RT*T von interessiert. Diese lielse
sich dann fiir das Vorkonditionieren diverser Iterationsverfahren verwenden, um so eine
Loésung von mit ,vertretbarem Aufwand“ berechnen zu koénnen (siehe z.B. [33]
Abschnitt 8.3|).
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Zweite Variante

Die Herleitung dieser Variante orientiert sich an [36, Chapter 16]. Fiir die zugrundelie-
gende Dimension D gelte D = 2d mit d € N — also  C R?** — und es existiere w C R?
mit Q = w X w. Des Weiteren sei der Differentialoperator £ aus (1.6)) separabel (vgl. [36,
Abschnitt 16.2.1]), es existieren also

d d
0 0 0 0
1) . § (1) 2) . E : (2)
el = — 0z; (Cij 81’j> und £ o= — Ox; <Cij 8mj>

i,j=1 4,j=1
mit Koeffizientenmatrizen C) : w — R4 sowie C?) : w — R4 50, dass
e=2Wgid+id e®

gilt. Hierbei bezeichne ® das Tensor-Produkt — fiir eine allgemeine Definition siehe z.B.
[36, Chapter 3] — und id den Identitdtsoperator auf einem geeigneten Raum V,, mit
V =V, ®V,, wobei £ sowie £2 als d-dimensionale Differentialoperatoren auf V,,
aufzufassen sind. So eine Darstellung existiert z.B., wenn die Koeffizientenmatrix C' aus
konstant ist und keine gemischten Ableitungsterme auftreten (vgl. [36, Abschnitt
1.2.4)).

Wir definieren die beiden Bilinearformen

aW (u,0) = (8V @ id)u,v) 2y und o (u,0) 1= ((id © L), 0) 12 g
fiir alle u,v € V, dann folgt fiir die Variationsformulierung (|1.9)) die Darstellung
a(“? U) = a(l) (u7 U) + a(2) (u7 U) = <f7 'U>L2(Q) (113>

fiir alle u,v € V.
Fiir den Ansatzraum V}, nehmen wir an, dass ein Raum V}, ,, so existiert, dass

Vi =Vhow®@ Vho

und fiir alle uﬁLlU)J ® u;fzj, U](llz) ® U](LQL € V;, die Gleichung

(1) 1) (2) (2

>L2(Q) = (Uh,wvh,w>L2(w) <uh,w’vh,w>L2(w) (1.14)

o ui2 il ol

gilt. Diese Bedingung ist z.B. erfiillt, wenn Vj,, C L?*(w) gilt. Gleichung (1.14) ergibt
sich dann iiber den Satz von Fubini |38, Theorem 8.4].

Fiir up = ugi & u,(i)u, vy = v}(ngJ ® vggj € V}, folgt dann

. 2 2
aV(up, vp) = (£Y ® Zd)(“gi ® ug,c)u% ”}(zltl ® vf(ubm(ﬂ)

(V)@ ul) o) @ o))

) (1 2 2
(DU 000) oy o U)o

>L2(Q)



1.1 Motivierendes Beispiel

und analog

( n @

2 2
“hw”hdm )<2(2)u( ) ,(2)

a(2)(uh,vh) h,w’vh,w>L2(w)'

Wir wihlen nun eine Basis (¢;);ez von V}, ., wobei 7 hier wieder eine geeignete endliche
Indexmenge sei. Eine Basis von V}, ist dann durch (¢; ® ¢;); jez gegeben (siehe z.B. |36,
Lemma 3.11]).

Schreiben wir die zu berechnende Losung

up = Y g (k © 1)
(k1) ETXT

in Analogie zu der ersten Variante als Linearkombination der Basiselemente und ersetzen
die Testfunktion v, durch ¢; ® ¢; mit (4,5) € Z x Z, dann ergibt sich
a(up, vp) = a (up, vp) + a® (up, vy)

= Y wmndVeeonei0e)+ D unma® (vr @ L0 ® 9))
(k))ETXT (k)ETXT

= Z Uh,kl <£(1)90k, %’>L2(w) (1, ‘Pj>L2(w)
(k,1)eTxT

+ Z up, ki (Pk; <Pz‘>L2(w) <£(2)<P17 SDj)L?(w)'
(k)EIXT

Wir definieren die Matrizen U, M € RT*Z durch
Uy = U und  mag = (05,90 12,
fiir alle (k,1), (i, §) € T x T sowie die Matrizen A1), A®) ¢ RZ*T durch

agi) = (2(1)90k790i>L2(w) und aﬁ) = (2(2)s0z,80j>L2(w)

fir alle (i,k), (j,1) € Z x Z, dann gilt

1 2
alup, vp) = Z uklaz(k)mjl‘f‘ Z Uklmikagl)

(k1) ETXT (k1)ETXT
Z alk uklml] + Z my kukl )
(k1) ETXT (k1) ETXT
- (A<1>UM*) 4 (MU(A<2>)*) )
1] )

Definieren wir zusitzlich die Matrix B € RZ*Z {iber

bij == {f, i @ ;)12

fir alle (4,j) € Z x Z und fassen alle so entstandenen Gleichungen — also fiir alle
(i,j) € T x T — zusammen, dann ist das Losen von ((1.10]) dquivalent zur Berechnung
einer Losung X € RT*T der Matrixgleichung

ADXM* + MX(AP)* = B. (1.15)
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Auch hier stellt sich die Frage, ob es ausreicht, die Gleichung nur approximativ
zu 16sen, ohne dabei Genauigkeit im Sinne eines geeigneten Kriteriums zu verlieren. Da
durch die Ersetzung von V' durch V}, bereits ein Diskretisierungsfehler entsteht, bietet es
sich an, nur bis zu einer von diesem Diskretisierungsfehler abhéangigen Genauigkeit
zu berechnen, ohne hierbei essentielle Informationen der diskreten Lésung einzubiiffen.

1.2 Struktur der vorliegenden Arbeit

Nach der Einfiihrung der fiir diese Arbeit grundlegenden Begriffe, Konzepte und Aussagen
in Kapitel [2 sowie der Betrachtung von H?-Matrizen in Kapitel |3} wird das Matrix-
Galerkin-Verfahren in Kapitel [4] eingefiihrt und analysiert. Im Fokus steht hierbei die
Behandlung einer linearen Matrixgleichung

AXB*=C (1.16)

mit A € R, B e R7*J ¢ € RT*J und gesuchter Losung X € RT*Y fiir zwei endliche
Indexmengen Z und J. An geeigneter Stelle erfolgt eine Erweiterung der Betrachtungen
auf allgemeine lineare Matrixgleichungen der Form

N
> AXB;=C (1.17)
=1

mit N € N sowie 4; € RP*Z und B; € R7*Y fiir alle i € {1,..., N} (vgl. z.B. [12]).

In Abschnitt [£.1] wird gezeigt, dass die Berechnung einer approximativen Losung von
bzw. mit dem Matrix-Galerkin-Verfahren auf das Lésen eines matrixwertigen
Gleichungssystems fiihrt. Der Fokus fiir die verbleibenden Abschnitte des Kapitels 4] liegt
dann auf der Konstruktion effizienter Algorithmen zur numerischen Behandlung dieses
resultierenden Gleichungssystems. Effizient bedeutet hier, dass alle Algorithmen einen
fiir H2-Matrizen typischen asymptotisch linearen Aufwand — asymptotisch linear in der
Anzahl der zugrundeliegenden Freiheitsgrade #Z und #J — aufweisen. Von besonderer
Bedeutung ist dort der Abschnitt in dem Strukturen eingefithrt werden, die das
Fundament der Analyse des Matrix-Galerkin-Verfahrens in Abschnitt bereitstellen.

Dem Kapitel [f] iitber mogliche Losungsstrategien fiir das in Kapitel [] hergeleitete Glei-
chungssystem folgen numerische Ergebnisse in Kapitel [6] Dort wird das Verhalten des
Matrix-Galerkin-Verfahrens anhand der in Abschnitt[T.1 hergeleiteten Matrixgleichungen
illustriert. Die komplette Implementierung wurde hierbei auf Basis der durch die Pro-
grammbibliothek H2Lib [19] zur Verfiigung gestellten Routinen sowie Datenstrukturen
realisiert und ist in der Sprache C' geschrieben.

Abschliefend folgt in Kapitel [7] eine kurze Zusammenfassung dieser Arbeit und ein
Blick auf mogliche Erweiterungen sowie auf potentiell noch zu behandelnde Problem-
und Fragestellungen.



2 Grundlagen

Dieses Kapitel widmet sich der Einfiihrung einiger grundlegenden Konzepte in der fiir
die vorliegende Arbeit bendtigten Form. Zu diesen Konzepten gehéren neben konkreten
Definitionen und Aussagen auch Konventionen im Bezug auf einige verwendete Begriffe,
wie z.B. den Aufwand eines Algorithmus. Da sich der iiberwiegende Teil dieser Arbeit
mit Matrizen befasst, werden wir nachstehend auch einige Aussagen zusammentragen,
wie wir sie im weiteren Verlauf bendtigen.

2.1 Matrizen, Vektoren und Konventionen

Definition 2.1.1 (Euklidisches Skalarprodukt und euklidische Norm). Sei Z eine end-
liche Indexmenge, dann bezeichnen wir die Abbildung

<'7 '>2 : RI X RI — Ra (xay) = (ac,y>2 = leyz
€T

als euklidisches Skalarprodukt und die Abbildung
-1z : RF = Rso, x> [l2ll2 := y/{z, 2),

als euklidische Norm.

Die ein Skalarprodukt definierenden Eigenschaften (siehe z.B. |20, Definition 2.20])
lassen sich fiir (-, -), direkt nachrechnen und [20, Lemma 2.22| stellt sicher, dass || - [|2 in
der Tat eine Norm darstellt.

Matrizen werden im Folgenden generell mit Grofsbuchstaben versehen und fiir deren
Eintrdge die entsprechenden Kleinbuchstaben verwendet.

Bemerkung 2.1.2 (Matrixeintrdge). Seien Z und J zwei endliche Indexmengen so-
wie A € RT*Y eine Matriz, dann bezeichnen wir im weiteren Verlauf dieser Arbeit die

Eintrage von A mit
(A)ij oder ai;  fir alle (i,j) € T x J.

Unter Zuhilfenahme dieser Konvention fiihren wir die transponierte Matriz ein und
definieren anschliefsend die Begriffe Figenwert und Eigenvektor sowie das Spektrum einer
Matrix.

Definition 2.1.3 (Transponierte und symmetrische Matrix). Seien T und J zwei end-
liche Indexmengen sowie A € RT*J | Gilt fiir die Eintrige einer Matriz A € RT*Z

Ziji = Qjj fir alle (],Z) € J xT,
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so nennen wir A die zu A transponierte Matrix und bezeichnen diese mit A* sowie deren
FEintrage mit
(A")ji oder al;  fir alle (j,i) € J x T.

Gilt A = A*, dann nennen wir A symmetrisch.

Definition 2.1.4 (Eigenwert, Eigenvektor und Spektrum). Sei Z eine endliche Index-
menge sowie A € RTXZ. Eristieren A € C und x € CT\ {0} so, dass

Ax = \x

gilt, nennen wir \ einen Eigenwert von A und x einen zu A gehérenden Eigenvektor. Die
Menge
o(A):={A e C | X ist Figenwert von A}

aller Eigenwerte von A bezeichnen wir als das Spektrum von A.

Lemma 2.1.5 (Eigenwerte). Sei T eine endliche Indezxmenge und A € RT*T eine sym-
metrische Matrix, dann gelten

(a) 0(A) CR und

(b) mit o :=min{\ | X € o(A)} sowie B:=max{\ | X\ € o(A)} fir alle x € RT die
Abschatzungen
allzl < (Az, ), < Bllal3-

Beweis. [(a)] Siehe [41, Theorem 1.7].
@ Fiir 2 = 0 gelten die Ungleichungen direkt und fiir z € RZ \ {0} folgen nach [41]
Theorem 1.9| fiir den Rayleigh-Quotienten die Abschétzungen

o< A8y g

<$,$>2

Durch Umstellen und die Definition der euklidischen Norm (vgl. Definition [2.1.1]) ergibt
sich die zu beweisende Aussage. O

Eine spezielle Eigenschaft von Matrizen ist die positive Definitheit. Es ldsst sich zeigen,
dass das Spektrum von Matrizen, die dieser Bedingung geniigen, immer reell und echt
positiv sein muss.

Definition 2.1.6 (Positiv definit). Sei Z eine endliche Indermenge und A € RT*T. Wir
nennen die Matriz A positiv definit, wenn diese symmetrisch ist und die Eigenschaft

(Az,z)y >0 fir alle x € RT\ {0}

erfillt.

10
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Lemma 2.1.7 (Positiv definit). Sei T eine endliche Indexmenge und A € RT*T eine
symmetrische Matriz, dann ist A genau dann positiv definit, wenn o(A) C Ry gilt.

Beweis. Siehe [49, Theorem 2.3|. O

Von besonderem Interesse werden im weiteren Verlauf dieser Arbeit schwachbesetzte
Matrizen sein. Bevor wir diesen Begriff formal definieren kénnen, fithren wir Bezeichnun-
gen fiir die einzelnen Zeilen sowie Spalten einer Matrix ein.

Definition 2.1.8 (Matrixzeile und -spalte). Seien Z und J zwei endliche Indexmengen
sowie A € RZXI eine Matriz, dann nennen wir fir i € T die Menge

row(A,i) :={j €T | ai; # 0}

i-te Matrixzeile — bzw. einfach i-te Zeile — von A sowie fiir j € J die Menge
col(A,j):={t €T | aj # 0}

j-te Matrixspalte — bzw. einfach j-te Spalte — von A.

Definition 2.1.9 (Schwachbesetzte Matrix). Seien Z und J zwei endliche Indexmengen
sowie A € RTXT eine Matriz. Eristiert ein Csp,a € N s0, dass fiir alle i € T und alle
jeJg

#row(A,1) < Copa  sowie Fcol(A,j) < Cspa

qilt, dann nennen wir die Matriz Csp a-schwachbesetzt. Verwenden wir diesen Begriff
ohne Cgp A einzufiihren, so setzen wir implizit voraus, dass Csp o € N gilt. Lésst sich
Csp,a unabhingig von #1 sowie #J beschrinken, dann nennen wir diesen Wert auch
Schwachbesetztheitskonstante von A.

Wie in Definition [2.1.9)zu erkennen, kommt dem Begriff konstant eine besondere Bedeu-
tung zu. Insbesondere im Zusammenhang mit dem Aufwand von Algorithmen ist dieser
Ausdruck von Interesse. Hierbei nehmen wir im Folgenden immer implizit an, dass eine
Klasse von Problemstellungen zugrundeliegt und nennen einen Wert ,konstant”, wenn
dieser unabhéngig von dem speziellen Problem der Klasse ist. Im weiteren Verlauf dieser
Arbeit wird diesen Problemklassen immer eine Familie von Indexmengen zugrundeliegen,
womit konstante Werte insbesondere unabhéngig von deren Méchtigkeiten sind. Genau
in diesem Sinne ist die Bezeichnung ,,Schwachbesetztheitskonstante” aus Definition [2.1.9
zu verstehen.

Bemerkung 2.1.10 (Aufwand). Im Laufe der vorliegenden Arbeit werden Algorithmen
hinsichtlich deren Aufwands untersucht. Das generelle Ziel bei der Gestaltung aller Al-
gorithmen ist es, dass sich dieser Aufwand asymptotisch linear in #I und #J verhdlt.
Dies bedeutet, dass fiir den Aufwand — im Folgenden mit Eff bezeichnet — C1,Cy € N
mat

Eff < C1#T + Co#T

11
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existieren, wobei C7 und Co unabhéngig von #Z und #J beschridnkt — also konstant
— sind. T und J sind hierbei immer in einem geeigneten Sinne zugrundeliegende Index-
mengen.

Wir werden fiir den Aufwand eines Algorithmus i.A. die Anzahl der dort auftretenden
arithmetischen Operationen ansehen, wobei sich diese nur aus Additionen und Multi-
plikationen zusammensetzen. Hierbei betrachten wir Subtraktionen als Additionen und
Divisionen als Multiplikationen. Es werden allerdings auch Algorithmen auftreten, in de-
nen keine solche Operationen anfallen. Diese hitten dann nach obiger Konvention keinen
Aufwand. Aus diesem Grund wird an entsprechender Stelle angegeben, was dort als Auf-
wand anzusehen ist.

In einem Grof$teil dieser Fdille wird dieser Aufwand die Form einer Abfrage annehmen,
ob sich ein Element in einer gegebenen Menge befindet oder nicht. Am Beispiel einer
Csp,A-schwachbesetzten Matriz A € RIXT mit zwei endlichen Indexmengen T und J
wdre fir (i,7) € Z x J in einem Algorithmus die Abfrage

Gilt j € row(A,7)?

als Aufwand zu sehen. Mit # row (A, 1) < Csp A nehmen wir an, dass dieser — bei entspre-
chender Implementierung — durch Csp A beschrinkt ist, da wir mazimal jedes Element
aus row(A, 1) einmal mit j vergleichen missten.

Wir werden nun das Frobenius-Skalarprodukt und die Frobenius-Norm definieren. Aus-
gestattet mit diesem Skalarprodukt wird der lineare Raum aller Matrizen zu einem Hil-
bertraum — fiir die Definition eines Hilbertraums siehe z.B. |20, Definition 2.23|. Diese
fundamentale Eigenschaft werden wir uns spéter bei der Herleitung des Matriz- Galerkin-
Ansatzes zunutze machen.

Definition 2.1.11 (Frobenius-Skalarprodukt und -Norm). Seien Z und J zwei endliche
Indexmengen, dann nennen wir die Abbildung

() p : REXT X RIXT SR (A,B) = (A, B := Z a;;bi;
(1,5)EIXT

Frobenius-Skalarprodukt und die Abbildung
|- 1lF : R = Rso, A |Allp = /(4 A)p
Frobenius-Norm.

Wie fiir das euklidische Skalarprodukt lassen sich die Skalarprodukteigenschaften di-
rekt nachrechnen und durch die Definition tiber (-, -) stellt || - || eine Norm dar.

Korollar 2.1.12 (Frobenius-Skalarprodukt). Seien Z, J und K endliche Indexmengen,
dann gilt fir alle A € RP*K B € RM*T ynd C € RT*I

(AB,C)p = (B, A*C) . = (A, CB*) .

12
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Beweis. Seien A € RT*X B € REXT und € € RT*7 | dann gilt

(AB,C)p=>"3"(AB)5(0);; =33 Y (4 (C)ij

i€l jeJ €L jeJ ke
=33 S B (AN(C)ig = D (B (A*C)iy = (B, A*C) o
ke jeTJ i€l kex jeg

und analog

(AB,C)p=> "> > (A)ir(C)ij(B*)jr = > > (A)iw(CB* )i, = (A,CB*) .

1€l keK jeJ 1€ kel

O

Lemma 2.1.13 (Hilbertraum). Seien Z und J zwei endliche Indexmengen, dann ist der
lineare Raum (RT*7(-,-) ) ein Hilbertraum.

Beweis. Definieren wir fiir alle (k,1) € Z x J die Matrizen Ey; € R?*J durch

(B = {1 falls (k1) = (i, ),

0 sonst,

fir alle (i,5) € Z x J, dann lésst sich direkt nachrechnen, dass {Ey; | (k,1) € T x J}
eine Basis von RZ*7 ist und #{Ey | (k,1) € T x J} = #I#J < oo gilt. Damit ist
RZ*J endlich-dimensional, womit RZ*7 in Verbindung mit der Frobenius-Norm || - || ¢
nach [20, Satz 2.5] ein vollstandiger normierter Raum — also ein Banach-Raum — ist.

Durch die Definition der Frobenius-Norm iiber das Frobenius-Skalarprodukt (vgl. De-
finition [2.1.11)) wird (R*7(-,-) ) zu einem Hilbertraum. O

Eine spezielle Klasse bilden die orthogonalen Matrizen. Diese zeichnen sich unter an-
derem dadurch aus, dass sie sowohl die euklidische Norm eines Vektors als auch die
Frobenius-Norm einer Matrix unverandert lassen.

Definition 2.1.14 (Orthogonale Matrix). Seien Z und J zwei endliche Indexmengen.
Wir nennen eine Matriz Q € RT*J orthogonal, wenn diese der Gleichung

QQ=1I
gentigt.

Korollar 2.1.15 (Norminvarianz). Seien Z, J und K endliche Indexmengen. Fir alle
Q e RT*I P e RVK yund A € RT*K mit Q sowie P orthogonal gilt

(¢) [QAP*||r = [QAllF = [AP*|[F = [[Allr sowie

(b) [Qallz = |lzlls fiir alle z € RY.

13
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Beweis. Seien @ € RT*7 und P € RT*K orthogonal sowie A € RT*X,
@ Unter Verwendung von Korollar [2.1.12] gilt

IQAP*|} = (QAP*,QAP*) p = (QAP*P,QA) p = (QA, QA) &
= |QAII% = (QA,QA) p = (A, Q*QAP*P), = (AP*, AP*),,
= |AP*||} = (AP*, AP*)p = (A, AP*P)p = (A, A)p
= |l All%

und damit durch || X |z > 0 fiir alle X € RT*7 die Aussage.
@ Sei z € RZ, dann gilt

1Qz (3 = (Qz, Qz), = (2, Q" Qx), = (z,2), = |3,
also auch hier mit ||Qz||2 > 0 und ||z||2 > 0 die Aussage. O

Bevor wir uns einigen grundlegenden Eigenschaften von Matrixgleichungen zuwenden,
definieren wir noch sogenannte Niedrigrangmatrizen, wie sie z.B. in [35] Kapitel 2| zu fin-
den sind und im weiteren Verlauf dieser Arbeit fiir lokale Approximationen vollbesetzter
Matrizen bendtigen werden.

Definition 2.1.16 (Niedrigrangmatrix). Seien Z, J und r endliche Indexmengen sowie
A € RTXT eine Matriz. Existieren U € RT*% und V € RT*% so, dass

A=UV"

gilt, dann nennen wir A eine Niedrigrangmatrix mit Rang #x und UV™ eine Niedrig-
rangdarstellung von A.

Es ist in obiger Definition zu beachten, dass fiir alle Matrizen A € RZ*7 eine Niedrig-
rangdarstellung durch AI* gegeben ist — also mit k = J. Gilt fiir eine Niedrigrangmatrix
allerdings #r < #Z und #r < #J, so miissen im Vergleich zur vollbesetzten Matrix
A — mit #Z#J bendtigten Speicherpldtzen — wesentlich weniger Eintrige gespeichert
werden — némlich #k(#Z + #J) fur U und V zusammen. Die Matrix A ldsst sich
dann aus U und V rekonstruieren. Diese Sichtweise begriindet die Bezeichnungen Nied-
rigrangmatrix bzw. Niedrigrangdarstellung.

2.2 Matrixgleichungen

Die folgenden Betrachtungen orientieren sich an [37, Chapter 4|, beschrianken sich fiir die
Herleitung der spéter benotigten Hilfsmittel allerdings auf eine lineare Matrizgleichung
der Form

AXB*=C (2.1)

mit A € R*Z, B € R7*7 sowie rechter Seite C' € RT*J und gesuchter Losung X €
RZ*J . Hierbei bezeichnen Z und J zwei endliche Indexmengen. Die folgende Diskussion

14
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liefse sich allerdings auch auf lineare Matrixgleichungen der Form
N
Y AXBf=C (2.2)
i=1

mit N € N sowie A; € RZ*Z und B; € R7*7 fiir alle i € {1,..., N} erweitern.

Kronecker-Produkte

Eine Méglichkeit zur Auflésung von ist die Umformulierung der dortigen Gleichung
in ein hoherdimensionales Gleichungssystem unter Zuhilfenahme des Kronecker-Produkts
(vgl. z.B. [37, Definition 4.2.1]) und der Vektorabbildung (vgl. z.B. [37, Definition 4.2.9]).
Mit dem Kronecker-Produkt bezeichnen wir das Tensor-Produkt von Matrizen. Da das
Tensor-Produkt im Folgenden auch iiberwiegend nur im Kontext von Matrizen auftritt,
wird auf eine allgemeine Definition verzichtet. Diese ist z.B. — wie in der Einleitung
bereits erwdhnt — in [36, Abschnitt 3.2] zu finden, wo auch der Zusammenhang zu
dem nachstehend definierten Kronecker-Produkt verdeutlicht wird [36, Abschnitt 3.2.3].
Aufgrund dieser Verbindung werden wir wie in Kapitel [I| das Zeichen ® verwenden.

Definition 2.2.1 (Kronecker-Produkt). Seien Z1, J1, Zs und Jo endliche Indexmengen,
dann definieren wir das Kronecker-Produkt

® : RIVN y REx T2 REXIX(N1xTP) - (X V) s X Q@Y
fiir alle (X,Y) € REXT x RT2X%2 dupch,

(X ®@Y) (i) k) = TikYji
fiir alle (i,7) € Iy x Iy und (k,l) € J1 X Ja.

Definition 2.2.2 (Vektorabbildung). Seien Z und J zwei endliche Indexmengen, dann
definieren wir die Vektorabbildung

vec : RT¥I 5 RUXD) - X s vee(X) (2.3)

fiir alle X € RT*T durch

Vec(X)(m) = Tj

fir alle (i,j) € J x T.

Man sieht schnell ein, dass die Vektorabbildung aus obiger Definition eine bijektive,
lineare Abbildung darstellt. Wir konnen also jedem Vektor des Bildraums auf eindeutige
Weise eine Matrix des Urbildraums zuordnen.

Bemerkung 2.2.3 (Darstellung der Komponenten). Seien m,n,p,q € N sowie I; :=
{1,....m}, 71 :={1,....,n}, Zo:={1,...,p} und Jo :={1,...,q}. Fir alle kartesischen
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2 Grundlagen

Produkte dieser Mengen verwenden wir die lexikographische Ordnung, dann gilt fir X €
RIXT ynd Y € RT2X%2 die Darstellung

Y o xY
XY = : - ; e ROXT)x(TixT2)
xmly “e e xmnY
Bezeichnen wir mit 1, . ..,x, € RY die Spalten von X — also X = (wl xn) —,
dann gilt
I
T2
vee(X)= | [ | e ROE),
T

In dem folgenden Lemma tragen wir einige niitzliche Eigenschaften des Kronecker-
Produkts und der Vektorabbildung zusammen.

Lemma 2.2.4 (Eigenschaften). Seien 7y, J1, Zo und Jo endliche Indexmengen sowie
X e RIT ynd Y € R2X%2 | dann gilt

(a) ( XQY)*=X"®Y",
(b) (X,Y)p = (vec(X),vec(Y)), und || X||rp = || vec(X)||2, falls Ty = Iy und Ji = Zo,

sowie
(c) o(X@Y)={\u | N€o(X) und p € o(Y)}, falls Ty = T und Zy = J>.

Beuweis. [(a)] Wir zeigen die Gleichheit komponentenweise. Fiir alle (i,) € Z; X Zy und
(k,l) € J1 X Jo gilt

(XOY))upwn = X @Y = ety = Tp¥y = (X* @Y ) jyk1)-

(B Mit Z:=T = I, und J := J1 = J gilt

(X, YV)p= > wigyg= Y. il

(1,9)€IxT (i,§) €T T
= Z VeC(X)(z‘,j) VeC(Y)(i,j) = (vec(X), vec(Y)),
(3,7)ET XL

und damit auch

X1 = (X, X) o = 3/ vec(X), vee(X)), = || vee(X)l2

Siehe [37, Lemma 4.2.12]. O

Wie sich eine Matrixgleichung unter Verwendung des Kronecker-Produkts und der
Vektorabbildung als gewthnliches lineares Gleichungssystem — also in Matrix-Vektor-
Form — schreiben lésst, zeigt das nachstehende Lemma (vgl. auch [37, Lemma 4.3.1]).
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2.3 Variationsformulierungen

Lemma 2.2.5 (Matrixgleichung). Seien T und J zwei endliche Indexmengen, A € RT*Z

B e RI*7 sowie X,C € RT*J | dann gilt
AXB*=C genau dann, wenn (B ® A)vec(X) = vec(C).

Beweis. ,=*: Es gelte AXB* = C. Nach Definition folgt B ® A € RW*DX(T*I) sowie
vec(X),vec(C) € RWV*D) Wir zeigen die zu beweisende Gleichheit komponentenweise.
Sei dazu (i,7) € J x I, dann gilt

(B A)vee(X)), = > (B®A) 0 veelX)

(k)ET XT
= ) baajmk =YY ajrubiy (2.4)
(k)ET XT I€T ke

= (AXB*)]Z = Cjz‘ = VeC(C)(i,j),

also
(B® A)vec(X) = vec(C).

,<"“: Da in (2.4) nur Gleichungen stehen, folgt die Aussage analog. O

Mit der Linearitdt der Vektorabbildung gilt fiir die zu Beginn dieses Abschnitts for-
mulierte Matrixgleichung (2.2)

N N
Z A;XB; =C genau dann, wenn Z(Bz ® A;) vec(X) = vec(C).
i=1 i=1

2.3 Variationsformulierungen

Der vorliegende Abschnitt stellt das grundlegende Konzept der Variationsformulierungen
zur Verfiigung, welches fiir die Herleitung des allgemeinen Matrix-Galerkin-Verfahrens in
Abschnitt benotigt wird. Dieses Konzept kommt insbesondere im Zusammenhang
mit der Theorie der finiten Elemente zur Anwendung (vgl. auch Kapitel . Fiir eine
ausfiithrlichere Analyse der hier skizzierten Techniken sei z.B. auf [48] [15] verwiesen. Die
im Folgenden verwendeten Aussagen und Notationen orientieren sich iiberwiegend an
[48, Kapitel 3 und Kapitel 8].

Kontinuierliche Variationsformulierungen

Wir betrachten einen Hilbertraum (V, (-, -),,) mit Dualraum V' sowie einen linearen Ope-
rator

AV =V (2.5)
Die durch (-,-)y, induzierte Norm bezeichnen wir mit | - ||y := /(:,-)}, und die Ope-
ratornorm in V' mit || - ||y» — siehe z.B. |20, Definition 2.11| fiir eine Definition der

Operatornorm.
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2 Grundlagen

Fiir eine vorgegebene rechte Seite f € V' ist eine Losung v € V' der Operatorgleichung

Au=f (2.6)

gesucht. Es ldsst sich zeigen, dass (2.6) mit der dualen Paarung (-,-) dquivalent zu der
Bestimmung einer Losung v € V' der Variationsformulierung

(Au,v) = (f,v) firalleveV (2.7)

ist (siche z.B. [48, Abschnitt 3.1]). Aufgrund der Linearitit des Operators A definiert die
Abbildung
a:VxV =R, (u,v)— (Au,v)

eine Bilinearform. Mit (2.7)) ist die Bestimmung einer Losung damit auch dquivalent zu
der Bestimmung von v € V mit

a(u,v) = (f,v) furallev e V. (2.8)

Definition 2.3.1 (Stetig und koerziv). Sei V' ein Hilbertraum und a : V x V — R eine
Bilinearform, dann nennen wir diese

(i) Cs-stetig, falls eine Konstante Cs € R~ so existiert, dass
la(u,v)| < Csllul|v|v]lv  fir alle u,v € V
gilt und
(ii) Cy-koerziv, falls eine Konstante Cy € Rsq so existiert, dass
a(v,v) > Cy|lv|l3  fiir allev € V
gilt.

Verwenden wir diese Begriffe ohne Cg bzw. Cy einzufithren, so setzen wir implizit voraus,
dass Cs € Ry bzw. Ci € Ryq gilt.

Existenz, Eindeutigkeit sowie Stabilitdt einer Losung von (2.8) garantiert das Lemma
von Lax-Milgram.

Lemma 2.3.2 (Lax-Milgram). Sei V' ein Hilbertraum und a : V xV — R eine Cs-stetige
sowie Cy-koerzive Bilinearform, dann besitzt (2.8) fiir alle f € V' eine eindeutige Losung
u €V und es gilt

1
lullv < a{\lfllvu

Beweis. Siehe |48, Satz 3.2]. O
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2.4 Baume

Galerkin-Variationsformulierungen

Ausgehend von ([2.8) ist nun eine Approximation der Losung u € V' gesucht. Hierzu
wéahlen wir einen Teilraum V;, C V und berechnen eine Losung uy, € V}, der Galerkin-
Variationsformulierung

a(up,vp) = (f,vp) fiir alle v, € Vj,. (2.9)

Wir nennen uy, € V3, auch Galerkin-Liosung. Fiir die Formulierung (2.9) bildet das Lemma
von Céa das Gegenstiick zu dem Lemma von Lax-Milgram. Zusétzlich wird dort eine
Aussage iiber den Fehler getroffen, der durch das Ersetzen von V' durch V}, entsteht.

Lemma 2.3.3 (Céa). Sei V ein Hilbertraum und a : V xV — R ein Cs-stetige sowie Cy-
koerzive Bilinearform, dann besitzt (2.9) fir alle f € V' eine eindeutige Losung up, € Vj,
und es gilt

1
[unllv < a{l!ﬂlvu

Mit der eindeutigen Losung u € V von (2.8)) gilt auflerdem

Gs

— <
u=ually < &

inf — .
inf |u —vnllv

Beweis. Siehe [48], Satz 8.1]. O

Bemerkung 2.3.4 (Verbesserte Abschiatzung und Energienorm). Es seien die Voraus-
setzungen von Lemma gegeben und die Bilinearform a(-,-) sei zusdtzlich symme-
trisch, dann folgt nach [17l, Chapitre II Proposition 3.1] fir die Fehlerabschétzung der
Galerkin-Lisung die verbesserte Abschétzung

C
lu —upllv <4/ = inf Jlu—wvv
Ck v EVR

und mit der durch ||v||q == \/a(v,v) fir alle v € V definierten Energienorm (vgl. [15,
(2.14)]) nach [17, (3.12)]

— < inf — .
Ju=wnll < inf flu= v

2.4 Baume

Eine fiir diese Arbeit grundlegende und im Kontext der #2-Matrix-Theorie fundamentale
Struktur ist die eines Baums. Dieser Abschnitt widmet sich dessen Einfithrung in einer
fiir die folgenden Betrachtungen angepassten Form. Es sei darauf hingewiesen, dass es
verschiedene Varianten gibt, Baume einzufithren. Der hier verwendete Ausgangspunkt der
Analyse orientiert sich {iberwiegend an den Definitionen und Notationen aus [6, Chapter
3.
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2 Grundlagen

Definition 2.4.1 (Baum). Ein Tupel T := (V,sons,root) bestehend aus einer endlichen
Menge V' mit Potenzmenge P(V'), einer Abbildung

sons: V — P(V)

(auch Sohnabbildung genannt) und einem Element root € V' heifst Baum, wenn fiir jedes
v € V ein eindeutiges £ € Ny und eindeutige vg,...,v¢ € V mit

vg =root und vy =wv

sowze

v; € sons(v;—1) fir allei € {1,..., 0}
existieren. Das ausgezeichnete Element root € V nennen wir Wurzel des Baums und
schreiben fir dieses auch root(T). Des Weiteren nennen wir die Elemente von V Knoten
und fiir alle v € V' die Elemente der Menge sons(v) Séhne von v. Wenn aus der Bezeich-
nung T klar hervorgeht, welches Tupel (V,sons,root) zugrundeliegt, schreiben wir auch
v € T anstatt v € V| identifizieren T also mit V.

Pfade

Definition 2.4.2 (Pfad). Seien T ein Baum und v,w € T. Existieren ein ¢ € Ny und
vg, ..., v €T mit

v; € sons(vi—1) fir allet € {1,...,0}
sowie vg = v und vy = w, dann nennen wir das Tupel (v, ...,vs) einen Pfad von v nach
w. Die Zahl £ nennen wir Lange des Pfads.

Mit dieser Namensgebung zeichnet sich nach Definition ein Baum unter anderem
dadurch aus, dass ein eindeutiger Pfad von der Wurzel zu jedem anderen Element des
Baums existiert. Damit ldsst sich in dem néchsten Korollar folgern, dass alle Pfade —
sofern sie existieren — eindeutig sein miissen.

Korollar 2.4.3 (Eindeutigkeit von Pfaden). Seien T ein Baum, v,w € T und (vo, ..., vs)
mit £ € Ny ein Pfad von v nach w, dann ist dieser Pfad eindeutig.

Beweis. Gilt v = root(7T), dann folgt die Eindeutigkeit direkt aus der Definition
eines Baums. Sei also v # root(7) vorausgesetzt und (o, ..., v;) mit £ € Ng ein weiterer
Pfad von v nach w. Da T ein Baum ist, existiert ein eindeutiger Pfad (ro,...,r,) mit
n € Ny von root(7) nach v. Mit v # root(7) gilt n > 0, also n — 1 > 0. Es folgt
Tg = v9 = v = ry € sons(ry_1), womit

(To, ey Tp—1,Y0,. .. ,’Ug) und (7’0, ce ,Tn_l,f)/(), ce ,5727) (2.10)

jeweils Pfade von root(7) nach w sind. Laut Definition eines Baums gibt es genau einen
Pfad von der Wurzel root(7) nach w, womit die beiden Pfade aus (2.10) gleich sein
miissen. Insbesondere folgt dann

(’Uo,...,vg) == (5@,,5@)

und damit die Aussage. O
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2.4 Baume

Bemerkung 2.4.4 (Eigener Sohn). Sei T ein Baum, dann folgt aus der Findeutigkeit
von Pfaden in T, dass kein Knoten Sohn von sich selbst sein kann.
Angenommen es existiert ein v € T mit v € sons(v), dann wéren mit vy = vy = v

(vo) wund (vg,v1)

zwei unterschiedliche Pfade von v nach v. Dies steht im Widerspruch zur Findeutigkeit,
womit v ¢ sons(v) fir alle v € T folgt.

Bemerkung 2.4.5 (Knoten in Pfaden). Seien T ein Baum, v,w € T und (vo,...,vy)
mit £ € Ny ein Pfad von v nach w. Mit der vorherigen Bemerkung gilt, dass alle
aufeinanderfolgenden Knoten dieses Pfads nicht gleich sein kinnen. Wiirde v; = v;—1
fir ein i € {1,...,¢} gelten, dann nach Definition eines Pfads auch v; € sons(v;_1) =
sons(v;). Da dies ein Widerspruch zu Bemerkung ist, folgt

v; #vi—1 fiurallei e {1,...,0}.

Vater

Korollar 2.4.6. Sei T ein Baum. Fiir alle v € T\ {root(T)} emistiert genau ein v € T
mit
v € sons(v™).

Beweis. Sei v € T \ {root(7)}. Da T ein Baum ist, existiert ein eindeutiger Pfad
(vo,...,ve) mit £ € Ny von root(7) nach v. Mit v # root(7) folgt vg # vy, also £ > 0
bzw. £ — 1 > 0. Nach Definition eines Pfads gilt

v =y € sons(vy_1).
Durch die Eindeutigkeit des Pfads folgt die Aussage mit v+ := v,_;. O

Das durch die Aussage des Korollars [2.4.0] ausgezeichnete Element versehen wir in
Anlehnung an die Bezeichnung Séhne in der nachstehenden Definition mit dem Namen
Vater.

Definition 2.4.7 (Vater). Sei T ein Baum. Fir alle v € T\ {root(7)} nennen wir das
eindeutige Element vt € T mit v € sons(v") Vater von v und setzen

father(v) := v™.

Erweiterte S6hne und erweiterte Pfade

Ein Element eines Baums kann entweder Sohne haben, oder die Menge der Sohne ist
leer. In spéteren Betrachtungen wird es notig sein im Fall des Nichtvorhandenseins von
Séhnen das Element selbst festzuhalten. Aus diesem Grund fithren wir mit der n#ch-
sten Definition die Menge der erweiterten Séhne ein, die iiberwiegend der Vermeidung
von Fallunterscheidungen dient. Zusétzlich werden wir im Anschluss an diese Definiti-
on Aussagen beweisen, die sich im weiteren Verlauf dieser Arbeit als hilfreich erweisen
werden.
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2 Grundlagen

Definition 2.4.8 (Erweiterte Sohne). Sei T ein Baum. Fir alle v € T nennen wir

sons*(v) 1= {{U} , falls sons(v) = 0,

sons(v) sonst

die Menge der erweiterten Séhne von v.

In Analogie zu Definition [2.4.2]lassen sich auch Pfade unter Verwendung der erweiterten
Sohne — sogenannte erweiterte Pfade — definieren.

Definition 2.4.9 (Erweiterter Pfad). Seien T ein Baum und v,w € T. Ezistieren ein
£ e Ny und vg,...,vp €T mit

v; € sons™ (v;_1) fir allei € {1,...,0}

sowie vg = v und vy = w, dann nennen wir das Tupel (vo, ..., vy) einen erweiterten Pfad
von v nach w. Die Zahl £ nennen wir Lange des erweiterten Pfads.

Diese Definition unterscheidet sich somit von der Definition eines Pfads lediglich
durch die Verwendung der erweiterten Sohne sons™ anstatt der Sohne sons. Wann ein
erweiterter Pfad ein Pfad ist, zeigt folgendes Lemma.

Lemma 2.4.10 (Gleichheit). Seien T ein Baum, v,w € T und (vy,...,ve) mit £ € Ny
ein erweiterter Pfad von v nach w. (vo,...,ve) ist genau dann ein Pfad von v nach w,
wenn,

(=0 oder sons(vg_1) # 0 fir £ > 1

gilt.

Beweis. ,=*“: Es sei (vp,...,vp) ein Pfad von v nach w. Gilt £ = 0, so folgt die Aussage
direkt und fiir £ > 1 folgt sons(vy—1) # 0 aus vy € sons(vy_1).

,<=": Gilt £ = 0, dann folgt v = vy = w, womit (vg) nach Definition ein Pfad von v
nach w ist.

Sei nun ¢ > 1 und sons(vy_1) # (. Es bleibt nachzuweisen, dass sons™ (v;) = sons(v;)
fir alle ¢ € {0,...,¢ — 1} gilt. Dies ist dquivalent zu

sons(v;) #0 fir alle i € {0,...,¢— 1},

was wir per Induktion zeigen. Fiir i = £ — 1 folgt sons(v;) # () direkt aus der Vorausset-
zung. Es gelte nun fir eini € {1,...,¢— 1}

sons(vj) # 0 fir alle j € {i,...,0—1}.

Wir zeigen sons(v;—1) # 0. Angenommen es gilt sons(v;—1) = 0, dann folgt mit v; €
sons™ (v;—1) = {v;—1} auch v; = v;_1. Insbesondere gilt dann

sons(v;) = sons(v;_1) = 0,

was im Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung steht. Es folgt also sons(v;—1) # ) und
damit die Aussage. O
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2.4 Baume
Lemma 2.4.11. Seien T ein Baum, v,w € T und (vo,...,vs) mit { € Ny ein erweiterter
Pfad von v nach w. Gilt sons(v;) = 0 fir ein i € {0,...,¢}, dann folgt
v =wv; firalle j € {i,... [}

Beweis. Sei i € {0,...,¢} mit sons(v;) = (. Wir zeigen die Aussage per Induktion {iber
die Menge {i,...,¢}.
Fiir £ = i folgt die Aussage direkt aus der Voraussetzung. Sei nun ¢ € {i,..., ¢ —1} so
gegeben, dass
vi =v; fiiralleje {i,..., 0}

gilt. Die Induktionsvoraussetzung liefert somit insbesondere v; = v;, also
sons(v;) = sons(v;) = ).
Mit der Definition eines erweiterten Pfads folgt dann
Vi € sons™ (v;) = {v;}
und damit v;, | = v; = v;, also die Aussage. O

Bemerkung 2.4.12 (Sohne und erweiterte Sohne). Es seien die Voraussetzungen von

Lemma [2.4.11] gegeben, dann folgt mit © ¢ sons(0) fiir alle © € T auch
sons(v;) =0 und sonst(vj) = {v;} = {v;}
fir alle j € {i,...,¢}.

Lemma 2.4.13 (Pfad in erweitertem Pfad). Seien T ein Baum, v,w € T zwei Knoten

und (vo,...,vp+) mit £+ € Ny ein erweiterter Pfad von v nach w, dann ezistiert ein
¢ <t so, dass (vo,...,v) ein Pfad von v nach w ist. Gilt zusdtzlich £ < €T, dann folgt
sons(vg) = 0.

Beweis. Gilt sons(v;) # 0 fiir alle i € {0,...,¢"}, dann ist (v, ...,v,+) ein Pfad von v
nach w und der erste Teil der Aussage folgt mit ¢ := ¢T. Der zweite Teil ist in diesem
Fall trivialerweise erfiillt.

Es existiere nun mindestens ein i € {0,...,¢"} mit sons(v;) = 0. Wir setzen

¢:=min{i € {0,...,¢T} | sons(v;) = 0}, (2.11)
dann gilt sons(v;—1) # 0 fiir alle i € {1,..., ¢} nach Wahl von ¢. Lemma [2.4.11] liefert
vi=v, fiiralleie {¢,... .07},

also insbesondere vy = vp+ = w. Mit

v; € sons ™ (v;_1) = sons(v;_1) fiir allei € {1,...,¢}
ist (vp,...,vr) damit ein Pfad von v nach w. Da dieser Pfad eindeutig ist (vgl. Korollar
2.4.3)), folgt im Fall von ¢ < ¢* mit dem durch (2.11)) eindeutig bestimmten ¢ insbesondere
sons(vg) = () und somit die Aussage. O
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2 Grundlagen

Vor- und Nachfahren

Definition 2.4.14 (Vor- und Nachfahre). Sei T ein Baum. Fir alle v € T nennen wir
pred(v) := {v" € T | Es existiert ein Pfad von v* nach v.}

die Menge der Vorfahren von v sowie
sons*(v) := {v* € T | Es ewistiert ein Pfad von v nach v*.}

die Menge der Nachfahren von v.

Bemerkung 2.4.15. Fir jedes Element eines Baums existiert ein (eindeutiger) Pfad
von der Wurzel zu diesem Element. Mit Definition [2.4.1]] bedeutet dies, dass die Wurzel
Vorfahre eines jeden Elements und jedes Element Nachfahre der Wurzel ist.

Korollar 2.4.16 (Teilmengen). Sei T ein Baum, dann gilt fir alle v € T
(a) vt € pred(v) = pred(v") C pred(v) und
(b) v* € sons™(v) = sons™(v*) C sons™(v).

Beweis. Seiv € T.
[(@)] Sei vt € pred(v). Gilt v = v, folgt pred(v") = pred(v) und damit die Aussage.
Es gelte also v # v und es sei v € pred(v'). Wir zeigen, dass v € pred(v) gilt.

Nach Definition existieren ein Pfad (vj™,...,v/ %) mit £t € Ng von v nach v*
und ein Pfad (vg, ..., UZZ_) mit /T € Ny von v nach v. Da vt # v gilt, folgt £T > 0, also
0t > 1. Mit v;t = vt = v gilt v € sons(v]) = sons(vz;t). Damit ist

(vé""',...,vﬁt,vf‘,...,v%)

ein Pfad von v+ nach v, womit v™* € pred(v) und insgesamt
pred(vt) C pred(v)

folgt.
[(b)] Seien v* € sons*(v) und v** € sons*(v*), dann existieren Pfade von v nach v* und
von v* nach v**. Dies bedeutet v € pred(v*) und v* € pred(v**), womit nach Teil [(a)]

pred(v) C pred(v*) C pred(v*™)

folgt. Aufgrund von v € pred(v) gilt dann v € pred(v**). Es existiert also ein Pfad von
v nach v**, was v** € sons*(v) und somit die zu beweisende Aussage

sons*(v*) C sons*(v)
liefert. M

Einen Zusammenhang zwischen Vor- und Nachfahren — welcher insbesondere die Na-
mensgebung rechtfertigt — illustriert das folgende Korollar.
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2.4 Baume

Korollar 2.4.17 (Zusammenhang der Vor- und Nachfahren). Sei T ein Baum, dann gilt
fiir allev € T

(a) pred(v) = {vT € T | v € sons*(v")} und
(b) sons*(v) ={v* € T | v € pred(v*)}.

Beweis. Fiir alle v,w € 7T, fiir die ein Pfad von v nach w existiert, gilt nach Definition
w € sons™(v) und v € pred(w). Damit folgt fiir alle v € T

pred(v) = {vt € T | Es existiert ein Pfad von vt nach v.}
={vt €T | vesons*(vh)}

und
sons*(v) = {v* € T | Es existiert ein Pfad von v nach v*.}
={v" €T | vepred(v)},
also die Aussagen in @ und @ O

Fiir die Elemente eines Baums lésst sich die Menge der Vorfahren unter Zuhilfenahme
der Elemente eines Pfads direkt angeben.

Korollar 2.4.18 (Explizite Darstellung der Vorfahren). Seien T ein Baum, v € T und
(vo,...,vp) mit £ € Ny der eindeutige Pfad von root(T) nach v, dann gilt

pred(v) = {v; | i €{0,...,¢}}.

Beweis. Wir zeigen die Gleichheit durch zwei Inklusionen.
,2“ Fiir alle i € {0,...,¢} ist (v;,...,vs) nach Definition ein Pfad von v; nach v und
damit v; € pred(v), also

pred(v) D {v; | i €{0,...,¢}}.

,C“ Sei vt € pred(v). Gilt vt = root(T), dann folgt mit vy = root(7) = v ins-
besondere vt € {v; | i € {0,...,£}}. Sei nun v # root(T), dann existiert ein Pfad
(ro,...,ry) mit £ € Ny von root(7) nach v* und es gilt £ > 0 bzw. £ —1 > 0. Des

Weiteren existiert mit v € pred(v) ein Pfad (v, ..., v/} ) mit £T € Ng von v™ nach v.
Es gilt vy = v =r; € sons(r;_,), womit
(To,...,rg_l,va',...,v;r)

einen Pfad von root(7) nach v definiert. Da dieser eindeutig ist, gilt

(voy ..., v0) = (ro,...,rgfl,v(}k,...,vﬁ).
Insbesondere existiert ein i € {0,...,¢} mit v; = v = v —es gilt i = ¢ — und damit

vt e{v; | i€{0,...,¢0}})

Es folgt
pred(v) C{v; | i €{0,...,¢}}

und zusammen mit ,,0* die zu beweisende Aussage. O
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2 Grundlagen

Eine den spéter vielfach rekursiv ablaufenden Algorithmen angepasste Darstellung
der Vor- und Nachfahren wird durch die beiden folgenden Lemmata beschrieben. Beide
Aussagen dienen dazu, eine Umformung dieser Mengen unter Verwendung des Vaters
bzw. der S6hne eines Elements im Baum bereitzustellen.

Lemma 2.4.19 (Rekursive Darstellung der Vorfahren). Sei T ein Baum, dann gilt fir
alleveT

{v} , falls v = root(T),
{v} Upred(father(v)) sonst.

pred(v) = {

Beweis. Sei v € Tund (vp,...,ve) mit £ € Ny der eindeutige Pfad von root(7) nach v.
Mit Korollar [2.4.18] folgt

pred(v) ={v; | i €{0,...,(}}.

Wir betrachten nun nacheinander die beiden Félle fiir v.
Es gelte zuerst v = root(7), dann folgt £ = 0, da (vo) der eindeutige Pfad von root(7)
nach root(7) ist. Es gilt dann

pred(v) = {vo} = {root(7T)} = {v}

und somit die Aussage in diesem Fall.
Sei nun v # root(7) vorausgesetzt, dann folgt £ > 0 bzw. £ — 1 > 0. Nach Definition
eines Pfads gilt
ve—1 = father(vy) = father(v).

Damit ist (vo,...,vs—1) ein Pfad von root(7) nach father(v) und somit eindeutig. Es gilt
mit Korollar 2.4.18 also

pred ( father(v)) = {v; | i €{0,...,0—1}} (2.12)
und mit vy = v folgt

pred(v) ={v; | i €{0,...,¢}}
={v}U{v; | 1€{0,...,0—1}}
= {v} U pred ( father(v)).

Wir zeigen abschlieffend, dass diese Vereinigung disjunkt ist. Dazu nehmen wir an,
dass v € pred(father(v)) gilt. Nach Korollar (vgl. auch (2.12))) existiert dann ein
i €{0,...,£—1} mit v = v;. Es wéren dann (vy, . .., vy) und (vo, . . ., v;) Pfade von root(T)
nach v. Mit ¢ # ¢ konnen diese nicht gleich sein, was ein Widerspruch zur Eindeutigkeit
von Pfaden in Bédumen ist. Die Annahme war also falsch, womit

pred(v) = {v} U pred ( father(v))

folgt. O
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2.4 Baume

Lemma 2.4.20 (Rekursive Darstellung der Nachfahren). Sei T ein Baum, dann gilt fir
alleve T

{v} , falls sons(v) = 0,

{v} UlU,esons(v) SOnS™(v*)  sonst.

sons*(v) = {

Beweis. Sei v € T. In Analogie zu dem Beweis von Lemma [2.4.19] betrachten wir die
beiden Félle fiir v nacheinander.

Es gelte zuerst sons(v) = (. Mit vy := v ist (vg) ein Pfad von v nach v, womit
sons*(v) D {wv} folgt. Sei nun v* € sons*(v), dann existiert ein Pfad (vp,...,vy) mit
¢ € Np von v nach v*. Angenommen es gilt £ > 0 bzw. £ > 1, dann existiert das
Element v; € 7 und nach Definition eines Pfads gilt v; € sons(vg) = sons(v) = (). Dieser
Widerspruch liefert ¢ = 0 und damit v = vy = v*, also sons*(v) C {v}. Mit beiden

Inklusionen folgt
sons*(v) = {v}

und somit die Aussage in diesem Fall.

Sei nun sons(v) # (). Wir zeigen zuerst per Widerspruch, dass v ¢ Uw esons(w) Sons™(v*)
gilt. Angenommen es gilt v € [« cgons(v) SOnS™(v*), dann existiert ein v* € sons(v) mit
v € sons™(v*). Es folgt somit die Existenz eines Pfads (vg,...,v;) mit £ € Ny von v*
nach v. Mit v§ = v* € sons(v) # () ist dann

(ORI

ein Pfad von v nach v der Lénge ¢+ 1 > 0. Da allerdings (vg) mit v := v ein Pfad von
v nach v der Lange Null ist, widerspricht die Annahme der Eindeutigkeit von Pfaden in
Béumen. Es folgt somit v & [J,cgons(v) SOnS™(0%).

Wir zeigen nun die Gleichheit beider Mengen der Aussage in diesem Fall (sons(v) # 0)
durch zwei Inklusionen.

, 2 Sei v* € {v} UUgresons(v) Sons™(0). Gilt v* € {v}, dann ist analog zu den vorhe-
rigen Betrachtungen (vg) mit vg := v ein Pfad von v nach v* und damit v* € sons*(v).

Gilt nun v* € Uz ggons(v) S0n8*(0%), dann existiert ein 0* € sons(v) mit v* € sons™*(0%).
Nach Definition existiert somit ein Pfad (2f,...,0;) mit £ € Ny von 9* nach v*. Mit
0* € sons(v) # (0 ist

(0, 05y, 0p)

ein Pfad von v nach v*, also v* € sons*(v). Es folgt die zu beweisende Inklusion.

»,C“ Sei v* € sons*(v), dann existiert ein Pfad (vo,...,vs) mit £ € Ny von v nach v*.
Gilt £ = 0, dann folgt v* = vy = vg = v* und damit

v* e {v}U U sons*(0%).

* €sons(v)

Gilt nun ¢ > 0 bzw. £ > 1, dann folgt nach Definition eines Pfads v; € sons(vg) = sons(v).
Damit ist

(v1,...,0¢)
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2 Grundlagen

ein Pfad von v; nach v* und somit v* € sons*(vq). Mit v € sons(vy) = sons(v) folgt
vt e U sons*(0"),
& esons(v)
also auch die zu beweisende Inklusion. Zusammen mit ,,0“ folgt die Aussage. O
Korollar 2.4.21. Seien T ein Baum, v € T und v* € sons*(v) \ {v}, dann
(a) existiert genau ein ¥ € sons(v) mit v € pred(v*) und

(b) es gilt father(v*) € sons*(v).

Beweis. Gilt sons(v) = (), dann folgt nach Lemma [2.4.20] sons*(v) = {v} und damit
sons*(v) \ {v} = 0. In diesem Fall wire nichts zu zeigen. Wir setzen deshalb sons(v) # ()
voraus.

Sei v* € sons*(v) \ {v}, dann existiert ein Pfad (vp,...,vs) mit £ € Ny von v nach v*.
Da v # v* gilt, folgt £ > 0 bzw. £ > 1. Wir setzen v := vp, dann gilt mit vy = v nach
Definition eines Pfads © € sons(v). Des Weiteren ist (vy,...,v¢) ein Pfad von © nach v*,

womit 0 € pred(v*) folgt. Aufgrund der Eindeutigkeit des Pfads gilt die Aussage in @

Mit ¢ > 0 gilt aukerdem ¢ — 1 > 0 sowie vy # root(7) und nach Definition eines Pfads
vg—1 = father(vy) = father(v*). Damit ist (vo,...,vs—1) ein Pfad von v nach father(v*).
Also gilt father(v*) € sons*(v) und somit die Aussage in [(b)] O

Level und Tiefe

Um eine Aussage dariiber treffen zu kénnen, wie , weit“ — in einem geeigneten Sinn —
ein Element eines Baums von der Wurzel entfernt ist und wie grofs diese ,,Entfernung*
maximal sein kann, fithren wir die Begriffe des Levels und der Tiefe ein. Da auch der
Level in spédteren Betrachtungen rekursiver Algorithmen verwendet wird, beweisen wir im
Anschluss an dessen Definition ebenfalls eine der Rekursion zugénglichere Darstellung.

Definition 2.4.22 (Level und Tiefe). Sei T ein Baum. Fir alle v € T nennen wir die
Linge ¢ € Ny des eindeutigen Pfads (v, .. .,ve) von root(T) nach v den Level von v und
setzen

level(v) := £.

Des Weiteren nennen wir
depth(7) := max{level(v) | ve T} e Ny
die Tiefe des Baums T.

Lemma 2.4.23 (Rekursive Darstellung des Levels). Sei T ein Baum, dann gilt fir alle
veT

level(v) 0 , falls v = root(T),
evel(v) =
level (father(v)) +1  sonst.
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2.4 Baume

Beweis. Sei v € T und (vp,...,vr) mit £ € Ny der eindeutige Pfad von root(7) nach
v, also level(v) = ¢. Gilt der erste Fall, also v = root(7), dann folgt ¢ = 0 und damit
level(v) = 0.

Im zweiten Fall, also v # root(7), folgt £ > 0 und damit £ — 1 > 0. Nach Definition
eines Pfads folgt vy_; = father(v,) = father(v). Damit ist (vg,...,vs—1) ein Pfad von
root(7") nach vy_1, also insbesondere eindeutig. Es folgt level(vy_1) = ¢ — 1 und damit

level(v) = ¢ =0 —1+1=level(vy_1) + 1 = level ( father(v)) + 1,
also die Aussage. O

Bemerkung 2.4.24 (Induktion). Die rekursiven Darstellungen der Vor- und Nachfahren
sowie des Levels (siehe Lemma Lemma und Lemma etgnen sich
besonders fiir die spdter haufiger zur Anwendung kommende Beweistechnik der Induktion.

Wird eine Aussage beispielsweise induktiv iber die Anzahl der Vor- oder Nachfahren
etnes Knotens bewiesen, dann ldisst sich im Induktionsschritt zu dem entsprechenden Va-
ter bzw. zu einem Sohn ibergehen. Aufgrund der disjunkten Vereinigung in Lemmal|2.4.19
bzw. Lemma[2.4.20 wissen wir, dass dort die Mdchtigkeit der jeweiligen Vor- bzw. Nach-
fahrenmenge mindestens um eins kleiner sein muss und konnen dann in der Regel die
Induktionsvoraussetzung anwenden. Analog verhdlt es sich mit dem Level eines Knotens,
indem wir zu dem Vater ibergehen.

Da sich dieses Grundprinzip hdufiger wiederholt, wird an den entsprechenden Stellen
nicht immer wieder auf die bendtigten Aussagen verwiesen, sondern es werden diese im-
plizit — also ohne Angabe des konkreten Lemmas — verwendet.

Korollar 2.4.25 (Level in Pfaden). Seien T ein Baum, v € T und v* € sons*(v) sowie
(vo, . ..,ve) mit £ € Ny der eindeutige Pfad von v nach v*, dann gilt

level(v;) —level(vg) =i  fiir alle i € {0,...,¢}.
Beweis. Fiir i = 0 gilt level(v;) = level(vg) und damit
level(v;) — level(vg) = 0 = 1.

Insbesondere folgt die Aussage also in dem Fall von ¢ = 0. Aus diesem Grund sei ¢ > 0
vorausgesetzt. Sei weiter (r9,...,7q,) mit £y € Ny der eindeutige Pfad von root(7") nach
v, dann gilt level(vg) = €o. Mit £ > 0 folgt £ > 1 und aufgrund von ry, = vg gilt

v1 € sons(vg) = sons(ry, ).
Seii € {1,...,¢}, dann ist
(TOy -« s Ty Vls -+ Uf)

ein Pfad von root(7) nach v; und somit eindeutig. Es gilt dann nach Definition level(v;) =
lo + 1, also
level(v;) — level(vg) = bo + i — by = 1,

womit die Aussage folgt. O

29



2 Grundlagen

Bemerkung 2.4.26. Seien T ein Baum, v € T und v* € sons®(v), dann ist nach Korollar
die Linge des Pfads von v nach v* durch den Levelunterschied level(v*)—level(v) €
Ny dieser beiden Knoten gegeben. Die Existenz eines solchen Pfads gilt mit der Definition
der Nachfahren.

Korollar 2.4.27. Seien T ein Baum und v,w € T mit level(v) < level(w), dann existiert
ein wt € pred(w) mit level(v) = level(w™).

Beweis. Seien (vp,...,vy,) mit £, € Ny der eindeutige Pfad von root(7) nach v und
(wo, . .., wy, ) mit £, € Ny der eindeutige Pfad von root(7) nach w. Es gilt dann

level(v) =4, und level(w) = £y,

Mit Korollar 2:4.18] gilt weiter

pred(w) ={w; | 1 €{0,...,0,}} (2.13)
und mit level(wg) = level (root(7)) = 0 nach Korollar
level(w;) =i fir alle i € {0,...,4,}. (2.14)

Die Voraussetzung liefert 0 < ¢, < £,,. Aus (2.13) folgt
wy, € pred(w)
und (2.14]) liefert
level(v) = ¢, = level(wy, ).

Wir setzen w™ := wy,, womit die Aussage folgt. O

Beschriftete Baume

Als Erweiterung von Baumen werden nachstehend beschriftete Biaume eingefiihrt, mit
deren Hilfe sich im néchsten Abschnitt sowohl Cluster- als auch Blockclusterbiume als
fundamentale Grundlage der H2-Matrizen definieren lassen. Die Beschriftung ordnet da-
bei jedem Element eines Baums eine zusétzliche Eigenschaft zu, die es uns im weiteren
Verlauf ermdoglicht, Indexmengen hierarchisch zu partitionieren.

Definition 2.4.28 (Beschrifteter Baum). Fin Tupel T := (V,sons,root, h, H) nennen
wir einen beschrifteten Baum, wenn H eine Menge,

h:V—->H, v—=9

eine Abbildung und (V,sons,root) ein Baum im Sinne von Deﬁm’tion ist.

Fiir alle v € V nennen wir h(v) = 0 die Beschriftung von v. Wenn aus der Bezeichnung
T klar hervorgeht, welches Tupel (V,sons,root, h, H) zugrundeliegt, schreiben wir auch
v € T anstatt v € V, identifizieren T also mit V. Fiir die Wurzel root schreiben wir auch

root (7).
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3 Hierarchische Matrizen

Dieses Kapitel widmet sich der Einfiihrung von H2-Matrizen, die die strukturelle Grund-
lage der vorliegenden Arbeit bilden. #2-Matrizen basieren auf einer hierarchischen Zer-
legung des kartesischen Produkts Z x J zweier endlicher Indexmengen Z und J, welches
durch einen sogenannten Blockclusterbaum dargestellt wird. Vorbereitend fiir die De-
finition eines Blockclusterbaums fiir Z x J werden die beiden Indexmengen 7 und J
gesondert hierarchisch zerlegt, was durch einen Clusterbaum beschrieben wird. Die so-
wohl Cluster- als auch Blockclusterbdumen {ibergeordnete Struktur ist — wie mit der
Namensgebung angedeutet — die eines Baums, genauer gesagt eines beschrifteten Baums

(siehe Definition [2.4.28)).

Die folgenden Definitionen und Notationen orientieren sich an [6, Chapter 3| (vgl. auch

Abschnitt .

3.1 Clusterbaume

Definition 3.1.1 (Clusterbaum). Sei Z eine endliche Indexmenge. Ein beschrifteter
Baum Tz heifit Clusterbaum fiir Z, wenn

(i) die Wurzel r := root(Tz) € Tz die Beschriftung ¥ =T hat und

(i1) sich die Beschriftung jedes Knotens t € Tz mit sons(t) # 0 durch die disjunkte
Vereinigung '
i= Y (3.1)
t*esons(t)

darstellen ldsst.

Die Knoten des Baums Tz nennen wir Cluster und die Menge der Blétter definieren wir
als

Lz :={t e Tz | sons(t) =0}.

Aus der Bezeichnung Tz geht bereits eindeutig hervor, dass dies ein Clusterbaum fir
die Indexmenge T ist. Wir lassen aus diesem Grund den Zusatz ,fiir T im Folgenden
auch einfach weg und setzen fiir einen Clusterbaum Tz immer voraus, dass der Index T
eine zugrundeliegende endliche Indexmenge ist.

Clusterbiume sind nach Definition somit Biume im Sinne der Definition 2.4l Es
lassen sich also alle Definitionen und Aussagen des Abschnitts 2.4] von Baumen auf Clu-
sterbdume {ibertragen. Insbesondere sind damit die Vor- und Nachfahren, der Level, der
Vater sowie die erweiterten Schne fiir alle Cluster eines Clusterbaums — bei dem Vater
fiir alle bis auf die Wurzel — iibertragbar.
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3 Hierarchische Matrizen

Bemerkung 3.1.2 (Verwendung von sons™ in Clusterbdumen). Sei Tz ein Clusterbaum,
dann gilt unter Verwendung der erweiterten Sohne sons™ (siche Deﬁnition fir (3.1))
die triviale Verallgemeinerung

t= | & firaleteTs. (3.2)

t*esons™ (¢)

Bemerkung 3.1.3 (Balanciertheit). Seien Tz und T zwei Clusterbiume. Falls fir alle
te L1 und s € L die Eigenschaft

level(t) = level(s)

gilt, nennen wir die Clusterbdume Tz und Tz zueinander balanciert, ansonsten zueinan-
der unbalanciert. Gilt Tz = Tz, so sagen wir einfach Tz ist balanciert bzw. unbalanciert.

Mit der Bedingung aus Definition ergibt sich die Aussage des nachstehenden
Korollars {iber den Zusammenhang der Beschriftung eines Clusters mit den Beschriftun-
gen von dessen Vorfahren. In dem darauf folgenden Lemma verwenden wir diese Eigen-
schaft, um zu zeigen, in welchem Zusammenhang Cluster stehen, dessen Beschriftungen
einen nichtleeren Schnitt aufweisen.

Korollar 3.1.4 (Beschriftungen der Vorfahren). Seien 77 ein Clusterbaum und t € Tz,
dann gilt t C t1 fiir alle t+ € pred(t).

Beweis. Sei (to,...,t,) mit n € Ny der Pfad von root(77) nach ¢ in 77, dann gilt nach
Korollar 2418

pred(t) = {to,...,tn}

Wir zeigen nun ¢ C {; fiir alle £ € {0,...,n} per Induktion, womit die Aussage folgt.
Fiir ¢ = n gilt t = t,, = t;, und deswegen insbesondere ¢ C t;. Sei nun ¢ € {1,...,n} so
gegeben, dass t C f; gilt.
Nach Definition von Pfaden folgt dann ¢, € sons(t;—;) und mit Bedingung aus
Definition B.I.7] auch '
A

t*€sons(ty_1)

Dies bedeutet insbesondere ¢; C #y_; und somit nach Induktionsvoraussetzung tC iy
to_1.

C

O
Lemma 3.1.5 (Schnitt von Beschriftungen). Seien Tz ein Clusterbaum und t,s € Tz
mit t N § # 0, dann folgt t € pred(s) oder s € pred(t).

Beweis. Seien (to,...,tp,) mit ¢, € Ng und (sg,...,ss,) mit {5 € Ny die Pfade von
root(7z) nach ¢t bzw. s in Tz. Es gilt so = root(77) = tp und nach Korollar [2.4.18

root(7z) € pred(t) N pred(s) 2L {to, ... te,} N {s0,-..,50.},
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3.1 Clusterbdume

also pred(t) N pred(s) # 0. Da Tz endlich ist, ist auch pred(¢) N pred(s) als Teilmenge
von 77 endlich. Damit existiert r € pred(t) N pred(s) mit

¢ :=level(r) = max{level(7) | 7 € pred(t) N pred(s)}.

Da sy und ¢y die einzigen Vorfahren von s bzw. ¢ sind, fiir die level(t;) = ¢ = level(sy) gilt
(vgl. Korollar [2.4.25)), folgt t; = r = sy. Insbesondere bedeutet dies ¢ < ¢; und ¢ < /.
Angenommen es gilt £ < ¢; und £ < £, dann liefert die Definition von Pfaden in 77

tes1, Se4+1 € sons(r). (3.3)

Nach Wahl von r folgt t;1 # sg+1 und durch tp4; € pred(t) sowie spy1 € pred(s) gilt
mit Korollar B.1.4]

(tor1 N Sep1) D (ENS) # 0. (3.4)
Hieraus ergibt sich mit der Disjunktheit der Vereinigung

r*&sons(r)

(vgl. Definition [3.1.1]) unter Verwendung von (3.3)) und (3.4)) ein Widerspruch.
Es gilt also £ = ¢; oder £ = {,. Im ersten Fall bedeutet dies

t =ty =ty =1 € (pred(t) Npred(s)) C pred(s)
und im zweiten Fall analog s € pred(t). O

Durch die Menge der Blétter eines Clusterbaums wird die zugrundeliegende Indexmen-
ge partitioniert — siehe nachstehendes Korollar —, und wie sich die Anzahl aller Cluster
eines Clusterbaums 77 zu der Méchtigkeit der Indexmenge Z verhilt, zeigt das auf dieses
Korollar folgende Lemma.

Korollar 3.1.6 (Blattpartition). Sei Tz ein Clusterbaum. Die Beschriftungen der Bldtter
L7 bilden eine disjunkte Partition der Indexmenge I, es gilt also

7= U t.
teLr

Beweis. Siehe [0, Corollary 3.9]. O

Lemma 3.1.7 (Méchtigkeit). Sei Tz ein Clusterbaum und es gelte # sons(t) # 1 fir alle
t € Tz, dann gilt
#T1 < 24L.

Beweis. Siehe |27, Lemma 2.2| oder [6, Lemma 3.52]. O
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3.2 Blockbaume

Wie eingangs dieses Kapitels erwéhnt, ist das Ziel, eine Partitionierung des kartesischen
Produkts Z x J zweier endlicher Indexmengen Z und 7 zu konstruieren. Nach Korollar
lassen sich Z und J durch Clusterbdume disjunkt zerlegen. Basierend auf diesen
Zerlegungen definieren wir einen Blockclusterbaum, dessen Blatter — wie sich beweisen
lisst (sieche Lemma [3.2.2 und Korollar [3.2.5) — die gewiinschte Partitionierung beschrei-
ben.

Definition 3.2.1 (Blockclusterbaum). Einen beschrifteten Baum T1;x1, basierend auf
zwei Clusterbiumen Tz und Tz nennen wir einen Blockclusterbaum (kurz: Blockbaum )
fir Tz und Tz, wenn

(i) fiir jedes b € Tr;x7, Cluster t € Tz (Zeilencluster) und s € Tz (Spaltencluster)
mit b= (t, s) existieren und dessen Beschriftung durch b=1%x3§ gegeben ist,

(ii) die Wurzel r0ot(Trx7,) € TroxT, durch root(Tr;x71,) = (root(Tz),r00t(T7)) de-
finiert ist und

(iii) fir jedes b= (t,s) € Tr;x7, mit sons(b) # 0 die Séhne durch

sons(t) x {s} , falls sons(t) # 0 und sons(s) =0,
sons(b) = ¢ {t} x sons(s) , falls sons(t) = 0 und sons(s) # 0, (3.5)

sons(t) x sons(s) sonst
gegeben sind.

Die Knoten von Tr;x7, nennen wir Blocke und die Menge aller Blatter bezeichnen wir
mat
Lrrx1, =1{b€ Trzx1, | sons(b) = 0}.
Die Namensgebung Blockclusterbaum wird durch das folgende Lemma gerechtfertigt.

Auf Basis der dortigen Aussage fiihren wir direkt im Anschluss eine vereinfachende Be-
zeichnung ein.

Lemma 3.2.2 (Clusterbaum). Seien Tz und T7 zwei Clusterbaume, dann ist ein Block-
baum Tryx 75 fiir Tz und Tz ein Clusterbaum fiir T x J im Sinne von Definition [3.1.1]

Beweis. Siehe [0, Lemma 3.14]. O

Bemerkung 3.2.3 (Verwendung von Tz« 7). Seien Tz und Tz zwei Clusterbiume sowie
Tr:x71, ein Blockbaum fiir Tz und Tz . Nach Lemma ist Tryx7, ein Clusterbaum fiir
IxJ. Aus diesem Grund verwenden wir fiir T, x71, im Folgenden auch die Bezeichnung
Tzx7 und fiir dessen Bldtter L1, <7, schreiben wir auch Lzx 7.

Des Weiteren setzen wir durch die blofie Verwendung von Tzx 7 voraus, dass diesem
Blockbaum zwei Clusterbiume Tz und Tz zugrundeliegen. Insbesondere lassen wir die
Erganzung ., fir Tz und T7“ auch einfach weg, wenn die spezielle Wahl der Clusterbidume
fir die aktuelle Betrachtung unerheblich — also beliebig — ist.
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Blockbidume sind nach Definition 3.2.7] Baume im Sinne der Definition 2.4.1l Wie auch
schon im vorherigen Abschnitt {iber Clusterbdume erwahnt, lassen sich damit die Defi-
nitionen und Aussagen des Abschnitts 2.4 auf Blockbaume {ibertragen. Damit sind dann
auch insbesondere die Vor- und Nachfahren, der Level, der Vater sowie die erweiterten
Sohne fiir alle Blocke eines Blockbaums — bei dem Vater fiir alle bis auf die Wurzel —
definiert.

Bemerkung 3.2.4 (Verwendung von sons™ in Blockbdumen). Sei Tz ein Blockbaum.
Die Sohne eines Blocks werden mit Gleichung durch die Sohne des Zeilen- und
Spaltenclusters beschrieben, falls diese selbst noch Séhne haben. Ist dies nicht der Fall,
wird einer der beiden Cluster festgehalten und mit den Sohnen des jeweils anderen kom-
biniert. Diese drei verschiedenen Fille lassen sich etwas eleganter schreiben, wenn wir
die erweiterten Sohne eines Clusters aus Definition [2.4.8 verwenden. Es gilt dann

sons(b) = sons™ (¢) x sons™(s)

fir alle b= (t,s) € Tzxg mit sons(b) # (.
Hierbei sei angemerkt, dass fir alleb = (t,s) € Trx 7 im Fall von sons(t) = () = sons(s)
insbesondere sons(b) = () aufgrund der Baumeigenschaft von Tzx 7 folgt.

Korollar 3.2.5 (Blattpartition). Sei Tz« ein Blockbaum, dann bilden die Beschriftun-
gen der Blatter L1« 7 eine disjunkte Partition der Indexmenge T x J, es gilt also

IxJ= U b.

bGLIXJ

Beweis. (Vgl. [6, Corollary 3.15]) Nach Lemma ist Tzx 7 ein Clusterbaum fiir die
Indexmenge Z x J und nach Lemma [3.1.6] bilden die Blitter eines Clusterbaums eine
disjunkte Partition der Indexmenge. O

Speziell fiir den Level und den Vater von Blocken eines Blockbaums gelten die nun
folgenden Aussagen.

Lemma 3.2.6 (Level von Blocken). Sei Tzx s ein Blockbaum. Fiir alle b = (t,s) € Tzx s
gilt

(a) level(b) = max{level(t), level(s)},
(b) level(t) < level(s) =t € L1 und
(c) level(t) > level(s) = s € L.

Beweis. Sei b = (t,s) € Tzxy. Da Tzx7 ein Baum ist, existiert ein eindeutiger Pfad
(bo = (to,50),--.,be = (tg, s¢)) mit £ € Ng von root(7zx7) nach b. Durch die Konstruktion
der Séhne gilt

(

b; = (t;,5;) € sons(b;_1) = sons™(t;_1) x sons™t(s;_1)
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fir alle ¢ € {1,...,¢}. Damit sind (tg,...,t;) und (so,...,s¢) erweiterte Pfade (vgl.
Definition [2.4.9) von root(7z) nach ¢ bzw. root(77) nach s. Mit Lemma[2.4.13] existieren
lz,07 € Ngy so, dass (to,...,ts;) und (so,...,s¢,) Pfade von root(7z) nach t bzw.
root(77) nach s sind. Es gilt also

level(t) = ¢z und level(s) = £7.

@ Angenommen es gilt ¢ < ¢ und £7 < ¢, dann folgt ¢z < ¢ —1und {7 < ¢ — 1.
Nach Lemma [2.4.13| bedeutet dies sons(tg,) = () = sons(s,; ). Lemma [2.4.11| liefert dann

tp1 =ty =ty und s =50, = sy,
also by_1 = (ty—1, 80—1) = (tg, s¢) = bg. Damit folgt
by € sons(by—1) = sons(by),

was ein Widerspruch zu der Baumeigenschaft von Tz 7 ist (vgl. auch Bemerkung [2.4.4)).
Die Annahme war also falsch und es gilt {7 = ¢ oder {7 = ¢, was mit /7 < ¢ und {7 </

level(b) = ¢ = max{/z, {7} = max{level(t),level(s)}

bedeutet.

[(b)] Gilt level(t) < level(s), dann folgt ¢z < {5 < £. Mit Lemma bedeutet dies
sons(ty,) =0, also t = t,, € L7.

Fiir level(t) > level(s) folgt analog £7 < ¢z < ¢ und damit sons(sg,) = 0, also
§=5¢, € ﬁj. ]

Korollar 3.2.7 (Blattcluster). Sei Tzx s ein Blockbaum. Fir alle b= (t,s) € Tzx7 gilt
(a) level(t) < level(b) =t € L1 und
(b) level(s) < level(b) = s € L.

Beweis. Sei b = (t,s) € Tzxg und es gelte level(t) < level(b), dann folgt mit Lemma

3.2.6][(a)| level(b) = level(s) und damit level(t) < level(s). Lemma [3.2.6][(b)| liefert dann
t € L1, also die Aussage in Die Aussage in[(b)|folgt analog mit Lemma O]

Lemma 3.2.8 (Rekursive Darstellung des Vaters). Sei Tzx s ein Blockbaum. Fir alle
b=(t,s) € Trxg \ {root(Tzx7)} gilt

(father(t), s) , falls level(t) > level(s),
father(b) = ¢ (¢, father(s)) , falls level(t) < level(s), (3.6)
(father(t), father(s))  somst.
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Beweis. Sei b = (t,8) € Tzxg \ {root(Tzx7)} und b+ = (t+,s1) := father(b), dann gilt
b € sons(b™) # 0, also

sons(tT) x {s*} ,falls sons(¢7) # (0 und sons(st) =0,

b= (t,s) € < {tT} x sons(sT) ,falls sons(t*) = () und sons(s™) # 0

sons(tT) x sons(s™) sonst.

(3.7)

)

Wir betrachten nun die drei Falle aus (3.7) nacheinander.
Es gelte zuerst sons(t) # () und sons(s*) = (), dann folgt

b= (t,s) €sons(bt) =sons(t") x {sT}.

Es gilt also
father(b) = b* = (t*, sT) = (father(t), s)

und mit ¢+ ¢ L7 nach Kontraposition von Lemma [(b)] level(t+) > level(s™). Mit
t+ = father(t) folgt level(t) = level(t") + 1 > level(t") und s = s liefert

level(t) > level(t1) > level(s™) = level(s).
Es gelte nun sons(t*) = 0 und sons(s™) # 0, dann folgt
b= (t,s) €sons(b") = {t*} x sons(sT).

Es gilt also

father(b) = b* = (t*,s) = (¢, father(s))
und mit st ¢ £7 nach Kontraposition von Lemma level(tT) < level(s™). Mit
st = father(s) folgt level(s) = level(s™) + 1 > level(s™) und t = t* liefert

level(t) = level(t") < level(sT) < level(s).

Wir betrachten abschliefend den dritten Fall in (3.7). Mit sons(b™) # () bedeutet dies
sons(t) # 0 # sons(s). Es folgt also

b= (t,s) € sons(b") = sons(t") x sons(s™)

und damit
father(b) = b* = (t*,s) = (father(t), father(s)).

Mit ¢t ¢ L7 und st ¢ L7 liefert die Kontraposition von Lemma [(b)] und
level(t1) = level(s™). Es folgt dann mit ¢t* = father(¢) sowie s* = father(s)
level(t) = level(tT) + 1 = level(s1) + 1 = level(s).

Gilt nun level(t) > level(s), dann kann nur sons(¢t) # () und sons(s™) = () gelten, da in
den beiden anderen Féllen level(t) < level(s) bzw. level(t) = level(s) folgt (s.o0.). Analog
folgt sons(t*) = 0 und sons(s) # (0 aus level(t) < level(s) sowie sons(t™) # () # sons(s™)
aus level(t) = level(s). O
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Die folgende Aussage stellt einen Zusammenhang zwischen Vor- bzw. Nachfahren von
Blocken und den Vor- bzw. Nachfahren der diese Blocke definierenden Cluster her.

Lemma 3.2.9 (Vor- und Nachfahren). Seien Tzx 7 ein Blockbaum und b = (t,s) € Tzx7,
dann gilt

(a) t* € sons*(t) und s* € sons™(s) fir alle b* = (t*, s*) € sons*(b) sowie
(b) t* € pred(t) und s € pred(s) fir alle b* = (t*,sT) € pred(d).

Beuweis. [(a)] Sei b* = (t*,s*) € sons*(b), dann existiert nach Definition der Nachfahren
ein Pfad (by = (to, S0), - - -, be = (¢, s¢)) mit £ € Ny von b nach b*. Durch die Konstruktion
der Sohne gilt

b; = (t;, s;) € sons(b;_1) = sons ™ (t;_1) x sons™(s;_1)

fir alle ¢ € {1,...,¢}. Damit sind (¢o,...,%¢) und (so,..., s¢) erweiterte Pfade von ¢ nach
t* bzw. s nach s*. Mit Lemma existieren f7,¢7 € N<y so, dass (to,...,t,) und
(s0y---, szj) Pfade von t nach ¢* bzw. s nach s* sind. Durch die Definition der Nachfahren
folgt dann

t* € sons*(t) und s* € sons*(s),

also die Aussage.

[b)] Sei b* = (t*,s%) € pred(b), dann gilt nach Korollar R.417[(a)] b = (t,5) €
sons*(b+), womit nach Teil [(a)| dieses Lemmas

t € sons*(tT) und s € sons*(sT)

folgt. Mit Korollar [2.4.17)[(b)| bedeutet dies
tT € pred(t) und s € pred(s).

Es folgt die Aussage. O

Zul3ssige Blockbiaume

Die Struktur von H2?-Matrizen basiert auf der Menge L7y 7 der Blétter eines Blockbaums
Tzx 7, welche dank Lemma [3.2.5] eine Partition der Indexmenge Z x J bilden. Lokal fiir
jedes Blatt besteht eine H2-Matrix dann entweder aus einer Matrix mit einer speziellen
Niedrigrangdarstellung oder aus einer vollbesetzten Matrix (siehe Abschnitt . Welche
Blocke (t,s) € L1x 7 durch niedrigen Rang dargestellt werden konnen, wird durch eine
Zulassigkeitsbedingung beschrieben.

Definition 3.2.10 (Zulédssigkeitsbedingung). Seien Tz und Ty zwei Clusterbiume. Eine
Zulassigkeitsbedingung Adm ist eine Abbildung

Adm : Tz x T7 — {wahr, falsch}.
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Fiir ein Tupel (t,s) € Tz x Ty sagen wir auch
(t,s) ist zuldssig genau dann, wenn Adm ((t,s)) = wahr

und
(t,s) ist unzuldssig genau dann, wenn Adm ((t, s)) = falsch.

Die Zulassigkeitsbedingung dient nun dazu, zu entscheiden, welche Elemente der Blatt-
menge eines Blockbaums fiir eine Approximation in Frage kommen und welche nicht. Dies
fiihrt auf die folgende Definition eines zuldssigen Blockbaums.

Definition 3.2.11 (Zuldssiger Blockbaum). Sei Tzx 7 ein Blockbaum und Adm eine
Zuldssigkeitsbedingung, dann heifit Tz« 7 zuldssiger Blockbaum beziiglich Adm, wenn fiir
alle (t,s) € Lzxg

Adm ((¢,s)) = wahr  oder sons(t) = 0 = sons(s) (3.8)
gilt. Wir unterscheiden dann zwischen zulissigen Bléttern
£%Xj :={(t,s) € L1xg7 | Adm ((t,s)) = wahr}
und unzuléssigen Blattern
L7, 7 :={(ts) € Lxg | Adm((t,s)) = falsch}.

Liegt keine Mehrdeutigkeit im Bezug auf die verwendete Zuldssigkeitsbedingung vor oder
ist diese fir die aktuelle Betrachtung unerheblich, lassen wir den Zusatz ,beziiglich Adm*“
auch einfach weg. Da im weiteren Verlauf dieser Arbeit nur zuldssige Blockbiume be-
trachtet werden, sei fir jeden auftretenden Blockbaum angenommen, dass dieser zuldssig
bzgl. einer — falls nicht anders angegeben — implizit gegebenen Zuldssigkeitsbedingung
sei.

Aufgrund der Definition der zuldssigen und unzuldssigen Bléatter eines zuléssigen Block-
baums Tz« 7 gilt
EIXJ = E%xj U 'CEXJ‘
Abbildung verdeutlicht den Zusammenhang eines zuldssigen Blockbaums 77y 7 mit
zwei Clusterbdume 77 und 77 iiber eine Zuléssigkeitsbedingung Adm.

Bemerkung 3.2.12 (Minimal zuléssiger Blockbaum). In der Deﬁmtion 1st micht
ausgeschlossen, dass zuldssige Blocke noch weiter unterteilt sind — also noch Soéhne be-
sitzen —, da dort nur eine Bedingung an die Menge der Bldtter gestellt wird. Wie diese
Menge konkret aussieht, ist unerheblich. Aus diesem Grund nennen wir einen zuldssigen
Blockbaum minimal, wenn so eine Situation im Blockbaum nicht auftritt. Fin Block ist
also genau dann ein Blatt, wenn dieser die Bedingung erfillt. Algorithmus m
erzeugt einen minimal zuldssigen Blockbaum.

Ist im Folgenden von einem zuldssigen Blockbaum die Rede, so meint dies immer einen
minimal zuldssigen Blockbaum, es sei denn, es wird explizit darauf hingewiesen, dass dem
nicht so ist.
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s

7—IXJ

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung der Konstruktion eines zuléssigen Blockbaums
Tz« unter Verwendung zweier Clusterbdume 77 und 77 sowie einer
Zuléssigkeitsbedingung Adm.

Transponierte Blockbdume

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden immer wieder Aussagen fiir den Zeilen- oder
Spaltenclusterbaum eines Blockbaums zu beweisen sein, die auch fiir den jeweils anderen
gelten. Wir werden aus diesem Grund transponierte Blockbdume einfiihren, mit denen
sich solche Aussagen von Zeilen- auf Spaltenclusterbdume — bzw. andersherum — iiber-
tragen lassen. Transponierte Blockbédume dienen somit iiberwiegend der Vermeidung von
zusétzlichen Beweisen, bei denen sich die Rollen der entsprechenden Clusterbaume ledig-
lich vertauschen. Dies ist moglich, sobald Aussagen fiir allgemeine Blockbdume zu zeigen
sind.

Definition 3.2.13 (Transponierter Blockbaum). Seien Tz und T Clusterbiume sowie
Adm und Adm zwei Zulasszgkeztsbedmgungen Sezen weiter Trx 7 ein bzgl. Adm zuldssiger

Blockbaum fiir Tz und Tz sowie TIXJ ein bzgl. Adm zuldssiger Blockbaum fiir Tz und
Tz. Gilt

(i) (t,s) € Tzxg genau dann, wenn (s,t) € 7~'IXJ und
(ii) (t,s) € EIXJ genau dann, wenn (s,t) € EIXJ,

dann nennen wir 7~}Xj einen zu Tz« 7 transponierten Blockbaum bzw. sagen, dass 7~}Xj
zu Trx 7 transponiert ist.

Wir werden nun zeigen, dass fiir jeden Blockbaum ein transponierter Blockbaum exi-
stiert und dieser eindeutig ist.

Lemma 3.2.14 (Existenz). Seien Tz und T7 Clusterbdume, Adm eine Zuldssigkeitsbe-
dingung und Tzx g ein bzgl. Adm zuldssiger Blockbaum fiir Tz und T7.
Wir definieren die Abbildung

Adm : Ty x Tz — {wahr, falsch}, (s,t) — Adm ((t,s))

sowie die Menge

Trxg = A{(s:t) | (t,5) € Trxg)-
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Algorithmus 3.2.1 Aufstellen eines minimal zuléssigen Blockbaums Tz 7.

procedure BLOCKCLUSTER(b)
(t,s) < b
if (¢, s) zuldssig then
sons(b) + 0
else
if sons(t) = () then
sons(b) < {t} x sons(s)
else if sons(s) = () then
sons(b) < sons(t) x {s}
else
sons(b) < sons(t) x sons(s)
end if
end if
for all b* € sons(b) do
BLOCKCLUSTER(b*)
end for
end procedure

Algorithmusbeschreibung. Der initiale Aufruf geschieht mit der Wurzel des Block-
baums, also mit root(Tzxy7) = (root(7Tz),root(77)). Ein Block b = (t,s) wird so lange
unterteilt, bis dieser entweder zuldssig ist oder Zeilen- und Spaltencluster keine Séhne
mehr besitzen. Falls ein Block unzuldssig ist, werden die Sohne gemdfl der Vorschrift
aus Definition konstruiert und die Prozedur danach mit diesen wieder rekur-
siv aufgerufen.

Weiter setzen wir fiir alle b= (s,t) € Trx
soms((s, 1)) := {(s*,¢") | (t*,s") € sons((t,s))} wund b:=3§xi,

dann ist ’7'IX 7 ein bzgl. Adm zuldssiger Blockbaum fiir T7 und Tz sowie zu Trx 7 trans-
ponzert.

Beweis. Wir zeigen als erstes, dass %IX 7 ein beschrifteter Baum ist.

Fiir alle (s,t) € Tzxs gilt nach Definition (¢,s) € Tz7, womit fiir alle (t*,s*) €
sons((t,s)) auch (t*,s*) € Tzxs und damit (s*,t*) € Tz« folgt. Die elementweise
definierte Abbildung sons bildet also Elemente aus 7~}X 7 in dessen Potenzmenge ab und
erfiillt somit die Bedingung aus Definition [2.4.1] eines Baums. _

Mit root(Tzx ) = (root(Tz),r00t(T7)) € Tzx g gilt (root(T7),root(7T7)) € Tzxyg. Wir
zeigen nun, dass fiir alle Elemente (s,t) € Tzxs ein eindeutiger Pfad von dem Tupel
(root(77),root(7z)) nach (s, t) in Tz 7 existiert. Sei dazu (s, t) € Ty, dann gilt (¢, s) €
Tzx7 und da Tz« 7 ein Baum ist, existiert ein eindeutiger Pfad ((to, so),. .., (t¢, S¢)) mit
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¢ € Ny von (root(7z),root(77)) nach (t,s). Es gilt also

(to, s0) = (root(7Tz),ro0t(77)),
(ti,si) € sons((ti—1,si—1)) firalleie{1,...,¢}
und  (tg,s0) = (t, ).

Damit folgt

(so,to) = (root(77),root(7T7)),
(Si, ti) € S/O\H/S((Si,h tifl)) fiir alle 7 € {1, . ,f}
und  (sg,tg) = (s,1).

Also ist ((so,t0); - - - (se, t¢)) ein Pfad von (root(77),ro0t(7Tz)) nach (s,t) in Tzx7 und
mit der Eindeutigkeit des Pfads ((to,s0),-- -, (ts,s¢)) folgt auch die Eindeutigkeit von
((s0,t0),s .-, (Se,te)). Tzx s ist somit ein Baum mit Wurzel

root(Tzx7) = (root(77), root(7z)).

Durch die Definition b = § x £ fiir alle b = (s,t) € 7~'1X 7 ist 7~'1X 7 auch ein beschrifteter
Baum. B
Wir zeigen nun, dass 7z« 7 ein Blockbaum ist. Hierzu miissen wir nur noch nachweisen,
dass sich die Sohne in der durch Definition geforderten Weise darstellen lassen.
Fiir alle (s,t) € Tzx7 mit sons((s,t)) # 0 folgt sons((¢,s)) # 0. Seien (s,t) € Trxg
und (s*,t*) € sons((s,t)), dann gilt (t*,s*) € sons((¢,s)). Da Tzx s ein Blockbaum ist,
folgt

sons(t) x {s} ,falls sons(t) # 0 und sons(s) = 0,
(t*,s*) € < {t} x sons(s) ,falls sons(t) = @) und sons(s) # 0,
sons(t) x sons(s) sonst
und damit
{s} x sons(t) ,falls sons(s) = 0 und sons(t) # 0,
(s*,t") € < sons(s) x {t} ,falls sons(s) # 0 und sons(t) = 0,

sons(s) X sons(t) sonst.

Dies entspricht der geforderten Darstellung der Sohne, womit ’7~'ZX 7 ein Blockbaum ist.
Abschlieftend zeigen wir, dass Trx 7 zu Tz« 7 transponiert ist. Hierbei folgt die Bedin-

gung der Definition [3.2.13| direkt aus der Definition der Knotenmenge in Tz« 7. Sei
(t,s) € L, 7, dann gilt sons((t,s)) = 0 und nach Definition auch sons((s,¢)) = 0. Der

Block (s,t) ist also ein Blatt in Tzx 7. Zusétzlich gilt
Adm((s,t)) = Adm((t, s)) = wahr,

womit (s,t) € EN}XJ folgt. Analog ergibt sich fiir (s,t) € E}XJ auch (t,s) € E%XJ.
Insgesamt folgt also B
(t,s) € LT, 7 (s,t) € LT, 7,

womit 7-I>< 7 ein zu Tz 7 transponierter Blockbaum ist. ]
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Lemma 3.2.15 (Eindeutigkeit). Seien Tz und Ty Clusterbiume sowie Adm eine Zulds-
sigkeitsbedingung. Seien weiter Trx 7 ein bzgl. Adm zuldssiger Blockbaum fir Tz und Tz
sowie Trxg ein zu Trx 7 transponierter Blockbaum, dann ist Tz« 7 eindeutig.

Beweis. Sei Tzx7 ein weiterer zu Tz transponierter Blockbaum. Wir zeigen, dass
Tzx7 und Tzx 7 gleich sind.
Mit |(i)| und aus der Definition [3.2.13| eines transponierten Blockbaums gilt

(5,t) € Trxg & (t,5) € Trxg  (5,1) € Tzxg (3.9)

und
(s.t) € LE, ;& (t,5) € LE, ;7 & (s,1) € L7y 7. (3.10)

Damit sind die Mengen der Blocke und der zuldssigen Blétter von ﬁx 7 und Ty 7 gleich.
Zur Vereinfachung bezeichnen wir die Menge der Blécke beider Blockbéume Tzx 7 und
T-ZX 7 mit V.

7~}X 7 und T1x 7 sind zu Tzx 7 transponiert und damit insbesondere Blockbdume fiir
77 und Tz. Es folgt dann

root(Tzx7) = (root(77), r0ot(Tz)) = root(T 7x.7).

Wir zeigen nun, dass die Sohnabbildungen beider Bdume gleich sind. Es bezeichne sons
die Sohnabbildung in 77« 7 und sons die Sohnabbildung in 77’IX~ 7.
Sei (s,t) € V mit sons((s,t)) = (), dann gilt entweder (s,t) € L7, ; oder sons(s) = =

sons(t). Im Fall von (s,t) € E}XJ folgt mit (3.10]) auch (s,t) € Z;Xj, also sons((s,t)) =
(. Gilt sons(s) = () = sons(t), folgt ebenso sons((s, t)) = 0 aufgrund der Baumeigenschaft
(vgl. Bemerkung [3.2.4). Fiir alle (s,t) € V gilt also

sons((s,t)) =0 = soms((s,t)) = 0.
Auf analoge Weise lasst sich fiir alle (s,t) € V

sons((s,t)) =0 = sons((s,t)) =10
zeigen. Mit der Kontraposition dieser beiden Aussagen folgt somit

soms((s,1)) £0 < soms((s, 1)) #

fur alle (s,t) € V. Sei nun (s,t) € V mit sons((s,t)) # 0 # sons((s,t)), dann gilt nach
Darstellung der Séhne in Blockbdumen

So1s((s, 1)) = SomS( (5, 1)).

Da dies fiir alle Blocke aus V' gilt, folgt die Gleichheit der Sohnabbildungen sons und
sons. Aus der Gleichheit der Blocke folgt dies auch fiir die Beschriftungen. Damit sind die
beiden Blockbiume 77«7 und Tzx 7 gleich und der zu Tz« 7 transponierte Blockbaum
eindeutig. O
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Durch die vorherigen beiden Lemmata ldsst sich nun dem zu einem Blockbaum Tz 7
gehorenden transponierten Blockbaum eine eindeutige Bezeichnung zuordnen, aus der
die Zugehorigkeit zu Tzx s ersichtlich wird.

Bemerkung 3.2.16 (Transponierter Blockbaum 77, 7). Seien Tz und Tz Clusterbiume,
Adm eine Zuldssigkeitsbedingung und Trx 7 ein bzgl. Adm zuldssiger Blockbaum fir Tr
und Tz, dann zeigen die beiden Lemmata |3.2.14) und|[3.2.15 Existenz und Findeutigkeit
eines zu Trx 7 transponierten Blockbaums. Wir bezeichnen diesen im Folgenden mit

T
EXJ

und sagen, dass 7}7;5 der zu Tzx 7 transponierte Blockbaum ist. Die genaue Darstellung
ist hierbei durch Lemma gegeben. Des Weiteren lisst sich direkt nachweisen, dass
Trx7 den zu ’Erxj transponierten Blockbaum darstellt.
Die Menge der Bldtter von 7}1;5 bezeichnen wir mit
T _ pT+  pT-
[’IXJ - EZXJ U £Z><(7
sowie die Sohnabbildung mit sons” und die Zulissigkeitsbedingung mit Adm? .

In der Definition [3.2.13| des transponierten Blockbaums werden nur Eigenschaften der
zuléssigen, nicht aber der unzuléssigen Blatter gefordert. Folgendes Korollar zeigt, dass
sich die Bedingung aus dieser Definition auf unzuléssige Blatter erweitern lasst.

Korollar 3.2.17 (Unzuléssige Blitter). Sei Tzxg ein Blockbaum und T, ; der zu Trxg
transponierte Blockbaum, dann gilt (t,s) € L7, ; genau dann, wenn (s,t) € ﬁg;j.

Beweis. ,=": Sei (t,s) € L7, 7, dann gilt
sons(t) = () = sons(s). (3.11)

Mit der Bedingung |(i)| aus Definition [3.2.13|folgt (s,t) € 77, ; und (3.11)) liefert (s,t) €
ng‘y. Wiirde (s,t) € Egij gelten, dann mit Bedingung aus Definition [3.2.13| auch
(t,s) € L7, ;. Dies wire ein Widerspruch zu L7, , N L7, , = 0, womit (s,t) € Eg;j
folgt.

»<=": Diese Implikation folgt analog zu der vorherigen mit vertauschten Rollen von

Trx 7 und TZij- ]

Bemerkung 3.2.18 (Nicht-Blatt-Blocke). Seien Tzxg ein Blockbaum und T7, , der
zugehorige transponierte Blockbaum, dann folgt aus Bedingung der Definition
zusammen mit Korollar die Aquivalenz

(t,s) € Trxg \ Lzxg & (s,t) € Tg \ LTw g

Bemerkung 3.2.19 (Verwendung des transponierten Blockbaums). Wie zu Beginn die-
ses Abschnitts tiber transponierte Blockbdume bereits erwdahnt, sind diese ein rein theore-
tisches Hilfsmittel zur eleganten Ubertragung bestimmter Aussagen von Zeilen- auf Spal-
tenclusterbdume — bzw. andersherum. In der Praxis werden diese Bdume also i.A. nie
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konkret aufgestellt. Dies fiihrt insbesondere dazu, dass z.B. ein Algorithmus, der einmal
mit dem Blockbaum selbst und einmal mit dem transponierten Blockbaum aufgerufen wer-
den muss, in der Prazis fiir den zweiten Fall ggf. anzupassen ist. Vergleichbar ist diese
Situation beispielsweise mit der Multiplikation eines Vektors mit einer Matrix und threm
transponierten Gegenstiick. Liegt die transponierte Matrix nicht explizit vor, so muss ein
zweiter Algorithmus geschrieben bzw. es miissen die Schleifen des vorherigen angepasst
werden.

Von besonderem Interesse werden im Laufe der vorliegenden Arbeit Blocke sein, de-
ren Zeilen- und Spaltencluster sich nicht auf demselben Level befinden. Eine erste Cha-
rakterisierung hierfiir liefert das folgende Lemma. Aufgrund der dort zueinander ,,sym-
metrischen” Aussagen in @ und @ illustriert die Beweisfithrung des @Teils die in
Bemerkung beschriebene Verwendung des transponierten Blockbaums.

Lemma 3.2.20. Sei Tzx 7 ein Blockbaum. Fir alle (t,s) € Trxg \ Lzx7
(a) mit level(t) < level(s) gilt
{(t,sT) € {t} x pred(s) | level(t) <level(sT)} C Tzx7 \ Lzx7
und
(b) mit level(t) > level(s) gilt

{(t",s) € pred(t) x {s} | level(t™) >level(s)} C Tzx7 \ Lzx7.

Beuweis. [(a)] Fiir alle (t,5) € Tzxg \ Lzxg gilt level(t) < level(s) genau dann, wenn
0 < level(s) — level(t) € Ng. Der Beweis verlauft induktiv iiber level(s) — level(t) € Ny
fir alle (¢,s) € Tzxg \ Lzx 7 mit level(t) < level(s).

Fiir (¢,5) € Tzxg \ L1x7 mit level(s) — level(t) = 0 gilt level(s) = level(t), also

{(t,sT) € {t} x pred(s) | level(t) < level(s™)} = {(t, )}

und da (¢, 8) € Tzx7 \ Lzx7 gilt, folgt in diesem Fall die Aussage.
Sei nun ¢ € Ny so gegeben, dass

{(t,sT) € {t} x pred(s) | level(t) <level(s")} C Tzx7 \ Lzx7

fiir alle (¢,s) € Tzxg \ Lzxs mit level(s) — level(t) = ¢ gilt.
Fir (t,8) € Tzxg \ L1x7 mit level(s) — level(t) = ¢ + 1 folgt

level(s) = level(t) +£+1>1>0.
Es existiert somit s* := father(s) € 77 und es gilt level(s*) = level(s) — 1. Damit folgt

level(s™) — level(t) = level(s) — 1 —level(t) = £ + 1 — 1 = /.
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Mit 0 < £+1 = level(s)—level(t) gilt insbesondere level(t) < level(s), womit nach Lemma

3.:2.6][(a)] level((t, s)) # 0 also (t,s) # root(Tzxs) folgt. Lemma tiber die rekursive
Darstellung des Vaters liefert (¢, s1) = (¢, father(s)) = father((¢, s)) € Trx7 \ Lzx7. Wir

wenden die Induktionsvoraussetzung auf (¢,s") an und erhalten
{(t,sT1) € {t} x pred(s™) | level(t) <level(s™")} C Tzx7 \ Lzx7-
Die rekursive Darstellung der Vorfahren (vgl. Lemma[2.4.19)) liefert mit st = father(s)
pred(s) = {s} Upred(s™)
und da (¢, 8) € Tzx7 \ L1x7 mit level(s) = level(t) + £ + 1 > level(t) gilt, folgt

{(t,s)yu{(t,sT") € {t} x pred(sT) | level(t) <level(s™™)} C Tzx7 \ L1x7
& {(t,sT) € {t} x pred(s) | level(t) <level(st™)} C Tzx7 \ LTx7

und somit die Aussage.

(b)[ Sei (t,5) € Tzxg \ Lzxg mit level(t) > level(s), dann gilt (s,t) € T, \ LT, ;
(vgl.&emerkung 3.2.18) mit level(s) < level(t). Da 77, ; ein Blockbaum ist, folgt mit
Teil

{(s,t%) € {s} x pred(t) | level(s) <level(t")} C T ; \ LL. s

und damit
{(t",s) € pred(t) x {s} | level(t") > level(s)} C Tzx7 \ L1x7,

also die Aussage. O

Schwachbesetztheit

Ein wichtiges Konzept ist das der Schwachbesetztheit eines Blockbaums, wie es z.B. in
[25, 27, 6] verwendet wird, und auf dem eine Vielzahl von Aufwands- sowie Speicherbe-
darfsabschitzungen fiir H2-Matrizen beruhen (siehe insbesondere [6]). Da dieses Konzept
auch grundlegend fiir spitere Abschnitte der vorliegenden Arbeit ist, widmet sich der
Abschnitt [3.4] einer genaueren Untersuchung. An dieser Stelle werden nur die Rahmenbe-
dingungen fiir die spédtere Diskussion festlegt und mit einer Abschétzung der Méachtigkeit
eines Blockbaums gezeigt, wie sich diese Eigenschaft ausnutzen lasst.

Die folgenden Definitionen lassen sich als Verallgemeinerung der Schwachbesetztheit
von Matrizen ansehen (vgl. Definition .

Definition 3.2.21 (Blockzeile und -spalte). Sei Tzx 7 ein Blockbaum, dann definieren
wir fir alle t € Tz die Blockzeile als

row(Tzx7,t) :={s €Ty | (t,s) € Tzxs} (3.12)
und fiir alle s € Tz die Blockspalte als

col(Tzx7,8) :={te€Tr | (t,s) € Trxs}- (3.13)
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Wenn aus dem Zusammenhang der Bezug zu dem Blockbaum Tz« klar hervorgeht,
schreiben wir fir alle t € Tz und s € Tz vereinfachend auch

row(t) wund col(s)
fur die entsprechende Blockzeile bzw. -spalte.

Die Schwachbesetztheit eines Blockbaums bezieht sich nun auf die oben definierten
Mengen. Lassen sich die Machtigkeiten aller Blockzeilen und -spalten unabhéngig von
den Méchtigkeiten der zugrundeliegenden Indexmengen (#Z und #.J ) beschréanken, dann
nennen wir eine obere Schranke hierfiir Schwachbesetztheitskonstante des entsprechenden
Blockbaums.

Definition 3.2.22 (Schwachbesetztheit). Sei Tzx 7 ein Blockbaum. Existiert ein Element
CopTzvs €N so, dass fiir alle t € Tz und alle s € Ty

#Hrow(Trxg,t) < Csp, Tz, SOWIE #col(Tzx7,8) < Cop, Tz

gilt, dann nennen wir den Blockbaum Cgp 17, -schwachbesetzt. Verwenden wir diesen
Begriff ohne Cqp 17, ., einzufiihren, so setzen wir implizit voraus, dass Csp 77, , € N gilt.
Lisst sich Csp 77, , unabhingig von #1L sowie #J beschrinken, dann nennen wir diesen
Wert auch Schwachbesetztheitskonstante von Tz« 7.

Geht aus dem Zusammenhang die Zugehorigkeit von Cyp 17, , 2u dem Blockbaum Tzx 7
eindeutig hervor, so werden wir fir diesen Wert vereinfachend auch nur die Bezeichnung
Csp verwenden.

Lemma 3.2.23 (Machtigkeit). Sei Tzx s ein Csp-schwachbesetzter Blockbaum.

(a) Es gilt
#Tzxg < Csp min{#7z, #7T7}-

(b) Gilt # sons(r) # 1 fir alle r € Tz U Ty, dann folgt

#EXJ < 205p mln{#zv #;7}

Beweis. (Vgl. [27, Lemma 2.2|).
@ Es gilt zum einen mit der Blockzeile

HTrxg = D 1=> > 1= #row(t)

(t,8)ETzx 7 teTz s€row(t) teTz
< CSp Z 1= Csp#ﬁ
teTz
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und zum anderen analog mit der Blockspalte

#HTrxg = Y #col(s) < Cop# Ty

s€Ty
Insgesamt ergibt sich also
#7-Z><j < C’sp min{#,]’I) #7:7}
[(b)] Mit Lemma und Teil [(a)] dieses Lemmas folgt

B17
#7-I><j < Csp min{#Tz, #TJ} < 2Csp min{#za #j}
]

Bemerkung 3.2.24 (Méchtigkeit). Offensichtlich gilt fiir die Menge aller Bldtter eines
Blockbaums Tz« 7 die Inklusion

EIXJZE;onﬁixj CTrx7.
Damit folgt nach Lemma [3.2.25 — unter den dortigen Voraussetzungen — auch
#Lrxg < 20 min{#Z, #J},
also insbesondere
#LT, 7 <20, min{#L, #J} und #L7, ; < 20, min{#IL, #J}.

Fiir einen Blockbaum lassen sich die Blockzeilen und -spalten iiber die Blockspalten
bzw. -zeilen des transponierten Blockbaums darstellen. Diese Tatsache ermoglicht es uns,
spéater Aussagen nur fiir die Blockzeilen oder -spalten zu beweisen und diese dann unter
Zuhilfenahme des transponierten Blockbaums auf die jeweils anderen Mengen zu {iber-
tragen.

Korollar 3.2.25 (Transponierter Blockbaum). Sei Tz« ein Blockbaum, dann gilt
row(Tzx7,t) = COI(TITXj,t) fiir alle t € Tz

und
col(Tzx g, s) = row(T7y 7,8)  fir alle s € Ty.

Beweis. Fiir t € Tz gilt
row(Tzxg, ) ={s € Ty | (t,8) € Texg} ={s € Tz | (5,t) € Tox g} = col(THx 7, t)
und fiir s € T gilt
col(Tzxg,8) ={t € Tz | (t,5) € Texg} ={t € Tz | (s,t) € Tixz} = row(Tx 7, 5)-
O

Bevor eine diese Arbeit iiberspannende Analyse der Blockzeilen (3.12) und -spalten
(13.13)) sowie derer Méchtigkeiten vorgenommen wird, dient der nachstehende Abschnitt
der formalen Definition von H2-Matrizen.
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3.3 H2-Matrizen

In diesem Abschnitt werden H2-Matrizen in der fiir diese Arbeit benédtigten Form ein-
gefiihrt, wobei [0, Abschnitt 3.6] hierbei als Grundlage dient. Des Weiteren werden die
fiir die folgenden Betrachtungen wichtigsten Eigenschaften und Aussagen angegeben, um
diese in den anschliefsenden Kapiteln verwenden zu kénnen.

In typischen Anwendungen von H2-Matrizen ist die Grundidee, eine vollbesetzte Ma-
trix zu approximieren, um so zum einen Speicher zu sparen und zum anderen arithmeti-
sche Operationen in vertretbarer Zeit ausfithren zu kénnen. Wie im vorherigen Abschnitt
erwihnt, basiert die lokale Struktur von H?-Matrizen auf Niedrigrangdarstellungen. Ab-
héngig von der speziellen Anwendung ist eine Zuldssigkeitsbedingung so zu wéhlen, dass
in allen zuldssigen Blattern eine — in faktorisierter Form vorliegende — Approximation
durch Niedrigrangmatrizen verwendet werden kann, ohne eine gewisse Fehlertoleranz-
grenze zu libersteigen.

Um eine Matrix in der durch die Blattmenge eines zuldssigen Blockbaums gegebenen
Partition der zugrundeliegenden Indexmenge (vgl. Korollar darstellen zu konnen,
definieren wir sogenannte Abschneidematrizen.

Definition 3.3.1 (Abschneidematrix). Sei Tz ein Clusterbaum, dann nennen wir fir
t € Tz die Matriz
Xt = Zeief c RTxZ
it

die Abschneidematrix beziiglich t, wobei {e; | i € I} hier und im Folgenden die Stan-
dardbasis des R sei.

Die néchsten beiden Korollare zeigen, welche Eigenschaften Abschneidematrizen besit-
zen. Von besonderem Interesse fiir die Darstellung einer Matrix in Blockform iiber einen
Blockbaum ist Korollar [3.3.3

Korollar 3.3.2 (Symmetrie und Projektion). Sei Tz ein Clusterbaum, dann gelten
Xt =Xx; und XiXt = Xt
fiir alle t € Tz.

Beweis. Sei t € Tz, dann folgt

*

Xi= | Do | =D () =) eiei = xi

iet iet iet

und mit eje; = d;; fiir alle 4, j € Z auch

o= (Lt ) [ L) = S etetens = et =

ict jet iet jet ict
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Korollar 3.3.3 (Blockweise Darstellung). Sei Tzx7 ein Blockbaum und X € RT*J,
dann gilt

X= > xiXxs

(t,s)GﬁIx J

Beweis. Fiir alle (t,s) € Lzx7 gilt

Xt X Xxs = Zeief X Zeje;f :ZZei(eerj)e;f: Z Tijeie;
it

J€ESs ict s€$ (i,5)€tx 3
und damit
(xtXxs)ij = mi; fiir alle (4,5) € £ x 5.
Da die Beschriftungen aller Blatter des Blockbaums disjunkt sind (vgl. Korollar [3.2.5)),
folgt die Aussage. O
Clusterbasen

Den Ausgangspunkt der Definition von H2-Matrizen bilden die sogenannten Clusterbasen,
bei denen — vorerst unabhéngig vom Blockbaum — jedem Cluster eines Clusterbaums
eine Matrix zugeordnet wird. Die Gesamtheit dieser dient dann der Konstruktion der fiir
eine H2-Matrix benétigten Niedrigrangmatrizen.

Definition 3.3.4 (Rangverteilung). Sei Tz ein Clusterbaum, dann nennen wir eine Fa-
milie K1, = (Kt)te7; von endlichen Indexmengen Ky fir alle t € Tz eine Rangverteilung

fir Tz.

Definition 3.3.5 (Clusterbasis). Sei Tz ein Clusterbaum und K1, = (Ki)ic7, eine
Rangverteilung fir Tz, dann nennen wir eine Familie Vi, = (Vi)ier, von Matrizen mit

V, e REXEe ynd V, =V, fir allet € Tz

eine Clusterbasis fiir Tz mit Rangverteilung K, . Die Matrizen der Familie V, nennen
wir Clusterbasismatrizen.

Eine spezielle Klasse bilden die orthogonalen Clusterbasen.

Definition 3.3.6 (Orthogonale Clusterbasis). Seien Tz ein Clusterbaum, K7, ein Rang-
verteilung fiir Tz und Vo, = (Vi)iey eine Clusterbasis fiir Tz mit Rangverteilung K,
dann nennen wir Vr; eine orthogonale Clusterbasis, wenn

Vi'Vi=1 firallete Tz
gilt, alle Clusterbasismatrizen also orthogonal im Sinne von Definition [2.1.1]] sind.

Sind die Clusterbasismatrizen nicht unabhéngig voneinander, sondern lassen sich die
zu allen Nicht-Blatt-Clustern gehérenden Matrizen {iber die jeweiligen S6hne im Baum
ausdriicken, so sprechen wir von einer geschachtelten Clusterbasis.
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Definition 3.3.7 (Geschachtelte Clusterbasis). Sei Tz ein Clusterbaum, K1, = (K¢)ieT;
eine Rangverteilung fir Tz und Vi, = (Vi)we7; eine Clusterbasis fir Tz mit Rangvertei-
lung K, . Existiert eine Familie B, = (Et)ie; von Matrizen mit

Epe € REeXEe fir glle t € Tz und t* € sons(t) (3.14)
sowte
Vi= Y ViEp firalleteTr\ Ly, (3.15)
t*€sons(t)

dann nennen wir Vr, eine geschachtelte Clusterbasis fir 7z mit Rangverteilung K.
Die Matrizen der Familie E7; nennen wir Transfermatrizen.

Im Folgenden schreiben wir fir eine geschachtelte Clusterbasis Vi, auch (V,E, K)r,
und setzen voraus, dass E = Et; die zugehorige Familie von Transfermatrizen darstellt
sowie K = K7, die zugrundeliegende Ranguverteilung sei. Ist die Rangverteilung fir die
aktuelle Betrachtung unerheblich, dann schreiben wir vereinfachend auch (V, E)r;.

Da aus dem Index die Zugehorigkeit der geschachtelten Clusterbasis zu dem Cluster-
baum bereits hervorgeht, lassen wir den Zusatz ,fir Tz“ auch weg.

Liegt eine Clusterbasis in geschachtelter Form vor, dann ist an (3.15) zu erkennen,
dass die Clusterbasismatrizen nur fiir die Blatter des Clusterbaums und fiir alle anderen
Cluster nur die Transfermatrizen aus (3.14) gespeichert werden miissen.

Lemma 3.3.8 (Speicherbedarf einer geschachtelten Clusterbasis). Sei Tz ein Cluster-
baum und (V, E, K)7, eine geschachtelte Clusterbasis. Mit

L max{#K;, #t} , falls sons(t) = 0,
t max{#K¢, Y i coons(r) K<} sonst

fiir alle t € Tz, bendtigt die geschachtelte Clusterbasis nicht mehr als
Z ki# Ky < Z ki
teTz teTz
Speicherpldtze.
Beweis. Siehe [0, Lemma 3.35]. O

Bemerkung 3.3.9 (Vereinfachende Annahmen). Es seien die Voraussetzungen von Lem-
ma gegeben. Gilt #t < #K; fiir alle t € L1 und existiert ein k € Ny so, dass
#K; < k fir alle t € Tz gilt, dann folgt mit Csons = maxicr, #sons(t), dass die ge-
schachtelte Clusterbasis nicht mehr als

C'SOI'IS k;2 #7}

Speicherplitze bendtigt. Unter der Voraussetzung sons(t) # 1 fir alle t € Tz folgt nach
Lemma [31.7 # Tz < 2#I, womit der Speicherbedarf der Clusterbasis durch

2050n5k2 #I

beschrankt ist.
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3 Hierarchische Matrizen

H2-Matrizen

Mit den vorherigen Definitionen sind wir nun in der Lage, H2-Matrizen einzufiihren.

Definition 3.3.10 (H2-Matrix). Seien ein Blockbaum Tz« sowie zwei geschachtelte
Clusterbasen (V,E,K)1, und (W, F,L)T, gegeben. Eine Matriz X € R™*J nennen wir
H2-Matrix fir Tzxg, (V,E,K)7, und (W, F,L)T,, wenn eine Familie S = (Sp)

von Matrizen Sy € RE>Es fiir alle b = (t,s) € E}XJ so existiert, dass

X= > VSWI+ Y X (3.16)

b=(t,s)€LS, - b=(t,s)€LT, 7

bels, ;

gilt.

Fiir die rechte Seite von verwenden wir auch die Bezeichnungen H?-Matrix-
Darstellung oder H2-Matrix-Format von X. (V, E, K )75 nennen wir Zeilenbasis von X,
(W, F, L)1, Spaltenbasis von X und die Matrizen der Familie S Kopplungsmatrizen.

Die Menge aller H?-Matrizen fiir Tzx7, (V,E,K)r, und (W,F, L)1, bezeichnen wir
mit

H(Tzxg, (V, E, K) 77, (W, F, L)1,).

Wie an (3.16]) zu sehen ist, sind die zu zuléssigen Blédttern gehérenden Matrixblécke
in faktorisierter Form gegeben. Diese besteht aus einer Kopplungs- und zwei Clusterba-
sismatrizen. Setzen wir — mit den Notationen aus obiger Definition — fiir einen Block
b= (ts) € £}X\7 die Matrizen U := V, € RI*Kt ypd V = WSy € RI*K:  dann ist
UV* eine Niedrigrangdarstellung von x; X xs im Sinne von Definition Analog liefte
sich eine Niedrigrangdarstellung iiber U= V;Sy € RT*Ls und V := W, € R7*Ls definie-
ren. In unzuléssigen Bléattern wird keine Forderung an die Eintrage der Matrix gestellt.
Da wir spiter eine gegebene Matrix durch eine H?-Matrix approximieren wollen, gehen
wir davon aus, dass die zu unzulédssigen Blédttern gehorenden Matrixblécke nicht appro-
ximiert werden und damit vollbesetzt vorliegen. Hierbei sind nur die Nicht-Null-Eintrage
zu speichern. Es ergibt sich folgende Aussage iiber den Speicherbedarf einer H2-Matrix.

Lemma 3.3.11 (Speicherbedarf einer HQ—Matrix). Seien Trx g ein Cp-schwachbesetzter
Blockbaum sowie (V, E, K)7; und (W, F, L)1, zwei geschachtelte Clusterbasen. Mit

L max{# K, #t} , falls sons(t) = 0,
t max{#K¢, Y i coons(r) # K<} sonst

und
- max{#Ls, #3} , falls sons(s) =0,
" | max{#Ls, > s+ csons(s) Lsw}  sonst

fiir alle t € Tz und s € Tz, bendtigt eine H?-Matriz nicht mehr als

Gty ey e (3.17)

teTz s€Ty

Speicherpldtze.
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Beweis. Siehe [0, Lemma 3.38|. O

Es ist in obigen Lemma zu beachten, dass der Speicherbedarf der beiden geschachtelten
Clusterbasen in (3.17) bereits integriert ist.

Bemerkung 3.3.12 (Vereinfachende Annahmen). Es seien die Voraussetzungen von

Lemma [3.3.11] gegeben. Gilt
#t < H#K, und #5<#L, firalletecLs,sc Ly
(vgl. Bemerkung und existiert ein k € Ng so, dass
#K; <k wund #Ls<k firaleteTr,se Ty
gilt, dann bendétigt eine H2-Matriz mit Csops = max,c;uT, # sons(r) nicht mehr als

Cs 2
pT_FCszonskz(#’TI + #Tj)

Speicherplitze. Unter der Voraussetzung sons(r) # 1 fir alle r € Tz U Ty folgt nach

Lemma 317
#HT+#T7 <20#IT+#JT),

womit der Speicherbedarf sich asymptotisch linear zu (#Z+#J) verhdlt — vorausgesetzt
alle anderen auftreten Gréfien lassen sich unabhdngig von #Z und #J beschrinken.

Eine fiir die folgenden Abschnitte fundamentale Eigenschaft von H2-Matrizen ist, dass
diese fiir einen festen Blockbaum 777 und feste Clusterbasen einen Teilraum des RZ*J
bilden.

Korollar 3.3.13 (Teilraum). Seien Tzx7 ein Blockbaum sowie Vi, und Wy, zwei ge-
schachtelte Clusterbasen, dann ist H2(Tzx7, V1, Wr,;) ein Teilraum von RIXJ

Beweis. Siehe [0, Remark 3.37]. O

Fiir eine ausfiihrlichere Analyse von H2-Matrizen im Bezug auf arithmetische Opera-
tionen sowie die Approximationseigenschaften in den diversen Anwendungsgebieten sei
generell auf [6] verwiesen.

3.4 Schwachbesetztheit

Dieser Abschnitt befasst sich nun genauer mit der Untersuchung der Schwachbesetztheit
von Blockbdumen (vgl. Definition [3.2.22)).

Fiir einen Block b = (t,s) € Tzx 7 eines Blockbaums 77y 7 kann beim Vorhandensein
zueinander unbalancierter Clusterbdume

level(t) # level(s)
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gelten (vgl. Lemma . Diese Tatsache fithrt dazu, dass wir wenig iiber den Level
von Elementen der Blockzeile oder -spalte eines festen Clusters aussagen konnen. Be-
trachtet man die Beweistechniken fiir die Existenz einer Schwachbesetztheitskonstante in
typischen Anwendungen (siehe z.B. |27, [35]), so ist die Levelgleichheit von Zeilen- und
Spaltencluster dort eine essentielle Eigenschaft. Wir werden im Folgenden davon ausge-
hen, dass der Teil einer Blockzeile und -spalte, der sich durch Levelgleichheit im obigen
Sinne auszeichnet, in diversen Anwendungen — also fiir eine konkrete Zuléssigkeitsbe-
dingung — tendenziell besser gegen eine Konstante abschéatzbar ist, als der Teil, in dem
diese Eigenschaft nicht gegeben ist. Mit dem allgemeinen Konzept in Abschnitt [3.4.1] wird
gezeigt, wie die Ungleichheit der Level allgemein beschrieben werden kann und das spezi-
elle Konzept in Abschnitt liefert dann ein Kriterium, welches in der Anwendung —
dazu zahlt auch die Anwendung in dieser Arbeit (siehe Kapitel |4)) — besser nachweisbar
ist.

3.4.1 Allgemeines Konzept

Fiir einen Blockbaum 77«7 und alle Cluster ¢ € Tz gilt, wie oben erwdhnt, nur in
Spezialfillen
level(t) = level(s) fiir alle s € row(Tzx7,1).

Zu diesem Fall kommen im Allgemeinen noch zwei weitere hinzu, die durch die folgende
Definition beschrieben werden.

Definition 3.4.1. Sei Tzx 7 ein Blockbaum. Fiir alle t € Tz seien
row (Tzxg,t) :={s€T7 | (t,3) € Tzxg N level(s) = level(t)},

row<(Tzx7,t) :={s €T7 | (t,8) € Tzxg A level(s) < level(t)} (3.18)
und row” (Tzxg,t) :=={s €Ty | (t,5) € Tzxg A level(s) > level(t)}

sowie analog fiir s € T

col™(Tzxg,s) :={t €Tz | (t,s) € Tzxg N level(t) = level(s)},
colS(Tzx7,8) :={t€Tr | (t,5) € Tzxg A level(t) < level(s)} (3.19)
und col” (Tzxg,8) :={t € Tz | (t,8) € Trxy A level(t) > level(s)}

113

definiert. Wir lassen im Folgenden den Zusatz ,Trx7“ weg, wenn die Zugehdrigkeit zu
dem Blockbaum Tz« 7 aus dem Zusammenhang ersichtlich ist und schreiben vereinfachend

row™ (t), row<(t) und row” (t) fir allet € Tz

sowie col=(s), col(s) wund col”(s) fir alle s € T.
Fiir einen Blockbaum 77y 7 gelten die Darstellungen
row(Tzx7,t) = row (Tzx7,t) UrowS(Tzx7,t) Utrow” (Tzx 7,t) fiir alle t € T
und

col(Tzx.7,8) = col=(Tzx7,8) Ucol<(Trx7,8) Ucol” (Tzx7,s) fiir alle s € T.
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Im Fall zueinander balancierter Clusterbdume 77 und 77 gilt

row < (Tzx7,t) = row” (Tzx7,t) =0
sowie col~(Tzx7,s) = col” (Tzx7,5) =1

und damit
row(Tzx7,t) =row™ (Tzx7,t) sowie col(Tzx7,8) = col™(Tzx7,$)
fiir alle t € 77 und alle s € T7.

Definition 3.4.2 (Levelgleichheit). Es sei Tzx 7 ein Blockbaum, dann definieren wir

Cop Ty = oax {#10w™ (Trxg, 1), # col™ (Tzxg, 9)}-

Geht aus dem Kontext eindeutig hervor, welcher Blockbaum zugrundeliegt, schreiben wir

auch vereinfachend Cg; anstatt o Trx

Bemerkung 3.4.3 (Notwendigkeit). Fir einen Blockbaum Tzx 7 und alle t € Tr sowie
s € Ty gelten die Inklusionen

row” (Tzx7,t) Crow(Tzx7,t) und col™(Tzxz,s) C col(Tzx7,s),

womit

0;77'ij < te%iﬂe%} {# row(Tzx7,1), # col(Tzx 7, 3)}

folgt. Die Beschrdinktheit von CS:I)7TI><J unabhdngig von #IL und #J ist also ein notwen-
diges Kriterium fiir die Existenz einer Schwachbesetztheitskonstante von Trx 7. Anders
formuliert bedeutet dies, dass Cs:p,szJ unabhdngig von #I und #J beschrinkt sein muss,
falls fiir Tzx 7 eine Schwachbesetztheitskonstante existiert.

Bemerkung 3.4.4 (Beschrianktheit von row™ und col™). Wie in [27] gezeigt, lasst sich

fiir eine grofle Klasse von Anwendungen die Beschrinktheit von o Tox s unabhdngig von

#T und #J nachweisen. [27, Remark 4.7] stellt dies auch fir die Verwendung einer im
Kontext der H?-Matrizen diblichen Zulissigkeitsbedingung sicher.

Korollar 3.4.5 (Transponierter Blockbaum). Sei Tz« 7 ein Blockbaum, dann gelten fir
den transponierten Blockbaum 7}1;3 die Mengengleichheiten

ol (Tzx 7, 8) = row(TZ 7.5)
col” (Tzx g, 8) = row” (T, 7.5)

und col™(Tzx7,s) = TOW:(TITva s)

fir alle s € T7.
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Beweis. Sei s € Tz, dann gilt

col“(Tzx7,8) ={t € Tz | (t,5) € Trxg A level(t) < level(s)}
={teTz | (s,t) € Thy A level(t) < level(s)}
— 10w (TF. 7., 5).
Alle anderen Mengengleichheiten lassen sich analog beweisen. O
Korollar[3.4.5]ermdoglicht es uns, Aussagen von den jeweiligen Blockzeilen auf die Block-
spalten zu iibertragen.

Das Ziel ist nun, die Méachtigkeiten der Mengen row=(7zx 7, t) und row” (Tzx 7, t) sowie
col<(Tzx7,s) und col” (Tzx 7, s) fiir alle t € Tz und s € T abzuschitzen.

Definition 3.4.6 (Unbalanciertheit). Sei Tzx 7 ein Blockbaum, dann definieren wir fiir
alle (t,s) € Tzxg

Ui(Tzx 7, (t,8)) := {s" € sons*(s)

und Us(Tzx 7, (t,s)) := {t* € sons™*(¢)

(t,s") € Tzxg \ Lzx7}
(t*,s) € Tzxg \ Lzx7}

sowte
CU177'Z><J = max #UI(ITZXJ7(LL> 3))
teLr
serow= (Tzx 7.t
crow Tz ) (3.20)
und  Cuy, 77, 5 = max #Us(Tzx 7, (t,5)).
seLy

tecol=(Tzx 7,8)

Sollte die Verwechslung mit einem anderen Blockbaum ausgeschlossen sein, schreiben wir
auch vereinfachend

Ui(t,s) anstatt Ui(Tzxg,(t,s))
und Us(t,s) anstatt Ux(Tzx7,(t,s))

fir alle (t,s) € Trxg sowie

Cu, anstatt Cuy, 17, ,
und Cy, anstatt Cuy, 17, ;-

Bemerkung 3.4.7 (Spezialfille). Es konnte in potentiell der Fall auftreten, dass
es in einem Blockbaum Tz« keinen Block (t,s) € Tzx g gibt, fir den level(t) = level(s)
mit t € L1 oder s € Ly gilt. Zum Beispiel wire es maglich, dass beim Aufstellen des
Blockbaums mit Algorithmus alle Bldtter des Blockbaums zuldssig werden, bevor
tberhaupt ein Blatt eines Clusterbaums erreicht wurde. Die Maxima in wiirden
dann potentiell iber die leere Menge gebildet werden. In diesem Fall folgt allerdings nach
Konstruktion der Sohne fir alle Blocke b = (t,s) € Tzxg immer level(t) = level(s) und
damit

row < (Tzx7,t) = row” (Tzx7,t) =0  fiir alle t € Tz
und  col~(Tzx7,8) = col”(Tzx7,8) =0 fir alle s € T7.
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Da Cy, 17, und Cy, 17, nur fiir die Abschitzung der Mdchtigkeiten dieser Mengen
bendtigt werden, setzen wir 0.B.d.A.

Cu,7zvy =0, falls row™ (Tzxg,t) =0 fir allet € Lz
und

CU2,7'IXJ =0, falls col™(Tzxz,8) =0 fir alle s € Ly
gilt.

Auch hier betrachten wir zuerst wieder, wie sich die Mengen und Werte aus Definition
beziiglich des transponierten Blockbaums darstellen.

Korollar 3.4.8 (Transponierter Blockbaum). Sei Tz« s ein Blockbaum, dann gelten fiir
alle (t,s) € Trxg

UQ(’TIXJ’ (t’ 8)) =U (7}:7;<j7 (57 t)) und CUQ,ExJ = CUl,TITXJ

sowte
U1(7-IXJ7 (t, S)) = U2(7-IY;<\77 (5; t)) und CUl:TIxJ = CU277;TXJ.

Beweis. Sei (t,s) € Tzxy, dann gilt mit Bemerkung [3.2.18

Us(Tzx 7, (t,s)) = {t* € sons*(t)

(t",5) € Trxg \ Lzxg}
= {t* € sons*(t) s,

|
| (5.8") € Thg \ Lowg} = Ui(Tix g (5,1))

und damit nach Korollar [3.4.5]

CU2,7-I><;7 = Snel%}; #UZ(EXju (t7 S))

teCOIZ(EX]7S)

J— T =
= fé%}} #Ul(Tija (s,1)) = CUI:Tng'

terow™ (TZ, 75)

Da 7}TXJ der zu Tzx 7 transponierte Blockbaum ist, ist Tz« 7 der zu 7}1;J transponierte
Blockbaum. Mit obiger Aussage und (s,t) € T2, 7 folgt

Us(T1y 7. (5,1) = Ui(Tzxg, (t.5)) sowie  Cp, 7r = Cuy 73,5
und damit die Aussage. O

Die Werte Cy, 77, , und Cy, 17, , sind ein Mak dafiir, wie stark sich die Unbalanciert-
heit der Clusterbdume 77 und 77 auf den Blockbaum 77y 7 auswirkt. Je grofer einer
dieser Werte, desto grofer ist auch der maximale Levelunterschied zwischen Zeilen- und
Spaltencluster eines unzuléssigen Blocks. Dieser Effekt wird genauer in Abschnitt [3.4.2]
analysiert.

o7



3 Hierarchische Matrizen

Bemerkung 3.4.9 (Notwendigkeit). Man sieht relativ schnell ein, dass der Blockbaum
Tz nicht Csp-schwachbesetzt — mit Cgp, unabhingig von #I und #J beschrinkt —
sein kann, wenn Cy, 17, , und Cy, 17, , nicht unabhdingig von #I und #J beschrinkt
sind, da fir (t,s) € Tzx7

Ui(Tzx 7, (t,s)) Crow(Tzx7,t) sowie Us(Tzx7,(t,s)) C col(Tzx7,s)
und damit

Cuy oy s < ?é%‘ #row(Tzxg,t) sowie Cuy, 17, , < ?el%( #col(Tzx7,8)

gilt. Die Beschrinktheit von Cy, ;. ., und Cuy, 71, , ist also ein notwendiges Kriteri-
um fiir die Existenz einer Schwachbesetztheitskonstante von Trx 7. Mit Kontraposition
bedeutet dies, dass aus der Ezistenz einer Schwachbesetztheitskonstante von Trx 7 die
Beschrinktheit der Werte Cy, 17, ., und Cuy, 17, , folgt.

Fiir die abschlieffende Diskussion dieses Abschnitts verwenden wir fiir einen Blockbaum
Tzxg die vereinfachenden Notationen aus Definition [3.4.1 und Definition [3.4.6] Kommt
der transponierte Blockbaum 7}1; 7 in einigen Beweisen vor, werden wir auf die ausfiihr-
licheren Schreibweisen von row, col sowie der Mengen Ui (+,-) und Us(-, ) ausweichen.

Wir werden nun zeigen, dass ein Blockbaum 7747 genau dann Cg,-schwachbesetzt
(mit einem konstanten Cy, € N) ist, wenn sich Cy, und Cy, sowie Cg, unabhiingig von
#7 und #.J beschrankt lassen. Dieses Kriterium ist somit ein hinreichendes. Da wir in
diesem Abschnitt davon ausgehen, dass Cg, konstant ist (vgl. Bemerkung bzw. sich
dies fiir spezielle Anwendungen dieses Konzepts beweisen lédsst, werden wir die Mengen
row<(t) und row~ (t) sowie col<(s) und col” (s) aus Definition fur alle ¢t € 77 und
s € Tz durch Mengen ausdriicken, deren Elemente sich in einem geeigneten Sinne durch
Levelgleichheit auszeichnen sowie durch Uy (-,-) und Us(:,-) charakterisiert sind.

Lemma 3.4.10 (Darstellung von row~ und col<). Sei Tzx7 ein Blockbaum, dann gilt

(a) fiir alle t € Tz \ {root(Tz)} mit t* := father(t) € Tz

row<(t) = U {se(row=(tTT)NLy) | tT e Ua(tt,s)}
tt+epred(t)

und
(b) fir alle s € T \ {root(T7)} mit st := father(s) € T
col<(s) = U {te (col=(stT)NLy) | sTelUi(t,sth)}.

sT+epred(s)

Beweis. [(a)] Sei t € Tz \ {root(77)} und t* := father(t) € Tz. Wir zeigen die Gleichheit

der Mengen durch zwei Inklusionen.
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3.4 Schwachbesetztheit

»,C“ Es gelte 0.B.d.A. row<(t) # . Sei s € row<(t), dann gilt (¢,s) € Tzx7 und
level(s) < level(t). Damit gilt (¢, s) # root(7Tzx7) und nach Lemma[3.2.§| iiber die rekur-
sive Darstellung des Vaters

(t,s) € sons((tT, s)),

womit (t7,s) € Tzxg \ Lzx7 folgt. Mit Korollar [2.4.27] existiert nun ein ¢t T+ € pred(t*)
mit level(s) = level(t*) — potentiell kénnte auch ¢t* = ¢t gelten — und nach Lemma

3.2.20|[(b)] gilt (t7F,s) € Tzxg \ Lzx7. also insbesondere s € row=(¢t++). Mit t+ €
sons*(t11) folgt aukerdem t* € Us(tT",s) und mit level(t) > level(s) liefert Lemma

s € L7, also die zu beweisende Inklusion.
, 2 Auch hier sei die Menge auf der rechten Seite von @ 0.B.d.A. nicht leer. Sei

s € U {se€ (row=(tT)NLy) | tT €Us(t™,s)},
tt+epred(t)

dann existiert ein t* € pred(t) mit s € (row=(tt+)NLy) und t+ € Us(t*+, s). Es folgt
mit der Definition von Us(t™7,s), dass (t7,s) € Trxs \ Lzx7 sowie t+ € sons*(tt1)
gelten. Mit level(s) = level(t™") bedeutet dies level(s) < level(tt). Aus s € L7 und
t+ = father(t) folgt

(t,s) € sons(t™) x {s} =sons((t",s)) C Tzxs

und level(s) < level(tT) < level(tt) + 1 = level(t) liefert s € row<(t). Zusammen mit
,C“ ergibt sich die zu zeigende Mengengleichheit.

[(0)]Sei s € T7\{root(77)} und s := father(s) € 7. Nach Korollar[3.4.5 und Korollar
folgt mit Teil @ dieses Lemmas

CO]<(EXJ7 5) = I‘OW<(7de;<j, S)
= U {te (row™ (T s stHNLL) | sT € Ua(Ths (s71,1))}
st+epred(s)
= U {t S (001:(7-1><J73++) m‘CI) ‘ S+ € U1(7-I><Ja(t7 8++))}7
st+epred(s)
also die Aussage. O

Lemma 3.4.11 (Darstellung von row” und col”). Sei Tz« ein Blockbaum, dann gilt

(a) fir allet € L1
row” (t) = U U sons(s™)

stterow=(¢t) steU;(t,stt)

und

(b) fir alle s € Lg
col” (s) = U U sons(tT).

tttecol=(s) tteUs(tt+,s)
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Beweis. @ Sei t € L7. Wir zeigen die Mengengleichheit durch zwei Inklusionen.

»,C“ Es gelte 0.B.d.A. row” (t) # 0. Sei s € row”(t), dann gilt (¢,s) € Tzxs und
level(s) > level(t). Insbesondere gilt damit level(s) > 0 und es folgt die Existenz eines
Vaters s := father(s) € T7. Mit (¢,s) # (root(7z),r00t(T7)) = root(Tzx7), folgt mit
der rekursiven Darstellung des Vaters (vgl. Lemma

(t,s) € sons((t,s1)),

also (t,s7) € Tzxs \ Lzx7. Des Weiteren existiert nach Korollar [2.4.27) ein st+ €
pred(s™) mit level(s*™) = level(t) — potentiell kénnte auch sT = s+ gelten. Mit Lem-

ma[3.2.20[(a)|folgt (¢, s7F) € Tzx7\Lzx7. Dast € sons*(s™F) mit (t,5%) € Tzx7\Lzxs
gilt, folgt nach Definition st € Uy(t,s™). Fiir jedes s € row” (t) existieren also
st erow™(t) und s € Uy (t,s7T) so, dass s € sons(s™) gilt. Es folgt die zu beweisende
Inklusion.

, 2" Auch hier sei die Menge auf der rechten Seite von @ 0.B.d.A. nicht leer. Sei

5 € U U sons(sT),

stterow=(t) sTeUi(t,stt)

dann existieren st € row™(t) und st € Uj(¢,sT) mit s € sons(s™). Nach Definition
von Uy (t,st1) gilt (t,s7) € Tzxg \ Lzx7 und mit ¢ € L7 sowie sT = father(s) folgt

(t,s) € {t} x sons(st) = sons((t,s1)) C Trx7-
Aus st € Up(t,sTT) folgt sT € sons*(sT1), also insbesondere
level(t) = level(sT) < level(s™) < level(sT) 4 1 = level(s)

und damit s € row” (¢).

[(b)] Sei nun s € L7, dann gilt nach Korollar Korollar und Teil [(a)] dieses

Lemmas
col” (Tzx g, s) = row” (Tix 7, 9)

= U U sons(tT)

ttterow=(TH, ;,5) tTeUL(TE, ;. (stTT))

= U U sons(t1)

tttecol=(Tzxg,s) tteUz(Tzx g,(t1TT,s))

und somit die Aussage. O

Bemerkung 3.4.12. Es seien die Voraussetzungen von Lemmal[3.4.11] gegeben. Die dor-
tige Forderung t € L7 und s € L bedeutet keine Einschrinkung, da nach Lemma
fir allet € Tt \ Lz und s € To \ L7

row” (t) =0 sowie col”(s) =)

und damsit
#row” (t) =0 sowie #col”(s) =0

gilt. Dieser Fall ist also fiir die Abschétzung der Mdchtigkeiten nicht von Interesse.
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Bemerkung 3.4.13 (Mengengleichheit). Man beachte, dass in Lemma und Lem-
ma eine Mengengleichheit steht. Es ist also mdglich, fiir einen Blockbaum Tz«
sowie alle t € Tz und s € T; die Mengen row=(t) und row” (t) wie auch col~(s) und
col” (s) nur durch Mengen der Form row=(t) und col™(3), fiir geeignete t € Tz und
§ € Tz, und die Mengen Ui(-,-) sowie Us(-,-) aus Definition auszudricken. Die
exakte Darstellung der Ausgangsmenge geht hierbei nicht verloren.

Die letzten beiden Lemmata zeigen, dass wir fiir einen Blockbaum Tz« s die Machtig-
keiten von row<(¢) und row~ (t) sowie col<(s) und col”(s) fiir alle t € 7z und s € T7
unter Kontrolle haben, sobald sich Cy, und Cy, sowie die Mengen row=(¢) und col™(s)
fiir alle t € 77 und s € Tz gutartig verhalten.

Lemma 3.4.14 (Levelunterschied). Sei Tz« 7 ein Blockbaum.
(a) Seient € L7 und s € row=(t), dann gilt fir alle s* € Uy(t, s)

0 < level(s*) — level(s) < Cpy, — 1.

(b) Seien s € Lg und t € col™(s), dann gilt fir alle t* € Us(t, s)

0 <level(t*) —level(t) < Cy, — 1.

Beweis. [(a)] Sei s* € Ui(t, s), dann gilt s* € sons*(s) und damit level(s) < level(s*), also
0 < level(s*) — level(s).

Mit s* € sons*(s) existiert ein Pfad (sg,...,s¢), £ € Ny, von s nach s* in 77. Aus
s* € Uy(t, s) folgt (t,s*) € Trx7 \ L1x7 und mit s € row=(¢) gilt

level(t) = level(s) < level(s;)

fiir alle i € {0,...,¢}. Seii € {0,..., ¢}, dann gilt s; € pred(s*) (vgl. Korollar [2.4.18)) und
damit durch level(t) < level(s;) nach Lemma[3.2.20][(a)] auch (¢, s;) € Tzx7 \ Lzx 7 sowie
mit s; € sons*(s) insbesondere s; € Uy(t,s). Es befinden sich also mindestens (¢ + 1)
Elemente in Uj (¢, s).

Mit ¢ € L1 und s € row™(t) folgt nach Definition

#Ui(t,s) < Cu,
und somit nach obiger Uberlegung
0+ 1< #U(t,s) < Cyy,
also unter Verwendung von Korollar [2.4.25]

level(s*™) — level(s) = level(sy) — level(sg) = ¢ < Cy, — 1.
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[(b)] Sei t* € Ua(Tzx, (t, 5)). Es gilt nach Korollar
t€col™(Tzx7,8) = rOW:(’TITXJ, s)
und nach Korollar [3.4.§
1 € Un(Tr s, (4,9)) = Us (T s (5,1).
Mit Teil @ dieses Lemmas und Korollar folgt dann
0 < level(t*) — level(t) < CULT%"XJ —1=Cuy 77,5, — 1,

also die Aussage. O
Dank der Aussagen aus Lemma [3.:4.10, Lemma [3:4.11] und Lemma [3:4.14] lasst sich

nun die Existenz einer Schwachbesetztheitskonstante fiir einen Blockbaum 774 7 auf die

Groben Cg,, Cy, sowie Cy, zuriickfiihren.

Satz 3.4.15 (Schwachbesetztheit). Es sei Tzx s ein Blockbaum sowie

C = max sons(r
sons T‘GEUTJ# ( )7

dann ist Trxg Csp-schwachbesetzt mit
Csp < O (Csons(Cuy + Cry) +1).
Beweis. Wir befassen uns zuerst mit der Blockzeile. Sei dazu ¢ € Tz, dann gilt
row(t) = row™ (t) Urow<(t) Urow” (t).

Wir schétzen nun die Méchtigkeiten von row<(¢) und row~ (¢) separat ab.
Es gelte 0.B.d.A. row<(t) # ), damit also insbesondere level(t) > 0, womit ¢t € Tz \
{root(7z)} folgt. Es existiert also ein Vater ¢ := father(t) € Tz von t. Sei s € row=(t),

dann gilt (¢,s) € Tzxs und nach Lemma [3.4.10[(a)] folgt

s € U {se(row=(tTT)NLy) | tT €U(t™,5)}.
tt+epred(t)

Also gilt s € L7 und es existiert 7 € pred(t) mit s € row™ (¢t71) sowie t+ € Ua(tT7, 5).
Aus s € row™ (t71) folgt ¢t € col=(s). Lemma [3.4.14]|(b)| liefert nun

0 < level(tt) —level(t"1) < Cp, — 1
und mit (row=(t7T) N Ly) C row™ (t71) bedeutet dies
row<(t) C U row~ (tT).

tt+epred(tt)
0<level(tT)—level(tt+)<Cy, —1
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Da auf jeder Stufe nur ein Vorfahre von ¢ existiert (vgl. Korollar [2.4.18)), folgt damit

#Hrow<(t) < Z F#Hrow— (t771)
tt+epred(tt)
0<level(tT)—level(tT1)<Cy, —1

2 Cs

tt+epred(tt)
0<level(tT)—level(tT+)<Cy,—1 (321)

IN

level(tT)

= > G

L=level(tt)—(Cy,—1)
= C, (level(t™) —level(t*) + Cy, — 1+ 1) = C,Cu,.

Sei nun auch 0.B.d.A. row” (t) # () vorausgesetzt, dann gilt nach Lemma [(B)]
t € L1. Sei s € row” (t), dann folgt mit Lemma [3.4.11][(a)]

5 € U U sons(s™).

stterow=(t) steUi(t,st)
Da t € L1 gilt, folgt nach Definition fiir alle st € row=(¢)
#Ul(ta S++) < CU1'

Es gilt also
#row” (t) < Z Z #sons(sT) < Z Z Cisons
stterow=(t) steUi(t,st1) stterow=(t) steUi(t,st1)

S Z CU1 Csons S Cs:pCU1 C'sons-

st+erow=(¢)

(3.22)

Insgesamt ergibt sich

#row(t) < #row (t) + #row=(t) + # row” (t)
< Cszp + Cs:pCUg + Cs:pCU1 C’sons = CST)(CUl Csons + CUQ + 1)-

Wir untersuchen nun die Blockspalte und verwenden dazu den transponierten Block-
baum. Sei s € Tz, dann gilt analog

col(Tzx7,8) = col=(Tzx7,s) Ucol~(Tzx7,s) Ucol” (Tzx.7, 5)-

Aus Korollar folgen die drei Mengengleichheiten col™(Tzx.7,s) = row=(TZ, 7, ),
col*(Tzxg,8) = row<(TZ, ;,5) und col” (Tzx g, s) = row” (TZ, 7, ). Mit Korollar
ergibt sich dann analog zu (3.21)

# ol (Treg.s) = #row™ (T g.5) < C5C0, 71 = CaCunmans
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und analog zu ([3.22)
#col” (Tzx.7,8) = #row”™ (TITxJ’ s) < CsTaCUl,TITXJCsons = CpCUy, Tz 7 Csons-

Insgesamt also — wieder mit der vereinfachenden Schreibweisen fiir Tz 7 — die Ab-
schitzung

# col(s) < # col™(s) + # col<(s) + # col” (s)
< Cs:p + Cs:pCUl + C’s:pCYUg C'sons
= Cs:p(CU1 + CUzcsons + 1)

Fiir alle t € 77 und s € 77 gilt dann
max{# row(t), # col(s)} < Cop (C’SOHS(C’U1 + Cy,) + 1)
und damit die Aussage. O

Bemerkung 3.4.16 (Spezialfille). Es seien die Voraussetzungen von Satz gege-
ben, dann gilt die Abschdtzung fiir Cs, auch, falls

row (t) =0 fir allet € L1
und col™(s) =0 fir alle s € L7

(3.23)
gilt, da dann wie in Bemerkung [3.4.7 erwdhnt
row<(t) = row” (t) = col<(s) = col”(s) =0 fiir allet € Tz und s € Tz
folgt. Mit der Definition Cy, = 0 = Cy, bedeutet dies also
Csp < Cgp-

Die Aussage des Satzes gilt insbesondere auch dann, wenn nur einer der beiden
Falle in (3.23)) auftritt.

Bemerkung 3.4.17 (Notwendig und hinreichend). FEs seien die Voraussetzungen von
Satz[3.4.15 gegeben, dann liefert die dortige Aussage zusammen mit Bemerkung[3.4.9 die

Abschdatzungen
max{Cy,, Cy, } < Cyp < Cg, (Csons(Cu, + Crpy) +1).

Die Beschrinktheit von Cy, und Cy, unabhdngig von #Z und #J ist also sowohl not-
wendiges als auch — Cg; als konstant vorausgesetzt — hinreichendes Kriterium fir die

Ezistenz einer Schwachbesetztheitskonstante von Trx 7.
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3.4.2 Spezielles Konzept

Um die Existenz einer Schwachbesetztheitskonstante eines Blockbaums 77«7 zu zeigen,
miissen nach dem vorherigen Abschnitt Cy, und Cy, aus Definition [3.4.6| unabhéngig von
#7 und #J beschrénkt sein. Da die Mengen Uy (-, -) und Us(+, ) fiir das allgemeine Kon-
zept allerdings sehr abstrakt formuliert sind, ist eine ndhere Untersuchung angebracht,
um ein in der Anwendung eventuell leichter nachweisbares Kriterium zu erhalten. In die-
sem Abschnitt wird gezeigt, dass eine Schranke fiir den Levelunterschied zwischen zwei
Clustern t € 77 und s € 77, die zusammen einen unzuléssigen Block bilden und von de-
nen einer ein Blatt ist, ein hinreichendes Kriterium hierfiir darstellt. Die Notwendigkeit
dieser Schranke fiir den Levelunterschied ist mit Lemma [3.4.14] bereits bewiesen.

Definition 3.4.18 (Levelunterschied). Sei Tz« 7 ein Blockbaum, dann definieren wir fiir
alle (t,s) € Tzxg

L(Tzx 7, (t,s)) = max level(s™) — level(t
o
und Lo(Tzx g, (t,s)) == max level(t*) — level(s '
(Tags(t8) =, x| Jevel(#) ~ level(s)
sowie
CLl,TIXJ = ?EI%X Ll(EXJ7 (t,S))
T
serow= (Tzx 7,t
srov Tz ) (3.25)
und Cr, 17, , = max Lo(Tzx 7, (t,5)).

seL g
tecol=(Tzx7,8)

Analog zu Definition schreiben wir

Li(t,s) anstatt L1(Tzx7,(t,s))
und Lo(t,s) anstatt Lao(Tzx7,(t,s))

fir alle (t,s) € Tzxg sowie

Cr, anstatt Cr, 715,
und Cp, anstatt Cr, 717, ;,

wenn keine Mehrdeutigkeit im Bezug auf den Blockbaum vorliegt.

Bemerkung 3.4.19 (Spezialfille). In Analogie zu Bemerk‘ung kdnnte auch hier fiir
einen Blockbaum Tzx 7 der Fall auftreten, dass sowohl fiir die Werte Li(Tzx 7, (+,-)) oder

La(Tzx 7, () aus (3.24), als auch fir Cr, 17, , oder Cp, 1., aus (3.25) das Mazimum
tiber die leere Menge gebildet wird. Fir ein (t,s) € Tzxg mit #U1(Tzx g, (t,s)) =1 folgt

Ur(Tzxg, (t,5)) = {s}

und damit
Li(Tzx g, (t,s)) = 0.
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3 Hierarchische Matrizen

Analog folgt dies auch fir Lo(Tzx 7, (,+)). Aus diesem Grund setzen wir fir (t,s) € Tzxg

Li(Tzxg,(t,s)) :== =1, falls Ui(Tzxg,(t,s)) =0
und  Lo(Tzx 7, (t,8)) := =1, falls Us(Tzx7,(t,s)) =0

gilt sowie analog

Cri T2y = —1, falls row=(t) =0 fiir allet € Lz
und Cp, 77, , = —1, falls col=(s) =0 fir alles € Ly

gilt.

Im Zusammenhang mit dem transponierten Blockbaum stellen sich die in Definition
eingefithrten Werte wie folgt dar.

Korollar 3.4.20 (Transponierter Blockbaum). Seien Tzx 7 ein Blockbaum, dann gilt fiir
alle (t,s) € Tzxg

L2<7-IX77 (ta S)) = LI(ITICZ;._’% (87 t)) und CL27TI><J - CLLTITXJ

sowie
L1(7-IXJ> (tv 5)) = LQ(,TIj;J: (Svt)) und CLLTIXJ = CLZ,TZ,-TXJ'

Beweis. Sei (t,s) € Tzx 7, dann gilt nach Korollar

Lo(Tzx g, (t,s)) = t*eUg(I%a}; o) level(t*) — level(s)
= max level(t*) — level(s) = L1(TZ. 7, (s,t)).
e B evele) levels) = LT . (51)

Mit dieser Gleichheit und Korollar [3.4.7] folgt

T
CraTry = max Lo(Toxg,(bs)) = max Li(Tzug, (s,0) = Cuyz, -
tecol=(Tzx7,8) tErow— (’Tng,s)

Da Tz« 7 der zu 7}1;] transponierte Blockbaum ist, folgen mit obiger Aussage und (s,t) €
Tig
Ly(Th g (5.0)) = Ly (Trug . (t5) mnd Cpypr = Cy s

also die Aussage des Korollars. O

Wir verwenden fiir den abschliefsenden Teil dieses Unterkapitels die vereinfachenden
Notationen aus Definition fiir einen Blockbaum 77y 7. Bei der Anwendung des
transponierten Blockbaums 7'ZTX 7 werden wir fiir eine deutlichere Unterscheidung auf die
ausfiihrlicheren Schreibweisen zuriickgreifen.

Cr, und C', beschreiben den maximalen Levelunterschied zwischen Zeilen- und Spal-
tencluster eines unzuléssigen Blocks des Blockbaums 77« 7. Folgendes Lemma zeigt, dass
sich hierdurch eine obere und untere Schranke fiir Cy;, sowie Cy, formulieren lésst.
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Lemma 3.4.21. Sei Tzxg ein Blockbaum sowie Csons 1= maX,e7;u7, # sons(r) > 2,
dann gelten die Abschdtzungen

C C
Cr, +1<Cpy, <20somt und Cr, +1 < Cp, < 2Cson?.

Beweis. Nach Lemma [3.4.14[(a)] gilt fiir alle ¢ € £7 und s € row™(t) sowie s* € Uy (t, s)
die Abschétzung
0 < level(s*) — level(s) < Cpy, — 1.

Mit level(t) = level(s) folgt dann Cr, < Cy, — 1 und damit
Cr, +1<Cy,.
Seien t € L7 und s € row™(t). Wir definieren fiir alle £ € Ny die Mengen
Ul(e)(t, s):={s" € Ui(t,s) | level(s*) — level(s) = ¢}.

Fiir alle s* € Uj(t, s) gilt s* € sons*(s), womit ein Pfad (so,...,s¢), £ € Np, von s nach
s* in Ty existiert. Mit ¢ € L7 und s € row=(¢) folgt aufgrund der Definition von Cp,
sowie Korollar [2.4.25)

0 < ¢ =level(sy) — level(sg) = level(s™) — level(s) = level(s™) — level(t) < Cp,,

also
nit,s) < |J 0%s). (3.26)
0<(<Cr,

Um die Méchtigkeit von U (¢, s) und damit Cy, abzuschétzen, beschréanken wir die Méch-
tigkeiten der UI(Z) (t,s) fiir alle £ € Ny induktiv durch C*

sons-*

Fiir £ =0 gilt UI(O) (t,s) € {s} und somit #U1( (t,8) <1=CY ..
gegeben, dass #Ul(g) (t,s) < CL . gilt.

Fiir s* € U(Hl)(t, s) gilt nach Definition s* € U;(t, s) mit level(s*) —level(s) = £+1 >
0. Aus s* € Ui(t, s) folgt (t,s*) € Tzx7\Lzx7 und s € row= () liefert level(t) < level(s*).
Es muss also (t,s*) # root(7zx7) gelten und mit der rekursiven Darstellung des Vaters
(vgl. Lemma [3.2.8) folgt (¢,s*) € sons((t,s)) mit s* := father(s*) € 77. Insbesondere
gilt damit (¢,s7) € Tzx7 \ Lzx7 — da dieser Block Sohne besitzt — und

Es sei nun ¢ € Nj so

level(s™) — level(s) = level(s*) — 1 —level(s) = £+ 1 —1 = /.

Aus s* € Up(t,s) und level(s*) > level(s) folgt s* € sons*(s) \ {s}, also nach Korollar
m. 3+ = father(s*) € sons*(s) und damit st € Ul(ﬁ) (t,s). Insgesamt ergibt sich

UI(ZH)(t, s) = U sons(s™)
s*GUl(e)(t,s)

und damit nach Induktionsvoraussetzung

#US sy <4 | sons(sh) < Coons#t UL (t5) < CLEL

st GUI([) (t,8)
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Aus (3.26) und der Voraussetzung Csons > 2 folgt mit der geometrischen Reihe

OL1 CL1
/4 C _ C
#UI(ts) <# | U(ts) <D Ol = Chaid Y. Ok < 2Cit,
0<e<Cyp, =0 =0

womit dann auch Cp, < QC’SC(;ﬁé gilt.
Mit der oben bewiesenen Abschétzung, angewendet auf den transponierten Blockbaum
7}1; 7 folgt

CLl’TITxJ
CLl:TgXJ + 1 S CUI,/];TXJ § 2C’sons .
Korollar [3.4.8 und Korollar [3.4.20] liefern
C
CraTres + 1< CtuTry < 2Csons 7,
womit die Aussage folgt. O

Bemerkung 3.4.22 (Spezialfille). Es seien die Voraussetzungen von Lemma |3.4.21
gegeben, dann folgen die dortigen Abschatzungen auch, falls in Definition[3.7.18 ein Ma-
ximum tber die leere Menge gebildet wird. Gilt beispielsweise

row (t) =0 fir allet € Lz,

so folgt mit Bemerkung[3.4.7 und Bemerkung sowie Csons > 2> 0

Cr,+1=-1+1=0=Cp, <205L =205k

sons

Analog folgt diese Aussage fir Cr, und Cy, sowie fir den Fall, dass Uy(t,s) = () oder
Us(t,s) = 0 fiir alle (t,s) € Trxg gilt. Damit behdilt Lemma [3.4.21 auch in diesen
Spezialfillen seine Giiltigkeit.

Korollar 3.4.23 (Schwachbesetztheit). Sei Tz« ein Blockbaum sowie

C = max sons(r) > 2
sons TEEUTJ# ( )— Y

dann ist Tzxg Csp-schwachbesetzt mit

— c 1 C 1
Cop < O3 (2(03(;1;* +Cult™) + 1>.

Beweis. Nach Satz[3.4.15 gilt
Csp < Cs:p (Csons(CUl + CUQ) + 1) (3'27)
und mit Lemma [3.4.21] folgt

— C C — Cp,+1 Cr,+1
Cop <05 (C (20508 +20082) + 1) =Cy (2 (o™ +caig™) + 1>.
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Bemerkung 3.4.24 (Notwendig und hinreichend). Es gelten die Voraussetzungen von

Korollar[3.4.23, dann liefern Lemma und Korollar [3.4.23 zusammen mit Bemer-
kung die Abschatzungen

_ C 1 C 1
max {Or, + 1,01, +1} < Cp < €5 (Q(Csoﬁé+ +clo™) + 1)'

Die Beschrinktheit von Cr, und Cp, unabhdngig von #Z1 und #J ist damit also in
Analogie zu Bemerkung sowohl notwendiges als auch — Cg; als konstant voraus-
gesetzt — hinreichendes Kriterium fiir die Existenz einer Schwachbesetztheitskonstante

von Trx 7.

69






4 Matrix-Galerkin-Verfahren

Dieses Kapitel dient der Herleitung sowie Analyse des Matriz-Galerkin- Verfahrens. Hier-
zu betrachten wir exemplarisch die lineare Matrixgleichung

AXB* =C (4.1)

mit A € R?*Z, B € R7*J | rechter Seite C € R¥*7 und gesuchter Losung X € RZ*7
wobei Z sowie J endliche Indexmengen seien. An entsprechender Stelle wird angegeben,
wie sich die Diskussion auf allgemeine lineare Matrixgleichungen der Form

N
> AXBf=C (4.2)
=1

mit N € N sowie 4; € R¥*Z und B; € R7*Y fiir alle i € {1,..., N} erweitern lisst.
In typischen Anwendungen ist die zu berechnende Losung X vollbesetzt. Als Beispiel
liefse sich hier die Berechnung der Inversen einer regulren — z. B. aus der Diskretisierung

eines partiellen Differentialoperators stammenden — Matrix A € RZ*Z nennen (vel.
Kapitel . In diesem Fall wire die Gleichung

AX =1

zu 16sen. Selbst wenn die Matrix A schwachbesetzt ist, gilt dies i.A. nicht fiir A~!. Somit
bedeutet allein das Setzen aller Eintrdge von X — vernachléssigt man die konkrete
Berechnung dieser — einen Aufwand von mindestens #Z#.7 Operationen. Ein geringerer
Aufwand ldsst sich in diesem Fall potentiell also nur gewahrleisten, wenn die Lésung X
durch eine Approximation X € RT*J ersetzt wird. Das Ziel ist es nun, einen Ansatz zu
prasentieren, der genau so eine Approximation mit einem in #Z und #J asymptotisch
linearen Aufwand berechnet. Hierzu bedienen wir uns der in Kapitel [3] eingefiihrten H2-
Matrizen und verwenden zur Herleitung die in Abschnitt diskutierte Technik der
Variationsformulierung.

4.1 Variationsformulierung

Ebenso wie in Abschnitt 2.3 wird hier zwischen der kontinuierlichen und der Galerkin-
Variationsformulierung unterschieden. Obwohl beiden Formulierungen ein endlich-dimen-
sionaler Raum zugrundeliegt, wird das Attribut ,,kontinuierlich* verwendet, um die struk-
turelle Nahe zu besagtem Abschnitt zu verdeutlichen.
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Kontinuierliche Variationsformulierung

Um die in Abschnitt vorgestellten Techniken und die dort angegebenen Aussagen
anwenden zu kénnen, muss die Gleichung in eine Variationsformulierung {iberfiihrt
werden. Nach Lemma ist V := (RT*J (-, ) ein Hilbertraum, womit der Riesz-
sche Darstellungssatz die isometrische Isomorphie von V' zu seinem Dualraum V' liefert
(siehe z.B. [20, Satz 2.25]). Wir finden also fiir alle f € V' eine Matrix F' € V so, dass

(f,X)=(F,X)p firale X eV

gilt, und jede Matrix F' € V definiert auf diese Weise — also iiber die Verwendung
von (-,-)p — ein Element des Dualraums V’. Aus diesem Grund ersetzen wir die duale
Paarung (-,-) durch das Frobenius-Skalarprodukt (-, -) ». Des Weiteren schreiben wir im

Folgenden fiir V = (RT*7 (. -).) auch vereinfachend nur RZ*7.
Fiir die Bestimmung einer Losung X € RZ*7 von definieren wir die Bilinearform
a: R xR 4R, (X,Y)— (AXB*Y), (4.3)

— die eine Bilinearform definierenden Eigenschaften lassen sich direkt nachrechnen —
und gelangen so zu der Variationsformulierung

a(X,Y)=(C,Y), firalleY € RP*7,

Eine im Folgenden fiir die Losbarkeit dieser Formulierung charakteristische Eigenschaft
der Bilinearform aus (4.3) liefert das nachstehende Lemma.

Lemma 4.1.1 (Charakterisierung der Bilinearform). Seien Z und J endliche Indexmen-
gen sowie A € RT*T und B € RI*I symmetrische Matrizen, dann ist die Bilinearform

a:RP>*T xR 4R, (X,Y)— (AXB*Y)

ebenfalls symmetrisch und mit
a:=min{\p | A€ o(A) und u € o(B)}
sowie [ :=max{\u | A€ o(A) und p € o(B)}

folgt
| X% < a(X,X) <B||X||%  fir alle X € RP*, (4.4)

Beweis. Da A und B symmetrisch sind, gilt dies nach Lemma [2.2.4][(a)] auch fiir B ® A.

Mit Lemma @ und Lemma folgt dann fiir alle X,Y € RT*7

a(X,Y) =(AXB")Y)p = (B® A) vec(X),vec(Y)),
= (vec(X), (B® A)vec(Y)), = (X, AYB")
= <AYB*,X>F =a(Y, X)

und somit die Symmetrie der Bilinearform. Des Weiteren folgt nach Lemma
c(B@A)={ | A€o(A) und p € 0(B)}
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und damit
a=min{A | Aco(B® A)} sowie f=max{A | Aco(Bx A)}.
Fiir alle X € RT*7 folgen nach Lemma @ die Abschitzungen
all vee(X)|3 < (B © A) vec(X), vee(X)), < B| vec(X)|3,
also nach Lemma @ sowie Lemma m
al X% < (AXB*, X)p < Bl X[ %

und mit der Definition der Bilinearform die zu beweisende Aussage

o X% < a(X,X) < B||X||%2 fiir alle X € RT*7,

O

In Lemma ist zu beachten, dass aufgrund der Symmetrie der Matrizen A € RZ*T
und B € RY*Y fiir deren Spektren

c(A)CR und o(B)CR

gilt (siehe Lemma , womit wir sowohl das Minimum als auch das Maximum
iiber die dortigen Mengen bilden diirfen und «, 5 € R folgt.

Wir werden nun zeigen, dass eine Bilinearform auf RZ*Y | welche eine Ungleichungs-
kette der Form mit o, 8 € R und « > 0 erfiillt, hinreichend ist, um Existenz und
Eindeutigkeit einer Losung der Variationsformulierung zu gewéhrleisten.

Lemma 4.1.2 (Eindeutige Losbarkeit). Seien Z und J endliche Indexmengen sowie
a: RXT x RIXI 5 R eine symmetrische Bilinearform. Seien weiter o, B € R mit o > 0
so gegeben, dass

o X% < a(X,X) < B|X||%2  fir alle X € RT*I (4.5)
gilt, dann besitzt die Variationsformulierung
a(X,Y)=(C,Y), firaleY € R**J

fiir alle C € RT*J eine eindeutige Losung X € RT*T . Zusdtzlich gilt
1
1X[|r < =[IClp-
a

Beweis. Mit Cy := « > 0 folgt nach (4.5)) insbesondere Cy := 8 > 0 sowie die C-Koerzi-
vitit der Bilinearform a(-,-). Damit gilt insbesondere a(X, X) > 0 fiir alle X € RT*7 \
{0}, womit a(:,-) aufgrund der Symmetrie ein Skalarprodukt definiert. Die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung (siehe z.B. |20, Lemma 2.21]) zusammen mit (4.5)) liefert
1 1 1 1
(X, Y)] < a(X, X)2a(Y,Y)2 < 52| X[|pB2|[Y|[F = Gl X]|F[[Y || F,

also die Cs-Stetigkeit von af(+,-). Die Aussage folgt nun mit dem Lemma von Lax-Milgram
(siche Lemma [2.3.2)). O
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Fiir die Matrixgleichung (4.1 folgen nach Lemma somit Existenz und Eindeu-
tigkeit einer Losung, wenn

min{\u | A€ o(A) und p € o(B)} >0

gilt (vgl. Lemmal4.1.1). In der nachstehenden Bemerkung werden wir den allgemeineren
Fall einer Matrixgleichung der Form (4.2]) auf die oben bewiesenen Aussagen zurtickfiih-
ren.

Bemerkung 4.1.3 (Allgemeine lineare Matrixgleichung). Seien Z und J endliche Index-
mengen, N € N sowie A; € RE*T und B; € RI*I fiir alle i € {1,..., N} symmetrische
Matrizen. Wir betrachten eine allgemeine lineare Matrixzgleichung der Form

N
> AXB;=C (4.6)
i=1
zu einer gegebenen rechten Seite C € RT*J und gesuchter Losung X € RT*J
Fiir alle i € {1,..., N} definieren wir die Bilinearform
a; : R x RP*T R, (X,Y) = (A, XBY)
sowie

a; :==min{A\p | A€ o(A;) und p € o(B;)}
und B :=max{\u | A€ o(A;) und p € o(B;)}.

Mit Lemma folgt dann fir alle i € {1,...,N} die Symmetrie der Bilinearform
a;(+,-) sowie die Abschdtzungen

| X||F < ai(X, X) < Bill X% fiir alle X € RT*7. (4.7)
Die Variationsformulierung von (4.6) lautet nun
a(X,Y)=(C,Y), firaleY € RF*7
N N
a:RPT xR SR, (XY) = Y (AXBLY)p=) a(X,Y)

i=1 i=1
Wir setzen

N N
a::Zai und B::Zﬂ’“
i=1 i=1

dann gelten fiir alle X € RT*J mit Gleichung ([.7) die Abschitzungen

N N

Al X[[F = aillX[IF < ) ai(X, X) = a(X, X)
=1 =1
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und
N N
a(X, X) = ai(X,X) <) BilIX[F = B X][3-
=1 =1

Gilt nun « > 0, dann folgen nach Lemmal{.1.9 Existenz und Eindeutigkeit einer Losung
X € RT*T won ([d.6) sowie die Stabilititsabschditzung

1
IXNF < =lClp
«

Galerkin-Variationsformulierung

Im vorherigen Abschnitt wurde fiir eine gegebene lineare Matrixgleichung mit der dort
angegebenen Struktur die kontinuierliche Variationsformulierung hergeleitet und es wur-
den Aussagen iiber deren Ldsbarkeit bewiesen. Wir betrachten nun — wieder mit zwei
endlichen Indexmengen Z und J — eine allgemeine Variationsformulierung der Form

a(X,Y)=(C,Y), firalleY € R**7. (4.8)

Die Matrix X € RZ*7 sei hier wieder die zu berechnende Losung, a : RZ*I x RT*J 5 R
eine Bilinearform und C € RT*7 eine vorgegebene rechte Seite. Die konkrete Struktur
der zugrundeliegenden Matrixgleichung ist fir die folgenden Betrachtungen unerheblich,
womit die Diskussion auf die beiden vorher untersuchten Gleichungen anwendbar ist.
Wie eingangs dieses Kapitels motiviert, sind wir an einer Approximation X e RT*J
der Lésung interessiert und verwenden fiir die Darstellung dieser Approximation eine
H2-Matrix. Seien dazu Tz ein Blockbaum sowie V7, und W, zwei geschachtelt Clu-
sterbasen. Zur vereinfachten Schreibweise setzen wir

M = H(Tzx 7, Vi, W1, ). (4.9)

Nach Korollar [3.3.13|ist M C RZ*J ein Teilraum von RZ*Y . Indem wir RZ*Y in (4.8))
durch M ersetzen, gelangen wir zu der Galerkin-Variationsformulierung

a(X,Y)=(C,Y), firalleY e M (4.10)

zur Bestimmung einer approximativen Losung X € M. Sofern die Bilinearform a(--)
Cs-stetig und Cy-koerziv ist, sichert das Lemma von Céa die eindeutige Losbarkeit von
(A.10).

Mit den Eigenschaften der Bilinearform a(-, -), welche Existenz und Eindeutigkeit einer
Losung der kontinuierlichen Variationsformulierung sicherstellen — also die Vorausset-
zungen von Lemma [1.1.2] —, ergibt sich eine analoge Aussage fiir die Losbarkeit der
Galerkin-Variationsformulierung.

Lemma 4.1.4 (Eindeutige Losbarkeit). Seien Z und J endliche Indexmengen sowie
a: RTXT x RT*JI — R eine symmetrische Bilinearform und o, € R mit @ > 0 so

gegeben, dass
o X% < a(X,X) < BI|X|%  fir alle X € RP*T (4.11)
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gilt, dann besitzt die Galerkin-Variationsformulierung (4.10) fir alle C' € RI*T eine
eindeutige Losung X € M mit

- 1
Xl < —[Cllp
«

Zusdtzlich gilt mit der Losung X € RT*J der kontinuierlichen Variationsformulierung

(4.8) die Abschitzung
= %lr < /2 st x— 7
ayem

Beweis. Analog zu dem Beweis von Lemma folgt aus die Ck-Koerzivitéit
sowie die Cs-Stetigkeit der Bilinearform a(-,-) mit Cyx := o und Cs := (. Damit liefert
das Lemma von Céa (siche Lemma [2.3.3) Existenz und Eindeutigkeit einer Galerkin-
Losung X € M von sowie die Stabilitdtsabschétzung

- 1
1XlF < —[Cllp
«

Aufgrund der Symmetrie von a(-, -) folgt nach Bemerkung die Abschitzung

X — X|r < \/é inf | X —Y||p.
& yem

O

Bemerkung 4.1.5 (Energienorm). Es seien die Voraussetzungen von Lemma ge-
geben, dann folgt fir die Losung X € RIXT der kontinuierlichen Variationsformulierung
(4.8) und der Lisung X € M der Galerkin-Variationsformulierung nach Bemerkung

die Abschdtzung _ _
X = X|lo < _inf |X =Y,
YeM

i der Energienorm.

Der hier vorgestellte Zugang zum Lo&sen von Matrixgleichungen wird im weiteren
Verlauf dieser Arbeit als das Matriz-Galerkin- Verfahren bezeichnet. Fiir die konkrete
Berechnung einer Losung untersuchen wir nun die Darstellung des aus der Galerkin-
Variationsformulierung (4.10]) resultierenden linearen Gleichungssystems.
Matrix-Galerkin-Gleichungssystem
Wir betrachten fiir zwei endliche Indexmengen Z und J wieder die Matrixgleichung

AXB*=C

mit A € RT*Z, B € R7*J | rechter Seite C € RT*J und gesuchter Losung X € RT*J,
Wie vorher diskutiert, fithrt dies auf die kontinuierliche Variationsformulierung

a(X,Y)=(C,Y), firalleY € RP*V
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mit der Bilinearform
a: R xR R, (X,Y)~ (AXB*Y),
sowie auf die daraus resultierende Galerkin-Variationsformulierung
a(X,Y) = (AXB*Y), = (C,Y), firalleY e M (4.12)

mit dem Raum M = H*(Tzx g7, V7, Wr,) der H2-Matrizen fiir einen Blockbaum Tz 7
und zwei geschachtelte Clusterbasen V7, sowie Wy, (vgl. ([.9)).

Vor der Untersuchung der konkreten Darstellung des aus resultierenden linearen
Gleichungssystems wird eine vereinfachende Annahme im Bezug auf die Clusterbasen
getroffen. Diese wird es uns ermdglichen, in den spéteren Algorithmen und Analysen auf
eine Unterscheidung zwischen zulédssigen und unzuldssigen Blattern des Blockbaums zu
verzichten.

Korollar 4.1.6 (Voller Rang). Seien Tzxy ein Blockbaum sowie Vi, und Wy, zwei
orthogonale Clusterbasen mit Rangverteilungen K1, bzw. L7,. Es gelte

#‘E = #Kt und #-§ - #Ls fur alle (t7 S) € ‘CEXJ’

dann folgt
xtXxs = Vi(VI XW )W, fiir alle (t,s) € L7, ;-

Beweis. Sei (t,s) € L7, ;. Wir zeigen, dass V;V;" = x; und W;W; = x; gelten.
Mit der Eigenschaft V; = x;V; einer Clusterbasis folgt

Bild(V;) C Bild(x¢). (4.13)

Die Orthogonalitat der Zeilenclusterbasis liefert V;*V; = I, womit die Spalten von V; eine
Orthonormalbasis von Bild(V;) bilden. Mit der Voraussetzung #K; = #t folgt dann

dim(Bild(V;)) = #K; = #t = dim(Bild(x;)).
Zusammen mit Gleichung (4.13)) gilt also
Bild(V;) = Bild(x;).

Sei 2 € RZ, dann gilt x;x € Bild(x;) = Bild(V;). Es existiert also ein y € R so, dass
xex = Vyy gilt. Mit V; = x¢Vi, x¢ = x7 (vgl. Korollar und der Orthogonalitit der
Clusterbasis folgt

y =V Voy =Vi'xer = (tVi)*z = V/'w,

also
xer = ViVi'z.

Da dies fiir alle € R” gilt, folgt V;V;* = x;. Analog folgt auch x; = W,W und damit

XtXXs = W(‘/;*XWS)W:
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Bemerkung 4.1.7 (Gleichbehandlung zuldssiger und unzuléssiger Blatter). Seien Tzx 7
ein Blockbaum sowie (V, E, K)r; und (W, F,L)t, zwei orthogonale, geschachtelte Clu-
sterbasen. Fir eine Matrizx X € H*(Tzxg,(V,E,K)7;,(W,F,L)7,) existiert nach De-
finition eine Familie (Sp) von Kopplungsmatrizen mit S, € RE*Ls fiir alle b =

belt, ,
(t,s) € E;Xj so, dass
X= > VSWi+ D xiXxs
b=(t,s)eLE, , b=(t,s)€LT, 7
gilt. Stellen wir nun
#t=#K; und #35=H#L, fiiralle (t,s) € LT, 7 (4.14)

sicher und setzen

Sy =V XWs  fiir alle b= (t,s) € L7, 7,
dann gilt mit Korollar|4.1.6

X= Y WSWI+ DY xXx= Y, ViSWi
b=(t,s)eLE, , b=(t,)ELT, ; b=(t:s)€L1x g
Unter der Voraussetzung (4.14) brauchen wir also nicht zwischen zuldssigen und un-
zuldssigen Blattern des Blockbaums zu unterscheiden. Berechnen wir nun fir b = (t,s) €
Lz, 7 eine Kopplungsmatriz Sy € RExLs 5o lisst sich tiber

ViSp Wy = Vi(Vir XWs )W = xi X xs

die geforderte Darstellung wieder herstellen. Dies vereinfacht die folgende Diskussion
hinsichtlich der Vermeidung diverser Fallunterscheidungen. Aus diesem Grund sei die
Bedingung ab hier vorausgesetzt, und wir betrachten im weiteren Verlauf dieser
Arbeit nur orthogonale Clusterbasen.

Da fiir den Ansatzraum M neben dem Blockbaum sowohl die Zeilen- als auch die Spal-
tenclusterbasis vorgegeben sind, reduziert sich die Berechnung einer Losung der Galerkin-
Variationsformulierung auf die Bestimmung einer Familie von Kopplungsmatrizen.
Um von der Galerkin-Variationsformulierung zu einem linearen Gleichungssystem zu ge-
langen, bendtigen wir eine Basis des Raums M. Hierzu werden wir M in lokale Teilrdume
zerlegen und fiir diese jeweils eine Basis angeben, die dann zusammen eine Basis von M
definieren — vgl. auch mit der in [35, Kapitel 8| verwendeten Herangehensweise zur
Definition von H2-Matrizen.

Definition 4.1.8 (Lokale Teilrdume). Seien Tzx 7 ein Blockbaum sowie (V, E, K)1, und
(W, F,L)7, 2wei geschachtelte Clusterbasen, dann definieren wir fiir alle b = (t,s) €
L1y 7 die Mengen

My ={V,.SW> | Sy € RKtXLS}. (4.15)
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Die Tatsache, dass die Mengen aus Definition m Teilriume des RZ*7 definieren,
lasst sich direkt nachrechnen. Wir werden nun zeigen, dass sich M als direkte Summe
(vgl. [1I, Abschnitt 1.6 Definition 3|) der Teilrdume darstellen ldsst und geben eine Basis
dieser Teilraume an.

Lemma 4.1.9 (Direkte Summe). Seien ein Blockbaum Tzxg sowie zwei orthogonale,
geschachtelte Clusterbasen (V, E, K)1; und (W, F,L)7, gegeben, dann gilt

M= P M,

beLzyg
und fir alle b = (t,s) € L1x 7 bildet die Menge
{(Vie))(Wieg)™ | (i,5) € Ki X Ls} (4.16)
eine Orthonormalbasis (bzgl. (-,-) ) von My,

Beweis. Wie vorher erwéhnt, bilden die M, fiir alle b € L1747 lineare Unterrdume von
RZ*J . Sei X € M, dann existiert nach Definition eine Familie (Sb)bersy, von Kopp-
lungsmatrizen mit S, € RE*Ls fiir alle b = (t,s) € L1x7 sowie

X = Z ViSy W,
b=(t,s)€Lrx 7

also X € 3 pcp, M. Sei nun X € > bers, , My, dann existiert fiir alle b = (¢, ) €
L71y.7 eine Matrix S, € REt*Ls mit V,SyW* € M, und

X = Z ViSy W,
b=(t,s)€£1><]

Nach Definition gilt dann auch X € M, womit insgesamt

folgt.
Nach Lemma bilden die Beschriftungen der Elemente aus L1« s eine disjunkte
Partition von Z x J. Damit folgt insbesondere fiir alle ¥/,b € L7« 7 mit b/ # b auch

Mb’ N Mb = {0}
und somit fiir alle b € L7y 7

M N Z My = {0}.
b/Gl:IXj
b #£b
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Es gilt also

Sei nun b = (t,s) € L1x7 und Vi.S,WF € M, dann gilt

> Sg(Vie) Weep) = > (Sp)ijVilewe)) W

(4,§)EKtx Ls (i,5)€KtX Ls

=V Z (Sb)ij(eie;) Ws*

(i,§)EKx L
= Vi Sp Ws.

Somit ldsst sich jedes Element aus Mj durch eine Linearkombination der Elemente aus
(4.16) darstellen. Fir (i,7), (k,l) € Ky x Ly gilt aufgrund der Orthogonalitat der Clu-
sterbasen
(Vied)(Wseg)™, (Vier)(Wser)™) o = (Vi(eiel) WS, Vilere )W)
= (ViVileie))WWs, ereq) .

= (i€}, ek€]) . = (i j)(k,0)»

wobei

1 falls (i,5) = (k,1),
Oi,g) (k) "=

0 sonst

das Kronecker-Delta bezeichne. Die Menge aus (4.16) definiert somit eine Orthonormal-
basis von Mp. O

Dieses Lemma verdeutlicht durch noch einmal die Bezeichnung Clusterbasis.
Wir sind nun also in der Lage, die Galerkin-Variationsformulierung (4.12)) weiter zu
untersuchen. Seien dazu Tzx s ein Blockbaum und (V, E, K)7, sowie (W, F, L)1, wieder
zwei orthogonale, geschachtelte Clusterbasen. Eine Basis von

M = HQ(EXJv v, E7K)7—I7 (W, F, L)Tj)
ist nach Lemmal[d.1.9|durch die Vereinigung der Basen von M, fiir alle b € L7 7 gegeben.
Fiir X € M existiert nach Definition eine Familie (Sb)berry, von Kopplungsmatrizen

mit S, € RE*Ls fiir alle b = (¢, s) € L1x.7 sowie

X= > vSw
b=(t,s)eLzx 7

Als Testmatriz Y € M setzen wir nun ein Basiselement ein. Seien dafiir ¥ = (¢, ) €
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Lrx7, (i,7) € Kp X Ly und Y = (Vie;)(Wyej)*, dann gilt

a(X,Y)=(AXB"Y)p= > (AViS\W;B*,(Vie))(Wae;)™)p
b=(t,8)ELrx 7

= Y (AVSWIB Ve W3
b:(t,S)E,CIXJ
= Z <(%TAW)S{,(W:B*WS/),€ZC;>
b:(t,s)GﬂIXJ
= > ((GAW)S, (Wi BW,)")
b:(t,S)GEIXJ

F
ij°

Fiir die rechte Seite von (4.12)) folgt

(C.Y)p = (C, (Voe)(Wyej)") p = (C Virleie)) W)
= <V?CWS/, €i€§>F = (Vt’fCWS/)ij

F

und damit insgesamt

Z ((%TAW)SI)(W;BWS)*)Q = (ViCWy)ij.
b:(t7s)E£IXJ

Wir fassen die einzelnen Eintrage fiir den Block v/ = (¢',s') € Lz« 7 wieder in einer
Matrix zusammen und erhalten die Gleichung

> (VFAV)Sy(WiEBW.)* = ViCW,.
b:(t,s)eﬁzx‘j

Betrachten wir die Herleitung nun fiir alle Elemente aus L1« 7, dann fiihrt dies auf ein
System von linearen Matrixgleichungen zur Bestimmung der unbekannten Kopplungsma-
trizen (Sp)vessy ;- Wir bestimmen also die Koeffizienten fiir die einzelnen Elemente der
Basis eines lokalen Teilraums My mit ' € L7, 7 simultan. Dies fithrt auf das Matriz-
Galerkin-Gleichungssystem.

Definition 4.1.10 (Matrix-Galerkin-Gleichungssystem). Seien Tzxs ein Blockbaum,
A e R B e R™ und C € RT*T sowie Vr, und W1, orthogonale, geschachtel-
te Clusterbasen. Das System linearer Matrixzgleichungen

> (VFAV)S,(WiBW.)* = ViCWy  fiir alle V' = () € L1xg  (4.17)
b=(t,5)€£1><j

zur Bestimmung einer Familie (Sy)pery,, von Kopplungsmatrizen nennen wir dann
Matrix-Galerkin-Gleichungssystem fiir Tzx.7, A, B, C, Vz, und Wr,,.

Geht aus dem Zusammenhang die Zugehdrigkeit von zu ewnem oder mehreren zu-
grundeliegenden Parametern eindeutige hervor, so lassen wir diese(n) auch vereinfachend
weg, wenn wir auf das entsprechende Matriz-Galerkin-Gleichungssystem Bezug nehmen.
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Bemerkung 4.1.11 (Allgemeine lineare Matrixgleichung). Wie in Bemerkung
betrachten wir fir zwei endliche Indexmengen I und J die allgemeine lineare Matriz-
gleichung

N
> AXBf=C (4.18)
=1

mit N € N, A; € R2*T und B; € R7*Y7 fiir allei € {1,..., N} sowie X,C € R**7 . Nach
dortiger Diskussion ldsst sich die Bilinearform der Variationsformulierung von (4.18)

durch
N

a: R xR SR, (X,Y) = ) ai(X,Y)
=1

tber die Bilinearformen
a; : R xR R, (X,Y) = (A XBY)

fir allei € {1,...,N} auf den oben diskutierten Fall zuriickfihren. Damit ergibt sich auf
analoge Weise das allgemeine Matrix-Galerkin-Gleichungssystem

N
YooY (GFAV)S(WIBW.)* = ViCWy  fir alle V) = (t',5') € L1xg
i=1 b=(t,s)eLrx T

zum approximativen Losen von (4.18]).

Die Koeffizienten des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems — im Folgenden Ko-
effizientenmatrizen genannt — sind fiir zwei Blatter des Blockbaums durch eine Matrix-
Multiplikation von links und eine Matrix-Multiplikation von rechts mit der entsprechen-
den Kopplungsmatrix definiert. Wir werden uns nun mit dem Besetztheitsmuster dieses
Gleichungssystems néher befassen.

4.2 Besetztheitsmuster

Im Vordergrund der folgenden Betrachtungen steht das Ziel, effiziente Algorithmen fiir
das Matrix-Galerkin-Verfahren zu entwickeln. Dies bedeutet im vorliegenden Abschnitt
die Konstruktion des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems (siehe Definition mit
optimaler Komplexitit — also mit einem in der Méchtigkeit beider zugrundeliegenden
Indexmengen asymptotisch linearen Aufwand.

Fiir einen Blockbaum 7z« 7, zwei Clusterbasen Vr; und Wy, zwei Matrizen A €
und B € RY*J sowie einen festen Block b’ = (', s') € L1« 7 sind in Bezug auf das Matrix-
Galerkin-Gleichungssystem nur diejenigen Blocke b = (t,s) € L1x7 von Interesse, fiir
die

RZXI

AV, #0 und W3BWs #0 (4.19)

gilt (vgl. (4.17)) — hierbei ist zu beachten, dass W} BW, # 0 dquivalent zu (W}, BW)* #
0 ist. Wir werden nun untersuchen, fiir welche Blockkombinationen (4.19) gilt bzw. {iber-
haupt in Frage kommt.
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Da die Matrix V;fAV; nur von den beiden Zeilenclustern ¢',¢ € 7z und die Matrix
W2 BW, nur von den Spaltenclustern s’,s € 77 abhéngt, liegt es nahe, eine geeignete
Vorbetrachtung fiir die beiden Clusterbdume separat durchzufiihren.

Wir werden uns hier — wie auch schon bei der Variationsformulierung aus Abschnitt
431 — einer der Grundideen der Methode der finiten Elemente bedienen. Bei der Wahl
der Finite-Elemente-Basis zur Diskretisierung eines partiellen Differentialoperators ist die
Lokalitat der Trager aller Basisfunktionen eine entscheidende Eigenschaft, die zu einem
schwachbesetzten Gleichungssystem fiihrt. Da ein partieller Differentialoperator nur lokal
operiert, konnen Eintrége des aus der Variationsformulierung resultierenden Gleichungs-
systems nur dort ungleich null sein, wo sich Tréger von Basisfunktionen iiberschneiden
(vgl. Abschnitt . Jede einzelne Basisfunktion besitzt typischerweise nur einen lokalen
Trager, womit sich dieser im Idealfall nur mit konstant vielen anderen Trégern {iber-
schneidet. Gilt also fiir die Trager supp(p) und supp(p) zweier Basisfunktionen ¢ und ¢

supp(¢) N supp(@) # 0, (4.20)

so ist der entsprechende Koeffizient im linearen Gleichungssystem ein moglicher Kandi-
dat fiir einen Nicht-Null-Eintrag. Je nach zugrundeliegendem Differentialoperator und
Beschaffenheit der Diskretisierung kann ein Eintrag jedoch auch null sein, obwohl
gilt. Dies ist also nur eine notwendige Bedingung.

In Anlehnung an diese Herangehensweise liegt das Interesse auf der Definition eines
Kriteriums, welches fiir das Matrix-Galerkin-Verfahren ersetzt. Fiir zwei Cluster
t',t € Tz stellt sich also die Frage, wann

ViAV, =0
gilt bzw. welche Bedingung zwei Cluster ;¢ € Tz erfiillen miissen, damit iiberhaupt
ViAV; £0

gelten kann. Ein solcher Zusammenhang zwischen ¢ und ¢ wire dann ein Kriterium,
welches die Rolle von fiir das Matrix-Galerkin-Verfahren iibernehmen kénnte. Um
so eine Beziehung bzw. Relation zwischen zwei Clustern greifbarer zu machen, wird in
den néchsten Abschnitten ndher hierauf eingegangen. Zusétzlich dienen die Abschnitte
[£.2.7] und .2.2] dazu, Strukturen einzufiihren sowie Aussagen zu beweisen, die sich im
weiteren Verlauf als grundlegende Hilfsmittel erweisen werden.

4.2.1 Relationen

Wir fithren nun zunéchst eine Relation auf Clusterbdumen ein. Mit deren Hilfe de-
finieren wir Blockrelationen und werden verdeutlichen, wie sich das Matrix-Galerkin-
Gleichungssystem mit diesen Relationen charakterisieren lasst.
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Cluster-, Produkt- und Blockrelationen

Definition 4.2.1 (Clusterrelation). Seien Tz ein Clusterbaum, dann nennen wir eine
Relation »~ C Tz x Tz Clusterrelation in Tz und schreiben fir alle p,q € Tz

P 7.~ q genau dann, wenn (p,q) € ="

sowte
P 7_176 q genau dann, wenn (p,q) ¢ Tz~

Wenn aus dem Zusammenhang klar hervorgeht, welcher Clusterbaum zugrundeliegt,
lassen wir den Zusatz ,,in Tz auch einfach weg und schreiben ggf. auch ~ anstelle von

~,

Tz

Bemerkung 4.2.2 (Clusterrelation). Das Zeichen ~ wird in der Literatur hdufig im
Zusammenhang mit Aquivalenzrelationen verwendet. Aus diesem Grund sei angemerkt,
dass in Definition[{.2.1) keine weiteren Eigenschaften der Relation gefordert werden. Ins-
besondere muss diese also weder reflexiv, symmetrisch noch transitiv sein.

In der nachstehenden Definition fithren wir eine spezielle Clusterrelation fiir das Ma-
trix-Galerkin-Gleichungssystem ein, welche — wie oben beschrieben — als erste Verall-
gemeinerung der Aussage zu sehen ist. Verdeutlicht wird dies durch das darauf
folgende Lemma.

Definition 4.2.3 (Matrix-Galerkin-Clusterrelation). Seien 7z ein Clusterbaum und A €
RI*Z Die Clusterrelation =4 C Tz x Tz, definiert durch
P=aq S A, j)epxqg: ai; #0

fiir alle p,q € Tz, bezeichnen wir als Matrix-Galerkin-Clusterrelation bzgl. A in Tz.
Wenn aus dem Zusammenhang klar hervorgeht, welcher Clusterbaum zugrundeliegt,
werden wir vereinfachend auch =, verwenden.

Lemma 4.2.4 (Nicht-Null-Koeffizient). Seien Tz ein Clusterbaum, Vr, eine Clusterbasis,
A € RP*T ynd =, die Matriz-Galerkin-Clusterrelation bzgl. A in Tz. Fiir alle t',t € Tz
mit VyAVy # 0 gilt ' < 4 t.

Beweis.ASeien t',t € Tz mit ¢ %, t, dann folgt nach Definition a;; = 0 fiir alle
(1,7) € t' x t. Es gilt also

XeAxe = Zeief A Zeje; :ZZei(efAej)e;-

= j€t ici! jet
= Z aijeie; = Z Oeie; =0
(i,j)et’ xt (i,5)et’ xi
und damit
Vi AVy = Viixg AxiVe = Viixw Axi Ve = Vi 0V, = 0.
Die Aussage folgt somit per Kontraposition. O
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Da wir nicht nur an Relationen von Clustern, sondern vielmehr an Relationen von
Clustertupeln — bzw. Blocken — interessiert sind, definieren wir nachstehend sogenannte
Produktrelationen, die eine Verbindung zweier Clusterrelationen herstellen.

Definition 4.2.5 (Produktrelation). Seien Tz und Tz Clusterbiume sowie .~ eine
Clusterrelation in Tz und 1 ~ eine Clusterrelation in Tz, dann bezeichnen wir die
Relation 7y~ S (T2 x T7) x (T2 X Tg), definiert durch

P @1) (x> (02,02) & (01~ p2) A (60 7~ @2))
fir alle (p1,q1), (p2,q2) € Tz X Tz, als Produktrelation bzgl. 7~ und T~ in Tz < T7.

Fiir einen Blockbaum 77«7 gilt nach Definition Tzx7 C Tz X Tz, womit wir eine
Produktrelation in 77 x Tz auch auf Tz« 7 betrachten — bzw. einschrénken — konnen.
Diese nennen wir dann Blockrelation.

Definition 4.2.6 (Blockrelation). Seien Tzxg ein Blockbaum, 1.~ eine Clusterrelation
in Tz, T, eine Clusterrelation in Tz und (TexTy)™ die Produktrelation bzgl. .~ und
1~ Tz X Tz, dann bezeichnen wir die Relation

Trxg™ = ( (TzxT7)"™ N (7-I><J X 7-I><(7)) - 7-I><j X 7~I><‘j7
als Blockrelation bzgl. YA und T n Trxr.

Bemerkung 4.2.7 (Blockrelation). Nach Lemma ist jeder Blockbaum Tzxg ein
Clusterbaum fiir die Indexmenge I x J. Somit ist die in der Definition [{.2.6 eingefiihrte
Blockrelation in Tz« auch eine Clusterrelation in Tzx 7 tm Sinne von Definition m
Insbesondere gelten damit im Folgenden alle Aussagen iber allgemeine Clusterrelationen
ebenso fiir Blockrelationen.

In der Einleitung dieses Abschnitts wurde bereits beschrieben, dass es das Ziel ist, fiir
alle Blatter b’ = (t',s') € L1« 7 eines Blockbaums Tz« 7 diejenigen b = (t,s) € L1x 7 zu
bestimmen, deren Koeffizienten im Matrix-Galerkin-Gleichungssystem ungleich null sind
— also fiir die in Frage kommt. Hierzu lasst sich nun eine Blockrelation verwenden,
die auf zwei Matrix-Galerkin-Clusterrelationen — eine fiir den Zeilen- und eine fiir den
Spaltenclusterbaum — beruht. So eine Blockrelation fithren wir in der nachstehenden
Definition ein und nennen diese Matriz-Galerkin-Blockrelation.

Definition 4.2.8 (Matrix-Galerkin-Blockrelation). Seien Tzxs ein Blockbaum, A €
RI*T und B € R7*J sowie =4 die Matriz-Galerkin-Clusterrelation bzgl. A in Tz und
T, =B die Matriz-Galerkin-Clusterrelation bzgl. B in Tz, dann bezeichnen wir die Block-
relation X4 py bagl =4 und 7 Xp in Trxg als Matrix-Galerkin-Blockrelation
bzgl. A und B in Tzx 7.

Wenn aus dem Zusammenhang klar hervorgeht, welcher Blockbaum zugrundeliegt, wer-
den wir die vereinfachende Schreibweise =(A,B) verwenden. Des Weiteren setzen wir im
Folgenden bei der Verwendung von =B bzw. T s =(AB) mmmer voraus, dass

=, und <p — bzw. =<, und =B — die zugrundeliegenden Matriz-Galerkin-
Clusterrelationen sind.
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Zusammen mit Lemma[f.2.4] ergibt sich nun die folgende Aussage, die den gewiinschten
Zusammenhang zwischen der Matrix-Galerkin-Blockrelation und dem Matrix-Galerkin-
Gleichungssystem verdeutlicht.

Korollar 4.2.9 (Nicht-Null-Koeffizienten). Seien Tzx 7 ein Blockbaum, Vr, und W,
Clusterbasen, A € RT*T und B € RI*J sowie =(4,B) die Matriz-Galerkin-Blockrelation
bzgl. A und B in Tzxg. Fir alle V' = (t',s'),b = (t,s) € Tzxg mit VAV, # 0 und
WEBW # 0 gilt v =(a,p) -

Beweis. Seien b’ = (', 5'),b = (t,5) € Tzxg mit V,; AV, # 0 und W} BW, # 0. Lemma
liefert dann ¢ <, ¢t und s’ <5 s. Mit der Definition der Blockrelation gilt damit

v ) b. O

Korollar zeigt, dass die Koeffizientenmatrizen aus (4.19) fiir ¥/,b € L7147 eines
Blockbaums 7747 nur dann ungleich Null sein konnen, falls ¢’ =(a,p) b gilt. Diese Ei-
genschaft stellt also das gewiinschte notwendige Kriterium dar.

Vererbbare Relationen

Fiir die weitere Diskussion wird sich eine charakteristische Eigenschaft von Clusterrelatio-
nen — und damit auch von Blockrelationen (vgl. Bemerkung — als entscheidend
herausstellen und als einzige Voraussetzung fiir viele Aussagen benétigt. Diese Eigen-
schaft sagt etwas dariiber aus, wie sich die entsprechende Relation verhélt, wenn wir im
Clusterbaum zu Séhnen und/oder Véatern iibergehen. Die Verwendung der erweiterten
Sohne sons™ anstatt der Sohnabbildung sons in der folgenden Definition dient nur der
spateren Vermeidung von Fallunterscheidungen.

Definition 4.2.10 (Vererbbare Relation). Seien Tz ein Clusterbaum und ~ eine Clu-
sterrelation in Tz, dann nennen wir ~
(i) in Tz linksvererbbar, wenn fir alle p,q € Tz
p ~ q genau dann gilt, wenn p* € sons™(p) mit p* ~ q existiert

und

(ii) in Tz rechtsvererbbar, wenn fir alle p,q € Tz

p ~ q genau dann gilt, wenn ¢* € sons™(q) mit p ~ ¢* existiert.

Des Weiteren nennen wir die Relation ~ in Tz vererbbar, wenn ~ sowohl links- als auch
rechtsvererbbar in Tz ist. Geht aus dem Zusammenhang klar hervor, welcher Clusterbaum
Tz zugrundeliegt, lassen wir den Zusatz ,in Tz auch vereinfachend weg.

Die nun folgenden Aussagen beschreiben das Verhalten vererbbarer Clusterrelationen
im Bezug auf S6hne sowie Vor- und Nachfahren.

Lemma 4.2.11 (S6hne). Seien Tz ein Clusterbaum und ~ eine in Tz vererbbare Clu-
sterrelation, dann gilt fiir alle p,q € Tz
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p ~ q genau dann, wenn p* € sons™ (p) und q* € sons™(q) mit p* ~ ¢* existieren.

Beweis. Seien p,q € Tz.

»,=" Es gelte p ~ q. Da ~ linksvererbbar ist, folgt die Existenz eines p* € sons™ (p)
mit p* ~ g. Da ~ auch rechtsvererbbar ist, liefert dies wiederum die Existenz eines
q* € sons™(q) mit p* ~ ¢*.

»<"*: Seien p* € sonst(p) und ¢* € sonst(g) mit p* ~ ¢*. Da ~ linksvererbbar ist,
gilt p ~ ¢* und da ~ rechtsvererbbar ist, folgt wiederum p ~ gq. O

Lemma 4.2.12 (Vorfahren). Seien Tz ein Clusterbaum und ~ eine in Tz vererbbare
Clusterrelation sowie p,q € Tz mit p ~ q, dann gilt

(a) p ~ q" fir alle gt € pred(q) und
(b) pT ~ q fiir alle p™ € pred(p).

Beweis. @ Wir beweisen diese Aussage fiir alle ¢* € pred(q) per Induktion iiber
level(q) — level(qt) € Np.

Sei ¢t € pred(q) mit level(q) — level(¢™) = 0, dann gilt level(q) = level(¢™), also
q" = q. Da p ~ q gilt, folgt p ~ ¢ und damit die Aussage in diesem Fall.

Sei nun ¢ € Ny so gegeben, dass p ~ ¢ fiir alle ¢* € pred(q) mit level(q)—level(q™) = ¢
gilt.

Sei ¢ € pred(q) mit level(q) —level(¢™) = £+ 1, dann gilt level(q) > level(¢q*) — also
q # gt — und es existiert ein ¢7* € sons(qt) mit ¢t* € pred(q) (siche Korollar
[(a)) sowie level(q) > level(g**). Da level(g**) = level(g™) + 1 gilt, folgt

level(q) — level(¢T*) = level(q) —level(¢T) —1=/(+1—1=/.

*

Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann p ~ ¢™* und da ~ rechtsvererbbar ist, folgt

p~qt.

@ Auch diese Aussage ldsst sich fiir alle p* € pred(p) per Induktion iiber level(p) —
level(p') € Ny beweisen.

Fiir p* € pred(p) mit level(p) — level(p™) = 0 folgt analog zu Teil [(a)] dieses Lemmas
pt ~qausp~ qund pT = p.

Im Induktionsschritt wihlen wir dann den Sohn p™* € sons(p™) von p™ mit p™* €
pred(p) und es folgt mit der Induktionsvoraussetzung p™ ~ g¢. Die Linksvererbbarkeit
von ~ liefert p™ ~ ¢, also die Aussage. O

+%

Korollar 4.2.13 (Vorfahren). Seien Tz ein Clusterbaum und ~ eine in Tz vererbbare
Clusterrelation sowie p,q € Tz mit p ~ q, dann gilt

pT ~q"  fir alle p* € pred(p) und g+ € pred(q).

Beweis. Seien p™ € pred(p) und ¢ € pred(q), dann folgt nach Lemma [4.2.12 @p ~qT
und nach Lemma [£.2.12][(b)] p* ~ ¢*. O

Lemma 4.2.14 (Nachfahren). Seien Tz ein Clusterbaum, ~ eine in Tz vererbbare
Clusterrelation sowie p,q € Tz mit p % q, dann gilt
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(a) p o q* fir alle ¢* € sons*(q) und

(b) p* o q fiir alle p* € sons*(p).

Beweis. @ Sei ¢* € sons™(q) mit p ~ ¢*, dann folgt mit ¢ € pred(¢*) nach Lemma

4.2.12 @ p ~ ¢, womit sich die Aussage per Kontraposition ergibt.
@ Diese Aussage folgt auf analoge Weise unter Verwendung von Lemma|4.2.12 @ O

Korollar 4.2.15 (Nachfahren). Seien Tz ein Clusterbaum, ~ eine in Tz vererbbare
Clusterrelation sowie p,q € Tz mit p o4 q, dann gilt

p* b ¢"  fiir alle p* € sons*(p) und q* € sons*(q).

Beweis. Seien p* € sons*(p) und ¢* € sons*(¢q), dann folgt nach Lemmal4.2.14 p 4 q*
und nach Lemma |4.2.14 @p* AL q*. O

Die Eigenschaft des ,,in Relation Stehens* vererbt sich somit zu den Vorfahren und die
des ,,nicht in Relation Stehens zu den Nachfahren. Diese Tatsache werden wir ausnutzen,
um Nicht-Null-Koeffizienten des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems zu charakterisieren.
Zuvor zeigen wir, dass sich die Vererbbarkeit einer Blockrelation aus der Vererbbarkeit
der dieser zugrundeliegenden Clusterrelationen ergibt, und beweisen, dass sowohl Matrix-
Galerkin-Clusterrelationen als auch Matrix-Galerkin-Blockrelationen in den entsprechen-
den Baumen vererbbar sind.

Lemma 4.2.16 (Vererbbarkeit). Seien Trxg ein Blockbaum, .~ eine in Tz vererbbare
Clusterrelation, T,~ eine in T vererbbare Clusterrelation und Txs™ die Blockrelation
bzgl. ™ und T~ n Trx7, dann ist Tres™ in Trx 7 vererbbar.

Beweis. Seien b/ = (t',s),b = (t,s) € Trx7.

Linksvererbbar: = Es gelte O/ Toy s~ bs also t' .~ tund s’ 7,7~ . Falls sons(b') =0

gilt, folgt mit b := ' sofort b € {V'} = sons™ (V') und 0™* . _~b.

Es gelte also () # sons(b') = sons™(t') x sons™ (s'). Da -~ und - ~ als vererbbar
z 7

vorausgesetzt sind, existieren t"* € sons™ (') mit ¢ .-~ t und 5™ € sons™(s") mit

s g~ s Fiir b == (t", s™) folgt nach Konstruktion der Sohne b = (¢, s™) €

sons™ (') x sons™ (s') = sons(b') = sons™ (V') und nach Definition der Blockrelation

auch b . _~b.

<" Sei nun b = (¢, ™) € sons® (V') mit b .~ b, dann gilt nach Definition
" g~ tund " o~ s Falls sons(b') = 0 gilt, folgt b = b™ und damit direkt
/

b EXJN b

Es gelte also sons(b’) # (), dann folgt nach Konstruktion der Schne ¢* € sons™ ()

und s* € sons™(s’). Die Vererbbarkeit von 7~ und o~ liefert nun wieder

/ / /
t' o~ tund s ™5 also auch b Taxa™ b.

Rechtsvererbbar: Diese Eigenschaft ergibt sich unter Verwendung der Rechtsvererbbar-
keit von -~ und T~ auf analoge Weise.
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O]

Korollar 4.2.17 (Matrix-Galerkin-Clusterrelation). Seien Tz ein Clusterbaum und A €
RIXT dann ist die Matriz-Galerkin-Clusterrelation =4 bzgl. A in Tz eine in Tz vererb-
bare Clusterrelation.

Beweis. Fir alle p € Tz gilt nach Bemerkung [3.1.2]

T U (4.21)

p*€sonst (p)

Seien nun p, q € T7.

Linksvererbbar: ,=*“: Es gelte zuerst p <, ¢, das heifit es existiert (i,5) € p x ¢ mit
a;; # 0. Da (4.21)) gilt, muss es einen Cluster p* € sons™(p) mit i € p* geben. Mit
a;; # 0 folgt dann p* =<, q.
»<": Sei nun p* € sons™(p) mit p* <, ¢, dann existiert nach Definition (i,j) €
p* x ¢ mit a;; # 0. Mit Gleichung (4.21)) gilt ¢ € p und damit sofort auch p <, ¢.

Rechtsvererbbar: Diese Eigenschaft ergibt sich mit der Betrachtung von sons™(q) auf
analoge Weise.

O]

Korollar 4.2.18 (Matrix-Galerkin-Blockrelation). Seien Tzx s ein Blockbaum sowie A €
RZXT ynd B € RI*J | dann ist die Matriz-Galerkin-Blockrelation =(4,B) bzgl. A und B

in Trxg eine in Trx g vererbbare Clusterrelation.

Beweis. Nach Definition ist =< , gy die Blockrelation bzgl. <, und <p in Tzx7.
Diese beiden Clusterrelationen sind nach Korollar vererbbar, womit Lemma
die Vererbbarkeit von = (A,B) liefert. ]

4.2.2 Relationsbaume

Wir betrachten hier wieder das Matrix-Galerkin-Gleichungssystem fiir einen Blockbaum
Tzx7, zwei Clusterbasen Vz, und W, sowie zwei Matrizen A € RZ*T und B € RI*Y,
Das Ziel ist es nun, moglichst viele Paare von Clustern zu identifizieren, die nicht in
Clusterrelation zueinander stehen. Wenn fiir die Matrix-Galerkin-Clusterrelation =,
bzgl. A in Tz fiir zwei Cluster ¢/,¢ € Tz zum Beispiel ¢’ %, t gilt, dann liefert die
Kontraposition von Lemma

AV, = 0.

Dieser Koeffizient darf also im Gleichungssystem weggelassen bzw. einfach ignoriert wer-
den.

Haben wir zwei Cluster eines Clusterbaums identifiziert, die nicht in Relation stehen,
so gilt dies nach Korollar [£.2.15| auch fiir alle Kombinationen von deren Nachfahren. Diese
Uberlegung fithrt zu der folgenden Definition.
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Definition 4.2.19 (Zuléssiger Relationsbaum). Seien Tz ein Clusterbaum und ~ eine
Clusterrelation in Tz. Wir nennen T. einen bzgl. ~ zuldssigen Relationsbaum — oder
auch einfach Relationsbaum —, wenn T ein zuldssiger Blockbaum fir Tz als Zeilen-
und Spaltenclusterbaum bzgl. der Zuldssigkeitsbedingung

(p,q) zulissig &= pAq fiir alle p,q € Tz (4.22)

15t.
Die Menge aller Bldtter bezeichnen wir analog zu Definition bzw. Definition|3.2.11
mit L. = LY U LT, wobei LY, die Menge aller zulissigen und L7 aller unzulissigen

Bldtter sei. Wenn aus dem Kontext deutlich wird, welche Relation zugrundeliegt, lassen
wir den Zusatz ,bzgl. ~“ auch vereinfachend weg.

Ein Tupel von Clustern wird in obiger Definition als zuléssig definiert, wenn diese Clu-
ster nicht in Relation stehen. Wie vorher erwihnt, ist es fiir dieses Tupel dann zuldssig,
den zugehorigen Koeffizienten im Gleichungssystem auf null zu setzen bzw. einfach zu
ignorieren. Die Definition [£:2.19 bildet zusammen mit der Definition [£.2.10] der Vererb-

barkeit das Fundament fiir die Diskussion dieses Kapitels.

Bemerkung 4.2.20 (Auswertung der Zuléssigkeitsbedingung). Ein kritischer Punkt
beim Aufstellen von Blockbiumen — und Relationsbiume sind nach Definition Blockbdu-
me — ist die Auswertung der Zuldssigkeitsbedingung. Im Idealfall sollte dies mit einem
Aufwand in O(1) erfolgen, um den Gesamtaufwand fir das Aufstellen unter Kontrolle
zu halten. Wie genau dies fiir eine Matriz-Galerkin-Clusterrelation bzw. eine Matrix-
Galerkin-Blockrelation (Definition und Deﬁm'tion erreichbar ist, wird in Ab-
schnitt néher erldutert.

Wie in Abschnitt [£.1] hergeleitet und zu Beginn dieses Kapitels erwihnt, liegt das
Hauptinteresse auf Kombinationen von Blittern v/ = (¢,s'),b = (t,s) € Lzx7 eines
Blockbaums Tz« 7, fiir die

ViiAV, #0 und W;BW, #0 (4.23)

bzgl. zweier Matrizen A € R7*Z und B € R7*7 sowie zweier Clusterbasen Vi und Wy,
gilt. Betrachten wir die Definition der Matrix-Galerkin-Blockrelation =(A,B) bzgl. A und

B in Tzx 7, so gilt fir alle v/ = (¢/,¢),b = (t,8) € Lzx7

Vi apb & (' #a1) Vv (5 %5 9)).

Nach Kontraposition von Korollar bedeutet dies, dass mindestens eine der beiden
Koeffizientenmatrizen aus gleich null ist, falls zwei Blétter nicht in Relation ste-
hen. Wir werden nun zeigen, dass alle Kombinationen von Blattern, fiir die gilt
durch die unzuléassigen Blatter des bzgl. = (4,B) zuldssigen Relationsbaums charakteri-
sierbar sind. Somit interessieren wir uns also gerade fiir diejenigen Blocke O',b € L7 7
mit b’ =(4,p) b oder anders geschrieben fiir alle (v',b) € E;(A . Fiir die spétere algorith-
mische Konstruktion dieser Menge werden wir in Analogie zu Algorithmus fiir das
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Aufstellen eines minimal zuléssigen Blockbaums den Relationsbaum T durchlaufen
Da die zuléssigen Blatter fiir unsere Zwecke nicht von Interesse smd — hler entstehen
keine Nicht-Null-Eintrage des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems —, stehen die unzulds-
sigen Blocke im Fokus der weiteren Betrachtungen. Aus diesem Grund fassen wir diese
Blécke mit der nachstehenden Definition in einer Menge zusammen.

Definition 4.2.21 (Unzuléssige Blocke). Sei Tzx 7 ein Blockbaum, dann nennen wir

- +
IxJ "= Tzxg \ 'szj
die Menge aller unzuldssigen Blocke von Trx 7.

Die nun folgende Aussage charakterisiert die Menge 72 = 7. \ £} aller unzulissigen
Blocke eines Relationsbaums 7. Aufgrund der — im Kontext der vorliegenden Arbeit
— fundamentalen Bedeutung dieser Charakterisierung, nennen wir das nachstehende
Lemma auch Charakterisierungslemma.

Lemma 4.2.22 (Charakterisierung). Seien Tz ein Clusterbaum, ~ eine in Tz vererbbare
Clusterrelation sowie T, der zugehdrige Relationsbaum.
Es gilt (p,q) € T2 genau dann, wenn p,q € Tz mit p ~ q und

(i) level(p) = level(q) oder
(i) level(p) > level(q) mit q € L1 oder
(iii) level(p) < level(q) mit p € L7.

Beweis. ,,=*: Sei (p,q) € T2, dann gilt nach Konstruktion p, ¢ € 77 und mit (p,q) ¢ LI,
folgt die Unzuléssigkeit dieses Blocks, also p ~ ¢. Es bleibt zu zeigen, dass eine der drei

Aussagen oder gilt.

Da 7. ein Blockbaum im Sinne von Definition ist, gilt mit Lemma @
level((p, q)) = max{level(p), level(q)}.

Es gilt dann entweder level(p) = level(q), level(p) < level(q) oder level(p) > level(q). Falls
level(p) < level(q) gilt, folgt mit Lemma @ p € L1, also gilt und mit Lemma
folgt q € Lz, falls level(p) > level(q), also gilt Gilt level(p) = level(q), so
ist |(1)| erfiillt und damit die Aussage gezeigt.

»,<="“: Wir beweisen diese Aussage induktiv iiber max{level(p),level(q)} € Ny fiir alle
p,q € Tz mit p ~ q.

Seien also zuerst p,q € 7z mit p ~ ¢, max{level(p),level(q)} = 0 und es gelte (i)

oder Es folgt level(p) = level(q) = 0, also kann nur gelten und es folgt

p = root(7z) = ¢q. Nach Konstruktion von 7. gilt dann (p,q) € 7. und mit p ~ ¢ auch
(p,q) ¢ LT, also (p,q) € TZ.

Sei £ € Ng so gegeben dass fiir alle p,q € Tz mit p ~ ¢, max{level(p),level(q)} = ¢
sovvle . 11 )| oder ((iii)| die Aussage (p,q) € T2 gilt.

Seien nun p, q € mlt p ~ q, max{level(p),level(¢)} = £+ 1 und es gelte oder

fiir p und q.
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Fall 1: Es gilt also level(p) = level(q) = ¢+ 1.

Dann folgt level(p) > 0 und level(g) > 0. Damit existieren die Véter von p und
q in Tz, also p*,¢q" € Tz mit p € sons(p™) und ¢ € sons(¢™) sowie level(p™) =
level(¢™) = £. Es gilt dann max{level(p™),level(¢T)} = ¢.

Mit p ~ ¢ und Korollar folgt p* ~ ¢T. Die Induktionsvoraussetzung liefert
also (p*,q") € T2 . Insbesondere ist (p*,¢") unzulidssig und, da nach Definition
der Séhne in diesem Fall (p,q) € sons(p™) x sons(¢™) = sons((p™, q")) gilt, folgt
(p,q) € T~. Zusammen mit p ~ ¢ bedeutet dies (p,q) ¢ L und damit (p,q) € T .

Fall 2: Es gilt|(i1)} also £+ 1 = level(p) > level(q) und ¢ € L.

Da level(p) > 0 gilt, existiert ein Vater p* € Tz von p. Es gilt also p € sons(p™)
und level(pt) = level(p) — 1 = £ + 1 — 1 = £ sowie max{level(p™),level(q)} = ¢.
Mit p ~ ¢ und der Linksvererbbarkeit folgt p* ~ ¢. Falls level(q) = ¢ gilt, folgt
level(pt) = level(q) und falls level(q) < ¢ gilt, folgt level(q) < level(p™) mit q €
Lz. Fiir p™ und ¢ gilt also entweder oder Die Induktionsvoraussetzung
liefert dann (p*,q) € T2 . Insbesondere ist (p™, q) unzulissig und mit ¢ € Lz folgt
in diesem Fall (p,q) € sons(p™) x {q} = sons((p™,q)) und damit (p,q) € T~.
Zusammen mit p ~ ¢ bedeutet dies (p,q) ¢ L1, also (p,q) € T3 .

Fall 3: Es gilt also level(p) < level(¢) = ¢+ 1 und p € L7.

Dieser Fall folgt analog zum vorherigen unter Verwendung von level(g) > 0 und
der Betrachtung des Vaters von gq.

O

Korollar 4.2.23 (Unzuléssige Blatter). Sei Tz ein Clusterbaum, ~ eine in Tz vererbbare
Clusterrelation und T. der zugehorige Relationsbaum. Es gilt (p,q) € L, genau dann,
wenn p,q € L1 mit p ~ q.

Beweis. ,=*: Sei (p,q) € L. Angenommen es gilt sons(p) # (), dann miisste nach
Konstruktion sons((p, ¢)) # 0 gelten, da (p, q) als unzuléssig vorausgesetzt ist. Dies steht
im Widerspruch dazu, dass (p,q) ein Blatt ist. Also muss sons(p) = () gelten. Analog
folgt sons(q) = (), damit also p,q € L7 und die Unzuldssigkeit von (p, q) liefert p ~ gq.
,<="*: Seien p,q € L7 mit p ~ ¢, dann gilt entweder level(p) = level(q), level(p) <
level(q) oder level(p) > level(q). Mit p,q € Lz, ist immer eine der drei Bedingungen

oder aus dem Charakterisierungslemma [4.2.22| erfiillt, womit (p,q) € T2 folgt.
Wegen sons(p) = () = sons(q) gilt auch (p,q) € L. O

Wie schon erwéhnt, sind die fiir das Matrix-Galerkin-Verfahren benétigten Tupel von
Blocken gerade die Paare von Blattern eines Blockbaums 774 7, die in Relation stehen.
Das nachstehende Korollar zeigt — als einfache Folgerung des vorherigen — genau diesen
Zusammenhang.

Korollar 4.2.24 (Unzulissige Blitter). Seien Trxs ein Blockbaum, A € RT*T und

B € RI*I wei Matrizen, =(A,B) die Matriz-Galerkin-Blockrelation bzgl. A und B in
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Trx7 sowie TX(A 5 der zugehorige Relationsbaum. Es gilt (V',b) € /J;(A 5 JEnou dann,
wenn b/, b € Lzx7 mit V/ =(4.B) b.
Beweis. Da die Matrix-Galerkin-Blockrelation = (4,B) nach Korollar [4.2.18|in Tz« 7 ver-

erbbar und 7z« 7 nach Lemma[3.2.2] ein Clusterbaum fiir die Indexmenge Z x J ist, folgt
mit Korollar [£:2.23] die Aussage. O

Korollar [4.2.24] zeigt, dass die Menge Cv A nicht zu reichhaltig ist — also nur aus

Blattpaaren des zugrundeliegenden Blockbaums besteht — und andersherum auch nicht
aus zu wenigen Elementen bestehen kann — also alle Tupel von Blattern enthalt, die
in Relation stehen. Zusammen mit Korollar 2.9 ldsst sich das Matrix-Galerkin-Glei-
chungssystem somit iiber L’;(AB) charakterisieren.

Transponierte Relationsbaume

Bevor eine genauere Untersuchung des Relationsbaums Tv B und damit insbesonde-

re der das Matrix-Galerkin-Gleichungssystem charakterlslerenden Menge Ev( am folgt,

betrachten wir die zu Relationsbdumen gehorenden transponierten Blockbédume. Diese
benétigen wir — wie auch schon in vorherigen Abschnitten dieser Arbeit — fiir die Ver-
meidung , doppelter Beweisfiihrungen. Die Grundidee der folgenden Betrachtungen ist,
fiir eine Clusterrelation die sogenannten transponierte Clusterrelation zu definieren und
zu zeigen, dass die jeweiligen transponierten Relationsbédume lediglich Relationsbdume
bzgl. der transponierten Clusterrelation sind. Wir werden diese transponierten Cluster-
relationen allgemein einfithren und Aussagen beweisen, die sich anschlieffend sowohl auf
Matrix-Galerkin-Clusterrelationen als auch auf Matrix-Galerkin-Blockrelationen anwen-
den lassen.

Definition 4.2.25 (Transponierte Relation). Seien Tz ein Clusterbaum und .~ C

Tz x Tz eine Clusterrelation in Tz, dann nennen wir die Clusterrelation 7-I~T C Tz xTz,
definiert durch

qg~'p e pp~g (4.24)

fiir alle p,q € Tz, die zu .~ transponierte Clusterrelation. Unterliegt der zugrundelie-
gende Clusterbaum keiner Mehrdeutigkeit, so schreiben wir auch ~T anstelle von Ta ~T

Das nachstehende Korollar zeigt, dass sich die Vererbbarkeit einer Clusterrelation bzw.
der zugehorigen transponierten Clusterrelation aus der Vererbbarkeit der jeweils anderen
ergibt. Anschliekend zeigen wir, dass sich eine transponierte Blockrelation bzgl. zweier
Clusterrelation als Blockrelation zu den beiden transponierten Clusterrelation darstellen
ldsst.

Korollar 4.2.26 (Vererbbarkeit). Seien Tz ein Clusterbaum, ~ eine Clusterrelation
in Tz und ~7T die zu ~ transponierte Clusterrelation, dann ist ~ genau dann in Tr
vererbbar, wenn ~T in T1 vererbbar ist.
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Beweis. Seien p,q € Tz.

,= Sel ~ in Tz vererbbar, dann ist ~ insbesondere in 77 linksvererbbar und es
gilt p ~ ¢ genau dann, wenn ein p* € sons™(p) mit p* ~ ¢ existiert. Mit der Definition
der transponierten Clusterrelation gilt dann ¢ ~7 p genau dann, wenn ein p* € sons™ (p)
mit ¢ ~T p* existiert, womit die Rechtsvererbbarkeit von ~7 in 77 folgt. Da ~ auch
rechtsvererbbar in 77 ist, gilt p ~ ¢ genau dann, wenn ein ¢* € sons™(q) mit p ~ ¢* exi-
stiert. Wie bei der vorherigen Argumentation folgt mit der Definition der transponierten
Clusterrelation dann g ~” p genau dann, wenn ein ¢* € sons™(q) mit ¢* ~7 p existiert.
Damit ist ~7 auch linksvererbbar, also vererbbar in 77.

»<": Diese Richtung folgt analog mit der Darstellung der transponierten Clusterrela-
tion. Aus der Linksvererbbarkeit von ~7 in 77 folgt dann die Rechtsvererbbarkeit von

~ in 77 und aus der Rechtsvererbbarkeit von ~7 in 77 die Linksvererbbarkeit von ~
in 77. O

Korollar 4.2.27 (Transponierte Blockrelation). Seien Tzx7 ein Blockbaum, .~ eine

Clusterrelation in Tz, T, €ine Clusterrelation in Tz sowie Tann~ die Blockrelation

bzgl. 7~ und T~ in Trxg, dann ist die transponierte Blockrelation ExjNT von

Tra™ gleich der Blockrelation bzgl. 7-I~T und TJNT mn Trx7-

Beweis. Es bezeichne im Folgenden ~ die Blockrelation bzgl. 7’1NT und TJNT in Tzx 7.

Wir zeigen nun, dass ~ = szJNT gilt.

Seien b’ = (t/,¢'),b = (t,s) € TIXJ und es gelte zuerst O’ ~ b, also nach Definition der
Blockrelation ¢ -~ ¢ und ¢ 7,~" s. Dies ist dquivalent zu ¢ .~ t und s T~ s'.
Da Trxs™ die Blockrelatlon bzgl 7~ und T~ ist, folgt b o™ b und damit

4 NT b
Trxg ’
Es gelte nun 7—IXJ~T b, also b 5.~ v und damit ¢t -~ ¢’ und s T~ s'. Es
folgt t' ~T ¢t und s T, 8, Was b ~ b nach Definition von ~ bedeutet. Es folgt die

Aussage. O

Wie oben erwéhnt, lasst sich zeigen, dass der transponierte Blockbaum eines Relati-
onsbaums als Relationsbaum zur transponierten Clusterrelation darstellbar ist.

Lemma 4.2.28 (Transponierter Relationsbaum). Seien Tz ein Clusterbaum, ~ eine in

Tr vererbbare Clusterrelation und ~" die zugehorige transponierte Clusterrelation, dann
ist T_r der zu T~ transponierte Blockbaum.

Beweis. Wir werden zeigen, dass die Aquivalenzen

(p.q) €T~ & (¢,p) € Tor

4.25
und (p,q) € L1 & (¢,p) € LT, (4.25)

gelten (vgl. Definition (3.2.13)).
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Zuerst betrachten wir (p, q) € T2, dann gilt nach dem Charakterisierungslemma
p ~ q und
level(p) = level(q)
oder level(p) > level(q) mit ¢ € L1 (4.26)
oder level(p) < level(q) mit p € L7.
Nach Definition folgt ¢ ~* p und Korollar [4.2.26| liefert die Vererbbarkeit von ~7. Mit
sowie dem Charakterisierungslemma [4.2.22| gilt dann (g, p) € T r.
Sei nun (p,q) € LT,

~ )

also insbesondere p ¢ q. Gilt (p,q) = root(7-), dann folgt p =
root(77) = g und mit ¢ %7 p nach Konstruktion eines Relationsbaums auch (g, p) € E':T.

Es gelte also (p,q) # root(7.), dann existiert ein Vater (p*,q") € T.\ L. C T von
(p, q). Nach obiger Uberlegung folgt dann (¢*,p™) € T_.

Wir bezeichnen die Sohnabbildung in 7. mit sons. und die Sohnabbildung in 7 _r
mit sons_r. Da (p,q) € sons™(pt) x sons™(¢") = sons~((p*,q")) # 0 gilt, folgt
sons(p™) # 0 oder sons(qt) # 0. Die Unzuléssigkeit von (¢*,p™) in T_r liefert dann
sons 7 ((¢",p")) # 0 und damit

(q,p) € sons™(¢) x sons™ (p) = sons = ((¢",p")) C Tr.

Mit p o q folgt ¢ £ p und somit (q,p) € L'tT. Insgesamt ergibt sich also

(p,q) € T~ = (¢,p) € Tor
und  (p,q) € LT = (¢,p) € EiT'

Da ~7 die zu ~ transponierte Clusterrelation ist, ist ~ nach Definition die zu ~7

transponierte Clusterrelation. Mit obiger Diskussion ergibt sich dann analog

(¢.p) € Tor = (p,q) € T
und  (¢,p) € L7, = (p,q) € L.

Insgesamt folgt also (4.25)), womit 7_r nach Definition [3.2.13| — und aufgrund der
Eindeutigkeit nach Lemma — der zu T~ transponierte Blockbaum ist. O

An der Definition der transponierten Clusterrelation kann man erkennen, dass diese —
durch das einfache Vertauschen der Reihenfolge der Cluster — eng mit der urspriinglichen
Clusterrelation verbunden ist. Im speziellen Fall einer Matrix-Galerkin-Clusterrelation
liegt eine Matrix zugrunde, welche die Clusterrelation definiert. Das folgende Korollar
zeigt, dass sich durch den Ubergang zur transponierten Matrix zwischen Matrix-Galerkin-
Clusterrelation und transponierter Matrix-Galerkin-Clusterrelation hin und her wechseln
lasst.

Korollar 4.2.29 (Transponierte Matrix-Galerkin-Clusterrelation). Seien Tz ein Cluster-
baum und A € RT*T sowie =, die Matriz-Galerkin-Clusterrelation bzgl. A in Tz. Fiir
alle p,q € T gilt

p =4 q genau dann, wenn p <4. q.
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Beweis. Seien p,q € Tz.
»=": BEs gelte p <, ¢, dann existiert (,j) € p x ¢ mit a;; # 0. Fiir A* gilt dann ay; =
a;j # 0 und mit (j,7) € ¢ x p nach Definition ¢ < 4. p. Die Definition der transponierten
Clusterrelation liefert dann p xﬂ* q.
,<=": Es gelte p xz* ¢, dann gilt nach Definition ¢ < 4. p, womit (4,j) € ¢ x p mit
aj; # 0 existiert. Fiir A gilt dann aj; = a;; # 0 und mit (j,7) €p x §auchp <, q¢. O

Auch im Fall einer Matrix-Galerkin-Blockrelation lassen sich diese und ihr transpo-
niertes Gegenstiick iiber das Transponieren der Matrizen ineinander iiberfiihren.

Korollar 4.2.30 (Transponierte Matrix-Galerkin-Blockrelation). Seien Tzx 7 ein Block-
baum, A € RT*T ynd B € RI*I sowie =(4,B) die Matriz-Galerkin-Blockrelation bzgl.
A und B in Tzx 7. Fir alle b,b € Trx 7 gilt

b =(a,p) b genau dann, wenn b x(TA*7B*) b.

Beweis. Seien b/ = (t',s),b = (t,s) € Trx7.

= Es gelte V/ =(A.B b, dann folgt nach Definition der Blockrelation ¢’ =<, ¢ und
s’ =<5 s. Mit Korollar gelten also ¢ <%, t und s’ <L, s. Die Definition der
transponierten Clusterrelation liefert nun ¢ < 4. ¢’ und s <. §', was wiederum b = 4%, 4)
b’ bedeutet. Mit der Definition der transponierten Blockrelation folgt ¢’ X%FA*’ B*) b.

< Es gelte v/ X?A*’B* b, dann folgt nach Definition b < 4. p., b, also t < 4. t' und
s <p. s'. Mit Korollar gilt dann ¢ <% ¢ und s <% &', also nach Definition ¢’ =< , ¢
und s’ < s und somit &’ =ap b O

Bemerkung 4.2.31 (Gleichheit). Seien Tz ein Clusterbaum, A € RT*Z | <, die Matriz-
Galerkin-Clusterrelation bzgl. A in Tr und T=, der zugehirige Relationsbaum, dann gel-

ten nach Definition Lemma und Korollar die Aquivalenzen
(0 € T=, "B (4.p) e T2 BE (g,p) e T BB 4p) € T,
sowie

(p.q) € £, FBP (q,p) e £THEES (¢,p) € Ll T2 (g.p) e Lt .

Die Blockbdume TXTA, 7;3; und TXA* sind also identisch. Fine analoge Aussage ergibt
sich fiir den transponierten Blockbaum eines auf einer Matriz-Galerkin-Blockrelation ba-
sierenden Relationsbaums.

Im Fall einer Matrix-Galerkin-Cluster- oder -Blockrelation sind wir dank der vorherigen
Untersuchungen nun in der Lage, den transponierten Blockbaum darzustellen, indem wir
entweder die transponierte Clusterrelation verwenden oder zur transponierten Matrix —
bzw. zu den transponierten Matrizen — {ibergehen.

Der Grofsteil der Aussagen in den folgenden Abschnitten wird so formuliert und bewie-
sen, dass diese sowohl fiir Clusterrelationen als auch fiir deren transponierte Gegenstiicke
gelten. Somit lassen sich ,,unnétige Beweisfiihrungen — die z.B. aufgrund symmetrischer
Aussagen auftreten — vermeiden.
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4.3 Matrix-Galerkin-Relationsbaume

Durch die vorherigen Abschnitte wird deutlich, warum der Relationsbaum T B’ basie-

rend auf einem Blockbaum 77« 7 und einer Matrix-Galerkin-Blockrelation A( A,B) bzgl.

A € R und B € RI*Y in Tz, 7, fiir die theoretische Beschreibung des korrespon-
dierenden Matrix-Galerkin-Gleichungssystems von Bedeutung ist. Das Korollar [£.2.24]
unterstreicht hier die besondere Rolle der Menge aller unzulédssigen Blatter L’;(A .

Aufgrund der exponierten Bedeutung im Rahmen dieser Arbeit, versehen wir den Re-
lationsbaum bzgl. einer Matrix-Galerkin-Blockrelation mit dem Namen Matriz-Galer-
kin-Blockrelationsbaum. Und einen Relationsbaum bzgl. einer — der dieser Blockrelati-
on zugrundeliegenden — Matrix-Galerkin-Clusterrelation nennen wir Matriz- Galerkin-
Clusterrelationsbaum.

Definition 4.3.1 (Matrix-Galerkin-Relationsbaum). Seien Tz« ein Blockbaum, A €
RI*T yund B € R7*J zwei Matrizen, =< AB die Matriz-Galerkin-Blockrelation bzgl. A
und B in Tzxg sowie X, und =g die dieser Blockrelation zugrundeliegenden Matriz-
Galerkin-Clusterrelationen, dann nennen wir den Relationsbaum T"(A,B) auch Matrix-
Galerkin-Blockrelationsbaum und die Relationsbiume T , Sowie TXB auch Matrix-Ga-
lerkin-Clusterrelationsbdume. Beziehen wir uns allgemein auf einen Matriz-Galerkin-
Block- oder -Clusterrelationsbaum, dann schreiben wir auch Matrix-Galerkin-Relations-
baum.

Durch den Ubergang von den Koeffizientenmatrizen hin zu Clusterrelationen, ist das
konkrete Aussehen der Clusterbasen zunéchst unerheblich und wird erst fiir das As-
semblieren des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems von Interesse sein. Dieser Abschnitt
widmet sich nun der Beantwortung dreier wichtiger Fragen:

1. Ist das Matrix-Galerkin-Gleichungssystem schwachbesetzt?

2. Lasst sich das Besetztheitsmuster des Matrix-Galerkin-Gleichungssystem mit asymp-
totisch linearer Komplexitat bestimmen?

3. Lassen sich alle Koeffizientenmatrizen des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems mit
asymptotisch linearer Komplexitdt berechnen?

Ubersetzt in die Terminologie des Matrix-Galerkin-Blockrelationsbaums TX(A 5 heif’t
dies:
Zu 1. Existiert fiir TX(A 5 und damit auch E;(A . eine Schwachbesetztheitskon-

stante Cs, € N7

Zu 2. Lésst sich T= =om und damit auch L’;(A s mit asymptotisch linearer

Komplexitdt aufstellen?

Zu 3. Lassen sich die Koeflizientenmatrizen fiir alle Elemente von C;(A 5 mit asymp-

totisch linearer Komplexitéit assemblieren?

97



4 Matrix-Galerkin- Verfahren

Diese Fragen werden in den néchsten drei Abschnitten nacheinander diskutiert.
Abbildung[4-1] verdeutlicht den Zusammenhang der in dieser Arbeit verwendeten Struk-
turen und Konzepte. Der Blockbaum 7747 basiert auf den Clusterbdumen 77 und 77
und die Matrix-Galerkin-Blockrelation =(A.B) basiert auf den Matrix-Galerkin-Cluster-
relationen =<, und =p. Dadurch ist der Relationsbaum T= ap D8 mit den Relati-
onsbaumen T~ \ und 71 verbunden. Diese Verbindungen sind Bestandteil des aktuellen

Unterkapitels.
S

7—IXJ
N @ ffffffff
T, T= a9 T,

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung der Verbindung zwischen den Cluster- und
Blockbdumen sowie den Matrix-Galerkin-Clusterrelationen =, bzw.
=p und der Matrix-Galerkin-Blockrelation =(4,B) fir A € RT*T ynd

B e RI*XT,

Die Existenz einer Schwachbesetztheitskonstante von 7= =an) wird in Abschnitt
zu einem Grofteil auf die Existenz solcher Konstanten fiir die Relationsbédume 7=
T, zurtickgefiihrt. Warum dies nur zum Teil gelingt und was ,,zum Teil* genau helﬁt
wird an entsprechender Stelle konkretisiert.

Fiir die explizite — also algorithmisch umsetzbare — Konstruktion von 7= =am) bzw.
der fiir uns eigentlich nur interessanten Menge EV A , wird in Abschnitt |4.3.2| gezeigt,

dass allein die Informationen der Relationsbdume ’T und T= 5 hierfiir ausreichen.
Abschnitt [£.3.3] beschiftigt sich dann mit dem Assemblieren des Matrix-Galerkin-
Gleichungssystems. Es wird dort gezeigt, dass sich der Hauptteil aller auftretenden Nicht-
Null-Koeffizienten separat in 7=, und 7, berechnen lésst. Eine Diskussion der nicht
durch diese Relationsbidume abgedeckten Sonderfille erfolgt an entsprechender Stelle.
Fiir einen Teil der Aussagen in den folgenden Abschnitten ist die konkrete Darstellung
der verwendeten Clusterrelationen unerheblich. Diese Aussagen werden deshalb mog-
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lichst allgemein gehalten und im Anschluss wird illustriert, wie sich diese im Kontext
von Matrix-Galerkin-Cluster- bzw. -Blockrelationen darstellen. Diese allgemeine Heran-
gehensweise hat zusétzlich den Vorteil, dass eine Aussage, fiir die lediglich eine vererbbare
Clusterrelation vorausgesetzt wird, auch fiir die transponierte Clusterrelation (vgl. Ko-

rollar [4.2.26)) und damit fiir den transponierten Relationsbaum gilt (vgl. Lemma [4.2.28)).

4.3.1 Schwachbesetztheit

Wir widmen uns nun der Schwachbesetztheit eines Relationsbaums 7., wobei ~ eine in
einem Blockbaum 774 7 vererbbare Blockrelation beschreibt.

Der Relationsbaum 7, ist nach Definition ein Blockbaum im Sinne von Definition 3.2.1}
womit sich das theoretische Grundgeriist des Unterkapitels [3.4] fiir die Untersuchung der
Schwachbesetztheit anwenden lasst. Grundlage hierfiir ist Satz[3.4.15]aus Abschnitt
Nach diesem Satz miissen fiir alle b’ € Tz« 7 die Mengen

row™ (T, 0) = {b € Tzxs | (V,b) € T A level(b) = level(d')}
sowie fiir alle b € Tz« 7 die Mengen

col=(TL,b) ={b € Trxy | (b',b) € To A level(t)) = level(b)}

betrachtet werden, um die Existenz eines O;,TN € N mit
#row (To,b) < Cg 7. und  #col™(TL,b) < C, 1 (4.27)

fiir alle b, b € Tz« 7 nachzuweisen. Des Weiteren sind die Grofien

CU1 T. = max #Ul(TN, (b/, b))
’ b/EEIXJ
berow= (T~ ,b")

und Cp, 7. = max  #Ux(T.,(V,b))

Gﬁzxj
b’ ecol= (T~ ,b)

zu untersuchen, wobei

Uy (T~, (',b)) = {b* € sons*(b) | (/,b*)e T\ L}
und  Us(T~, (b, b)) = {b"* € sons*(b') | (v'*,b) € T-\ L}

fiir alle (v',0) € T~ gilt. Nach Lemma [3.4.21| bzw. Korollar [3.4.23| reicht es aus, hierfiir
die Werte

Crir. = max  Li(7o, (Vb))
vVelrwg
berow™ (T~ ,b)

und CL277’N = max L2 (TN, (b/, b))

belzxg
b’ €col= (T~ ,b)
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abzuschétzen, wobei

Li(T~,(¥,b)) = level(b*) — level (¥’
T (D) = x| level () — level(¥)
d Ly(T-, (b)) = level(b*) — level(b
un 2(T~, (b',b)) b’*GUQI?%X,(b’,b)) evel(b™) — level(b)
fiir alle (b/,b) € T gilt. Als erstes befassen wir uns mit der Betrachtung von Csp 7. und

diskutieren danach Cr, 7., sowie Cpr, 7., .

Betrachtung von C -

Wir werden nun zeigen, dass sich die Elemente eines Relationsbaums 7., bei denen sich
Zeilen- und Spaltenblock auf demselben Level befinden, durch die Relationsbdume be-
schrieben werden konnen, die auf den ~ zugrundeliegenden Clusterrelationen — -~
und -~ — beruhen. Existiert dann fiir die beiden Relationsbaume 7. N und 7. T~ je-

weils eine Schwachbesetztheitskonstante, dann lasst sich CS:pJ-N fiir 7~ unter Verwendung
dieser Konstanten beschranken.

Lemma 4.3.2 (Levelgleichheit). Seien Tzx 7 ein Blockbaum, 5~ und T~ vererbbare
Clusterrelationen in Tz bzw. Ty und ~ die Blockrelation bzgl. .~ und T~ dann
gelten
/ /

(t')t) € TTIN und (s',s) € TTJN
fir alle b = (t',8'),b=(t,s) € Trxg mit (V',b) € T. und level(t/) = level(d).
Beweis. Seien b’ = (', 8'),b = (t,8) € Trxg mit (V/,b) € T und £ := level(t/) = level(d).
Nach Lemma gilt

level(d') = max{level(t'),level(s’)} und level(b) = max{level(t),level(s)},
also
¢ = max{level(t'),level(s')} = max{level(t), level(s)}.

Falls ¢ = 0 gilt, folgt ¥ = b = root(Tzx7) und damit ¢ = ¢ = root(7Tz) sowie s’ =
s = root(77), also nach Konstruktion von TTIN und TTJN auch (¢',t) € 'TTIN und
(¢',s) € TTJN.

Sei nun ¢ > 0 und zuerst §" ~ b. Dann gilt nach Definition ¢’ -~ ¢ und s’ 7~ s Fiir
das Tupel (¢, t) gilt dann einer der folgenden vier Fille.

Fall 1: Es gilt level(t') = level(t) = £.
Es sind die Voraussetzungen des Charakterisierungslemmas [4.2.22||(i)| erfiillt und es
folgt (t',t) € T— ..
Tz
Fall 2: Es gilt level(t') < level(t) = £.

Da in diesem Fall level(t') < level(d') gilt, folgt mit Korollar (&) ¢ € L7.
Damit sind die Voraussetzungen des Charakterisierungslemmas (4.2.22 erfiillt
und es folgt (¢',t) € T

z
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Fall 3: Es gilt £ = level(t') > level(t).

Da in diesem Fall level(t) < level(b) gilt, folgt mit Korollar [3.2.7)[(a)| ¢ € £7. Damit
sind die Voraussetzungen des Charakterisierungslemmas [4.2.22|(ii)| erfiillt und es
folgt (¢',t) € T~

s

Fall 4: Es gelten level(t') < £ und level(t) < ¢.

Es gilt dann level(t') < level(d') und level(t) < level(b), also wieder mit Korollar
3.2.7||(a)| t', t € L7 und Korollar [4.2.23|liefert (¢,t) € Lo ST ..
s s

Es gilt somit (¢',t) € TT_N und fiir das Tupel (s, s) folgt mit einer analogen Fallunter-
T
scheidung und der Verwendung des Relationsbaums 7_ . die Aussage (s',s) € TT_ o
7 7

Es gelte nun & ¢ b. Da (b/,b) € T, und level((V/,b)) = ¢ > 0 gilt, existiert ein
Vater von (b/,b) in T.. Sei (b'T,b") € T. dieser Vater, also (b',b) € sons((b'", b)) und
bVt = (', s'),bT = (tT,sT) € Tzxy. Mit der Voraussetzung level(t') = level(b) gilt
nach Lemma [3.2.8] tiber die rekursive Darstellung des Vaters

(b, b") = (father(b'), father (b)), (4.28)

womit insbesondere level(b'") = level(b™) folgt. Des Weiteren muss (6", b") unzulissig
sein, da (b',b) ein Sohn von (b7, b") ist. Es gilt also V" ~ b und damit '+ -~ ¢+
sowie s'T T sT. Obige Diskussion in diesem Fall liefert nun

Tty e T ., sowie (sF,sT)eT ..
Nach (4.28)) gilt sons(y't) # 0 # sons(b™) und damit sons(b'") = sons™ (#'1) x sons™ (s')
sowie sons(bt) = sonst (¢t7) x sons™(sT), also
(t',t) € sonsT(#'T) x sons™ (t1) sowie (s',s) € sons™(s'") x sons™(sT).
Gilt ¢/T,¢T € L7, dann folgt (¢/,¢) = (¢, ¢7) € T- . CT_~ und analog (s',s) € T_ ~,
Tz Tz Ty

falls s'*, sT € L 7 gilt. Ansonsten folgt aus der Unzulissigkeit von (#'*,¢T) sowie (s'T, sT)
nach Konstruktion der Sohne (¥',t) € T_~ und (s';s) € 7_ -, also insgesamt die zu
7 7

beweisende Aussage. O

Korollar 4.3.3 (Beschréinktheit). Seien Tzx7 ein Blockbaum, 1~ und 5 ~ vererbbare

Clusterrelationen in Tz bzw. Ty und ~ die Blockrelation bzgl. .~ und T Seien

weiter T_~ Csp7 - und T_ ~ Csp 1 _-schwachbesetzt, dann gelten fir alle b',b €
Tz ’ TI Tj ’ Tj

lTIxj

#row= (T.,b) < Csp,TT ~Cop,7_
i T7

und F#col™(T.,b) < CSP’TTINCSP’TTJN'
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Beweis. Sei b = (t,s') € Trx 7, dann gilt nach Lemma [4.3.2)
row™ (To,b') ={b=(t,s) € Tzxg | (V/,b) € T. A level(b) = level(d')}
Cl{b=(t,s) € Tzxg | (t',t) € T~ A (s',s) € TTJN}
- row(TTIN,t’) X row(TTjN, s,
womit
= / / /
#Hrow (T, b') < # (row(’TTIN,t ) X row('TTjN, s ))
_ / !/
= #row('TTIN,t V# row('TTjN, s")

< Csp,TTIN C'sp77’7,k7N
folgt. Analog gilt fiir b = (¢,s) € Tzxs

col=(To,b) = {b/ = (t',s) € Tzxg | (V,b) € Tw A level(t') = level(b)}
- COI(TTIN,t) X col(TTJN, s)

und damit auch
#col™ (T, b) < # col(TTIN,t)# col(’TTJN, s) < OSP’TTIN CSP’TTJN'
Es folgt die Aussage. O

Die Existenz von Schwachbesetztheitskonstanten fiir TT ~ und TT ~ reicht also aus,
T 7

um C 7 aus (4.27) zu beschrénken.

sp

Betrachtung von Cr,, 7., und Cyr, 7.,

Wir widmen uns nun der Untersuchung von Cp,, 7., und Cp, 7., . Betrachten wir als erstes
Cr,,1.. . Hierfiir muss fiir beliebige ' € L7y 7 und b € row=(7~,b") der Wert

Li(To, (Vb)) = level(b*) — level(V/
(7%, (Vb)) L. evel(b*) — level(t')

abgeschatzt werden. Der maximale Levelunterschied zwischen b’ und einem Nachfahren
von b, der zusammen mit b’ einen unzulissigen Block in 7. \ L. bildet, darf also nicht
zu grof werden. Da b’ € L1 7 gilt, konnen die Fille b’ € E%Xj und b’ € L7, ; auftreten.
Analog ergibt sich diese Fallunterscheidungen fiir C'r, 7.,. Dort kénnte dann b € E%X 7
oder b € L7, ; gelten. Wir betrachten zuerst den Fall unzuléssiger Blétter.

Lemma 4.3.4 (Beschrianktheit). Seien Tzx 7 ein Blockbaum, 7~ und T~ vererbbare
Clusterrelationen in Tz bzw. Tz und ~ die Blockrelation bzgl. 7~ und T dann gilt
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(a) fir alle V' € L7, ; und b € row™ (T, V')

Ly(T~, (b)) < max {CLl,TT Oy N}
z J
und

(b) fiir alleb € L7, ; und V' € col™(T<,b)

LQ(TN, (b/, b)) < max {CLZ’TT ~’CL2,TT N} .
T J

Beweis. Seien b' € L7, ; und b € row™ (7., V). Gilt Ur(T~, (V',b)) = 0, dann folgt
nach Bemerkung [3.4.19 L1(7~, (¥',b)) = —1 und da CL1,TT _ > —1 sowie CL1,7'T o>
7 7
—1 gelten, folgt die Aussage. Es gelte also Uy (T~, (b',b)) # 0 und damit insbesondere
', 0) e T\ L~
Mit b = (', s) € L7, ; folgt nach Konstruktion

t'ely und s €Ly.
Sei b* = (t*,s*) € Uy(T~, (b, b)), dann gilt (¢/,b*) € T\ L, was b* ¢ L7 7 und damit
t*¢ L7 oder s*¢ Ly (4.29)

zur Folge hat.
Da b* € sons*(b) nach Definition von U;(T~, (V/,b)) gilt, folgt t* € sons*(t) sowie
s* € sons*(s). Falls level(t*) < level(t') gilt, bedeutet dies mit Lemma

level(t*) < max{level(t'),level(s')} = level(b') = level(b) < level(b*).
Korollar [(a)] liefert dann t* € L. Analog folgt mit Lemma [(2)] und Korollar
3:2.7[(b)] s* € L, falls level(s*) < level(s). Nach (£:29) gilt mit Kontraposition also
t* ¢ L7 und level(t') < level(t*) (4.30)
oder s*¢ L7 und level(s’) < level(s*). (4.31)

Da (V/,b*) € T\ L~ gilt, ist (b',b*) unzuldssig, womit b’ ~ b* und damit nach Definition

t' p~t* sowie s T~ 8 (4.32)
folgt. Gilt nun (4.30)), so folgt mit ¢ € L7 nach dem Charakterisierungslemma [4.2.22
oder |(iii)| (¢, t*) € T~ - Der Block (t',t*) ist also unzulissig und ¢* ¢ L7 liefert
T
(', t*) € TTIN \L'TIN. Gilt (4.31]), so folgt mit s’ € L7 analog (s, s*) € TTJN \ﬁTjN. Es
gilt also

level(t') < level(t*) und (¢,t*) € TTIN \ETIN (4.33)
oder level(s") < level(s*) und (s',s*) € ’TTJN \L'TJN (4.34)

Potentiell konnten auch beide Aussagen (4.33) und (4.34) gelten.
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Fall 1: Es gilt level(t') < level(¢*) mit (¢,t*) € TTIN \ETIN.

Es existiert nun ein Vorfahre t** € pred(t*) von t* mit level(t’) = level(t*")

und nach Lemma [3.2.20) gilt (¢,t*%) € TTIN \ETIN. Damit gilt dann t** €

I'OW:(TTIN,t,) und t* € Ul(’TTIN, (¢, ¢*1)), was mit t' € L7 nach Definition von
CriT,
z
level(t*) —level(t') < Li(T__~, M) <Cr,1. .
s Tz
bedeutet.
Fall 2: Es gilt level(s) < level(s*) mit (¢/,s*) € TTJN \ETJN.

Auch hier existiert ein Vorfahre s** € pred(s*) von s* mit level(s’) = level(s*)
und auch in diesem Fall folgt (s',s*7) € TTJN \ L .. Analog zu Fall 1 gilt s** €

rovv:(’TTjN, s') sowie s* € Ul(TTJN, (s',s*")) und mit s’ € L folgt

~

level(s*) — level(s") < Ll('TTJN, (s',8"1)) < CLLTT
Gelten beide Aussage (4.33]) und (4.34]), so folgt mit den beiden obigen Fallen

level(b*) = max{level(t*), level(s*)} < max {CLl,TT _ +level(t), CLLTT o+ level(s')}
z 7
< max {CLl,T . Cr.T N} + max{level(t'), level(s") }
TI 7:7

= max {CLhTTIN , CLLTTJN } + level(¥'),

also
le Vel(b*) ]-e‘/el(b/) < max {CL1,7 ~ CLl, T ~ } .
Tz 7"7

Ist nun die Aussage (4.33)) falsch, dann gilt level(t*) < level(t') oder (¢',t*) € LTIN'

Falls level(t*) < level(t') gilt, folgt t* € L7 — vgl. oben im Beweis — und falls (¢/,t*) €
ETIN gilt, folgt mit ¢’ -~ t* (siehe (4.32)) (¥',t*) € E;ZN, also ist (¢',t*) ein unzulissiges

Blatt, womit auch in diesem Fall t* € L7 folgt. Angenommen es gilt nun level(s*) <
level(t*), dann folgt nach Lemma auch s* € L. Dies steht im Widerspruch
dazu, dass (4.34]) gelten muss, falls (4.33)) nicht gilt. Es folgt also

level(t*) < level(s")

und damit nach obigem Fall 2 — (4.34]) muss hier gelten, da (4.33) als falsch angenommen
— die Abschétzung

level(b*) = max{level(t*), level(s*)} = level(s™)
< Cr.7. . +level(s') < Cp, 7 . +level(V)
Tg Tg

< max {CLI’TTIN , CLl’TT]N } + level(d').
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4.3 Matrix-Galerkin-Relationsbdume

Also folgt auch in diesem Fall
level(b*) — level(b') < max {C[l 7 ., Cr.1 N} . (4.35)
T ’ Tg

Analog lasst sich (4.35]) beweisen, wenn (4.34)) nicht, dafiir aber (4.33)) gilt. Hiermit ergibt

sich die zu beweisende Aussage

Ll (TN’ (b,’ b)) < max {CL1, CLl, ~} .

. )| Seien b € L7, ; und b' € col(7.,b). Da ~ die Blockrelation bzgl. -~ und
7, ist und diese beiden Clusterrelationen vererbbar sind, ist auch ~ vererbbar (siehe
Korollar . Damit ist 7 r nach Lemma 8 der zu 7. transponierte Blockbaum
und zusammen mit Korollar bedeutet dies

v € col(T~,b) = row(TL,b) = row(T.r,b).

Lemma4.2.28|liefert aufserdem die Gleichheit der Relationsbédume 7';TN und TT T Sowie

s T

7T _und T_ _r. Des Weiteren sind T ~T und T ~T nach Korollar 4.2.26| vererbbar,
Tg 77 ’ 7

da dies fiir 7~ und 7,7~ Vorausgesetzt ist. Mit Korollar[4.2.27ist ~T die Blockrelation
bzgl. ~T und TJNT- Nach Teil dieses Lemmas folgt dann

Li(T.r, (b, b/)) < max {CL1,T CnT } (4.36)
Tz~ T~

und nach Korollar [3:4.20] gelten

Crot . = CLl,TT - CLl T T
Tz T T~
und
BZ20 EZX
CrL,7,_ ~ Cr,, T . Cuim o
sowie

La(Te, (,6) SE Ly (T, (0,6) E Ly (T, (0,1)).
Mit (4.36]) ergibt sich also insgesamt die zu beweisende Aussage
LQ(TN’ (b,’ b)) < max {CLQ, CLQ, ~ } .

O

Wir haben in diesem Lemma ausgenutzt, dass unzulédssige Blétter betrachtet wurden
und dort sowohl Zeilen- als auch Spaltencluster Blatter sind. Diese Eigenschaft bedeu-
tet, dass wir uns auf einer relativ hohen Stufe in den entsprechenden Clusterbdumen

105



4 Matrix-Galerkin- Verfahren

befinden und sich dort der zu betrachtende Levelunterschied mit den Werten CL1,TT N
s
und C7p,, T, bzw. Cp,, T~ und C7,, T, beschreiben lasst. Existiert fiir die Relations-
77"

T7"
baume T o~ und T ~ Jewells eine Schwachbesetztheitskonstante, dann lassen sich nach

Bemerkung 3.4.24] dle oben genannten Werte unabhéngig von #Z und #J beschrénken.

Wie schon fiir die Diskussion der Mengen row=(7<,b") und col™(7.,b) fiir alle &', b €
Tzxg gesehen, kann also auch die Betrachtung von Ly (7, (¥, b)) fiir b’ € L7, , und b €
row™ (7<,b’) sowie die Betrachtung von Ly (7, (b',0)) fiir b € L7, ; und b" € col=(T<,b)
auf die Badume ’TTIN und TTJN zuriickgefiihrt werden.

Bemerkung 4.3.5 (Zulidssige Blatter). Da das Vorliegen unzuldssiger Bldtter funda-
mental fir den Beweis von Lemma ist, bleibt der Fall zulissiger Blitter b € EIXJ
bzw. b € ﬁ;xj zu betrachten. Die obzge Diskussion lisst sich dann nicht auf die gleiche
Weise fiihren, da die zuldssigen Bldtter relativ ,,grob“ sein kénnen. ,,Grob“ bedeutet hier,
das sowohl Zeilen- als auch Spaltencluster eines solchen Blocks potentiell einen niedrigen
Level aufweisen und damit noch weiter rekursiv unterteilt sein kénnen. Die genaue Be-
schaffenheit dieser Cluster, die auf einer ,,groben® Stufe zusammen einen zuldssigen Block
bilden, ist stark von der zugrundeliegenden Zuldssigkeitsbedingung und der Konstruktion
der Clusterbaume Tz sowie Ty abhéingig. Diese Diskussion wird deswegen in Kapitel [0]
fiir die konkreten Anwendungen gefiihrt und es wird dort gezeigt, wie sich Cr, 1., und

Cr,,1. firbt' e L'IXJ bzw. b € L'}Xj abschdtzen lassen.

Bemerkung 4.3.6 (Matrix-Galerkin-Blockrelationsbaum). Fiir einen Blockbaum Tz« 7,
zwei Matrizen A € RTXT und B € RI*I sowie die Matriz-Galerkin-Blockrelation =(A,B)
bzgl. A und B in Trxg sind die dieser Blockrelation zugrundeliegenden Clusterrelatio-
nen =<, und <pg nach Korollar [{.2.17 vererbbar. Damit sind die Aussagen aus Lem-
ma Korollar[{.3-3 und Lemma auf den Matriz-Galerkin-Blockrelationsbaum
T= anwendbar. Fin Teil des Nachweises fir die Fxistenz einer Schwachbesetztheits-

~(A,B)
konstante von T = a5 lasst sich damit tber die Matrix- Galerkm—Clusterrelationsbdume

Betrachtung zulasszger Bldtter aus Tzx 7 ist in den entsprec henden Anwendungen somit
das Vorhandensein von Schwachbesetztheitskonstanten fiir TxA und TXB zu untersuchen.

T=, und T<, argumentzeren Neben der in Bemerkung[].3.5 beschriebenen, gesonderten

4.3.2 Aufstellen

Wir betrachten in diesem Abschnitt wieder einen Blockbaum 7747, zwei vererbbare
Clusterrelationen -~ und T~ sowie die zugehorige Blockrelation ~. Das Interesse
liegt nun auf der Konstruktion eines Algorithmus, der die Menge £ der unzuléssigen
Blatter des Relationsbaums 7., aufstellt. Wie auch schon im vorherigen Abschnitt, wird
die Diskussion allgemein gefiihrt und es werden die entsprechenden Aussagen dann auf
den speziellen Fall von Matrix-Galerkin-Blockrelationen tibertragen.

Bei der Analyse der Schwachbesetztheit von 7. wurde ein Grofsteil der Eigenschaften
dieses Baums auf Eigenschaften der Relationsbdume ’TTIN und ’TTJN zuriickgefiihrt. Im

Folgenden wird ein Algorithmus motiviert, definiert und analysiert, der die Menge £
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4.3 Matrix-Galerkin-Relationsbdume

nur anhand der Informationen der Teilmengen 7~ C7_ .. und 7~  C 7_ . aufstellt.
TZ TI TJ Tj

Anschliefsend folgt die Definition eines Algorithmus, mit dem sich TT_IN und TT_JN beim
Vorliegen von Matrix-Galerkin-Clusterrelationen konstruieren lassen.

Ein allgemeiner Ansatz zur Konstruktion von £ ist in Algorithmus dargestellt.
Dieser entspricht vom Aufbau dem Algorithmus [3:2.I] zum Aufstellen eines minimal zu-
lassigen Blockbaums, konstruiert aber nur die — fiir unsere Zwecke interessante — Menge
aller unzuléssigen Blétter. Zusétzlich ist Algorithmus[4.3.1]in drei potentiell auftretende
Fille unterteilt. Die Funktion INADMISSIBLE LEAF GENERAL ruft sich mit den ent-
sprechenden Séhnen solange rekursiv auf, bis ggf. einer der beiden Blocke ein Blatt des
Blockbaums ist. In diesem Fall wird dann entweder Algorithmus [£:3.2] — falls der Zei-
lenblock ein Blatt ist — oder Algorithmus [£.3.3] — falls der Spaltenblock ein Blatt ist —
aufgerufen. Diese Unterteilung wurde an dieser Stelle so vorgenommen, da sie fiir die im
Folgenden vorgestellte Variante zur Konstruktion von £ bendtigt wird.

Wie vorher schon erwéahnt (vgl. Bemerkung ist ein kritischer Punkt beim Auf-
stellen von zuldssigen Blockbdumen die Auswertung der Zuléssigkeitsbedingung. Da hier
nur die unzuldssigen Blatter eines Blockbaums von Interesse sind, wird die Zuléssigkeits-
bedingung zu einer Unzuléssigkeitsbedingung.

Fiir zwei Blocke v/ = (¢/,5"),b = (t,s) € Trxs gilt nach Definition eines Blockrelati-
onsbaums

(V',b) unzulissig < (t' et NS s) . (4.37)
Ubersetzt in die Sprache von Clusterrelationsbiumen bedeutet dies
(t',t) unzulissig und (s, s) unzuldssig.

~

wertung von (4.37)), also der Uberpriifung auf Unzulissigkeit eines Blocktupels.
Es stellt sich somit die

Dieser Zusammenhang motiviert die Betrachtung der Mengen 7'; und 7'; . zur Aus-
z 7

allein aus, um 72 zu

~

Frage: Reichen die Mengen 7~ und 7~

durchlaufen und £ zu bestimmen?

Um eine Antwort auf diese Frage zu bekommen, betrachten wir zunéchst das Charak-
terisierungslemma [4.2.22] Durch dieses Lemma wissen wir, dass fiir t',¢ € Tz aus (¥,t)
unzuldssig — also t/ 7~ t — nicht automatisch (t',t) € T;N folgt. Es muss zusétzlich

eine der drei dort angegebenen Bedingungen oder erfillt sein.
Zur Veranschaulichung betrachten wir exemplarisch die Abbildung [4:2] Es gelte dort
b = (t/, SI), b= (t, 8) € L1x 7 mit
(b',b) € L und level(b) = level() + 1

sowie

level(t') < level(t) mit t' ¢ L7 und level(s') < level(s) mit s’ ¢ L.

107



4 Matrix-Galerkin- Verfahren

Algorithmus 4.3.1 Aufstellen der Menge £ (allgemein)

procedure INADMISSIBLE LEAF _GENERAL(Y,b)
if (V/,b) unzuldssig then
if sons(b') = () = sons(b) then
L+ LZU{,b)}
else if sons(d') = () then

INADMISSIBLE_ ROW _ LEAF _GENERAL(Y, b) > Algorithmus
else if sons(b) = () then

INADMISSIBLE_COL _LEAF _GENERAL(D, b) > Algorithmus [4.3.3]
else

for all (b'*,b*) € sons(b') x sons(b) do
INADMISSIBLE LEAF _GENERAL(V™, b¥)
end for
end if
end if
end procedure

Algorithmusbeschreibung. Wie in Algorithmus geschieht hier der initiale Aufruf

mit der der Wurzel von T, also
root(7.) = (root(Tzx7),r00t(Tzx 7))-

Zu Beginn gilt L, = 0. Ein Block (b/',b) wird nach Vorschrift (3.5) unterteilt wenn er
unzuldssig ist und der Algorithmus mit den entsprechenden Sohnen rekursiv aufgerufen.
Ist b’ ein Blatt und b nicht, so wird Algorithmus aufgerufen. Analog tibernimmt Al-
gorithmus[4.3.5 den Fall, wenn b ein Blatt ist und V' nicht. Da zuldssige Blécke nicht von
Interesse sind, werden diese ignoriert. Ist sowohl V', als auch b ein Blatt des Blockbaums
Tzrxg, wird (b',b) zur Menge der unzuldssigen Blatter L, hinzugefiigt.
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Algorithmus 4.3.2 Aktualisierung der Menge L fiir ¥’ € L7 7 (allgemein)

procedure INADMISSIBLE _ROW _LEAF _GENERAL(Y, )
if (V/,b) unzuldssig then
if sons(b) = () then
L+ LZU{(V,b)}
else
for all b* € sons(b) do
INADMISSIBLE _ROW _LEAF _GENERAL(Y, b*)
end for
end if
end if
end procedure

Algorithmusbeschreibung. Der Aufruf dieses Algorithmus geschieht aus Algorithmus
in dem Fall von sons(b') = (. Ist b kein Blatt, so wird der Algorithmus mit den
Sdéhnen von b rekursiv aufgerufen. Dies geschieht so lange, bis auch b ein Blatt ist und
dann (b',b) ggf. zu der Menge L, hinzugefiigt.

Algorithmus 4.3.3 Aktualisierung der Menge £ fiir b € L7 7 (allgemein)

procedure INADMISSIBLE _COL__LEAF _GENERAL(Y, b)
if (V/,b) unzuldssig then
if sons(d') = () then
L+ LZU{V,b)}
else
for all b"™* € sons(b') do
INADMISSIBLE _COL_LEAF _GENERAL(Y™, )
end for
end if
end if
end procedure

Algorithmusbeschreibung. Der Aufruf dieses Algorithmus geschieht aus Algorithmus
in dem Fall von sons(b) = 0. Ist b’ kein Blatt, so wird der Algorithmus mit den
Sohnen von b rekursiv aufgerufen. Dies geschieht so lange, bis auch b’ ein Blatt ist und
dann (V',b) ggf. zu der Menge L hinzugefigt.
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Nach dem Charakterisierungslemma [£.2.22] folgt dann

(' t) ¢ TT_T_N und (s,s) ¢ TT;N

Analog ergibt sich diese Aussage bei Vertauschung der Rollen von & und b, wenn also
level(t') > level(t) mit t ¢ L7 und level(s’) > level(s) mit s ¢ L gilt.

b/

t,

Abbildung 4.2: Kombination zweier Blocke b’ = (¥,5'),b = (t,8) € Lzx7 mit (b/,b) €
L, fir die (t/,t) ¢ T~ und (s',s) ¢ T~ gilt.
iz 7

Das Auftreten des hier beschriebenen Falls liegt in dem Vorhandensein zuléssiger Blét-
ter L’}'X 7 im Blockbaum 77«7 begriindet. Fiir diese miissen nach Konstruktion weder
Zeilen- noch Spaltencluster Blatter des entsprechenden Clusterbaums sein.

Bemerkung 4.3.7 (Zuldssige Blatter). Bei genauerer Betrachtung verwundert der hier
beschriebene ,fehlende Zusammenhang® zwischen TS und 'T bzw. T nicht, da die

N

Verbindung von Trx 7 mit Tz und T7 — die Zulasszgkeztsbedmgung Adm (vgl. Abbildung
— zu diesem Zeitpunkt villig aufer Acht gelassen wurde.

Genau aus diesem Grund war es in Abschnitt [{.3.1] auch vorerst nicht maglich, eine
Aussage tber Cr, 1., und Cr, 1., beim Vorliegen zuldssiger Blicke zu treffen (vgl. Bemer-
kung . Diese unterliegen der konkreten Zuldssigkeitsbedingung und kénnen deswegen
nicht losgeldst davon betrachtet werden.

Im Folgenden wird nun eine Vorgehensweise illustriert, die es auch in dem Beispiel aus
Abbildung ermoglicht, anhand von T’T_N und 'TT_ . liber die Unzulassigkeit von (', b)
T 7

zu entscheiden. Aufgrund der Vererbbarkeit von 7~ und T~ wissen wir, dass t’ et
und s’ 7~ s genau dann gelten, wenn ¢ € sons™ (') und s™ € sons™ (') mit £ -~ ¢

und s’ T8 existieren. Dies bedeutet, dass die Aquivalenz

V~b e 3(t"™ ™) €sonst (1) x sons™(s) : (t’* ot A ST~ s) (4.38)
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gilt. Es ergibt sich die Situation aus Abbildung [4.3] fiir das Beispiel aus Abbildung [£.2]
Dort seien ¢* € sons™(¢') und s € sons™(s) die nach (4.38) existierenden Séhne von ¢’
und s’ mit £ -~ t und " -~ s. In diesem Fall gilt aufgrund von level(b) = level(d')+1
auch

level(t™) = level(t) sowie level(s™) = level(s)

und damit nach dem Charakterisierungslemma [£.2.22]

(t",t) e T-. sowie (s™,s)eT_ ..
Tz Ty

Dank der Aquivalenz in (4.38)) konnen wir anhand der Tupel (¢*,¢) und (s”*, s) iiber T~
s
und 'TT_ ., feststellen, dass b/ ~ b und damit (V/,b) € L gilt.
7

b/

(tl*, 8/*)

§* ' ‘ s

Abbildung 4.3: Kombination zweier Blocke v/ = (¢',s'),b = (t, s) € L1« 7, fiir die (V/,b) €
L7 anhand von (t"*,t) € 7~ und (s*,s) € T~ ~ festgestellt werden
7 7

~

kann.

In Abbildung [£.4] betrachten wir eine weitere Stufe des Baums. Es gelte dort b =
(t,s) ¢ Lzxy und b* = (t*,s*) € sons(b) mit b* € Lz 7 sowie V' ~ b*. Der Block
bt = (t1,sT) € Trxs bezeichne den Vater von b und es gelte level(b') = level(b™). Wir
verfahren wie in Abbildung [£.3] und stellen anhand von

(t™*,5™) € sons* (') x sons™ (s') mit " -~ tund s* T~ 8 (4.39)

fest, dass b’ ~ b gilt. Da b ¢ Lz, 7 gilt, verfahren wir mit (¢*,s*) und b* = (t*, s*)
analog und finden dank der Vererbbarkeit von ~ sowie ™

(™", ") € sons™ (") x sons™(s™) mit " £~ t* und 8 7~ 5" (4.40)

Es ist somit das Blatt b* = (t*, s*) erreicht und wir kénnen uns nun mit der Vererbbarkeit
wieder zu den Vorfahren von (¢"*, s"*) bewegen. Damit folgen aus (4.40) " -~ t* und
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o bt
o t
' i (tl*’sl*) b
= A — '
]/** ; ; (tlx-x-7sl>+>e) ]t* bx—
Slx— S
I% % *
S S
f— f—

Abbildung 4.4: Kombination zweier Blocke b = (t',s'),b* = (t*,s*) € L1y, fir die
(t/,b*) € L anhand von (t**,t*) € T_ . und (s™*,s%) € T . festge-
7 7

stellt werden kann.

s + ~ s* sowie aus demselben Argument auch ¢’ -~ t* und s’ - ~ s*. Dies fiihrt auf
T Tz Ty

b ~ b*, also genau zu der gewiinschten Information. Aufgrund der Levelgleichheit der

betrachteten Cluster in (4.39) und (4.40]), befinden sich die Tupel (¢*,t) und (#"**,¢*)

sowie (s*,s) und (s**,s*) in T bzw. T~ . (vgl. Charakterisierungslemma (4.2.22).
7 7

Die hier betrachteten Beispiele lassen sich auch auf den Fall iibertragen, dass Cluster,
die weiter unterteilt werden miissten, Blatter des entsprechenden Clusterbaums sind.
Dort gilt dann entweder Bedingung oder des Charakterisierungslemmas

An Lemmaist zu erkennen, dass die Auswertung der (Un-)Zuldssigkeitsbedingung
fiir zwei Blocke auf gleichem Level unproblematisch ist — also keine kiinstliche Unter-
teilung zuléssiger Blétter notig wird —, da die Informationen direkt in T;N bzw. TT;N

T
zu finden sind. Eine genaue Analyse allgemein auftretender Falle steht zwar noch aus, es
lasst sich an dieser Stelle aber vorwegnehmen, dass sich fiir die oben gestellte Frage die

Antwort: Ja

ergibt.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit liegt der Fokus bei der Gestaltung aller Algorith-
men immer auf der Realisierung der zu bewerkstelligenden Aufgabe mit einem in der
Anzahl der Freiheitsgrade — also #Z, #J oder (#Z + #J) — asymptotisch linearen
Aufwand. In Anlehnung an die Definition des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems
verwenden wir im Folgenden die (block-)zeilenweise Darstellung der Mengen £ sowie
T7;N und T%N. Da zuléssige Blocke fiir unsere Betrachtungen nicht von Interesse sind,
fiihren wir nachstehend den Begriff der unzuldssigen Blockzeile ein. Analog liefsen sich
hier auf gleiche Weise unzuléssige Blockspalten definieren und in der weiteren Diskussion
verwenden.
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Definition 4.3.8 (Unzulédssige Blockzeile). Sei Tz 7 ein Blockbaum, dann bezeichnen
wir fir alle t € Tz die Menge

row (Tzx7,t):={se€ Ty | (t,8) € TI;J}
als unzuldssige Blockzeile von t in Tz« 7. Fiir alle t € L1 definieren wir zusdtzlich
TOW (7-I><j,t) =row (Tzx7,t)NL7.

Geht aus dem Zusammenhang klar hervor welcher Blockbaum zugrundeliegt, vernachlds-
sigen wir den Zusatz ,,in Trx 7.

Wir untersuchen die Mengen aus Definition nun fiir Relationsbiume.

Korollar 4.3.9 (Transponierte Relation). Sei Tz ein Clusterbaum, .~ eine Clusterre-
lation in Tz und TTIN der zugehdrige Relationsbaum, dann gilt fiir alle p,q € Tz mit der

transponierten Clusterrelation ~T
gerow (T_~,p) genau dann, wenn p € row (T _r,q).
Tz T

Beweis. Seien p,q € Tz.
»=" Es gelte ¢ € row (T_~,p), dann gilt (p,q) € T_~ und die Unzuldssigkeit
v z

liefert p 7~ g. Mit dem transponierten Relationsbaum folgt (q,p) € 7';TN und nach
T

Lemma[4.2.28]ist der transponierte Relationsbaum der Relationsbaum zur transponierten
Relation, womit (¢, p) € TTINT folgt. Aus p -~ q ergibt sich nach Definition ¢ ~T p,
also (¢,p) € T~ 4 und damit p € row (T_ _7,q).
T~ Tz
,<=":Da Tr ~T die zu 7~ transponierte Clusterrelation ist, ist "™ auch die zu ™
transponierte Clusterrelation. Damit ldsst sich diese Implikation analog zur vorherigen
mit vertauschten Rollen von T und TINT beweisen. O

T

Das folgende Korollar verdeutlicht, dass sich alle unzuléssigen Blocke iiber die Ge-
samtheit aller unzuléssigen Blockzeilen darstellen lassen und der Zugriff auf die Elemente
dieser Blockzeilen — bei entsprechender Implementierung — unter der Annahme der Exi-
stenz einer Schwachbesetztheitskonstante fiir den betrachteten Relationsbaum mit einem
konstanten Aufwand realisierbar ist.

Korollar 4.3.10 (Unzuléssige Blockzeile). Seien Tz ein Clusterbaum, .~ eine Clu-
sterrelation in Tz und TTIN der zugehérige Relationsbaum.

(a) Es gelten

T = U{wa) | a€row™(T_~.p)}

pETT

und £ = |J{p.0) | g€rows (T, ~.p)}.
peLr
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(b) Ist 'TTIN CSP’TTIN -schwachbesetzt, dann folgt

# row_(TTIN,p) < CSP’TTIN fiir alle p € Tr.

Beweis. Fiir alle (p,q) € 7;_N gilt p € 7z und nach Definition der unzulissigen
T
Blockzeile auch g € row™(7__,p). Seien nun p € 7z und ¢ € row™ (T_.~,p), dann gilt
z z

~

wieder nach Definition (p, q) € TT_ und somit die erste Mengengleichheit.
z

Fiir alle (p,q) € E; - gilt nach Konstruktion p,q € £7 und mit E; . C TT_N nach
z z

Definition der unzuléssigen Blockzeile :

q € row (TTIN,p) N Lz =row, ('TTIN,p).

Sei nun p € L7 und ¢ € row, (TTIN,p), dann gilt ¢ € row™ (TTIN,p) und ¢ € L7. Damit
folgt (p,q) € ’T;N und p,q € L7 liefert (p,q) € L’; -, also die zweite Mengengleichheit.
T z
@ Sei TTIN CSP,TT _-schwachbesetzt, dann gilt fiir alle p € Tz
A

#rOW(TTIva) < C’Sp,7'7_I~
sowie

row (T, ~.p) ={¢ €Tz | (pa) €T _.}
ClacTz | (p,g) €T~} =10w(T_~p),

also die Aussage. O

Die durch die Abbildungen [4.2] 3] und [£.4] exemplarisch illustrierte Vorgehensweise
zur Konstruktion der Menge £ fiihrt in Zusammenhang mit der durch Korollar [4.3.10
motivierten Verwendung der unzuliissigen Blockzeilen zur Auswertung der (Un-)Zulés-
sigkeitsbedingung auf Algorithmus

Algorithmus [4.3.4] [£.3.5] und [£.3.6] entsprechen den Algorithmen [£.3.1] [4.3.2] bzw. [£.3.3]
wobei hier neben der konkreten Auswertung der (Un-)Zuldssigkeitsbedingung die Dar-
stellung der Menge L7 {iber unzuldssige Blockzeilen verwendet wurde. Abbildung
verdeutlicht die Vorgehensweise des Algorithmus anhand eines Beispiels. Es gelte
dort b, = (t(,s() € Lzxgy und by = (to,s0) € Trxy mit level(by) = level(by) sowie
by = (t3,s3) € sons®(bp) mit by € Lrx7 und b ~ bs. Es ist zu erkennen, wie bj, im
Zuge des Algorithmus in kiinstliche Sohne unterteilt wird, um anhand dieser (rekursiv)
by ~ b3 festzustellen.

Wir widmen uns nun der theoretischen Analyse der zuvor definierten Algorithmen.
Hierzu fithren wir nachstehend zwei Clusterbdume sowie einen auf diesen basierenden
Blockbaum — Auswertungsbaum genannt — ein und werden verdeutlichen, wie sich die
Algorithmen [£.3.5] und [£.3.6] jeweils durch einen solchen Auswertungsbaum beschreiben
lassen.
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Algorithmus 4.3.4 Aufstellen der Menge L.

procedure INADMISSIBLE _LEAF(b',b)
(t',s") « b, (t,s) < b
if t € row‘(’TTIN,t’) and s € row_('TTjN, s') then
if sons(V') = () = sons(b) then
row, (T, b") < row, (7T~,b") U {b}
else if sons(d') = () then

INADMISSIBLE_ ROW _LEAF(V, (', 8'),b) > Algorithmus [4.3.5]
else if sons(b) = ) then

INADMISSIBLE _COL_ LEAF(b, (¢, 5),b') > Algorithmus [4.3.6]
else

for all (b'*,b*) € sons(b') x sons(b) do
INADMISSIBLE _LEAF(b™, b*)
end for
end if
end if
end procedure

Algorithmusbeschreibung. Der initiale Aufruf geschieht mit der Wurzel von T~ , also
root(7~) = (root(Tzx7),r00t(Tzx 7))-

Solange V' = (t',s") und b = (t,s) keine Blitter des Blockbaums Trx gz sind und ' ~ b
gilt, wird der Algorithmus mit den entsprechenden Sohnen rekursiv aufgerufen. Ob b ~

b gilt, wird unter Zuhilfenahme von T_ . und T_ . in Form von row™ (T_,t") und
TI TJ TI

row_(TTJN, ') entschieden. Sind beide Blicke Elemente von L1y 7 und (V,b) unzuldssig,
so wird die Menge L, iber row, (T, V') aktualisiert.

Tritt der Fall auf, dass b’ ein Blatt ist, b aber noch weiter unterteilt, wird Algorithmus
4.8.9 aufgerufen, welcher hier die Menge L7 bzw. row,(T<,0') ggf. erweitert. Analog

tibernimmt Algorithmus den Fall, wenn b ein Blatt ist und b nicht.

~
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Algorithmus 4.3.5 Aktualisierung der Menge £ fiir b/ € L7 7.

procedure INADMISSIBLE _ROW _LEAF(V/, (%, s'*), b*)
(t*,s*) < b*
if t* € row_(TTZN,t’*) and s* € row™ (TTJN, s*) then
if sons(b*) = () then
row ; (7~,b") < row, (T~,b") U {b*}
else
for all ((¢**,s**),b**) € (sons™ (t*) x sons™(s'*)) x sons(b*) do
INADMISSIBLE _ROW _ LEAF(V/, (#"**, s**), b**)
end for
end if
end if
end procedure

Algorithmusbeschreibung. Der Aufruf dieses Algorithmus geschieht aus Algorithmus
. Ist V' ein Blatt, b* nicht und gilt (V/,b*) € T, so wird (t"*,s"™) weiter kiinstlich
unterteilt und der Algorithmus mit diesen kiinstlichen S6hnen rekursiv aufgerufen. Dies
geschieht so lange, bis auch b* ein Blatt ist und (b',0*) dann ggf. zu der Menge L in

Form von row (T~,b") U{b*} hinzugefigt wird.

Algorithmus 4.3.6 Aktualisierung der Menge £ fiir b € L74 7.

procedure INADMISSIBLE _COL__LEAF(b, (t*, s*), b"™)
(t/*7 8/*) % b/*
if t* € row_(’TTIN,t'*) and s* € row™ (TTJN, s™*) then
if sons(b’*) = 0 then
row, (T, b™) < row, (T~,b™) U {b}
else
for all ((t**, s™),b™*) € (sons™(t*) x sons™(s*)) x sons(b'*) do
INADMISSIBLE _COL__ LEAF(b, (t**, s**), b/**)
end for
end if
end if
end procedure

Algorithmusbeschreibung. Der Aufruf dieses Algorithmus geschieht aus Algorithmus
. Ist b ein Blatt, V'* nicht und gilt (b™,b) € T, so wird (t*,s*) weiter kinstlich
unterteilt und der Algorithmus mit diesen kiinstlichen Séhnen rekursiv aufgerufen. Dies
geschieht so lange, bis auch b™ ein Blatt ist und (b'*,b) dann ggf. zu der Menge L7 in
Form von row, (T~,b™) U {b} hinzugefiigt wird.
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ib(,] = (%0, 36) ”””””” A , ribg = (to,s())j
””””” | 80 € TOW (’TTJN,SO

77777777777777 TN
- t3 € oW ('TTIN,t3)
(85, 85) borereme A 13 = (t3,83)
””””””” sgerow (T_ .,s%
Z

Abbildung 4.5: Vorgehensweise von Algorithmus fir zwei Blocke bf), b3 € L7y 7 mit
(b(, b3) € L, durch kiinstliche Unterteilung von b und Auswertung der
(Un-)Zuléssigkeitsbedingung tiber unzuléssige Blockzeilen.
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Definition 4.3.11 (Tripelbaum). Seien Tz« ein Blockbaum, (p,q) € Tz x Tz und
b € Tzx7, dann nennen wir einen Clusterbaum ﬁ(p,q),b) mit Wurzel

100t (T((p.q),5)) = (P, ), )

und den Séhnen

sons((p*,¢*),b") := {(b , falls sons(b*) = 0,

(sons™ (p*) x sons™(q*)) x sons(b*) sonst

sowie den Beschriftungen

fiir alle ((p*,q%),0*) € T((p.q),p) €inen Tripelbaum fiir ((p,q),b) — oder auch einfach nur
Tripelbaum.

Definition 4.3.12 (Konstanter Clusterbaum). Seien Tz ein Clusterbaum und p € Tz,
dann nennen wir einen Clusterbaum Tp,, der nur aus der Wurzel root(T,) := p besteht
einen konstanten Clusterbaum fiir p — oder auch einfach nur einen konstanten Cluster-
baum.

Formal definieren wir also fir alle p* € T, die Séhne durch sons(p*) := () sowie die
Beschriftung tiber p* := p.

Bemerkung 4.3.13 (Clusterbaum). In den Definitionen|4.3.11 und|4.3.12 wird implizit
angenommen, dass die dort definierten Bdume Clusterbdume darstellen. Die einen Clu-
sterbaum definierenden Eigenschaften (vgl. Deﬁm’tion lassen sich aus den entspre-
chenden FEigenschaften der zugrundeliegenden Clusterbiume ableiten. Aus diesem Grund
wurde an dieser Stelle auf einen expliziten Beweis verzichtet.

Wir definieren nun einen Baum, mit dem sich die Algorithmen [£.3.5] und [£:3.6] beschrei-
ben lassen.

Definition 4.3.14 (Auswertungsbaum). Seien Tzx7 ein Blockbaum, 1~ und o ~
zwei Clusterrelationen sowie ~ die zugehorige Blockrelation und b = (t',5'),b = (t,s) €
Tzxg- Einen zuldssigen Blockbaum Ty y) ~ fiir Ty und T((w,s),p) mit der Zuldssigkeitsbe-
dingung

(v, (", s™),b* = (t*,5%))) zulissig

=
<t* ¢ row” (TTZN’t,*) V s ¢ row™ (TTJN’SI*)>
fir alle (b, (¢, s"),b* = (t*,5%))) € Ty p),~, nennen wir einen Auswertungsbaum fiir
(b',b) bzgl. ~ — oder einfach nur einen Auswertungsbaum.
Im Folgenden schreiben wir fir alle (b, ((¢'*,5™),b%)) € T b),~ auch vereinfachend
(', (t"™*,s™),b*) — lassen also zwei Klammern wegfallen —, da die Zugehorigkeit des

Elements ((t'*,s™),b*) zum Tripelbaum aus den Bezeichnungen sowie der Reihenfolge
der Tupelelemente ersichtlich ist.
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Ein initialer Aufruf von Algorithmus [£.3:5] geschieht fiir zwei in Relation stehende
Blocke v/ = (t',s') € Lzx7 und b= (t,s) € row™ (T~,b') mit dem Tupel
(b, (', s"),b)
aus Algorithmus [1.3:4] Gilt nun
_ / — /
(t € row (’TTIN,t) A s € row (TTJN,S )) ,

dann wird entweder die Menge row(7~,b") aktualisiert oder die Funktion INADMISSI-
BLE ROW _LEAF mit den Tupeln

(b, (t*,5™),b*) € {b'} x (sons™ (') x sonsT(s’)) x sons(b)
rekursiv aufgerufen. Es entstehen dann keine rekursiven Aufrufe mehr, falls mit b* =
(t*, s%)
* — Ix * — /%
(t ¢ row ™ (T, t") V s ¢ row (T s )) (4.41)

gilt. Ein Tupel
(b/, (t/*, S/*), b*) e 7Eb/7b)7,\,

mit b* = (t*,s*) ist nach Definition [4.3.14] genau dann zuléssig, falls (4.41)) gilt. Der
Algorithmus wird somit durch den Auswertungsbaum

T b),~

beschrieben.

Wir betrachten nun die Funktion INADMISSIBLE _ COL_ LEAF aus Algorithmus [£.3.6]
Ein initialer Aufruf geschieht hier fiir zwei in Relation stehende Blocke b = (t,s) € Lzx 7
und b’ = (¢, s") € col™(T~,b) mit dem Tupel

(b7 (t7 8)7 b/)
aus Algorithmus Gilt in diesem Fall nun

(tErow_(T oty N s erow (T N,s’)),

Tr 7:7

dann wird entweder die Menge row(7~,b") aktualisiert oder die Funktion INADMISSI-
BLE COL_LEAF mit den Tupeln

(b, (t*,5%),b™*) € {b} x (sons™(t) x sons™(s)) x sons(¥)

rekursiv aufgerufen. Analog zur Betrachtung der Funktion INADMISSIBLE ROW LEAF
entstehen keine neuen rekursiven Aufrufe der Funktion INADMISSIBLE COL__LEAF, wenn
mit b* = (t’*, 8/*)

<t* ¢ row (T, t"*) VvV s* ¢ row (T. N,s'*)) (4.42)

TI Tj
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gilt. Unter Verwendung der transponierten Clusterrelationen e ~T und TJNT ist (4.42)
nach Korollar dquivalent zu

<t'* g row (T _r,t*) V s ¢ row (T NT,S*)> . (4.43)
Tr T7

Nach Korollar [4.2.27|ist die transponierte Blockrelation ~7 die Blockrelation bzgl. e ~T
und TJNT. Betrachten wir nun ein Tupel

(b, (t*, S*), b/*) S ﬁb,b’),NT

mit b = (¢"*, s'*), dann ist dieses nach Definition [4.3.14] genau dann zuléssig, falls (4.43)
gilt. Da diese Bedingung wiederum &quivalent zu (4.42)) ist, beschreibt der Auswertungs-
baum

7V(b7b/)7NT

den Algorithmus [£.3.6]

Solange also in Algorithmus zwei Blocke ' € Tz g\ L1xg und b € row=(TL,b")\
L7« 7 mit b’ ~ b vorliegen, ruft sich die Funktion INADMISSIBLE _LEAF mit den S6hnen
dieser Blocke rekursiv auf. Gelangen wir dann im Laufe dieser Prozedur zu einem Punkt,
an dem einer der beiden Blocke ein Blatt des Blockbaums Tz« 7, der andere aber noch
weiter unterteilt ist, wird entweder der Algorithmus[1.3.5]— falls der Zeilenblock ein Blatt
ist — oder der Algorithmus — falls der Spaltenblock ein Blatt ist — aufgerufen.
Wie oben motiviert, werden solche Situationen fiir b’ € L7 7 und b € row=(7.,b") mit
V' ~ b durch den Auswertungsbaum 7 ) . bzw. fiir b € L7x7 und b’ € col™(7<,b) mit
b ~ b durch den Auswertungsbaum 73 ;) v beschrieben.

Wir untersuchen nun den Algorithmus hinsichtlich seiner vollstdndigen Beschrei-
bung aller unzuléssigen Blécke in 7. — und damit insbesondere der Menge L. Zuléssige
Blocke ignorieren wir, da diese fiir unsere Betrachtungen unerheblich sind. Wir miissen
somit nachweisen, dass der Algorithmus[4.3.4] durch die dort verwendete Auswertung der
(Un-)Zulassigkeitsbedingung genau die Menge 7 beschreibt. Fiir diese Diskussion unter-
scheiden wir zwischen der Funktion INADMISSIBLE _LEAF aus Algorithmus auf der
einen und den Funktionen INADMISSIBLE ROW _LEAF sowie INADMISSIBLE _COL _LEAF
aus den Algorithmen [4.3.5|bzw. [4.3.6]auf der anderen Seite. Erstgenannte Funktion zeich-
net sich — wie oben bereits erwdhnt — durch Levelgleichheit der betrachteten Blocke
aus. Wir sind dort also an der Beschreibung aller

(b',b) € T mit  level(d') = level(b) (4.44)

interessiert. Fiir die beiden letztgenannten Funktionen sind die entsprechenden Auswer-
tungsbdume zu untersuchen, welche die Algorithmen [4.3.5] und |4.3.6| beschreiben. Fiir
INADMISSIBLE ROW __LEAF ist zu zeigen, dass alle

(b',b) € T- mit V € Lzx7 und level(t') < level(b) (4.45)
und fiir INADMISSIBLE _COL_ LEAF, dass alle

(b',b) € T2 mit be Lzyx7 und level(b') > level(d) (4.46)
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durchlaufen werden. Die Tatsache, dass in und auch Blocktupel auftre-
ten, deren Blocke sich auf gleichem Level befinden — diese also eigentlich durch
abgedeckt werden —, liegt in den initialen Aufrufen der Algorithmen [4.3.5] und [4.3.6]
begriindet. Diese geschehen dort aus Griinden der Ubersichtlichkeit mit levelgleichen
Blocken.

Wir untersuchen nun zunéchst den Fall und widmen uns dann den Blocktupeln,
welche in eine der Kategorien oder fallen. Abschliefsend fassen wir diese

Aussagen in einem Satz zusammen.

Lemma 4.3.15 (Levelgleichheit). Seien Tzxy ein Blockbaum, p~ und 5 ~ zwei
vererbbare Clusterrelationen sowie ~ die zugehorige Blockrelation. Seien weiter b/ =
(t',s"),b=(t,s) € Trxg mitlevel(b') = level(b), dann gilt (b/',b) € T genau dann, wenn
te rowf(TTIN,t’) und s € rOW*(TTJN, ).

Beweis. ,=*: Es gelte (/,b) € T C T., dann folgt mit level(d') = level(b) nach Lemma
t e row(TTIN,t') und s € row(’TTJN,s’). Da (¥, b) unzuléssig ist, folgt ¥ ~ b und

damit ¢/ ot und s 7,7~ 5 was wiederum

terow (T_~, t) und se€ row ™ (T_ ~, s")
7 7

bedeutet.
L= Es gelte t € row‘(TTZN,t’) und s € row_(TTJN, s'). Damit folgt t' -~ ¢ sowie

s’ 7~ s, also b’ ~ b. Mit level(V') = level(b) liefert das Charakterisierungslemma (4.2.22
dann (V',0) € TZ. O

Lemma 4.3.16 (Auswertungsbaum). Seien Tz« ein Blockbaum, .~ und T, 2wel
vererbbare Clusterrelationen sowie ~ die zugehorige Blockrelation. Seien weiter b/ =
(t',s') € Lrxwg und b = (t,8) € Trxg mit level(b') < level(b), dann gilt (b',b) € T2
genau dann, wenn b € row=(TL, V') sowie (b, (t"*,s'*),b) € 7@,b+),~ existieren.

Beweis. ,,<: Seien b € row=(T.,b) sowie (¥, (t"*,s*),b) € ﬁ;,b+),~’ dann existiert
ein Pfad

((b/07 (t/07 86)7 b()), s (bléa (t27 32)7 bf))7
¢ € Ny, von root(Ty p+y,~) = (U, (t',8'),b%) nach (¥, (t"*, 5™),b). Durch die Konstruktion
der Séhne gilt

(b, (5, 8%),b;) € {b;_1} x (sons™(t,_;) x sons™ (s} 1)) x sons(b;_1)

17 %1

fir alle ¢ € {1,...,¢}. Damit ist (b, ...,bs) ein Pfad von b nach b sowie (¢, ...,t;) und
(80 - - -, y) erweiterte Pfade von ' nach ¢ bzw. s’ nach s™*. Es folgt t"* € sons*(¢’) und
s € sons*(s') (vgl. Lemma [2.4.13) sowie b = (t,s) € sons*(b+). Mit (V/, (¢*,5™),b) €
’72;,71) . folgt nach Definition der Zuldssigkeitsbedingung in einem Auswertungsbaum

tcrow (T _~, t*) und se rowf(TTjN, s,
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also t” -~ tund s 1~ s. Es sind -~ sowie  ~ vererbbar und es gilt ¢’ € pred(t™)
sowie s’ € pred(s™), womit nach Korollar 4.2.12/ ¢’ -~ ¢ und s’ 1~ s folgt. Nach
Definition der Blockrelation ~ bedeutet dies b’ ~ b. Mit b € sons*(b™) folgt

level(b') = level(b™) < level(b)

und das Charakterisierungslemma oder — es gilt ¥ € Lrxg — liefert
(b',b) € T2 .

,=" Es gelte (V/,b) € T2, also insbesondere &/ ~ b. Da level(b') < level(b) vorausge-
setzt ist, existiert ein bt € pred(b) mit level(d') = level(b™) und durch die Vererbbarkeit
von ~ — diese ergibt sich aus der Vererbbarkeit von -~ und T~ (vgl. Lemma

— folgt b ~ b*. Das Charakterisierungslemma, [4.2.22| liefert dann
v, b7 e T, (4.47)

also insbesondere b € row=(T.,b').

Sei (bo = (to0,50),---,b¢ = (te,s¢)) mit £ € Ny der eindeutige Pfad von b+ nach b in
Tzx 7. Wir zeigen nun die Existenz eines Elements (V/, (t*,s),b) € (b b+~ Hierzu
werden wir fiir alle ¢ € {0,...,¢} die Existenz von Elementen

(b, (t,s;),b;) € Ty~ it t; p~ tund s} o~ s (4.48)

per Induktion nachweisen. Mit by, = b ist dann (¥, (¢}, s)),bs) das gesuchte Tupel. Die
Bedingungen ¢; -~ t und s; 7~ s fir alle i € {0,...,¢} stellen sicher, dass der so
konstruierte Pfad in 7y y+y . — durch die Definition b} := ¥ fiir alle i € {0, ..., ¢} wird
(4.48) zu einem solchen — entlang unzuléssiger Clustertupel verlauft.

Fiir ¢ = 0 gilt mit (¢, s) := (¢/,8") und by = b

(blv (t67 56)7 bo) = (b,a (t,a 5,)’ b+) = rOOt(’T(b’,b'*'LN) € 7Eb’,b+)7N'

Es gilt level(b') = level(b") = level(by) und (V/,bo) = (V/,b%) € TS (vel. (4.47)), womit
nach Lemma [£.3.15]

to € row_(’TTIN,tg) und 5o € row_(’TTJN, s0)

folgt. Damit ist (b', (g, 5p), bo) unzuléssig in Ty p+) ~, Was

(¥, (t0,50):b0) € Ty iy

bedeutet. Nach Voraussetzung gilt (',0) € 7, also ' ~ b und damit ¢’ -~ ¢ und
s’ T, 8, Was to 7~ t und S0 T, 8 liefert. (4.48) gilt also fiir i = 0.
Sei nun i € {0,...,¢ — 1} und es existiere

(b, (t:,8}),b;) € T(;’,b+),~ mit  t; p~ t und s; 7~ s.
Da e und T~ vererbbar sind, existiert

P mit 7 e~ tund s~ s,

(t*, s7*) € sons™ (t;) x sons™ (s}

i
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Wir setzen (t2~+1 , 8§+1) (i, s;

7, s), dann gilt insbesondere
tii1 7~ t und Sit1 TS
Es bleibt also noch

(b, ( i1 7,—‘,—1) bz—i—l) € T(;/,b‘*),w
/

zu zeigen. Da (V, (¢}, s}), b;) unzuléssig ist und nach Definition eines Pfads fiir die S6hne

bi+1 € sons(b;) # 0 gilt, folgt nach Konstruktion
(b,a (t;-l—l’ 8;4—1)7 bi+1) (b, ( 1*7 z*)a bi+1)
€ {V'} x (sons™(#}) x sons™ (s})) x sons(b;)
= sons((0, (¢ 5).0)) € Ty~

Wir zeigen nun, dass (V/, (t;, 1,5, 1), bit1) unzuldssig in Ty pt) ~ ist.
Mit biy1 = (ti+1,8i+1) € pred(be) = pred(b) folgt

tiv1 € pred(t) und s;11 € pred(s)

vgl. Lemma [3.2.9)). Aus ¢/ ~ t und s ~ s sowie der Vererbbarkeit beider
’L+1 7—1 ’L+1 Tj
Clusterrelationen folgt dann nach Lemma [4.2.12

t;Jrl T=" ti+1 und 8;+1 TjN Si+1- (4.49)

Die Induktionsvoraussetzung liefert die Unzulassigkeit von (V, (£, s7), b;) in Ty p+),~., Was
t; € Tow™ (TTIN,t;) und s; € row™ (TTJN, sh), also

(t{[ati) c TT;N und (S{L-, Si) € T; ~

bedeutet. Falls sons((t},¢;)) = () gilt, folgt mit der Unzuldssigkeit von (¢, ¢;) insbesondere
ti,t; € L7 und damit (t;,,t;11) = (t;,1;) € T .. Gilt sons((t,t;)) # 0, so folgt nach
s

Konstruktion
(ti 1. tiy1) € sons™ () x sons™ (¢;) = sons((},¢;)) C TTIN

und mit auch in diesem Fall (tj,,,ti11) € TT;N. Auf analoge Weise ldsst sich

(st Sit1s si+1) € T~ . beweisen. Es gilt also
Ty
tir1 € row_(TTIN,t;H) und  s;41 € row_(TTJN,SQH).

Damit ist (V, (t;, 1, s}, ), bis+1) unzuldssig, was

(b/ ( i+1s 7,+1) biy1) € T(;/,bﬂ,w

liefert. Die Aussage ist somit per Induktion bewiesen und es folgt mit by = b sowie
(t'*,s") := (t}, s;) insbesondere die zu beweisende Existenz eines Elements

(W, (7, 5).6) € Ty e, -
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Bemerkung 4.3.17 (Auswertungsbaum). Es seien die Voraussetzungen von Lemma
gegeben. An dem dortigen Beweis ist zu erkennen, dass fiir den angegebenen Block
bt € row=(T.,V) die Eigenschaft

b* € pred(b)

gilt. Dieser entspricht also gerade dem Vorfahren von b, welcher den gleichen Level wie
b aufweist. Da nur ein einziger Vorfahre von b mit dieser Eigenschaft existiert, ist b
insbesondere eindeutig bestimmd.

Unter Verwendung der vorherigen beiden Lemmata fassen wir die Analyse des globalen
Algorithmus zur Konstruktion von £ zusammen. Die Aquivalenz des folgenden
Satzes stellt sicher, dass der vorgestellte Algorithmus genau die Elemente aus 7, durch-
lauft und wir somit in der Lage sind, die Menge £ zu bestimmen.

Satz 4.3.18 (Vollstéandige Beschreibung). Seien Tzxy ein Blockbaum, 5~ und 5 ~
zwei vererbbare Clusterrelationen sowie ~ die zugehérige Blockrelation, dann gilt fir alle
b= (t,s),b=(t,s) € Trxg die Aussage (',b) € TZ genau dann, wenn

(i) b €row=(T., V) mitte row_(TTIN,t’) und s € row_(TTjN, ") gilt oder

(1)) V' € Lzx7 gilt und bT € row™(TL, V') sowie (V, (t"*,s™*),b) € Ty .~ €vistieren
oder

(iii) b € L1y gilt und b € col=(T~,b) sowie (b, (t*,s*),0') € T~

(b +),~T existieren.

Beweis. Seien b' = (t',s'),b = (t,s) € Trx7.
»,=": Es gelte (b/,b) € T2, dann gilt

level(d') = level(b), level(t/) < level(b) oder level(b') > level(d).

Falls level(b') = level(b) gilt, folgt b € row=(T.,V) und nach Lemma [4.3.15| ¢
row_(TTZN,t’) sowie s € row (TTJN, s"), also die Aussage in

Es gelte nun level(d/) < level(b), dann folgt mit (b',b) € T- C T, nach Lemma
b € Lzx7. Insbesondere gilt level(b') < level(b), womit nach Lemma [4.3.16
bt € row= (7., V') sowie

(v, (t",s™),b) € T p+) .~

existieren. Es gilt also|(ii)|

Es gelte level(d') > level(b), dann folgt mit (/,b) € 72 C T. nach Lemma
b € Lrx7. Des Weiteren gilt mit dem transponierten Relationsbaum und dessen
Darstellung iiber die transponierte Relation — vgl. Lemma [4.2.28 — (b,V') € T_,. Da
~T die Blockrelation bzgl. Tr ~T und TJNT ist und diese beiden nach Korollar 4.2.26
vererbbar sind, folgt mit level(b) < level(d') und Lemma [4.3.16| die Existenz von o/
row— (7_r,b) sowie

(b, (£, 57), ') € Ty iy,
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Da ~ die transponierte Blockrelation bzgl. ~7 ist, gilt mit Korollar und Lemma
[4.2.28 zudem

b+ € row= (Tor, b) 522 col= (T2, b) B2 col= (T2, b),

also die Aussage in
,<=": Es gelte zuerst also b € row™(7.,b') mit

t €row (’TTIN,t') und s € row (’TTJN, s,

dann folgt mit level(d’) = level(b) und Lemma 4.3.15/auch (V/,b) € T2 .
Es gelte nun also b/ = (t',s') € Lzx7 und es existieren b* € row= (T, V') sowie
', (t"™,s™),b) € 72; ph),~ Da Ty b+),~ ein Baum ist, existiert ein Pfad

(80, (£, 50), Do), - - -5 (b, (¢4 7). br))

mit £ € Ny von root(7y pty,~) = (Vs (t,s),bT) nach (V/, (#"*,s"),b). Durch die Kon-
struktion der Séhne gilt

(b, (5, 8%),b;) € {b;_1} x (sons™(t,_;) x sons™ (s} 1)) x sons(b;_1)

i

fir alle ¢ € {1,..., £}, womit (by,...,bs) ein Pfad von b" nach b in Tz« 7 ist. Es folgt also
b € sons*(b") und damit

level(b) = level(b™) < level(b).

Nach Lemma [4.3.16| gilt dann (b',b) € T .
Es gelte also b € L1, 7 und es existieren b'" € col= (7., b) sowie (b, (t*,s*),V') €

7zb_b, )T Nach Lemma [4.2.28)ist 7_r der transponierte Relationsbaum zu 7., womit

nach Korollar B.4.5]

bt € col= (T, b) B2 row= (77, ) *E8 row= Tz, b)

folgt. Da -~ und  ~ vererbbar sind, gilt dies auch fiir TNT und ~T. Des
e T z J
Weiteren ist ~7 die Blockrelation bzgl. T ~T und TJNT, womit dann wie im Fall |(ii)

iiber Lemma [4.3.16( (b, V') € T_, und damit (b/,b) € T2 folgt. O

Aufwand

Eine obere Schranke des Aufwands von Algorithmus wird durch die Anzahl der
(rekursiven) Aufrufe der Funktionen INADMISSIBLE LEAF, INADMISSIBLE ROW _LEAF
und INADMISSIBLE COL _LEAF charakterisiert. Fiir jeden dieser Aufrufe entsteht eine
Auswertung der (Un-)Zuléssigkeitsbedingung. Zusétzlich wird bei Vorliegen von Blét-
tern b',b € L1y mit ¥ ~ b das Element b der Menge row (7~,b") hinzugefiigt. Durch
die Verwendung von kiinstlichen S6hnen bzw. Nachfahren in den Algorithmen [4.3.5] und
kann es vorkommen, dass ein Block mehrfach der Menge row (7~ , ') hinzugefiigt
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4 Matrix-Galerkin- Verfahren

werden soll. Da dies in der Implementierung zu vermeiden ist, entsteht ein zuséatzlicher
Aufwand, um abzufragen, ob bereits b € row, (7~,V') gilt. Fiir die Funktion INADMIS-
SIBLE _LEAF kann dieser Fall nicht auftreten, da diese Funktion mit jedem Blocktupel
nur ein einziges Mal aufgerufen wird. Unter der Voraussetzung, dass die Auswertung der
(Un-)Zulassigkeitsbedingung mit einem konstanten Aufwand durchfithrbar ist, werden
wir zeigen, dass sich der Gesamtaufwand fiir das Aufstellen der Menge £, asymptotisch
linear in #77« 7 verhilt. In Satz charakterisiert der Fall|(i)|die Funktion INADMIS-
SIBLE _LEAF, der Fall die Funktion INADMISSIBLE _ROW _LEAF und der Fall die
Funktion INADMISSIBLE _COL_LEAF. Wir werden also diese drei Fille untersuchen, um
so den Aufwand der einzelnen Funktionen und damit auch den Aufwand von Algorithmus
434l abzuschitzen. Hierzu untersuchen wir nun zunichst die Anzahl aller Elemente eines
Auswertungsbaums.

Lemma 4.3.19 (Schwachbesetztheit). Seien Tzxg ein Blockbaum, 1~ und 1 ~ zwei
vererbbare Clusterrelationen sowie ~ die zugehorige Blockrelation. Des Weiteren sei

Csons := # sons(t)# sons(s)# sons(b) > 2.

max
tE'TI,SETj,bE'TIXJ
(a) Firb € Lzx7 und b € row= (T, V) gilt

Cr, T~ 1
#ﬁb’,b),w < 261soné .

(b) Fiirb e L1y und b’ € col™(T.,b) gilt

Cr, T T1
#Inb,b’)’fvT S 2C’song .

Beweis. m Seien b’ = (t',s') € Lzx7 und b € row™ (T, V). Fiir alle £ € Ny definieren
wir die Mengen

(£)
T(b/,b),w

Wir zeigen nun zuerst

= {0, (", 5),0%) € T py,~ | level(b”) —level(b) = £}.

CLl,TN “+1

(0)
7Ebhb),~g U 7-(b’,b),~
=0

und schétzen danach die Méchtigkeiten der ﬁgé?b)w fiir alle £ € Ny ab. Hieraus ergibt
sich dann die zu beweisende Aussage.

Sei (O, (", 5"),0) € Ty py,~- Gilt (V, (", 8™),b%) = root(Ty p),~) = (U, (t',8'),b), so
folgt level(b*) — level(b) = 0 und damit

(bl, (t/*a S,*)v b*) € ﬁg??b),w
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Es gelte nun (V/, (t™*, 5™),b*) # root(Ty 4.~ ), dann existiert ein Vater (o', (t'*,s'"),bT) €
T p),~ von (U, (t*,8™),b*). Da dieser Vater in T p) . unzuléssig sein muss, folgt mit
bT = (t*, sT) nach Definition der Zuléssigkeitsbedingung

th e rowf(TTIN,t”r) und st e rowf(TTjN,s#),

also insbesondere
t'r T t7 und §'T T~ st (4.50)

Da Ty p),~ ein Baum ist, existiert ein Pfad

(( 6’ (t/ ) 5/0)’ bO)’ SRR (blnv (t/m ng)’ bn))

mit n € No von root(7y p),~) = (V/, (¢, 8"),b) nach (V/, (t'*, s'7), b™). Durch die Definition
der S6hne gilt

(bl (t:,85),b;) € {b_1} x (sons+(t;_1) X sons+(s;_1)) x sons(b;_1)

17 %1

fiir alle ¢ € {1,...,n}, womit (bo,...,b,) ein Pfad von b nach b* und (¢(,...,t,) so-

wie (sf,...,s),) erweiterte Pfade von ¢ nach ¢t bzw. s’ nach 't sind. Es gelten also

'+ € sons*(#') und st € sons*(s’) (vgl. Lemma [2.4.13) sowie b" € sons*(b) und damit
insbesondere auch ' € pred(¢'*) und s’ € pred(s't). Mit ([4.50), der Vererbbarkeit von

7~ und T~ sowie Lemma folgt dann
+

' p~tt und S TS
also b’ ~ bT. Mit b € sons*(b) und b € row=(T.,b") folgt
level(b') = level(b) < level(b™).

Nach dem Charakterisierungslemma [4.2.22 oder — es gilt ' € L7457 — folgt
(0',b") € T2 und mit b* € sons(b™) gilt sons(b™) # 0. Es gilt also (b',67) € T\ L~,

was wiederum
bt e {besons*(b) | (V,b) e TL\ LY =U(To, (Vb))
bedeutet. Mit ¥’ € L7« 7 und b € row=(T<,b") folgt

level(bT) — level(b) = level(bt) —level(d') < max  level(b) — level(d')
beU1 (T~,(b',b))

= Ll(TNa(blvb» < . max Ll(Tf\‘v(i)/vi)))
b/EKIXj
berow= (T~ ,I;’)

= CL17T~ .
Aus b* € sons(b) folgt dann

level(b*) — level(b) = level(b™) + 1 —level(b) < O, 7. + 1.
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Insgesamt ergibt sich also
CLl T~ +1

* * * L
(b/, (t/ 73/ )7b ) € éL;Jo 7-(57’317),,\/

und damit
CLI T —+1

4
Two~S U Ty~ (4.51)
=0

Wir zeigen nun induktiv, dass #T(Ef)b) _ < CL s fiir alle £ € Ny gilt. Fiir £ = 0 folgt

#725,(/]),,) < 1=0CY .. Sei nun £ € Ny so gegeben, dass
(0) ¢
#’T(b’,b),w < Csons

gilt. Sei (b, (t™*,s™*),b*) € 725)%)1’1, dann gilt (', (¢",5™),0*) € T p),~ und fiir den
Level folgt level(b*) — level(b) = £+ 1 > 0. Es folgt b* # b, also (V/, (t'*,s™),b*) #
100t (7T p),~ ), womit ein Vater (¥, (t'",s'*),b%) € Ty ).~ von (¥, (", ™), b*) existiert.
Nach Konstruktion der Séhne gilt

(', (t'*,5™),b*) € {b'} x (sons™(#'T) x sonst(s'")) x sons(b™),
also insbesondere b* € sons(b™), womit

level(bT) — level(b) = level(b*) — 1 —level(b) = £ +1 1=/
folgt. Es ergibt sich also

Tis i © U {8 (sons (1) x sons™ (5)) x soms (")

4
(5 D BIETE
und damit nach Induktionsvoraussetzung

#T4 e < > # ({6} x (sons* (#'+) x soms™* (s+)) x sons(b"))
(b/7(t/+’s/+)7b+)€7—(§ﬁ),b),N

= Z #sons™ ()4 sons™ (s'T)# sons(bT)
(s bHET

4
< Csons#’]zg,/?b),w < Cségﬁls
Mit (4.51)), Csons > 2 und der geometrischen Reihe folgt somit

Cr,7.+1 Cry 7. +1
(0) ¢
#Twn~ < D #Tap~< D Coons
=0 =0
CLl,T~+1

CLl T +1 )
= CSOHS Z Csons
=0

Cry,7.+1
< 2Csons .
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Seien b € L1747 und b’ € col™(T.,b), dann gilt mit Korollar und dem trans-
ponierten Relationsbaum & € row=(72,b). Nach Lemma [4.2.28|ist der transponierte
Relationsbaum der Relationsbaum zur transponierten Relation, womit ' € row=(7_r,b)
folgt. Da -~ und T~ vererbbar sind, gilt dies auch fir TINT und TJNT~ Nach
Korollar [4.2.27|ist ~7 die Blockrelation bzgl. Ty ~T und TJNT, womit Teil dieses

Lemmas
CLl T.T +1

#ﬁb,b’)’NT < 2Cs0ns
liefert. Nach Korollar@ gilt Cp, 7. = Cp, 77 = Cp, 7 ;- Es folgt die zu beweisende
Aussage. O

Bemerkung 4.3.20 (Schwachbesetztheit). Mit den Voraussetzungen von Lemma
gilt fiir ' = (t',s") € Lzx7 und b € row™(T.,b') durch die Verwendung des konstanten
Clusterbaums Ty als Zeilenclusterbaum die Mengengleichheit

{b’} X rOW(ﬁb/,b%N? b/) = ﬁb’,b)vw'

Des Weiteren gilt fir alle ((t"™,s™),0*) € T ,¢)p) des Tripelbaums, welcher als Spalten-
clusterbaum verwendet wird, die Aussage

col (ﬁb’,b),wa ((t,*, Sl*), b*)) Q {b/}

Damit existiert genau dann eine Schwachbesetztheitskonstante von Ty p) ~, wenn sich
#T (v p),~ unabhingig von #I und #J beschrinken lisst.

Eine analoge Aussage ergibt sich fir den Auswertungsbaum Ty, ) v mit b € L1xyg
und b’ € col™(T.,b).

Im Beweis des nachstehenden Satzes werden wir die drei verwendeten Algorithmen
separat diskutieren — also den Aufwand der drei auftretenden Funktionen einzeln ab-
schitzen — und damit dann eine obere Schranke fiir den Gesamtaufwand herleiten.

Satz 4.3.21 (Aufwand von Algorithmus |4.3.4). Seien Tzxg ein Blockbaum, 1~ und
T~ zwei vererbbare Clusterrelationen sowie ~ die zugehérige Blockrelation. Es sei
weiter T Cep 1., -schwachbesetzt und es existiere ein Cagm € No so, dass die Auswertung
der in Algorithmus angegebenen (Un-)Zuldssigkeitsbedingung mit einem maximalen
Aufwand von Cagqm erfolgt, dann ist der Gesamtaufwand von Algorithmus mit

Csons := teTz,sen%?,)I{)eTzXJ # sons(t)# sons(s)# sons(b) > 2
durch
_ Oy 7 +1 CrLy 7. +1
CAdmCs_p,TN (2Csp,7'~ (Csoflé " + CSOflg " ) + 1) #7-I><(7
beschrinkt.

Beweis. Fiir die Funktion INADMISSIBLE _LEAF aus Algorithmus entsteht fiir alle
b € Trx7 und alle b € row™(T.,V’) ein maximaler Aufwand von Cagy, zur Auswertung
der (Un-)Zulassigkeitsbedingung. Dadurch, dass diese Funktion mit jedem Blocktupel
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dieser Art nur ein einziges Mal aufgerufen wird, muss nicht iiberpriift werden, ob ein
Block bereits in der unzulédssigen Blockzeile (row ;) eines zweiten Blocks vorhanden ist.
Damit ist der Aufwand fiir diese Funktion allein durch

> Caam#row™(To,V) < CaamCa 1. #7127

b’G'erj

beschrankt.

Wir betrachten nun die Funktion INADMISSIBLE _ROW _LEAF aus Algorithmus
Hier entstehen fiir alle Elemente aus Ty ) ~ mit b’ € L7y 7 und b € row=(7<,b’) Auswer-
tungen der (Un-)Zuléssigkeitsbedingung und es entsteht potentiell eine Abfrage, ob ein
Blatt bereits in der Menge row (7<,b’) vorhanden ist. Mit row (7~,b") C row(T~,b')
ist der Aufwand fiir diese Abfrage durch # row(7~,V) < Cyp 7., beschréankt. Unter Ver-
wendung von Lemma ergibt sich also fiir den Aufwand von Algorithmus m
die obere Schranke

_ CLl,TN +1
Z Z C'Admc'sp,’TN #ﬁb/’b)’r\/ < Z 2C'Admc'sp,'TN sp, T~ Csons
b'eLryx g beErow=(T~,b) VeLry g
= CL1,T~ +1
< 2CAdmCsp,TN sp, T, Lsons #EIXJ
CLI,TN +1

< 2CAdmCsp,'TN CS:p,TN Csons #EXJ-

Fiir die Funktion INADMISSIBLE _ COL_ LEAF aus Algorithmus [4.3.6] entstehen fiir alle
Elemente aus 7,y v mit b € L7y 7 und b’ € col™(7.,b) Auswertungen der (Un-)Zu-
lassigkeitsbedingung und es entsteht auch hier potentiell wieder eine Abfrage, ob b bereits
in der unzuldssigen Blockzeile (row ) eines zweiten Blatts enthalten ist oder nicht. Analog
zur obigen Abschitzung fiir Algorithmus[4.3.5ergibt sich in diesem Fall mit Lemma
[(b)] ein maximaler Aufwand von

_ CLQ,TN +1
Z Z CAdm Csp,’TN #ﬁb,b/LNT < Z 26’AdmC’Sp,TN sp, T~ Csons
beELrx 7 b Ecol=(Tx,b) beLrw g
_ CL2,7'N +1
< 261AdrnCSp,7’~ sp, T~ Csons #EIXJ
CL2,'T~ +1

< 2CAdmCsp,TN 0;77; Csons #,Tl'xj'

Durch Addition dieser drei Abschéitzungen lédsst sich der maximale Gesamtaufwand von
Algorithmus somit durch

N Cp 7o+l Cp,ro+1
CranCar. (207 (Comt™ " + ™) +1) #T2s

beschranken. ]

Bemerkung 4.3.22 (Beschrianktheit von Cpqy). Es seien die Voraussetzungen von Satz
4.3.21] gegeben. Sind die Clusterrelationsbiume T~ und T_ ~ Csp 1 - bzw. Csp 1 -
Tz Ty Ty Ty

schwachbesetzt, so gilt mit

rowf(TTIN,t’) C rOW(TTIN,t') und rowf(TTJN,s') - row(’TTJN,s’)
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fiir alle t' € Tz und s € Tz, dass sich Cagm durch (CSP’TT .+ CSP7TT ) beschrinken
T 7

ldsst.

Bemerkung 4.3.23 (Matrix-Galerkin-Blockrelationsbaum). Es seien Tzx 7 ein Block-
baum, A € RT*L B € RI*T und =(A,B) die Matriz-Galerkin-Blockrelation bzgl. A
und B in Trx7. Da die zugrundehegenden Matriz-Galerkin-Clusterrelationen < 4, und

=g nach Korollar vererbbar sind, lassen sich die Aussagen der Sditze
und [4.53.21] auf den Matm'x—Galerkm-Blockrelationsbaum TX(A 5 anwenden. Die Menge

E;(A 5 lasst sich somit — unter den entsprechenden Voraussetzungen der Sdtze — mit

einem in #Tzxg asymptotisch linearen Aufwand durch Algorithmus [{.5.7] bestimmen,
vorausgesetzt alle anderen dort auftretenden Gréfien sind unabhdngig von #Z1 und #J
beschrankt.

Abschliefsend diskutieren wir nun das Aufstellen der Mengen TT_N und TT_ ., die wir
T 7

fiir die Auswertung der Unzuléssigkeitsbedingung benétigen.

Aufstellen von Clusterrelationsbaumen

Die Auswertung, ob ein Tupel (b',b) € Tzxg X Trxs unzuléssig ist, geschieht in den
Algorithmen [£.3.4] 1.3°5] und [4.376| iiber die Relationsbdume TTIN und TTJN bzw. die

Mengen T und 'T — in Form der unzuldssigen Blockzeilen. Es wird also ein

Algorlthmus benotlgt der diese Mengen aufstellt. Potentiell wiirde sich hierfiir Algo-
rithmus [3.2.1] zur Konstruktion eines minimal zuldssigen Blockbaums eignen, wenn die
Zulassigkeitsbedingung eines Relationsbaums mit einem Aufwand in O(1) ausge-
wertet werden konnte. Im Kontext dieser Arbeit und der spiateren Anwendung stehen
Matrix-Galerkin-Clusterrelationen im Fokus der Betrachtung. Fiir eine Matrix-Galerkin-
Clusterrelation =, bzgl. A € RZ*Z ist ein Tupel (p,q) € Tz x Tz genau dann unzulissig,
wenn (i,7) € p x ¢ mit a;; # 0 existieren. Die Tatsache, dass durch eine naive Auswer-
tung der Zuldssigkeitsbedingung ein zu hoher Aufwand entstehen kénnte, verdeutlicht
das folgende Beispiel.

Beispiel 4.3.24 (Auswertung der Zulissigkeitsbedingung). Wir betrachten fiir n := 2%,
LeN, und T :={1,...,n} die Matriv A € R2*T mit den Eintrigen

2 ,falls i = j,
a;j = —1 | falls |i — j| =1,
0 sonst

fiir alle 1,5 € I. Des Weiteren sei =<, die Matriz-Galerkin-Clusterrelation bzgl. A in
einem Clusterbaum Tz, und wir sind an der Konstruktion der Menge T;A interessiert.
Die Struktur des Clusterbaums Tz — welcher bei einem Relationsbaum als Zeilen- und
Spaltenclusterbaum dient — sei durch Abbildung [{.6 gegeben. £ € Ny bezeichne dort den
Level der entsprechenden Stufe des Clusterbaums. Fiir alle p € Tz sei die zugehirige
Beschriftung p C I zusammenhdngend und nicht permutiert. Es existieren also fir alle
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Tz A

Tz

S S S S S
1
B W N = O

Abbildung 4.6: Tridiagonale Matrix A € RT*Z aus Beispiel 4.3.24 mit Clusterbaum 77.

p € Tz Elemente ap,b, € T mit ap < b, und p = {ap,a,+1,...,b,}. Die Beschriftungen
fiir Sohne entstehen durch die Halbierung der Beschriftung des entsprechenden Vaters.
Zusdatzlich nehmen wir an, dass der Zugriff auf alle Nicht-Null-Eintrige einer Matrixzeile
mit einem Aufwand in O(1) realisierbar ist.

Betrachten wir zuerst den initialen Aufruf von Algorithmus[3.2.1) mit

(po, po) = (root(7Tz),root(77))

aus Bild © der Abbildung und stellen mit einem Aufwand in O(1) fest, dass a;; # 0
miti =1 undj := 1 gilt. Da p° nicht permutiert ist, erfordert es einen einzigen Vergleich,
um j € p° und damit p° =4 p° festzustellen. Dieser Schritt ist also unproblematisch.

Interessanter wird es auf dem ndchsten Level (¢ = 1), welcher in Bild @ der Abbildung
verdeutlicht wird. Hier konzentrieren wir uns auf den markierten Block (pi,p}) €
Tz x Tz. Mit einem Aufwand in O(1) ldsst sich auch hier feststellen, dass a;; # 0 fir
i:=mn/2+1¢€ps und j :=n/2 gilt. Als zweiter Schritt wire nun j € pt zu suchen, um
festzustellen, ob p} < A pi gilt. Ein naiver Ansatz wiirde die Beschriftung pi durchlaufen
und aufgrund der Sortierung mit einem Aufwand von #p1 = n/2 feststellen, dass j € pi
und somit (p3,pl) € TX—A gilt.

Fiir die in Bild ® der Abbildung[{.7 dargestellte dritte Ebene ({ = 2) des Clusterbaums
ergibt sich mit analogen Argumenten fiir alle markierten Blocke

(p3.p%), (03, p3), (P3,P3) € Tz x Tz

jeweils ein Aufwand in der Gréffenordnung #ﬁz =n/4 fir alle k € {1,...,3}.
Auf der néichsten Stufe (siehe Bild @ der Abbz’ldung existieren sieben dieser Blicke

und fir jeden dieser entsteht ein Aufwand von n/8.
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@ (£=0)

——t——————i
2

pi Py p3 pi

® (£=4)

Abbildung 4.7: Betrachtete Blocke auf den Stufen £ = 0,...,4 des Beispiels |4.3.24
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Mit wachsender Tiefe depth(7Tz) des Clusterbaums bei wachsender Dimension der Ma-
triz wiederholt sich diese Situation immer wieder (vgl. Bild ® der Abbildung fiir
( = 4). Auf jeder Stufe ¢ € Ng existieren 2° Cluster mit jeweils einer Mdachtigkeit n/2°
von deren Beschriftung. Diese bilden dann (2° — 1) wie oben dargestellte Tupel. Es ergibt
sich fir diese zusammen ein Aufwand von

n
(2° — 1)?

fir die Auswertung der Zuldssigkeitsbedingung. Fir die Gesamtheit dieser Blocke aller
Stufen zusammen entsteht also ein Aufwand — im Folgenden mit Eff bezeichnet — von

depth(77) n depth(7z) n
Bf= Y @-lg= Y @'-Dy
(=1 £=0
depth(7z)
=n | depth(77) + 1 — Z 27
£=0

=n (depth(77) +1 -2 (1 2—(depth(Tz)+1))>

(
=n (depth Tr) — 1427 depth(TZ))

Mit depth(7z) > 0 folgt
0 < 2~ depth(7z) < 1

und damit
n (depth(Tz) — 1) < B < ndepth(T7),

Beispiel zeigt, dass der Aufwand fiir die Auswertung von und damit fiir
das Aufstellen von 7_ ~von der Tiefe des Clusterbaums abhéngen kann. Da sich diese
in typischen Anwendungen wie logy(#Z) verhélt und sich die Anzahl der Blécke in 72
allein in O(#Z) befindet, wird der Relationsbaum mit obiger Strategie zur Auswertung
von (4.22) nicht mit einem Aufwand in O(#Z) konstruierbar sein. Es wird nun eine
Variante vorgestellt, die dies doch moglich macht. Die Grundidee ist, den Relationsbaum
von unten nach oben aufzubauen. Hierzu wird vorab allgemein erldutert, wie sich ein
Blockbaum 774 7 anhand der Menge L7« 7 seiner Blétter rekonstruieren lésst. Gilt fiir
einen Block b € L7 7, so miissen alle Vorfahren dieses Blocks nach Konstruktion auch
in Tzx 7 liegen. Die Tatsache, dass alle Blocke des Blockbaums auch {iber die Menge der
Blatter aufgestellt werden konnen, zeigt Lemma

Lemma 4.3.25. Sei Tzxg ein Blockbaum. Gilt bt € Trxy7, dann existiert ein b* €
sons*(b) mit b* € Lz« 7.

Beweis. Wir beweisen diese Aussage per Induktion iiber # sons*(b") € N fiir alle b* €

7-I><j-
Fiir bt € Tzw 7 mit #sons*(b™) =1 gilt b € L1747 und mit b™ € sons*(b™) folgt die
Aussage.
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Sei nun n € N so gegeben, dass fiir alle b™ € Tzx7 mit #sons*(b™) < n ein b* €
sons*(bT) mit b* € L7« 7 existiert.

Fiir b € Tzx7 mit #sons*(bT) = n+ 1 > 2 folgt sons(b™) # 0. Sei b € sons(b™),
dann gilt bt ¢ sons*(b). Mit b* € sons*(b") und # sons*(b*) = n + 1 folgt

#sons*(b) < #sons*(bT) —1=n+1-1=n.

Nach Induktionsvoraussetzung existiert also ein b* € sons*(b) mit b* € Lzx7. Da b €
sons(b™) gilt, folgt b* € sons*(b*) und damit die Aussage. O

Algorithmus nutzt die Darstellung des Vaters eines Blocks — wie sie in Lemma
3.2.8] gegeben ist — aus, um Tz« 7 aufzustellen.

Algorithmus 4.3.7 Aufstellen eines Blockbaums 7Tz 7 iiber die Menge L7 7.

procedure BLOCKCLUSTER _BACKWARD(Lzx7)
for all b € L1747 do
(tt,sT)«+b
while t* # root(77) and s* # root(77) do
(t,s) « (tT,s™)
if level(tT) > level(s™) then
tt < father(t)
else if level(t1) < level(s™) then
st < father(s™)
else
t* « father(t)
sT <« father(s™)
end if
if (t7,s7) ¢ Tz then
Trxg < Trxg U{(",s7)}
sons((t,s7)) « sons((t+,sT)) U{(¢t,s)}
else
break
end if
end while
end for
end procedure

Algorithmusbeschreibung. Fir ein Blatt b = (t,s) € L1x7 werden nach der Vor-
schrift (3.6) — aus Lemma — sukzessive dessen Vorfahren zu Trx g hinzugefiigt.
Bei Erreichen eines Blocks (t1,s™), welcher sich bereits im Blockbaum befindet, geht der
Algorithmus zum néichsten Blatt iber, da alle Vorfahren von (t*,s%) dann schon zu Trx 7
hinzugefiigt wurden. Ansonsten wiirde (t*,s%) nicht in Tzx 7 existieren.
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Bemerkung 4.3.26 (Aufwand von Algorithmus . Seien Trx 7 ein Blockbaum und
Csons 1= Maxpe7y, , #5ons(b). Als Aufwand betrachten wir die Abfrage, ob ein Block
bereits in Trx g vorhanden ist oder zu dem Baum hinzugefiigt werden muss. Dieser Auf-
wand sei durch Ciy € Ny beschrdankt. Fir jeden Sohn eines Nicht-Blatt-Blocks tritt so eine
Abfrage maximal einmal auf, womit der Aufwand von Algorithmus durch

Z Cif#SOHS(b) < Z Ciszons: iszons#’TIxj

bETrx g \LTx T bETrx 7

beschrinkt ist. Ist Tzx g zusdtzlich Csp-schwachbesetzt, dann folgt nach Lemma @
die obere Schranke

Cifcsons#’TIXj < Cifcsonscsp min{#ﬁa #Tj}

Algorithmus [4.3.7 gibt an, wie ein vollsténdiger Blockbaum aus der Menge seiner Blit-
ter rekonstruiert Werden kann. Wir sind allerdings nur an der Menge ’T aller unzuléssi-

gen Blocke eines Relationsbaums mit einer zugrundeliegenden vererbbaren Clusterrelati-
on .~ interessiert. Folgendes Lemma zeigt, dass hierzu die Kenntnis aller unzulassigen
Blatter — also die Kenntnis der Menge £; — ausreicht.

~

z

Lemma 4.3.27 (Unzulidssige Blocke). Seien Tz ein Clusterbaum und -~ eine in Tz
vererbbare Relation. Es gilt (p*,q") € T_N genau dann, wenn (p*,q") € TTIN gilt und
I

ein (p,q) € sons*((p*,q™)) mit (p,q) € L ~ existiert.

Beweis. ,,=*: Da T7;N C TTIN gilt, bleibt zu zeigen, dass fiir alle (p*,q") € TT;N
(p,q) € sons*((p*,q™)) mit (p,q) € E;IN existiert. Wir beweisen diese Aussage per
Induktion iiber # sons*((p™, ¢")) € N fiir alle (pT,q¢") € TT_IN

Fiir (p*,q") € TT;N mit # sons*((p*,q")) = 1 gilt (p*,q¢") € ETIN und (pT,q") €
TT;N liefert p* -~ ¢*, also (p*,q¢7) € E;IN

Sei n € N so gegeben, dass fiir alle (pT,q") € TT;N mit # sons*((p*,¢")) < n ein
(p,q) € sons*((p™,¢")) mit (p,q) € L ~ existiert.

Fiir (pT,q¢") € ’TT;N mit # sons* ((p ,q7)) =n+1 > 2 gilt sons((p*,q")) # 0. Es

folgt p™ -~ ¢* und deswegen nach Lemma 4.2.11| die Existenz von p € sons™(p™)

und ¢ € sons™*(¢*) mit p -~ ¢. Da () # sons((p™,¢")) = sons* (p*) x sons*(¢") gilt,

folgt (p,q) € sons((pt,q™)) C TTIN und p .~ q liefert (p,q) € T;N. Es folgt mit
T

(v*,q%) € sons*((p* . q%)), (. q*) & sons*((p, q)) und #sons*((p*,q7)) = n + 1
4 sons*((p, q)) < #sons*(pt,q") —1=n+1-1=n.

Die Induktionsvoraussetzung liefert nun die Existenz eines (p*,q¢*) € sons*((p,q)) mit
(p"q") € £ - Da(p,q) € sons((p*,q")) und (p*, ¢*) € sons*((p, q)) gilt, folgt (p*,¢") €
sons*((p*,¢")) und damit die Aussage.
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L= Sei (pt,qT) € T, ~ und (p, q) € sons*((p*,q")) mit (p,q) € L ., dann gilt

p 7~ q und p* € pred(p) sowie ¢* € pred(q). Nach Korollar m folgt Pt~ gt
Damit ist (pT,¢") € T ~ unzuldssig, was (pt,q") € T liefert.
z

Adaptieren wir nun Algorithmus [4.3.7| an die Bestimmung von T _~» SO ergibt sich

Algorithmus Da diese Menge fiir die bereits vorgestellten Algomthmen
und [£:3.6] in Form der unzuléssigen Blockzeilen bendtigt werden, fiigen wir einen Block
(pT,q") der Menge T liber

v

row (7_~.p") U{q"}

hinzu. Die Informationen iiber die Sohne eines Blocks sind fiir unsere Zwecke nicht von
Interesse und werden deshalb vernachléssigt.

Bemerkung 4.3.28 (Aufwand von Algorithmus“ Seien Tz ein Clusterbaum, 1.~
eine in Tz vererbbare Clusterrelation sowie der zugehérige Relationsbaum T Cep, Tp~"

schwachbesetzt. In Analogie zu Bemerkung [4.53.20 betrachten wir hier als Aufwand “die
Abfrage, ob ein Cluster bereits in einer unzulasszgen Blockzeile eines zweiten Clusters
vorhanden ist oder nicht. Mit

row (TTIN,;D) Cc row(TTIN,p)

fiir alle p € Tz, ist der Aufwand dieser Abfrage durch CSP’TT _ beschrinkt.
T

Es sei Csons, 75 := maxpe7; # sons(p), dann gilt

max sons((p, q)) < C2
(p,q)ETTIN # ((p )) sons, T

und nach Bemerkung |4.5.260 — mit T C T o~ und £_ C L_~ — lasst sich der
z
Gesamtaufwand von Algorithmus 4.3 @ durch

CSPaT C’sons Tz sp T #7-1 sons TI sp T #ITI

nach oben abschdtzen.

Uns steht somit ein Algorithmus zur Verfiigung, mit dem wir die Menge aller unzulés-
sigen Blocke eines Relationsbaums — bei Vorliegen einer vererbbaren Clusterrelation —
nur unter Zuhilfenahme aller unzuléssigen Blatter konstruieren kénnen. Wir betrachten
nun abschlieflend noch eine Konstruktionsmdoglichkeit der Menge E;A fiir eine Matrix-
Galerkin-Clusterrelation = , bzgl. einer Matrix A € RZ*Z.

Nach Korollar bilden die Blétter eines Clusterbaums 77 eine disjunkte Partition
der Indexmenge Z. Fiir jedes i € 7 existiert also ein eindeutiger Cluster p € L7 mit ¢ € p.
Durch eine Rekursion iiber 77 ldsst sich jedem Index dieses eindeutige Blatt zuordnen.
Des Weiteren gilt (p, q) € £: genau dann, wenn p, ¢ € L7 mit p =, q, also (i,7) € px g
mit a;; # 0 existieren. Aus dlesem Grund stellt Algorithmus 9| die Menge EVA auf.
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~

Algorithmus 4.3.8 Aufstellen der Menge TT_ iiber E; o
z T

procedure BUILD_INADMISSIBLE_BLOCKS(ﬁ; )
s
for all (p,q) € L~ do
Tz

(r*,q") < (p,0)
while p* # root(77) and ¢t # root(77) do
if level(p™) > level(¢") then
pt <« father(p™)
else if level(p™) < level(¢™) then
gt + father(q™)
else
pt « father(p™)
gt « father(q™)
end if
if ¢* ¢ row™ (TTIN,p+) then
row ™ (TTIN,p+) < ToW ™ (TTIN,p+) U{q*}
else
break
end if
end while
end for
end procedure

Algorithmusbeschreibung. Analog zu der Beschreibung von Algorithmus wird
fir ein (p,q) € E; - nach Vorschrift (3.6) — aus Lemma |3.2.8 dber die rekursi-
z

ve Darstellung des Vaters — zu dessen Vorfahren iibergegangen, um diese T;N m
z

Form der unzulissigen Blockzeilen hinzuzufiigen. Gilt fiir ein (pT,q%) € T;N bereits
z

qt € row_(TTIN,p+), so wurden alle Vorfahren dieses Blocks bereits durch den Algorith-

mus behandelt und es wird zum ndachsten Element aus E; tibergegangen.

~
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Algorithmus 4.3.9 Aufstellen der Menge L;A fir A € RT*T,

procedure BUILD INADMISSIBLE LEAF(A,Z,idx2leafr;)
for all i € 7 do
p + idx2leafr; [i]
for all j € row(A, ) do
q < idx2leafr; [j]
row, (7= ,,p) + row,(T=,,p) U{q}
end for
end for
end procedure

Algorithmusbeschreibung. Zu Beginn des Algorithmus gilt C;A = (. Das Array
idx2leafr, ordnet jedem Index i € I dber idx2leafr, [i] € Lz das eindeutige Ele-
ment p € L7 mit i € p zu. Die Elemente (p,q) € E;A werden £;A i Form wvon

row, (7= ,,p) U{q} hinzugefiigt.

Bemerkung 4.3.29 (Aufwand von Algorithmus . Seien Tz ein Clusterbaum, A €
RI*T eine Csp,a-schwachbesetzte Matriz und der zugehorige Relationsbaum T , Csp 7o -
schwachbesetzt. Auch hier betrachten wir als Aufwand die Abfrage, ob fiir zwei Bldtter
p,q € L1 bereits q € Tow, ('TXA,p) gilt. Aufgrund von

row, (7T=,,p) C row(7=,,p)

fir alle p € L1, ist diese Abfrage durch CSP,TXA beschrankt, womit sich der Aufwand von
Algorithmus [£.5.9 durch

Z Z Csp,TxA < Csp,ACsp,TxA H#I

1€ZL jerow(A,i)
abschdtzen ldsst.

Bemerkung 4.3.30 (Matrix-Galerkin-Clusterrelation). Es sei an dieser Stelle ange-
merkt, dass fir eine Matriz-Galerkin-Clusterrelation <, bzgl. A € RIXT der Algorith-
mus [£.3.9 nicht vor [[.5.8 ausgefiihrt werden muss, sondern in diesen integriert werden
kann. Identifizieren wir ein Tupel (p,q) € E;A wie in Algorithmus dann lassen
sich anschlieffend sofort die unzuldssigen Blockzeilen fir dessen Vorfahren aktualisieren.
Danach bestimmen wir das ndichste Element aus E;A und verfahren dort analog.

Bemerkung 4.3.31 (Nicht-rekursive Implementierung). Das in einem Grofteil der Im-
plementierungen von H2-Matrizen verwendete Format fiir Cluster- und Blockbiume ist
aufgrund der Konstruktion tber die Sohne ein hierarchisches von der Wurzel hin zu
den Bldttern. Das heifit, es existieren fiir einen Clusterbaum Tz und alle p € Tz mit
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sons(p) # 0 immer Verlinkungen zu den Sohnen, aber nicht zuriick zum Vater. So sind
auch die meisten Algorithmen auf diese Struktur abgestimmt und laufen daher rekursiv ab.
Es werden dann immer entweder vor dem rekursiven Aufruf fiir die Sohne Berechnungen
durchgefiihrt und/oder nach dem rekursiven Aufruf Teilergebnisse aus den rekursiv bereits
behandelten Sohnen verwendet. Fir den iberwiegenden Teil der gingigen Algorithmen ist
diese Vorgehensweise sehr gut anwendbar, da alle Informationen, die verarbeitet werden
sollen, eine lokale Eigenschaft besitzen. Das heif$t, dass ein Cluster nur Informationen
der eitgenen Sohne bendtigt oder zwei Cluster interagieren, die denselben Vater besitzen.
Es sollte also eigentlich immer das Bestreben sein, alle Algorithmen fiir Clusterbaume
ebenfalls in diese rekursive Form zu bringen.

Wie man schnell erkennt, ist der Algorithmus [{.3.8 nicht als Rekursion formuliert,
also nicht in der eigentlich tiblichen Form. Aus diesem Grund bedarf es einer Begriindung
dieser Tatsache.

Ohne zusdtzliche Hilfsstrukturen liegt allen rekursiven Behandlungen von Clusterbdu-
men die Figenschaft zugrunde, dass die aktuelle Rekursion nur den Teilbaum bzgl. des
Clusters ,,sieht”, mit dem der Algorithmus/die Funktion gerade aufgerufen wurde.

Die Elemente der Menge E; ~ (fiir eine vererbbare Clusterrelation .~ ) bilden nicht

zwangsliufig nur lokale Informationen ab — lokal im obigen Sinne eines Clusterbaums.
Das heifst es konnen Cluster p,q € L1 mit p 1.~ ¢, also (p,q) € E; ezistieren, deren
e

einziger gemeinsamer Vorfahre die Wurzel root(Tz) ist. Dann konnte es vorkommen, dass
sich diese beiden Cluster bei einem, wie auch immer gearteten, rekursiven Algorithmus
nach dem ersten Aufruf mit den S6hnen der Wurzel in zwei unterschiedlichen Abschnitten
der Rekursion befinden. An dieser Stelle wird es jetzt schwer, aus der lokalen Information
der Teilbdume auf die bendtigte globale zu schlieffen. Wir verdeutlichen diesen Sachverhalt
fiir die hier vorgeschlagene Idee des Aufstellens von TT_IN durch das in Abbildung

gegebenen Beispiel.

Tz

Abbildung 4.8: Clusterbaum 77 mit (p,q) € L . und (pT,q") € T~
z z

Dort gelte (p,q) € E; .. mit level(p) = level(q) und wir wollen mit der Vererbbarkeit
z
von .~ den Block (pT,q") zu der Menge ’T;N hinzufiigen. Wir gehen davon aus, dass
T

ein rekursiver Algorithmus mit dem Teilbaum zur Wurzel p* aufgerufen wurde und dort
dann (p,q) € ,C; . festgestellt wird. Nach Vererbbarkeit (vgl. Lemma|4.2.11) wissen wir
z
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nun p* £~ ¢ und in diesem Fall dann auch (p*,q") € T;N. Beim Verlassen der
z

Rekursion — tiber Tr — steht uns aber nur der Vater p™ von p, nicht aber der Vater q*
von q zur Verfiigung. Damit konnen wir (p*,q%) nicht zu der Menge TT_N hinzufiigen.
Die — eigentlich redundante — Verlinkung eines Clusters zu dessen Vater ist fiir diese
Vorgehensweise zum Aufstellen von TT_IN also essentiell und die entsprechenden Daten-

strukturen wurden in der Implementierung deswegen mit dieser Information angereichert.

Wie man an Algorithmus [{.5.8 sieht, ist durch diese Zusatzinformation die Verwen-
dung eines rekursiven Algorithmus nicht mehr notwendig. Wir kénnen uns durch die
Verbindungen zu den Vitern aller Cluster direkt von der Menge E; ~ bis zur Wurzel des

T

Baums T__~. bzw. der Menge T __, bewegen.
T Tz

4.3.3 Assemblieren

Bevor wir uns mit moglichen Losungsstrategien fiir das Matrix-Galerkin-Gleichungs-
system beschéftigen konnen, muss dieses zuerst assembliert werden. Fiir einen Block-
baum 777, zwei geschachtelte Clusterbasen (V, E)7; und (W, F')7, sowie zwei Matrizen
A € RT*T und B € R7*J sind die Koeffizientenmatrizen

VAV, und W BW;

fur alle o = (¢/,¢),b = (t,8) € Lzx7 mit (V',b) € ﬁ;(A 5 20 berechnen. Hierbei be-
zeichne =(A,B die Matrix-Galerkin-Blockrelation bzgl. Aund B in Trxg sowie =,
und =<p die dieser Blockrelation zugrundeliegenden Matrix-Galerkin-Clusterrelationen.
Der iiberwiegenden Teil der Diskussion dieses Abschnitts wird fiir Matrix-Galerkin-
Clusterrelationen — bzw. Matrix-Galerkin-Blockrelationen — gefiihrt, da nur diese fiir
das Matrix-Galerkin-Gleichungssystem von Interesse sind. Eine Formulierung mit all-
gemeinen vererbbaren Relationen wird nur verwendet, wenn dies ohne Einschrénkung
moglich ist und es fiir die Beweise entsprechender Aussagen keinen Mehraufwand bedeu-
tet.

Da die beiden Clusterbasen (V, E)7; und (W, F')7, geschachtelt sind, lassen sich die
Matrizen Vi und V; fiir ¢/, ¢ € Tz mit ' ¢ L7 oder t ¢ L7 nicht direkt verwenden, sondern
sie miissen iiber die Familie der Transfermatrizen E'r; dargestellt werden. Analog gilt dies
auch fiir die Spaltenclusterbasis (W, F')7,.

Wir betrachten exemplarisch den Fall ¢/t € 77 \ L7. Nach Schachtelungseigenschaft
der Clusterbasis gelten dann

‘/t/ = Z V;g/* Etl* und ‘/t = Z V;f* Et* .

t'*€sons(t') t*€sons(t)
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Es ergibt sich

*

‘/th‘/t = Z ‘/;,/* Et/* A Z ‘/t* Et*
t'*€sons(t’) t*esons(t)
4.52
- Z t/* ‘/t’* A Z ‘/;* Et* ( 5 )
t’*€sons(t’) t*€sons(t)

= > > B (Vi AVi)Eype.

t'*€sons(t’) t* E€sons(t)

Bevor also V;; AV, berechnet werden kann, miissen die Matrizen V5. AV;- fiir alle (¢*,t*) €
sons(t’') x sons(t) vorberechnet werden. Gilt dann fiir eins oder mehrere dieser Tupel
wieder t"”*,t* ¢ L7, so wiederholt sich auch dort die Darstellung fir V. AVps.
Analog gilt

WiBW,= Y > Fi.(Wi.BW.)F, (4.53)

s'*€sons(s’) s*Esons(s)

fir s',s € T7 \ L7.

Die Matrizen V7 AV; und W}, BW, unterscheiden sich lediglich in der Wahl der Cluster-
basis und der zugrundeliegenden Matrix. Aus diesem Grund werden wir uns im Folgenden
auf die Betrachtung von Tupeln (p,q) € Tz x Tz mit p <, g, also die Berechnung von

VAV,

zuriickziehen. Da die Diskussion fiir eine allgemeine Matrix A € RZ*Z und eine allgemeine
Clusterbasis gefiihrt wird, iibertragen sich die Aussagen sowohl auf V7 AV} als auch auf
W3 BW;.

Neben dem in (4.52)) exemplarisch dargestellten Fall zweier Nicht-Blatt-Cluster eines
Clusterbaums ergeben sich noch drei weitere Situationen, die wir in der nachstehenden
Bemerkung zusammenfassen.

Bemerkung 4.3.32 (Rekursive Darstellung der Koeffizientenmatrizen). Seien 77 ein
Clusterbaum, A € RT*Z (V,E)r, eine geschachtelte Clusterbasis und p,q € Tz, dann
ergeben sich die folgenden vier Falle zur Darstellung von V,AV,.

Fall 1: Gelten p € L1 und q € Lz, so kann V,; AVy direkt — also ohne Verwendung von
Transfermatrizen — berechnet werden.

Fall 2: Gelten p ¢ L7 und q € L1, dann folgt

ViAV,= | > VpEp | AVy= > En(ViAV).

p*€sons(p) p*€sons(p)
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Fall 3: Gelten p € L1 und q ¢ Lz, dann folgt

ViAV, =VSAL Y0 VeEp | = Y (VAVE)Eg.

q*€sons(q) q*€sons(q)

Fall 4: Gelten p ¢ L7 und q ¢ Lz, dann folgt

*

V:D*AVq: Z Vi B A Z Vo Egr

p* Esons(p) g*€sons(q)

= > > En (Vi AVyp)Eg.

p*€sons(p) g* Esons(q)

Betrachten wir ein Clustertupel (p,q) € Tz x Tz mit p,q ¢ L7 und p <, ¢, dann gilt
nach Fall 4 aus Bemerkung [1.3:32]

VrAV, = > E} (Vi AV ) Ege.
(p*,q*)Esons(p) xsons(q)
In der dort auftretenden Summe miissen wir allerdings nur diejenigen (p*, ¢*) € sons(p) x

sons(q) verwenden, fiir die p* =<, ¢* gilt. Nach Lemma erfiillen nur diese Tupel
potentiell

Vi AV #0.

Im Kontext von Relationsbdumen — in diesem Fall 7= W sind wir also nur an den
unzuldssigen Séhnen eines Blocks interessiert. Aus diesem Grund fiihren wir hierfiir eine
allgemeine Bezeichnung ein.

Definition 4.3.33 (Unzuléssige Sohne). Sei Tzx 7 ein Blockbaum, dann bezeichnen wir
fir alle (t,s) € Trxg mit

sons™ ((t,s)) := {(t*,s") € sons((¢,s)) | (t%,s") unzuldssig}
die Menge der unzuléssigen Schne von (t,s).
Seien p, q € Tz mit p <, ¢, dann gilt in den Fallen

level(p) = level(q),
level(p) < level(q) mit p € L7 (4.54)

und level(p) > level(q) mit ¢ € L7

nach dem Charakterisierungslemma [4.2.22| (p, q) € T;A. Im Folgenden wird gezeigt, dass
alle n6tigen Informationen zum Assemblieren von VAV, mit (p, q) € 7=, in der Menge

7=, vorhanden sind.
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Es existieren nun allerdings noch zwei weitere Fille, die nicht durch (4.54)) abgedeckt
sind. Diese lauten

level(p) < level(q) mit p ¢ L1 (4.55)
und level(p) > level(q) mit ¢ ¢ L. '

Diese Fille treten zum Beispiel bei einem Element (b',b) € E;(A 5 auf, bei dem V' €

E%FX 7 oder b € £;X 7 gilt. Dort kénnen dann der entsprechende Zeilen- oder Spaltenclu-
ster ein Nicht-Blatt-Cluster des jeweiligen Baums sein. Diese Situation ist exemplarisch
in Abbildung [£.9] illustriert.

W= (t,s)

b=(t,s)

t,
|

Abbildung 4.9: Blocke b’ = (t',s'),b = (t,s) € Lxg mit (V/,b) € E;(A . bei denen
level(t') < level(t) mit ¢ ¢ £z und level(s') < level(s) mit s’ ¢ £ gilt.

Bei dem Vorliegen eines der beiden Falle aus ist die Idee, bei dem Cluster mit
niedrigerem Level rekursiv die Nachfahren zu beschreiben, die mit dem Cluster auf dem
hoheren Level in Relation stehen. Wir werden zeigen, dass nur diese fiir das Assemblie-
ren von Interesse sind. Der Cluster auf dem héherem Level bleibt also fiir die gesamte
Betrachtung fest. Wie oben erwéhnt, werden wir zeigen, dass zum Assemblieren der In-
teraktionsmatrizen in T;A alle hierzu benotigten Informationen bereits in der Menge
T;A vorhanden sind. Aus diesem Grund konnen wir beim rekursiven Abstieg aufhoren,
weitere Nachfahren des Clusters mit dem niedrigeren Level zu untersuchen, sobald einer
dieser Nachfahren zusammen mit dem Cluster auf dem hoheren Level einen Block aus
7=, bildet.

Wir betrachten exemplarisch den Fall p,q € Tz mit level(p) < level(q) und p ¢ L7.
Wie vorher beschrieben, liegt das Interesse hierbei auf den in Abbildung [£.10] gegebe-
nen Teilclusterbdumen von 7z. Der Teilclusterbaum fiir den Cluster p (Abbildung [4.10
links) besteht aus allen Nachfahren von p, die einen hoheren Level als ¢ aufweisen oder
zusammen mit ¢ einen Block in 7= bilden. Dies sind neben p die Cluster p; fiir alle

i€ {1,...,6}. Der andere Teilclusterbaum (Abbildung rechts) besteht hingegen nur
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aus dem Cluster ¢ — dieser ist also ein konstanter Clusterbaum im Sinne von Definition

4312
Tz Tz

» :

P1 D2

b3 Y2 25 Ps qe

Abbildung 4.10: Teilbdume fir p € 7z \ £z (links) und ¢ € Tz (rechts) mit level(p) <
level(q), die fiir das Assemblieren betrachtet werden miissen.

Wir werden nun nachstehend einen Clusterbaum definieren, der einen Abschnitt eines
gegebenen Clusterbaums beschreibt. Zusammen mit dem vorher erwdhnten konstanten
Clusterbaum bildet dieser dann die Grundlage eines Blockbaums — Assemblierungsbaum
genannt —, der diejenigen Tupel beschreibt, welche fiir das Assemblieren in einem der
beiden Fille aus bendtigt werden.

Definition 4.3.34 (Abschnittsbaum). Seien Tz ein Clusterbaum sowie p,q € Tz. Wir
bezeichnen mit T, 4 den Teilclusterbaum von Tz, dessen Wurzel durch root(T,q) == p und
die Séhne fir alle p* € T, 4 durch

0 , falls level(p*) = level(q),

sons(p*) sonst

sons(p*) 1= {

definiert sind. T,, nennen wir einen Abschnittsbaum bzgl. p und q — bzw. einfach
nur einen Abschnittsbaum, wenn die Zugehorigkeit zu den Clustern p und q aus dem
Zusammenhang ersichtlich ist.

Bemerkung 4.3.35 (Clusterbaum). In der Deﬁmtion wird implizit angenommen,
dass der dort definierte Abschnittsbaum einen Clusterbaum im Sinne von Definition[3.1.1]
darstellt. Da sich die einen Clusterbaum definierenden Eigenschaften aus den Figenschaf-
ten des zugrundeliegenden Clusterbaums Tz ableiten lassen, wird an dieser Stelle darauf
verzichtet, diese gesondert nachzuweisen. Des Weiteren sei darauf hingewiesen, dass in
einem Abschnittsbaum T, 4 mit p,q € Tz fiir alle Blitter p* € L, 4

level(p*) = level(p) oder sons(p*) =0
gilt.

Definition 4.3.36 (Assemblierungsbaum). Sei Tz ein Clusterbaum, .~ eine Relation

in Tz sowie p,q € Tr. Wir nennen 7;7q7TIN einen Assemblierungsbaum, wenn 7;7q7TIN

ein zulissiger Blockbaum fir T,q und T, mit der Zulissigkeitsbedingung

(p*,q) zulissig = p* 1o q
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4 Matrix-Galerkin- Verfahren

fiir alle (p*,q) € Tpq x Ty ist. Die Menge der Séhne eines Blocks (p*,q) € T,
bezeichnen wir im Folgenden mit sons4((p*, q)).

In Abbildung sind fiir p,q € Tz mit level(p) < level(q) mit p ¢ L7 exemplarisch
diejenigen Cluster des Abschnittsbaums 7, , markiert, die zusammen mit ¢ unzuldssig
sind. Es gilt also

7q7TIN

pi <4 q firalleie {1,2,4,6}

sowie level(ps) = level(q) und level(pg) = level(q), womit diese Blocke nicht weiter un-
terteilt werden, da fiir die Sohne so*ns(p4) =0 = so*ns(pﬁ) gilt. Die Tupel (pa, q), (pes, q)

sind dann gerade die unzuléssigen Blétter in 74 = .

Tz Tz

) :

P1 D2

y2 Ps qe

Abbildung 4.11: Darstellung unzuldssiger Blécke (p1,q), (2, q), (P4, 4), (P6,0) € Tpg=<,
fir p, q € Tz mit level(p) < level(q) und p ¢ L7.

In Analogie zu dem Charakterisierungslemma [4.2.22] fiir Relationsbdume, werden wir
mit dem folgenden Lemma die unzuldssigen Blocke in Assemblierungsbdumen beschrei-
ben.

Lemma 4.3.37 (Charakterisierung). Seien Tz ein Clusterbaum, .~ eine in Tz ver-
erbbare Relation sowie p,q € Tz mit p .~ g, level(p) < level(q) und p ¢ Lz, dann

gilt (p*,q) € 72;177” genau dann, wenn (p*,q) € sons*(p) x {q} mit p* r~ q und
s

level(p*) < level(q).
Beweis. ,=": Sei (p*,q) € 7;’;1@1” dann ist (p*,q) unzuléssig, womit p* -~ g folgt.

Aufgrund von g € {q} bleiben p* € sons*(p) und level(p*) < level(q) zu zeigen.
Da Tpq, -~ ein Baum ist, existiert ein Pfad
v

((p()a QO)v R (pna Qn))

mit n € Ny von rOOt(%quTIN) = (p,q) nach (p*,q) in 7, . Durch die Definition der

Soéhne folgt

7Q7TIN

(pi» ¢i) € sons a((pi—1, gi—1)) = sons(pi—1) x {gi—1}

fiir alle i € {1,...,n} und damit sons(p;,_1) # 0, also sons(p;_1) = sons(p;_1) fiir alle
i€ {1,...,n}. Somit ist (po, ..., pn) ein Pfad von p nach p* in 77 und damit p* € sons*(p)
gezeigt.
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4.3 Matrix-Galerkin-Relationsbdume

Angenommen es gilt level(py,) = level(p*) > level(g), dann folgen mit der Vorausset-
zung level(po) = level(p) < level(q) die Ungleichungen

level(py) < level(q) < level(p,—1),
also insbesondere n > 2. Somit existiert ein ¢ € {1,...,n — 1} mit
level(p;) = level(q).

Fiir p; folgt dann so%s(pi) = (), was mit ¢ + 1 < n im Widerspruch zu p;11 € so*ns(pz-)
steht. Die Annahme war also falsch und es folgt level(p*) < level(q).

»&"1 Sei (p*, q) € sons®(p) x {q} mit p* 1~ ¢ und level(p*) < level(g), dann existiert
ein Pfad

(Pos -+ Pn)
mit n € Ny von p nach p* in Tz. Nach Vererbbarkeit von 7~ und p* o~ g gilt

pi 7~ q fiiralle i € {0,...,n}. (4.56)

Wir zeigen nun per Induktion, dass (p;,q) € 7, o~ fir alle ¢ € {0, ...,n} gilt.
b & I
Fiir i = 0 folgt (po,q) = (p,q) = root(7;,7q,TI~) €T,

(4.56))) auch (po,q) € T,

p7q77'1~'
Sei nun i € {0,...,n—1} so gegeben , dass (p;,q) € T, o~ gilt. Mit p;+1 € sons(p;) #
bh- 5 Z

() folgt dann

FRS und mit py .~ g (siche

level(p;) < level(pi+1) < level(p,) = level(p*) < level(q),

also zusammen
level(p;) # level(¢) und  sons(p;) # 0.

Es folgt somit () # sons(p;) = so*ns(pl-). Da (pi,q) in T,
Block S6hne und es gilt

RN unzuléssig ist, besitzt dieser

(pi1,9) € sons(p;) x {q} = sons(pi) x {q} = sonsa((pi, @) € Tpug., -

Mit (4.56) gilt p;+1 7~ ¢ und damit die Unzuléssigkeit von (Pit+1,q) in 7;,7q7TIN, also

(Pi+1,9) € 7;’_‘1’TIN'
Die Induktion ist somit vollstédndig, womit insbesondere die zu beweisende Aussage

(P 0) = (Pn: @) € Tpg,, ~
folgt. O

Mit der Aussage aus Lemma [4.3.37] lasst sich nun speziell fiir die unzulédssigen Blétter
eines Assemblierungsbaums zeigen, dass sich diese bereits in der Menge aller unzuléssigen
Blécke des zugrundeliegenden Relationsbaums befinden. Diesen Sachverhalt verdeutlicht
das folgende Korollar.
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4 Matrix-Galerkin- Verfahren

Korollar 4.3.38 (Unzuléssige Blatter). Seien Tz ein Clusterbaum, T~ eine in Tz
vererbbare Relation sowie p,q € Tz mit p .~ q, level(p) < level(q) und p ¢ Lz, dann

gilt (p*,q) € E;qur - genau dann, wenn (p*,q) € sons*(p) x {q} mit level(p*) < level(q)
A

und (p*,q) € T ..
Tz

Beweis. ,=*: Sei (p*,q) € [';quTIN - 7;9;1#1” dann gilt nach Lemma [4.3.37| (p*,q) €

sons*(p) x {g} mit p* .~ ¢ und level(p*) < level(g). Da (p*,q) ein unzuléssiges Blatt

in 7;7Q7T ~
T
treten nun potentiell zwei Fille auf. Gilt level(p*) = level(q), so folgt aus p* 7.~ q nach
dem Charakterisierungslemma [4.2.22| (p*, q) € TT_N’ also die Behauptung. Es gelte also
v

ist, gilt so%hs(p*) = (). Nach Definition der Séhne in einem Abschnittsbaum

() = sons(p*) = sons(p*), dann folgt p* € L7. Zusammen mit
level(p*) <level(g) und p* ~gq

bedeutet dies wieder nach dem Charakterisierungslemma [£.2.22] — es gilt dort entweder
oder [(iil)| — (p*, q) € T;N, womit auch in diesem Fall die Aussage folgt.
T

,<=": Seien (p*, q) € sons*(p)x{q} mit level(p*) < level(q) und (p*,q) € T;N, dann gilt
T

insbesondere p* -~ ¢ und damit nach Lemma [4.3.37 (p*,q) € T, , o~ Gilt level(p*) =
171 I

level(q), so folgt sons(p*) = 0 und im Fall von level(p*) < level(q) liefert (p*, ) € T;N die
v

Aussage p* € L1 (vgl. Lemma , also cbenfalls sons(p*) = sons(p*) = 0. Insgesamt
gilt damit sons 4((p*, q)) = 0, was (p*,q) € £, . ~ bedeutet. O
bh- 5 I

Betrachten wir wieder die beiden Fille aus (4.55) im Bezug auf die Matrix-Galerkin-
Clusterrelation = ,. Fiir den Fall p, ¢ € 7z mit p <, ¢ sowie

level(p) < level(q) und p¢ L1

wird im weiteren Verlauf gezeigt, dass alle zum Assemblieren von VAV, benétigten
Information in der Teilmenge 7;’:1%,4 des Assemblierungsbaums vorhanden sind. Der
Assemblierungsbaum

Tp.a= 4 (4.57)

beschreibt also den ersten Fall aus (4.55)). Wir sind bei Assemblierungsbdumen somit an
der Koeffizientenmatrix interessiert, die durch die Wurzel dieses Baums definiert wird.
Betrachten wir nun den Fall p <, ¢ mit

level(p) > level(q) und ¢ ¢ Lz,
dann gilt mit der transponierten Relation
P=aq € q=4p.

Auch hier wird nachgewiesen, dass sich die gewiinschte Koeffizientenmatrix V,y AV, unter
Zuhilfenahme des Assemblierungsbaums

T

q.p,<%

(4.58)

148



4.3 Matrix-Galerkin-Relationsbdume

— bzw. genauer gesagt der Menge 7; _r — berechnen lasst. Es geniigt also, den Baum

7p7’\A

aus zu analysieren bzw. Algorithmen zum Assemblieren in diesem anzugeben, da
sich dann die entsprechenden Aussagen auf ibertragen. Alle Algorithmen miissen
somit flir diesen Fall lediglich mit der transponierten Matrix aufgerufen werden. Die
Koeffizientenmatrix léasst sich — wie noch gezeigt wird — durch das Transponieren der
algorithmisch berechneten Matrix rekonstruieren.

Interaktionsmatrizen

Im Folgenden werden nun sogenannte Interaktionsmatrizen induktiv definiert, Algorith-
men angegeben, die diese berechnen, und es wird nachgewiesen, dass die so assemblier-
ten Matrizen den gewiinschten Koeffizientenmatrizen des Matrix-Galerkin-Gleichungssy-
stems entsprechen. Wie vorher motiviert, sind — je nach vorliegendem Fall aus
bzw. — die Matrizen V, AV; zu berechnen, wobei die Cluster p und ¢ zusammen
entweder einen Block aus 7~ oder die Wurzel eines Assemblierungsbaums — 7,
bzw. 7;7p7x:£ — bilden.

'd, = 5

Definition 4.3.39 (Interaktionsmatrix in einem Relationsbaum). Seien Tz ein Cluster-
baum, A € RT*T (V| E)7, eine geschachtelte Clusterbasis und = 4 die Matriz-Galerkin-
Clusterrelation bzgl. A in Tz, dann nennen wir fir alle (p,q) € TX_A die Matrix

7

) > ) EjApe g+ Eq« falls p ¢ L1 und q & L7,
p*,q*)esons~ ((p,q

Apq = (p*,q*)ESgs_((p,Q)) B Jolbp§ Lz und 0 € L1

> Aps g+ Ege fallsp € L7 und q ¢ L7,

k%*,il%/zsons o sonst, also falls p,q € L7,

Interaktionsmatrix von (p,q) in 7=,

In der Definition sind fiir alle Blatter p,q € L7 die Matrizen V,, und V, der
Clusterbasis direkt verfiigbar und A, = VAV, deswegen explizit berechenbar. Aus
diesem Grund sind die dort definierten Interaktionsmatrizen A, , fiir alle (p,q) € 7=,
wohldefiniert.

Wir werden nun nachweisen, dass die oben fiir einen Relationsbaum eingefiithrten In-
teraktionsmatrizen gerade den Koeflizientenmatrizen des Matrix-Galerkin-Gleichungssy-
stems entsprechen.

Lemma 4.3.40 (Interaktionsmatrix). Seien Tz ein Clusterbaum, A € RT*T (V, E)r,
eine geschachtelte Clusterbasis und =, die Matriz-Galerkin-Clusterrelation bzgl. A in
Tz, dann gilt A, = Vy AV, fir alle (p,q) € 7=,

Beweis. Wir fithren den Beweis per Induktion iiber # sons*((p,q)) € N fiir alle (p,q) €
T= .
—A
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4 Matrix-Galerkin- Verfahren

Es sei dafiir zuerst (p,q) € ’T;A mit sons*((p,q)) = 1, dann folgt (p,q) € E;A, also
p,q € Lz. Nach Definition folgt A, , = VAV,

Sei nun n € N so gegeben, dass Ay, ; = V, AV, fiir alle (p, q) € T;A mit sons*((p,q)) < n
gilt.

Fiir (p,q) € 7=, mit sons*((p,q)) = n+ 1 > 2 gilt sons((p,q)) # (. Wir betrachten

(p*,q") € sons((p,q)), dann gilt (p,q) ¢ sons*((p*,¢")) und zusammen mit (p,q) €
sons*((p, q)) folgt dann

#sons*((p*,¢")) < #sons*((p,q)) —1=n+1-1=n.

Die Induktionsvoraussetzung liefert somit fiir alle

(0", ") € sons™((p.q)) < sons((p,q)) < TZ,

die Gleichheit Ay« o« = VL AVy-. In den folgenden drei Féllen verwenden wir die Schach-
telungseigenschaft der Clusterbasis (vgl. Bemerkung |4.3.32]) sowie die Tatsache, dass fiir

das Assemblieren nur die unzuldssigen S6hne eines Blocks von Interesse sind (vgl. Lemma
4.2.4)).

Fall 1: Es gilt p,q ¢ L7.
In diesem Fall gilt sons((p, q)) = sons(p) x sons(gq) und damit

VIAV, = Z Z E5. (Vi AV ) Ege

p*€sons(p) ¢* Esons(q)

= > B} (Vi AV ) Ege
(p*,q*)€sons((p,9))

— > Ep. (V3 AV ) Ege
(p*,q*)€sons~ ((p,q))
- Z EpApe g Eqe = Apq.

(p*,q*)€sons~ ((p,q))

Fall 2: Esgilt p ¢ L7,q € L71.
In diesem Fall gilt sons((p, q)) = sons(p) x {¢} und damit

ViAV, = Y En(ViAV,) = > B (V3 AVy)
p*€Esons(p) (p*,q*)€sons((p,q))
— Z E;* (V;)** A‘/q*) — Z E;* Ap*,q*
(p*,q*)€sons~ ((p,q)) (p*,q*)€sons™ ((p,q))
=Ap,,

Fall 3: Es gilt p € L7,q ¢ L71.
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4.3 Matrix-Galerkin-Relationsbdume

In diesem Fall gilt sons((p, q)) = {p} x sons(q) und damit

ViAV = > (GAVeEp = >, (ViAVe)Ey
q*€sons(q) (p*,q*)€sons((p,q))
= Z (V;iAVq*)Eq* = Z Ap g~ By
(p*,q*)€sons~ ((p,9)) (p*,q*)€sons~((p,9))
=A,,
Es folgt somit die Aussage. O

Die Interaktionsmatrizen fiir die unzuléssigen Blocke eines Assemblierungsbaums de-
finieren wir induktiv wie folgt.

Definition 4.3.41 (Interaktionsmatrix in einem Assemblierungsbaum). Seien Tz ein
Clusterbaum, A € RTXT (V, E)r, eine geschachtelte Clusterbasis und =, die Matriz-
Galerkin-Clusterrelation bzgl. A in Tz. Seien weiter p,q € Tz mit p <, q, level(p) <
level(q) und p & Lz, dann nennen wir fir alle (p*,q) € T, 4~ die Matriz

VAV, falls sons a((p*, @) = 0,
Apeq = > B Apre g sOmSE,
(p**,q)€sons 4 ((p*,a))

Interaktionsmatrix von (p*,q) in Toa=,-

Betrachten wir den ersten Fall aus der Definition [£.3.47] einer Interaktionsmatrix eines
Assemblierungsbaums, also einen Block (p*,q) € 7;;17%4 mit sons4((p*, ¢)) = 0, dann ist
dies ein unzulassiges Blatt. Nach Korollar folgt dann (p*,q) € TX_A’ womit Lemma
die Gleichheit A o = Vi AV, liefert. Aus diesem Grund sind die Interaktionsma-
trizen in Assemblierungsbdumen wohldefiniert.

Bei einem Assemblierungsbaum sind wir an der durch die Wurzel dieses Baums defi-
nierten Koeffizientenmatrix interessiert. Das nachstehende Lemma zeigt, dass alle zum
Assemblieren dieser Matrix benottigten Informationen durch die unzulédssigen Blocke des
entsprechenden Assemblierungsbaums gegeben sind. Wie oben diskutiert, bildet Lemma

4.3.42 dabei den ersten Fall aus (£.55) und Lemma [4.3.42|[(b)| den zweiten Fall aus
[55) ab.

Lemma 4.3.42 (Interaktionsmatrix). Seien Tz ein Clusterbaum, A € RT*T (V, E)r,
eine geschachtelte Clusterbasis, =<, die Matriz-Galerkin-Clusterrelation bzgl. A in Tz
sowie p,q € T mit p <, q.

(a) Falls level(p) < level(q) mit p ¢ Lz gilt, folgt Ap 4 = VL AV fir alle (p*,q) €

anva'

(b) Falls level(p) > level(q) mit q ¢ Lz gilt, folgt (A} ,)* = V,J AV, fiir alle (¢*,p) €

a.p, <%
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Beuweis. [(a)] Es gelte level(p) < level(g) mit p ¢ Lz. Wir beweisen diese Aussage per
Induktion iiber sons4*((p*, ¢)) € N fiir alle (p*,q) € T, 4 = -

Fir (p*,q) € T,4=, mit #sonsa*((p*,q)) = 1 folgt sonsu((p*,¢)) = @ und nach
Definition damit Ay , = V. AV;. Man beachte hier, dass (p*, ¢) ein unzuléssiges Blatt in
Tp.a, =<, ist, was nach Korollar die Aussage (p*,q) € 7=, und damit nach Lemma
Apr q = Vi AV liefert.

Sei n € N so gegeben, dass die Gleichheit Ay« , = VL AV, fiir alle (p*, q) € Tpa,=, Mit
#sons 4 *((p*, q)) < n gilt.

Fiir (p*,q) € Ty, mit sonsA*((p*,q)) = n+ 1 > 2 gilt sons4((p*,q)) # 0. Sei
(™, q) € sonsa((p*,q)), dann gilt (p*, q) € sons4*((p", ¢)) und (p*, q) ¢ sonsA*((p*", q)),
also

#sons 4 *((p™, q)) < ##sonsa*((p™.¢)) —1=n+1-1=n.

Mit der Induktionsvoraussetzung folgt damit die Darstellung Ay, = V5. AV, fir alle
Elemente (p™*, ¢q) € sons,((p*, q)) € sonsa((p*,q)) € Tpy = ,-

Da sons4((p*,q)) # 0 gilt, folgt 0 # sons(p*) = sons(p*), also sons4((p*,q)) =
sons(p*) x {q}. Nach Schachtelungseigenschaft der Clusterbasis und Lemma folgt

ViAVy = Y B (Vi AV = > B (Vi AV)
p** €sons(p*) (p** ) €sons 4 ((*2))
= > B (Vi AVy) = > Bl Ay g
(p**,q)€sons ((p*,q)) (p**,q)€sons 4 ((p*,q))
= Apg

und damit die Aussage.

(b)| Es gelte level(p) > level(q) mit ¢ ¢ L£7. Aus p <, q folgt ¢ <% p und damit nach
Korollar q <4~ p. Wir konnen also den Teil dieses Lemmas auf die Matrix
A* € RP*% und die Matrix-Galerkin-Clusterrelation =< ,. bzgl. A* in Tz anwenden. Sei
also (¢*,p) € 7;;%5 und damit (¢*,p) € Ejl’va*’ dann folgt mit TeilAZ*,p = V5 A"V,
und damit

(A% )" = (VEAV,) = VFAV,..

O]

Bemerkung 4.3.43 (Transponierte Matrix). FEs seien die Voraussetzungen von Lemma
gegeben, dann bendtigen wir im Fall von level(p) > level(q) mit ¢ ¢ L1 zum

Assemblieren aller Interaktionsmatrizen in 7;; _r die Matrizen Ay. , fiir alle
Pr~A ’

(q"p) €T, v mit sonsa((¢",p)) =0

W™ A

(vgl. Definition|4.3.41) — also fiir alle unzuldssigen Blatter dieses Assemblierungsbaums.
Nach Korollar|4.3.58 gilt fiir so einen Block aus E;p _r gerade (¢*,p) € T_r, also mit
W™ A A
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dem transponierten Blockbaum (p,q*) € T= (vgl. Lemma . Damit lisst sich in
diesem Fall die Matriz A , durch

(Ap g )" = (VSAVp ) = VEA™V, = AL,

aus dem Matriz-Galerkin-Clusterrelationsbaum T , gewinnen. Die Grundlage zum As-

semblieren in 7;_p _r ist also — wie auch fir den Fall aus Lemma |4.3.49|(a) — durch
Py =y

T=, gegeben.

Bemerkung 4.3.44 (Hilfsinteraktionsmatrizen). Wie schon erwdhnt, ist bezogen auf das
Matriz- Galerkin-Gleichungssystem bei Vorliegen eines der beiden Fdlle aus (4.55) — also
eines der beiden Fdlle aus Lemma — nur die Interaktionsmatrix fir die Wurzel
des entsprechenden Assemblierungsbaums von Interesse. Alle anderen dort berechneten
Interaktionsmatrizen dienen einzig und allein dem Zweck, diese eine Matriz berechnen zu
kénnen. Dieses Vorhandensein von Hilfsinteraktionsmatrizen ist allerdings auch schon
bei der durch die vom eigentlichen Matriz-Galerkin-Gleichungssystem abgekoppelten Be-
trachtung von Relationsbiumen gegeben. Dort werden spdter beim konkreten Assemblieren
auch Matrizen berechnet, die fiir dieses System nur implizit bendtigt werden. Es kann po-
tentiell sogar der Fall auftreten, dass Interaktionsmatrizen aufgestellt werden, die weder
als Koeffizientenmatrix noch als Hilfsgrofie Verwendung finden. Diese Tatsache liegt wie-
der — wie auch schon in vorherigen Abschnitten — in der Vernachlissigung der dem
Blockbaum Tzx 7 zugrundeliegenden Zuldssigkeitsbedingung begriindet.

Wir sind nun theoretisch in der Lage, das komplette Matrix-Galerkin-Gleichungssystem
zu assemblieren. Bevor wir uns der konkreten Formulierung von Algorithmen widmen,
fassen wir die Aussagen der vorherigen Diskussion in dem folgenden Satz zusammen.

Satz 4.3.45 (Vollstindige Beschreibung). Seien Tzxs ein Blockbaum, A € RT*T und
B € RI*I wei Matrizen, =(A,B die Matriz-Galerkin-Blockrelation bzgl. A und B in
Trxg sowie =<, und <p die dieser Blockrelation zugrundeliegenden Matriz-Galerkin-
Clusterrelationen. Seien weiter Vi und W, zwei geschachtelte Clusterbasen sowie V/ =
(t',s"),b=(t,s) € Lxg mit (b/,b) € E;(A B dann gelten

(A1) (t',t) € TZ, und Ay = V7 AV oder
(A2) (t',t) = root(Ty 1< ,) € ﬁ:tij und Ay = V,; AV; oder
(A3) (t,t) =root(T,y 1) € 7;;,7x£ und (Aj )" = VAV,
sowte

(B1) (s',s) € T= und By, = W35BW; oder

(B2) (s',5) = 100t(Tg 5,=,,) € 7;,_’5%3 und By s = W BW, oder

(B3) (s,s") = root(T,

! —
s,8" <

E) € 7;;,7xg und (B ,)* = W5 BWj.
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Beweis. Mit (V/,b) € E;(A’m folgt b’ =(4,p) b und damit nach Definition t' =<, t sowie

s’ = g - Wir betrachten zuerst die beiden Zeilencluster. Fiir die drei Falle

level(t') = level(t),
level(t') < level(t) mit ¢’ € L1
und level(t') > level(t) mit t € L7

folgt nach dem Charakterisierungslemma (t',t) € T;A und damit nach Lem-
ma Apy = VIAV,, also die Aussage in Fiir den Fall level(t') < level(t)
mit ¢ ¢ L7 gilt nach Konstruktion des Assemblierungsbaums ﬁ/,t’xA insbesondere
(t',t) = root(Ty 1= ,) sowie (t',t) € ﬁ:t,xA aufgrund von ' <, ¢. Lemma I@ (a)
liefert somit Ay ¢ = VAV, also die Aussage in |(A2)] Aus ¢/ =<, t folgt t </ ¢,
womit in dem verbleibenden Fall level(t') > level(t) mit ¢ ¢ L7 nach Konstruktion
(t,t") = root(7;t,7x£) eT 1 gilt. Lemma {4.3.42||(b)| liefert dann (A7 ,)* = VAV,

tt!,
also die Aussage in |(A3)|

Betrachten wir die beiden Spaltencluster, dann folgt in den Féllen

level(s') = level(s),
level(s") < level(s) mit s’ € L7
und  level(s’) > level(s) mit s € L7

analog zur Diskussion fiir die Zeilencluster die Aussage (s',s) € T;B sowie By, =
W5 BW, und damit [(B1)l Ebenso lésst sich in dem Fall level(s’) < level(s) mit s ¢
L7 zeigen, dass (s',s) = root(7;/737x3) IS 7;,_75va sowie By, = W} BW, gelten. Es
folgt also Der verbleibende Fall level(s’) > level(s) mit s ¢ L7 fiihrt dann wie
bei der vorherigen Diskussion fiir ¢ und ¢ auf (s,s’) = root(’Ts’s,,xg) € 7'87_8,7xg sowie

B* ,)* = W% BW, und damit |(B3 ]
(Bo) =W,

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, alle Koeffizientenmatrizen des Matrix-Galerkin-Glei-
chungssystems konkret zu berechnen. Zu diesem Zweck muss fiir einen Clusterbaum 77z,
eine geschachtelte Clusterbasis (V, F)7; und eine Matrix A € RZXZ beschrieben werden,
wie VAV, fiir zwei Cluster p,q € Tz mit p <, q aufzustellen ist, wobei =, hier wie-
der die Matrix-Galerkin-Clusterrelation bzgl. A in 77 bezeichne. Die bisherige Diskussion
hat gezeigt, dass wir hierzu lediglich die Interaktionsmatrizen aus den Definitionen [4.3.39]
und 4.3.41| fiir Clustertupel aus der Teilmenge T;A des Relationsbaums 7= , bzw. in den
benotigten Assemblierungsbdumen aufstellen miissen. Da diese beiden Definitionen ei-
ne konkret implementierbare Vorschrift zur Berechnung besagter Matrizen bereitstellen,
werden nun Algorithmen angegeben, die dies durchfithren. Hierbei gehen wir modular
vor, um die Abschitzung des Gesamtaufwands spéter schrittweise herleiten zu kénnen.
In Analogie zu den vorherigen Abschnitten wird bei der Formulierung der Algorithmen
der Zugriff auf unzuléssige Blocke iber unzuléssige Blockzeilen verwendet. Wie sich die
rekursive Beschreibung der Koeffizientenmatrizen (siche Bemerkung iber diese

Blockzeilen darstellt, fassen wir in der folgenden Bemerkung zusammen.
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4.3 Matrix-Galerkin-Relationsbdume

Bemerkung 4.3.46 (Darstellung iiber unzuléssige Blockzeilen). Seien Tz ein Cluster-
baum, A € R¥*Z (V,E)7, eine geschachtelte Clusterbasis, =, die Matriz-Galerkin-
Clusterrelation bzgl. A in Tz sowie p,q € Tz mit p <4 q.

Wir betrachten zuerst den Fall (p,q) € T;A, dann ergeben sich die folgenden Darstel-
lungen der Interaktionsmatriz A, 4 tiber die unzuldssigen Blockzeilen.

Fall 1: Gelten p € L1 und q € Lz, dann kann Ay, =V, AV, direkt berechnet werden.
Fall 2: Gelten p ¢ L1 und q € L1, dann folgt sons((p, q)) = sons(p) x {q} und damit
Ay = > ErAp g+ = > B Ape .

(p*,q*)€sons ™ ((p,q)) p* €sons(p) mit
gErow ™~ (TXA D)

Fall 3: Gelten p € L1 und q ¢ Lz, dann folgt sons((p,q)) = {p} X sons(q) und damit

Apq = Z Apr g Ege = Z Apg Eqr-
(p*,q*)€sons~((p,q)) q* Esons(q) mit
q*Grow‘(TxA,p)

Fall 4: Gelten p ¢ L7 und q ¢ Lz, dann folgt sons((p, q)) = sons(p) x sons(q) und damit

Ap,q = E , E;*Ap*,q*Eq* = E , E;*Ap*,q*Eq*-
(p*,q*)€sons™((p,q)) (p*,q*)€Esons(p) xsons(q)
mit q* Erow_(TxA,p*)

Es gelte nun level(p) < level(q) mit p ¢ Lz, dann ergibt sich fir alle (p*,q) € T .

a4, =4
mit sons4((p*,q)) # 0 aufgrund von sons4((p*,q)) = sons(p) x {q} die Darstellung
Ape g = > B Aper g = > B Apes q (4.59)
(p**,a)€sons 3 ((p*,4)) p**Esons(p) mit

gErow (Ty,q. = , ™)

der Interaktionsmatriz iber die unzuldssige Blockzeile. Nach Lemma ist der
Fall level(p) > level(q) mit q ¢ L1 ebenfalls uber (4.59) abgedeckt.

Grundlage fiir das Assemblieren bilden nach Bemerkung|4.3.46| (und Bemerkung4.3.32))
die Matrizen VAV fiir (p,q) € L1 x Lz mit p <, q. Nach Korollar [4.2.23| werden diese
Tupel gerade durch die Menge E;A des Relationsbaums ’T;A beschrieben. Eine spezielle
Darstellung dieser Matrizen stellt die Aussage des folgenden Korollars zur Verfiigung,
welche wir in der algorithmischen Umsetzung verwenden werden.

Korollar 4.3.47 (Interaktionsmatrizen fiir Blatter). Seien Tz ein Clusterbaum, A €
RIXT, V1, eine Clusterbasis und =, die Matriz-Galerkin-Clusterrelation bzgl. A in Tz,
dann gilt fir alle (p,q) € E;A
Apg = Vi AV = 7 ay(Vye)(Vyiey)", (4.60)
(NS 2

wobei ey, fiir alle k € T den k-ten Einheitsvektor in RT bezeichne.
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Beweis. Sei (p,q) € E;A, dann gilt

Apg =ViAV, = VixpAxgVy = Vi | Y eief | A D ejel | V4

i€p JEq

= V;k Z ei(ejAEj)e; V;] = ‘/p* Z aijeie;f ‘/q

(6,9)€Px4 (i,)€P%4
= > (edageVy) = Y ay(Vye)(Vye),
(4.5)€EPXq (4.4)€PXq
also die zu beweisende Aussage. O

Fiir die Berechnung einer Interaktionsmatrix aus Korollar [£.3.47] ist es unerheblich,
in welcher Reihenfolge die Terme auf der rechten Seite von (4.60) aufsummiert werden.
Aus diesem Grund berechnet Algorithmus alle Interaktionsmatrizen in £Z . Die
Grundstruktur entspricht hier der des Algorithmus [£.3.9] fiir das Aufstellen der Menge
L_ , womit eine explizite Schleife iiber LZ —entféllt. Diese ist implizit durch die bei-
den geschachtelten Schleifen iiber alle Nicht-Null-Eintrage der Matrix gegeben. Da die
Struktur von Algorithmus der von Algorithmus entspricht, lieRen sich diese
beiden zu einem einzigen zusammenfassen. Dieser wiirde dann die Menge E;A und al-
le Interaktionsmatrizen hierfiir simultan berechnen. Die getrennte Formulierung ist der
gesonderten theoretischen Betrachtung des Aufstellens und Assemblierens des Matrix-
Galerkin-Gleichungssystems geschuldet.

Es folgen nun die Definitionen von Algorithmen, mit denen sich alle in obiger Be-
merkung beschriebenen Félle behandeln lassen, bei denen Transfermatrizen be-
notigt werden. In Algorithmus wird nur die Transfermatrix des Zeilenclusters,
in Algorithmus nur die des Spaltenclusters und in Algorithmus werden die
Transfermatrizen beider Cluster verwendet. Da der Algorithmus zum Assemblieren
in Matrix-Galerkin-Clusterrelationsbdumen und in Assemblierungsbdumen Verwendung
finden wird, lassen wir bei allen drei Algorithmen in der Bezeichnung der unzuldssigen
Blockzeile die Angabe des Blockbaums weg. Dieser ergibt sich dann aus dem jeweiligen
Algorithmus, aus dem die entsprechende Funktion aufgerufen wird.

Nach dem Aufruf von Algorithmus [£.3.10] sind die grundlegenden Informationen zum
Aufstellen aller Interaktionsmatrizen in T;A vorhanden. Wir sind nun also in der La-
ge, hierfiir einen Algorithmus anzugeben. Da alle Interaktionsmatrizen fiir Nicht-Blatt-
Blocke tiber die jeweiligen unzuléssigen S6hne im Matrix-Galerkin-Clusterrelationsbaum
definiert sind, miissen Interaktionsmatrizen auf hoheren Leveln vor selbigen auf niedri-
geren Leveln berechnet werden. Dies bedeutet, dass wir 77 von unten (hoher Level) nach
oben (niedriger Level) und fiir alle p € 77 die Menge row™ (7x ,,p) auch levelweise von
Clustern mit hohem zu Clustern mit niedrigem Level durchlaufen miissen. Algorithmus
bildet diese Vorgehensweise ab und berechnet so alle Interaktionsmatrizen in TX_A.
Die dortige Schleife iiber die Tiefe des Clusterbaums ist der in dieser Arbeit verwendeten
Darstellung von Relationsbdumen iiber Blockzeilen geschuldet.
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4.3 Matrix-Galerkin-Relationsbdume

Algorithmus 4.3.10 Berechnung aller Interaktionsmatrizen A, , fir A € RZ*T und
(prq) € L2,

procedure ASSEMBLE INTERACTION _LEAF(A,Z,idx2leafr; )
for all : € 7 do
p < idx2leafr; [i]
for all j € row(A,i) do
q < idx2leafr; [4]
Apq  Apg +aij(Vye)(Vies)”
end for
end for
end procedure

Algorithmusbeschreibung. Zu Beginn des Algorithmus gilt A, 4, = 0 fiir alle (p,q) €
E;A. Die Interaktionsmatrizen werden dann tber die Darstellung aufgestellt. Es
werden solange Updates dieser Matrizen berechnet, bis fir alle (p,q) € L2, alle (i,5) €
D X ¢ durchlaufen wurden.

Das Array idx2leafr, ordnet wie in Algorithmus jedem Index i € I tiber
idx2leafr, [i] € L1 das eindeutige Element p € L1 mit i € p zu.

Algorithmus 4.3.11 Assemblieren der Interaktionsmatrix A, , fir A € RT*% und p, q €
Tz mit p <, ¢ unter Zuhilfenahme von Transfermatrizen der Sohne des Zeilenclusters p.

procedure ASSEMBLE _INTERACTION _ TRANSFER_ ROW(p, ¢, Ay 4)
for all p* € sons(p) do
if ¢ € row™(p*) then
Apq e Apg+ EpApe g
end if
end for
end procedure

Algorithmusbeschreibung. Dieser Algorithmus berechnet die Interaktionsmatriz A, 4
zweier Cluster p,q € Tz tber die unzuldssigen Séhne fiir den Fall, dass nur die Transfer-
matrizen fir den Zeilencluster bendtigt werden. Zu Beginn gilt Ap 4 = 0.

Nach Bemerkzung wird dieser Algorithmus verwendet, falls (p,q) ein unzuldssiger
Block in T= , oder in einem Assemblierungsbaum ist. Es ist dann (p*,q*) € sons™ ((p,q))

oder (p*, q) € sons 4((p,q)) gleichbedeutend mit ¢* = q sowie

p* € sons(p) und g €row (p*).
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Algorithmus 4.3.12 Assemblieren der Interaktionsmatrix A, , fiir A € RZ*T und p, q €
7Tz mit p <, g unter Zuhilfenahme von Transfermatrizen der Séhne des Spaltenclusters
q.
procedure ASSEMBLE_INTERACTION _TRANSFER_ COL(p, q, Ap4)
for all ¢* € sons(q) do
if ¢* € row™(p) then
Apq  Apg+ Apg-Eyr
end if
end for
end procedure

Algorithmusbeschreibung. Dieser Algorithmus berechnet die Interaktionsmatriz A, 4
zweier Cluster p, q € Tz tber die unzuldssigen Sohne fiir den Fall, dass nur die Transfer-
matrizen fir den Spaltencluster bendtigt werden. Zu Beginn gilt Ap 4 = 0.

Nach Bemerk:ung wird dieser Algorithmus verwendet, falls (p,q) ein unzuldssiger
Block in T, ist. Es ist dann (p*,q*) € sons™((p, q)) gleichbedeutend mit p* = p sowie

q* €sons(q) und ¢* €row (p).

Algorithmus 4.3.13 Assemblieren der Interaktionsmatrix A, , fiir A € RZ*T und p, q €
Tz mit p <, ¢ unter Zuhilfenahme von Transfermatrizen der Sohne beider Cluster p und
q.
procedure ASSEMBLE _INTERACTION _TRANSFER__ROW_ COL(p, ¢, Ap4)
for all p* € sons(p) do
for all ¢* € sons(q) do
if ¢* € row™(p*) then
Apq ¢ Apg + Epe Ape g Eg
end if
end for
end for
end procedure

Algorithmusbeschreibung. Dieser Algorithmus berechnet die Interaktionsmatriz A, 4
zweier Cluster p,q € Tz tiber die unzuldssigen Sohne fiir den Fall, dass die Transferma-
trizen des Zeilen- und Spaltenclusters bendtigt werden. Zu Beginn gilt Ay, 4 = 0.

Nach Bemerkung wird dieser Algorithmus verwendet, falls (p,q) ein unzuldssiger
Block in T, ist. Es ist dann (p*,q") € sons™ ((p, q)) gleichbedeutend mit

(p*,q") € sons(p) x sons(q) wund ¢* € row (p*).
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Um sicherzustellen, dass alle benétigten Informationen fiir die Berechnung der aktuell
betrachteten Interaktionsmatrix zur Verfligung stehen, wurde in Algorithmus eine
rekursive Variante verwendet. Man hétte hier allerdings auch einen levelweisen Ansatz
verfolgen konnen, um so von den Sohnen zu den Vétern iiberzugehen.

Die unzulédssigen Blatter in Assemblierungsbdumen sind — genau wie bei Matrix-
Galerkin-Clusterrelationsbdumen — die Grundlage des Assemblierens. Da diese nach
Definition allerdings durch die Menge 7_ gegeben sind (vgl. Korollar ,
bedarf es hier keiner gesonderten Untersuchung bzw. eines speziellen Algorithmus, der
diese Matrizen aufstellt. Solange alle Interaktionsmatrizen in 7= mit Algorithmus
vor dem Assemblieren selbiger in Assemblierungsbdumen berechnet wurden, sind alle
notigen Informationen zu diesem Zeitpunkt vorhanden. Der Algorithmus[4.3.15 berechnet
alle Interaktionsmatrizen in einem Assemblierungsbaum.

Bemerkung 4.3.48 (Sohne in Assemblierungsbdumen). Seien Tz ein Clusterbaum,
A € RY*T ynd =<, die Matriz-Galerkin-Clusterrelation bzgl. A in Tz. Fir p,q € Tz
mit level(p) < level(q) und p ¢ L1 sowie p <, q ist der Zeilenclusterbaum des Assem-
blierungsbaums Tpq =, durch den Abschnitisbaum Ty, gegeben. Da Ty, einen Abschmitt
von Tz beschreibt, bietet es sich nicht an, diesen Clusterbaum separat aufzustellen. Ins-
besondere, da wir potentiell nicht nur einen, sondern mehrere Assemblierungsbiume zu
betrachten haben. In Algorithmus missen wir allerdings entscheiden, ob ein Clu-
ster p* € Tpq noch Séhne hat oder nicht, ob also sons(p*) # 0 gilt. Nach Definition
ldsst sich dies durch die Séhne in Tz bzw. den Level von q ermitteln. Es ist dann

sons(p*) # 0 dquivalent zu
sons(p*) #0 wund level(p*) # level(q).

Es liegen nun alle Hilfsmittel vor, um einen Algorithmus anzugeben, der fiir einen
Blockbaum Tzyx.7, zwei Matrizen A € RT*Z und B € R7*J sowie der zugehdrigen
Matrix-Galerkin-Blockrelation =(4,B) das durch E;(AB) gegebene Matrix-Galerkin-
Gleichungssystem komplett assembliert. Unter Verwendung der vorher diskutierten Teil-
schritte, berechnet Algorithmus[.3.16alle Koeffizientenmatrix des gewiinschten Systems.
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Algorithmus 4.3.14 Assemblieren aller Interaktionsmatrizen A, , fir A ¢ RI*T und
(p,q) € 7=, unter Zuhilfenahme der Algorithmen |4.3.11L |4.3.12| und |4.3.13}

procedure ASSEMBLE INTERACTION RELATIONTREE(p)
for all p* € sons(p) do
ASSEMBLE _INTERACTION RELATIONTREE(p®)
end for
for ¢ = depth(7z) downto 0 do
for all ¢ € row™ (7 ,,p) with level(g) = ¢ do
if sons(p) # () and sons(q) = () then
ASSEMBLE _INTERACTION _TRANSFER_ROW(p, ¢, Ay 4)
> Algorithmus [£.3.11]
else if sons(p) = 0 and sons(q) # () then
ASSEMBLE__INTERACTION _ TRANSFER_ COL(p, ¢, 4, 4)
> Algorithmus
else if sons(p) # 0 and sons(q) # () then
ASSEMBLE__INTERACTION _TRANSFER_ROW _ COL(p, q, Ap4)
> Algorithmus
end if
end for
end for
end procedure

Algorithmusbeschreibung. Der initiale Aufruf dieses Algorithmus geschieht mit der
Waurzel root(Tz) € Tz. Zu Beginn gilt Apq =0 fir alle (p,q) € T -

Die Funktion ASSEMBLE INTERACTION RELATIONTREE wird zuerst solange rekursiv
aufgerufen, bis der entsprechende Cluster keine Séhne mehr hat. Anschliefflend wird le-
velweise von Clustern mit hohem zu Clustern mit niedrigem Level tiber die unzuldssige
Blockzeile gelaufen. Anhand der Fdlle aus Definition [{.3.39 der Interaktionsmatrizen
wird dann entschieden, welcher Fall vorliegt, wobet die Situation p,q € L1 ignoriert wird.
Dieser Fall muss vorher durch Algorithmus behandelt worden sein. Je nach vor-
liegendem Fall werden die Algorithmen |[.3.11], [4.53.19 oder|4.3.15 aufgerufen, in denen
das Assemblieren tber die entsprechenden Transfermatrizen durchgefihrt wird.

Nach Riickkehr aus der Rekursion sind alle Informationen verfiigbar, um die Interakti-
onsmatrizen fir alle Bldcke der unzuldssigen Blockzeile des Vaters auf gleiche Weise zu
berechnen.
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Algorithmus 4.3.15 Assemblieren aller Interaktionsmatrizen Ay« , fir A € RT*% und
(p*,q) € Tpa=, Mitp,q € Tz, level(p) < level(q), p ¢ L7 und p <, ¢ unter Zuhilfenahme
des Algorithmus [£.3.11]
procedure ASSEMBLE INTERACTION _ASSEMBLETREE(A, p*)
for all p** € sons(p*) do
ASSEMBLE__INTERACTION _ASSEMBLETREE(A, p**)
end for
if ¢ € row™ (Tpq4,=,,p") and sons(p*) # () then
ASSEMBLE__ INTERACTION _ TRANSFER _ ROW(p*, ¢, Ap+ q)
> Algorithmus [£.3.11]

end if
end procedure

Algorithmusbeschreibung. Der initiale Aufruf geschieht mit p = root(T,q) € Tp.q,
also der Wurzel des Abschnittsbaums Tp 4. Die Matriz A wird als Parameter mit iberge-
ben, um kenntlich zu machen, ob die Interaktionsmatrizen in den Bldttern transponiert
zu betrachten sind oder nicht (vgl. Bemerkung , Zu Beginn gilt Ay« o = 0 fiir alle
(0", a0) € Tpg=,-

Die Funktion ASSEMBLE INTERACTION ASSEMBLETREE wird solange rekursiv aufge-
rufen, bis der entsprechende Cluster keine Sohne mehr in Tpq = , hat. Da der Spaltenclu-
sterbaum der konstante Clusterbaum Ty = {q} ist, wird nur abgefragt, ob dieser Cluster
sich in der unzuldssigen Blockzeile des aktuell betrachteten Zeilenclusters befindet. Ist dies
der Fall, wird Algorithmus aufgerufen (vgl. Definition , Unzuldssige Bldtter
aus Tp,q,=, werden ignoriert, da sich diese in T;A befinden (vgl. Korollar 4.3.35') und
die entsprechenden Interaktionsmatrizen somit durch Algorithmus [4.3.14) bereits vorher
berechnet wurden.

Nach der Riickkehr aus der Rekursion sind alle Informationen vorhanden, um die Inter-
aktionsmatrizen fir alle Blocke der unzuldssigen Blockzeile des Vaters auf gleiche Weise
zu berechnen.
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Algorithmus 4.3.16 Assemblieren aller Koeffizientenmatrizen des Matrix-Galerkin-
Gleichungssystems C;(A 5 fiir einen Blockbaum 7Tzx 7, zwei Matrizen A € RZ*Z und

B € R7*J sowie der zugehorigen Matrix-Galerkin-Blockrelation =(A,B) mit zugrunde-
liegenden Matrix-Galerkin-Clusterrelationen =<, und =j.

procedure ASSEMBLE_INTERACTION_MATRIXGALERKIN([,;(A B))
ASSEMBLE INTERACTION LEAF(A, Z, idx2leafr; ) > Algorithmus 4.3.10
ASSEMBLE _ INTERACTION _LEAF(B, J, idx2leafr, ) > Algorithmus |4.3.10
ASSEMBLE _INTERACTION _RELATIONTREE(root(77)) > Algorithmus (4.3.14
ASSEMBLE _INTERACTION _RELATIONTREE(root(77)) > Algorithmus [4.3.14]

for all ¥/ = (t',¢') € L1x7 and b= (t,s) € rowZ(Tx(AyB),b’) do
if level(t') < level(t) and t' ¢ L7 then
ASSEMBLE _INTERACTION _ASSEMBLETREE(A, ¢) > Algorithmus
else if level(t') > level(t) and ¢ ¢ L7 then
ASSEMBLE _INTERACTION _ASSEMBLETREE(A*, t) > Algorithmus
end if
if level(s’) < level(s) and s’ ¢ L7 then
ASSEMBLE _INTERACTION ASSEMBLETREE(B, s') > Algorithmus
else if level(s’) > level(s) and s ¢ L7 then
ASSEMBLE _INTERACTION ASSEMBLETREE(B*, s) > Algorithmus
end if
end for
end procedure

Algorithmusbeschreibung. Der einzige Ubergabeparameter E;(A 5 der Funktion AS-

SEMBLE _INTERACTION _MATRIXGALERKIN charakterisiert das Matriz-Galerkin-Glei-
chungssystem und steht hier stellvertretend fir alle zum Assemblieren dieses Systems
ndtigen Informationen. Zu Beginn seien alle Interaktionsmatrizen gleich null.

Zuerst wird mit der Funktion ASSEMBLE INTERACTION LEAF die Grundlage zum As-
semblieren aller Interaktionsmatrizen in den Teilmengen TX_A und TX_B der entsprechen-
den Matriz-Galerkin-Clusterrelationsbdume gelegt. Anschlieffend werden eben diese Ma-
trizen iber die Funktion ASSEMBLE INTERACTION RELATIONTREE berechnet. Abschlie-
Send dienen die Aufrufe der Funktion ASSEMBLE INTERACTION ASSEMBLETREE dazu,
alle Interaktionsmatrizen in moglichen Sonderfillen — also alle Interaktionsmatrizen in
bendtigten Assemblierungsbdumen — aufzustellen.

162



4.3 Matrix-Galerkin-Relationsbdume

Aufwand

Uns stehen nun alle Algorithmen zur Verfligung, um fiir einen Blockbaum 7747 und
zwei Matrizen A € RT*? sowie B € R7*J das zu der Matrix-Galerkin-Blockrelation
=(A.B) gehorende und durch L’V gegebene Matrix-Galerkin-Gleichungssystem kom-

plett zu assemblieren. Es seien (V E K)7; und (W, F, L)7, zwei geschachtelte Cluster-
basen mit den Rangverteilungen K7, bzw. L7, (vgl. Definition [3.3.7). Fiir alle Blocke
b= (t,s),b=(t,s) € L1x7 mit (V',b) € E;(A . sind dann

AV, € REv>Ke ynd - Wi BW, € RLs *Es

zu berechnen. Wie vorher beschrieben, miissen hierzu die Interaktionsmatrizen in den
Teilmengen 7= und 72 — =, und X<p bezeichnen hier wieder die =(4,p) Zugrun-
deliegenden Matrix-Galerkin-Clusterrelationen — sowie in allen benétigten Assemblie-
rungsbdumen aufgestellt werden. Diese Assemblierungsbdume treten sowohl fiir Cluster
des Zeilenclusterbaums 77 als auch fiir Cluster des Spaltenclusterbaums 7 auf.

Wir werden nun den Aufwand aller in diesem Abschnitt definierten Algorithmen unter
geeigneten Voraussetzungen abschétzen, um daraus eine obere Schranke des Gesamt-
aufwands fiir das Assemblieren des kompletten Matrix-Galerkin-Gleichungssystems her-
zuleiten. Da hier im Gegensatz zu Abschnitt in allen Algorithmen arithmetische
Operationen — Additionen und Multiplikationen — anfallen, wird die maximale Anzahl
dieser Operationen im weiteren Verlauf als Aufwand des jeweiligen Algorithmus angese-
hen (vgl. Bemerkung [2.1.10).

Als erstes befassen wir uns mit einer Schranke fiir den Aufwand von Algorithmus [4
der das Aufstellen aller zu unzuléssigen Bléttern des Relationsbaums 7=, gehdérenden
Interaktionsmatrizen abbildet.

Lemma 4.3.49 (Aufwand von Algorithmus|4.3.10). Seien Tz ein Clusterbaum, Vi, eine
Clusterbasis mit Rangverteilungen K1, und A € RI*T eine Csp,A-schwachbesetzte Matriz,
dann benotigt Algorithmus [4.3.10f mit kyax := max,e7; #K, nicht mehr als

3CSP7AkI2nax#I
arithmetische Operationen.

Beweis. Seien i € Z und j € row(A,i) sowie p,q € L7 mit ¢ € p und j € §. Es be-
zeichne e; den i-ten und e; den j-ten Einheitsvektor in RZ. Wir gehen davon aus, dass
die Matrix-Vektor-Multiplikationen V;Ye; und V;"e; nicht explizit ausgefiihrt werden, son-
dern die Ergebnisse dieser durch Auslesen der i-ten Zeile von V}, und der j-ten Zeile von
V, ermittelt werden. Die Berechnung von (Vje;)(V,%e;)* € R¥»*®a benstigt dann pro
Eintrag genau eine Multiplikation und somit insgesamt nicht mehr als #K,#K, < k2.,
arithmetische Operationen. Ebenso benotigt die Skalierung dieser Matrix mit a;; nicht
mehr als k2 Operationen. Wiirde man erst (V,'e;) oder (V;*e;)* mit a;; skalieren, dann
waren fiir diesen Schritt sogar nur kp.x Operationen notwendig. Da kpax < kmax gilt,
verzichten wir hier allerdings auf diese Unterscheidung. Schliefslich erfordert die Aktua-
lisierung der Interaktionsmatrix A, , die Addition zweier (K, x K,)-Matrizen, was auch

wieder einen Aufwand von maximal k2, bedeutet.
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4 Matrix-Galerkin- Verfahren

Die Gesamtanzahl arithmetischer Operationen lésst sich also gegen
> BkAa £ 3Cqpakha < 3Csp Ak H#T
1€Z jerow(A,i) 1€l

abschéatzen. O

Die Grundlage fiir das Assemblieren in Matrix-Galerkin-Clusterrelations- bzw. Assem-
blierungsbaumen bilden die Algorithmen[4.3.11] [4.3.12lund [4.3.13] Den Aufwand fiir diese
drei fundamentalen Algorithmen schétzen wir in dem nachstehenden Lemma ab.

Lemma 4.3.50 (Aufwand von Algorithmus {4.3.11} 4.3.12] und |4.3.13)). Seien Tz ein
Clusterbaum, (V,E,K)T, eine geschachtelte Clusterbasis und p,q € Tz. Mit kmax =
maxpe7; #Kp und Csons 7 1= Max,e; # sons(p) ist die mazimale Anzahl an arithmeti-
sche Operationen

(a) fir die Algorithmen |4.3.11 und |4.3.12 durch 3Csons 7 kpax und

max

(b) fiir den Algorithmus durch 5C2 Tzk‘fnax beschrdnkt.

Beweis. @ Wir betrachten zuerst Algorithmus und es gelte p € 77 \ Lz. Fir
alle p* € sons(p) erfordert die Multiplikation von E* € RE»>*Ep mit Ay , € RE»*Kq
nicht mehr als 2#Kp#K H#K, < 2k3,. und die Addltion von Ap g mit Ej. Ay 4 nicht
mehr als #Kp#K < k2. <k3 _ arithmetische Operationen. Der Gesamtaufwand von

max — max

Algorithmus [£.3.11] lisst sich also durch

Z 3k§nax S 3CSOIIS,TIk:r3naX

p* Esons(p)

beschrianken. Mit analogen Argumenten fiir ¢ € 77 \ £z und alle ¢* € sons(q) ist der
Aufwand von Algorithmus [£.3.12] ebenfalls durch

Z 3k§1ax < 3Csons TIkmax

g*€sons(q)

beschrankt.

@ Es gelte nun p, ¢ € 77\ Lz. Da in Algorithmus Schleifen iiber die S6hne beider
Cluster auftreten und fiir jedes dieser Paare von S6hnen im Vergleich zu der Diskussion in
Teil @ dieses Lemmas eine zuséatzliche Multiplikation zweier Matrizen hinzukommt, die
maximal 2k3  arithmetische Operationen erfordert, lisst sich der Aufwand dort durch

Z Z 5k?nax = Z 5Csons,7’1k?nax < 5Cvsons Ekilax

p*€Esons(p) ¢* Esons(q) p*Esons(p)

nach oben abschétzen. O

Unter Verwendung des vorherigen Lemmas werden wir nun eine obere Schranke des
Aufwands von Algorithmus [£.3.14] also dem Assemblieren aller Interaktionsmatrizen in
einem Matrix-Galerkin-Clusterrelationsbaum herleiten.
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4.3 Matrix-Galerkin-Relationsbdume

Lemma 4.3.51 (Aufwand von Algorithmus 4.3.14)). Seien ein Clusterbaum Tz, eine
geschachtelte Clusterbasis (V,E,K)7, und eine Matriz A € RIXT gegeben. Sei wei-
ter =<, die Matriz-Galerkin-Clusterrelation bzgl. A in Tz sowie der zugehirige Rela-
tionsbaum T | CSp,TxA -schwachbesetzt, dann bendtigt Algorithmus [{.3.14] mit kynax :=

maxpe7; #Kp und Coons, 7 1= MaxpeT; # sons(p) nicht mehr als

2 3
5Csons,TICSP7TxA kmax#ﬁ
arithmetische Operationen.

Beweis. Fiir p € 77 und q € row™ (7< ,, p) fallen nach Lemma |4.3.50| zur Berechnung der
Interaktionsmatrix des Blocks (p, ¢) nicht mehr als

5C2 kD

ons, 7z "Vmax

arithmetische Operationen an — da potentiell der Algorithmus aufgerufen wird
und 3Csons 77k ax < 50520115771 k3 .. gilt, verwenden wir diese Schranke fiir den Aufwand
pro Block. Es gilt

row (7= ,,p) C row(7<,,p)

—A

fiir alle p € 7z, womit sich der Aufwand von Algorithmus durch

2 3 2 3
Z Z 5Csons,TIkmax < Z 5Csons,7’105p,TxA Frnax

PETz gerow (T , .p) peTz

< 50820ns,7-ICSpyTxA k?nax#ﬁ
abschéatzen lasst. O

Als letzten Teilschritt bleibt der Aufwand von Algorithmus zu untersuchen.
Dieser Algorithmus wird verwendet, um die fiir das Matrix-Galerkin-Gleichungssystem
bendtigten Interaktionsmatrizen, die durch die Wurzel eines Assemblierungsbaums defi-
niert werden zu berechnen.

Die Assemblierungsbiume, die tatséchlich betrachtet werden miissen, hiangen von der
Beschaffenheit der Elemente aus E;(A’B) ab. Nach vorheriger Diskussion benotigen wir
fir zwei Blocke b’ = (¥,5'),b = (t,8) € L1xg mit (V',b) € E;(A o einen Assemblie-
rungsbaum zum Aufstellen der Interaktionsmatrizen V,;; AV; bzw. WS*/BWS, wenn fiir die

Zeilencluster
level(t') < level(t) mit ¢ ¢ L7

4.61
oder level(t') > level(t) mit t¢ L7 (4.61)

bzw. fir die Spaltencluster

level(s') < level(s) mit s ¢ L7

4.62
oder level(s’) > level(s) mit s¢ L7 (4.62)

gilt.
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4 Matrix-Galerkin- Verfahren

Fiir die ersten Fille in (4.61) und (4.62)) sind — wie eingangs dieses Abschnitts moti-
viert — die Assemblierungsbaume ﬁ’,t%A sowie 7;'73va und in den zweiten Féallen von
und die Assemblierungsbdume 7;t,7x£ sowie 7;75,%2 zu betrachten.

Wir werden nun zuerst die Méachtigkeiten dieser Assemblierungsbdume abschétzen, um
damit den Aufwand fiir das Assemblieren aller Interaktionsmatrizen in einem solchen
Baum zu beschrinken. Aufgrund der Unabhéngigkeit des folgenden Lemmas von kon-
kreten Matrix-Galerkin-Clusterrelationen wird die dortige Aussage mit zwei beliebigen
vererbbaren Clusterrelationen formuliert und bewiesen. Die Aussagen lassen sich dann

auf den Spezialfall von Matrix-Galerkin-Clusterrelationen {ibertragen — vgl. Korollar
fiir den Nachweis der Vererbbarkeit einer Matrix-Galerkin-Clusterrelation.

Lemma 4.3.52 (Schwachbesetztheit). Seien Tzxg ein Blockbaum, .~ und T, 2wel
vererbbare Clusterrelationen sowie ~ die zugehorige Blockrelation. Seien weiter b =
(t',s'),b = (t,8) € Lzxg mit (V',b) € L und (p,q,K) € {(t',t,I),(s',s,T)}, dann
gelten mit Csons, Tr = Max,c7; # sons(r) > 2 die Abschdtzungen

C
(a) #7;7q7T)CN <2C LI'TN—H, falls level(p) < level(q) mit p ¢ Lx und

sons, T

C
(b) #T,, & <2027 falls level(p) > level(q) mit q ¢ L.

D™ sons, Tx

Beuweis. [(a)] Es gelte level(p) < level(q) mit p ¢ L. In Analogie zu dem Beweis von
Lemma [4.3.19] definieren wir fiir alle £ € Ny die Mengen

T~ =07 0) € oy~ | lovel(p™) — lovel(p) = £},
zeigen
CL1,7N+1
l
Toan~S U T (4.63)
£=0

und schétzen die Méchtigkeiten von 7;,(2 T fiir alle ¢ € Ny ab, um so eine obere Schranke
fir #7,.4, S erhalten.

Vorbereitend zeigen wir, dass fiir die Cluster der Wurzel (p, q) = root(ﬁvqch)

0 < level(q) —level(p) < Cr, 7. +1

gilt. Die erste Ungleichung folgt hierbei direkt aus der Voraussetzung. Es bleibt also nur
die zweite Ungleichung zu zeigen. Mit p ¢ L folgt nach Kontraposition aus Lemma [3.2.6

level(V') level(p) < level(q) < level(b) (4.64)

und damit wieder nach Lemma b € L1x7. Des Weiteren gilt wegen (4.64) und
(b',b)ye L CTL
b€ row” (T, V),
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4.3 Matrix-Galerkin-Relationsbdume

also nach Lemma B.4.11]

be U U sons(b™).

bH+crow= (T b)) b+elUs (T, b++))

Es existieren somit b*+ € row™(7.,¥) und b* € Uy (T.,(V',b"")) mit b € sons(b™).
Unter Verwendung von b € Lz 7 folgt nach Definition |3.4.18

level(b™) — level(¥) < level(b*) — level(t) B8 (7 (v b+
evel () —level ) < | mae - Tevel(5) — level() T Ly (7., (65°)
< _ max LI(T~7 (5/7 8)) Bl!:i CLl,TN

- bIEEIXJ -
berow= (T~ ,b")

und mit b € sons(b™) auch
level(b) — level() = level(b™) + 1 — level(d') < Cpr, 7. + 1.
Da level(b') = level(p) sowie level(q) < level(b) gilt (siehe (4.64)), folgt
0 < level(q) — level(p) < level(b) — level(t) < Cp, 7. + 1.
Wir zeigen nun (4.63)). Sei dazu (p*,q) € 7;,q7T)CN. Gilt (p*,q) = root(ﬁ,q,T)CN) = (p,q),

so folgt (p*,q) € E{ggmm Es gelte nun (p*, q) # rOOt(%’q’T)CN)7 dann existiert ein Pfad

((P0:90); - - - (Pns Gn))

mit n € N von root(ﬁ,,q,TKN) nach (p*,¢q) in E,Q’TKN — da (p*,q) # root(’ﬁ,,q,ﬂcw) gilt,
folgt n £ 0. Nach Definition der Séhne in %’q’T}CN gilt

(pir qi) € sons 4((pi—1,¢i—1)) = sons(pi_1) x {gi_1}

fir alle i € {1,...,n}. Wir zeigen nun level(p*) < level(q). Gilt (p*,q) = (Pn,qn) €

Tpq EPVY folgt nach Lemmal4.3.37|iiber die Charakterisierung aller unzuléssigen Blocke
b & ’C
in Assemblierungsbéiumen level(p*) < level(q). Falls (p*,q) = (Pn,an) ¢ T,y ~ silt,
bh- 5 ’C

folgt mit (py,qn) € sonsg((Pn—-1,¢n—1)) und g, = q auch ¢,—1 = ¢q. Des Weiteren muss
(Prn—1,qn—1) = (Pn—1,q) unzulissig sein, womit sons4((pn—1,¢q)) = sons(p,—1) x {q} und
Pn—1 7.~ ¢ sowie nach Lemma level(pn—1) < level(q) gelten. Aus der Eigenschaft
sons4((pn—-1,9)) # 0 folgt level(p,—1) # level(q), also level(p,—1) < level(¢) und mit
pn € sons(p,—1) auch in diesem Fall level(p*) = level(py,) < level(q).

Es gilt dann

0 < level(p*) — level(p) < level(q) — level(p) < Cp, 7. + 1

und damit insgesamt
CLl T “+1

4
7;’q"T)CN g U 7;(’q)77’CN' (465)
/=0
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4 Matrix-Galerkin- Verfahren

Wir zelgen nun #T(
#T q’T < ]_ == C

sons, Tx*

< C!

P 7 sons, 7 tur alle £ € No per Induktion. Fir £ = 0 gilt

Sei nun ¢ € Ny so gegeben, dass

l
#E(q),T ~ = C'sons Tk

gilt. Fiir (p*, q) € T q,T ~ gilt nach Definition (p*, q) € E,quKN und level(p*) —level(p) =
¢+ 1 > 0. Es folgt somit p* # p, also (p*,q) # (p,q) = root(ﬁ,q,T}CN
die Existenz eines Vaters von (p*, ¢q) in D7~ liefert. Dieser hat nach Konstruktion die

Form (p*,q) € 7,

), was wiederum

¢, ~ mit p™ := father(p*), was insbesondere
I 7TK

level(p™) — level(p) = level(p*) — 1 —level(p) = £ +1— 1=/

und somit (p*,q) € 7;( ~ bedeutet. Es folgt also

T C U sons(pt) x {q}

pzquK: -
[
(p+7Q)ET;o(,«z),TK~

und damit nach Induktionsvoraussetzung

#T €+1)~ < Csons,T;c#T(e) CEJFI

2L PG~ = sons, T *

Die Induktion ist damit vollsténdig. Mit (4.65)), Csons, 7 > 2 und der geometrischen Reihe
ergibt sich

Cry, 7 +1 Cry, 1o +1
4
#7;”(177',6” < Z #ESQ%TKN < Z bOHb Tk
=0
Cry,7.+1

Cry7.+1 Cry 7~ +1
=C Z <20
sons, T sons Tk sons, Txc )

also die Aussage.
Es gelte level(p) > level(g) mit ¢ ¢ Lx. Da r~ und - ~ vererbbar sind, gilt

dies nach Korollar 4.2.26{ auch fir - ~T und TJNT- Des Weiteren ist die transponierte

Blockrelation ~7 die Blockrelation zu TINT und TJNT (sieche Korollar 4.2.27)). Mit
der Darstellung des transponierten Relationsbaums iiber die transponierte Relation (vgl.

Lemma [4.2.28) folgt (b,b") € L, aus (b',b) € L, womit Teil |(a)| dieses Lemmas

CleTNT +1

#E,PyTKNT < sons, Tic

liefert. Nach Korollar @ folgt Cr, 7 + = CL, 7. und damit die zu beweisende Aus-
sage. O
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4.3 Matrix-Galerkin-Relationsbdume

Bemerkung 4.3.53 (Schwachbesetztheit). Es seien die Voraussetzungen von Lemma
gegeben. Wie in Bemerkung[].3.20 iber die Schwachbesetztheit eines Auswertungs-
baums ldsst sich die Mdchtigkeit eine Assemblierungsbaums genau dann unabhdngig von
#TI und #J beschrinken, wenn fir diesen Baum eine Schwachbesetztheitskonstante exi-
stiert.

Gilt level(p) < level(q) mit p ¢ L, dann folgt durch die Verwendung des konstanten

Teilbaums Ty = {q} als Spaltenclusterbaum
001(7;7‘177”(“/7 q) X {q} - nquTKN

und fiir alle Elemente p* € Tp 4 des Abschnittsbaums T, , — welcher als Zeilenclusterbaum
dient — die Aussage

10w (T, ~") € {a.
Die Ezistenz einer Schwachbesetztheitskonstante von Tp 4, T ist damit dquivalent dazu,
dass sich #’7;7(1,7}C

Analog ergibt sich diese Aquivalenz fiir den Assemblierungsbaum Tap.

~ unabhdngig von #L und #J beschrinken ldsst.
_r unter der
T

Voraussetzung level(p) > level(q) mit ¢ ¢ L.

Mit dem Lemma sind wir nun in der Lage, den Aufwand von Algorithmus
abzuschétzen. Dieser Algorithmus wird verwendet, falls fiir &’ = (¢, s'),b = (¢,8) € Lzx7
mit (0',0) € LZ n im Bezug auf die beiden Zeilen- bzw. Spaltencluster einer der vorher

beschriebenen Sonderfille auftritt. Gilt beispielsweise
level(t') < level(t) mit t' ¢ Lz,

so sind alle Interaktionsmatrizen in ,Eztva durch Algorithmus |4.3.15| zu assemblieren.
Liegt der Fall
level(t') > level(t) mit t¢ Lz

vor, so wird Algorithmus |4.3.15|zur Berechnung aller Interaktionsmatrizen in 77 _p Vver-

=
wendet. Analog miissen fiir die beiden Spaltencluster s’ und s ggf. alle zu unzuléissigen
Blocken aus 7;'73va oder ﬁ,s/,xg gehorende Interaktionsmatrizen durch Algorithmus
[4:3715] berechnet werden. Nach Lemma [£:3:42) brauchen wir den Algorithmus fiir das
Assemblieren aller Interaktionsmatrizen in Z;’,xﬁ und Z;’,XT lediglich fiir die transpo-
nierten Matrizen A* bzw. B* zu betrachten und die so berechneten Interaktionsmatrizen
anschlieffend zu transponieren, um die gewiinschten Koeffizientenmatrizen des Matrix-
Galerkin-Gleichungssystems zu erhalten.

Wir untersuchen nun die relevanten — also durch die Voraussetzung von Lemma[1.3.52]

gegebenen — Fille, um in diesen den Aufwand von Algorithmus [£.3.15] abzuschétzen.

Lemma 4.3.54 (Aufwand von Algorithmus. Seien ein Blockbaum Tz 7, zwei ge-
schachtelte Clusterbasen (V, E, K), und (W, F, L)T, sowie zwei Matrizen A € RT*% und
B € RI*J gegeben. Es bezeichnen =, und Xp die Matriz-Galerkin-Clusterrelationen
bzgl. A in Tz bzw. B in Tz sowie =(4,B) die zugehorige Blockrelation.
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4 Matrix-Galerkin- Verfahren

Seien weiter b = (t',5'),b = (t,s) € Lzxg mit (b/,b) € .C;(A o sowie (p,q,K) €
{(t',t,1),(s,8,T)}, dann bendétigt Algorithmus mit ,

kmax == max {#K;, #Ls} und Csons T = max # sons(r) > 2
teTr,5€T s r€Tk

(a) im Fall von level(p) < level(q) mit p ¢ Lx nicht mehr als

Cry,7= +2
6C (A,B) k3

sons, T max

und

(b) im Fall von level(p) > level(q) mit g ¢ L nicht mehr als

CLy = +2
60 (4.8) .3

sons, T max

arithmetische Operationen.
Beweis. Sei M € REXK mit

Mo A falls K =17,
B Jfalls K=J.

[(a)] Es gelte level(p) < level(g) mit p ¢ L. In diesem Fall ist der Assemblierungsbaum
Ty zu betrachten. Fiir ein Element p* € 7,, des Abschnittsbaums 7,, mit ¢ €

rowf(7;7q7xM, p*) und so*ns(p*) # () fallen fiir die Berechnung der Interaktionsmatrix des

Blocks (p*, ¢) nach Lemma 4.3.50 @ nicht mehr als

&= s

3
3Csons,77c kmax

arithmetische Operationen an. Fiir alle p* € 7T, , mit g € row™ (7,,4,=, ,p") folgt (p*,q) €
T C Tp.q,x,,» womit sich der Aufwand von Algorithmus [4.3.15 unter Verwendung

P:q, =

von Lemma |4.3.52 @ durch

3 3
Z 3050115,776 Fnax < 3CSOHSaTICkmaX#7;7,anM

(p*:‘I)ef/;qyxM

beschranken lasst.
[(b)] Es gelte level(p) > level(g) mit ¢ ¢ Li, dann ist in diesem Fall der Assemblie-
rungsbaum 7;7p7x§4 zu betrachten. Der Aufwand von Algorithmus @ lasst sich nun
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4.3 Matrix-Galerkin-Relationsbdume

mit einer analogen Argumentation wie in Teil @ dieses Lemmas und unter Verwendung

von Lemma |4.3.52 @ durch

2 3 3
305011577—)6 kmax < 308011377—& kmax#%,p,x%}
(¢*p)ET _rp
9P,

011277'x +2
< 3C (A,B) ]{3

sons, T max

beschranken. O

Mit dem folgenden Satz kombinieren wir die vorher bewiesenen Abschétzungen fiir eine
obere Schranke der maximalen Anzahl an arithmetischen Operationen des Algorithmus
4.3.16] der das globale Assemblieren des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems abbildet.

Satz 4.3.55 (Aufwand von Algorithmus . Seien Tzxg ein Csp 17, ,-schwachbe-
setzter Blockbaum, A € RT*T eine Csp,a- und B € RI*T eine Csp,B-schwachbesetzte
Matrix, =(A.B) die Matriz-Galerkin-Blockrelation bzgl. A und B in Tzxy sowie <,
und Xp die dieser Blockrelation zugrundeliegenden Matriz-Galerkin-Clusterrelationen.
Seien weiter (V, E, K)7, und (W, F,L)7, 2wei geschachtelte Clusterbasen sowie Tv(

~(A,B)

CSp’TX(A,B) - T=, CSP,TXA‘ und T=, CSp,TxB -schwachbesetzt, dann bendtigt Algorithmus
mit
k = max K, #L},
max tETz,SETJ{# t # S}
Csons := a sons(t), # sons > 2 und
s = e soms(), 4 soms(s)} = 2 un
OL T ) = TOX {CLI,TX(Am O, }
sowie
C1 :=3max{Cspa,Csp B}
und

CL. 71—
2 T 7(A,B
02 = 66’sons (max {CSP:TXA ) CSp7TXB } + Csons A5 Csp,T CSPJ—IXJ)

~(A,B)

nicht mehr als

Clkrznax(#z + #j) + Cri%lax(#,TI + #7—..7)

arithmetische Operationen.

Beweis. Das Assemblieren aller Interaktionsmatrizen in E;A und E;B — jeweils durch
Algorithmus [4.3.10] — bendtigt nach Lemma [4.3.49] zusammen nicht mehr als

3Csp Ak2 T + 3Cs k2 # T < 3max{Csp A, Csp B Yk2ax(#IL + #T) (4.66)

arithmetische Operationen.
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4 Matrix-Galerkin- Verfahren

Fiir das Aufstellen aller Interaktionsmatrizen in 72 und 7_  entstehen nach Lemma
[4.351] zusammen maximal

5Csonsc Sp, Tv max#ﬁ + 5CsonsC Sp, Tv max#Tj

(4.67)
<5Csons maX{CSp,TxA ’ CSP,TxB }kmax(#ﬁ + #Tj)

arithmetische Operationen.
Fir alle v/ = (¢/,5'),b = (t,s) € Lzx7 mit (V',b) € Ev B konnen maximal zwei As-

semblierungsbédume zum Aufstellen der KoePﬁmentenmatrlzen fiir (¢, 0) auftreten, maxi-
mal einer fiir die beiden Zeilencluster sowie maximal einer fiir die beiden Spaltencluster.
Mit Lemma (3.2.23 @ lasst sich die Méchtigkeit des Blockbaums 77y 7 durch

. 1
#72-'[><\7 < Csp,TIXJ mln{#,];-[, #TJ} < §Csp,7ixj(#7-1 + #TJ)

beschranken und mit [,;(A 5 - TX(A 5 ist die maximale Anzahl an bendtigten Assemb-

lierungsbdumen damit durch

)SEEEIED ST SHED DR

(bl7b)€£;(A,B) (bl’b)ETX(A,B) b,€7—Z><J berOW(TX(A,B) ,bl)
< 2 —9 (4.68)
< Y Wpr, =207, #Tixg
b/eﬁx‘]

< CSP’TX(A,B) Csp,TIXJ (#,TI + #TJ)

beschrénkt. Seien nun o = (t/,s') € Lzxy und b = (t,s) € row, (7=, B),b’), also
(b',b) € [Zv A Das Aufstellen der Interaktionsmatrix fiir die beiden Zeilencluster ¢’

und ¢ im Fall von level(t') < level(t) mit ¢ ¢ Lz bzw. fiir die beiden Spaltencluster s’
und s im Fall von level(s’) < level(s) mit s’ ¢ L7 durch Algorithmus [4.3.15| erfordert
nach Lemma [4.3.54 nicht mehr als

Cry, 7= +2
A,B 3
6CSOHS ( ) k

max

(4.69)

arithmetische Operationen. Falls level(t') > level(t) mit ¢ ¢ L1 bzw. level(s’) > level(s)
mit s ¢ L7 gilt, ist der Aufwand von Algorithmus {4.3.15| zur Berechnung der entspre-
chenden Interaktionsmatrix nach Lemma [4.3.54 durch

Cry,T= = (4.5 +2 3
6Csons Fmax (4.70)
beschréinkt. Die Terme (4.69) und (4.70) lassen sich jeweils durch
CrLy, 7w +2 Cry 7= +2 maX{CLl T ,CLg, }
6 max {Csons 4. » Csons S } kf)nax < 6C§0nscsons S (A ) kr3nax
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4.3 Matrix-Galerkin-Relationsbdume

abschétzen. Mit der oberen Schranke (4.68) fiir die maximale Anzahl an auftretenden
Assemblierungsbaumen ist der Aufwand zum Assemblieren aller Interaktionsmatrizen in
benétigten Assemblierungsbdumen durch

max4 Cry, 7o

2 (4,8) TP T= (4 ) } 3
6CsonsCSOHS 7 ’ CSP,Tx CSP,szjkmax(#TI + #TJ) (4~71)

(A,B)

beschrankt. Durch die Addition von (4.66), (4.67) und (4.71) — mit der trivialen Ab-
schitzung 5 < 6 — ergibt sich die zu beweisende Aussage. O

Bemerkung 4.3.56 (Asymptotisches Verhalten). Es seien die Voraussetzungen des obi-
gen Satzes gegeben. Schitzen wir die Mdichtigkeiten der Clusterbiume Tz und Tz
mit Lemma[3.1.7 gegen die Mdchtigkeiten von Z bzw. J ab, dann besagt dieser Satz, dass
sich das Matriz-Galerkin-Gleichungssystem bei einem konstanten mazimalen Rang kmax
sowie der Beschrinktheit von C1 und Cy unabhdngig von #Z1 und #J mit einem in #I1
und #J asymptotisch linearen Aufwand aufstellen ldsst. Wird der maximale Rang bei
wachsenden Dimensionen (#I und #J ) erhoht, so geht dieser kubisch in das asympto-
tische Verhalten ein. Dieses asymptotisch kubische Verhalten in kmax lieffe sich auf ein
quadratisches reduzieren, wenn wir bei der Konstruktion von Tz und Tz

#T7 ~ k#I sowie H#T7 ~ #J

max kmax

sicherstellen wiirden. Im Kontext der H?-Matriz- Theorie ist dies unter gewissen Voraus-
setzungen maoglich (siehe z.B. [6, Lemma 3.48]).

Aufstellen von Assemblierungsbidumen

Wir haben in den vorherigen Abschnitten diskutiert, in welchen Situationen Assemblie-
rungsbdume auftreten, wie mit deren Hilfe Interaktionsmatrizen berechnet werden und
wie sich der Aufwand hierfiir verhélt. Es bleibt also noch zu beschreiben, wie diese Baume
aufgestellt werden kénnen.

Fiir eine in einem Blockbaum 77 7 vererbbare Blockrelation ~ lassen sich die Wurzeln
aller benodtigten Assemblierungsbdume mit einer Schleife iiber die Menge £ ermitteln.
Es stellt sich nun die Frage, wie die unzuléssigen Blocke aller Assemblierungsbdume kon-
struiert werden konnen, ohne dabei den gewiinschten asymptotisch linearen Aufwand
— linear in #Z und #J — zu ibersteigen. Fiir eine Matrix-Galerkin-Clusterrelation

=4 bzgl. A € RT*T in einem Clusterbaum 77 wurde in dem Abschnitt {iber das Auf-
stellen von Clusterrelationsbdumen (Seite ff.) an einem Beispiel (Beispiel
verdeutlicht, dass ein naiver Ansatz zur Auswertung der Zulassigkeitsbedingung einen zu
hohen Aufwand zur Folge haben kann. Das nachstehende Beispiel illustriert, dass dieser
Effekt auch fiir das Aufstellen aller Assemblierungsbdume im Fall von Matrix-Galerkin-
Clusterrelationen auftreten kann.

Beispiel 4.3.57 (Auswertung der Zuléssigkeitsbedingung). In Analogie zu dem Beispiel
4.8.24| betrachten wir fiirn := 2", L € N, und T := J := {1,...,n} die Matriz A € RT*%
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mit den Fintragen
2 ,falls i = 7,
aj; =< —1 [ falls |i —j| =1,

0 sonst

fiir alle i,5 € T und nehmen an, dass der Zugriff auf alle Nicht-Null-Fintrdige einer
Matrizzeile in O(1) realisierbar ist. Als zugrundeliegende Matrizgleichung verwenden wir

AXA*=C

mit C € RT*T und der gesuchten Losung X € RI*L. Die rechte Seite C ist fiir die
folgende Betrachtung unerheblich und nur der Vollstindigkeit halber hier angegeben.

Wir definieren den Clusterbaum Tz := Tz, wobei Ty so konstruiert sei, dass fiir alle
Cluster s € Tz die zugehorige Beschriftung § C J zusammenhdngend und nicht per-
mutiert ist. Es existieren also fiir alle s € T7 Elemente as,bs € J mit as < bs und
$ = {as,as + 1,...,bs}. Die Beschriftungen fiir Séhne entstehen durch Halbierung der
Beschriftung des entsprechenden Vaters.

EXJ

Abbildung 4.12: Zur Diagonale verfeinerter Blockbaum 77« 7 mit markierter unzuléssiger
Blockzeile row; in T;(A N eines (dunkel grau gekennzeichneten) Blocks

aus EIXJ-

Weiter verwenden wir den durch Abbildung[f.13 gegebenen, auf Tz und Ty basierenden
Blockbaum Tz . Dieser Baum entspricht einem Standardbeispiel aus dem Gebiet der
H2-Matrizen (vgl. 2.B. [0, Chapter 2]). Auf die explizite Konstruktion und den Nachweis
der Schwachbesetztheit verzichten wir an dieser Stelle und verweisen auf [6, Chapter 2
und Chapter 3] fiir eine ausfihrlichere Analyse.

Wir betrachten den Matriz-Galerkin-Blockrelationsbaum TX(A,A)’ wober =(4,4) die
Matriz-Galerkin-Blockrelation bzgl. A und A in Trxg sowie =, die dieser — sowohl
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4.3 Matrix-Galerkin-Relationsbdume

fiir den Zeilen- als auch den Spaltenclusterbaum — zugrundeliegende Matriz-Galerkin-
Clusterrelation bezeichne. Durch die tridiagonale Gestalt der Matriz A und die nicht per-
mutierten Beschriftungen aller Cluster, stehen im Zeilen- und Spaltenclusterbaum nur
,benachbarte” Cluster in Clusterrelation zueinander. Fir die Bldtter L1y 7 des Block-
baums Tz« bedeutet dies, dass ein Block nur mit seinen direkten ,,Nachbarn® in Block-
relation steht. Diese Situation ist in Abbildung[{.13 fir einen — dunkel grau markierten
— Block exemplarisch dargestellt. Es ist dort auch zu erkennen, dass zwei in Blockrelation
stehende Blocke mazximal einen Levelunterschied von zwei aufweisen.

Wir nehmen an, dass bei wachsender Dimension #J die Tiefe depth(T7) des Cluster-
baums Ty wéchst und der Blockbaum hin zur Diagonale verfeinert wird. Es werden also
nur Blocke auf der hichsten Stufe des Blockbaums weiter unterteilt.

Als Ausgangspunkt verwenden wir die in Abbildung[].13 dargestellte Verfeinerungsstufe
von Tz« 7, bet der die Clusterbiume eine Tiefe von

depth(77) = depth(77) = 4
besitzen und betrachten die beiden dort markierten Relationen zweier Blocke. Es gilt also

/ P -
W), #.h)eLz .

Wie zu erkennen ist, erfillen (s',s) € Ty x Tz sowie (§,5) € T7 X Ty die Vorausset-
zungen

level(s') < level(s) mit s ¢ L7
und level(s') < level(s) mit § ¢ L7

fiir die Verwendung eines Assemblierungsbaums zur Berechnung der jeweiligen Interak-
tionsmatriz. Es miissen also 7;775va und Té’jé,xA konstruiert werden.

Bei wachsender Tiefe der Clusterbiume — und damit auch des Blockbaums — wieder-
holt sich diese Situation auf héheren Leveln des Blockbaums Trx g und des Clusterbaums
T7. Fir die ndchste Stufe ist dies in Abbildung dargestellt. Dort sind dann sechs
Assemblierungsbdume zu konstruieren.

Bei weiterer Erhéhung der Dimension tritt also immer wieder der Fall auf, dass ein

Assemblierungsbaum Ty s = 2u einer Wurzel (s',s) € Ty x Ty mit
level(s) — level(s') = 2

bendtigt wird. Diese lokale Situation wird durch Abbildung [{.13 illustriert.
Mit den dortigen Bezeichnungen gilt

level(s}) = level(s) fiir alle i € {3,4,5,6}

und damit (s},s) € ’T;A fir alle i € {3,4,5,6} mit s; <, s. Gesondert zu betrachten
sind also nur sy und sh. Nach Konstruktion der Cluster und der Matriz A gilt in diesem
Beispiel immer

st =48 und sh ¥y s,
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7.7Z'><,_7

e e b = (t,s)
B/ _ (1?’,5')

s b= (0 ,3)

T cl {=2
/=3

Abbildung 4.13: Zwei Elemente (', b), (v/,b) € £;(A "N bei denen Assemblierungsbéume

fiir das Assemblieren der Koeffizientenmatrizen fiir die jeweiligen Spal-
tencluster benotigt werden.

da s} und s ,,benachbart” sind — s und s sind es nicht. Ein Algorithmus zum Aufstellen
von 7;/75va miisste nun insbesondere s} =<, s — aufgrund der Definition der Zulds-
sigkeitsbedingung fir Assemblierungsbiume — nur mit den Information, die durch s}, s
sowie A gegeben sind, herausfinden. Es seien as) bsll,as, bs € J mit

§/1:{a5/1’a5/1—|—1,...,b5/1} und e§:{as,as+1a--'7b8}'

Durch die ,,Nachbarschaft* von s} und s gilt by + 1 = as, also ]asll —bs| =1.

Wir nehmen nun an, dass uns zum Aufstellen aller unzuldssigen Blocke von ’TSQS%A
lediglich die Wurzel (s',s) zur Verfigung steht und wir die weiteren Blocke mit der ibli-
chen, rekursiven Vorgehensweise konstruieren. Der Cluster s bleibt — durch die Verwen-
dung des konstanten Clusterbaums Ty als Spaltenclusterbaum von Tst s, , (vgl. Definition
— fiir die gesamte Betrachtung fest. Fiir die Konstruktion gehen wir nun zu den
Sohnen von s’ iiber und miissen — aufgrund der Definition der Zulissigkeitsbedingung
— dberprifen, ob diese in Relation mit s stehen. Wir betrachten s} und wollen heraus-
finden, ob sy =, s gegeben ist. Mit einem Aufwand in O(1) lisst sich nun feststellen,
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723((7
£=0
/=1
{=2
T7
{=3
B e o {=5

Abbildung 4.14: Markierte Blocktupel aus Ev An) , bei denen Assemblierungsbédume zum

Aufstellen der Koefﬁmentenmatrlzen fiir die jeweiligen (hervorgehobe-
nen) Spaltenclusterkombinationen benétigt werden.

dass a;j # 0 fir i := ag 1€ 8y und j := bs gilt. Zur algorithmischen Auswertung der Zu-
lassigkeitsbedingung ware dann j € § zu suchen. Fin naiver Ansatz (vgl. Bezspzelm
wiirde die Beschriftung § durchlaufen und aufgrund der Sortierung mit einem Aufwand
von #3§ feststellen, dass bs € § und somit s§ <, s gilt.

Die Situation aus Abbildung[{.15] tritt ab Level £ = 2 fiir alle bis auf zwei Cluster dieser
Stufe auf (vgl. Abbildung und Abbildung . Fiir jeden dieser Fille eines Levels
entsteht ein Aufwand von #3§, wobei s ein Cluster zwei Stufen tiefer im Clusterbaum ist.

Auf jeder Stufe ¢ € Ng existieren 2° Cluster s € T; mit #5 = n/2'. Wir setzen
depth(77) > 4 woraus, dann ergibt sich fiir alle Level £ € {2,...,depth(T7) — 2} ein

Aufwand von
(2 ~2) 53 2£+2

fiir die Auswertung der Zuldssigkeitsbedingung in den oben beschriebenen bendtigten As-
semblierungsbiumen. Fir die Gesamtheit dieser Baume aller Stufen zusammen entsteht
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Abbildung 4.15: Lokal immer wieder auftretende Situation, in der die Konstruktion eines

Assemblierungsbaums 7'5173,XA notig ist.

also ein Aufwand (im Folgenden mit Eff bezeichnet) von

depth(TJ) n 1 depth(77)—2 n
_ 12 _ 14
Eff = 2_2)W_1 Yoo -2
/=1
depth(Tj depth(77)

1- Z 2‘“‘”
=

depth(77)—3

depth(77) — 2 — Z 27
=0

depth (T7)—2— 2(1 —(depth(’fj)—?)))

»M»—wM)—‘

(depth(Tj) 4+ 2(3_depth(T~7))> .
Mit depth(77) > 4 > 0 folgt

0< o (3—deptn(77)) <8

und damit 1 ]
2" (depth(77) —4) < Eff < ik (depth(77) +4).

Obiges Beispiel zeigt, dass das Aufstellen aller benétigten Assemblierungsbéu-
me — bzw. aller unzuléssigen Blocke in diesen — von der Clusterbaumtiefe des Spal-
tenclusterbaums 77 und/oder des Zeilenclusterbaums 77 abhéngen kann. Durch das
typischerweise logarithmische Verhalten von depth(7z) und depth(77) entsteht ein im
H2-Matrix-Kontext zu hoher Aufwand.

In dem Abschnitt, der die Konstruktion aller unzuléssigen Blocke in Relationsbdumen
beschreibt (Seite[I31]ff.), entstand in Beispiel [1.3.24]eine #hnlich problematische Situation
flir den im obigen Beispiel dargestellten Zugang fiir die Auswertung der Zuléssigkeitsbe-
dingung. Die dort vorgeschlagene Losung basierte auf der Idee, die unzuldssigen Blocke
iiber die Menge aller unzulédssigen Blatter zu konstruieren. Diese Idee wird im Folgenden
auf Assemblierungsbdume angewendet, da auch von diesen nach Definition [£.3.41] der In-
teraktionsmatrizen nur unzuldssige Blocke von Interesse sind. Wir zeigen nun zunéchst,
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dass sich durch die Kenntnis der Wurzel und der Menge aller unzulassigen Blétter eines
Assemblierungsbaums alle unzulédssigen Blocke dieses Baums konstruieren lassen. Falls
moglich, werden in diesem Abschnitt wieder allgemeine Relationen ( 1~ T~ und ~)
verwendet, womit sich die hier vorgestellten Konzepte und Aussagen insbesondere auf
Matrix-Galerkin-Cluster- bzw. -Blockrelationen iibertragen lassen.

Lemma 4.3.58 (Unzuléssige Blocke). Seien Tz ein Clusterbaum, 7~ eine in Tz ver-

erbbare Relation sowie p,q € Tz mit p .~ q, level(p) < level(q) und p ¢ Lz, dann gilt

(r*,q) €T,y .~ genau dann, wenn p* € sons*(p) gilt und (p**, q) € sons*(p*) x {q} mit
Tz

(»™,q) € L, o~ ezistiert.
T

Beweis. ,=": Sei (p*,q) € T,, o dann gilt nach Lemma [4.3.37|iiber die Charakterisie-
b I

rung unzuléssiger Blocke in Assemblierungsbéumen (p*, ¢) € sons™(p) x {¢} mit p* -~ ¢
und level(p*) <level(q). Aus level(p*) < level(q) folgt 0 < level(q) —level(p*). Wir zeigen
deshalb fiir alle p* € sons*(p) mit p* .~ ¢ und level(q) — level(p*) € Ny die Existenz
eines p** € sons*(p*) mit (p**,q) € E;‘LTIN per Induktion.

Fiir p* € sons*(p) mit p* -~ ¢ und level(q) — level(p*) = 0 folgt level(p*) = level(q),
was nach dem Charakterisierungslemma 4.2.22| (p*,q) € TT_N bedeutet. Mit Korollar
T

4.3.38 gilt dann (p*,q) € £, o~ und durch Setzen von p** := p* folgt die Aussage in
T

diesem Fall.
Sei nun ¢ € Ny so gegeben, dass fiir alle p* € sons™(p) mit p* 1~ ¢ und level(q) —
level(p*) = £ ein p** € sons*(p*) mit (p™*,q) € L, .~ existiert.
bk 5 I

Fiir p* € sons*(p) mit p* -~ ¢ und level(q) — level(p*) = £+ 1 > 0 folgt level(p*) <
level(q). Gilt p* € Lz, dann liefert das Charakterisierungslemma (4.2.22 mit p* 5~ 4
wieder (p*,q) € TT_N und damit folgt nach Korollar 4.3.38) (p*,q) € £, , also die

T sq

TIN7

Aussage mit p** := p*. Im Fall von p* ¢ L7 existiert aufgrund von p* 7~ ¢ und der
Vererbbarkeit von -~ ein p* € sons™ (p*) = sons(p*) mit p* -~ ¢. Da

level(q) — level(p*) = level(q) —level(p®) =1 =4+1—-1=/¢

gilt und aus p* € sons(p*) sowie p* € sons*(p) die Aussage p* € sons*(p) folgt, liefert die

Induktionsvoraussetzung die Existenz eines p™ € sons™(p*) mit (p™, q) € £, Gy Aus

p* € sons(p*) und p** € sons*(p*) folgt p** € sons*(p*) und damit die Aussage.
,<=": Seien p* € sons*(p) und (p**,q) € sons™(p*) x {¢} mit (p**,q) € Ly~
Tz
dann folgt nach Korollar [4.3.38 level(p**) < level(q). Aus p** € sons™(p*) ergibt sich
p* € pred(p™), also level(p*) < level(g), und die Unzuldssigkeit von (p**,q) in Tpq,_ ~
T
liefert p** -~ q. Da -~ vererbbar ist, folgt p* -~ ¢. Es gilt also (p*, ¢) € sons™(p)x{q}
mit p* -~ g und level(p*) < level(q), was mit der Charakterisierung unzuléssiger Blocke
in 7p,q,. ~ nach Lemma 4.3.37 (p*, q) € T, 4 o~ bedeutet. O
I b 5 I

Die Aussage des Lemmas ist in Abbildung noch einmal illustriert. Dort
beschreibt p** € sons*(p*) den Nachfahren von p*, der zusammen mit ¢ ein unzuléssiges
Blatt des Assemblierungsbaums zur Wurzel (p, ¢) darstellt.
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Tz Tz

p

p** q °

Abbildung 4.16: Veranschaulichung der Aussage aus Lemma [4.3.58] Es gilt (p*,q) €

7;;1771,\/ und (p**, q) € sons*(p*) x {¢} mit (p**,q) € EI;‘I’TIN'

Nach Lemma[4.3.58 benotigen wir neben der Wurzel eines Assemblierungsbaums somit
zusétzlich noch die Menge dessen unzuléssiger Blatter. Wie genau wir an diese Informa-
tionen gelangen, wird im Fokus der folgenden Diskussion stehen.

Fiir die Motivation der hier verwendeten Variante seien wieder Tz 7 ein Blockbaum,

= (A,B) die Matrix-Galerkin-Blockrelation bzgl. zweier Matrizen A € R**Z und B €

RI*T sowie = 4 und < die dieser Blockrelation zugrundeliegenden Matrix-Galerkin-
Clusterrelationen. Beim Aufstellen der Menge ﬁ;(A . durch Algorithmus 4.3.4] wird im

Fall von

V= ({t,s)eLrxy und b" = (tT,s") € TOW:(TX(AB), )

der Algorithmus aufgerufen. Dort wird der Block &’ dann kiinstlich unterteilt und
der Algorithmus ggf. mit diesen kiinstlichen S6hnen rekursiv aufgerufen. Existiert nun
ein b € sons*(b") N Lzx7 mit (V/,b) € E;(A 5y 5O zeigt Satz 4.3.18) — bzw. Lemma

4.3.16| —, dass dieses Tupel durch Algorithmﬁs 4.3.5( erreicht und der Menge L£Z )

hinzugefiigt wird. Diese Situation ist exemplarisch in Abbildung [.17] dargestellt. Es
gilt dort level(s’) < level(s) mit s ¢ L7, womit in diesem Fall die unzuldssigen Blocke
des Assemblierungsbaums 7, 5=, ZUI Aufstellen der entsprechenden Interaktionsmatrix
benotigt werden. Die Cluster s},s, € Tz bezeichnen dort diejenigen Elemente, fiir die
(s],8), (5, s) € E;@xB gilt. Die Idee ist nun, diese Cluster simultan zum Aufstellen der

Menge E;(A 5 im Zuge von Algorithmus [4.3.5( abzuspeichern.

Damit dieser Ansatz funktioniert, miissen Cluster ¢}, t, € sons*(t') so existieren, dass
die Tupel (¢}, s]) und (), s,) — als kiinstliche Nachfahren von o’ = (¥, s’) — von Algo-
rithmus durchlaufen werden. Dieser Fall ist in Abbildung illustriert. Es gelte
dort ¢} =<, t und t, <, t sowie s] <z s und s <5 s. Der Block b = (¢, s) steht also in
Relation mit den Tupeln (¢, s}), (t],s5), (th, s]) und (¢}, s5).

Fiir die theoretische Beschreibung des Algorithmus in dem Fall aus Abbildung
bzw. Abbildung haben wir den Auswertungsbaum Ty p+y < zu betrachten.

(A,B)
In der Terminologie dieses Baums erfiillen ¢} und ¢}, aufgrund von b € L7, 7 somit die

180



4.3 Matrix-Galerkin-Relationsbdume

v =(t,s") ) bt = (t*,s7)
t tt
It b:(tas)
s’ - st
sh sh s
Abbildung 4.17: Blatter b = (t/,s'),b = (t,8) € Lzxy mit (b',b) € Ev , b€

sons*(b™) N L7y 7 und level(s’) < level(s) sowie s’ ¢ L. Dle zu be-
stimmenden unzuléssigen Blatter von Ty g s,=p, sind exemplarisch durch

(s1,8), (s5,8) € Ly s =, 8egeben.

Bedingung
(b/ ( I3 ]) b) € E(_b/ b+)7,\

(A,B)

fiir alle 4,5 € {1,2}. Es hétte in diesem Beispiel also auch nur einer der beiden Cluster
t) und t), ausgereicht, um Elemente

(0 (0 510,00, O 0 4).0) € £
flir entweder ¢ = 1 oder i = 2 zu finden. Wird in Algorithmus nun der Block b der
Menge rowZ(TxM’B) ,b") hinzugefiigt, so konnen wir uns fiir den Aufruf mit (', (¢, s}),b)
— oder (¥, (th,s]),b) — den Cluster s} und fiir den Aufruf mit (¢, (¢}, s5),b) — oder
(', (th, s5),b) — den Cluster s, merken.

Es konnte potentiell auch der Fall aus Abbildung auftreten. Dort gilt dann

/ nj / / ! —
(b ) (t 751)7 b)? (b ) (t7 82) ) € [’(b’ b“'),r\(A B’

allerdings level(s]) > level(s) und level(s)) > level(s). Die beiden Tupel (s}, ) und (s}, s)
konnen damit nach Korollar keine unzuliissigen Blatter in ’7;/’8%3 sein. Diese sind
hier durch (s]",s) und (s5,s) aus Abbildung gegeben. Wie dort zu erkennen ist,
lassen sich die beiden Cluster 51 und s uber d1e Verbindung zu den Vitern von s}
und s5, rekonstruieren. Liegen s} und s auf einem noch hoheren Level im Clusterbaum,
so lassen sich s'l+ sowie 3'2+ eventuell nicht direkt iiber den Vater sondern lediglich iiber
die Menge der Vorfahren identifizieren.
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v =(t,s") bt = (4, s%)

[ e

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

" [t b=(t,5)

Abbildung 4.18: Tupel (t},s]), (t],55), (t5,81) und (t3,s5), fiir die (V',(#;,5)),0) €
L fur alle ¢,j € {1, 2} gilt.
)

O'0%) =4

Dieses exemplarische Vorgehen wird nun allgemein — also wieder mit allgemeinen Re-
lationen - ~, T und ~ — formuliert und es wird gezeigt, dass dadurch die Menge
der unzuléssigen Blétter eines bendtigten Assemblierungsbaums aufgestellt werden kann.
Abschliefend werden die Algorithmen [4.3.5]und so modifiziert, dass neben der Men-
ge L7 auch alle Informationen zum Aufstellen von Assemblierungsbdumen konstruiert
werden.

In der folgenden Definition fithren wir zundchst Komponentenabbildungen fir Auswer-
tungsbaume ein, die es uns ermoglichen, auf die Zeilen- bzw. Spaltencluster von, im Zuge

der Algorithmen und [4:3.6] kiinstlich unterteilten Blocken zuzugreifen.

Definition 4.3.59 (Komponentenabbildungen). Seien Tzxg ein Blockbaum, 1.~ und

7.~ zwei Clusterrelationen sowie ~ die zugehorige Blockrelation. Seien weiter b =
(t',s"),b=(t,5) € Trxg und sei T p) ~ der Auswertungsbaum fiir (V',b) bzgl. ~, dann
definieren wir die Komponentenabbildungen

72 [T ),~] : sons®(b) — P(Tz)
und 7, [ﬁb’,b),w] : sons*(b) — P(T7)
durch

7, [Tiy - J(0°) = (£ €Tz | AW (1°.57).0) € Ly )
)

und T, [Ty J07) = (" €Ty | 30, (7, 5),6%) € Ly

fir alle b* € sons™*(b).

Fiir ein Blatt b’ € L7 7 sowie b € row=(T~,b")\ L1x s beschreiben die oben definierten
Komponentenabbildungen gerade die kiinstlichen Nachfahren von ', die am Ende der
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v =(t,s") bt = (t*,s7)

It b:(tas)

Abbildung 4.19: Cluster s|7 € pred(s]) und sht € pred(sy) mit (s],s),(s5,s) €

£;757XB, wobei (V, (¥, 8)),b), (¥, (t,s5),b) € E@,7b+) _ gilt.

"(A,B)

Rekursion von Algorithmus entstehen. Anhand dieser Cluster wird dort entschieden,
ob ein Blatt b* € sons*(b)NLzx s zu der unzuléssigen Blockzeile row ; (7, ") hinzugefiigt
wird oder nicht.

Wir werden nun mit dem nachstehenden Lemma beweisen, dass die oben exempla-
risch dargestellte Vorgehensweise genau die unzuldssigen Blétter eines bendtigten As-
semblierungsbaums lokalisiert und anschliefend Algorithmen angeben, die diese Blétter
konstruieren.

Lemma 4.3.60 (Blattlokalisierung). Seien Tzx 7 ein Blockbaum, .~ und 5 ~ zwei
vererbbare Clusterrelationen sowie ~ die zugehorige Blockrelation. Seien weiter b/ =
(t',s"),b=(t,s) € Loxg mit (V/,b) € L und (p,q,K) € {(t',t,1),(s',s,T)}.

(a) Giltlevel(p) < level(q) mitp & Lx, dann existiert ein b € row=(TL, V') und es gilt
(p*,q) € ﬁ’;q’ﬂcw genau dann, wenn ein p** € Iy [Ty p+y ~](b) mit p* € pred(p*™)

sowte

level(p*) < level(q) und p* € Lx oder level(p*) = level(q)
existiert.

(b) Gilt level(p) > level(q) mit ¢ ¢ L, dann ezistiert ein b'" € col=(T.,b) und
es gilt (¢*,p) € E;p _r genau dann, wenn ein ¢ € Iy [Tty or](b) mat
77TIC

q* € pred(q¢**) sowie
level(p) > level(¢*) und ¢* € Lx oder level(p) = level(q™)

existiert.
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Beweis. @ Wir beschrianken uns im Folgenden auf den Fall (p, ¢, K) = (', ¢,7Z). Da keine
besonderen Eigenschaften von 77 oder 7.~ — im Vergleich zu T7 bzw. i fiir die
Beweisfiihrung erforderlich sind, folgt der Fall (p,q,K) = (¢, s, J) auf analoge Weise.

Es gelte also level(t') < level(t) mit ¢’ ¢ L7, dann folgt mit Kontraposition aus Lemma
0. 2.0l

level(t') B2 level(t') < level(t) < level(b). (4.72)

Es existiert somit ein b+ € pred(b) mit level(d’) = level(bt) und aus (¥,b) € L7 folgt
b’ ~ b, was mit der Vererbbarkeit von ~ (sieche Lemma [4.2.16) ¥’ ~ b* bedeutet. Nach
dem Charakterisierungslemma [4.2.22( gilt dann (V/,b%) € T2, also bT € row™(7.,V).

Wir zeigen nun die zu beweisende Aquivalenz.
»="1 Seien t"* € Ty [Ty pty,~](b) und ¢ € pred(t**) mit

level(t™) < level(t) und t* € L7 oder level(t*) = level(t). (4.73)

Aus t"* € T[Ty p+),~](b) folgt nach Definition 4.3.59| die Existenz eines Elements
(O, (t"*, s"**),b) € Ly y+y,~- Da dieses Element unzuldssig in T pt,~ ist, folgt mit

~
)

b = (t,s) insbesondere ¢ € row™ (7__~,t"*) (vgl. Definition [4.3.14)), also t** -~ t. Mit

Tz
t"™ € pred(t™) gilt nach Vererbbarkeit von .~ auch t* L~ ¢, was zusammen mit

(4.73) nach dem Charakterisierungslemma [4.2.22
t",t) €T . (4.74)
Tz

bedeutet. Es gilt also nach (4.73]) sowie (4.74))

level(t*) < level(t) und (#*,t) € T~
s

Wir zeigen nun t"* € sons*(t'), womit dann (¢*,t) € sons*(¢') x {t} und damit nach der
Charakterisierung aller unzuléssigen Blétter eines Assemblierungsbaums durch Korollar

[4:3:38| die Aussage folgt.

Da (v, ("**,s**),b) € Ly pty

(B (£, 50): bo), - - -+ (b, (t: 7), b))

mit n € Ng von root(7y p+),~) = (U, (t',s"),b") nach (¥, (t"*,s"*),b) in Ty pry . Es
gilt dann

C T pt),~ ilt, existiert ein Pfad

(b, (5, 8%),b;) € {b;_1} x (sons™(t,_;) x sons™ (s} 1)) x sons(b;_1)

17 %1

fir alle s € {1,...,n}, womit (¢(,...,t,) ein erweiterter Pfad von ' nach ¢"** in 7z ist.
Damit folgt ¢’ € pred(#**), was zusammen mit der Voraussetzung ¢'* € pred(t"**)

t" € sons*(t') oder ™ € pred(t) (4.75)

bedeutet. Angenommen es gilt ¢* € pred(t'), dann folgt ¢ € sons*(¢"*) und mit ¢’ ¢ Lz
(sieche Voraussetzung) auch t™* ¢ L7. Des Weiteren gilt nach Voraussetzung level(t') <
level(t), also

level(t*) < level(t') < level(t),
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4.3 Matrix-Galerkin-Relationsbdume

womit — zusammen mit t* ¢ L7 — das Charakterisierungslemma [4.2.22( (t"*,t) ¢ T~
z

liefert. Dies steht im Widerspruch zu (4.74)), womit der zweite Fall in (4.75]) nicht gelten

kann und t”* € sons*(¢') folgt. Es gilt also (¢"*,¢) € sons™(¢') x {t} mit level(t*) <

level(t) und (¢*,t) € 7 ~, was nach Korollar 4.3.38 (t™*,t) € E;,tT . bedeutet. Die
I " I

Voraussetzung t' -~ t des Korollars 4.3.38|ist erfiillt, da b’ ~ b gilt.
L= Sel (t"*,1) € Et_/’t’TIN7 dann folgt — wieder mit ¢’ -~ t aus b ~ b — nach
Korollar [4.3.3§]

(t™,t) € sons*(t') x {t} mit level(t”) <level(t) und (t*,t) € T~ (476)

Laut dem Charakterisierungslemma [£.2.:22 konnen also nur
level(t*) < level(t) mit t* € Lz oder level(t*) = level(t)

gelten. Es bleibt somit lediglich die Existenz eines t"** € Tlz; [Ty pty,~](b) mit ¢ €
pred(t**) zu zeigen.

Da nach Voraussetzung b’ € EIXJ und (0',0) € L7 C T gilt, folgt mit bT €
row=— (TN,b’ ) und level(d/) < level(b) (vgl. 1} nach Lemma die Existenz ei-
nes (b, (¥,3),b) € 7Eb',b+), was mlt sons(b) insbesondere

(b/7 (F? gl)a b) €L,

(¥ b+~ (4.77)

bedeutet.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass die Aussage aus Lemma [£.3.16] nur die Existenz
eines dort nicht néher spezifizierten bt € row=(7.,V) sicherstellt. Dieses b* entspricht
aber gerade dem Vorfahren von b, der sich auf dem gleichen Level wie b’ befindet — vgl.
Bemerkung [4.3.17 —, womit b+ = bT folgt.

Es existiert nun ein Pfad

(b6, (16, 50),b0), - - - » (B, (£, 57,), b)) (4.78)

mit n € No von r0ot(Tjy p+) ~) = (U, (t,s),b") nach (¥, (#,5),b) in Ty p+) . Es gilt
also wieder — wie im Beweis der vorherigen Implikation — nach Konstruktion der Schne
(b, (,85),b;) € {bl_1} x (sons™ (£;_;) x sons™(5;_)) x sons(b;_1) (4.79)
fir alle 7 € {1,...,n}, womit
(tos- - 10) (4.80)
ein erweiterter Pfad von ¢’ nach ¢ in 77 ist.

Wir werden nun einen erweiterten Pfad (¢(,...,¢,) von ¢’ zu einem Element ¢, € Tz
konstruieren, mit diesem den erweiterten Pfad aus (4.80) in (4.78) ersetzen und zeigen,
dass wir so ein Element aus £ (0 b+~ mit den gewiinschten Eigenschaften erhalten. Diese
Idee ist in Abbildung [4.20| noch einmal exemplarisch darges:cellt. [zort gelte (th,t) €
L, o also t}, = t’* — und es wird der erweiterte Pfad (t(,...,t5) durch den noch

" I
zu konstruierenden erweiterten Pfad (t(), ..., t4) ausgetauscht.
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4 Matrix-Galerkin- Verfahren

¢ b= (t',s") t* b* = (t7,s")
A
La (2|l to i | b=(t,s)
m-lolele
.§,
s’ ~? st
81 'i—‘
~r _ ~I
So9 = S3 IL
s

Abbildung 4.20: Verdeutlichung der Idee aus dem Beweis von Lemma [4.3.60, Es wird
ein erweiterter Pfad (g, ...,t5) konstruiert, der iiber den Cluster ¢, des
unzuléssigen Blatts (t5,t) € £,/ , - verlauft. Dieser ersetzt dann den

bl I

~

erweiterten Pfad (fy,...,#5) womit ¢ € II7 [Ty p+) ] (b) sowie th €
pred(ts) gelten.

Als ersten Schritt zeigen wir die Existenz eines Pfads (¢, ..., ), n1 € Ny, von ¢’ nach
t™ in Tz, fiir den ¢ 7~ tfir alle i € {0,...,n1} gilt.
Mit (t*,t) € L, . C Tpy,_~ existiert ein Pfad
DT T

((t67t0)7 SRR (t/TL17tTL1))

mit ny € Ny von root(7s

) = (t',t) nach (¢, t) in dem Assemblierungsbaum Ty ¢ _ ~.
T
Es gilt also

/7t7TIN

(tisti) € sonsa((ti_y,ti-1)) # 0
fir alle ¢ € {1,...,n;}, womit
(ti,t;) € sons(t;_1) x {t;—1} (4.81)
fir alle ¢ € {1,...,n1} folgt. Damit ist
(T (4.82)

ein Pfad von ¢’ nach ¢ in 7z7. Aus der Unzuléssigkeit aller (¢},¢;) in ﬁ’vt’TzN fiir ¢ €
{0,...,ny — 1} — diese Blécke besitzen Sohne — sowie (t,,,,tn,) = (t*,t) € TT_IN (vel.
([4.76)) folgt

ti g~ t (4.83)
fiir alle i € {0,...,n1}.
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4.3 Matrix-Galerkin-Relationsbdume

Als zweiten Schritt werden wir nun den Pfad (t;,...,t,, ) aus zu einem erwei-
terten Pfad (tf),...,t,) (mit n aus ([£.78)) so verlingern, dass auch 7~ t fiir alle
i€ {n1+1,...,n} gilt. Hierzu zeigen wir zuerst n; < n.

Mit dem Pfad aus und der Definition der Séhne in ist (bo,...,by) ein
Pfad von b nach b. Aus bt € row™(T.,¥) folgt level(d') = level(b™), also

level(b) — level(b') = level(b) — level(b™) = n.

Nach Voraussetzung gilt ¢’ ¢ L7, was nach Kontraposition von Lemma level(v') =
level(t') bedeutet. Zusammen mit level(t™) < level(t) (siche (4.76))) und n; = level(t;, ) —
level(t()) = level(t™*) — level(t') folgt

ny = level(t™) — level(t') < level(t) — level(t')
= level(t) — level(t/) < level(b) — level(d') = n.

Wir verlangern nun den Pfad (4.82) induktiv zu einem erweiterten Pfad der Liange n
und werden bei dieser Konstruktion unter Verwendung der Vererbbarkeit von -~ dafiir
sorgen, dass alle weiteren Cluster des Pfades ebenfalls in Relation mit dem Cluster ¢
stehen (vgl. (4.83)). Wir zeigen also fiir alle ¢ € {n; + 1,...,n} die Existenz von ¢, € Tz
mit t; -~ t und t; € sons™(t;_,). Der Cluster t;, entspricht hierbei gerade dem Ende
des Pfades aus (4.82).

Aus (4.83) ergibt sich ¢, -~ t, womit nach Vererbbarkeit von -~ ein t; €
sons*(t;, ) mit ¢ -~ t existiert. Indem wir ¢ =t setzen, folgt die Aussage

ni ni1+1
fir n1 + 1.
Seii € {n1+1,...,n—1} so gewihlt, dass ein t; € Tz mit ] -~ t sowie t] € sons™ (t;_)
existiert.

Mit der Vererbbarkeit von .~ existiert auch hier ein #* € sons™(¢;) mit ¢}* -~ t,
womit die Induktion durch Setzen von t;_, := #;* vollsténdig ist.

Wir haben nun also einen erweiterten Pfad (tg,...,t,) = (ty,...,t, ..., ty) von t/

nach #;, € Tz konstruiert, fiir den ¢, =" sowie t; .~ t fiir alle i € {0,...,n} gilt. Um
besser kenntlich zu machen, wie und wo wir diesen Pfad nun verwenden, schreiben wir
fir (¢y,...,t),) im Folgenden auch (to,...,t,). Es ist also

(b, - - o ty) = (b0, b ty) (4.84)
ein Pfad von ¢’ nach t], € 77 mit t], =t sowie
t; .~ ¢ fiir alle i € {0,...,n}. (4.85)
Wir ersetzen nun (2, . ..,%,) in (£.78) durch (t},...,t]) und zeigen, dass
(( 6; (tf)’ §6)7 bo), R (b;w (t;w §ln)a bn))

ein Pfad von root(7y y+).~) = (¥, (t',8'),bT) nach (V/, (t,,,5),b) in Ty p+) - ist sowie
v, (t,58),0b) € Ly p+y,~ 8ilt. Durch Setzen von t"** .=t} folgt dann

" € Tl [T 5y, ~ ) (b) und t"™ =t € pred(t;,) = pred(t™),
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also die gewiinschte Aussage.
Da (4.78]) einen Pfad darstellt und (4.84) ein erweiterter Pfad ist, gilt
(b, (85, 87), bi) € {bj_1} x (sons™ (t]_y) x sons™(5;_;)) x sons(b;—1)

Z’Z

fir alle ¢ € {1,...,n}, womit insbesondere (by = (to,S0),...,bn = (tn,sn)) einen Pfad
von bt nach b = (t,s) in Tzx7 definiert.

Wir zeigen nun (b}, (t;,5,),b;) € Ty p+),~ fiir alle i € {0,...,n} per Induktion.

Es gilt (by, (tg,30),b0) = (U, (t',s),b") = root(Ty p+y,~). Gilt n = 0, dann folgt
(v, (t’,s’),b+) = (', (t',5),0) € Ly o S Ty p+y . — man beachte, dass b € Lzxg
nach Voraussetzung gilt. Fiir n # 0 muss (¥, (', s'), b") unzulissig sein, da dieses Element
Sohne besitzt. Es folgt also auch in diesem Fall (¢, (#,s'),b") € Ty p+),~. und damit die
Aussage fiir 1 = 0.

Sei nun ¢ € {0,...,n — 1} und es gelte (b}, (t},5,),b;) € Ty p+,~» dann gilt mit b; =

(ti, si) nach Definition der Unzuldssigkeit in Ty y+) ~ (vel. Definition [4.3.14)

t; € row (TTIN,t;) und s; € rowf(TTJN, 51);

also insbesondere (t},t;) € T~ . Wir zeigen nun
(2 7—1

tiv1 € rowf(TTIN,t;H) und  sj41 € row*(TTJN,%H),
womit sich dann (b]__y, (tj,, 55, 1),bit1) € ﬁ;»bﬂw ergibt und die Induktion vollstandig
ist.

Wir betrachten zuerst (], ;1) Gilt sons((t},;)) = 0, so folgt (t;,;,ti11) = (¢}, t;) €

'T;N aus der Unzulédssigkeit in 7_ o~ beide Cluster miissen Blétter in 77 sein und
T

es gilt tj,, € sons™ (t}) sowie tz+1 € sons™(t;). Es gilt also t;11 € row (T N,t;H)
Gilt @ # sons((t},t;)) = sons™(t]) x sons™(t;), so folgt (t/,,ti11) € sons((t],t;)). Da
(bo = (t0,80),---,bn = (tn, Sn)) ein Pfad von b* nach b in Tz definiert, ist (to, ey tn)
ein erweiterter Pfad von tg = t* nach t, = t. Es gilt also t;41 € pred(¢) und aus
i 7~ t (vel. - folgt t;. 7~ ti+1 nach Vererbbarkeit von .~ (vgl. Lemma
4.2.12). Damit ist (tj,;,t;41) in T unzuldssig, was (tj, |,ti41) € T und somit

tit1 € rowf(TTIN, ti, 1) bedeutet.
Mit der Pfadeigenschaft von — alle Elemente des Pfads (bis auf das letzte)
sind unzuldssig in Ty pty~ — und (b (th,5),bn) € Ly py,~ folgt auferdem ;1 €

TZ’TZ

row_(TTjN,(%H), womit b € {b}} und b1 € sons(b;)

(Big1s (b1 Sig1) biv1) € Ty iy o

liefern.
Die Induktion ist damit vollstandig und sons(b,,) = sons(b) = () sowie b}, = b’ fiihrt auf

(1, (6, 3,),8) € L3y 1
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Mit ¢"* := t7, gilt also t"* € Iz, [Ty p+,~](b) und nach (4.84) auch
" =t;,, € pred(t;,) = pred(t"").

Wie zu Beginn dieses Beweises erwéhnt, lasst sich die hier vorgestellte Konstruktion
eines geeigneten Elements aus E(_b’,b ) angewendet auf 77 und 7,7~ im Fall von
(p,q,K) = (5, s,T) analog durchfiihren.

(b)| Es gelte level(p) > level(q) mit ¢ ¢ Lx. Aus (V/,b) € L folgt mit der Darstel-
lung des transponierten Relationsbaums iiber die transponierte Relation (siehe Lemma

4.2.28)) (b,0') € L ;. Nach Teil |(a)| dieses Lemmas — angewendet auf die transponierte

Blockrelation ~7 sowie die dieser zugrundeliegenden transponierten Clusterrelationen

7~" und TJNT (vgl. Korollar 4.2.27) — existiert ein " € row™(7T_r,b) und es gilt
(¢"p) € £

und

p,y T BEDAU dann, wenn ein ¢** € 7 [T p+),~r](b") mit ¢* € pred(q**)
T

level(¢*) < level(p) mit ¢* € Li oder level(¢*) = level(p)
existiert. Aus row™(7_r,b) = col™(7.,b) (siche Korollar [3.4.5)) folgt die Aussage. O

Die Aussage des Lemmas ist konstruktiver Natur. Wir kénnen daraus also di-
rekt Algorithmen ableiten, die alle unzulassigen Blatter benotigter Assemblierungsbdume
simultan zur Bestimmung der Menge £ aufstellen.

Wir betrachten den Fall ' = (¢',s),b = (t,s) € Lzxg mit (/,b) € L, level(t') <
level(t) sowie t' ¢ L7 und sind an der Lokalisierung eines Blatts (t"*,¢) € E;%TIN

interessiert. Nach Lemma [4.3.60 @ folgt in diesem Fall die Existenz eines Blocks bt €
row= (7.,b) und eines Clusters

" e Iz [Ty py,~](b) mit ™ € pred(t™*)

sowie
level(t™) < level(t) mit t" € L7 oder level(t”™) = level(t). (4.86)

Gilt der erste Fall aus (4.86), also level(t™) < level(t) mit t* € Lz, so folgt aus
t"* € pred(t**) insbesondere t"** = t"*. Wir brauchen also nicht zu den Vorfahren von
t"”** iiberzugehen, da t"** bereits dem gesuchten Cluster entspricht. Es liegt somit eine
Situation aus Abbildung vor.

Fiir den zweiten Fall aus — also level(t"*) = level(t) — konnte potentiell eine
Situation aus Abbildung auftreten. Dort miissen wir dann so lange sukzessive zu
den Vorfahren von t"** {ibergehen, bis wir den Cluster ¢* erreichen.

Dieses Vorgehen bildet der Algorithmus 4.3.17| ab, welcher (¢*,t) € E;’,t,TI in dem

~

hier beschriebenen Beispiel entweder direkt in Form von ¢** — erster Fall aus (4.86))
— oder iiber die Vorfahren von t** — zweiter Fall aus (4.86) — der Menge L, , o~

bl I
hinzufiigt.

Die beiden Algorithmen [4.3.19 und [4.3.20] sind Erweiterungen der Algorithmen
bzw. und stellen neben der Menge £ alle Informationen zur Konstruktion beno-

~

tigter Assemblierungsbdume auf. Diese Informationen bestehen neben der Wurzel aus
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Tz Tz

t'.

rex @ g%
tt =t ‘e

Abbildung 4.21: Veranschaulichung des ersten Falls aus (4.86)). Hier kann (¢*,t) = (£"**,t)
direkt zu der Menge L, , o~ hinzugefiigt werden.
" I

Tz Tz

t'.

t/x— t °

t/**

Abbildung 4.22: Veranschaulichung des zweiten Falls aus (4.86)). Hier muss zuerst iiber
pred(t**) zu dem Cluster t* iibergegangen werden, bevor (¢*,t) der
Menge L, , o~ hinzugefiigt werden kann.
" I

allen unzuléssigen Bléattern des entsprechenden Baums. Beide Algorithmen bedienen sich
der Funktion ADD_ INADMISSIBLE_ LEAF _ ASSEMBLETREE aus Algorithmus [{.3.17] zur
Lokalisierung unzuldssiger Blitter nach Lemma Der Algorithmus ersetzt
den Algorithmus und bestimmt simultan zu der Menge £, die Wurzeln sowie alle
unzuléssigen Blatter benotigter Assemblierungsbaume.
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Algorithmus 4.3.17 Aktualisierung der Menge £, , o~ eines Assemblierungsbaums im
bh I

Fall von level(p) < level(q) mit p ¢ L7 tiber die Vorfahren von p** € Tz.

procedure ADD_INADMISSIBLE_LEAF_ASSEMBLETREE(K;’%T ~, P, q)
p* (_ p** z
while level(p*) > level(q) do
p* <« father(p*)
end while
YW E (Tpg, 07 = 10WE (T, ) U {a}
end procedure

Algorithmusbeschreibung. Der Aufruf dieser Funktion geschieht aus den Algorithmen
[4.3.19 und |4.53.20. Es wird solange sukzessive zu den Vorfahren von p** ibergegangen,
bis ein Element p* € pred(p*) mit level(p*) < level(q) erreicht ist und dann die Menge

Pdir,~ in Form von rowz(ﬁ7q7TIN,p*) U {q} aktualisiert. Dieses Vorgehen basiert auf

den Aussagen des Lemmas|4.3.60,
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Algorithmus 4.3.18 Aufstellen der Menge £ bei gleichzeitiger Konstruktion aller
Wurzeln und unzuldssigen Blétter benotigter Assemblierungsbdume.

procedure INADMISSIBLE LEAF _ASSEMBLETREE(Y, b)
(t',s") « b, (t,s) « b
if t € rowf(’TTIN,t’) and s € rowf(TTjN, s') then
if sons(b') = () = sons(b) then
row ; (7~,b") < row, (T, b)) U {b}
else if sons(d') = () then
INADMISSIBLE _ROW _LEAF _ASSEMBLETREE(V, (t/,5"),b)
> Algorithmus
else if sons(b) = ) then
INADMISSIBLE COL _LEAF _ASSEMBLETREE(D, (¢, 5), V)
> Algorithmus [£.3.20]

else
for all (V™*,b*) € sons(d’) x sons(b) do
INADMISSIBLE LEAF ASSEMBLETREE(V*, b*)
end for
end if
end if
end procedure

Algorithmusbeschreibung. Der initiale Aufruf geschieht mit der Wurzel von T, also
root(7.) = (root(Tzx.7),r00t(Tzx 7))-

Es werden neben der Menge L zusdtzlich die Wurzeln sowie alle unzuldssigen Bldtter
bendtigter Assemblierungsbdume aufgestellt. Fir eine detailliertere Beschreibung der hier
verwendeten Vorgehensweise zur Konstruktion von L, sei auf die Algorithmusbeschrei-
bung von Algorithmus[{.3.4] verwiesen. Die dort verwendeten Algorithmen[{.5.5 und[{.5.0
werden hier durch die Algorithmen [{.3.19 und [4.53.20 ersetzt, welche zusdtzlich zu der
Menge L die Wurzeln sowie alle unzuldssigen Bldtter bendtigter Assemblierungsbiume
aufstellen.
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Algorithmus 4.3.19 Aktualisierung der Menge £ fiir ¥ = (', s') € L1x 7 bei gleich-
zeitiger Konstruktion aller Wurzeln und unzuléssigen Blétter benotigter Assemblierungs-
béume.
procedure INADMISSIBLE ROW _LEAF _ASSEMBLETREE(V, (%, s™), b*)
(t*,s*) < b*
if t* € row ('TTZN,t’*) and s* € row (TTJN, s*) then
if sons(b*) = () then
row ; (7,0 < row, (T~,b") U {b*}
if level(t') < level(t*) and ¢’ ¢ L7 then
root(ﬁ/,t*,TIN) «— (t',t")
ADD__INADMISSIBLE _LEAF _ASSEMBLETREE(L

;’7t*77_ ., t,*, t*)

> Algorithmus
end if
if level(s') < level(s*) and s’ ¢ L7 then

root(ﬂ/,s*,TJN) — (8, 5)

ADD _ INADMISSIBLE__LEAF _ ASSEMBLETREE(L, .., ™, s¥)
[e— _— _— 2 77-

> Algorithmus [£.3.17]
end if
else
for all ((t**,s*),b**) € (sons™ (#*) x sons™*(s'*)) x sons(b*) do
INADMISSIBLE _ROW _LEAF _ASSEMBLETREE(Y, (£/**, s"*), b**)
end for
end if
end if
end procedure

Algorithmusbeschreibung. Der Aufruf dieses Algorithmus geschieht aus Algorithmus
[4.3.18 Fiir die Beschreibung des hier verwendeten Grundprinzips sei auf die Algorith-
musbeschreibung von Algorithmus [£.3.5 verwiesen.

Ist neben V' = (', ") € L1x 7 auch der Block b* = (t*,s*) € Tzx 7 ein Blatt, wird im Fall
von level(t') < level(t*) mit t' ¢ L1 die Wurzel des Assemblierungsbaums 72’7”77;” belegt
und mit der Funktion ADD INADMISSIBLE LEAF ASSEMBLETREE dber die Vorfahren
von t'* das zugehirige unzuldssige Blatt dieses Baums abgespeichert (vgl. Lemma .
Analog geschieht dies fir die Spaltencluster im Fall von level(s') < level(s*) mit s’ ¢ L.
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Algorithmus 4.3.20 Aktualisierung der Menge £, fiir b = (¢, s) € Lz« 7 bei gleichzei-
tiger Konstruktion aller Wurzeln und unzuléssigen Blatter benotigter Assemblierungs-
béume.
procedure INADMISSIBLE _COL_LEAF _ASSEMBLETREE(b, (t*, s*), b™*)
(t/*, S/*) o p*
if t* € row_(’TTIN,t'*) and s* € row™ (TTJN, s*) then
if sons(b’*) = ) then
row, (T, b™) < row, (T~,b™) U {b}
if level(t*) > level(t) and t ¢ L7 then
I'OOt(7;7t/*’TINT) — (t,t)

ADD_ INADMISSIBLE_ LEAF _ ASSEMBLETREE(L, . _r, t%, t")
’ 77’IN

> Algorithmus
end if

if level(s™*) > level(s) and s ¢ L7 then

root(7T, g« 1)« (s,8%)
"y
ADD_INADMISSIBLE_LEAF_ASSEMBLETREE(E;S,*’T L 5%, 8)
> JAlgorithmuS
end if
else

for all ((t**,s**),0™**) € (sons™ (t*) x sons™(s*)) x sons(b*) do
INADMISSIBLE _COL_LEAF _ASSEMBLETREE(b, (t**, s**), **)
end for
end if
end if
end procedure

Algorithmusbeschreibung. Der Aufruf dieses Algorithmus geschieht aus Algorithmus
[4.5.18. Fiir die Beschreibung des hier verwendeten Grundprinzips sei auf die Algorith-
musbeschreibung von Algorithmus [1.5.0 verwiesen.

Ist neben b= (t,s) € L1x7 auch der Block b"™* = (t"*,s*) € Trxy ein Blatt, wird im Fall
von level(t™) > level(t) mit t ¢ L1 die Wurzel des Assemblierungsbaums 7;’5’*77 . belegt
und mit der Funktion ADD _INADMISSIBLE LEAF ASSEMBLETREE dber die IVorfahr’en
von t* das zugehorige unzulissige Blatt dieses Baums abgespeichert (vgl. Lemma .
Analog geschieht dies fiir die Spaltencluster im Fall von level(s™) > level(s) mit s ¢ L.
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Bemerkung 4.3.61 (Aufwand von Algorithmus . Seien Trxg ein Blockbaum,
7~ und T~ zwei vererbbare Clusterrelationen sowie ~ die zugehorige Blockrelation.
Des Weiteren seien b/ = (t',8"),b = (t,s) € Lzxg7 mit (b',b) € L.

Wir untersuchen zuerst den Fall level(t') < level(t) mit t' ¢ Lz, dann geschieht
der Aufruf der Funktion ADD INADMISSIBLE LEAF ASSEMBLETREE durch Algorith-
mus mit dem Cluster t und einem t"* € Tl [Ty pty )(b), wobei b € pred(b)
denjenigen Vorfahren von b mit b™ € row™ (T<,b) beschreibt.

Als Aufwand betrachten wir hier die Anzahl der Durchliufe der while-Schleife aus Algo-
rithmus |4.3.17 sowie die Abfrage, ob fir ein t'* € pred(t**) bereits t € rowz(ﬁ%TIN,t’*)

gilt. Da die Menge row ; (Ty ¢, _ ~, ") entweder leer ist oder nur den Clustert enthdalt (vgl.
z

Bemerkung , folgt

#row, (Ty ) <1, (4.87)

7TIN7

womit wir fir diese Abfrage mazimal eine Operation bendtigen.

Es gelte level(t™*) > level(t), da sonst keine Durchliufe der while-Schleife anfallen.
Die Anzahl dieser Durchliufe ist durch den mazimalen Levelunterschied von t™** und t
beschrankt. Wir miissen nun also

level(t**) — level(t) € N

abschdtzen.

Mit t** € Tl [Ty p+),~](b) existiert nach Definition ein
(b,, (t/xok7 S/**)7 b) S £(7b’,b+),~

und damit ein Pfad
((b67 (t67 56)7 bo), T (b;w (t;“ S;L)v bn))

mit n € No von r00t(Ty pry~) = (U, (t',8"),b%) nach (U, (t"**,5"*),b) in Ty py ~. Es
gilt also
(b, (5, 8%),b;) € {b;_1} x (sons™(t,_;) x sons™(s}_;)) x sons(b;_1)

)

fir alle ¢ € {1,...,n}. Damit ist (ty,...,t;,) ein erweiterter Pfad von ty = t' nach
t! =t"* in Tz und (b, ...,b,) ein Pfad von by = bt nach b, =b in Trx 7. Es folgt

level(t**) — level(t') < n (4.88)
und mit bT € row= (T,,b)
n = level(b) — level(b™) = level(b) — level(V). (4.89)
Aus level(t') < level(t) und t' ¢ L1 folgt nach Kontraposition des Lemmas

level(t') B2 level(t') < level(t) < level(b).
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Damit gilt (V',b) # root(T.), womit aus der rekursiven Darstellung des Vaters (vgl.
Lemma (V/,b) € sons ((V', father(b))), also insbesondere (V/, father(b)) € T. \ L~

folgt.
Aus level(t') < level(father(b)) sowie bT € pred(b) mit level(d') = level(b™) folgt
father(b) € sons*(b"). Es gilt also

father(b) € {b € sons*(bT) | (V',b) € To\ L} = Ui (T, (0, b))
(vgl. Definition , was mit bt € row™ (T, b') und V' € L1x7 nach Deﬁm’tion

level(father(h)) — level(¥) < max  level(5*) — level(d) ZEB L, (T2, (¢, b))
b*eUy (T~,(' b))

< max  Ly(T~, (,bT)) BL CrL.,T.

- Bleﬂzx T ~
bt erow™ (T~ ,b")

bedeutet. Somit gilt

level(b) — level(b') = level(father (b)) + 1 — level(b') < Cp, 7. + 1,

was zusammen mit level(t') < level(t) sowie (4.88]) und (4.89)

level(t**) — level(t) < level(t"™) — level(t') < n
= level(b) — level(t) < Cp, 7. +1

bedeutet. Durch (4.87)) ergibt sich fir Algorithmus ein mazximaler Aufwand von
CLl,’TN +14+1= CL1,T~ + 2.

Betrachten wir nun den Fall level(t') > level(t) mit t ¢ Lz, dann wird die Funktion
ADD INADMISSIBLE LEAF ASSEMBLETREE durch Algorithmus mit dem Cluster
t" und einem t** € T[Ty y+y 7)) aufgerufen, wobei bt € pred(V) denjenigen Vor-
fahren von V' mit b’ € col=(T~,b) = row=(T_r,b) (vgl. Lemma beschreibt.

Mit einer analogen Diskussion wie im obigen Fall folgt dann unter Verwendung von
Cry, 7+ = CLy 7. (vgl. Korollar|3.4.20

level(t*™) —level(t') < Cp, 7, +1=Cr,7. +1,

womit der Aufwand des Algorithmus dann durch Cr, 1., + 2 beschrinkt ist.

Da keine besonderen Eigenschaften von Tz bzw. 7~ in der obigen Diskussion ver-
wendet wurden, ergeben sich fiir die Spaltencluster im Fall von level(s’) < level(s) mit
s’ & L7 bzw. level(s') > level(s) mit s ¢ L7 die gleichen Schranken fiir den Aufwand.

Bemerkung 4.3.62 (Aufwand von Algorithmus [4.3.18]). Seien Tzx 7 ein Blockbaum,
7~ und T~ zwei vererbbare Clusterrelationen sowie ~ die zugehdrige Blockrelati-

on. Des Weiteren sei T~ Cgp 7., -schwachbesetzt und es existiere ein Cagm € No so, dass
die Auswertung der in Algorithmus angegebenen (Un-)Zuldssigkeitsbedingung mit
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einem maximalen Aufwand von Caam durchgefihrt werden kann — bzgl. einer oberen
Schranke fiir Caqm sei auf Bemerkung verwiesen. Fiir die Bestimmung der Men-

ge L7, entspricht Algorithmus dem Algorithmus — wenn wir die Aufrufe
der Funktion ADD INADMISSIBLE LEAF ASSEMBLETREE vernachldssigen. Nach Satz

besitzt Algorithmus mit

C = ma. sons(t sSons( s sons b >2
sons teE,SGTj?IEGExj# ( )# ( )# ( ) =

einen maximalen Aufwand von
_ Cr, 7 +1 Cry 7o +1
CAdmCs;)f/’N (2Csp,7'~ (Csoflé 7 + Csoflg 7 ) + 1) #7-I><j. (4.90)

Wir beziehen nun den Algorithmus mit in diese Aufwandsabschitzung ein und
betrachten den Aufwand der Funktion ADD INADMISSIBLE LEAF _ASSEMBLETREE wie
in Bemerkung[{.3.61) angegeben. Nach der dortigen Diskussion lisst sich dieser Aufwand

fiir einen Aufruf von Algorithmus durch
CL1,T~ +2 bzw. CLQ,TN +2

beschrinken. Fir jedes Element aus L kdnnen mazimal zwei Aufrufe des Algorithmus
auftreten — einer fiir die Zeilen- und einer fiir die Spaltencluster des entsprechen-
den Elements. Die Funktion ADD INADMISSIBLE LEAF ASSEMBLETREE wird nur aus
den Algorithmen |4.8.19 und|4.5.20 aufgerufen, welche wir in der Theorie durch Auswer-

tungsbdume (vgl. Definition |4.3.14)) beschrieben haben.
Ein zusdtzlicher Aufwand fallt also (vgl. Lemma nur fiir Elemente aus

Ly~ mit V€ Lrxg mith € row (T, V) (4.91)
(Algorithmus bzw. fiir Elemente aus
E(_b,b’),NT mit b€ Lrxg mit b’ € col™(TL,b) (4.92)

(Algorithmus an.

Der zusdatzliche Aufwand fiir die zwei potentiell anfallenden Aufrufe von Algorithmus

lasst sich nach Bemerkung|4.3.61im Fall von (4.91) mit Lemma durch
Z Z 2 (CLI’TN - 2) #E(_lvb)vw

b'eLzx g berow=(T~,b)

< Z Z 2 <CL17T~ + 2) #T v b),~ (4.93)

b'eLry g beErow=(T~,b')

Cry, 7o +1
S 4 (CLl,T~ + 2) CSOflé " #7_7[><;7

und im Fall von mit Lemma durch
Z Z 2 (CLz,TN + 2) #L(;),b’),NT

belrxg b'ECOlZ(TN,b) (494)

Cry, 7. +1
<4(Crog +2) Clod ™" #Trxg
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beschrinken. Durch die Addition von (4.90) mit (4.93)) und (4.94) entsteht also wieder ein
in #Tzx7 asymptotisch linearer Aufwand, vorausgesetzt alle anderen dort auftretenden
Grifien lassen sich unabhdngig von #I und #J beschrinken.

Fiir die Konstruktion aller unzuléssigen Blocke eines bendtigten Assemblierungsbaums
anhand der Wurzel und der Menge aller unzuldssigen Blatter ldsst sich Algorithmus
verwenden. Dieser ist in Anlehnung an Algorithmus fiir die Konstruktion
aller unzuléssigen Blocke eines Relationsbaums formuliert und basiert auf der Aussage des
Lemmas Durch die Verwendung des konstanten Teilbaums als Spaltenclusterbaum
muss in diesem Algorithmus lediglich zu den Vorfahren des Zeilenclusters iibergegangen
werden.

Algorithmus 4.3.21 Aufstellen der Menge 7, iber L7

TIN pquj’IN'
procedure BUILD INADMISSIBLE _BLOCKS _ASSEMBLETREE(L, , . )
bh &l I
for all (p*,q) € EI;%TIN do
pt < p*

while p™ # p do
pt « father(p™)
if g ¢ rowf(ﬁ,q,TIN,pﬂ then
row (%’q’TzN’er) — TOW_(%’quZN’pJF) U{q}
else
brake
end if
end while
end for
end procedure

Algorithmusbeschreibung. Dieser Algorithmus entspricht dem Algorithmus [/.3.§
(vgl. auch Algorithmus fiir das Aufstellen aller unzuldssigen Bldcke tiber die Men-

ge der unzuldissigen Blitter, wobei hier die spezielle Struktur der Menge T, - etnes
My I

~

Assemblierungsbaums fir p,q € Tr mit level(p) < level(q) und p ¢ L1 ausgenutzt wird.
Fir ein Blatt (p*,q) € L;’q’T - wird mit der rekursiven Darstellung des Vaters in einem

Blockbaum — siehe (3.6)) aus Lemma — zu dessen Vorfahren iibergegangen. Dies
geschieht durch den Ubergang zu den Vorfahren von p* aufgrund der Verwendung des

konstanten Teilbaums T, als Spaltenclusterbaum von %,q,TIN. Im Fall von p* = p ist die
Wurzel des Zeilenclusterbaums von quyTIN erreicht und gilt fiir ein (p*,q) € 7;’_(1’%”
bereits q € row_(7;,7q7TIN,p+), so wurden alle Vorfahren dieses Blocks bereits durch den

Algorithmus behandelt. Es wird dann zum ndichsten Element aus L, o~ tibergegangen.
bh 5 I
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Bemerkung 4.3.63 (Aufwand von Algorithmus . Seien Trxg ein Blockbaum,

7~ und T~ zwei vererbbare Clusterrelationen sowie ~ die zugehdrige Blockre-
lation. Seien weiter t = (t',s'),b = (t,s) € Lzxg mit (V/,b) € L und (p,q,K) €
{(t,t,T),(s',s,T)} sowie Csons,Tx := MaXyeT; # sons(r) > 2.

Als Aufwand betrachten wir hier — in Analogie zu Bemerkung[{.3.28 — die Abfrage,
ob ein Cluster bereits in der unzuldssigen Blockzeile eines zweiten Clusters vorhanden
ist oder nicht. Durch die Verwendung eines konstanten Clusterbaums als Spaltencluster-
baum (vgl. Definition , bestehen alle unzuldssigen Blockzeilen maximal aus einem
Cluster, womit diese Abfrage lediglich eine Operation erfordert.

(a) Gilt level(p) < level(q) mit p ¢ Lx , dann folgt mit

max  #sons4((p*,q)) < Csons, T
(p* 7Q)€7;7,q77k~

Bemerkung sowte Lemma dass der Gesamtaufwand von Algorith-
mus in diesem Fall durch

Cry, 7. +2
CSOHSJ—}C #7;0,6177—K~ < chons,’ﬁc

beschrankt ist.

(b) Gilt level(p) > level(q) mit q ¢ L , dann folgt mit

max #SODSA(((]*,p)) < Csons,T;ca
(¢*p)eT, , T
El ’T)C

Bemerkung sowie Lemma dass der Gesamtaufwand von Algorith-
mus in diesem Fall durch

Lo, Te 12

C
CSOnS,T;C #7:1,7;7 T}CNT <2C

sons, i

beschrankt ist.

Bemerkung 4.3.64 (Mehrfaches Auftreten). Seien Tzxy ein Blockbaum, -~ und
T~ zwei vererbbare Clusterrelationen sowie ~ die zugehirige Blockrelation. Bei der
Konstruktion der Menge L7, unter Verwendung der Algorithmen|4.3. 19 und|4.3.20 kénnte
durchaus der Fall auftreten, dass fir ein Blatt b = (t',s') € L1xg 2wei unterschiedli-
che Blitter by = (t1,51),ba = (t2,s2) € Lzxg mit (b',b1),(V/,bs) € L existieren, die
denselben Assemblierungsbaum bendtigen. Dies tritt auf, wenn zum Beispiel

s1 =252 und level(s') <level(s1) = level(sy) mit s’ ¢ L7

gilt, wie in Abbildung [{.23 dargestellt.
Gehen wir davon aus, dass das Element (b/,b1) vor (b',by) der Menge L, hinzugefiigt
wurde, dann wiirde sich die hier beschriebene Situation in Algorithmus dadurch
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V= (t,s)

by = (t1,51)

by = (t2, 52)

S1 = 82

Abbildung 4.23: Elemente (V,b1), (V/,b2) € £ mit s; = so und level(s’) < level(s;) =
level(sg) sowie s’ ¢ L 7.

bemerkbar machen, dass die Wurzel des Assemblierungsbaums Ty schon erzeugt

7827TjN

worden wire — es gilt 100t(Ty 5, ~) = (8, 82) = (8, 51) = 100t(Ty 5y, _ ). Dies liefie
K 7

sich — bei entsprechender Implementierung — mit einer if-Anweisung abfangen, um

diesen Baum beim Assemblieren nur ein einziges mal durchlaufen zu miissen. Analog gilt

der hier diskutierte Fall selbstverstindlich auch fir die Zeilencluster.

Bemerkung 4.3.65 (Matrix-Galerkin-Blockrelation). Seien Tzx 7 ein Blockbaum, A €
RT*T und B € RT*I zwei Matrizen sowie =(4,B) die Matriz-Galerkin-Blockrelation bzgl
A und B in Tzxg. Weiter seien <, und <pg die dieser Blockrelation zugrundeliegenden
Matriz- Galerkin- Clusterrelationen bzgl. A in Tz bzw. B inT7. Da <, und =g nach Ko-
rollar [{.2.17 vererbbar sind, lassen sich die in diesem Abschnitt definierten Algorithmen
fiir das Aufstellen der Menge LZ n inklusive der Konstruktion aller zum Assemblie-

ren des Matm'a:—Galerkin—Glez’chungs:systems bendtigten Assemblierungsbiume verwenden.
Insbesondere tibertragen sich auch alle bzgl. des Aufwands hergeleiteten Aussagen.
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Fiir einen Blockbaum 77y 7, drei Matrizen A € R?*Z, B € R7*J und C € RT*7 sowie
zwei orthogonale, geschachtelte Clusterbasen Vz, und Wy, wurde zur Konstruktion einer
Approximation der Losung X € RZ*7 von

AXB*=C (5.1)
im H2-Matrix-Format in Kapitel [4] das Matrix-Galerkin-Gleichungssystem

Y (VFAV)Sy(WiBW.)* = ViCW, firalle b = (¢,5) € L1,y (5.2)
b:(t,s)GﬁIXJ

zur Bestimmung einer Familie (Sp)pcr,, , von Kopplungsmatrizen hergeleitet (vgl. Defi-
nition .

Die Diskussion aus Abschnitt hat gezeigt, dass sich die Anzahl der Nicht-Null-
Koeffizienten von unter geeigneten Voraussetzungen asymptotisch linear in #Z und
#J verhélt. Zur Berechnung einer Losung eignen sich z.B. [terationsverfahren.

Dieses Kapitel widmet sich nun der Einfiihrung der in Kapitel [f] — iiber die numeri-
schen Ergebnisse — verwendeten Algorithmen. Die folgenden Betrachtungen orientieren
sich iiberwiegend an [33] [31) [40]. In diesen Referenzen finden sich neben den konkreten
Definitionen der hier verwendeten Iterationsvorschriften — sowie weiteren Losungsver-
fahren — auch ausfiihrliche Analysen dieser, z.B. hinsichtlich Aufwand und Konvergenz.

Wie auch schon bei der Herleitung des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems iiber eine
Variationsformulierung (siehe Abschnitt , wird die Matrixgleichung als Dis-
kussionsgrundlage dieses Kapitels verwendet. Eine Erweiterung auf allgemeine lineare
Matrixgleichungen der Form

N
> AXBf=C,
=1

mit N € N sowie 4; € RZ*Z und B; € RY*7 fiir alle i € {1,...,N}, erfolgt an ent-
sprechender Stelle in Form von Bemerkungen. Des Weiteren werden die Koeffizienten
des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems generell so geschrieben wie in , fiir die Al-
gorithmen — sowie die Analyse und Diskussion dieser — allerdings die Darstellung iiber
Interaktionsmatrizen

> ApiSi(Byo)t = ViCW, fiiralle V' = (t,5) € L1xg
b:(tas)GLIXJ
(vgl. Abschnitt 4.3.3]) verwendet. Aufgrund der Untersuchungen in den vorherigen Ab-
schnitten sind beide Darstellungen dquivalent. Diese unterschiedlichen Notationen dienen

nur dazu, die theoretischen Betrachtungen von der konkreten Implementierung abzugren-
zen.
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5.1 Operatordarstellung

Wir werden in Abschnitt das Verfahren der konjugierten Gradienten in dessen vor-
konditionierter Variante (vgl. z.B. [33] Abschnitt 9.4.4]) zum Losen des Matrix-Galerkin-
Gleichungssystems betrachten. Da dieses ein Krylow-Raum-Verfahren ist — siche z.B.
[40, Kapitel 6] fiir eine ausfiihrlichere Analyse dieser Klasse von Losungsstrategien —,
werden wir das Matrix-Galerkin-Gleichungssystem als Operatorgleichung schreiben.

In allen vorherigen Abschnitten haben wir das Matrix-Galerkin-Gleichungssystem im-
mer in der Form , also iiber die komponentenweise Interaktion der Freiheitsgrade
beschrieben. Um diese Interaktion nun global in einem Operator zusammenfassen zu
konnen, muss ein geeigneter Raum zugrundegelegt werden. Da die Freiheitsgrade durch
die Familie der Kopplungsmatrizen (S)sec,,, gegeben sind, nennen wir diesen Raum
Kopplungsraum.

Definition 5.1.1 (Kopplungsraum und Kopplungsskalarprodukt). Seien ein Blockbaum
Tzxg sowie zwei Rangverteilungen K1, und L1, gegeben. Fiir die Elemente des kartesi-
schen Produkts

V.= X RExIs

(t75)€£1>< J

schreiben wir X € V und bezeichnen die Komponenten von X mit (X), € REXLs oder
auch Xy € REXLs fiir alle b= (t,s) € Ly
Wir definieren die Verknipfungen

B:VxV =V, (XY)= (Xo+Y)oerr, .,
C:RxV =V, (AX)= (AXp)berr, s

und nennen das Tupel (V,H, ) Kopplungsraum bzgl. Tzx 7, K7; und L7, bzw. einfach
Kopplungsraum, wenn die Zugehorigkeit zu Trx 7, K1, und L1, aus dem Zusammenhang
ersichtlich wird. Des Weiteren schreiben wir fir (V,H,) auch vereinfachend nur V,
verwenden diese Menge also immer nur in Verbindung mit der Addition B und der
Skalarmultiplikation [.

Die Abbildung

(M VXV =R, (X Y) e X Y)g= Y, (X,Y)e

bEEIXj
nennen wir Kopplungsskalarprodukt.

Bemerkung 5.1.2 (Kopplungsraum und Kopplungsskalarprodukt). Aufgrund der Dis-
Junktheit der Beschriftungen aller Blatter eines Blockbaums (vgl. Korollar lasst
sich direkt nachrechnen, dass die in obiger Definition eingefiihrte Menge V zusammen
mit der Addition B und Skalarmultiplikation 1 einen linearen Raum sowie das Kopp-
lungsskalarprodukt ein Skalarprodukt auf V definiert. Insbesondere ldsst sich somit iber

|- lm: V=R, X | X]g:=1/(X,X)g7
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eine Norm — die Kopplungsnorm — auf V definieren.

Der Raum V ist endlich-dimensional, womit (V, (-, -)@) zu einem Hilbertraum wird —
vgl. mit dem Beweis von Lemma|[2.1.13 fir den Nachweis der Hilbertraumeigenschaft des
Matriz-Raums bzw. mit der dort verwendeten Referenz [20, Satz 2.5].

Es ldsst sich direkt nachrechnen, dass mit der Abbildung

E:VXV—)V, (X,Y)H(Xb—%)begzxj

fiir alle X € ¥V
XHX=0=XH(-X)

gilt, wober —X € V das zu X inverse Element und 0 € V das neutrale Element bzgl. B
seien. Wir verwenden die Subtraktion B aus diesem Grund anstelle der Addition mit
den entsprechenden inversen Elementen.

Mit der Definition [5.1.1] eines Kopplungsraums sind wir nun in der Lage, Matriz-
Galerkin-Operatoren zu definieren, welche — zusammen mit einer rechten Seite — ein
Matrix-Galerkin-Gleichungssystem widerspiegeln.

Definition 5.1.3 (Matrix-Galerkin-Operator). Seien Tz« ein Blockbaum, A € RT*T
und B € RT*T sowie Vr, und Wy, zwei Clusterbasen mit Rangverteilungen K, bzw.
L7,. Sei weiter V der Kopplungsraum bzgl. Tzx7, K77 und Lt,, dann nennen wir die
Abbildung

G: V-V, S—g(S),
mit
GO i= 3 (VGAWS,(WEBW,)* (5.3)
b=(t,s)€Lrx 7

fir alle S € V und alle b = (', 8') € L1x 7, Matrix-Galerkin-Operator bzgl. Trx7, A, B,
Vr, und Wr,. In Analogie zu Definition des Matriz-Galerkin-Gleichungssystems
lassen wir den Zusatz aller Parameter, die aus dem Kontext ersichtlich werden, verein-
fachend auch weg.

Einen Zusammenhang zwischen einem Kopplungsraum und dem fiir die Konstruktion
eines Matrix-Galerkin-Gleichungssystems verwendeten Raum der H2-Matrizen beschreibt
der Koeffizientenisomorphismus. Die Tatsache, dass die Abbildung der nachstehenden De-
finition einen Isomorphismus definiert, kann direkt nachgerechnet werden. Durch diese
Abbildung lésst sich ein Matrix-Galerkin-Operator auch tiber die dem Matrix-Galerkin-
Verfahren zugrundeliegende Bilinearform (vgl. Abschnitt charakterisieren, wie Be-
merkung [5.1.5 verdeutlichen wird.

Definition 5.1.4 (Koeffizientenisomorphismus). Seien Tzx s ein Blockbaum, Vr, und

W, zwei geschachtelte Clusterbasen mit Rangverteilungen K1, bzw. L1,

M = H*(Tzxg, Vi, Wr,)
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der Raum aller H?-Matrizen fir Tzx7, Vr, und W, sowie V der Kopplungsraum bzgl.
Tzx7, K77 und L7, dann bezeichnen wir die Abbildung

PV oM, (Sohesr, = >, ViSeWr

b= (t,S) e'CIX J
als Koeffizientenisomorphismus von M.

Bemerkung 5.1.5 (Kopplungsraum). Es seien die Voraussetzungen aus Definition
gegeben. Seien weiter A € RT*T und B € RI*T sowie G : V — V der Matriz-Galerkin-
Operator bzgl. Trxg, A, B, V; und Wr,,. Bezeichnen wir mit

a:R>*T xR 4R, (X,Y)— (AXB*Y)

die dem Matriz-Galerkin-Gleichungssystem bzgl. dieser Parameter zugrundeliegende Bi-
linearform, dann gilt fir alle X, Y € V mit dem Koeffizientenisomorphismus P aus

Definition [5.1.7] die Gleichheit

GX). Y= >, (GX)y, (Y)y)p

blf(/ /)GLIXJ
= 2 > (VGAVX(WIBW.)' Yy)p
b'=(t',s")eLrx g b=(t,8)ELTx 7

> (AWXWHB®, (Ve Yy W) g

t’,s’ GLZXJ b= t S Gﬁzxj

= < A ViX,W; | B, > VeYyWg >
t s EﬁIXJ b,:(t/7s/)€£l><3

F
A‘B(X

= a(P(X), ( ))

Auf diese Weise ldsst sich der Matriz-Galerkin-Operator durch die Bilinearform a(-,-)
charakterisieren. Unter anderem sind wir damit in der Lage, Eigenschaften von af(-,-)
auf G zu ubertragen.

Setzen wir nun unter Verwendung der Notationen aus Definition fir eine Matrix
C € RT*7 die Matrizen

Cy = ViCOWy € REv>Ls fiir alle ) = (t,5') € Lx7

sowie

C:= (Cb/)bleﬁzxj € V?

dann lasst sich das Matrix-Galerkin-Gleichungssystem (vgl. ((5.2))) mit der gesuchten Lo-
sung S = (Sp)pers,, € V schreiben als

G(S) = C.
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5.1 Operatordarstellung

Diese Darstellung — zusammen mit der Linearitdt des Raums V — wird sich in den
Abschnitten [5.3] und [5.4] als besonders hilfreich fiir die Definition der dortigen Losungs-
verfahren erweisen.

Algorithmus spiegelt die Auswertung eines Matrix-Galerkin-Operators G fiir ein
Element X des zugrundeliegenden Kopplungsraums wider. Fiir die Operationen B und
[ sowie die Auswertung des Kopplungsskalarprodukts (-, )7 werden an dieser Stelle
keine expliziten Algorithmen angegeben. Die algorithmische Umsetzung kann durch die
blockweise Definition mit einer Schleife iiber die Bléatter des Blockbaums realisiert werden.
Den Aufwand dieser Operationen sowie den Aufwand des Algorithmus [5.1.1] schitzen wir
in Lemma [5.1.6] ab.

Algorithmus 5.1.1 Auswertung eines Matrix-Galerkin-Operators G fiir ein Element
X € V des Kopplungsraums V. Es liegen hier ein Blockbaum 77« 7, zwei Matrizen A €
RI*T und B € RI*J sowie zwei Clusterbasen V7, und W7, zugrunde. Des Weiteren
bezeichnet ’T w5 den auf der Blockrelation = (A,B) bzgl. A und B in Tz« 7 basierenden,

zugehorigen Relatlonsbaum

procedure EVALUATE MATRIXGALERKIN OPERATOR(G, X, Y)
for all ¥/ = (t',¢') € L1« 7 do
Yy <0

for all b= (t,s) € rowZ(Tx(A B),b’) do
Yy < Yy + At’,tXb(Bs’,s)*
end for
end for

end procedure

Algorithmusbeschreibung. Dieser Algorithmus wertet den Matrixz-Galerkin-Operator
G fiir ein Element X € V des Kopplungsraums V aus und tiberschreibt Y € V mit dem
Ergebnis.

Die Vorgehensweise basiert auf der komponentenweisen Darstellung von G, wo-
bei in der dort auftretenden Summe lediglich die Nicht-Null-Koeffizienten des Opera-
tors betrachtet werden. Diese sind fiir alle V' € Lzx7 durch die unzuldssige Blockzeile

row,; (TX(A,B)’b/) des Matrixz-Galerkin-Relationsbaums TX(A,B) gegeben.

Lemma 5.1.6 (Aufwand). Seien Tz« ein Blockbaum, A € RT*T und B € R7*7 zwei
Matrizen sowie Vr, und Wy, zwei Clusterbasen mit Rangverteilungen K, bzw. L7, .
Es seien V der Kopplungsraum und G : V — V der Matriz-Galerkin-Operator bzgl. der
entsprechenden Parameter, =(AB die Matriz-Galerkin-Blockrelation bzgl. A und B in
Trxg sowie TA<A 5
schwachbesetzt und

der zugehdirige Relationsbaum. Des Weiteren sei T"(A 5 Cep, T=amy
- B

Fmax == max {#Kta#L }

teTz,s€Ty
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dann fallen fir alle X, Y € V sowie A € R fiir XHY und A X nicht mehr als

k?nax#’TZX\77

fiir (X, Y )@ nicht mehr als
2kr2nax#7?[><3
und fir die Auswertung von G(X) durch Algorithmus nicht mehr als

3
SCSP,TX(AB) kmax#ﬁxj

arithmetische Operationen an.

Beweis. Seien X, Y € V und A € R. Fiir alle b = (t,5) € Lzx7 gilt X;,Y; € RExLs,
womit die Berechnung von X3 4+ Y}, und AX} jeweils nicht mehr als k?nax sowie die Be-
rechnung von (Xp, Y3) - — mit héchstens k2, Multiplikation und (k2,,, — 1) Additionen
— nicht mehr als 2k2 . arithmetische Operationen erfordert.

Durch die blockweisen Darstellungen beider Operationen, lisst sich der Aufwand von

XHBHY und A X jeweils durch

Z kr2nax = k?nax#‘CIXj < k?nax#EXj

bEﬁIX]

sowie der Aufwand von (X, Y)g durch

Z 2krznax < 2kr2nax#7-z><3
b€£1><j

beschréinken.

Seien nun b = (t',s') € L1y g sowie b = (t,s) € row, <TX(A,B)’
Multiplikation von Ay ; mit X sowie die Multiplikation von Ay ; Xy mit (By s)* jeweils
nicht mehr als 2k3 _ arithmetische Operationen. Fiir Yy + Ay 1 Xp(By 5)* entstehen zu-

< k2. Additionen, womit der Aufwand von Algorithmus

b'), dann erfordern die

. . . 2
satzlich maximal k7 .. < kiax

somit insgesamt durch

> > Bk < D 5csp,TX(A,B)kf;laX

VeLlzxyg berow ; (T= b') VeLzxyg

3
< 5CSP7TX(A7B) kmax#ﬁxj

(A,B)’

beschrankt ist. O

Bemerkung 5.1.7 (Aufwand der Subtraktion). Es seien die Voraussetzungen von Lem-
mal[5.1.6 gegeben. Da in der vorliegenden Arbeit beziglich des Aufwands von Algorithmen
Subtraktionen als Additionen angesehen werden, entstehen mit X, Y € V und B aus Be-

merkung[5.1.9 fir XBY ebenfalls nicht mehr als

k?nax#’TIXj

arithmetische Operationen.
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5.2 GaufB-Seidel-Verfahren

In dem folgenden Abschnitt iiber das Gaufs-Seidel- Verfahren werden wir vorerst auf die
Darstellung des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems zuriickgreifen. Dieses Verfah-
ren gehort zu der Klasse der sogenannten Splitting- Verfahren — siehe z.B. [39, Abschnitt
4.1| fiir eine allgemeine Definition. Fiir die dort auftretenden, komponentenweisen Zu-
griffe auf die Koeffizienten des Gleichungssystems bzw. des Operators, ist die Darstellung

(5.2) besser geeignet.

5.2 GaulR-Seidel-Verfahren

Eine Definition sowie Analyse des Gaufs-Seidel-Verfahrens ist z.B. in [33, Abschnitt 4.2.2]
zu finden. Bei diesem Verfahren zum Losen eines linearen Gleichungssystems muss dieses
System zuerst in dessen Diagonal-, oberen Dreiecks- sowie unteren Dreiecksanteil zerlegt
werden. Um sinnvoll definieren zu kénnen, was ein Dreiecksanteil ist, bedarf es einer
Anordnung der Freiheitsgrade (vgl. [33, Abschnitt 2.1.1]). In unserem Fall des durch
gegebenen Matrix-Galerkin-Gleichungssystems sind also die Elemente aus Lz 7
anzuordnen. Zu diesem Zweck fiihren wir nachstehend eine Bezeichnung fiir eine totale
Ordnung auf der Blattmenge eines Blockbaums ein.

Bemerkung 5.2.1 (Totale Ordnung der Blétter). Fir einen Blockbaum Trx7 sei im
Folgenden vorausgesetzt, dass

L:ﬁIXJ%{l,...,#,CIXJ}, b'—)L(b)

eine bijektive Abbildung darstellt. Wir verwenden diese im weiteren Verlauf des aktuel-
len Abschnitts, um auf natiirliche Weise eine totale Ordnung auf der Menge L1« zu
induzieren.

Im Zuge des Gaufs-Seidel-Algorithmus sind in jedem Schritt dieser Iteration Koeffizi-
enten der Blockdiagonale zu ,invertieren”. Bezeichnen wir die Rangverteilung von Vr;
mit K7, und die von W7, mit L7, dann bedeutet ,invertieren bezogen auf das Matrix-
Galerkin-Gleichungssystem, dass fiir b = (t,s) € L1« 7 die Gleichung

(Vi AV) Sy (WEBW,)* = Ch (5.4)

mit einer Matrix Cy 5 € RE:XLs zyr Bestimmung von S, aufgelost werden muss. Diese
Gleichung nennen wir im Folgenden auch Diagonalsystem.
Berechnen wir nun eine Losung X € RX#*Ls yon

(V7 AV)X = Ci (5.5)
sowie anschliefiend eine Ldsung Y € RLxKt yon
(WIBW,)Y = X*, (5.6)
dann gilt
(VI AV)Y* (W BW,)" = (V7 AV,) (W] BW,)Y )"
= (VFAV)(XY)" = (AV)X

=Cis.

)
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5 Losungsstrategien

Die Matrix Y* € REtxLs entspricht also gerade der Losung von (5.4). Aquivalent wire
diese direkt tiber B
(W;BW;) @ (V" AV;)) vec(Sh) = vec(Cts) (5.7)

berechenbar — siehe Lemma fiir die Aquivalenz von und . Diese Variante
iiber das Kronecker-Produkt ist insbesondere bei allgemeinen linearen Matrixgleichungen
— mit mehr als einem einzigen Summanden — von Interesse, wie Bemerkung [5.2.3]
verdeutlichen wird.

Sofern die entsprechenden Voraussetzungen erfiillt sind, liefsen sich , bzw.
(5.7) mit einem beliebigen Verfahren 16sen. Im Folgenden dienen hierzu Cholesky-Zer-
legungen, wie sie z.B. in [49, Theorem 2.7| definiert werden. Wie dort zu erkennen, ist
die positive Definitheit der zu zerlegenden Matrix ein hinreichendes Kriterium fiir die
Existenz und Eindeutigkeit einer solchen Faktorisierung. Die oben hergeleiteten Glei-
chungen lassen sich dann {iber Vorwdrts- und Riickwdrtseinsetzen auflosen, wie es z.B.
in [49, Kapitel 3 Abschnitt 1.5] beschrieben wird. Folgendes Lemma liefert das theore-
tische Fundament fiir die Existenz und Eindeutigkeit von Cholesky-Zerlegungen, wobei
der Teil vor allem bei der Behandlung von allgemeinen linearen Matrixgleichungen
von Interesse ist.

Lemma 5.2.2 (Positive Definitheit). Seien Tz und Tz zwei Clusterbiume, V, und W,
zwei orthogonale Clusterbasen mit Rangverteilungen K7, bzw. Ly, sowie (t,s) € Tz xT7.

(a) Seien A € RT*T und B € R7*7 positiv definit, dann sind
‘/t*A‘/;f c RKtXKt U?”Ld WS*BWS c RLSXLS
ebenfalls positiv definit.

(b) Seien N € N, A; € RT*T und B; € RI*7 fiir alle i € {1,...,N} symmetrische
Matrizen sowie

a; :=min{\p | A€ o(4;) und p € o(By)}
firie {1,...,N} mit == SN o; >0, dann ist

N
Z(W;Ble) & (‘/;*Az‘/t) c R(LSXKt)X(LS x Ky)
i=1

positiv definit.
Beweis. @ Fiir alle # € RZ \ {0} gilt mit der positiven Definitheit von A
(A%, &), > 0.

Sei € R¥t\ {0}, dann gilt ||Viz||2 = ||2||2 # 0 aufgrund der Orthogonalitit von V;, also
7 :=Viz € RT\ {0} und somit

(ViF AV, ) = (AVi, Viz)y = (AT, 2), > 0.
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5.2 GaufB-Seidel-Verfahren

Des Weiteren folgt aus der Symmetrie von A die Gleichheit

womit auch V*AV; symmetrisch ist. Insgesamt ist V;*AV; damit positiv definit und
auf analoge Weise folgt aus der positiven Definitheit von B diese Eigenschaft auch fir
WiBWs.

[(b)] Aus der Symmetrie der Matrizen 4; und B; fiir alle i € {1,..., N} folgt mit Lemma

M=

N *
(Z(Ws*Bz'Ws)@(WAM)) =) (WiB;Wy)* & (V;"A;Vp)*

=1

S
I
—_

(Wi B W) @ (Vi A V4)

Il
.MZ

@
Il
—

(WSB:Ws) @ (VA Vy),

|
.MZ

N
Il
a

also die Symmetrie von N (W*B;W,) @ (VA V;).
Sei i € {1,...,N}, dann gilt nach Lemma

i = minfAn | A€ o(Ay) und € o(B)} B2 ingA | A € o(Bi @ A1)}
und somit nach Lemma @ fiir alle X € RT*7 die Abschitzung
;| vee(X)|13 < ((B; ® A;) vec(X), vec(X)),. (5.8)

Sei nun X € RT*7 \ {0}, dann folgt mit @ = YN oy > 0 und X # 0 die Ungleichung
0 < af vec(X)||3. Lemma sowie Lemma liefern dann zusammen mit (5.8

0 < aff vee(X)|3 ai| vee(X) |3

I
.MZ

@
I
-

< (B ® A;) vec(X), vec(X))qy (5.9)

-

&
I
—

(A XB;, X)p.

Il
AMZ

s
Il
—

Fiir alle S € RExLs \ [0} gilt ||[V;SWZ||F = ||S||F # 0 mit der Orthogonalitit von V;
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sowie Wi, also S := V,SW* € RT*7 \ {0}, womit (5.9) die Ungleichung

N
<Z(V§:*AM)S(W§Bst)*, S> = 2 (VT AV)SWBiWs), S)
F

=1

M= 1=

N
Il
—

(A4;SBF,S) >0

I
.MZ

@
I
—

liefert. Es gilt somit

N
<<Z(W;BZ-WS) @ (V;AVi) ) vee(S), vec(S)> >0
2

i=1

fiir alle S € RE*Ls\ {0} und da die Vektorabbildung bijektiv ist, folgt zusammen mit der
Symmetrie von Zf\il(W: B;W,) @ (V¥ A; Vi) die positive Definitheit dieser Matrix. [

Bemerkung 5.2.3 (Allgemeine lineare Matrixgleichung). Es seien die Voraussetzungen
von Lemma @ gegeben und wir betrachten fir C € RT*J die allgemeine lineare
Matrizgleichung

N
> AXB;=C
=1

zur Berechnung von X € RT*J . Fiir eine Darstellung des Matriz-Galerkin-Gleichungs-
systems dieser Gleichung sei auf Bemerkung verwiesen.
Im Zuge des Gauj-Seidel-Verfahrens sind hier fir b = (t,s) € L1x7 Gleichungen der

Form
N

> (VG AV) S (WS BiW)* = Cy s (5.10)
i=1
mit einer Matrix CN't,s € RE«xLs 4y l5sen. Nach Lemma 1st Eé\il(W;BiWs) ®
(V¥ A;Vy) positiv definit, womit die Lisung von (5.10|) dber eine Cholesky-Zerlegung dieser
Matriz zusammen mit der dquivalenten Darstellung

=1

N
(Z(WS*BiWS) ® (V;AM)) vec(Sy) = vee(Ch )

von (5.10) berechnet werden kann (vgl. Lemma[2.2.5).

Wie an dieser Darstellung iber das Kronecker-Produkt zu erkennen ist, lisst sich
das Gauf-Seidel-Verfahren fir das Matriz-Galerkin-Gleichungssystem als Block-Gauft-
Seidel-Verfahren ansehen — siehe z.B. [33, Abschnitt 4.5.2] fir eine Definition dieser
Blockvariante.
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Wie in Kapitel [4] hergeleitet, wird fiir einen Blockbaum 777 sowie zwei Matrizen
A € RPT und B € RI*J das Matrix-Galerkin-Gleichungssystem durch die Menge
;(A 5 charakterisiert. Hierbei definiert =< (A,B) die Matrix-Galerkin-Blockrelation bzgl.
Aund B in Tzx . Algorithmus[5.2.T|fithrt einen Schritt der Gauf-Seidel-Iteration fiir eine
rechte Seite C' € RT*7 auf der Menge der Freiheitsgrade (Sp)pe L7y durch. V. und Wy,

entsprechen dabei den beim Assemblieren aller Interaktionsmatrizen aus /J;(A g VETWen-

deten Clusterbasen (vgl. Abschnitt [4.3.3)) und (VZCWs) 4 s)ery, , der rechten Seite des
Matrix-Galerkin-Gleichungssystems. Wie zu Beginn dieses Kapitels erwahnt, verwenden
wir dort die Darstellung der Koeffizienten iiber Interaktionsmatrizen.

Algorithmus 5.2.1 Ein Schritt des Gaufs-Seidel-Verfahrens fiir das Matrix-Galerkin-
Gleichungssystem E;(A 5 bzgl. eines Blockbaums Tz, zweier Matrizen A € RZ*Z
und B € RI*J sowie der zugehérigen Matrix-Galerkin-Blockrelation =(a,p) AN-
gewendet auf die Freiheitsgrade (Sp)oers,, und mit rechter Seite (Cis)ts)ecre, =

(W*CWS)(t,S)Gﬂzxj fir C € RT*J.

procedure GAUSS_SEIDEL_STEP(,C;(A’B), L (So)veszyss (Crs)s)eLrys)
for k=1to #L7x s do
V=, s)+ 17k
ét/,sl $— Ct’,s’
for all b = (t,s) € rowZ(’Tx(A’B),b') \ {V/'} do
Ct’,s/ < Ct’,s’ - At’,tSb(Bs’,s)*
end for
Sy SOLVE(Atlyt/Sb/(BS/ﬁ/)* = 6t/,s’)
end for
end procedure

Algorithmusbeschreibung. Dieser Algorithmus fiihrt einen Schritt der Gauf$-Seidel-
Iteration aus. Hierbei bezeichnen Vr, und Wy, die verwendeten Clusterbasen sowie t
eine Abbildung, wie sie in Bemerkung [5.2.1] motiviert wird, um eine totale Ordnung auf
der Menge L1x g zu induzieren. Die Funktion SOLVE dient als Platzhalter fiir ein Lo-
sungsverfahren der durch die Diagonale des Gleichungssystems gegebenen Teilprobleme.
Hierzu kénnen — unter Erfillung geeigneter Voraussetzungen der beteiligten Matrizen
— Cholesky-Zerlegungen verwendet werden (vgl. Lemma .

Folgendes Lemma liefert eine obere Schranke fiir den Aufwand von Algorithmus [5.2.1]
also fiir einen Schritt der Gauf-Seidel-Iteration. Wir nehmen hierbei an, dass die zu
l6senden Diagonalsysteme iiber Cholesky-Zerlegungen sowie Vorwérts- und Riickwérts-
einsetzen aufgelost werden. Sollte hierfiir ein anderes Verfahren verwendet werden, so
waren die entsprechenden Voraussetzungen des Lemmas sowie der Aufwand fiir dieses
Losen im Beweis entsprechend auszutauschen bzw. anzupassen.
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Lemma 5.2.4 (Aufwand von Algorithmus. Seien Trx 7 ein Blockbaum, A € RTXT,
B € R und C € RT*J mit A und B positiv definit sowie Vr, und W, zwei Cluster-
basen mit Rangverteilungen K, bzw. L7, . Es bezeichne = (4,B) die Blockrelation bzgl. A
und B in Tzx 7 und der zugehorige Relationsbaum wa’ set CSp’Tx<A 5 -schwachbesetzt,

dann bendétigt Algorithmus[5.2.1] mit

B)

Kmax := K, #L
o iy, e # Lo

nicht mehr als
S(CSP,TX(A B) + 1)k:r3nax#7-l-><.7

arithmetische Operationen.

Beweis. Seien b = (t/,s') € Lgxg sowie b = (t,s) € rOWZ(Tx(A B),b’) \ {V'}, dann

fallen fiir die Multiplikation von Ay ; € REw*Ke mit S, € RE*Ls nicht mehr als
2# Ky # K #Ls < 2k3 .. und analog fiir die Multiplikation von Ay Sy € REwxLs it
(Bys)* € REs*Ly nicht mehr als 24 Ky# L # Ly < 2k3 . arithmetische Operationen
an. Hinzu kommen durch die Subtraktion CN’t/73/ — Ay +Sp(By s)* maximal k2. < k3.
arithmetische Operationen. Pro Durchlauf der inneren Schleife entstehen also hochstens

5kr?;1ax
und damit fiir jeden Durchlauf der &ufseren Schleife — ohne das Losen des dortigen
Diagonalsystems — maximal
Z 5k?nax < Z 5k:rgnax < 5CSp’TX(A,B) k?nax (511>
berow (TX(A,B) BON{B'Y berow— (TX(AYB> )

arithmetische Operationen.

Da die Voraussetzungen von Lemma [5.2.2] erfiillt sind, existieren die Cholesky-Zerle-
gungen von At’,t’ und By . Mit Atlﬂy e REv*Ey und By ¢ € RELs*Ly sowie #Ky <
kmax und #Lg < kpax bendtigt die Berechnung der Cholesky-Zerlegung jeweils nicht
mehr als

Ly (5.12)

3 max

arithmetische Operationen. Diese Aussage ist z.B. in [49, Kapitel 3 Abschnitt 2.1] zu
finden. Analog zu der Konvention dieser Arbeit werden dort nur Multiplikation und
Additionen betrachtet, die in [49, Kapitel 3 Algorithmus 2.1| auftretenden kyax Auswer-
tungen der Wurzelfunktion also ignoriert. In [24, Algorithmus 4.1.1] ist eine allgemeinere
Form der Cholesky-Zerlegung angegeben, die ohne die Wurzelfunktion auskommt. Die
dort erforderliche Anzahl an arithmetischen Operationen ist — angewendet auf die hier
betrachteten Matrizen — ebenfalls durch beschréankt.
Fiir das Vorwérts- und Riickwértseinsetzen (vgl. bzw. (5.6)) entsteht jeweils ein
maximaler Aufwand von
2kmasxkia = 2K3

max max

(5.13)
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arithmetischen Operationen (siche z.B. [49, Kapitel 3 Abschnitt 1.5]).
Das Losen des Diagonalsystems erfordert somit insgesamt nicht mehr als
2.3 3 3
—ko A 4ks . <5k

3 max max — max

(5.14)

arithmetische Operationen.
Mit (5.11]) und (5.14)) entsteht insgesamt ein maximaler Aufwand von

Z (5CSP’TX(A B) kr%lax T 5k§13"‘) - 5(CSPv7—V + l)kilax#ﬁlxj

~(A,B)
Velrwg

S 5(CSP7T + 1)k§nax#7}><7

~(A,B)

fiir Algorithmus [5.2.T], also fiir einen Schritt des Gauf-Seidel-Verfahrens. O

Bemerkung 5.2.5 (Allgemeine lineare Matrixgleichung). Wir betrachten in dieser Be-
merkung den Aufwand eines Gauf-Seidel-Schritts fir das auf einer allgemeinen linearen
Matrizgleichung basierende Matrix-Galerkin-Gleichungssystem. Es seien hierfir die Vor-
aussetzungen von Lemma gegeben und wir bezeichnen fir alle i € {1,..., N} mit
Tx<AiaBi) den auf der Blockrelation =(AnB) bzgl. A; und B; in Tzxy — basierenden
Relationsbaum. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass alle diese Relationsbdume Cgp-
schwachbesetzt sind — also mit dem gleichen Csp, € N — und setzen analog zu Lemma
k = K, #L}.
max tE%E;}GCTj{# ta# s}
Da das Matriz-Galerkin-Gleichungssystem fiir eine allgemeine lineare Matrizgleichung
unter Verwendung der (algorithmischen) Schreibweise mit Interaktionsmatrizen die Form

N
Z Z (Ai)t’,tsb((Bi)s’,s)* =VuCWy fiiT‘ alle b = (t/, S/) S L"IXJ

=1 b:(tvs)EEZXJ

annimmt, entstehen fiir jeden Durchlauf der duferen Schleife aus Algorithmus —
ohne das Léosen des Diagonalsystems — maximal

> > 5k2 e < BNCopk o (5.15)

—1 -
' berow (Tx(Aini) BOO\{Y'}

arithmetische Operationen — wvgl. (5.11) aus dem Beweis von Lemma m
Es sind die Voraussetzungen von Lemmal5.2.9[(b) erfillt, womit firt/ = (', s') € L1x 7
die Cholesky-Zerlegung von

N
Z(Bi)s',s/ @ (Ag)pp € REs XK x(LyxKy) (5.16)
i=1
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ezistiert. Fir allei € {1,..., N} entstehen fir das Aufstellen von (B;)g ¢ & (Ai)pp nicht
mehr als
2 1.2 4
kmakaax = kmax
arithmetische Operationen — vgl. Bemerkung|[2.2.3 iiber die Darstellung der Eintrige des
Kronecker-Produkts zweier Matrizen. Damit ldsst sich die Matriz aus (5.16)) mit einem
Aufwand von mazimal

N
Z kﬁiax = Nkfnax
i=1

konstruieren.
Es gilt #(Ly x Ky) < k2.,
nicht mehr als

womit die Berechnung der Cholesky-Zerlegung von ([5.16))
1

Z (k2

5

und das Auflosen des Diagonalsystems nicht mehr als

2(k2

max

)3 — 2k6

max

arithmetische Operationen erfordert — vgl. (5.12)) und (5.13)) aus dem Beweis von Lemma
[5-2] Der Aufwand zur Berechnung einer Losung des Diagonalsystems lisst sich somit
durch

(5.17)

max max

1
Nkfnax + gkgnax + 2k1§nax < Nk4 + 3k6

beschranken.

Mit (5.15) und (5.17) entsteht also insgesamt ein maximaler Aufwand von

D (BNCiapkdae + N + 3k50) < ONCiph o + Nk + 35S, )# T2 5 (5.18)
Velrxwyg

fir einen Schritt des Gaufs-Seidel-Verfahrens bei Vorliegen einer allgemeinen linearen
Matrizgleichung.

Die Tatsache, dass die Abschdtzung fir N = 1 nicht der aus Lemma m
entspricht, ist dem Umstand geschuldet, dass das Diagonalsystem dort nicht mit der
Cholesky-Zerlegung des Kronecker-Produkts, sondern mit den Zerleqgungen der einzelnen
Interaktionsmatrizen geldst wird.

5.3 pcg-Verfahren

Eine Definition sowie ausfiihrliche Analyse des Verfahrens der konjugierten Gradienten
— auch cg- Verfahren genannt (von engl. conjugate gradient) — sowie dessen vorkonditio-
nierte Variante — auch pcg- Verfahren genannt (von engl. preconditioning) — ist z.B. in
[33, Kapitel 9] zu finden. Fiir eine allgemeinere Diskussion des Vorkonditionierens linearer
Gleichungssysteme, sei auf z.B. [33, Abschnitt 8.3] und [40, Kapitel 10] verwiesen.
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Wie zu Beginn dieses Kapitels motiviert, werden wir in diesem Abschnitt die Operator-
darstellung eines Matrix-Galerkin-Gleichungssystems verwenden. Dafiir seien 774 7 wie-
der ein Blockbaum, V7, und W7, zwei Clusterbasen mit Rangverteilungen K7, bzw. L7,
sowie A € RP*Z und B € R7*J zwei Matrizen. Wir betrachten den Matrix-Galerkin-
Operator G bzgl. dieser Parameter und bezeichnen den zugrundeliegenden Kopplungs-
raum bzgl. Tz 7, K7, und L7, wieder mit V. Fiir C' € RZ*J definieren wir die rechte
Seite iiber C := (V*CWs)(t,s)ecs,, € V und suchen die Lésung S € V der Operatorglei-
chung

Gg(S)==_C. (5.19)

Es sei im Folgenden angenommen, dass G bzgl. des Kopplungsskalarprodukts (-, )z po-
sitiv definit ist, also

(G(X), X)z>0 fiiralle X € V\ {0}

gilt. Dies ist gewahrleistet, wenn die zugrundeliegende Bilinearform geeignete Eigenschaf-
ten erfiillt — vgl. Bemerkung5.1.5|zusammen mit der Diskussion aus Abschnitt (z.B.
Lemma 4.1.1)). Definieren wir das Funktional

1
F: V=R X E(Q(X),X) —(C, X)m, (5.20)
so folgt mit [33, Lemma 9.1.1], dass ein S € V die Minimierungsaufgabe
F(S) — min! (5.21)

genau dann 16st, wenn S die Gleichung erfiillt.

Sowohl im cg- als auch im pcg-Verfahren ist die Grundidee, ausgehend von einer aktu-
ellen Ndherung S €V der gesuchten Losung eine Suchrichtung P € V und eine optimale
Schrittweite Aopy € R so zu bestimmen, dass fiir die Korrektur S @ Aopt 1P €V die
Eigenschaft

F(SHBAp DP) < F(SHAEP) fiir alle A € R

gilt. Damit néhern sich die Iterierten der Lésung von und somit auch der von
an. Fiir diese Betrachtungen sowie die Diskussion hinsichtlich der Wahl von P € V
und Aopt € R sei auf [33, Abschnitt 9.1.2, 9.3 und 9.4| verwiesen.

Algorithmus fithrt das pcg-Verfahren basierend auf der Gleichung durch.
Nach der Initialisierung der Startwerte wird so lange iteriert, bis der Fehler — dort mit
Error bezeichnet — in einem geeigneten Sinne , klein“ ist oder fiir die aktuelle Suchrich-
tung P = 0 gilt (vgl. [33, Remark 9.4.1 (c)|).

Durch die Diskussion {iber den Aufwand der in Algorithmus verwendeten Ope-
rationen aus Abschnitt lasst sich die maximale Anzahl arithmetischer Operationen
flir einen Schritt des pcg-Verfahrens abschétzen. Hierbei wird die Initialisierungsphase
ignoriert, also in Lemma [5.3.1] nur ein Durchlauf der while-Schleife aus Algorithmus
betrachtet.

Lemma 5.3.1 (Aufwand von Algorithmus [5.3.1)). Seien Tzx 7 ein Blockbaum, A € RT*T
und B € RI*T sowie Vr, und Wy, zwei Clusterbasen mit Rangverteilungen K, bzw.
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Algorithmus 5.3.1 Losen des Gleichungssystems G(S) = C zur Bestimmung von S € V
fiir eine gegebenen rechte Seite C := (V;"CWs)(1.s)er;,, € V mit C € RT*J durch das
pcg-Verfahren. G : V — V bezeichnet hier den Matrix-Galerkin-Operator bzgl. eines
Blockbaums 7z 7, zweier Clusterbasen V7, und W7, mit Rangverteilungen K7, bzw.
L7, und zweier Matrizen A € RI*T sowie B € RY*Y auf dem zugrundeliegenden Kopp-
lungsraum V bzgl. Tz« 7, K7, und L.

procedure PCG__METHOD(G, S, C, ¢)
R+ CHG(S)
Q < PRECONDITION(R)
P+Q
while Error > ¢ and P # 0 do
Y « G(P)
A+ (P.R)m/(P,Y)g
S+« SHNIP
R+ RBEMNIY
Q < PRECONDITION(R)
1 (Q Y)m/(P, Y)g
P+~ QBHuEP
end while
end procedure

Algorithmusbeschreibung. Dieser Algorithmus fihrt nach der Initialisierung von R,
Q und P solange Schritte des pcg-Verfahrens aus, bis entweder der Fehler in einem
geeigneten Sinne — hier durch den Ausdruck Error charakterisiert — kleiner als eine
vorgegebene Schranke € € R~ ist oder fiir die neue Suchrichtung P = 0 gilt. Die Funkti-
on PRECONDITION dient hier als Platzhalter fiir das zum Vorkonditionieren verwendete
Verfahren.
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L7,. Es seien V der Kopplungsraum und G : V — V der Matriz-Galerkin-Operator
bzgl. der entsprechenden Parameter, =(a,B die Matriz-Galerkin-Blockrelation bzgl. A

und B in Trxg sowie T< der zugehdrige Relationsbaum. Des Weiteren sei T=

~(A,B) “(A,B)

-sch
CSP’TX(A,B) schwachbesetzt,

k =  max K, #L
max tG'TI,SETJ{# t7# }
und es existiere ein Cpre(kmax, Tzx7) € N so, dass die Auswertung der Funktion PRE-

CONDITION nicht mehr als Cpre(kmax, Tzx7) arithmetische Operationen erfordert, dann
ist der Aufwand eines Durchlaufs der while-Schleife aus Algorithmus durch

(12kr2nax + SCSp TA(A max)#EXJ + Cpre(kmaXa EXJ) +2
beschrinkt.

Beweis. Die folgende Tabelle gibt die Anzahl der auftretenden Operationen sowie die
oberen Schranken fiir deren Aufwand nach Lemma bzw. Bemerkung an.

Operation Anzahl | Aufwand pro Operation
| 8,0 6 k2 H T
<'7 > 3 2kr2nax#7’I><\7
Auswertung von G 1 5CSP’TX<A,B) k3 o T
PRECONDITION 1 Core(kmax, Tzx7)
Division in R 2 1

Es entstehen also insgesamt maximal
(12kr2nax + 5CSP,TX(A B) k?nax)#’]}Xj + Cpre(kmaX7 EXJ) + 2

arithmetische Operationen fiir einen Durchlauf der while-Schleife aus Algorithmus [5.3.1
O

Bemerkung 5.3.2 (Allgemeine lineare Matrixgleichung). Es seien die Voraussetzungen
von Lemma gegeben, wobei wir anstatt A und B fir ein N € N die Matrizen
A; € RP*T ynd B; € RIXI fiir alle 1 € {1,..., N} betrachten.

In Analogie zu Bemerkzung bezeichnen wir mit T“<A fur allei € {1,...,N} den
auf der Blockrelation = (A:,B)) — bzgl. A; und B; in Tzxg — baszerenden Relatzonsbaum
und nehmen an, dass alle diese Biume Csp-schwachbesetzt seien — also mit dem glezchen
Csp € N. Das Matriz-Galerkin-Gleichungssystem ldsst sich fir C' € RZ*J sowie C :

(VECWs)@,s)eLsy, €V schreiben als

N
=1

wobei S € V die zu berechnende Losung und G; fir alle i € {1,...,N} den Matriz-
Galerkin-Operator bzgl. Tzxg, Ai, Bi, Vi und Wy, bezeichne. Wir nehmen an, dass
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die Auswertung der Funktion PRECONDITION nicht mehr als Cpre N(kmax, Tzx7) € N
Operationen erfordert.

Im Unterschied zu der Abschdtzung aus Lemma[5.5.1) entstehen nun N Auswertungen
von Matriz-Galerkin-Operatoren, womit sich in diesem Fall die obere Schranke

(12k12nax + 5NCspk§nax)#7-I><j + Cpre,N(kmaX7 EXJ) + 2

fir einen Durchlauf der while-Schleife aus Algorithmus|5.3.1| ergibt.

5.4 Mehrgitterverfahren

Eine Definition sowie ausfiihrliche Analyse von Mehrgitterverfahren ist z.B. in [31] oder
[33, Kapitel 10] zu finden. Diese Verfahren basieren auf der Existenz einer Hierarchie
von linearen Gleichungssystemen (vgl. [33] Abschnitt 10.1.2]), wobei die eigentlich ge-
suchte Losung durch die des Gleichungssystems auf der hochsten Stufe beschrieben wird.
Typischerweise wird diese Hierarchie durch eine Hierarchie zugrundeliegender Gitter in-
duziert (vgl. z.B. [33 Abschnitt 10.1.2]), worin auch die Bezeichnung Mehrgitterverfahren
begriindet liegt. Das fundamentale Prinzip basiert auf der Tatsache, dass die Gleichungs-
systeme auf niedrigeren Stufen durch eine geringere Anzahl an Freiheitsgraden schnel-
ler /effizienter zu handhaben sind, als die auf hoheren Stufen. Lassen sich nun bestimmte
— niedrigfrequente — Anteile des Fehlers auf groberen Leveln hinreichend genau dar-
stellen und dort reduzieren, dann ist die Losung effizient berechenbar. Ein Verfahren,
mit dem die, auf groberen Gittern schlechter darstellbaren, hochfrequenten Anteile des
Fehlers reduziert werden koénnen, nennt sich Glditter. Fiir eine detailliertere Motivation,
sowohl anhand von Beispielen als auch in einem allgemeinen Kontext, sei wieder auf die
oben angegebenen Referenzen verwiesen.

Fiir den Austausch von Informationen zwischen den Hierarchiestufen miissen sich die
Gleichungssysteme in geeigneter Weise miteinander ,,verbinden lassen. ,,Verbinden“ be-
deutet hier, dass es moglich sein muss, Informationen durch Prolongationen (vgl. [33,
Abschnitt 10.1.3|) auf Systeme hoherer Stufen sowie durch Restriktionen (vgl. [33] Ab-
schnitt 10.1.4]) auf Systeme niedrigerer Stufen zu iibertragen. Dies wird hiufig durch die
Galerkin-Eigenschaft — oder auch das Galerkin-Produkt (vgl. [33], (10.1.26)]) — beschrie-
ben. Die Galerkin-Eigenschaft besagt, dass entweder der Operator des Gleichungssystems
auf einem niedrigen Level direkt oder erst die Prolongation zu dem Gleichungssystem ei-
ne Stufe feiner, dann der dortige Operator und anschliefend die Restriktion ausgewertet
werden kénnen. Durch beide Auswertungen entsteht das gleiche FErgebnis. Dieser Zusam-
menhang lasst sich unter anderem auch ausnutzen, um ausgehend von dem Gleichungs-
system auf der héchsten Hierarchiestufe alle groberen Systeme zu konstruieren — vgl.
z.B. [31, Abschnitt 3.7] oder auch mit Abschnitt

Der vorliegende Abschnitt befasst sich ausschlietlich mit einem Mehrgitterverfahren
in der V-Zyklus-Variante (vgl. z.B. |33, Abschnitt 10.4.]).

In der Terminologie dieser Arbeit ist das einem Matrix-Galerkin-Gleichungssystem
zugrundeliegende Gitter durch einen Blockbaum 7747 — bzw. die Menge L7x 7 dessen
Blatter — gegeben. Wir werden im Folgenden eine Hierarchie von Blockbdumen einfiihren
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und auf Basis dieser in Abschnitt [5.4.2] die benotigte Hierarchie von Matrix-Galerkin-
Gleichungssystemen definieren. Das resultierende Mehrgitterverfahren nennen wir aus
diesem Grund auch Mehrblockverfahren.

5.4.1 Blockhierarchie

Fiir die Definition einer Blockhierarchie legen wir einen Blockbaum 7Tz« 7 zugrunde und
nehmen an, dass dieser den Baum auf der hochsten Stufe der Hierarchie definiert. Aus-
gehend von diesem besteht die Hierarchie dann aus Teilbdumen, deren Wurzeln der von
Tzx 7 entsprechen. Wir setzen also fiir L € Ng den Baum TI(Q7 := Tzx 7 und charakte-

risieren eine Hierarchie (’7'I(i) j)Z:O von Blockbéumen {iber die beiden Bedingungen

TI((;)J -G TIL ) < 7-I><j Tzxg
und _ _
root(’TI(X)j) = root(TI(f}l)) = root(TI(ig) = root(Tzx7)-
Diese Charakterisierung halten wir in der nachstehenden Definition fest.

Definition 5.4.1 (Blockhierarchie) Seien Tzx 7 ein Blockbaum und L € Ny, dann nen-
nen wir eimn Tupel (sz j) o von Blockbiumen Blockhierarchie bzgl. Tzx 7, wenn

(i) 7}(27 = Tzxg Sowie
(ii) root(’TIXj ) = root(’T(i) ) und 7'1(?71 C ’TI(QJ fiir alle ¢ € {1,...,L}

gelten.

Im Zusammenhang mit einem Matrix-Galerkin-Gleichungssystem sind vor allem die
Blatter von Blockbdumen von Interesse, da diese alle Freiheitsgrade charakterisieren.
Den Zusammenhang dieser Freiheitsgrade einzelner Hierarchiestufen werden wir durch
sogenannte Transferabbildungen beschreiben.

Aus obiger Definition folgen fiir alle £ € {1,..., L} induktiv die beiden Eigenschaften
root(TI(i)j) = root(Tzx7) und TI(QJ C Tzx 7 einer Blockhierarchie. Insbesondere ist
damit fiir alle £ € {0,..., L} und alle b € £Y) ; der Ausdruck sons*(b) sinnvoll definiert,
wobei sons* hier die Nachfahren von b in 7'IX 7 beschreibt. Des Weiteren folgt aus der
Gleichheit der Wurzeln aller Bdume sowie der Definition von Séhnen in Blockbaumen,
dass die Sohnabbildung von 7z 7 eingeschrénkt auf Tz(i) 7\ Egi g fir £€{0,...,L} der

Sohnabbildung in ’Tz(i) 7 entspricht.

Definition 5.4.2 (Transferabbildung). Seien Tzx 7 ein Blockbaum und (szj)_ o mit
L € Ny eine Blockhierarchie bzgl. Trx7, dann definieren wir fir alle £ € {1,..., L} die
Abbildung

soms® - £ ) — P(LY) ), b sons*(b) N LY, (5.22)

von £g;}) in die Potenzmenge von E(Zij und nennen diese Transferabbildung von L’(ng_})

nach E(I{)(j.
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In obiger Definition ist zu beachten, dass fiir alle b € E(IZQ}) immer son&®) (b) # 0 gilt.

Aufgrund der Definition einer Blockhierarchie gilt fiir alle b € ng_ }) auch b € TI(i) 7

0
IXJ"

Gilt bereits b € E(Ieij, so folgt mit b € sons*(b) insbesondere sons®) (b) # 0. Gilt b €

T\ £Y) ;. dann folgt aufgrund der Gleichheit der Sohnabbildungen von 7,2, und

Tzx 7 auf dieser Menge auch b* € sons™*(b) N E&QJ = 5on8() (b) # 0.
Uber die Transferabbildungen lassen sich nun die Bliitter der feineren Hierarchiestufen
durch die Blétter der groberen Stufen beschreiben.

und nach Lemma K4.3.25| existiert dann ein Nachfahre b* von b in 7'1(1;) 7 mit b* € L

Lemma 5.4.3 (Blockhierarchie). Seien Tzx s ein Blockbaum und (7' )e o mit L € Ny
eine Blockhierarchie bzgl. Tz« 7, dann gilt

= |J s ) (5.23)
beLy

fiir alle € € {1,...,L}.

Beweis. Sei £ € {1,..., L}. Wir zeigen zuerst, dass die Vereinigung auf der rechten Seite
von - dlsjunkt ist. Seien dafiir by, by € E(g ) mit by # be, dann gilt insbesondere
b1,by € Tzx 7. Es existieren nun jeweils Pfade von root(TIXJ) nach by bzw. by in Tzx 7.
Angenommen es gilt sons*(by) N sons*(by) # 0, dann existiert fiir alle b* € sons*(by) N
sons*(be) in Tz« 7 ein Pfad von b; nach b* und ein Pfad von by nach b*. Setzen wir diese
Pfade mit den entsprechenden Pfaden von der Wurzel zu b; bzw. by zusammen, wiirden
mit by # be zwei unterschiedliche Pfade von root(7zx7) nach b* in Tz. 7 existieren.
Dies ist ein Widerspruch zur Baumeigenschaft, womit sons*(by) N sons*(bg) = () folgt.
Insgesamt ergibt sich also

sons) (by) N sond® (by) = (sons*(by) N E(I{)(j) N (sons*(b2) N E(I{)(j)
= (sons*(by) Nsons*(b2)) N L'(IQJ

Wir zeigen nun die Mengengleichheit durch zwei Inklusionen.
22" Sel b* € Uy pey sons(?) (b), dann existiert ein b € £ ) mit b* € sons?(b),

womit b* € sons*(b) N E(IQ 7 und damit insbesondere b* € E(ZQ

»C: Sel b* € £(IQJ, dann existiert ein Pfad (b, ..., b}) mit n € Ny von root(T(E) ) =

root(TI(i}l)) nach b* in I(i)j. Unter Verwendung von b* € E(é)j sowie TIXJ) C Tz(i)j

1)
2.

7 folgt.

folgt mit einer Induktion iiber n € Ny die Existenz eines ng € {0,...,n} mit by, € E(IEX
Es gilt also b* € sons*(b;; ) N E;QJ, was b* € so—né(é)(bzo) und damit

b* e U sons¥) (b)

el
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bedeutet. O

Das folgende Beispiel gibt die Konstruktion einer konkreten Blockhierarchie an, wie
sie spéter in dem Abschnitt iiber die numerischen Ergebnisse Verwendung finden wird.

Beispiel 5.4.4 (Blockhierarchie). Seien Tz« ein Blockbaum, n := depth(Tzx7) und
L € N<,,. Wir definieren

7}(?7 = Trx7 und

_ . (5.24)
TP = e T, | level(h) <n—(L—0)} firalle (e {1,...,L},

wobei sich die Funktion level wieder auf den Level in Trx s bezieht.
Mit level(root(Tzx 7)) = 0 gilt root(TZ(i}l)) = root(Tzx7) = root(TI(i)j) sowtie nach

Konstruktion Tz(i}l) - TI(QJ fiir alle € € {1,...,L}. Durch (5.24)) wird also eine Block-

hierarchie (Tz(i) \7)5:O bzgl. Trx g definiert. Die groberen Blockbiume entstehen durch Ent-

fernen aller Bldtter auf der héchsten Stufe des jeweils feineren Baums. Es folgt somit
direkt depth(T;s, 7)) = depth(T;2 ;) — 1 fiir alle € € {1,...,L}.
Die Transferabbildungen nehmen fir alle £ € {1,..., L} die Form

()
o < L7 = PULYL ), w{{b} Jolls b€ L

sons(b) sonst

an. Durch die Wahl L € N<,, stellen wir sicher, dass der grébste Blockbaum mindestens
aus der Wurzel root(Tzx7) besteht und nicht 7'1(2)J =0 gilt.

5.4.2 Mehrblockverfahren

Basierend auf einer Blockhierarchie im Sinne von Definition 5. 4.l werden wir nun Familien
von Matrix-Galerkin-Operatoren sowie Prolongationen und Restriktionen definieren, die
als Grundlage des Mehrblockverfahrens dienen werden. Wir befassen uns zuerst mit den
beiden letztgenannten Abbildungen.

Prolongation und Restriktion

H2-Matrizen liegen geschachtelte Clusterbasen zugrunde und diese zeichnen sich dadurch
aus, dass Clusterbasismatrizen auf niedrigeren Leveln durch Clusterbasismatrizen auf ho-
heren Leveln unter Zuhilfenahme der entsprechenden Transfermatrizen dargestellt wer-
den konnen (vgl. Definition . Diese Eigenschaft wird im Folgenden verwendet, um
in Bezug auf eine Blockhierarchie eine H2-Matrix bzgl. eines Blockbaums mit niedriger
Stufe durch eine H2-Matrix bzgl. eines Blockbaums einer héheren Stufe darzustellen. Der
Wechsel des einer H?-Matrix zugrundeliegenden Blockbaums fiihrt auf die Definition der
im Folgenden verwendeten Prolongationen bzw. Restriktionen.

An der Deﬁnitionder Transferabbildungen ist zu erkennen, dass der Ubergang von

einem Blatt eines groberen Blockbaums zu einem Blatt des néchstfeineren Blockbaums
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iiber die Nachfahren sons* definiert ist. Es kann also sein, dass i.A. mehr als nur ein Level
im Blockbaum ,,iibersprungen“ wird. Wie oben motiviert, kommt den Transfermatrizen
der zugrundeliegenden Clusterbasen bei so einem Ubergang eine besondere Bedeutung
zu. Aus diesem Grund, sowie zur Vermeidung unnétiger Fallunterscheidungen, werden
nachstehend erweiterte Transfermatrizen eingefiihrt. Diese Definition orientiert sich an
[0, Definition 5.27|. Es lésst sich direkt nachrechnen, dass die im Folgenden verwendete
Darstellung dquivalent zu der in [6, Definition 5.27] ist, womit sich die dort bewiesenen
Aussagen auf die hier verwendete Definition iibertragen lassen.

Definition 5.4.5 (Erweiterte Transfermatrix). Seien ein Clusterbaum Tz und eine ge-
schachtelte Clusterbasis (V, E, K)7, gegeben, dann definieren wir fir alle t € Tz und
t* € sons*(t) die Matriz B,y € RE Kt durch

(5.25)

B EpEgtyyy falls t* # root(Tz) und t* := father(t*) € sons*(t),
(1) * I sonst

und nennen diese erweiterte Transfermatrix von t* nach t — oder einfach nur erweiterte
Transfermatrix, da durch den Index die Zugehorigkeit zu t* und t ersichtlich wird.

Mit der Voraussetzung t* € sons*(t) in obiger Definition, tritt der zweite Fall aus ([5.25)
genau dann ein, wenn t* = ¢t gilt. Es ergibt sich die folgende hilfreiche Aussage iiber die
Darstellung von Clusterbasismatrizen.

Lemma 5.4.6 (Erweiterte Transfermatrix). Seien Tz ein Clusterbaum und (V,E, K)7;,
eine geschachtelte Clusterbasis, dann gilt fir alle t € Tr und t* € sons™(t) die Gleichheit

Xt Ve = Vi E(t*»t)~
Beweis. Siehe [0, Lemma 6.13]. O

Wir werden nun die fiir die Durchfiihrung des Mehrblockverfahrens benétigten Prolon-
gationen und Restriktionen definieren sowie anschliefend einige Eigenschaften beweisen,
die z.B. bei dem Nachweis der Galerkin-Eigenschaft von Interesse sein werden. In der
folgenden Definition wird verwendet, dass sich die Bldtter auf einer feineren Stufe der
Blockhierarchie durch die Bléatter der nachstgroberen Stufe unter Verwendung der Trans-
ferabbildung darstellen lassen (vgl. Lemma [5.4.3).

Definition 5.4.7 (Prolongation und Restriktion). Seien Tzx7 ein Blockbaum, L e Ny
und (’7'1(?\7»%:0 eine Blockhierarchie bzgl. Trxg. Seien weiter (V, E, K)1, und (W, F, L)T,

zwei geschachtelte Clusterbasen sowie VO der Kopplungsraum bzgl. ’TI(QJ, K, und L,

fiir alle € € {0,...,L}.
Fiir alle £ € {1,..., L} definieren wir die Prolongation auf )

p@ Y= 5y g p0(S)

tiber
(p(@(s))b* = E(t*»t)SbF(2*>s)

222



5.4 Mehrgitterverfahren

fir alle b= (t,s) € ,Cg;}) und b* = (t*, s*) € 5008 (b) sowie die Restriktion auf VY

@ YO Pl g (0(8)

uber

(t(z) (S))b = Z E?t*»t)Sb*F(S*>S)
b*=(t*,s*)€sons(?) (b)

fir alle b= (t,s) € ﬁg;j).

Die Prolongationen stehen in einem engen Zusammenhang mit den Koeffizienteniso-
morphismen aus Definition Sie sind so konstruiert, dass sich der Isomorphismus auf
einer niedrigeren Stufe durch die, im nachstehenden Lemma mit o bezeichnete, Hinterein-
anderausfiihrung der entsprechenden Prolongation mit dem Isomorphismus der néchst-
feineren Stufe darstellen lasst. Des Weiteren sind Prolongationen und Restriktionen iiber
das Kopplungsskalarprodukt verbunden. Der eine Operator entspricht gerade dem bzgl.
(-,-)m adjungierten Operator des anderen. Diese Aussagen werden wir bei dem Nach-
weis der Galerkin-Eigenschaft verwenden. Fiir das Grundprinzip dieser Vorgehensweise
sei z.B. auf [33, Abschnitt 10.6.3| und [31, Abschnitt 3.6] verwiesen.

Lemma 5.4.8 (Eigenschaften). Seien Tzx.7 ein Blockbaum, L € Ng und (7'1(1)3)%:0 eine

Blockhierarchie bzgl. Tzx 7. Seien weiter (V,E, K)7, und (W, F, L)1, 2wei geschachtelte
Clusterbasen, VO der Kopplungsraum bzgl. Tz(i)j, K7, und L7, sowie

MO = H(TL) (V. B, K) 7, (W, F, L)1)

fiir alle £ € {0,...,L}. Es bezeichne (‘13(6))54:0 die Familie der zugehorigen Koeffizienten-

isomorphismen sowie (p'©)k_, die Familie der Prolongationen und (v))L_, die Familie
der Restriktionen, dann gilt fiir alle ¢ € {1,... L}

(a) PO o p© = PE=1) sowie

(b) fiir alle X € V&Y und Y € VO die Gleichheit

(p(X), Y)m = (X, v(Y))m

Beweis. Sei ¢ € {1,...,L}, dann gilt nach Lemma die Darstellung

£l = |J somO@). (5.26)
beLys

Diese Mengengleichheit werden wir ausnutzen, um H2-Matrizen aus M¢1) in M©
darzustellen.
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5 Losungsstrategien

Sei § € V1), dann gilt fiir alle b* = (t*,5%) € £Y) ,

(pD(8))y = EprntySoF ey s) € R X Lax
wobei b = (t,s) € Eg;}) derjenige Block mit b* € sond((b) sei (vgl. (5-26)). Fiir b =
(t,s) € Eg;}) gilt fiir alle b* = (t*,s*) € son8® (b) 1nsbesondere b* = (t*, s*) € sons*(b)
und damit ¢* € sons*(¢) und s* € sons*(s). Mit Lemma iiber die Darstellungen von
Clusterbasismatrizen unter Verwendung erweiterter Transfermatrizen folgt somit fiir alle

b=(t,s) e LY D

> Vi (09 (8))p Wi = > Vi E(opt) SpF (e ) We
b*=(t*,s*)€5ond(4) (b) b*=(t*,5*)csons(0) (b)
= Z (V;‘/*E(t*ﬁ))sb(WS*F(s*»s))*
b*=(t*,s*)€sons () (b)
= Z (Xt V) So (xs* W)™
b*=(t*,s*)esons () (b)
= Xt ViSy W X
bx=(t*,s*)€sond () (b)
Nach ([5.26)) folgt dann
(B 0 p®)(8) =B (p9(8)) = > Vi (pU(8)) W
br=(t*,5*)eLY),
= Vie (p9(S))pe WE
Z . Z t (p ( ))b s (5_27>
b=(t,s)eLy Y br=(t*,s%)esons(*) (b)
= Z > Xt ViSy Wi X
b=(t,5)eLy ) b*=(t*,s*)esons(®) (b)

Wir zeigen nun fiir alle b = (¢, s) € 'ng_}) die Gleichheit

ViS, Wy = > Xt VeSy WX,
b*=(t*,s*)€sons () (b)

womit dann (PE op®)(8) € MU sowie mit der Definition von B¢~ die zu zeigende
Gleichheit folgt.

Sei b = (t,s) € ﬁ(IXJ), dann gilt nach Definition son8(®)(b) = sons*(b) N C(IQJ, also
insbesondere b* € sons*(b) fiir alle b* € sond(® (b). Fiir alle b* € sons*(b) gilt b € pred(b*)
und da Tzx 7 ein Clusterbaum fiir die Indexmenge Z x J ist, folgt nach Korollar [3.1.4]
b* C b. Es gilt also

bD U b, (5.28)

b* esons*® (b)ﬁﬁ(zez< 7
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5.4 Mehrgitterverfahren

©

wobei sich die Disjunktheit der Vereinigung aus der Disjunktheit aller Blétter in L7 ;

ergibt (vgl. Korollar [3.2.5)).

Wir zeigen nun, dass auch

bC U b* (5.29)

b* €sons* (b)ﬁﬁgz< 7

gilt und orientieren uns hierfiir an dem Beweis von [0, Corollary 3.9].
Sei (i,7) € b, dann definieren wir

Biij) = {b" €sons*()) N T, | (i.5) € b*}.
Mit b € L’gx_}) - 7}(9\7 und b € sons*(b) folgt b € By, j), also B(; jy # 0. Es sind Tz 7
und damit auch 7'1(9 7 < Tzx 7 endliche Mengen, womit ein b* € B(i7j) mit

level(b*) = max{level(b) | b€ B ;}

existiert. Angenommen es gilt b* ¢ Egi

7» dann muss es aufgrund der Clusterbaumei-
genschaft ein b** € 7'I(i)J mit b** € sons(b*) und (i,5) € b** geben — hierbei ist die
Gleichheit der Sohnabbildungen von 7z s und 7'1(9] in ’TI(? 7\ E(Iei 7 zu beachten. Es
folgt dann

level(b™) = level(b*) + 1 > level(b)

und b** € sons™(b) N Tz(i)j’ also b** € By; ;). Dies steht im Widerspruch zu der Wahl von

0

b, womit b* € L) folgt.

Wir haben also gezeigt, dass fiir alle (i, j) € b ein b* € sons*(b) N Egij mit (,j) € b*

existiert und somit ([5.29)) gilt. Zusammen mit ([5.28]) gilt dann insgesamt

N U

b*esons*(b)NLY), b*esont(®) (b)
Unter Verwendung dieser Aussage folgt — mit b = (¢, s) € E(If—}) _ die Gleichheit

ViSWi = xiViSiWixs = Y eie;ViSyWieje]
(i.)€b=tx3
= Z Z eief‘/}SbW:ejej

br=(t*,5*)€5on8() (b) (4,5)€b*=* x &+

= > Xt ViSy Wi X
b*=(t*,s*)esons(®) (b)

225



5 Losungsstrategien
Diese Darstellungen kénnen wir nun in (5.27)) einsetzen und erhalten

BOop@ys)= Y > Xt VeSy W x s
b=(t,s)eLl D br=(t*,s*)esons(®) (b)

= ). VSw

b=(t,s)eLY Y

=p(s).

Da dies fiir alle S € V1) gilt, erhalten wir die zu beweisende Gleichheit.

Seien X € V1 und Y € VO sowie b = (t,s) € ,ng_}) und b* = (t*,s%) €
5008 (b), dann gilt

(P X))y (Vo) o = Bty XoFsens)s Yor) o = (Xby Efyep iy Yor Flsrms)) o

Aus (5.26)), der Definition des Kopplungsskalarprodukts sowie der Definition der Restrik-
tion folgt

((X), Y)g = > (" (X))o, (Y)or)

——C

-y > N (V)

b=(t,s)eL ) b*=(t*,s*)esons(®) (b)

= Z Z <Xb’E{t*>t)n*F(S*>S)>F
b=(t,s)e[:¥x_}) b*=(t*,s*)csons () (b)

= Z <Xb7 Z EEkt*>t)le)*F(s*>s)>
b=(t,s)eLl, ) b =(t*,s*)€sons(®) (b) P
= > X ),

b=(t,s)eLy

= <X> t(Z) (Y) >

Mehrblocksystem

Alle fiir das Mehrblockverfahren benétigten Grofsen nennen wir ein Mehrblocksystem. Die-
ses basiert auf einer Blockhierarchie und besteht neben den Matrix-Galerkin-Operatoren
auf allen Leveln aus den Prolongationen sowie Restriktionen, die die Verbindungen der
einzelnen Hierarchiestufen abbilden. Diese Verbindungen werden im Anschluss an die
folgende Definition durch den Nachweis der Galerkin-Eigenschaft verdeutlicht.
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5.4 Mehrgitterverfahren

Definition 5.4.9 (Mehrblocksystem). Seien Tzx ein Blockbaum, A € RT*T und B €
RI*JT (Tz(i)j)éL:O mit L € Ny eine Blockhierarchie bzgl. Trxg sowie (V,E,K)7, und
(W, F,L)7, 2wei geschachtelte Clusterbasen.

Fiir alle £ € {0,...,L} seien VO der Kopplungsraum bzgl. ’Tz(i)j, K7, und L1, sowie
GO . vy 5 YO der Matriz-Galerkin-Operator bzgl. ’TI(?J, A, B, (V,E,K)7, und
(W,F,L)7,. Des Weiteren seien p®@ . VY 5 YO die Prolongation auf VO und
@ YO - Y= die Restriktion auf V=V fiir alle ¢ € {1,...,L}, dann nennen wir
das Tripel

(6D, (p)Er, (()E)

Mehrblocksystem bzgl. (’TI(QJ)ZE:O, A, B, (V,E,K), und (W, F,L)1,. Falls nicht anders
angegeben, setzen wir hierbei im Folgenden implizit voraus, dass bei der Verwendung eines
Mehrblocksystems (V(ﬁ))ZLZO die Familie der zugrundeliegenden Kopplungsrdume darstellt.

Lemma 5.4.10 (Galerkin-Eigenschaft). Seien (7}(i)j)£:0 mit L € Ngy eine Blockhier-
archie bzgl. eines Blockbaums Tzx7, A € RTXT und B € RI*T zwei Matrizen sowie
(V,E,K)7; und (W, F, L)1, zwei geschachtelte Clusterbasen.

Es bezeichne B B .
(60, 6y, (DE)

das Mehrblocksystem bzgl. dieser Parameter, dann gilt fir alle ¢ € {1,...,L} die Galer-

kin-Eigenschaft
G- — & 5 g0 o p(f)_

Beweis. Seien £ € {1,..., L} und
a: R xR 4R, (X,Y)~ (AXB*Y),

die dem Matrix-Galerkin-Gleichungssystem bzgl. obiger Parameter zugrundeliegende Bi-
linearform.

Wir definieren wieder M1 .= 7—[2(7;}(5‘71), (V,E,K)7;,(W,F,L)T,) sowie MO =
H2(7}(f<)J7 (V,E,K)7;,(W, F,L)7,) und bezeichnen mit P und PO die Koeffizien-
tenisomorphismen von M1 bzw. M® . Nach Bemerkung und Lemma gilt
fiir alle X, Y € V1 die Gleichheit

(G V(X),Y)

(=]
I
S
k)
()
<
—
o
B
~
|
=
—
=<
~—
~—

Da dies fiir alle X,Y € V1 gilt, folgt
GU=1 — (& 5 g0 o p(f)_
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Mehrblockverfahren

Wie eingangs dieses Unterkapitels erwahnt, werden wir uns auf die Definition ei-
nes Mehrgitterverfahrens — hier eines Mehrblockverfahrens — in der V-Zyklus-Variante
beschranken. In Algorithmus [5.4.1]ist ein Schritt dieses Verfahrens beschrieben. Die Aus-
wertung des Glatters wird dort durch den Platzhalter SMOOTHING charakterisiert und
v1,v9 € N sei die Anzahl der verwendeten Vor- bzw. Nachgldttungsschritte.

Wir schétzen nun den Aufwand von Algorithmus — also eines Schritts des Mehr-
blockverfahrens — ab. Hierbei wird davon ausgegangen, dass die Koeffizientenmatrizen
der Prolongationen und Restriktionen in der durch Definition [5.4.7] gegebenen Form vor-
liegen. Des Weiteren wird vorausgesetzt, dass alle Matrix-Galerkin-Relationsbdume, die
die entsprechenden Matrix-Galerkin-Operatoren auf allen Hierarchiestufen beschreiben,
bzgl. des gleichen Cy, € N Cg,-schwachbesetzt sind. Es ist dabei zu beachten, dass sich
eine Blockrelation in einem feineren Blockbaum durch Einschrankung ebenfalls als ei-
ne Blockrelation in jedem groberen Blockbaum der Hierarchie betrachten lésst. Fiir den
Aufwand des Losens auf dem grobsten Level sowie den Aufwand des Gléattens wird —
in Analogie zur Auswertung des Vorkonditionierers im pcg-Verfahren (vgl. Lemma
— jeweils ein Platzhalter verwendet.

Lemma 5.4.11 (Aufwand von Algorithmus [5.4.1). Seien (TI(i)j)éizo mit L € Ny eine
Blockhierarchie bzgl. eines Blockbaums Trx7, A € RP*T und B € RI*I zwei Matrizen
sowie (V, E, K)1, und (W, F,L)7, 2wei geschachtelte Clusterbasen. Es sei weiter

(60, 6y, (DE)

das Mehrblocksystem bzgl. obiger Parameter, die Matriz- Galerkin-Blockrelation

~(A,B)
bzgl. A und B in Tzxg — und damit durch Einschrinkung auch in TI(?J fir alle ¢ €
{0,...,L — 1} — sowie die zugehérigen Relationsbiume TX(?A 5 fiir alle ¢ € {0,...,L}
CSpﬂ’x(A 5 -schwachbesetzt. Des Weiteren ses

kmax = K, #L
ma; te%%érj{# t # s}

und der Aufwand des Lésens der Operatorgleichung auf dem Level £ = 0 sei durch
Csol(kmax,’]-z(g)j) € N sowie der Aufwand der Anwendung des Gldtters fir alle ¢ €

{1,..., L} durch Csmo(kmax, 7'I(Q7) € N beschrdankt, dann benotigt Algorithmus|5.4. 1| nicht
mehr als

L
14
((5CSP’TX(A,B) + 8) k?nax + 2k12nax) ; #lTI(X)J

+ Csol(k;mam 7}5?27) + Z(Vl + VQ)Csmo(kmaxv 7}(i)j)

L
(=1

arithmetische Operationen.
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5.4 Mehrgitterverfahren

Algorithmus 5.4.1 Ein Schritt des Mehrblockverfahrens fiir ein mit L € Ny durch
<(g(6))eL:0>(P(Z))%:1,(t(e))ZL:J gegebenes Mehrblocksystem bzgl. einer Blockhierarchie

(TI(Q j)%:oa zweier Matrizen A € R?*% und B € R7*7 sowie zwei geschachtelter Cluster-
basen (V,E, K)7; und (W, F, L)1, zur Berechnung der Losung von g(sh)y = ¢

mit rechter Seite &) := (V;CWy) () € VD fir C e RTX .
(t,8)ELTY 7

procedure MULTIBLOCK _STEP({, S(), C(¥)
if £ > 0 then
for i =1 to 11 do
SMOOTHING(S®), C(®)
end for
DO «— g (s)ygc®
C-)  O(D®)
St 0
MULTIBLOCK _STEP({ — 1, S¢=1) C=1)
SO « 8 gp®)(st-1))
for i =1 to s do
sSMOOTHING(S®), C¥)
end for
else
S0) (g(O))—l(C(O))
end if
end procedure

Algorithmusbeschreibung. Der initiale Aufruf dieses Algorithmus geschieht mit dem
Tripel (L,S™), CH)). Gilt £ > 0, so werden v, € N Schritte des Glitters SMOOTHING
ausgefihrt, dann der Defekt g@)(S((Z)) HCW durch die Restriktion v auf den ndichst-
gréoberen Level transportiert und die Funktion MULTIBLOCK STEP mit { — 1 und den
entsprechenden Parametern rekursiv aufgerufen. Nach der Riickkehr aus der Rekursion
wird SO durch die prolongierte Losung des groberen Levels korrigiert. Es folgen vy € N
Anwendungen des Glitters.

Gilt £ = 0, so wird die Matriz-Galerkin-Operatorgleichung — bzw. das Matriz-Galerkin-
Gleichungssystem — exakt geldst.
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Beweis. Sei £ € {1,...,L}. Wir betrachten zuerst den maximalen Aufwand fiir die
Auswertung der Restriktion (¥ (D®)) und der Prolongation p()(S(~1). Seien hierfiir

b= (t,s) € E(ZZX_;) und b* = (t*, s*) € son8) (b), dann erfordern die Multiplikationen
E(ﬁ,t)SISZil)FE;*»s) S RKt* XL und E(t*;t)D(é)F(s*bs) S RKtXLS

+2k3 = 4k3

max max max

arithmetische Operation. Nach Lemmam

iiber die Darstellung von E(Ii 7 durch E(IZX 7 und sond® ergeben sich fiir die Auswertung
der Prolongation sowie der Restriktion jeweils nicht mehr als

jeweils nicht mehr als 2k3

Z Z 4krsnax - Z 4ki1ax = 4k1§1ax#£g>)<J < 4k§1ax#7-l(f<).,7

beLlf 7D bresons(®) (b) brect) ,

arithmetische Operationen.
Die folgende Tabelle glbt unter Verwendung von Lemma [5.1.6] Bemerkung [5.1.7] und
der Voraussetzung, dass T ) fiir alle £ € {0,...,L} Cyp, T )—schwachbesetzt ist die

Anzahl sowie die oberen Schranken fiir den Aufwand der in Algorlthmus 5.4.1] verwende-
ten Operationen auf jedem Level £ € {1,..., L} an.

Operation Anzahl | Aufwand pro Operation
E 2 maX#E
Auswertung von g 1 5Csp, TX(A max#Tsz
Auswertung von p©, ¢(9) 2 4kiax#7}xj
SMOOTHING v+ 1 Csmo (Fmax, Tz(i)j)

Unter Vernachldssigung des Levels ¢ = 0 entsteht somit ein maximaler Aufwand von

(Vl + VQ)Csmo(k'mam 7-I(f<)j)

o~
I Mm
I,

L
7 (2 5CnTe K+ 8hia ) #TE 7 +
/=1

(Vl + V2)Csmo(kmaX7 ,Tz(i)j)

M

#7}(93 +

M

= ((5Cup7, ) + 8) ki + 2

~
I

1

)
I

Hinzu kommen nun noch maximal Cso)(kmax, 7'1(2)3) arithmetische Operationen fiir das
Lisen von G(0(S(0) = CO) auf Level £ = 0, womit die zu beweisende Aussage folgt. [J

Bemerkung 5.4.12 (Allgemeine lineare Matrixgleichung). Es seien die Voraussetzungen

von Lemma gegeben, wobei wir wieder (vgl. Bemerkung anstatt A und B fiir

ein N € N die Matrizen A; € RE*T und B; € R7*7 fiir allei € {1,..., N} betrachten.
Sei 0 € {0,...,L}, dann bezeichnen wir fiir alle i € {1,..., N} mit

gy 5y
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den Matriz- Galerkin-Operator bzgl. TIxj’ A;, B; sowie der beiden gegebenen Clusterba-
sen. Mit C) .= (V*CWy) e VO fiir eine Matriz C' € RT*7 sind wir an der

Losung S@ e VL) yon

(ts)ect)

N = - —
> gH(s®) =cb
=0

interessiert.
Fiir allei € {1,..., N} bezeichnen wir mit = (A:B)) die Matriz-Galerkin-Blockrelation

bzgl. A; und B; in Tzxg — welche damit durch Einschrinkung auch in 7}(9] fiir alle
¢ €H0,...,L—1} betrachtet werden kann — und nehmen an, dass fir allei € {1,...,N}
und alle ¢ € {0,..., L} die Relationsbiume T

“(A4,B;)
dem gleichen Cgp € N.
Des Weiteren nehmen wir an, dass der Aufwand des Lésens der Operatorgleichung

N
> 60(s®) =
=1

auf Level £ = 0 durch CsoLN(kmaX,TZ((X))j) € N sowie der Aufwand der Anwendung des
Glitters fiir alle ¢ € {0, ..., L} durch CsmoN(Kmax, 7'I(i)J) € N beschrankt ist.

Im Unterschied zu der Abschitzung aus Lemma [5.4.11] entstehen nun auf jedem Le-
vel N Auswertungen von Matriz-Galerkin-Operatoren, womit sich in diesem Fall unter
Verwendung obiger Annahmen der Aufwand von Algorithmus durch

Csp-schwachbesetzt sind — also mit

L
((BNCsp + 8)k3 e + 220y Z #7'I(Q7
/=1

L
l
+ Csol,N( max Ixj + Z v+ V2 smo N(kmaXa 7}(X)j)
(=1
beschrinken ldsst.

5.4.3 Assemblieren

Neben dem Matrix-Galerkin-Operator auf dem feinsten Level einer Blockhierarchie beno-
tigen wir fiir die Durchfithrung des Mehrblockverfahrens die entsprechenden Operatoren
auf allen weiteren Hierarchiestufen. Fiir einen Blockbaum 77 7, zwei Matrizen A € RIxZ
und B € R7*7 sowie zwei geschachtelte Clusterbasen (V, E, K)7;, und (W, F, L)1, wur-
de in Abschnitt diskutiert, wie alle Koeffizienten des zugehorigen Matrix-Galerkin-
Gleichungssystems — und damit auch des entsprechenden Matrix-Galerkin-Operators
— assembliert werden kénnen. Fiir jede weitere Stufe ¢ € {0,...,L — 1}, L € Ny, ei-

ner Blockhierarchie (7'ZX 7) g o bzgl. Tzx 7 lieke sich der zugehorige Operator analog zu

dem auf dem feinsten Level ’7'1(?7 = Tzx s aufstellen. Eine andere Moglichkeit ist die
Verwendung der Galerkin-Eigenschaft aus Lemma [5.4.10| (vgl. auch [31, Abschnitt 3.7]).
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Es bezeichne

((g(e))zizm (P(E))zizla (t(z))gzl)

das Mehrblocksystem bzg]. (T3 )E 0. A, B, (V,E,K)7, und (W, F, L)7,. Wir fixieren
ein ¢ € {1,...,L} und nehmen an, dass alle Koeffizienten des Operators G bereits
berechnet sind. Nach Lemma [5.4.10| gilt die Galerkin-Eigenschaft

G105 G 6 p®),

Fiir ein S € V1) liegt dann das Interesse auf der Darstellung von

(g(é—l)(s))b/ — ((t(f) 0 G® o p(f))(s))b, (5.30)

fiir alle ¥ € E(Ie;}), um die Koeffizienten von G=1) zu bestimmen. Im Folgenden ver-

wenden wir hierfiur wieder die Gleichheit

= U somsO)

beLl D

aus Lemma und wenden die Operatoren der rechten Seite von (5.30|) nacheinander
an. Des Weiteren orientieren wir uns an der Schreibweise der Koeffizienten aller Matrix-
Galerkin-Operatoren iiber Interaktionsmatrizen (vgl. Abschnitt [4.3.3)).
Seien S € V1 sowie
X :=p?(8) e VO,
Y :=G¥(X) e v
und  Z = (Y) e Y,

dann gilt mit (5.30) fiir alle ¥’ = (', ¢') € E(IKX_})

Zy = (t(f)(y))b/ — ((t(f) 0GW o p(f))(s))b, — (9(5_1)(8))1),.

Nach Definition der Prolongation gilt fiir alle b = (¢,s) € Eg;}) und b* = (t*,s*) €

sons(®) (b)
Xir = 08D = B SoFser )

womit fiir alle b"™* = (t*,s'*) € ‘C(I€>)<\7

Y'b/* = (g(e) (X_))b/* = Z At’*,t*Xb* (BS’*,S*)*

br=(t*,5*)eLS),

folgt.

232



5.4 Mehrgitterverfahren

Sei nun b’ = (t',¢') € [,(IZ;}), dann gilt

Zb/ = (t(e) (Y))bl = Z E?t’*»t/)YEJI*F(S,*DS/)
b/*:(t/*,sl*)
esons® (v)
- Z E(t’*»t’ < Z Apre - Xy (B )*)F(S’*>s’)
b/* t/* s ) t* *)
Gm“) v) Eﬁ(zij

= Y B XX v Xe(Ber o) )El)

b =(t'*,s"*) b=(t,s) b*=(t*,s*)
em“) ') Eﬁéﬂy eso—ng(t’)(b)
= Z E(t’*»t’)( > 2 At’*vt*E(t*»waFé*.s)(Bs'*,s*)*)F (5w ")
eso—n§<5) b’) eﬁ(Iny eso—ngm(b)
= Z > D Bl Ave i BontySoF oy (Boe ) Flsrons)
b/* t/* /*) b* t* *)

eggfxy em—métf)(b') e%ﬂé(@()

= 2 22 (Bl Ar e Been) So(Flum Bers Forns)

b (t S) b/* t/* /*) b* t* *)

ect Y emw(b') eso—n§<f~’>()

Damit lassen sich fiir alle v/ = (¢/,¢'),b = (¢, s) € Eg;}) und S, € RE*Ls die Koeffizien-
ten von GV durch die von G iiber die Darstellung

At'isb(BS'»S)* = Z Z (E(t/* »t/)At/* t* E(t*>t))sb( (s'*m»s’ )le*vs*F(s*w))*
b/* t/* /*) b* t* *
Eso—né(e ) emw (b)

charakterisieren.

Obige Gleichung beschreibt lediglich die Anwendung des Operators auf einer groberen
Hierarchiestufe. Sind wir allerdings an der konkreten Berechnung der Koeffizientenma-
trizen Ay ; und By , interessiert, so ist in der speziellen Anwendung die Darstellung der
Blockhierarchie sowie die der Transferabbildung soné®) zu untersuchen. Wir diskutieren
dies anhand des Beispiels [5.4.4] aus Abschnitt [5.4.1} wie es in dem folgenden Kapitel

verwendet, wird.

Beispiel 5.4.13 (Blockhierarchie). Wir betrachten hier die Blockhierarchie <TI(Q7)£=0
aus Beispiel es gelten also die dortigen Voraussetzungen. Des Weiteren seien
A € RPT und B € RT*T zwei Matrizen sowie (V,E,K)7, und (W,F,L), zwei ge-
schachtelte Clusterbasen. Wir fizieren ein £ € {1,..., L} und bezeichnen mit GO sowie
GV die Matria-Galerkin-Operatoren auf den entsprechenden Hierarchiestufen bzgl. obi-
ger Parameter.
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5 Losungsstrategien

Fir alle b = (t',8),b = (t,s) € e L ><j) und Sy € REXLs gilt mit der diesem Beispiel
vorausgegangenen Diskussion

Ay 1Sp(Bs s)" = Z Z (Elpepiry At v Epont)) So(Flep sty Bore s# Flsrws))
b/* t/* /*) b* t* *)
ew—né@) ") eso—né (b)

und die Transferabbildung nimmt fir die hier verwendete Blockhierarchie die Form

b} falls b e £
GO YD e ), bes ) ’ T
IxJ (L1xs) sons(b) sonst

an (vgl. Beispiell5.4.4]). Da wir sons® (V') und sons® (b) zu untersuchen haben, entstehen
somit vier mogliche Fille.

Wir betrachten zuerst den Fall 5on8) (V) = sons(b') = sons™(#') x sonst(s') und
son8(9) (b) = sons(b) = sons™ (t) x sonsT(s), dann gilt
Z Z (E(ﬂ*,ﬂ)At’* t*E(t*yt))Sb( (s’*»s’)BS,*,S*F(S*>S))*
bl* tl* S/*) t* *)

eso—n§<f> ) e%ﬁ%(‘)( )

= < Z Z E(t’*»t’)At/* - Epep )Sb( Z Z 8/*>S,)BS/*7S*F(S*,S))*,

t'*e t*e s'*e
sons™ (') sons™T (¢) sonst (s') sons+(s)

womit sich tiber einen Koeffizientenvergleich

TR SHD Sy e e
t/*€sonst (t) t*€sonst (¢)
Und Bs/’s — Z Z F(:/*>s/)BS/*,S*F(S*>S)

s"*€sonst (s’) s*E€sonsT (s)

ergibt. In der konkreten Implementierung muss hierbei darauf geachtet werden, welche
Form die erweiterten Transfermatrizen annehmen. Diese entsprechen in diesem Fall ent-
weder der normalen Transfermatriz oder der Identitdtsmatriz, je nachdem, ob der be-
trachtete Cluster ein Blatt des Clusterbaums ist oder nicht.

Gilt nun 50080 (b) = {b'} und son8® (b) = sons(b), dann folgt mit einer analogen
Betrachtung

At’,t = Z At’,t*E(t*>t) und Bs’,s = Z Bs’,s* F(s*»s)

t*EsonsT (t) s*€sonst(s)
sowie im Fall von 5008 (b') = sons(b') und sons® (b) = {b}
At/,t = Z (t’*»t’)At/*t und BSI’S = Z F(z’*»#)BS/*,S'
t'*esonst (¢/) s'*€sonst(s’)

In dem verbleibenden Fall sons® (V') = {b'} und son8® (b) = {b} werden keine Transfer-

matrizen bendtigt, da die entsprechenden Koeffizientenmatrizen kopiert werden kénnen.
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Fiir die numerischen Beispiele dieses Kapitels bedeutet die Anwendung des Matrix-Ga-
lerkin-Verfahrens das Aufstellen (vgl. Abschnitt , das Assemblieren (vgl. Abschnitt
sowie das Losen (vgl. Kapitel 5)) des resultierenden Matrix-Galerkin-Gleichungs-
systems. Damit die in besagten Abschnitten angegebenen Aufwandsabschétzungen der
verwendeten Algorithmen einen in der Anzahl der Freiheitsgrade asymptotisch linearen
Aufwand besitzen, miissen einige theoretische Bedingungen erfiillt sein.

Wir betrachten einen Blockbaum 777, zwei Matrizen A € RT*Z und B € RI*J
sowie die Matrix-Galerkin-Blockrelation = AB bzgl. A und B in 7747 und bezeichnen
die =(a B) zugrundeliegenden Matrix-Galerkin-Clusterrelationen wieder mit = 4 und
=p. Es miissen dann Schwachbesetztheitskonstanten fiir

1. den Blockbaum 7z« 7,

2. den Blockrelationsbaum 7~
=(4,B)’

3. die Clusterrelationsbdume TXA und TXB sowie fur
4. die Matrizen A und B

existieren. Die Schwachbesetztheit von T =) wurde in Abschnit‘;@ untersucht. Da-
bei liefs sich diese Eigenschaft zum Teil auf die Relationsbdume und 7 zuriick-
fithren (vgl. Korollar und Lemma [4.3.4)). Dort war es allerdlngb nicht moglich, die
Grofen

Cr, - und C
Ll’TNA,B) L2, T= =(A,B)

allgemein zu beschridnken, da bei Vorliegen von Elementen aus £ZX 7 die verwendete
Zuléssigkeitsbedingung die Struktur dieser Blocke festlegt (vgl. Bemerkung4.3.5)). Durch
die Verwendung konkreter Zuléssigkeitsbedingungen in diesem Kapitel kann diese Liicke
geschlossen werden.

Die Bedingungen, unter denen eine Losung der zugrundeliegenden Variationsformu-
lierung existiert und eindeutig ist, wurden in Abschnitt untersucht. Diese sind dort
durch die Voraussetzungen von Lemma [{.1.2] bzw. Lemma [£.1.4] gegeben. Alle im Fol-
genden verwendeten Matrizen werden positiv definit sein, was dank Lemma eine
hinreichende Bedingung zur Erfiilllung der geforderten Abschétzungen darstellt.

Wir betrachten nun das motivierende Beispiel aus der Einleitung (Abschnitt . Sei
dafiir Q@ € RP mit D € N ein Gebiet und

L= EZ: aax,- (eij(%) (6.1)
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6 Numerische Beispiele

ein linearer Differentialoperator, wobei C : Q) — RP*D it
C(x) = (cij(x)) =, fiir alle z € O

eine Koeffizientenmatrix darstellt. Wie in Kapitel [I| hergeleitet, fiihrt die Diskretisierung
der Operatorgleichung £u = f fiir eine rechte Seite f € L?(Q) mit V := H(Q) auf die
kontinuierliche Variationsformulierung

a(u,v) = (f,v) 2 firalleveV (6.2)

zur Bestimmung einer Losung u € V. Mit einem endlich-dimensionalen Ansatzraum
Vi €V gelangen wir dann zu der Galerkin-Variationsformulierung

a(up,vp) = (f, Uh>L2(Q) fir alle vy, € Vp, (6.3)

um eine Naherungslosung up, € Vi, von u € V aus (6.2) zu bestimmen. Die Abbildung
a:V xV — R beschreibt hierbei eine Bilinearform.

Wie bei der ersten Variante aus der Einleitung sei Z eine geeignete endliche Indexmenge
und (;);ez eine Basis von V}, sowie

Up = § Uh,jPj

JjET

die Darstellung der diskreten Losung als Linearkombination der Basiselemente. Dann
filhrt (6.3) mit @, f € R? sowie A € RT*T, definiert durch

uj =up; und fi:=(f, ©i)12(0)
sowie
agj = a(pj, ¢i) (6.4)
fiir alle 4, j € Z, auf das lineare Gleichungssystem A% = f zur Berechnung von wy,. Hierbei
riickt die Matrixgleichung AX = I in den Fokus.
Im Kontext von Matrix-Galerkin-Relationsbdumen liegt das Interesse auf den Nicht-

Null-Eintrdgen von A. Wie in der Einleitung diskutiert, entstehen diese potentiell nur
dort, wo sich Tréger von Basisfunktionen iiberschneiden. Es gilt also

aij 70 = supp(p;) Nsupp(p;) # 0 (6.5)

fir alle 7,5 € Z (vgl. Kapitel . Da alle in diesem Kapitel auftretenden Matrizen eine
Bedingung der Form erfiillen werden, ist diese fiir die folgenden Betrachtungen von
besonderer Bedeutung.

Die Familie (;);ez stellt durch den Bezug zwischen der diskreten Matrix und der
kontinuierlichen Aufgabenstellung her. Dieses Bindeglied wird im Folgenden verwendet,
um alle auftretenden Matrizen sowie Cluster- und Blockbdume zu beschreiben. Das dort
verwendete Attribut ,,geometrisch* soll dabei verdeutlichen, dass durch (y;);e7 tiblicher-
weise eine Geometrie charakterisiert wird.

Fiir die nun anschlieRenden Betrachtungen seien @ C R” mit D € N ein Gebiet und
eine Funktion immer eine Abbildung von {2 nach R.
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6.1 Geometrische Betrachtungen

6.1 Geometrische Betrachtungen

Wie vorher motiviert, geben die Trager von Funktionen der zur Diskretisierung verwende-
ten Basis Auskunft iiber die Nicht-Null-Eintrége der entstehenden Matrix. Eine Matrix,
deren Eintrédge so eine Eigenschaft erfiillen, nennen wir geometrische Matrix.

Definition 6.1.1 (Geometrische Matrix). Sei Z eine endliche Indexmenge und (vi)iez
eine Familie von Funktionen, dann nennen wir A € RT*T eine geometrische Matrix bzgl.
(¢i)iez, wenn

aij 70 = supp(p;) Nsupp(ei) # 0

fir alle i,5 € T gilt. Ist die zugrundeliegende Familie (p;)icz aus dem Zusammenhang
ersichtlich, lassen wir den Zusatz ,,bzgl. (p;)iez auch vereinfachend weg.

Korollar 6.1.2 (Transponierte Matrix). Sei Z eine endliche Indexmenge, (¢;)icz €eine
Familie von Funktionen und A € RT*T eine geometrische Matriz bzgl. (p;)iez, dann ist
A* € RT*T ebenfalls eine geometrische Matriz bzgl. (p;)ier

Beweis. Seien 4,j € 7 mit a;; # 0, dann gilt aj; 7 0 und da A eine geometrische Matrix
ist, folgt
supp(;) Nsupp(i) = supp(y;) N supp(p;) # 0,

also die Aussage. O

Wir werden nun auch Clusterbdume auf Basis der geometrischen Informationen einer
zugrundeliegenden Familie von Funktionen definieren. Die Definition von geometrischen
Clusterbiumen orientiert sich an [6], Abschnitt 3.3].

Definition 6.1.3 (Geometrischer Clusterbaum). Sei Tz ein Clusterbaum und (¢;)iez
eine Familie von Funktionen, dann nennen wir Tz einen geometrischen Clusterbaum
bzgl. (p;)icz, wenn allen t € Tz ein iberdeckender Quader

Q: := [a1,bi1] X -+ X [ag.p,br.p] C RP

mit at;,be; € R sowie ap; < by fiir alle i € {1,...,D} und

Q= USHPP(%‘) C Qy

i€t

zugeordnet ist. Wir identifizieren dann jeden Clustert mit dem zugehorigen tiberdeckenden
Quader @y und nennen diese auch geometrische Cluster. Des Weiteren lassen wir den
Zusatz ,bzgl. (p;)icz* vereinfachend weg, wenn die zugrundeliegende Familie (;)icr aus
dem Zusammenhang ersichtlich ist.

Es ist hier zu beachten, dass fiir alle t € 77 eines geometrischen Clusterbaums 77 nach
obiger Definition immer Q; # 0 gilt.

Fiir die konkrete Konstruktion geometrischer Clusterbdume — also der iiberdecken-
den Quader — in diversen Anwendungsgebieten sei auf [27, [6] sowie auf [42, [43] [44]
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verwiesen. In dem hier vorliegenden Fall einer zugrundeliegenden Familie (¢;);ez von
Funktionen wird diesen Funktionen typischerweise eine Familie von charakteristischen
Punkten (x;);cz zugeordnet (vgl. [6, Definition 3.21]) und es werden die geometrischen
Cluster @y so konstruiert, dass

z; €Q; firaleiect

gilt. Hierbei ist die géngige Vorgehensweise rekursiver Natur. Es wird also ein tiberdecken-
der Quader
QT‘ = [a’T,17b7‘,1] X X [aT‘,DabT‘,D} c RD
mit
T, €Q, firalleteZ=:r

gewdhlt. Dieser stellt die Wurzel des geometrischen Clusterbaums dar. Anschliefsend ist
eine Koordinatenrichtung zu wihlen, in die @), unterteilt wird. Die S6hne entstehen dann
durch die Einordnung der charakteristischen Punkte in die jeweils neu entstandenen
iiberdeckenden Quader. Genauere Betrachtungen sind in obigen Referenzen zu finden.

Im Folgenden werden wir den Durchmesser und den Abstand von bzw. zwischen zwei
geometrischen Clustern benétigen. Wir fithren diese Begriffe allgemein fiir abgeschlossene
Mengen ein. Eine konkrete Berechnungsvorschrift des Supremums und Infimums in der

nachstehenden Definition im Falle von geometrischen Clustern ist z.B. in [6, Abschnitt
3.3] zu finden.

Definition 6.1.4 (Durchmesser und Abstand). Seien Q,@ C RP zwei abgeschlossene
Mengen, dann nennen wir

diam(Q) == sup{[lz —yll2 | 2,y € Q}
den Durchmesser von Q und
dist(Q, Q) =inf{z —yll» | € Q und y € Q}
den Abstand von QQ und @

Ist die Clusterstrategie fiir einen geometrischen Clusterbaum — also die konkrete Kon-
struktion der @y — so geartet, dass die Durchmesser der geometrischen Cluster mit zu-
nehmender Tiefe im Baum mit einer festen Rate abnehmen, dann nennen wir diesen
Clusterbaum geometrisch kontrahierend.

Definition 6.1.5 (Geometrisch kontrahierend). Sei Tz ein geometrischer Clusterbaum
bzgl. einer Familie (p;)ict von Funktionen. Etistieren Cgeo € Rs1 und lgeo € N so, dass

diam(Q¢+) < Cg&) diam(Qy)

fir alle t € Tz und t* € sons*(t) mit level(t*) — level(t) > lgeo gilt, nennen wir Tz
geometrisch kontrahierend bzgl. Cgeo und £geo.
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6.1 Geometrische Betrachtungen

Bewegen wir uns also in einem geometrisch kontrahierenden Clusterbaum von einem
Cluster £ge, Stufen weiter zu dessen Nachfahren, schrumpfen die Durchmesser der iiber-

deckenden Quader mindestens um den Faktor Cg*eé. Fiir Nachfahren, die einen noch

hoheren Level aufweisen, werden diese Durchmesser dann entsprechend immer Kkleiner,
wie folgendes Lemma zeigt.

Lemma 6.1.6 (Geometrisch kontrahierend). Sei Tz ein geometrischer Clusterbaum bzgl.
einer Familie (p;)icr von Funktionen. Des Weiteren sei Tz geometrisch kontrahierend
bzgl. Cgeo € Ruq und lyeo € N, dann gilt fiir alle t € Tz

diam(Qy+) < Cpeh, diam(Qy)

fiir alle i € N und alle t* € sons*(t) mit level(t*) — level(t) > ilgeo.

Beweis. Sei t € Tz. Wir fithren den Beweis per Induktion iiber ¢ € N. Sei dazu t* €
sons™(t) mit level(t*) — level(t) > lge0, dann folgt

diam(Qy) < Cg_e(l) diam(Q:),

da 77 als geometrisch kontrahierend vorausgesetzt ist.
Sei nun ¢ € N so gegeben, dass
diam(Qp+) < Ol diam(Qy)

geo

fiir alle t* € sons™(t) mit level(t*) — level(t) > ilgeo gilt.
Fiir t* € sons*(t) mit level(t*) — level(t) > (i + 1)lgeo gilt

level(t*) > (i + 1)lgeo + level(t) > lgeo + level(t) > lgeo.
Damit existiert t** € pred(t*) mit level(¢t*) — level(t*T) = lgeo. Seien (tf,...,t%) mit
n € Ny der eindeutige Pfad von root(7z) nach ¢* und (t5*,... t5") mit m € Ny der
eindeutige Pfad von root(77) nach ¢**, dann gilt nach Korollar [2.4.18
pred(t*) = {t5,...,t5} und pred(t*) = {t;",... 5}
Des Weiteren folgt aus t** € pred(t*) nach Korollar [2.4.16

{tot . teFy =pred(#*T) C pred(t*) = {t,...,th}.

Es gilt t* € sons*(t), also ¢t € pred(t*). Wir zeigen nun level(t) < m, womit dann
t € pred(t**) folgt. Aus

level(t*) — level(t) > (i 4+ 1)lge0 > geo

ergibt sich level(t) < level(t*) — fgeo, Was zusammen mit level(t*) — level(t*1) = lgq, die
Abschétzung

level(t) < level(t*) — lgeo = level(t*) — level(t*) + level(*T) = level(t*1) = m
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und somit ¢ € pred(t*T) bzw. t** € sons*(t) liefert.
Aufgrund von level(t*) — level(t*1) = (g, gilt

diam(Q) < Cgety diam(Qye+) (6.6)
sowie
level(t*1) — level(t) = level(t") — fgeo — level(t) > (i + 1)lgeo — Lgeo = igeo-
Die Induktionsvoraussetzung liefert somit

diam(Q-+) < Cyely diam(Qy)

geo

und zusammen mit folgt

diam(Qy+) < Cety diam(Qpe+) < Cli Y diam(Qy),

geo 0

also die Aussage. O

Betrachten wir fiir einen geometrischen Clusterbaum 77 und eine geometrische Matrix

A € RT*T — bzgl. derselben Funktionenfamilie — die Matrix-Galerkin-Clusterrelation

=, bzgl. A in Tz, dann ergibt sich folgende Eigenschaft zweier in Relation stehenden
geometrischen Cluster.

Korollar 6.1.7 (Abstand). Seien Tz ein geometrischer Clusterbaum und A € RT*T eine
geometrische Matriz bzgl. einer Familie (p;)icz von Funktionen sowie =, die Matriz-
Galerkin-Clusterrelation bzgl. A in Tz, dann gilt fir alle t',t € Tz mit t' <, ¢

dist(Qy, Q¢) = 0.

Beweis. Seien t',t € Tz mit ¢’ =<, ¢, dann existiert nach Definition (i,7) € ¢ x £ mit
a;; # 0. Da A eine geometrische Matrix ist, folgt

supp(;) Nsupp(y;) # 0,

was insbesondere fiir die Vereinigung der Trager Q2 NQ; # () und aufgrund von Qy C Qy
sowie Q; C Q¢
diSt(Qt/’ Qt) S diSt(Qt/, Qt) =0

liefert. m

An Korollar [6.1.7]ist zu erkennen, dass die Clusterrelation =, in einem geometrischen
Clusterbaum 77 und bzgl. einer geometrischen Matrix A € RZ*T [okale Informationen
widerspiegelt. Stehen zwei Cluster in Relation, so besitzen die iiberdeckenden Quader
einen Abstand von Null. Vergleichen wir dies mit dem Charakterisierungslemma
dann beschreiben die unzulassigen Blocke des auf = , basierenden Clusterrelationsbaums
7=, genau diese Lokalitit der verwendeten Geometrie bzw. Funktionenfamilie.
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Betrachten wir ¢ € L7 und ¢ € Tz mit ¢ =<, t sowie level(t') = level(t), dann gilt nach
dem Charakterisierungslemma

(t't) e T,

Fir alle t* € sons*(t) mit ¢ =<, t* folgt dann — wieder mit dem Charakterisierungs-
lemma — auch (¢/,t*) € 7=, und damit insbesondere t* € row(7x o). Fir 7= kann
somit keine Schwachbesetztheitskonstante existieren, wenn die Anzahl dieser Nachfahren
von t nicht unabhéngig von #Z beschrankt ist — vgl. mit der Diskussion von CUthA
in Abschnitt insbesondere mit Bemerkung

Motiviert durch diese Betrachtung werden wir eine geometrische Bedingung an die
iiberdeckenden Quader von Clustertupeln aus 'T;A kniipfen. Die Verwendung des Attri-
buts ,lokal“ liegt in der vorherigen Diskussion begriindet.

Definition 6.1.8 (Lokal geometrisch balanciert). Seien Tz ein geometrischer Cluster-
baum und A € RT*T eine geometrische Matriz bzgl. einer Familie (p;)iez von Funktionen
sowie <, die Matriz-Galerkin-Clusterrelation bzgl. A in Tz und T, der zugehirige Re-
lationsbaum. Existiert Cpa € R>1 so, dass

Cp diam(Q;) < diam(Qy) < Char diam(Qy)
fiir alle (t',t) € T;A gilt, nennen wir Tz lokal geometrisch balanciert bzgl. Cpa und A.

Korollar 6.1.9 (Transponierte Matrix). Seien Tz ein geometrischer Clusterbaum und
A € RT*T eine geometrische Matriz bzgl. einer Familie (@;)ier von Funktionen sowie =4
die Matriz-Galerkin-Clusterrelation bzgl. A in Tz und T, der zugehérige Relationsbaum.
Des Weiteren sei Tz lokal geometrisch balanciert bzgl. Cpa € R>1 und A, dann ist Tz
auch lokal geometrisch balanciert bzgl. Cypa und A*.

Beweis. Seien =< ,. die Matrix-Galerkin-Clusterrelation bzgl. A* in 7z und (¢,t') € T= ..
Es gilt dann mit Bemerkung [£.2.31] iiber die Darstellung des transponierten Relations-
baums unter Verwendung der transponierten Matrix (¢',¢) € 7=, also

Ot diam(Qy) < diam(Qy) < Cha diam(Qy).
Hieraus ergibt sich direkt
Cpa diam(Qy) < diam(Qy) < Chay diam(Qy ),

also die zu beweisende Aussage. O

6.2 Anwendungsbeispiele
Dieser Abschnitt befasst sich nun mit den beiden Matrixgleichungen aus Abschnitt

Als Differentialoperator wird hierbei der Laplace-Operator

9* 02

A= -
893% axg
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in R? betrachtet. Des Weiteren werden die entstehenden Matrix-Galerkin-Gleichungs-
systeme mit dem pcg-Verfahren aus Abschnitt gelost und als Vorkonditionierer das
Mehrblockverfahren aus Abschnitt in einer symmetrischen Form verwendet — vgl.
z.B. |33, Abschnitt 10.7| fiir die Definition von symmetrischen Mehrgitterverfahren. Zum
Vorglatten dient hierbei das Gauf-Seidel-Verfahren aus Abschnitt und zum Nach-
glatten das adjungierte Gaufl-Seidel- Verfahren. Die adjungierte Variante entsteht aus
Algorithmus [5.2.1] indem lediglich die Freiheitsgrade — dort also die dufsere for-Schleife
— in umgekehrter Reihenfolge durchlaufen werden. Durch diese Anpassung éndert sich
an dem Aufwand eines Schritts des Verfahrens nichts. Die Abschétzung der maximalen
Anzahl arithmetischer Operationen eines Iterationsschritts (siche Lemma behalt
somit auch fiir das adjungierte Gaufs-Seidel-Verfahren ihre Giiltigkeit. Fiir die Konstruk-
tion der Blockhierarchie wird die Vorgehensweise aus Beispiel [5.4.4] verwendet und das
Assemblieren aller Matrix-Galerkin-Operatoren auf den groberen Stufen geschieht tiber
die Galerkin-Eigenschaft (vgl. Beispiel.

Fiir die folgenden Abschnitte seien 2 C R? ein Gebiet — welches in den entsprechenden
Anwendungen konkret angegeben wird — sowie f € L?(Q) und wir sind an der Losung
u € HY(Q) =V des Dirichlet-Problems

~Au=f (6.7)

mit homogenen Randbedingungen interessiert (vgl. z.B. [I5, Kapitel IT §2]). Die kontinu-
ierliche Variationsformulierung von (6.7 lautet

a(u,v) = (f,v) 2 firalleveV

mit der Bilinearform
a:VxV =R, (uv)— / (Vu(z), Vu(x)), dx
Q

(vgl. z.B. [15, Beispiel 2.10]). Durch die Wahl eines endlich-dimensionalen Teilraums
Vi C V ergibt sich die Galerkin-Variationsformulierung

a(up,vp) = (f, 'Uh)LQ(Q) fir alle vy, € V},

zur Bestimmung einer Naherungslosung up, € Vi von u € V. Wir werden nun die in
Abschnitt vorgestellten Varianten der Wahl von V}, betrachten.

6.2.1 Vorkonditionierer

Die erste Variante der Wahl des Ansatzraums aus Abschnitt [T fiihrt auf ein lineares
Gleichungssystem zur Berechnung der Naherungslosung up € Vj. Im Fokus steht nun die
Konstruktion eines Vorkonditionierers fiir dieses resultierende Gleichungssystem unter
Verwendung des Matrix-Galerkin-Verfahrens. Nach der konkreten Definition des Ansatz-
raums Vj, — und der zu betrachtenden Matrixgleichung — wird der in dieser Anwendung
verwendete Clusterbaum und der darauf basierende Blockbaum angegeben. Anschlieffend
betrachten wir die benotigten Relationsbdume, konstruieren die zugrundeliegende Clu-
sterbasis und diskutieren das — bis jetzt vernachléassigte — Aufstellen der rechten Seite.
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Matrixgleichung

In diesem Abschnitt sei das Einheitsquadrat 2 := [0,1]> C R? als zugrundeliegendes
Gebiet fest gewdhlt. Zur Diskretisierung wird ein Dreiecksgitter verwendet, wobei das
Startgitter sowie die globale Verfeinerungsstrategie in Abbildung [6.1] dargestellt sind.

1 1 1

—> —>

0 0 0
0 1 0 1 0 1

Abbildung 6.1: Startgitter (links) und zwei Schritte der globalen Verfeinerungsstrategie
fiir das Gebiet Q = [0, 1]%.

Fiir eine feste Verfeinerungsstufe sei Z eine geeignete endliche Indexmenge und
(%i)iez (6.8)
die Familie aller inneren Gitterpunkte. Es sei (¢;)iez eine Familie von Funktionen mit

1 falls i = j,
pi(r;) =

0 sonst,

flir alle 4,5 € Z, sowie ¢; fiir alle ¢ € Z linear auf allen Dreiecken. Es lésst sich direkt
nachrechnen, dass (¢;);cz eine Familie von linear unabhéngigen Funktionen darstellt.
Zur Diskretisierung verwenden wir hier nun den Ansatzraum

Vi, = {Zaicpi | «o; € R fiir alle ¢ GI}.
€L

Fiir die Eigenschaft V;, C V sei z.B. auf [15] verwiesen.
Wie in der Einleitung dieser Arbeit sowie zu Beginn dieses Kapitels diskutiert, fiihrt

die Darstellung
Up = Z Uh,jPj
JET
auf das lineare Gleichungssystem

Au=f (6.9)

mit

Uy = upg, fi=(f i) und ay = a(%,soi)Z/QW%(%),Vw(x)bdw
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fiir alle 4, j € Z zur Berechnung der diskreten Losung up, € V. Fiir die Bestimmung eines
Vorkonditionierers des linearen Gleichungssystems betrachten wir die Matrixglei-
chung AX = I bzw. etwas ausfithrlicher geschrieben, die Matrixgleichung

AXIT=1. (6.10)

Aufgrund der Definition des Ansatzraums folgt direkt, dass A Cy, a-schwachbesetzt mit
Csp,a < Tist, da sich nur Trager von Basisfunktionen iiberschneiden, die ein gemeinsames
Dreieck beinhalten. Durch den speziellen Fall des hier verwendeten Gitters in Verbindung
mit der konkreten Bilinearform lasst sich sogar Csp o < 5 zeigen. Fiir die Identitdtsmatrix
gilt #row([l,i) =1 = #col(1, ) fir alle 4, j € Z, also ist diese Cyp, 1-schwachbesetzt mit
Csp,1 = 1. Die positive Definitheit der Identitatsmatrix lasst sich direkt nachrechnen und
fiir die Matrix A ergibt sich diese Eigenschaft aus der Symmetrie und Cy-Koerzivitét
(vgl. Definition der Bilinearform a(-,-) — siehe hierzu auch [I5, 1.5 Poincaré-
Friedrichssche Ungleichung|. Damit sind die in Abschnitt bewiesenen Aussagen auf
die Matrixgleichung anwendbar.

Die Eintréige der Matrix A € RZ*Z sind fiir alle i, j € T iiber

ai; = a(pj, pi) = /Q<V%0j($)vv¢i($)>2 dz

definiert. Da fiir 4,5 € Z die Inklusionen supp(Ve;) C supp(p;) sowie supp(Ve;) C
supp(yp;) gelten, folgt aus a;; # 0 direkt

supp(;) N supp(p;) # 0.

Des Weiteren gilt fiir die Identitdtsmatrix

1 L fallsi =,
(Dij = {

0 sonst

und mit supp(p;) Nsupp(p;) # 0 fiir alle ¢ € 7 insbesondere fiir alle ¢, j € Z mit (I);; # 0
auch

supp(p;) Nsupp(g;) # 0.

A und I sind also geometrische Matrizen bzgl. (¢;)iez.

Wir werden nun eine approximative Losung im #H2-Matrix-Format von mit
dem Matrix-Galerkin-Verfahren bestimmen. Hierfiir fixieren und analysieren wir zuerst
den anschlieffend verwendeten Cluster- und Blockbaum sowie die das Matrix-Galerkin-
Gleichungssystem beschreibenden Relationsbdume.

Cluster- und Blockbaum

Zur Definition eines zugrundeliegenden geometrischen Clusterbaums 77 werden im Fol-
genden die Funktionenfamilie (¢;);c7 sowie die charakteristischen Punkte (x;);cz aus
verwendet. Die Konstruktion der geometrischen Cluster @)y fiir alle t € 77 erfolgt
dabei wie im Anschluss an Definition [6.1.3] skizziert.
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Da das verwendete Gitter global verfeinert wird, sind die Punkte (z;);ez regelméfig
in ) angeordnet. Ein gegebener geometrischer Cluster wird hier immer in die Koordina-
tenrichtung seiner gréfsten Ausdehnung unterteilt und fiir die Wurzel sei

root(77) := Q, := [0,1]* = Q

gewdhlt. Die rekursive Unterteilung wird abgebrochen, sobald fiir einen Cluster ¢t € Tz
und ein vorgegebenes Ny, € N

#t=#{r;€Q; | i€t} < npin (6.11)

gilt. Diese Cluster bilden somit die Blatter in 77. Fiir die nun folgenden Betrachtungen
in diesem Anwendungsbeispiel sei nyi, := 9 fest gewéhlt.

Aufgrund der regelméfigen Anordnung der charakteristischen Punkte in Q wird jede
Koordinatenrichtung nach zwei Stufen einmal unterteilt worden sein. Aus diesem Grund
betrachten wir den Wert

Ceeo = 10in { diam(Qy-)

| t* € sons*(t) mit level(t*) — level(t) = 2} . (6.12)

Numerische Berechnungen haben gezeigt, dass sich égeo fiir die hier verwendeten Verfei-
nerungsstufen — es wurden 225 bis 1046529 Freiheitsgrade gerechnet — in Abhéngigkeit
der Anzahl an Freiheitsgraden nicht verdndert und immer 6’geo > 1.5 gilt. Damit sei der
Clusterbaum 77 im Folgenden fiir die hier verwendeten Verfeinerungsstufen als geome-
trisch kontrahierend bzgl.

Coeo: == 1.5 und lgeo 1= 2

angenommen.
Seien =<, und x; die Matrix-Galerkin-Clusterrelationen bzgl. A bzw. I in 77 sowie
T=, und 7, die zugehorigen Relationsbdume. Fiir den Wert

—A

~ diam(Qy)
ChalA := max —————= 6.13
bal.A (' DETS diam(Qy) ( )

hat sich auch hier in den numerischen Experimenten gezeigt, dass sich ébal, A fiir alle in
diesem Abschnitt verwendeten Verfeinerungsstufen nicht verdndert — es wurden ebenfalls
225 bis 1046529 Freiheitsgrade gerechnet — und immer ébal, A < 1.2 gilt.
Sei (t,t) € T2, dann gilt
diam(Qy)
diam(Q;)

und somit diam(Qy) < 6bal,A diam(@;). Unter Verwendung des transponierten Relati-

onsbaums und der Eigenschaft, dass sich dieser iiber die transponierte Relation darstellen

lasst, folgt (¢,t') € T_,. Stellen wir die transponierte Relation nun iiber die transponierte
—A

< Chal,a
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Matrix dar (vgl. Bemerkung [4.2.31]) und nutzen aus, dass A positiv definit und somit
insbesondere symmetrisch ist, folgt (¢,t') € 7=, Aus (0.13) ergibt sich also

diam(Q:) _ ~
— "7 K
diam(Qy) — Cal

was wiederum égall’ A diam(Q;) < diam(Qy) bedeutet. Es reicht also aus, den Wert in
(6.13) zu betrachten, da aufgrund der Symmetrie von A bereits beide in Definition
geforderten Abschétzungen folgen.

Aus der diagonalen Struktur der Identitdtsmatrix und der daraus direkt folgenden
Eigenschaft ¢ = ¢ fiir alle (#',1) € T , ergibt sich fiir

& e diam(Qy)
all = X —
T woers, diam(Q))

immer der Wert ébal,l = 1.0 — unabhéngig von der Anzahl an Freiheitsgraden. Die Ab-
schétzung nach unten folgt auch hier wie vorher beschrieben. Zusammen mit 6bal’ A<1.2
sei deswegen der Clusterbaum 77 im Folgenden fiir die hier verwendeten Verfeinerungs-
stufen als lokal geometrisch balanciert bzgl.

Chal :=1.2

und A sowie I angenommen.
Zur Definition des fiir diese Anwendung verwendeten Blockbaums wéhlen wir einen
Zuldssigkeitsparameter n € Rsg und definieren die Standardzuldssigkeitsbedingung iiber

(t,s) zuléssig
- (6.14)
max{diam(Q;), diam(Qs)} < ndist(Qy, Qs)

fir alle (¢,s) € Tz x Tz — wobei sich diese Definition auch auf die Verwendung unter-
schiedlicher Clusterbdume 77 und 77 erweitern lésst. Die Bezeichnung ,,Standardzulés-
sigkeitsbedingung® liegt darin begriindet, dass diese in einem Grofsteil der H2-Matrix-
und in leicht abgewandelter Form in der H-Matrix-Theorie angewendet wird (vgl. z.B.
6, 27]).

Es sei im Folgenden 7 := 2.0 und 7zx7 der bzgl. der Standardzulédssigkeitsbedingung
(minimal) zuléssige Blockbaum fiir 77 als Zeilen- und Spaltenclusterbaum. Die Blatter
dieses Baums sind fiir 961 Freiheitsgrade — dies entspricht einer fiinfmaligen globalen
Verfeinerung des Startgitters (vgl. Abbildung [6.1)) — in Abbildung dargestellt und
Abbildung verdeutlicht die Konstruktion der verwendeten Blockhierarchie. Hierbei
sind unzuléssige Bléatter dunkel markiert. Die dortige Vergroberung wird abgebrochen,
sobald der Baum aus nur einem einzigen Block besteht. Fiir eine Untersuchung, dass eine
Approximation der Lésung von im H2-Matrix-Format in 77«7 darstellbar ist, sei
auf [6], Abschnitt 9.4] verwiesen.
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6.2 Anwendungsbeispiele

Abbildung 6.2: Bzgl. der Standardzuléssigkeitsbedingung zuléssiger Blockbaum 777 mit
Zulassigkeitsparameter 7 = 2.0 und #Z = 961.

Die allgemeine Analyse von Schwachbesetztheitskonstanten geometrischer Blockbdume
im Kontext einer zugrundeliegenden Diskretisierung durch finite Elemente héngt stark
von dem verwendeten Gitter — bzw. der verwendeten Verfeinerungsroutine — ab und
ist Gegenstand aktueller Forschung. Fine Diskussion hinsichtlich einer leicht abgewan-
delten Zulassigkeitsbedingung sowie Konstruktion des Blockbaums ist z.B. in [27] und
[35, Abschnitt 6.4| zu finden. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit erfolgt lediglich eine
numerische Untersuchung dieser Grofe. Tabelle [6.1] zeigt, wie sich der Wert

6Sp,TIXI = trgleax {# rOW(7-I><Iv t)? # COI(,]-IXI: 8)}

Tz

)

in Abhéngigkeit der Anzahl an Freiheitsgraden verhélt. Es ldsst sich dort ablesen, dass der

e
]
+

;ﬁ i

EEMEEMEEN::
+

Abbildung 6.3: Drei Schritte der Vergroberung aus Beispiel fir den Blockbaum
7-I><I-
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Blockbaum 777 fiir die hier betrachteten Verfeinerungsstufen Csp, 77, ,-schwachbesetzt
ist mit Csp 77, , < 42.

#L Cop,Trxz
225 30
961 42
3969 42
16129 42
65025 42
261121 42
1046529 42

Tabelle 6.1: ésp,szz fiir verschiedene Verfeinerungsstufen.

Relationsbaume

Wir bezeichnen mit =<, und x; wieder die Matrix-Galerkin-Clusterrelation bzgl. A
bzw. I in 77 und befassen uns zuerst mit der Schwachbesetztheit der Clusterrelations-
baume T~ , sowie sz' Das nachstehende Lemma zeigt, dass diese Clusterrelationsbaume
als Teilbdume des im vorherigen Abschnitt definierten Blockbaums 777 aufgefasst wer-
den koénnen. Wir formulieren die folgende Aussage allgemein, um diese auch im zweiten

Anwendungsbeispiel (Abschnitt [6.2.2]) verwenden zu koénnen.

Lemma 6.2.1 (Teilbaum). Seien Tz ein geometrischer Clusterbaum und A € RT*T eine
geometrische Matriz bzgl. einer Familie (;)icz von Funktionen sowie =, die Matriz-
Galerkin-Clusterrelation bzgl. A in Tz. Des Weiteren sei Tzxz der bzgl. der Standardzu-
lassigkeitsbedingung mit Zuldssigkeitsparameter n € Ry zuldssige Blockbaum fir
Tz als Zeilen- sowie Spaltenclusterbaum, dann ist der Relationsbaum T=, ein Teilbaum

von Trxr.

Beweis. Es gilt
root(7=,) = (root(7z),ro0t(7z)) = root(Tzxz),

womit die Wurzeln der beiden Blockbdume iibereinstimmen. Wir zeigen nun, dass 7= . -
Trx7 gilt, womit — aufgrund der Definition der Sthne in beiden Bdumen — 7~ " einen
Teilbaum von Tr«7 darstellt.

Sei (t,t) € T<,. Da die Wurzeln beider Biume iibereinstimmen, setzen wir (t',t) #
root(7x ) voraus. Es existiert dann ein Pfad

((té]vto)a cry (t;wtn))

mit n € N von root(7= ) nach (#,¢) in 7=, — aufgrund von (#,t) # root(7= ) gilt
n>1.Seiie {0,...,n— 1}, dann ist (¢},t;) unzuldssig, womit ¢; <, t; folgt. Korollar
liefert somit

diSt(Qt;-a Qtl) =0.
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Aufgrund von diam(Qy) # 0 # diam(Qy,) folgt

max{diam(Qy ), diam(Qy,)} > ndist(Qy;, Qt,)

und damit die Unzuldssigkeit von (¢, ¢;) im Sinne der Standardzuléssigkeitsbedingung.
Dies gilt fur alle i € {0,...,n — 1} und da die Wurzeln von 7= , und Tzxz sowie die
Konstruktion der S6hne tibereinstimmen, ist

((t67 tO)v ) (t;w tn))

ein Pfad von root(7zx7) nach (¥,t) in Tzxz. Es folgt (', t) € Tzx7 und damit die Aussage.
]

Die Aussage des Lemmas [6.2.1] lasst sich nun auf die hier betrachteten Clusterrelations-
baume T \ und TXI anwenden, da 77 ein geometrischer Clusterbaum bzgl. (¢;);e7 ist und
A sowie I geometrische Matrizen bzgl. (¢;);ez darstellen. Die Existenz einer Schwachbe-
setztheitskonstante fiir 77x7 (vgl. Tabelle impliziert somit, dass 7= , sowie T bzgl.
derselben Konstante schwachbesetzt sind.

Bemerkung 6.2.2 (Verbesserte Abschétzung). Die oben hergeleitete Schwachbesetzt-
heitskonstante fir den Relationsbaum T, kann unter Umstinden etwas zu groff sein.
Aufgrund der strukturellen Einfachheit der Identititsmatriz lisst sich zeigen, dass Tx,
mit

Csp,"l}I < Csons
CSP,TxI -schwachbesetzt ist, wobei Csons = maxer;, #sons(t) > 1 sei. Wir betrachten
hierzu einen Cluster t' € Tz. Gilt t' = root(Tz), dann folgt nach Konstruktion

row (7=, t) = {root(7<,)},

also #row(TxI,t’) =1 < Csons. Seien nun t' # root(TxI) und t € row(TxI,t’), dann gilt
(t',t) # root(Tx,). Es existiert somit der Vater (t'F, ) := father((¢',t)) € T=,, welcher
unzuldssig sein muss. Dies liefert '+ <, t*, also die Ezistenz von (i,j) € T x £+ mit
(I)ij # 0. Damit folgt i = j und i € #*+ N+, Nach Lemma gilt dann t+ € pred(t'")
oder t'F € pred(t™). Aufgrund der Konstruktion eines Blockbaums kann dies nur erfiillt
sein, wenn t* = t'* gilt. Insbesondere folgen dann t'* = father(t') und row(T=,,t') C
sons(father(t')) sowie

#row(’TxI,t') < # sons(father(t')) < Csons-
Analog ergibt sich diese Aussage fiir die Blockspalten.

Wir betrachten nun den Matrix-Galerkin-Blockrelationsbaum TX(A ,, it der zugrun-
deliegenden Matrix-Galerkin-Blockrelation = (A1) Damit sowohl das Aufstellen sowie
das Assemblieren des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems einen in der Anzahl der Frei-
heitsgrade asymptotisch linearen Aufwand aufweisen, muss die Schwachbesetztheit von
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TX(A,I) untersucht werden. Hierbei werden wir diese Eigenschaft — wie fiir die Cluster-
relationsbaume (vgl. Lemma — auch auf die Schwachbesetztheit des zugrundelie-
genden Blockbaums zuriickfiihren.

Wie zu Beginn dieses Kapitels beschrieben — bzw. in Bemerkung erwahnt —,

muss fiir alle zulissigen Blitter b’ € £F,  und alle b € row™ (T Az b') die Grofe

~

Li(T= b, b)) = level(b*) — level (b
1(T= 5 (050)) b*em(TIfiXD,(bqb)) evel(b") —level(b)
mit
U1(7;(A,I), (b',b)) = {b* € sons*(b) | (¥,b*) € T =D \ L =, ”}

sowie fiir alle zuldssigen Blatter b € E}’Xz und alle b € col™(T= =’ b) die Groke
Lo(T= b.b) = level (™) — level
Q(TA(A,IV( ,0)) = b/*GUQ(%(XI)( v evel(b*) — level(b)
mit
Us(T=, 0 (¥:0)) = (V" € sons* (1) | (",0) € T, \ L=, )

beschrankt werden.

Dies wird im Folgenden wieder allgemein diskutiert, um die entsprechende Aussage
— bzw. einen Teil davon — auch im n#chsten Anwendungsbeispiel (Abschnitt
verwenden zu kénnen. Im nachstehenden Lemma wird das Aufrunden einer reellen Zahl
auf die nichstgrofere natiirliche Zahl durch die Gaufklammer [-] beschrieben.

Lemma 6.2.3 (Beschrianktheit). Seien Tz ein geometrischer Clusterbaum bzgl. einer
Funktionenfamilie (v;)iez, Ty ein geometrischer Clusterbaum bzgl. einer Funktionen-
familie (1)jeg und Tzxg der bzgl. der Standardzulissigkeitsbedingung mit Zu-
lassigkeitsparameter n € Rso zuldssige Blockbaum fiir Tz und Tz. Des Weiteren seien
A € RP*T und B € RI*T geometrische Matrizen bzgl. (p;)icr baw. (¢))jes, Tr und
T7 geometrisch kontrahierend bzgl. Cgeo € Rs1 und lgeo € N sowie lokal geometrisch
balanciert bzgl. Cpa € R>1 und A bzw. B.

Fiir den Blockrelationsbaum T mit der zugrundeliegenden Matriz- Galerkin-Block-

A,B)
relation =(A.B) bzgl. A und B in ’TIXJ gilt mit

Lnax 1= lrlogc’geo ((1 + 277)Cbal)—‘ Egeo eN

(a) fir alle V' € L3, ; und b € row= (T

/
=m0 )

LI(TX 5 (bla b)) < max {Emax + CLl,TIXJaEmaX + CLQ,’TIXJ}

(A,B)

und

(b) fiir alleb e LT, ; und V' € colZ(Tx(AyB),b)

Lo(T=

~(4,B)’

(t/,b)) < max {€max + CL, Torss bmax + CLo, Ty s } -

250



6.2 Anwendungsbeispiele

Beweis. |(a)|Seien b’ € £F . und b € row™(T= b'), dann gilt nach Definition
IxXTJ

/\(A,B),
’ _ o /
LI(TX(A,B)’ (0',0) = b*EU1(7—IxnaX ) level(b*) — level(b)
(A,B)
mit
Ur(T=, 4 (V,0) = {b" € sons*(b) | (W/,07) € T, , \ L, }- (6.15)
Gilt Uy (TX(A,BV (t',b)) = 0, dann folgt nach Bemerkung Ll(TX(A,B)’ (V,b) = —1

und da lyax + CLy 77, , = —1 sowie lyax + Cr, 77, , > —1 gelten, folgt die Aussage. Es
gelte also UI(TX(A,B)’ (b',b)) # 0 und damit insbesondere (b',b) € T= 1 \EX(A,B)'

Sei nun b* € Ul(TX(A,B)’ (b',b)), dann gilt b* = (t*,s*) € sons*™(b) und mit b = (¢, s)
auch t* € sons*(t) sowie s* € sons*(s). Wir werden im Folgenden zwei Fille unterschei-
den, wobei wir den ersten zu einem Widerspruch fiithren und damit lediglich der zweite

Fall betrachtet werden muss.
Fall 1: Es gelten level(t*) — level(t) > fmax und level(s*) — level(s) > fmax.

Wir zeigen in diesem Fall, dass b* € £, 7 folgt. Dies wiirde somit (b, b*) € L= 5

bedeuten, was nach (6.15)) ein Widerspruch zu b* € Uy (T< Am)’ (v, b)) ist.
Da bt/ = (t',s') € LT, 7 ein zuldssiges Blatt ist, folgt durch die Standardzuléssig-
keitsbedingung

max{diam(Qy ), diam(Qy)} < ndist(Qy, Qy). (6.16)

Aufgrund von b* € Ul(Tx(A,B)’ (', b)) folgt (V',b*) € TX<A73) \EX(A,B
ist damit unzuléssig in TX(A 5y Was b =< (A,B) b* und somit nach Definition t' =<, t*
und s’ <5 s* bedeutet. Mit Korollar folgt dann

dist(Qy, Qi) =0 und  dist(Qy, Qs+) = 0.
Unter Verwendung der Dreiecksungleichung gilt

dist(Qy, Qs) < dist(Qy, Q¢ ) + diam(Qy+ ) + dist(Qp, Q)
—_——

- Das Tupel

=0
< dlam(Qt*) + diSt(Qt* s Qs*) + dlam(Qs*) + diSt(Qs*a Qs’) .
=0

Es folgt
diSt(Qt* ) Qs*) Z diSt(Qt’7 QS/) - dlam(Qt*) - diam(Qs*)a

womit (6.16))

ndist(Qs, Qs+) = ndist(Qy, Qy) — n(diam(Qy+) + diam(Qs-))

> max{diam(Qy ), diam(Qg¢ )} — 2n max{diam(Q ), diam(Qs+)}
(6.17)
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liefert.

Aus (V/,b) € TX(A«B) \EX(A,B) — vgl. mit dem Anfang dieses Beweises — folgt

b =(a,p) b, also insbesondere t' <, tund & <z s. Mit Lemma folgt aus
AN / / :

level()) = level(b) und (¥',b) € TX(A,B) auch (t',t) € T<, sowie (s',s) € T<,.

Aufgrund von ' <, t und s" < s folgt dann (¢',t) € 7= sowie (s',s) € TZ_ und

da 77 und 77 lokal geometrisch balanciert bzgl. Cpy und A bzw. B sind, gilt
diam(Qy) > C; ) diam(Q;) und diam(Qy) > Oy} diam(Qs). (6.18)

Wir setzen

i = [loge,, ((1+20)Chu)| €N,

dann gilt frax = ilgeo. Es sind Tz und 77 geometrisch kontrahierend bzgl. Cge,
und Zgeo, womit aus der Annahme

level(t*) — level(t) > lmax = ilgeo  und level(s™) —level(s) > lmax = i4geo
und t* € sons*(t) sowie s* € sons*(s) nach Lemma
diam(Qy) > Cloy diam(Qpr) und  diam(Q,) > Cl, diam(Qy-)
folgt. Durch ¢ > loge, (1 + 27)Chal) und Cgeo > 1 ergibt sich

(1 + 2n)Chy diam(Qy+)

(1 + 27)Cha diam(Qs+ ). (6.19)

diam(Qy)

>
und diam(Qs) >

Setzen wir (6.18)) und (6.19) in (6.17)) ein, folgt

ndist(Qe+, Qs+ ) > max{diam(Qy ), diam(Qy)} — 2n max{diam(Qy- ), diam(Qs~)}
> Cp 1 max{diam(Q;), diam(Qs)}
— 2nmax{diam(Qy ), diam(Qs+)}
> Cp i max{(1 + 27)Cha diam(Q4+ ), (1 + 217)Chal diam(Qg+)}
— 2nmax{diam(Qy ), diam(Qs+)}
= (1 + 2n) max{diam(Q ), diam(Qs-)}
— 2npmax{diam(Qy), diam(Qs~)}
= max{diam(Qy ), diam(Qs+)}.

Der Block b* = (t*,s*) ist somit im Sinne der Standardzuléssigkeitsbedingung
zuliissig, was b* € LT, 7 bedeutet. Es kann also nicht b* € U1 (7= (b',b)) gelten

4.B)’
(vel. G.19)),
Die Annahme war somit falsch und es folgt
level(t*) —level(t) < lmax oder level(s™) — level(s) < lmax. (6.20)
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Fall 2: Es gilt level(t*) — level(t) < fyax oder level(s*) — level(s) < fyax.

Wir betrachten zuerst den Fall, dass beide Aussagen in (6.20)) gelten. Mit b €
row=— (TV(A,B) ,b) gilt level(b') = level(b), also nach Lemma iiber die Darstel-

lung des Blocklevels

level(b*) = max{level(t*), level(s*)}
< max{lmax + level(t), lmax + level(s)}
= lmax + max{level(t), level(s)}
= lax + level(b) = liax + level(V),

und somit

level(b*) — level(b') < lmax- (6.21)
Es gelte nun level(t*) — level(t) < fyax und level(s*) — level(s) > fpax, dann folgt
level(t*) < lmax + level(t) < level(s™) + level(t) — level(s). (6.22)

Angenommen es gilt 0 < level(t) —level(s), dann folgt level(s) < level(¢) und somit
nach Lemma s € Lg. Mit s* € sons™(s) gilt dann s* = s und damit

level(t*) — level(t) < lrax < level(s™) —level(s) =0,

was im Widerspruch zu t* € sons*(t) steht. Es gilt also level(t) — level(s) < 0 und

damit nach (6.22)
level(t*) < level(s™). (6.23)

Hier folgt dann mit Lemma t* e Lr.

Da b € Us(Te, . (0.0) it folgt (V.)€ T, \ £,
b* = (t*,s*) € Trx7 \ L1x7 bedeutet. Aus (6.23)) folgt die Existenz eines s** €

pred(s*) mit level(t*) = level(s*") (vgl. Korollar [2.4.27) und nach Lemma [3.2.20
gilt (t*,s*7) € Tzx7 \ Lzx7, also s*T € row™(Tzx7,t*).

Es folgt dann

was insbesondere

s* € {3 e sons*(s") | (t,5") € Tzxg \ Lzxg} = Ui(Tzx g, (t*,5"T))
und durch t* € L1 sowie s*T € row™ (Tzx7,t*) auch
level(s*) — level(t*) < max level(3*) — level(t*) = L1 (Tzx7, (t*, ™))
5*6U1(TI><37(t*13*+)
< max Li(Tzx 7, (t,8) = CLi Trvs

- telr
serow= (Tzx 7,t)
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Mit level(d') = level(b) liefern Lemma und Cr, 77, , > 0 — vgl. Bemerkung
3.4.19 unter Verwendung von Uy (Tzx 7, (t*,s*T)) # 0 — die Abschiitzung

level(b*) = max{level(t*),level(s*)} < max{level(t*),Cr, 17, , + level(t*)}
= CL, 77, +1evel(t’) < Cp, 77, ; + lmax + level(?)
< CLy T2y s + lmax + max{level(t), level(s)}
= CL, T2y + lmax + level(b) = Cr, 75, ; + lmax + level(D')

und damit
level(b™) —level(d') < lmax + CLy 77y s - (6.24)

Durch eine analoge Diskussion ergibt sich im Fall von level(t*) — level(t) > fpax
und level(s*) — level(s) < fmax die Abschétzung

level(b*) — level(d') < lmax + CLy 77y s - (6.25)
Insgesamt liefern (6.21)), (6.24]) und (6.25)) die zu beweisende Abschétzung
Ll(TX(A,B)’ (b',b)) = max level(b*) — level (V)

b*EUL(Tx 4 (/D))

< max{gmax + CL1,TI><‘77€maX + CLQ,TIXJ}-

Seien b € L3, , und V' € colZ(Tx(A’B),b), dann gilt (vgl. Korollar |4.2.30| und
Bemerkung 4.2.31))

b € col=(T=

~(4,B)’

o =(A T o=
b) = row (TX(A,B),b) = row (TX(A*yB*)ab)'

Mit Korollar folgt, dass A* eine geometrische Matrix bzgl. (¢;)iez und B*
eine geometrische Matrix bzgl. (1;);c7 ist und nach Korollar sind Tz sowie
T lokal geometrisch balanciert bzgl. Cy, und A* bzw. B*.

Aus Teil @ dieses Lemmas folgt dann

Ly (T=

(A% B*)? (b,0)) < max {Emax + CLy Tzw g0 fmax + CLz,TIxJ}

und mit Korollar [3.4.20)

L (T=

T (A*,B¥)

,(0,0)) = Li(T2

A4,B)’

(ba b,)) = L2(TX(A7B)7 (b,7 b))7
also die Aussage.

O]

Die Aussage dieses Lemmas ldsst sich nun auf den hier zu betrachtenden Blockrela-

tionsbaum TX(A N anwenden, da Tz ein geometrischer Clusterbaum, 7747 der bzgl. der
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6.2 Anwendungsbeispiele

Standardzuléssigkeitsbedingung zuléssige Blockbaum mit 77 als Zeilen- und Spaltenclu-
sterbaum, A und I geometrische Matrizen sowie 77 geometrisch kontrahierend und lokal
geometrisch balanciert sind.

Das Besetztheitsmuster des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems wird durch die Menge
LZ N beschrieben und diese in der durch Abschnitt |4.3.2 diskutierten Form aufgestellt.

Tabelle (a)| zeigt die Zeit in Sekunden, die zum Aufstellen von E;(A " durch Algo-
rithmus [4.3.18| benétigt wurde und Tabelle stellt den Wert ’

P — /
Crowy, 1= Vel #row, (TX<A,I)’ )

dar, also die maximale Anzahl von Nicht-Null-Koeffizienten des Matrix-Galerkin-Glei-
chungssystems fiir ein festes Blatt des Blockbaums. Des Weiteren illustriert Abbildung
das Besetztheitsmuster exemplarisch fiir zwei unterschiedliche Blocke aus L7x7.

#T | Zeit (s) | Zeit (s)/#T #I | Crow,
225 0.00 | 0.000000e + 00 225 11
961 0.00 | 0.000000e + 00 961 24
3969 0.01 | 2.519526e — 06 3969 24
16129 0.07 | 4.340009¢ — 06 16129 24
65025 0.31 | 4.767397¢ — 06 65025 24
261121 | 1.28 | 4.901942¢ — 06 261121 24
1046529 | 5.18 | 4.949696e — 06 1046529 | 24

(a) Zeit (b) C(mw'l:

Tabelle 6.2: In Abhéngigkeit der Verfeinerungsstufenbenétigte Zeit — in Sekunden —
fiir das Aufstellen von E;(AJ) und |(b)| maximale Anzahl an Nicht-Null-Koef-
fizienten des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems fiir einen beliebigen Block
aus L7x7.

Clusterbasis

Zur Konstruktion der Clusterbasis werden hier Lagrange-Interpolationspolynome (vgl.
z.B. [50, Abschnitt 2.1.1]) verwendet, wobei dafiir die Diskussion aus [6, Abschnitt 4.4] als
Orientierung dient. Seien K7 eine Rangverteilung und (& ;)jek, fiir alle t € Tz — bzw.
fiir alle Q; € 77 — die Tschebyscheff-Interpolationspunkte (vgl. [6 Example 4.12]) in
Q¢ sowie (% j)jck, die zugehorige Familie von Lagrange-Polynomen. Wir verwenden die
charakteristischen Punkte (x;);c7 und definieren fiir alle ¢t € 77 die Matrizen V; € RIxK:
iiber

(6.26)

%i(x;) Lfallsi€t,
(Vi)ij == { ’
0 sonst
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Abbildung 6.4: Exemplarisch dargestelltes Besetztheitsmuster fiir zwei unterschiedliche
Blocke, wobei die Markierungen unzulassiger Blatter weggelassen wurden

(vgl. mit Abbildung .

fir alle (4,5) € Z x K. Fiir alle t € Tz \ L7 sowie alle t* € sons(t) setzen wir die Eintrége
der Transfermatrizen Ej= € REe*EKe g]g

(B )ij = Z4,5(& )
fir alle (,7) € Ky x K. Die Schachtelungseigenschaft der Clusterbasis

(V. B, K)7; := (Vo)tezs (Bt)iers, (Kt)ieTs) (6.27)

ergibt sich unter der Annahme #K; < #Ky- fiir alle t € 77\ L7 und ¢* € sons(t) aus der
Projektionseigenschaft des Interpolationsoperators (vgl. [6, Abschnitt 4.4]).

Da diese Clusterbasis i.A. nicht orthogonal ist, dient [0, Algorithmus 16| aus [6, Ab-
schnitt 5.4| dazu, diese Eigenschaft sicherzustellen. Dem Blockbaum 77x7 liegt derselbe
Clusterbaum als Zeilen- und Spaltenclusterbaum zugrunde. Aus diesem Grund wird auch
die Clusterbasis als Zeilen- sowie Spaltenclusterbasis verwendet.

Nach Bemerkung muss

#t=#K, und #35=#K, fiiralle (t,s)€ L ;

gewihrleisten sein, um beim Matrix-Galerkin-Verfahren nicht zwischen zuldssigen und
unzulédssigen Blattern unterscheiden zu miissen. Nach Konstruktion des Blockbaums gilt
t,s € Lz fiir alle (t,s) € L7, 7. Sollte es aufgrund der Clusterung dazu kommen, dass
fiir ein Blatt t € L7 des Clusterbaums #¢ < #K; gilt, so besitzt die entsprechende
Clusterbasismatrix mehr Spalten als Zeilen. Die Orthogonalisierung der Clusterbasis (mit
[6, Algorithmus 16]) sorgt dann dafiir, dass diese zu einer quadratischen Matrix mit #£
Zeilen und Spalten wird. Gilt hingegen

#i > #K;, (6.28)
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6.2 Anwendungsbeispiele

so wire die Clusterbasismatrix V; € RZ*Et um #t — #K, > 0 Spalten zu erweitert. Es
miissten also dort z.B. mehr Interpolationspunkte gewahlt werden, um V; wie in (6.206))
aufzustellen. Aufgrund von #t < npin fiir alle t € £7 (vel. ), lieRe sich der Fall aus
vermeiden, wenn npyin bzw. (K)ie7; so gewahlt werden, dass

Nmin < # K¢ (6.29)

fiir alle t € L7 gilt. Fiir alle folgenden numerischen Experimente in diesem Abschnitt
wurde die Rangverteilung so gewahlt, dass gilt, womit der Fall hier also
nicht auftritt.

Zum Assemblieren des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems dienen die in Abschnitt
hergeleiteten Algorithmen. Tabelle zeigt exemplarisch — fiir drei Interpola-
tionspunkte in jede Koordinatenrichtung — die Zeit in Sekunden, die zum Assemblieren
des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems auf dem feinsten Level der Blockhierarchie in
Abhéngigkeit der Anzahl an Freiheitsgraden benotigt wurde. Durch die Anzahl der ver-
wendeten Interpolationspunkte ergibt sich ein lokaler Rang von 3% = 9.

#I Zeit (s) | Zeit (s)/#Z

225 0.00 0.000000e + 00
961 0.01 1.040583e — 05
3969 0.03 7.558579¢ — 06
16129 0.18 1.116002e — 05
65025 0.78 1.199539¢e — 05
261121 3.34 1.279100e — 05
1046529 | 13.70 | 1.309089¢ — 05

Tabelle 6.3: Benotigte Zeit — in Sekunden — fiir das Assemblieren des durch E;(A N

gegebenen Matrix-Galerkin-Gleichungssystems mit einem lokalen Rang von
32 = 9 und fiir verschiedene Verfeinerungsstufen.

Rechte Seite

Fiir die rechte Seite des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems sind fiir alle b = (t,s) €
L1«7 die Matrizen
‘/t*IVg c RKtXKs

zu berechnen. Sei b = (t,s) € L7z, dann gilt
XtXs = Z eie; Zeje; = Z ei(ejej)e;.
i€t Jes (i,5)€tx 3
Wir betrachten zuerst den Fall £ N 5 = (), dann ergibt sich x;xs = 0 € RZ*Z und damit
VATV, = VixexsVs = V7OV, = 0 € REH,
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Gilt nun # N § # (), dann folgt mit Korollar s € pred(t) oder t € pred(s). Nach
Konstruktion eines Blockbaums kann dies nur im Fall von s = t gelten. Zusammen mit
der Orthogonalitédt der Clusterbasis folgt

ViTVs = VixaxsVs = VixoaVe = ViV = T € RE
Insgesamt ergibt sich

I e REexEK: falls ¢t = s,

VIV =
e {OERKfXKS sonst,

womit die rechte Seite durch eine Schleife iiber die Menge L7x7 aufgestellt werden kann.

Ergebnisse

Es werden nun die Ergebnisse fiir die Berechnung eines Vorkonditionierers mit dem Ma-
trix-Galerkin-Verfahren vorgestellt. Die Qualitdt dieses Vorkonditionierers wurde hierfiir
in Verbindung mit einem cg-Verfahren untersucht. Beim Losen des Matrix-Galerkin-
Gleichungssystems wurden mit dem Nullvektor als Startvektor solange Iterationsschrit-
te des pcg-Verfahrens durchgefiihrt, bis das relative Residuum — des Matrix-Galerkin-
Gleichungssystems — einen Wert kleiner als 10~2 aufwies. Diese Fehlerschranke wurde so
gewéahlt, um nur eine grobe Approximation zu berechnen, die sich bereits als Vorkonditio-
nierer eignet. Wie sich die Qualitat des berechneten Vorkonditionierers hinsichtlich einer
Anpassung dieses Abbruchkriteriums verhélt, wird im Folgenden ebenfalls exemplarisch
illustriert. Zum Aufstellen der Clusterbasis wurden jeweils drei Interpolationspunkte in
beide Koordinatenrichtung gewahlt, womit sich — wie oben bereits erwdhnt — ein lokaler
Rang von 32 = 9 ergibt.

Tabelle zeigt die Anzahl der Schritte und die Zeit in_Sekunden zum Losen des
Matrix-Galerkin-Gleichungssystems sowie die Grofe || — AX||2, wobei X der mit dem
Matrix-Galerkin-Verfahren berechneten Approximation von A~! im H2-Matrix-Format
entspricht.

Wir betrachten die resultierende H2-Matrix nun als Vorkonditionierer eines cg-Verfah-
rens zur Berechnung einer Losung = € RT von

Az =b

mit 0 # b € R und dem Startvektor z(9) := 0 € R”. Hierzu bezeichnen wir mit () € RZ,
i € Ny, die Iterierten dieses Verfahrens und mit 0 # z* € R” die exakte Losung. Tabelle
[6.5 zeigt die Anzahl an Iterationsschritten ¢, die bendtigt wurden, um

z* — ()

lo =2l _ o

]2
zu gewéahrleisten.
Um eine genauere Approximation der Inversen von A zu berechnen, stehen zwei Mo6g-

lichkeiten zur Verfiigung. Zum einen eine Erhéhung des Rangs bzw. der Interpolations-
ordnung und zum anderen die Anpassung der Genauigkeit des zum Losen des Matrix-
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6.2 Anwendungsbeispiele

#T | Schritte | Zeit (s) | [T — AX]>
225 2 0.11 2.127094e — 02
961 2 0.83 4.514921e — 02
3969 2 4.47 9.442273e — 02
16129 3 31.04 1.540930e — 01
65025 4 175.60 | 2.572189%¢ — 01
261121 4 740.98 | 4.607322¢ — 01
1046529 5 4543.46 | 7.720643e — 01

Tabelle 6.4: Benotigte Zeit — in Sekunden — und Schritte des pcg-Verfahrens zum Losen
des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems bis auf eine relative Genauigkeit von
102 sowie die resultierenden Fehlerterme ||I — AX || fiir einen lokalen Rang

von 32 = 0.
#I | i | [la*— 2D/ llz* ]2 | 1T — AX ]l
225 5 4.010897¢e — 09 2.127094e — 02
961 6 4.354932¢ — 10 4.514921e — 02
3969 7 3.425638e — 10 9.442273¢e — 02
16129 7 1.812799¢ — 10 1.540930e — 01
65025 7 3.830717e — 10 2.572189¢ — 01
261121 | 7 6.619077¢ — 09 4.607322¢ — 01
1046529 | 8 7.299460e — 10 7.720643¢ — 01

Tabelle 6.5: Benotigte Anzahl an Iterationsschritten ¢ des vorkonditionierten cg-Verfah-
rens, um ||z* — 2@ ||y /||z*]|2 < 1078 unter Verwendung des mit lokalem Rang
32 = 9 konstruierten Vorkonditionierers X sicherzustellen.

Galerkin-Gleichungssystems verwendeten pcg-Verfahrens. Bei letztgenannter Variante ist
allerdings zu beachten, dass dies nur bedingt zu einer Verbesserung der Qualitat des Vor-
konditionierers fiihrt. Ausschlaggebend ist hier in hoheren Dimensionen vor allem der ver-
wendete Rang. Diese Tatsache ist in den Abbildungen [6.5) und [6.6] exemplarisch fiir drei
bzw. vier Interpolationspunkte in jede Koordinatenrichtung dargestellt. Als Maf fiir die
Giite des Vorkonditionierers dient dort wieder die Grofe ||[I — AX||2. In beiden Grafiken
entsprechen die zu den einzelnen Kurven gehdrenden Genauigkeiten wieder dem relati-
ven Residuum des pcg-Verfahrens zum Losen des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems.
Es ist zu erkennen, dass in hoheren Dimensionen eine Anpassung dieser Genauigkeit nur
bedingt zu einer Verbesserung des Fehlerterms ||[I — AX]||2 fiihrt.
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Lokaler Rang 3% =9
5.0e-01

4.0e-01

3.0e-01

I — AX||s

2.0e-01

1.0e-01

0.0¢+00 b—2u . - -
le+4-02 1le4-03 le+04 le405 le+06

4T

Abbildung 6.5: Verlauf des Fehlerterms ||[I — AX ||, fiir verschiedene Genauigkeiten des
Losungsverfahrens in Abhéngigkeit der Anzahl an Freiheitsgraden mit
dem lokalen Rang 32 = 9.

Lokaler Rang 42 = 16
5.0e-01

4.0e-01

3.0e-01

11— AX||s

2.0e-01

1.0e-01

0.0e+00 =
le+02 le+03 le+-04 le+05 le+06

4T

Abbildung 6.6: Verlauf des Fehlerterms ||[I — AX s fiir verschiedene Genauigkeiten des
Lésungsverfahrens in Abhéngigkeit der Anzahl an Freiheitsgraden mit
dem lokalen Rang 4% = 16.
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6.2.2 Partielle Differentialgleichung
Diesem Abschnitt liegt das L-Gebiet

Qr :=[0,1] x [0,0.5] U [0,0.5] x [0.5,1] C R?

zugrunde, und es ist eine Losung der partiellen Differentialgleichung (6.7) fir die rechte
Seite
f:Q =R, xz—1 (6.30)

gesucht. Zur Berechnung einer Naherungslosung wird der Ansatz der zweiten Variante aus
Abschnitt verwendet. Hierfiir muss das zugrundeliegende Gebiet eine Tensorstruktur
aufweisen, was fiir das L-Gebiet {7, nicht gegeben ist. Allerdings gilt

Qr CQ:=[0,1%=0,1] x [0, 1],

womit 7, in ein Tensorgebiet eingebettet werden kann (vgl. Abbildung .

0.5

0 0.5 1

Abbildung 6.7: L-Gebiet Qr,, eingebettet in das Einheitsquadrat Q = [0, 1]2.

Es wird nun — wie in der Einleitung dieser Arbeit — die resultierende Matrixglei-
chung fiir die hier definierte Problemstellung bzgl. des Gebiets = [0,1]? hergeleitet
und dann gezeigt, wie daraus die gesuchte Losung fiir das L-Gebiet €)1, berechnet werden
kann. Hierfiir wird ein Blockbaum konstruiert, in dem ein Blatt existiert, welches genau
das kiinstlich hinzugefiigte Gebiet [0.5,1] x [0.5, 1] beschreibt, und dieses Blatt dann im
Matrix-Galerkin-Gleichungssystem nicht als Freiheitsgrad behandelt.

Ebenso wie im vorherigen Abschnitt wird nun zuerst der hier verwendete Ansatzraum
Vi, definiert und anschliefend der dieser Anwendung zugrundeliegende Cluster- sowie
Blockbaum angegeben. Es folgt dann eine Betrachtung der benétigten Relationsbdume,
bevor die konkrete Clusterbasis konstruiert und das Aufstellen der rechten Seite diskutiert
wird.

Wir verwenden vorerst anstelle von {27, das Gebiet {2 und definieren hierfiir die Funktion

f:Q>R, z~1.
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Die Galerkin-Variationsformulierung auf € lautet dann mit einem geeigneten endlich-
dimensionalen Ansatzraum Vj, wieder

a(un, vn) = (f,vn) 20 fiir alle vy, € Vj (6.31)
mit
aunvn) = [ (Fun(a), Ton(a)), da
fir alle up, vy, € Vj.

Matrixgleichung

Zur Konstruktion des Ansatzraums V}, betrachten wir das Intervall [0, 1] und definieren
fir N € N die Indexmenge Z := {1,..., N}, die Gitterweite

1
h:= No1
sowie die Familie (x;);ez von Punkten durch
x; = th
fiir alle 7 € Z (vgl. Abbildung .
0 L 1
Tl Xy - TN

Abbildung 6.8: Innere Gitterpunkte (z;)iez des Intervalls [0, 1] mit Gitterweite h.

Hieraus ergibt sich ein Tensorgitter fiir 2 und wéhlen wir N € N ungerade, auch ein
Gitter fiir 1, (siehe Abbildung [6.9).
Analog zu Abschnitt sei (¢;)iez die Familie von Funktionen, fiir die

(z) 1 L fallsi =y,
i(zj) =
P 0 sonst

fir alle 4,5 € 7 gilt und ¢; fiir alle ¢ € 7 linear auf den Intervallen [0, x;], [zn, 1] und
[, xj41] fur alle 7 € {1,...,N — 1} ist. Auch hier bildet (¢;);cz eine Familie linear
unabhéangiger Funktionen. Wir setzen

Vit = {Zam | a; €R fiir alle i € I}

1€T

sowie den Ansatzraum

Vi = Va1 @ Vi 1. (6.32)
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0.5

0 0.5 1

Abbildung 6.9: Durch die Unterteilung des Intervalls [0, 1] generiertes Tensorgitter fiir
das L-Gebiet 7, und das Einheitsquadrat = [0, 1]2.

Des Weiteren definieren wir fiir alle uy, vy, € V3,

0
uh,vh / / Txluh xl,a:g)a—xlvh(ml,xg) dIL’del (633)
und 5
a(2)(uh,vh / / ax2 :L‘l,wg)a 72 h(xl,xg)d$2d$1, (634)
dann gilt

a(up,vp) = a(l)(uh,vh) +a® (up,vp)

fiir alle up, v, € Vp,.
Stellen wir uy, € V}, durch

up = upg(r © 1)
kIET

dar und verwenden als Testfunktion v, = ¢; ® ¢; fiir ¢, j € Z, dann ergibt sich

0
) (up, vn) Z Uhkl/ / pr (or ® @1 (361,562)8 (pi @ pj)(x1, x2) dae dzy
kel
Z up, lcl/ / o (x1)pr(w2) (1) pj(w2) dag day
kel
1
= kl/ o (11 %(fﬂl)d»’Ul/ oi(z2)pj(z2) ds
kleT

sowie mit einer analogen Betrachtung

1
a'® (up, vp) Z up, kl/ or(r1 <Pz($1)d$1/ o1 (r2) @ (x2) dry.

kleT
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Definieren wir die Matrizen A, M,U € RZ*Z durch

1 1
ai ::/ oL (2)pi(z)dz, my = / wi1(2)pj(z)dz und  ug = up
0 0

fiir alle 4, 5, k € Z, dann gilt

a(up, vp) = al (up, vp) + a® (un, 0n) = Y umagmi + D umigag
= =

=) agupmi; + > maguwaj;

k€T k€T
= (AUM*)Z‘J‘ + (MUA*)Z‘j.

Fiir die rechte Seite folgt durch Einsetzen der Testfunktion vj, = ¢; ®¢; die Darstellung

1 f1
(fion) 12 :/0 /0f(9017902)(<Pz‘®¢j)(xlv$2)dx2dm1
1 1
:/ /f($1,902)90z'(901)90j(x2)d@dxl
01 ‘ 1
—/ w(m)/ f(z1,22)pj(w2) dws das
0 0
1 1
:/0 %(xl)diﬁl/o @j(x2) das.

Mit der durch ) )
Cij ‘= / gpl(u’ﬂl) dl‘l/ QOJ'(.Z‘Q) d.’EQ
0 0
fiir alle 4, j € T definierten Matrix C' € RZ*7 ergibt sich die Matrixgleichung
AUM* + MUA* =C (6.35)

zur Bestimmung einer Losung von .

Aufgrund der Definition des Ansatzraums folgt direkt, dass die Matrizen A und M
Csp,a M-schwachbesetzt mit Csp A v < 3 sind, da sich nur Triager von Basisfunktionen
iiberschneiden, die ein gemeinsames Teilintervall besitzen. Des Weiteren entspricht A
dem mit linearen Basisfunktionen diskretisierten Laplace-Operator im Eindimensionalen
und M der eindimensionalen Massematriz. Die Symmetrie von A und M lésst sich direkt
nachrechnen, womit die positive Definitheit von A aus [15, 1.5 Poincaré-Friedrichssche
Ungleichung] und die von M aus der Definitheit der L?-Norm folgt. Auch dieses Anwen-
dungsbeispiel fiigt sich somit in den Rahmen der Diskussion aus Abschnitt [4.1] ein.

Die Tatsache, dass M eine geometrische Matrix bzgl. (;);cz ist, ergibt sich direkt aus
der Definition der Eintrage

1
mi; :/ ©j(2)pi(2) dz
0
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fur alle 4, j € Z. Gilt m;; # 0 fiir 4, j € Z, dann muss insbesondere supp(p;)Nsupp(p;) # 0
gelten. Fiir die Matrix A folgt mit 4,5 € Z aus

supp(y;) € supp(p;) und  supp(p}) C supp(e;)

sowie .
aij = /0 () ¢l(z) dz £ 0

ebenfalls supp(p;) N supp(p;) # 0, womit auch diese eine geometrische Matrix bzgl.
(¢i)ieT dargestellt.

Cluster- und Blockbaum

Als zugrundeliegender Clusterbaum wird ein geometrischer Clusterbaum 77 bzgl. (¢;)iez
verwendet und zur Konstruktion der geometrischen Cluster hierfiir analog zum vorherigen
Anwendungsbeispiel aus Abschnitt [6.2.1] vorgegangen.

Wir untersuchen auch den Clusterbaum 77 hinsichtlich der in Abschnitt [6.1] definierten
geometrischen Eigenschaften. Hierzu sei fiir die folgenden Betrachtungen npyi, := 20 fest
gewahlt — siehe fir die Definition von npin.

Aufgrund der Tatsache, dass auch in diesem Beispiel die charakteristischen Punkte
regelméfig in [0, 1] angeordnet sind, werden sich die geometrischen Cluster nach jeder
Unterteilung ungeféhr halbiert haben. In den numerische Berechnungen ergab sich fiir

~ di
Cgeo := 1{2%1 {m | t* € sons*(t) mit level(t") — level(t) = 1}
unabhéngig von der Anzahl der Freiheitsgrade in [0, 1] — es wurden hier mit einer glo-
balen Verfeinerungsstrategie 63 bis 16383 Freiheitsgrade gerechnet — immer ein Wert
von Cgeo > 1.8. Der Clusterbaum 77 wird somit im Folgenden fiir die hier verwendeten
Verfeinerungsstufen als geometrisch kontrahierend bzgl.

Cgeo = 1.8 und  fgeo :=1

angenommen.

Es seien =<, und x,, die Matrix-Galerkin-Clusterrelationen bzgl. A bzw. M in Tz
sowie 7=, und T  die zugehorigen Relationsbdume. Die durchgefithrten numerischen
Berechnungen haben hier ergeben, dass fiir die Werte

ébal,A =  max M und ébal,M ‘= max M

(t'.)eT=, diam(Q¢) (#ETS,, diam(Qy)

unabhéngig von der Anzahl der Freiheitsgrade in [0, 1] — wieder fiir 63 bis 16383 Frei-
heitsgrade gerechnet — die Abschitzung Cpa o = Cham < 1.07 gilt.

Die Tatsache, dass CNYbaL A und CNYbaLM iibereinstimmen, liegt darin begriindet, dass A
und M beides tridiagonale Matrizen darstellen und fiir die beiden Relationen =, und
=, lediglich die Positionen, nicht aber die konkreten Werte aller Nicht-Null-Eintrage
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von Interesse sind. Der Clusterbaum 77 wird somit fiir die hier verwendeten Verfeine-
rungsstufen als lokal geometrisch balanciert bzgl.

Chal := 1.07

und A sowie M angenommen.

Fiir die gegebene Aufgabenstellung, also der Berechnung einer Losung auf dem L-
Gebiet mit rechter Seite f = 1, besitzt die Losung — genauer gesagt der Gradient der
Losung — eine Singularitdt an der Ecke des Punktes

T= (8:?) e R? (6.36)

(siehe z.B. [14] [16]). Aus diesem Grund wird ein Blockbaum verwendet, dessen Blétter
hin zu dieser Singularitéit kleiner werden. Es wird also angenommen, dass die Losung auf
grofseren Bléattern hinreichend glatt ist und somit durch die — noch zu definierende —
Clusterbasis besser approximiert werden kann.

Den im Folgenden verwendeten Blockbaum konstruieren wir nun basierend auf 77 als
Zeilen- und Spaltenclusterbaum. Wie in Abschnitt wird ein Zuléssigkeitsparameter
7 € Ry gewdhlt, hier allerdings die Singularititszuldssigkeitsbedingung

(t,s) zuléssig
1 (6.37)
max{diam(Q;), diam(Q,)} < 7jmax { dist (Qy, {z}), dist (Qs, {z})}

fir alle (¢, s) € Tz x 7Tz und mit  aus definiert — auch diese Zuldssigkeitsbedingung
lasst sich auf die Verwendung unterschiedlicher Clusterbdume 77 und 77 erweitern. Je
grofer also zwei geometrische Cluster Q¢, Qs € 77 sind, desto weiter miissen diese von der
Singularitat entfernt sein, um einen zuléssigen Block darzustellen. Mit dem Parameter
7 léasst sich der Einfluss der Singularitdt auf die Konstruktion des Blockbaums steuern.
Es sei im Folgenden 7 := 2.0 und 7 7x7 der bzgl. der Singularititszulissigkeitsbedingung
(minimal) zuléssige Blockbaum fiir 77 als Zeilen- und Spaltenclusterbaum. Die Blatter
dieses Baums sind fiir 511 Freiheitsgrade in [0, 1] in Abbildung exemplarisch darge-
stellt — unzuléssige Blatter sind wieder dunkel markiert.

Folgendes Lemma zeigt, dass dieser Blockbaum als Teilbaum eines Blockbaums bzgl.
der Standardzulassigkeitsbedingung aufgefasst werden kann.

Lemma 6.2.4 (Teilbaum). Seien Tz ein geometrischer Clusterbaum bzgl. einer Fami-
lie (¢;)ier von Funktionen sowie Tzxz der bzgl. der Singularititszulissigkeitsbedingung
mit Zuldssigkeitsparameter 7 € Rsg und Trxz der bzgl. der Standardzulissigkeits-
bedingung mit Zuldssigkeitsparameter n € Rsqo zuldssige Blockbaum fiir Tz als
Zeilen- und Spaltenclusterbaum. Gilt n < 7/2, dann ist Trxz ein Teilbaum von Trxz.

Beweis. Es gelte n < n/2. Wir gehen vor wie im Beweis von Lemma Es gilt

r00t(7 7x7) = (root(7z), root(7Tz)) = root(Trxz),
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6.2 Anwendungsbeispiele

Abbildung 6.10: Bzgl. der Singularitatszuléssigkeitsbedingung mit Parameter 77 = 2.0
zuléssiger Blockbaum T 7.7 fir #Z = 511.

womit die Wurzeln der beiden Blockbadume {ibereinstimmen. Wir zeigen nun die Inklusion

Tzxz € Trxz- B
Sei (t',t) € Tzxz mit (¥',t) # root(T rxz), dann existiert ein Pfad

((t67 to), R (t;w tn))
mit n € N von root(7 zx7) nach (#,t) in Trxz — es gilt n > 1 aufgrund von (¥',t) #
root(Tzxz). Sei i € {0,...,n — 1}, dann ist (¢;,¢;) unzuldssig in Tzxz, was
max{diam(Qy), diam(Qy,)} > fmax { dist (Qur, {z}), dist (Qs, {g:«})}
bedeutet. Unter Verwendung der Dreiecksungleichung, diam({z}) = 0 und n < 77/2 folgt
max{diam(Qy ), diam(Qy,)} > 7 max { dist (Qt;, {z}),dist (Qy,, {a’:})}
1,.. _ . _
> 15 (dist(Q, {z}) + dist(Qr,, {2}))
= 2 (dist(Qu, {7}) + diam({z}) + dist({z}, Qu,)

> n diSt(Qt;. ’ Qtz)

und damit die Unzuléssigkeit von (¢,¢;) im Sinne der Standardzuléssigkeitsbedingung.
Dies gilt fiir alle i € {0,...,n — 1} und da die Wurzeln von T zx7 und Tzx7 sowie die

Konstruktion der Séhne iibereinstimmen, ist
((thst0),---, (th,tn))
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ein Pfad von root(7zxz) nach (¥,t) in Tzxz. Es folgt (¢',t) € Tzxz, womit Tzx7 einen
Teilbaum von T7x7 darstellt. O

Aufgrund von 77 = 2.0 sei n := 77/2 = 1.0 gewahlt und Tzx7 der bzgl. der Standard-
zuldssigkeitsbedingung zuldssige Blockbaum fiir 77 als Zeilen- und Spaltenclusterbaum,
welcher fiir 511 Freiheitsgrade in [0, 1] in Abbildung exemplarisch dargestellt ist.

Abbildung 6.11: Bzgl. der Standardzuléssigkeitsbedingung zuléssiger Blockbaum 7Tzxz
mit Zuldssigkeitsparameter n = 1.0 und #Z = 511.

Tabelle zeigt, wie sich die Werte

ésp,?zxz = tf?g%{# rOW(7_’Z><Z7 t)7 # COI(T_’IXIa S)}

und

ésr),szz := max {# row(Tzxz,t),# col(Trx1,5)}

t,s€Tr

in Abhéngigkeit der Anzahl an Freiheitsgraden in [0, 1] verhalten. Es ist zu erkennen,
dass
=4 (6.38)

sp,TTx1
bzgl. der hier verwendeten Verfeinerungsstufen eine Schwachbesetztheitskonstante fiir
den Blockbaum 7T 77 definiert.

Wie zu Beginn dieses Abschnitts motiviert, wird der Blockbaum T 7«7 Nun so mo-
difiziert, dass von dem der Matrixgleichung zugrundeliegenden Gebiet Q = [0,1]? =
[0,1] x [0,1] zu dem L-Gebiet gewechselt werden kann. Aufgrund der Nummerierung der
Freiheitsgrade — welche durch die Familie (z;);ez gegeben sind —, gehdren die Matrix-
eintrige des unteren rechten Matrixblocks der Losung U € RZXZ (vgl. ) zu den in
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#L | CooFrer | CopTaez
63 4 4
127 4 8
255 4 10
511 4 10
1023 4 10
2047 4 10
4095 4 10
8191 4 10
16383 4 10

Tabelle 6.6: 6Sp77zxz und ésp,szz fiir verschiedene Verfeinerungsstufen in [0, 1].

[0.5,1] x [0.5,1] befindlichen Freiheitsgraden. Aus diesem Grund wird der in Abbildung
dargestellte Teilbaum von T7y7 verwendet, dessen Schwachbesetztheitskonstante
maximal so groR sein kann, wie die von 7 7x7 — da lediglich Blécke entfernt wurden.
Wir bezeichnen diesen Blockbaum im Folgenden mit TJIXz und das kiinstlich erzeugte

— bzw. fizierte — Blatt mit bs.

Abbildung 6.12: Teilbaum TEXI von T7x7 mit dem kiinstlich erzeugten Blatt br.

Die Konstruktion der fiir das Mehrblockverfahren verwendeten Blockhierarchie ist in

Abbildung exemplarisch dargestellt. Da beim Losen das Blatt bf nicht als Frei-
heitsgrad behandelt wird, entspricht der Blockbaum auf dem grobsten Level dem aus

Abbildung [6.14]
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Abbildung 6.13: Drei Schritte der Vergroberung aus Beispiel fiir den Blockbaum
—f
TIXI :

Abbildung 6.14: Blockbaum auf der grébsten Stufe der verwendeten Blockhierarchie.

Relationsbaume

Wir betrachten nun die Matrix-Galerkin-Clusterrelationen =<, und x,, bzgl. A bzw.
M in Tz, welche in diesem Abschnitt von Interesse sind. Da 77 ein geometrischer Cluster-
baum und A sowie M geometrische Matrizen bzgl. der Funktionenfamilie (¢;);ez sind,
lasst sich Lemma anwenden. Damit kénnen die Relationsbdume 7=, und 7= als
Teilbdume eines bzgl. der Standardzuldssigkeitsbedingung zuldssigen Blockbaums
flir 77 als Zeilen- und Spaltenclusterbaum aufgefasst werden. Der Zuldssigkeitsparameter
ist hierbei beliebig wahlbar, womit der oben definierte Blockbaum 77«7 diese Eigenschaft
erfiillt. Nach Tabelle [6.6|ist dieser fiir die hier verwendeten Verfeinerungsstufen Csp 7., .-
schwachbesetzt mit Csp 77, , < 10. Somit gilt diese Schwachbesetztheitskonstante auch
fiir 7=, und TXA{'

Wir wenden uns nun den benétigten Matrix-Galerkin-Blockrelationsbdumen dieses Ab-
schnitts zu. Da

AUM* + MUA* =C

eine allgemeine Matrixgleichung mit zwei Summanden darstellt, haben wir die Matrix-
Galerkin-Blockrelationen = (a,0) und =(M,4) bzgl. Aund M bzw. M und A in T’fzxz zu

betrachten. Aufgrund der teilweise kiinstlichen Konstruktion von 77,7 analysieren wir
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die Matrix-Galerkin-Blockrelationsbiume bzgl. Trx7 und wenden die Ergebnisse dann
auf 7'fIX 7 an. Wir bezeichnen diese Relationsbaume bzgl. T 1«7 im Folgenden mit T

und T =
Clusterrgéf‘\c}onen =, und x,, — lediglich mit vertauschten Rollen — zugrunde. Es
ist also ausreichend, die Clusterrelationsbdume 7=, und 7= -~ wie oben geschehen —
hinsichtlich der Schwachbesetztheit zu untersuchen.

Wie zu Beginn dieses Kapitels motiviert und in Abschnitt fiir das erste An-
wendungsbeispiel bereits durchgefiihrt, haben wir fiir den Nachweis der Existenz einer
Schwachbesetztheitskonstante fiir 7 = : fir alle zuldssigen Blétter V' € Z%xz und alle

- =(A,M
be rowz(’Tx(A’M),b’) die Grofe

(A, M)
. Den beiden Blockrelationen =(AM) und = (M, A) liegen jeweils die beiden

L (T v, b))

= aan

sowie fiir alle zuldssigen Blatter b € Z;xz und alle ¥’ € col=(T b) die Grohe

X(A,M)’
LQ (?X(A,]w)’ (b/7 b))

hinsichtlich einer oberen Schranke zu untersuchen. Analog sind diese Werte auch fiir
T ) abzuschétzen.

Wir werden im folgenden Lemma eine Aussage beweisen, wie sie sich an Lemma [6.2.3]
aus Abschnitt orientiert. Auch hier formulieren wir diese Aussage allgemein, um sie

auf die beiden Relationsbaume T A und 7T = ) anwenden zu konnen.

Lemma 6.2.5 (Beschranktheit). Seien Tz ein geometrischer Clusterbaum bzgl. einer
Funktionenfamilie (¢;)icz, T7 ein geometrischer Clusterbaum bzgl. einer Funktionen-
familie (1;)jey und Tzxy der bzgl. der Singularititszulissigkeitsbedingung mit
Zuldssigkeitsparameter 1 € Rsq zuldssige Blockbaum fiir Tz und T7. Des Weiteren seien
A € RP*T ynd B € RT*T geometrische Matrizen bzgl. (p;)icz bow. (¥))jes, Tz und
T geometrisch kontrahierend bzgl. Cgeo € R und lgeo € N sowie lokal geometrisch
balanciert bzgl. Cpa € R>1 und A bzw. B.

Fiir den Blockrelationsbaum 7}(&3) mit der zugrundeliegenden Matriz-Galerkin-Block-

relation =(A.B) bzgl. A und B in T rx7 gilt mit

- {mgcgeo ((1+ ﬁ)cbal)] lgeo € N

(a) fir allet/ € Z;XJ und b € rowz(’T‘x(A B),b’)
Li(T (V',)) < max {gmax + CLy Tzw g bmax + CLzﬂ’sz}

=(a,B)’

und

(b) fiir alle b € Lzy 7 und b € col=(T b)

X(A,B)7

L2(7- (b/7 b)) S max {gmax + CLl,EXJ7€maX + CLQ,EXJ} M

=(a,B)’
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Beweis. Seien V' € Z;Xj und b € TOW:(7X<A73),b/), dann gilt nach Definition
Li(T = (V) = _max level(b*) — level(d)
(45 breUs(T=, , (V')
(A,B)
mit
Ul(?xm,m’ (b',b)) = {b* € sons*(b) | (V,b%) € ?X(A,B) \ZX(A,B)}' (6.39)

Wie im Beweis von Lemma [6.2.3|setzen wir 0.B.d.A. U; (?XM 5’ (b',b)) # 0 voraus. Sei

b* € Ul(TX(A,B)’ (0',b)), dann gilt b* = (t*,s*) € sons*(b) und mit b = (¢,s) auch ¢t* €
sons™*(t) sowie s* € sons*(s). Da der Beweis dieser Aussage zum Grofsteil analog zu dem
von Lemma [6.2.3] verlauft, werden wir einige Teilschritte nicht ausfiihrlich durchfiihren.
Wir betrachten nun zuerst den Fall, dass der Levelunterschied zwischen t* und ¢ sowie
zwischen s* und s echt grofer als £, ist — vgl. mit Fall 1 aus dem Beweis von Lemma
0.2, 9l
Es gelte also level(t*) —level(t) > lpax und level(s*) —level(s) > fax. Wir zeigen nun,

dass unter dieser Voraussetzung b* € Z;FX 7 folgt. Dies wiirde somit (b',0*) € Lo (
bedeuten, was nach ([6.39) ein Widerspruch zu b* € Uy (T = . (b, b)) ist.

Dab = (t',¢) € Z;X 7 gilt, folgt mit der Singularititszulédssigkeitsbedingung

A,B)

B)’

max{diam(Qy), diam(Qy)} < 7max { dist (Qp, {z}), dist (Qu, {z}) } (6.40)

Aufgrund von 0" € U1(T =, , , (', b)) folgt (v, ") € T,  \Lx ,
b*, also t' <, t* und ¢’ <5 s* gilt. Mit Korollar bedeutet dies

, womit b’ =(4.B)

diSt(Qt’7 Qt*) =0 und diSt(Q8’7 Qs*) = 0.

Unter Verwendung der Dreiecksungleichung gilt

dist(Qu, {}) < dist(Qy, Qe ) + diam(Q-) + dist(Qy-, {Z})
T
< max{diam(Qy+), diam(Qs-)} + max{dist(Q, {Z}), dist(Qs~, {Z})}

und analog auch

dist(Qg, {Z}) < max{diam(Q ), diam(Qs+)} + max{dist(Q¢, {Z}), dist(Qs~,{Z})}.

Zusammen folgt dann

max{dist(Qy, {z}),dist(Qy, {z})} < max{diam(Q¢), diam(Qs+)}
+ maX{diSt(Qt*v {j})’ diSt(QS*v {j})}
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und mit (6.40)) ergibt sich

nmax{dist(Qe-, {}), dist(Qu, {#})} = nmax{dist(Qu, {z}).dist(Qw . {#})}
— nmax{diam(Q- ), diam(Qs~)}
> max{diam(Qy),diam(Qy)}
— nmax{diam(Q;~ ), diam(Qs+)}.

(6.41)

Aus (b',b) € T-X(A,B) \fo(AYB) — aufgrund von UI(TX(A,B)’ (0',b)) # 0 (s.0.) — folgt
b =<(ap bundbe TOW:(TX(AyB),b/) liefert level(b') = level(b). Mit Lemma [4.3.2| bedeu-
tet dies (t',t) € 7=, sowie (s',s) € T . Es gilt nun ¢’ <, t und s’ < s, womit (¢, 1)
und (s', s) unzuldssig in 7=, bzw. T sind. Da 77 und 77 lokal geometrisch balanciert
bzgl. Cpa und A bzw. B sind, folgt

diam(Qy) > O} diam(Q;) und  diam(Qy) > Cp.} diam(Qs). (6.42)

Wir setzen
Q= {logcgeo (1+ ﬁ)cbal)—‘ €N,

dann gilt {ypax = lgeo und mit 7 > logcgeo((l + 77)Cpar) folgt analog zum Beweis von

Lemma (vgl. dort (6.19))

diam(Q;) > (1 + 77)Cpar diam(Qy+)

>
und  diam(Qs) > (1 + 7)Cha diam(Qs+). (6.43)

Mit (6.42) und (6.43) folgt

max{diam(Qy ), diam(Qy)} > C; | max{diam(Q;), diam(Qs)}
> Cymax{(1 + 7)Char diam(Qy+ ), (1 + 7)Cpar diam(Qs+) }
= (1 + i) max{diam(Qy ), diam(Qs-)}.

Setzen wir dies in ((6.41)) ein, so folgt

pmax{dist(Q¢, {Z}),dist(Qs+, {Z})} >  max{diam(Qy),diam(Qy)}
— fjmax{diam(Qy-), diam(Qs~)}
> (14 77) max{diam(Q¢~ ), diam(Qs~) }
— 7 max{diam(Q;-), diam(Qs~)}
= max{diam(Q+), diam(Qs)}.

Der Block b* = (t*, s*) ist somit im Sinne der Singularititszuléssigkeitsbedingung (6.37)
zuldssig, was b* € Z;X 7 bedeutet. Dies steht im Widerspruch zu b* € Uy (T < A ', b)),
womit die Annahme falsch war und

level(t*) — level(t) < fpax oder level(s™) — level(s) < fax
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gilt. Die Aussage folgt nun wie im Beweis von Lemmal[6.2.3| Fall 2, da dort keine speziellen
Eigenschaften der Standardzuléssigkeitsbedingung, sondern nur allgemeine Eigenschaften
von Blockbaumen eingehen.

@ Auch diese Aussage folgt analog zum Beweis von Lemma @ unter Verwen-

dung des transponierten Relationsbaums von T—X(A . O
Die Aussage dieses Lemmas lisst sich nun auf die Blockrelationsbiume 7 = A sowie
T-X(M W anwenden, da 77 ein geometrischer Clusterbaum, 7 7x7 der bzgl. der Singula-

ritatszulissigkeitsbedingung zuléssige Blockbaum mit 77 als Zeilen- und Spaltencluster-
baum, A und M geometrische Matrizen sowie 77 geometrisch kontrahierend und lokal
geometrisch balanciert sind.

Wir betrachten nun das Matrix-Galerkin-Gleichungssystem bzgl. des kiinstlich ange-

passten Blockbaums T-fIxI aus Abbildung . Hierzu bezeichnen wir die Blockrelati-
onsbaume bzg]. 7'fZXz mit 7'; und 77-];(1\4 2 Da bs nicht als Freiheitsgrad behandelt

(A,M)

wird, kénnen Tupel der Form (b, ) € 7'1 ) und (b, b) € ?;(M N ignoriert werden.

Beim Aufstellen der Mengen Ev ) und L'v ) mit den in Abschnitt |4.3.2 hergeleite-
ten Algorithmen Vernachlass1gen wir somit dle Konstruktion von
row (77’X(A7]\/[),bf) und  row, (’TV(M "N , bf). (6.44)

Sobald also im Zuge des Algorithmus ein Aufruf mit einem Tupel
(b,b) € Ty X Ty mit  level(br) = level(b)

geschieht, wird keine kiinstliche Unterteilung von b¢ durchgefiihrt bzw. die Mengen aus
(6.44) nicht aktualisiert. Da ?;XI C Tzxz gilt, wird der Aufwand des Aufstellens von

—f— . . . . . .1
= 4. und EX(M 4 SOWie des Assemblierens aller Interaktionsmatrizen somit lediglich

geringer. Obige Diskussion fiir 777 ldsst sich also auf T'fIxz iibertragen.

Das Besetztheitsmuster des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems ist in Abbildung
exemplarisch fiir zwei unterschiedliche Blocke dargestellt Dieses Muster gilt aufgrund
der tridiagonalen Struktur von A und M sowohl fiir ﬁv( ) als auch fir £ In

numerischen Tests betrug die Zeit, die zum Aufstellen dieser Mengen benotigt lelwrdze flir
die hier verwendeten Verfeinerungsstufen weniger als eine Sekunde. Da die Zeitmessun-
gen in diesen Grofenordnungen potentiellen Ungenauigkeiten unterliegen, wird an dieser
Stelle auf eine Darstellung der Ergebnisse verzichtet.
Tabelle stellt den Wert
Crow, == max  #row, (fo V)

b el o\ b} (A0

dar, also die maximale Anzahl von Nicht-Null-Koeffizienten des Matrix-Galerkin-Glei-
chungssystems fiir ein festes Blatt des Blockbaums. Diese Werte entsprechen — wieder

aufgrund der Struktur der Matrizen A und M — denen des Baums 7';

(M,4)
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Abbildung 6.15: Exemplarisch dargestelltes Besetztheitsmuster fiir zwei unterschiedliche
Blocke, wobei die Markierungen unzuléssiger Blétter weggelassen wur-

den (vgl. mit Abbildung|6.12).

#I CI‘OWTC

63
127
255
511

1023

2047

4095

8191
16383

Ne

O O© © © © © v O

Tabelle 6.7: Maximale Anzahl an Nich‘c—Null—Koefﬁzien‘cenf des Matrix-Galerkin-Glei-
chungssystems fiir einen beliebigen Block aus L7,z \ {bs} und fiir verschie-
dene Verfeinerungsstufen.
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Clusterbasis

Die Konstruktion der Clusterbasis verlauft hier analog zu der aus Abschnitt [6.2.1] Sei-
en dazu K7; eine Rangverteilung und (& ;) ek, sowie (% ;)jek, fir alle Q; € Tz die
Tschebyscheff-Interpolationspunkte bzw. die zugehorige Familie von Lagrange-Polyno-
men. Die Clusterbasismatrizen V; € RZ*E+ fiir alle t € 77 entstehen dann wieder {iber
die Auswertung der Lagrange-Polynome in den jeweiligen Gitterpunkten

% i(x;) Lfallsi €4,
(Vi)ij = { ’
0 sonst

fir alle (4,j) € Z x K; und die Transfermatrizen iiber das Einsetzen der Tschebyscheft-
Punkte in das Interpolationspolynom des Vaters. Dies fiihrt dann auf eine geschachtelte
Clusterbasis (V, E, K),. Fir die Orthogonalisierung wird ebenfalls wieder [6, Algorith-
mus 16| verwendet.

Die Wahl dieser Clusterbasis lasst sich wie folgt motivieren. Das Ziel in diesem An-
wendungsbeispiel ist die Berechnung einer Approximation der diskreten Losung

un = > gk © 1)-
kieT

Wir betrachten einen Block b = (¢,s) € ZfIX 7\ {bf} und néhern uy, in diesem Block durch
eine Interpolation an. Dies fiihrt also fiir alle (z,y) € Q¢ X Qs auf eine Darstellung der
Form

(@)~ S0 S (G o) L (@) ZLoa(): (6.45)

veK; peKs

Sei (i,7) € t x 4, dann gilt fiir die Gitterpunkte nach Konstruktion des Clusterbaums
(xi,x5) € Qr X Qs sowie

un (@i, i) = > unp(oe ® @) (@i z5) = Y wngipr(xi)@i(a;) = upj.
k€T klET

Diese Darstellung in (6.45)) eingesetzt liefert

Unig Y Y un(wn Sop) Lo (@) Lo ().

veEK: peKs
Wir definieren die Matrix S € RE*Ks jiber

(Sb)l/u = Uh(ft,uv &s,u) (646)

fir alle (v, u) € Ky x K, dann gilt mit der Definition der Clusterbasismatrizen

unij 2 Y > (€ o) Low (@) L) = DD (So)un(V)iw(Vi)ju

veK: peKs veK: peKs

= 2 2 VSV = (ViSyV)is

veKy ,LLGKS
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6.2 Anwendungsbeispiele

Fiir alle Blatter des Blockbaums sind die Kopplungsmatrizen die Unbekannten, die
mit dem Matrix-Galerkin-Verfahren berechnet werden. Es werden somit nach also
gerade die Auswertungen der Funktion u; in den gewéhlten Interpolationspunkten be-
stimmt. Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass uy in Gebieten, die weiter entfernt
von der Singularitit Z aus liegen, gut durch die oben beschriebene Approximation
dargestellt werden kann. Diese Tatsache spiegelt sich allein in der Grofe der Blocke aus
Zfzxz wider, womit eine Unterscheidung in zuldssige und unzuléssige Blatter nicht zwin-
gend notwendig ist. Es braucht also nicht sichergestellt zu werden, dass die Clusterbasis
in den Bléttern von 77 vollen Rang besitzt (vgl. Bemerkung . Aus diesem Grund
ist nmin = 20 unabhéngig vom gewahlten Rang verwendbar.

Zum Assemblieren des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems dienen die in Abschnitt

definierten Algorithmen. Da sich auch die Zeiten zum Assemblieren aller durch
Z;(A’M) und Z]:(M’A) gegebenen Interaktionsmatrizen zusammen fiir die hier verwende-
ten Verfeinerungsstufen in den durchgefiihrten Experimenten unterhalb von einer Sekun-
de befunden haben, wird an dieser Stelle ebenfalls auf eine Darstellung dieser Zeiten
verzichtet.

Rechte Seite

Fiir die rechte Seite des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems sind fiir alle b = (¢,s) €
Zfzxz \ {bs} die Matrizen
‘/;*C‘/; c RKtXKs

Cij = /Olwi(z) dz /Ole(z) dz

fiir alle ¢,j € Z gilt. Im Folgenden wird die komplette Menge Zfzxz, also inklusive des
Blocks bf = (tf, sf), betrachtet und die Matrix

zu berechnen, wobei

ViCVi, € R K

dann in der konkreten Implementierung ignoriert.
Setzen wir R € RZ iiber

1
(R); := / vi(z)dz
0
fiir alle ¢+ € Z, dann gilt fiir alle 4,7 € 7

1 1
(RR*);; = (R):(R); = /O or(2) dz /O 5(2) dz = ciy.

Es folgt C' = RR*, womit die rechte Seite eine Niedrigrangmatrix von Rang eins ist.
Wir fixieren nun eine Rangverteilung (L:)e7; mit #L; = 1 fiir alle ¢t € Tz und setzen

W, := x+R € RT*H
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6 Numerische Beispiele

fir alle ¢t € Tz sowie
Fye := (1) € RLvxLe

fir alle t € Tz \ L7 und t* € sons(t). Aufgrund der Darstellung der Beschriftung eines
Clusters tiber die disjunkte Vereinigung der Beschriftungen aller Schne gilt fiir alle ¢t €

Tz \ L1
Z Xt = Z Zeiefzzeief:)ﬁf

t* €sons(t) t*Esons(t) jet* ict

und damit

Z Wi Fyx = Z Xt*RZ( Z Xt*)R:XtRZWt-

#* esons(t) t* esons(t) #* esons(t)
Die Clusterbasis (W, F, L), = ((Wt)te’rp (FV)ieTs, (Lt)te’TI) ist also geschachtelt. Mit
Sy = (1) € REtxLs
fir alle b = (¢, s) € Zfzxz folgt
WiSiWs = (i R)(Xs R)" = xe RR*Xs = x:CXs

fir alle b = (¢, s) € ZfIXz und damit nach Korollar iiber die blockweise Darstellung
einer Matrix

C= >  xCxe= >  WSW;. (6.47)
b:(zt,s)ersz b:(zt,s)ersz

Die rechte Seite ldsst sich also ezakt in einem #H2-Matrix-Format darstellen, womit die
Berechnung von
‘/'t*c‘/; c RKtXKs

fir alle b = (¢,s) € Zfzxz einer Projektion der H2-Matrix aus auf die dem Matrix-
Galerkin-Verfahren zugrundeliegende Clusterbasis (V, E, K)7;, entspricht (vgl. [0, Ab-
schnitt 5.3]). Aus diesem Grund lasst sich 6, Algorithmus 14| zum Aufstellen der rechten
Seite verwenden.

Ergebnisse

Wir betrachten die relative Energienorm des Fehlers. In dem vorliegenden Fall — also
mit der hier verwendeten Bilinearform — entspricht dies gerade dem relativen Fehler in
der H'-Seminorm — siehe. z.B. [15, Kapitel I §1] fiir eine Definition dieser Seminorm
—, welche wir im Folgenden mit | - |y bezeichnen werden. Neben der kontinuierlichen
Losung v € V und der diskreten Losung uy, € Vj, bezeichnen wir mit uy, € V}, die durch
das Matrix-Galerkin-Verfahren berechnete Naherung von wuyp,.

Wir sind also an dem Verhalten des Ausdrucks

’u—ﬂh‘v
|ulv
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6.2 Anwendungsbeispiele

interessiert. Da die kontinuierliche Losung v unbekannt ist — also nicht explizit als Re-
ferenzl6sung vorliegt —, wurde der Wert |u|y numerisch angenédhert. Hierzu wurde das
L-Gebiet Q;, mit einer regelméfigen globalen Verfeinerungsstrategie in ein Vierecksgitter
zerlegt und die Losung auf diesem mit bilinearen Elementen (siehe z.B. [15], Kapitel 11
§5]) approximiert. Tabelle gibt die Naherungen von |u|y fiir verschiedene Verfeine-
rungsstufen an. Auf Basis dieser Rechnungen wurde

lu|y ~ 0.1156707 (6.48)

als Referenzwert der weiteren numerischen Untersuchung zugrundegelegt.

Freiheitsgrade in €, |uly ~
195585 0.1156666193
784385 0.1156692651
3141633 0.1156702291

12574721 0.1156705902
50315265 0.1156707281
201293825 0.1156707814

Tabelle 6.8: Mit bilinearen Elementen berechnete Nédherungen von |u|y auf dem L-Gebiet
Qp fiir verschiedene globale Verfeinerungsstufen.

Beim Losen des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems wurden mit dem Nullvektor als
Startvektor solange Iterationsschritte des pcg-Verfahrens durchgefiihrt, bis das relative
Residuum eine Genauigkeit von mindestens 10~® erreicht hatte.

Im Folgenden werden zwei unterschiedliche Strategien fiir die Wahl des lokalen Rangs
auf den einzelnen Verfeinerungsstufen betrachtet. Zum einen ein — pro Verfeinerungs-
stufe — global konstanter Rang und zum anderen ein in Abhéngigkeit des Clusterlevels
variabler Rang.

Konstanter Rang

Wir betrachten zuerst die Ergebnisse fiir die Wahl eines — pro Verfeinerungsstufe —
global konstanten Rangs. Tabelle zeigt in den Spalten fiinf und sechs das Verhalten
des relativen Energiefehlers sowie dessen Konvergenzrate. Der Wert in der letzten Zei-
le ist in Klammern gesetzt, da sich die dortige Verfeinerungsstufe schon relativ nah an
derjenigen befindet, welche zur Berechnung des Referenzwerts aus verwendet wur-
de. In den ersten drei Spalten sind die jeweiligen Freiheitsgrade aufgetragen. Spalte eins
zeigt die Anzahl der globalen Freiheitsgrade des L-Gebiets, welche sich iiber das Tensor-
gebiet [0,1] x [0,1] (vgl. Abbildung|6.9)) ergeben, wobei die hierfiir verwendete Anzahl an
inneren Gitterpunkten in [0, 1] in Spalte zwei angegeben ist. Spalte drei gibt die Freiheits-
grade des Matrix-Galerkin-Verfahrens an, also die Gesamtanzahl aller Koeffizienten der
gesuchten Familie von Kopplungsmatrizen — auf dem feinsten Level der Blockhierarchie.

279



6 Numerische Beispiele

Die Anzahl der erforderlichen Schritte sowie die zum Loésen bendtigte Zeit in Sekunden
sind in den letzten beiden Spalten aufgetragen. Nach jeder Verfeinerungsstufe wurde der
Rang — also die verwendete Anzahl an lokalen Interpolationspunkten — global um eins
erhoht, wie an Spalte vier zu erkennen ist.

Q, Frelh[(e)l’tlsjgral(\i/leat._Gal. Rang lu — aplv/|uly Schritte | Zeit (s)
2945 63 300 5 4.455630e — 02 12 0.02
12033 127 756 6 2.471317e — 02 | 1.80 13 0.04
48641 255 1470 7 1.430419¢ — 02 | 1.73 14 0.16

195585 011 2496 8 8.500829e — 03 | 1.68 17 0.51
784385 | 1023 3888 9 5.125201e — 03 | 1.66 20 1.40
3141633 | 2047 5700 10 3.092586e — 03 | 1.66 24 3.70
12574721 | 4095 7986 11 1.820122¢ — 03 | 1.70 30 9.61
50315265 | 8191 10800 12 9.618250e — 04 | (1.89) 40 24.89

Tabelle 6.9: Relativer Fehler in der Energienorm und benétigte Zeit — in Sekunden —
sowie Schritte zum Losen des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems fiir ver-
schiedene Verfeinerungsstufen und Rénge.

Tabelle zeigt, wie sich der relative Energiefehler — auch mit als Refe-
renzwert fiir |u|y — bzgl. einer globalen Verfeinerungsstrategie des L-Gebiets und einer
mit bilinearen Elementen berechneten diskreten Losung wj, verhélt. Die Konvergenzrate
des letzten Werts ist aus dem gleichen Grund wie oben in Klammern gesetzt. Es ist zu
erkennen, dass diese Werte fast exakt denen aus Tabelle entsprechen. Das Matrix-
Galerkin-Verfahren berechnet somit mit weniger Freiheitsgraden eine Approximation der
diskreten Losung, deren Fehler sich in der gleichen Gréfenordnung wie der bzgl. einer
globalen Verfeinerung im Zweidimensionalen befindet.

Freiheitsgrade in Q, lu — up|v/|uly
2945 4.252329¢e — 02
12033 2.429740e — 02 | 1.75
48641 1.422031e — 02 | 1.71
195585 8.483268e — 03 | 1.68
784385 5.120573e — 03 | 1.66
3141633 3.090650e — 03 | 1.66
12574721 1.818782e — 03 | 1.70
50315265 9.611068¢ — 04 | (1.89)

Tabelle 6.10: Relativer Fehler in der Energienorm fiir eine mit bilinearen Elementen bzgl.
einer globalen Verfeinerungsstrategie berechnete Naherungslosung uy,.
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6.2 Anwendungsbeispiele

Variabler Rang

Die hier verwendete Vorgehensweise orientiert sich stark an dem Grundkonzept der hp-
Verfahren— siehe z.B. [45] fiir eine Betrachtung dieser Verfahren. Auch dort ist die Idee,
Losungen von partiellen Differentialgleichungen mit lokal unterschiedlich hohen Polynom-
graden (p) und unterschiedlich feinen Gitterweiten (h) zu approximieren. Hierbei werden
auf Teilgebieten mit groberen Gitterweiten hohere Polynomgrade verwendet, da die Lo-
sung dort potentiell ,,glatt” ist. Auf Gebieten kleinerer Gitterweiten hingegen kommen
niedrigere Polynomgrade zum FEinsatz, da aufgrund der dortigen niedrigeren Regularitat
ein hoherer Grad keine bzw. nur eine marginale Verbesserung der Approximationsgiite
nach sich zieht.

Fiir die vorherigen numerischen Tests aus Tabelle[6.9 wurde der Rang — also die Inter-
polationsordnung — fiir jede Verfeinerungsstufe global iiber den gesamten Clusterbaum
festgehalten (siehe dort Spalte vier). Ubertragen wir die oben skizzierte Idee von hp-Ver-
fahren nun auf unsere Betrachtungen, so bedeutet dies die Verwendung unterschiedlicher
Interpolationsordnungen zur Konstruktion der Clusterbasis V7.

Die zu groferen Blocken gehorenden Clusterbasismatrizen zeichnen sich dadurch aus,
dass sich die zugehorigen Cluster auf einer groberen Stufe im Clusterbaum befinden. Aus
diesem Grund wird der Rang bzw. die Interpolationsordnung in Abhéngigkeit des Levels
im Clusterbaum 77 gewahlt. Konkret bedeutet dies die Wahl von ¢y € Ny, ¢1 € N sowie
einer Rangverteilung K7, mit

#K; = co + ¢1(depth(T7) — level(t)) (6.49)

fiir alle t € T7. Die Wahl dieses levelabhéngigen Rangs orientiert sich an [6, Abschnitt
4.7]. Der Wert ¢p definiert somit den Rang in den Bldttern auf der hochsten Stufe des
Clusterbaums und c¢; die Rate, mit der dieser stufenweise wéchst. Da in diesem Fall
die Bedingung #K; < #K; fiir alle t € Tz \ £z und t* € sons(¢) i.A. nicht gilt, ist
die resultierende Clusterbasis nicht zwangsldufig geschachtelt. Es ldsst sich aber zeigen,
das die hier verwendete Konstruktion der Clusterbasismatrizen einer Reinterpolation der
Lagrange-Polynome eines Clusters {iber die entsprechenden Polynome in den S&hnen
entspricht. Fiir eine Diskussion dieser Reinterpolationstechnik sei auf [6, Abschnitt 4.7]
verwiesen. Fiir die Werte
co:=5 und ¢ :=1

sind die resultierenden numerischen Ergebnisse in Tabelle dargestellt. Im Vergleich
zu Tabelle [6.9] fehlt aufgrund der variablen Wahl des Rangs lediglich Spalte vier. Es
ist zu erkennen, dass die Qualitdt der Konvergenzrate bzgl. des relativen Energiefehlers
vergleichbar mit der aus Tabelle [6.9 ist. Es entstehen allerdings leichte Abweichungen
in den tatsdchlichen Fehlertermen auf den einzelnen Verfeinerungsstufen. Dies liefse sich
z.B. mit einer Erhohung von ¢y beheben. Des Weiteren ist zu erkennen, dass sich die
Anzahl der Freiheitsgrade des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems und damit auch die
Zeit zum Losen auf jeder Stufe verringert.
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Q, Freﬂ}glﬂtls]gral(\i/fat._gal' lu — ap|v/|uly Schritte | Zeit (s)
2945 63 300 4.455630e — 02 12 0.01
12033 127 624 2.572292e — 02 | 1.73 13 0.04
48641 255 1065 1.518830e — 02 | 1.69 13 0.11

195585 511 1641 9.126520e — 03 | 1.66 15 0.31
784385 | 1023 2370 5.542709e — 03 | 1.65 20 0.85
3141633 | 2047 3270 3.367462e — 03 | 1.65 23 1.97
12574721 | 4095 4359 2.004587e — 03 | 1.68 30 4.88
50315265 | 8191 5655 1.097848¢ — 03 | (1.83) 40 11.94

Tabelle 6.11: Relativer Fehler in der Energienorm und benétigte Zeit — in Sekunden
— sowie Schritte zum Losen des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems fiir
verschiedene Verfeinerungsstufen mit einer nach — fiir ¢g = 5 und
c1 = 1 — variablen Wahl der Rénge.
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In der vorliegenden Arbeit wurde ein neuartiger Ansatz zum approximativen Ldsen von
linearen Matrixgleichungen unter Verwendung von H2-Matrizen prisentiert. Hierbei ist
ein matrixwertiges Gleichungssystem — das Matrix-Galerkin-Gleichungssystem — iiber
eine Galerkin-Variationsformulierung hergeleitet worden. Die Unbekannten dieses Sy-
stems sind dann durch die Familie von Kopplungsmatrizen der zu berechnenden H2-
Matrix gegeben. Basierend auf den diesem Ansatz zugrundeliegenden Strukturen — vor
allem Cluster- und Blockbdaume — wurde in Kapitel 4] mit vererbbaren Relationen ein
Rahmen vorgestellt, welcher sich zur theoretischen Beschreibung des hier vorgestellten
Ansatzes eignet.

Die in Abschnitt bereitgestellten effizienten Algorithmen erméglichen es, das resul-
tierende Gleichungssystem unter geeigneten Voraussetzungen in optimaler Komplexitéat
— also mit einem in der Anzahl der Freiheitsgrade asymptotisch linearen Aufwand —
zu konstruieren. Durch die Anwendung der in Kapitel [5] vorgestellten Losungsstrategien
wurde in Kapitel [ dann abschliefend das numerische Verhalten dieses neuen Verfahrens
anhand zweier Beispiele illustriert.

In Kapitel 4] welches den Kern dieser Arbeit darstellt, sind ein Grofsteil der Aussagen
und Konzepte mit allgemeinen Relationen formuliert. Die im Zusammenhang mit dem
Matrix-Galerkin-Verfahren bendtigten Aussagen ergeben sich dann {iber den Spezialfall
einer vorliegenden Matrix-Galerkin-Relation. Fundamental fiir die Betrachtungen in Ka-
pitel 4] ist die Vererbbarkeitseigenschaft von Relationen. Hierbei ist es allerdings fiir viele
der dortigen Aussagen nicht notwendig, dass die zu betrachtenden Relationen iiber Ma-
trizen definiert sind. Das vorgestellte Konzept liefse sich also potentiell auf allgemeinere
Operatoren — z.B. auf Tensoren — erweitern. Auch die in Abschnitt beschriebenen
Assemblierungstechniken sind verallgemeinerbar. Es wird dort lediglich ein Informations-
austausch zwischen den Hierarchiestufen des Clusterbaums benétigt. Die Tatsache, dass
dieser Austausch in dem dort betrachteten Fall durch Transfermatrizen — also durch
lineare Abbildungen — gegeben ist, ist ebenfalls unerheblich. In welchem Umfang sich
nun Aussagen sowie vorgestellte Konzepte konkret fiir allgemeinere Frage- bzw. Problem-
stellungen anpassen lassen, ware weiter zu untersuchen.

Die Disjunktheit der Beschriftungen von Blattern des Blockbaums ist eine strukturell
fundamentale Eigenschaft von H2-Matrizen. Betrachten wir das Beispiel aus Abschnitt
dann bedeutet dies, dass es nicht zwangslaufig einen glatten Ubergang der berech-
neten Losung zwischen benachbarten Blattern geben muss. Es wére also zu untersuchen,
wie sich das in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren — in der Theorie sowie in numerischen
Tests — verhélt, wenn wir die Existenz uberlappender Blicke zulassen. Dies fithrt dann
allerdings dazu, dass es i.A. keine eindeutigen Pfade mehr von einem Knoten zu seinen
Nachfahren gibt, also die so erzeugten Strukturen keine B&ume mehr darstellen. Eine
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Technik dieser Art wurde in [I0] — in Zusammenhang mit Integraloperatoren — vorge-
stellt und analysiert. Evtl. lieRe sich die dortige Idee der Verwendung einer hierarchischen
Partition der Fins — vgl. hierzu auch [I] — ebenfalls auf das Matrix-Galerkin-Verfahren
anwenden. Diese Vorgehensweise ist Bestandteil aktueller Forschung fiir die Konstruktion
einer aus den Analysen in [40] iiber stochastische partielle Differentialgleichungen resul-
tierenden Matrixgleichung der Form AX A* = C. Fiir ein Modellbeispiel entspricht A
— wie in Abschnitt — der Finite-Elemente-Steifigkeitsmatrix des eindimensionalen
Laplace-Operators.

Betrachten wir die numerischen Ergebnisse aus Abschnitt [6.2.2] dann ist zu erkennen,
dass dort sowohl das Aufstellen sowie das Losen des Matrix-Galerkin-Gleichungssystems
mit einem relativ geringen Zeitaufwand moglich ist. Allerdings verhalt sich die Kondition
des zugrundeliegenden Operators — welcher durch die dortige Matrixgleichung definiert
wird — wie die Kondition der Finite-Elemente-Steifigkeitsmatrix A des eindimensionalen
Laplace-Operators. Mit der Gitterweite h € Ry ergibt sich hierfiir ein Wert in der Gro-
fenordnung von h=2. Auf der in Abschnitt verwendeten héchsten Verfeinerungsstufe
— also mit N = 8191 Freiheitsgraden in [0, 1] — gilt h=2 = (N +1)2 &~ 6.7-107. Wir sind
nun zwar in der Lage, mit dem Matrix-Galerkin-Verfahren auch in héheren Dimensionen
— also mit kleineren Gitterweiten — eine hinreichend genaue Losung der Matrixglei-
chung in vertretbarer Zeit zu berechnen, miissen dafiir aber mit Operatoren arbeiten, die
potentiell eine hohe Konditionszahl aufweisen. Es wére somit zu untersuchen, ob bzw.
wie die Kondition der Matrixgleichung — bzw. des entsprechenden Operators — evtl. vor
dem Ubergang zum Matrix-Galerkin-Gleichungssystem verbessert werden kann und wel-
che Auswirkungen dies auf die verwendeten Losungsverfahren hat. Ein besonderer Fokus
sollte hierbei allerdings auf dem Erhalt der schwachbesetzten Struktur des resultieren-
den Gleichungssystems liegen. Unter Umsténden konnten sich dafiir auch wieder H- oder
H2-Matrix-Techniken eignen. Die oben beschriebenen Schwierigkeiten treten auch bei der
Matrixgleichung AXA* = C (s.0.) auf, wobei sich zeigen lésst, dass die Kondition hier
ein zu h™* proportionales Verhalten aufweist. Da dieser Wert schon fiir moderat kleine
Gitterweiten grofs wird, ist die Vorkonditionierung bzgl. dieser Matrixgleichung von noch
groferem Interesse (vgl. auch [21]).

Wie an den numerischen Ergebnissen aus Abschnitt zu erkennen ist, muss fiir die
Berechnung einer genaueren Losung — bzgl. eines entsprechenden Qualitdtsmerkmals
— der Rang der Clusterbasis in grofseren Dimensionen erhoht werden. Dies geschieht in
Abschnitt global, also fiir alle Clusterbasismatrizen in gleichem Mafe. Bei den in [0,
Abschnitt 10.5] verwendeten Techniken zur Berechnung einer approximativen Inversen,
wird der lokale Rang aufgrund algebraischer Kenngroken adaptiv gewihlt. Ubertragen
wir diesen Ansatz auf das Matrix-Galerkin-Verfahren, dann bedeutet dies, den Rang
nicht global, sondern nur in Clustern zu erhéhen, die zu Blocken mit einem grofien lo-
kalen Fehler gehoren. Hierbei wére dann ein Kriterium bzw. ein lokaler Fehlerschdtzer
zu entwickeln, um herauszufinden, wo der Fehler grofs bzw. klein ist. Analog zu dem
Grundgedanken der hp-Verfahren konnte evtl. anstatt einer Erhchung des Rangs auch
eine Verfeinerung des Blockbaums — also die weitere Unterteilung zuléssiger Blocke in
Séhne — zu einer besseren Approximationsgiite fithren. Welche dieser beiden Strategien
oder inwieweit eine Kombination beider Techniken zu einer genaueren Losung flihrt, wére
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ebenfalls weiter zu untersuchen.
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