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Zusammenfassung

Wir untersuchen die Rénder von mehrfach zusammenhéngenden wandernden Gebieten
ganzer transzendenter Funktionen. Unter anderem zeigen wir, dass mehrfach zusammen-
hangende wandernde Gebiete ganzer transzendenter Funktionen unter gewissen Vorausset-

zungen von Jordankurven berandet sind.

Fiir eine ganze oder rationale Funktion f ist die Fatoumenge F(f) die Menge all der Punkte,
in denen die Folge f" der Iterierten von f eine normale Familie bildet, und die Juliamenge
J(f) ist ihr Komplement. Eine Komponente U der Fatoumenge nennen wir wandernd,
wenn f*(U) # f™(U) fiir alle n # m gilt. Sei U = U, ein mehrfach zusammenhéngendes
wanderndes Gebiet einer ganzen transzendenten Funktion f und U,, := f™(U). Dann ist U,
beschrankt. Mit 0, U,, bezeichnen wir die Randkomponente von U,,, die U,, von oo trennt
und mit dyU,, die Randkomponente, die U,, von 0 trennt, wenn eine solche existiert.

Wir zeigen, dass unter bestimmten Voraussetzungen 0,.U,_; = JyU,, fir alle n € N gilt.
Weiter zeigen wir, dass diese Rdnder Jordankurven sind, und nutzen dies, um zu zeigen,
dass viele andere Randkomponenten der U,, Kurven sind. Unter diesen Voraussetzungen ist
jede Randkomponente der U,, eine Kurve, wenn zuséatzlich 0yU,, isoliert ist, das heifst, wenn
sich keine weiteren Randkomponenten von U,, bei 0yU,, haufen. Diese Resultate schliefsen
viele komplizierte topologische Strukturen fiir die Rdnder der wandernden Gebiete aus
und zeigen demnach, dass wandernde Gebiete vergleichsweise einfache Formen haben kon-
nen. Schlieklich zeigen wir, dass die Randkurven unter zusétzlichen Voraussetzungen sogar
rektifizierbar sind.

Aufserdem geben wir Beispiele an, die unsere Resultate veranschaulichen. Wir betrachten
mehrere Klassen von Funktionen mit wandernden Gebieten, die auf Beispiele von Baker
zuriickgehen, und zeigen, dass diese in viele Féllen von Kurven berandet sind. Unter ande-
rem zeigen wir, dass fiir das erste Beispiel eines wandernden Gebietes von Baker aus dem
Jahr 1976 und fiir das erste Beispiel eines unendlich-fach zusammenhéngenden wandernden
Gebietes aus dem Jahr 1985 die Rénder aus abzihlbar vielen Jordankurven bestehen.






Abstract

We investigate the boundaries of multiply connected wandering domains of entire transcen-
dental functions. Among other things we show that under certain conditions the boundary
components of multiply connected wandering domains of entire transcendental functions

are Jordancurves.

For an entire or rational function f the Fatou set F(f) is the set of all points such that the
sequence f" of iterates of f form a normal family and the Julia set J(f) is its complement.
A component U of the Fatou set is called wandering if f*(U) # f™(U) holds for all n # m.
Let U = Uy be a multiply connected wandering domain of an entire transcendental function
f and U, := f*(U). Then U, is bounded. By 0,U, we denote the boundary component
of U,, which separates U,, from oo and by dyU,, we denote the boundary component which
separates U, from 0 if such a component exists.

We show that under certain conditions O, U,,—1 = 0yU,, holds for all n € N. Moreover we
show that these boundaries are Jordan curves and we use this to show that many boundary
components of the U, are curves. Under these conditions all boundary components of
U, are curves if we have in addition that OyU,, is isolated, which means that there are
no other boundary components of U, which accumulate at 0yU,. These results rule out
many complicated topological structures for the boundaries and thus show that wandering
domains can have comparatively simple forms. Finally we show that under additional
conditions the boundary curves are in fact rectifiable.

Furthermore, we give examples which illustrate our results. We consider several classes of
functions with wandering domains which go back to Baker and show that these are in many
cases bounded by curves. Among others we show that for the first example of a wandering
domain by Baker from 1976 and for the first example of an infinitely connected wandering

domain from 1985 the boundaries consist of countably many Jordan curves.
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Kapitel 1
Einleitung

Die Untersuchung des Iterationsverhaltens ganzer und rationaler Funktionen hat ihren
Ursprung in den Arbeiten von Julia [Jull8] und Fatou |[Fat19], [Fat26] zu Beginn des 20.
Jahrhunderts. Fatou und Julia zerlegten unabhéngig voneinander die komplexe Ebene C
beziehungsweise die Riemannsche Sphire C in zwei disjunkte Mengen, die spéter nach ihnen
als Fatou- und Juliamenge benannt wurden. Fiir eine ganze oder rationale Funktion f ist
die Fatoumenge F(f) die Menge all der Punkte, in denen die Folge der Iterierten von f eine
normale Familie bildet, und die Juliamenge J(f) ist ihr Komplement. Nach dem Satz von
Arzela-Ascoli ist daher das Iterationsverhalten der Punkte aus der Fatoumenge in gewisser
Weise stabil. Das Iterationsverhalten der Punkte aus der Juliamenge ist hingegen instabil.
Unter Instabilitdt verstehen wir dabei, dass schon fiir zwei Punkte innerhalb einer kleinen
Umgebung um einen Punkt aus der Juliamenge das Iterationsverhalten stark differieren
kann.

Die Fatoumenge ist offen und vollsténdig invariant unter f, das heift, es gilt z € F(f)
genau dann, wenn f(z) € F(f) gilt. Ist U = Uj eine Zusammenhangskomponente von
F(f), eine sogenannte Fatoukomponente, so existiert fiir jedes n € N eine Fatoukompo-
nente U, sodass f"(U) C U, gilt. Dabei bezeichnet f" := fo...o f die n-te Iterierte der
Funktion f. Eine Fatoukomponente U heifst periodisch, wenn ein p € N mit fP(U) C U
existiert, und praperiodisch, wenn ein n € N existiert, sodass f"(U) periodisch ist. Peri-
odische Fatoukomponenten kénnen in verschiedene Typen unterteilt werden und sind sehr
gut verstanden, siehe zum Beispiel den Klassifikationssatz (Satz 2.7.11). Eine Fatoukompo-
nente, die nicht praperiodisch ist, heifst wandernd. Fiir eine wandernde Fatoukomponente
U gilt dann f*(U) # f™(U) fiir alle n # m (fiir mehr Informationen zur Iterationstheorie
siehe Kapitel 2.7).

Ein sehr bedeutendes Theorem von Sullivan [Sul85| besagt, dass rationale Funktionen kei-
ne wandernden Gebiete besitzen konnen. Damit haben rationale Funktionen nur préiperi-
odische Fatoukomponenten und der Klassifikationssatz liefert somit eine vollstdndige Be-
schreibung auf der gesamten Fatoumenge. Baker zeigte jedoch bereits in [Bak76] noch vor
Sullivans Arbeit, dass ganze transzendente Funktionen wandernde Gebiete haben koénnen.
Damit liefert der Klassifikationssatz hier keine vollstdndige Kldrung der Situation. Tat-
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2 KAPITEL 1: EINLEITUNG

sichlich gab Baker in [Bak63| das erste Beispiel einer ganzen transzendenten Funktion mit

mehrfach zusammenhéngenden Fatoukomponenten. Die von Baker betrachtete Funktion

hat die Form .
9 z
— (. 14+ =
f(2) C’zj[[l(%—rj),

wobei C' > 0 eine Konstante ist und (7,),en eine positive reelle Folge, die der Rekursions-

rast = Cr2 ]| (1 + ;—")
J

J=1

formel

gentigt. Weiter sind 71 > 1 und C' > 0 so gewdhlt, dass C'-exp (%) < 1und C-ry > 1 gilt,
zum Beispiel C' = é und ry > 4de. Baker zeigte, dass fiir die Annuli B,, := A(r2, \/foy1) die
Ungleichung f(B,) C B, fiir groke n gilt, wobei wir A(r, R) :={z € C:r < |z| < R}
fiir 0 < r < R setzen. Es gilt f(0) = 0 und f*(z) — oo fiir k& — oo fiir alle z € B,,. Da-
her existieren mehrfach zusammenhangende Fatoukomponenten U,, mit B,, C U,,. Diese U,
werden dann unter Iteration jeweils aufeinander abgebildet, das heift, es gilt f(U,) C U,41.
Hierbei war jedoch nicht klar, ob die U, alle verschieden sind oder nicht doch alle zu einer
groften, mehrfach zusammenhéngenden und unbeschrankten Fatoukomponente U gehdren.
Baker konnte jedoch mehrere Jahre spéter in [Bak76| zeigen, dass seine Funktion keine
mehrfach zusammenhédngende unbeschrankte Fatoukomponente besitzt. Damit miissen die
U, alle verschieden und demnach wandernde Gebiete sein. Kurz darauf zeigte er in [Bak75,
Theorem 1], dass ganze transzendente Funktionen generell keine unbeschrankten mehrfach
zusammenhéngenden Fatoukomponenten haben. Daraus folgt, dass alle mehrfach zusam-
menhéngenden Gebiete bereits wandernde Gebiete sein miissen (siche Bemerkung 2.8.5).
Weiter zeigte Baker in [Bak84, Theorem 3.1], dass solche mehrfach zusammenhéngenden
wandernden Gebiete U, folgende Eigenschaften besitzen (siehe Abbbildung 1.1):

e Alle U, sind beschrankt und mehrfach zusammenhéngend.

e Es existiert ein N € N, sodass sowohl 0 als auch U, fiir alle n > N in einer be-

schrinkten Komponente von C\ U, liegen.

e Es gilt dist(U,,0) — oo fiir n — oo, also gilt insbesondere f*(z) — oo fiir k — oo
fiir alle z € U,.

Da alle U,, beschriankt sind, ist f : U, — U,.1 eine eigentliche Abbildung und es gilt
fU,) = U, fur alle n € N, siehe Satz 2.7.9.

Es gibt inzwischen viele Beispiele sowohl von einfach als auch von mehrfach zusammen-
héngenden wandernden Gebieten, siche [Her84|, [Bak84|, [Sul85]|, [EL87], [Dev89|, [Six12],
[Bis15] fiir Beispiele mit einfach zusammenhéngenden wandernden Gebieten und [Bak63],
[Bak76], [Bak85], [Hin94|, [KS08], [BZ11], [BRS13|, [Bis12] fiir Beispiele mit mehrfach zu-
sammenhéngenden wandernden Gebieten sowie [Berll| und [Osb13] fiir Beispiele mit ein-
fach und mehrfach zusammenhéngenden wandernden Gebieten.



Abbildung 1.1: Aufgrund obiger Eigenschaften ist es sinnvoll, sich mehrfach zusammenhéngende
wandernde Gebiete als grofie topologische Annuli um 0 herum vorzustellen, die allerdings viele
weitere ,kleine Locher haben kénnen. Die B,, entsprechen den Annuli von Bakers erstem Beispiel.
Wir werden spéter sehen, dass wandernde Gebiete immer solche Annuli enthalten. Alle Bilder von
wandernden Gebieten in dieser Arbeit sind vereinfachte Darstellungen und vermitteln nicht die

korrekten Grofenverhaltnisse.

Sowohl Eremenko und Lyubich [EL92| als auch Goldberg und Keen [GK86| zeigten, dass
sich das Resultat von Sullivan auf Funktionen der Speiser-Klasse S erweitern lasst, das
heifst, dass Funktionen in S keine wandernden Gebiete haben. Die Klasse S besteht aus
allen ganzen transzendenten Funktionen mit endlich vielen kritischen und asymptotischen
Werten (siehe Definition 2.4.7). Eremenko und Lyubich konnten auferdem zeigen, dass es
keine mehrfach zusammenhéngenden wandernden Gebiete in der Eremenko-Lyubich-Klasse
B geben kann. Die Klasse B besteht aus allen ganzen transzendenten Funktionen, fiir die
die Menge der kritischen und asymptotischen Werte beschréankt ist. Eremenko und Lyubich
zeigten sogar, dass fiir f € B die von Eremenko in [Eré89| eingefiihrte entkommende Menge
I(f) == {2z : f"(2) — oofirn — oo} in der Juliamenge enthalten ist. Damit kénnen
Funktionen in B keine mehrfach zusammenhéngenden wandernden Gebiete haben, da diese
in der entkommenden Menge liegen.

Es bleibt die Frage offen, ob Funktionen in B einfach zusammenhéngende wandernde Gebie-
te haben konnen. Diese kénnen dann nach Eremenko und Lyubich nicht in der entkommen-
den Menge liegen. Bishop war der erste, der zeigen konnte, dass einfach zusammenhéngende
wandernde Gebiete auch in der Klasse B auftreten konnen, siche [Bisl5|. Eremenko und
Lyubich zeigten in [EL87, Example 1| bereits selbst, dass ein Beispiel eines einfach zusam-
menhingenden wandernden Gebietes aufkerhalb der Klasse B existiert, welches nicht in der
entkommenden Menge liegt. Sowohl das Beispiel von Eremenko und Lyubich als auch das
Beispiel von Bishop liegen zwar nicht in der entkommenden Menge, haben aber auch keinen
beschrankten Orbit (siehe Definition 2.7.4). Ob es wandernde Gebiete mit beschrinktem
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Orbit geben kann, ist nicht bekannt. Mehrfach zusammenhéngende wandernde Gebiete
liegen sogar inklusive ihres Randes in der in [BH99| eingefiihrten schnellentkommenden
Menge A(f) (siche Definition 2.7.3), welche die entkommende Menge enthélt. Die entkom-
mende und die schnellentkommende Menge sind von groffer Bedeutung in der Untersuchung
der Dynamik von ganzen transzendenten Funktionen, siche zum Beispiel [Rem07], [RS12]
und [RRRS11]. Einfach zusammenhéngende wandernde Gebiete kénnen ebenfalls in der
schnellentkommenden Menge liegen, siehe [Berll| und [Six12| fiir Beispiele. Rippon und
Stallard haben entkommende Fatoukomponenten, wozu neben wandernden Gebieten auch
sogenannte Bakergebiete (vgl. Satz 2.7.11) gehoren konnen, und deren Rénder in [RS11|

genauer untersucht.

Wir untersuchen in dieser Arbeit die Randkomponenten mehrfach zusammenhéngender
wandernder Gebiete. Im Folgenden sei U = Uj ein mehrfach zusammenhingendes wan-
derndes Gebiet einer ganzen transzendenten Funktion f und U, := f™(U). Das Gebiet U
heifit k-fach zusammenhingend, wenn C \ U genau k Zusammenhangskomponenten hat.
Wir setzen dann ¢(U) := k. Baker modifizierte seine Konstruktion in [Bak85|, um ein
Beispiel eines unendlich-fach zusammenhédngenden wandernden Gebietes zu konstruieren.
Inzwischen wurde von Bergweiler und Zheng in [BZ11, Theorem 1.2] gezeigt, dass sein
erstes Beispiel ebenfalls diese Eigenschaft besitzt. Aufserdem untersuchten Bergweiler und
Zheng in [BZ11, Theorem 1.1] die gleichméfige Perfektheit (siche Definition 2.9.23) von
Réandern mehrfach zusammenhéngender wandernder Gebiete. Unter anderem zeigten sie
in [BZ11, Theorem 1.2|, dass der Rand des ersten Beispiels von Baker nicht gleichméfig
perfekt ist. Kisaka und Shishikura zeigten in [KS08, Theorem C|, dass fiir alle N € N ein
N-fach zusammenhéngendes wanderndes Gebiet existiert. Aufferdem zeigten sie, dass fiir
mehrfach zusammenhéngende wandernde Gebiete U, entweder ¢(U,,) = 2 oder ¢(U,) = o0
fiir alle groften n gilt, abhéngig davon, ob die wandernden Gebiete endlich oder unendlich
viele kritische Punkte enthalten. Wir sagen U hat letztendlichen Zusammenhang k, wenn
c(U,,) = k fiir alle grofsen n gilt.

Bergweiler, Rippon und Stallard fithrten in [BRS13, Theorem 1.1] eine neue Methode zur
Untersuchung von wandernden Gebieten ein, welche auf positiven harmonischen Funktio-
nen basiert. Mit dieser neuen Technik sind sie in der Lage, das Verhalten der Punkte in-
nerhalb eines wandernden Gebietes genau zu beschreiben. Die Resultate dhneln denen aus
dem Klassifikationssatz fiir periodische Fatoukomponenten. Bergweiler, Rippon und Stall-
ard konnten in [BRS13, Theorem 1.3| zeigen, dass fiir jedes mehrfach zusammenhéngende
wandernde Gebiet U Annuli E,, C U,, um 0 existieren, die in gewisser Weise absorbierend
sind. Damit ist gemeint, dass fiir alle kompakten Mengen K C U ein N € N existiert,
sodass f"(K) C E, fiir alle n > N gilt. Siehe Satz 2.8.11 fiir die genaue Definition von
E,. Fiir jede beschrankte Menge Z C C bezeichnen wir mit Z die Vereinigung von Z mit
allen beschrinkten Komponenten des Komplements von Z. Da E,, C U, gilt, gibt es sowohl
Randkomponenten von U, in U, N Evn, welche wir innere Randkomponenten nennen, als
auch in Fn\ E;L, welche wir duflere Randkomponenten nennen. Mit 0, U, bezeichnen wir



die Randkomponente von U, die U, von oo trennt, und nennen sie groffen dufferen Rand.
Fiir grofe n existiert eine Randkomponente, die U,, von 0 trennt. Diese Randkomponen-
te bezeichnen wir mit dyU, und nennen sie groffen inneren Rand. Diese beiden Rénder

bezeichnen wir als grofs, alle anderen Randkomponenten von U,, nennen wir klein.

Abbildung 1.2: Das Bild zeigt

o :
' -0 O U, die Einteilung der Randkom-

U =10 U,
ponenten. Die roten zusam-
O men mit dyU, sind die inneren
0 Randkomponenten. Die blau-
: en zusammen mit U, sind
: O die &ufseren Randkomponen-
ten. Die roten und blauen sind

O kleine Randkomponenten.

o"'-.:
0!
o U
0
O
O

Wir sagen U hat letztendlichen inneren Zusammenhang k, wenn U, fiir alle groften n genau
k — 1 innere Randkomponenten besitzt. Weiter sagen wir U hat letztendlichen dufleren
Zusammenhang k, wenn U, fiir alle grofsen n genau k—1 dufere Randkomponenten besitzt.
Wir nennen eine Randkomponente Z von U isoliert, wenn dist(Z,0U \ Z) > 0 gilt. In Satz
3.1.6 zeigen wir, dass eine Randkomponente Z genau dann isoliert ist, wenn jedes Bild
und Urbild von Z unter f isoliert ist. Weiter zeigen wir, dass der innere beziehungsweise
aufsere grofe Rand genau dann isoliert ist, wenn der letztendliche innere beziehungsweise
letztendliche duflere Zusammenhang 2 ist.

Dem Maximum- und Minimumprinzip zufolge wird der innere beziehungsweise dufsere grofse
Rand von U,, auf den inneren bezichungsweise dufteren grofen Rand von U, abgebildet. In
Satz 3.1.9 zeigen wir weiter, dass jede kleine Randkomponente nach endlicher Iteration eine
innere Randkomponente ist und bleibt. Besitzt U, letztendlichen inneren Zusammenhang
2, so ist die einzige innere Randkomponente von U, der grofse innere Rand dyU,,, das heifst,
jede kleine Randkomponente Z wird nach endlicher Iteration auf einen grofen inneren Rand
abgebildet. Eine Randkomponente, die nach endlicher Iteration auf einen grofen Rand
abgebildet wird, nennen wir letztendlich grofs. Eine kleine Randkomponente, die niemals auf
einen grofen Rand abgebildet wird und demnach fiir immer eine kleine Randkomponente
bleibt, nennen wir ewig klein.

Sei Z eine Randkomponente von U. Wir zeigen in Satz 3.1.22 unter anderem, dass jede
Komponente V von Z \ Z entweder ein einfach zusammenhéngendes wanderndes Gebiet
ist oder ein Urbild einer Nullstelle enthélt. Gilt Z \ Z = 0, so nennen wir Z kollabiert. In
Korollar 3.1.23 zeigen wir, dass eine ewig kleine Randkomponente Z entweder kollabiert ist
oder Z \ Z ausschlieflich aus einfach zusammenhédngenden wandernden Gebieten besteht.
Dariiber hinaus zeigen wir, dass jeder Punkt z € Z Haufungspunkt von anderen letztendlich
grofsen Randkomponenten ist und Z C A(f) gilt. Aufserdem zeigen wir zusammen mit
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Rippon und Stallard in Korollar 3.1.26, dass kollabierte Randkomponenten genau dann

auftreten, wenn co der letztendliche innere Zusammenhang von U ist.

<O

Abbildung 1.3: Das Bild veranschaulicht die verschiedenen Randtypen. Die rote Randkomponente
ist kollabiert und die blaue Randkomponente ist der Rand eines einfach zusammenhéngenden
wandernden Gebietes. Beide sind ewig klein. Die lilafarbene Randkomponente ist letztendlich
grofs. Alle Randkomponenten aufler dem grofen dufseren Rand sind nicht isoliert (angedeutet ist

dies nur bei den ewig kleinen Réndern und dem grofen inneren Rand).

Eine Menge A C C heifit lokal zusammenhingend im Punkt a € C, wenn fiir alle of-
fenen Umgebungen V' von a eine offene Umgebung U C V' von a existiert, sodass U N A
zusammenhéngend ist. Ist dies der Fall fiir alle Punkte, so nennen wir A selbst lokal zusam-
menhdngend. Die Juliamenge besitzt oft sehr komplizierte geometrische und topologische
Eigenschaften. Daher ist es von Interesse, unter welchen Voraussetzungen die Juliamenge
lokal zusammenhéngend ist. Es ist bekannt, dass die Juliamenge einer rationalen Funk-
tion f lokal zusammenhéngend ist, wenn die Juliamenge zusammenhingend ist und f
hyperbolisch ist (siche Satz 2.9.20), wobei eine rationale Abbildung f mit co € F(f) hy-
perbolisch genannt wird, wenn ein n € N und ein A > 1 existieren, sodass fiir alle z € J(f)
die Ungleichung |(f™)’ (z)} > ) gilt (siehe Definition 2.7.15). Wie Baker und Dominguez
in [BD00, Theorem A| zeigten, ist die Juliamenge einer ganzen transzendenten Funktion
allerdings zusammenhéngend, wenn sie an mindestens einem Punkt lokal zusammenhén-
gend ist. Im Umkehrschluss bedeutet dies, dass die Juliamenge einer Funktion mit einem
mehrfach zusammenhéngenden wandernden Gebiet, also einer unzusammenhéngenden Ju-
liamenge, niemals lokal zusammenhangend ist. Genauer gesagt ist sie sogar an keinem
einzigen Punkt lokal zusammenhéngend. Zu kléren ist, ob in diesem Fall zumindest die
einzelnen Komponenten lokal zusammenhéngend sind. Daher untersuchen wir, ob die Rén-
der beziehungsweise Randkomponenten von mehrfach zusammenhéngenden wandernden



Gebieten lokal zusammenhéngend sind. Dies bedeutet nach dem Satz von Carathéodory
(Satz 2.9.6) zugleich, dass die Randkomponenten Kurven sind.

Bishop konstruierte in [Bis12| eine ganze transzendente Funktion, deren Juliamenge Haus-
dorffdimension 1 hat (sieche [Pom92, Chapter 10] fiir eine Definition der Hausdorffdimen-
sion). Ein Teil des Beweises von Bishop ist es zu zeigen, dass die Funktion ein mehrfach
zusammenhéngendes wanderndes Gebiet besitzt, dessen Randkomponenten rektifizierbare
Jordankurven sind. Es ist unklar, ob dies eine besondere Eigenschaft des Beispiels von
Bishop ist oder ob die Randkomponenten von mehrfach zusammenhéngenden wandernden
Gebieten generell rektifizierbare Jordankurven sind. Das folgende Theorem 1 zeigt, dass die
grofsen Rénder von mehrfach zusammenhéngenden wandernden Gebieten unter gewissen
Voraussetzungen Jordankurven sind.

Die folgende Version ist vereinfacht und wird spéter in der Arbeit als Korollar formuliert. In
der allgemeineren Version von Theorem 1 sind auch topologische Annuli mit zusétzlichen
Voraussetzungen als C,, zugelassen.

Theorem 1 (Vereinfachte Version)

Ser U = Uy ein mehrfach zusammenhdngendes wanderndes Gebiet einer ganzen transzen-
denten Funktion f und U, = f"(U) fir alle n € N. Seien (r,)nen, (@n)nen und (5n)nen
Folgen positiver reeller Zahlen mit o, < Bpn. Es sei (Cp)pen mit Cp, := ATy, Bury) eine
Folge von Annuli und N € N, sodass fiir alle n > N folgende Eigenschaften gelten:

(i) Es existieren a, f € Ry, sodass a < «,, < 5, < 3 gilt.
(i) Cny1 C f(Ch).
(iii) 0pCy C Up—1 und 05,C,, C U,.
(iv) Fiir ein m € Rog mit m% > 1 und fir alle z € f~(Cy11) N C,, gilt

8
2f'(2)
f(2)

(v) Fiir alle z € f~1(Cpy1) NG, gilt

Dann gilt fir allen > N:
e OyU, und 0,,U,_1 sind Jordankurven.
® 800Un_1 = 80Un

Obwohl die Voraussetzungen von Theorem 1 kompliziert aussehen, sind sie fiir konkrete
Beispiele vergleichsweise einfach zu iiberpriifen.

Mehrfach zusammenhéingende wandernde Gebiete konnen moglicherweise eine sehr kom-
plexe topologische Struktur besitzen. Beispielsweise ist es denkbar, dass sogenannte , Lakes
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of Wada* (vgl. Definition 2.9.16) auftreten, das heifst, dass ein weiteres Gebiet V', zwischen*
00U, und 05U, _1 liegt und trotzdem 0,,U,_1 = OyU,, sogar 0,,U,,_1 = OpU,, = AV gilt. In
Satz 3.1.28 zeigen wir, dass die Resultate von Theorem 1 implizieren, dass keine , Lakes of
Wada* auftreten. Damit ist die Situation vergleichsweise einfach, siehe Abbildung 1.4.
Der Beweis von Theorem 1 hat in Teilen Ahnlichkeit mit dem Beweis, dass die Rénder von
einfach zusammenhédngenden Fatoukomponenten von hyperbolischen Abbildungen lokal
zusammenhéngend sind (siehe Satz 2.9.21). Dort wird eine einfach zusammenhéngende und
invariante Fatoukomponente U der hyperbolischen Funktion f betrachtet. Es ist bekannt,
dass alle Fatoukomponenten einer hyperbolischen Funktion attraktiv sind (siehe Definition
2.7.10 und Bemerkung 2.7.16). Demnach ist auch U attraktiv. Es werden Kurven -, so
konstruiert, dass f(Spur(vy,4+1)) = Spur(v,) gilt und der attraktive Fixpunkt in U jeweils
im Inneren der Kurven liegt. Auf der Juliamenge ist f expandierend, das heifst, jeder
Zweig der Umkehrfunktion ist kontrahierend. Dies ist auch fiir eine kleine Umgebung der
Juliamenge noch der Fall. Sind die 7, nahe genug am Rand der Fatoukomponente, also in
dieser Umgebung, so kann gezeigt werden, dass die Kurven 7, gleichméfig konvergieren.
Aufgrund der Wahl der Kurven miissen diese dann gegen den Rand von U konvergieren und
wir erhalten, dass der Rand von U eine Kurve und damit nach dem Satz von Carathéodory
lokal zusammenhéangend ist.

Fiir unseren Beweis von Theorem 1 kénnen wir die Kurven nicht in der angegebenen Weise
wihlen, da unsere Fatoukomponenten nicht invariant sind. Die Voraussetzungen (i)—(iv)
liefern uns allerdings eine Umgebung C,, der grofen Rénder 0,,U,_1 und dyU,,, auf denen
f in einer bestimmten Weise expandierend ist. Unser Ziel ist es, die Randkurven der C,,
nach U zuriickzuziehen. Dann nutzen wir die Tatsache, dass f in den C), expandierend ist,
sowie Voraussetzung (v), um zu zeigen, dass die dadurch entstehenden Kurven gleichméfig
konvergieren. Schliefslich nutzen wir eine Sandwich-Konstruktion, um zu zeigen, dass die
angrenzenden grofsen Réander iibereinstimmen.

Theorem 1 kann nur auf unendlich-fach zusammenhéngende wandernde Gebiete U ange-
wendet werden. Dies liegt daran, dass die Rénder der wandernden Gebiete als Teilmengen
der Juliamenge im Abschluss der abstofsenden periodischen Punkte liegen (siche Bemer-
kung 2.7.7). Es gilt U C A(f) und demnach enthalten die U,, keine periodischen Punkte.
Gilt 0,,U,,_1 = 9yU,, und ist dies eine Jordankurve, also lokal zusammenhéngend, so zeigen
wir in Satz 3.1.28, dass die periodischen Punkte nur in Komponenten des Komplements
von U,_; UU, liegen konnen. Das heifit, es miissen sich Komponenten des Komplements
von U,_; UU, bei jedem Punkt des gemeinsamen groffen Randes hédufen. Also ist U,,_;
oder U,, unendlich-fach zusammenhéangend. Damit sind alle U,, unendlich-fach zusammen-
héngend. Das heifst, wir konnen Theorem 1 nicht auf die endlich-fach zusammenhéngenden
Beispiele von Kisaka und Shishikura [KS08] und auch nicht auf Bergweilers Beispiel [Berl1|
anwenden.

In Satz 3.2.1 zeigen wir, dass Urbilder von Jordankurven geschlossene Kurven sind und
sogar selbst Jordankurven sind, wenn Z keine kritischen Punkte enthilt. Damit erhalten
wir, dass unter den Voraussetzungen von Theorem 1 jede letztendlich groffe Randkompo-



nente, welche zum grofsen Orbit (siehe Definition 2.7.4) von U gehort, eine geschlossene
Kurve ist. Ist 2 der letztendliche innere Zusammenhang von U, so ist nach Satz 3.1.9 jede
Randkomponente, welche zum grofsen Orbit von U gehort, letztendlich groft. Damit sind
in diesem Fall alle wandernden Gebiete, welche zum grofsen Orbit von U gehdren, von
abzahlbar vielen geschlossenen Kurven berandet.

In Theorem 2 zeigen wir, dass wir durch eine zusétzliche Voraussetzung sogar erreichen

konnen, dass die grofen Réander rektifizierbare Jordankurven sind.

Theorem 2 (Vereinfachte Version)
Seien f, U, (rn)nen, (Cp)nen und N definiert wie in Theorem 1. Weiter sei (,)nen €i-
ne summierbare Folge positiver reeller Zahlen, sodass fir alle n > N zusdtzlich zu den

2f'(2)
s (50| <=
fiir alle z € f~1(Chy1) NC, gilt.

Dann sind alle grofien Rinder fir geniigend grofies n € N sogar rektifizierbare Jordankur-

Voraussetzungen von Theorem 1

ven.

In der allgemeineren Version von Theorem 2 sind wieder topologische Annuli mit zuséatzli-
chen Voraussetzungen als C), zugelassen.

In Theorem 1 wurde Bedingung (v) genutzt, um die gleichméfige Konvergenz der Kurven
zu beweisen. Durch diese Bedingung erhalten wir, dass die einmal zuriickgezogenen Kurven
sich nicht zu sehr von Kreisen unterscheiden. Die zuséatzliche Bedingung von Theorem 2
verschérft Voraussetzung (v), wodurch wir in der Lage sind zu zeigen, dass alle zurtickge-
zogenen Kurven fast Kreise sind. Dadurch erhalten wir, dass auch die Grenzkurve nahe an
einem Kreis und daher rektifizierbar ist.

In Satz 3.2.1 zeigen wir, dass Urbilder von rektifizierbaren Jordankurven ebenfalls rektifi-
zierbar sind. Damit iibertragt sich unter den Voraussetzungen von Theorem 2 die Rektifi-
zierbarkeit auf jede letztendlich grofse Randkomponente, welche zum grofen Orbit von U
gehort.

Unsere Resultate konnen auf einige der oben genannten Beispiele angewendet werden.
Wir untersuchen in dieser Arbeit Klassen, die Bakers erste drei Beispiele von Funktionen
mit mehrfach zusammenhéngenden wandernden Gebieten enthalten (siche [Bak76] und
[Bak85]). Zuerst untersuchen wir eine Klasse von Funktionen, die Bergweiler und Zheng
in [BZ11] betrachtet haben und die Bakers erstes Beispiel beinhaltet. Die Funktionen der

Klasse haben die Form .
z
=N 1—=).
f(z)=Cz 1211 ( aj)

Hierbei ist C' > 0, N € N und (a,),en eine komplexe Folge, sodass die Folge der Betrige
einer dhnlichen Rekursionsformel geniigt wie in Bakers erstem Beispiel. Bergweiler und
Zheng haben gezeigt, dass diese Klasse mehrfach zusammenhéngende wandernde Gebiete
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U, besitzt. Dabei kann der Zusammenhang dieser Gebiete mithilfe einer Anpassung der Re-
kursionsformel kontrolliert werden. Theorem 1 kann hier in vielen, aber nicht allen, Fallen
angewendet werden. Insbesondere erhalten wir zuléssige Beispiele fiir die der letztendliche
innere und auflere Zusammenhang co oder einer der beiden 2 ist. Fiir Bakers erstes Beispiel
ist der letztendliche innere Zusammenhang 2. Damit kénnen wir zeigen, dass jedes wan-
dernde Gebiet von abzéhlbar vielen geschlossenen Kurven berandet ist und angrenzende
grofte Réander iibereinstimmen. Fiir das erste Beispiel unendlich-fachen Zusammenhangs

von Baker konnen wir ein dhnliches Resultat beweisen. Wir betrachten eine Klasse von

£(2) :Cklj (H%)f

Hier ist C' > 0, k € Ny und (7, ),en eine positive Folge, die ebenfalls einer Rekursionsformel

Funktionen der Form

gentigt. Wir konnen hier ebenfalls zeigen, dass wir Theorem 1 anwenden kénnen und der
letztendliche innere Zusammenhang der wandernden Gebiete 2 ist. Damit sind auch hier alle
wandernden Gebiete von abzihlbar vielen geschlossenen Kurven berandet und angrenzende

grofte Rénder stimmen iiberein.

OooUn = OOUn+1

Abbildung 1.4: Das Bild zeigt vereinfacht, wie Bakers erstes (und zweites) Beispiel eines mehr-
fach zusammenhéngenden wandernden Gebietes aussieht. Auch hier vermitteln die Bilder keine
korrekten Grofenverhéltnisse. Tatséchlich sind die ,kleinen Locher viel ndher am dufferen Rand
und entsprechend ist der maximale Annulus, den U,, enthélt, viel grofler. Die Situation ist deutlich
iibersichtlicher als in Abbildung 1.3.

Schlieflich betrachten wir eine Klasse von Funktionen der Form

f(z) = olj <1 + (%)k> .

Hier ist (k,)nen eine Folge natiirlicher Zahlen und (r,),en eine positive Folge, die ebenfalls
einer Rekursionsformel geniigt. Fiir alle 0 < o < 0o kénnen die k,, so gewahlt werden, dass
die Funktion Ordnung ¢ besitzt. Ebenso kann der Zusammenhang der wandernden Gebiete
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iiber eine Anpassung der Rekursionsformel kontrolliert werden. Auf diese Klasse kénnen
wir in vielen, aber nicht in allen Fallen Theorem 2 anwenden. Insbesondere erhalten wir
zuldssige Beispiele, fiir die der letztendliche innere Zusammenhang oo und der letztendliche
auflere Zusammenhang 2 ist. Bishops Beispiel hat eine dhnliche Form, jedoch ist dort der
letztendliche innere Zusammenhang 2 und der letztendliche dufsere Zusammenhang oco. In
den vorangegangenen Beispielen konnten wir Theorem 1, aber nicht Theorem 2 anwen-
den. In den Féllen des letzten Beispiels, in denen wir Theorem 2 nicht anwenden konnen,
liegt dies daran, dass bereits Theorem 1 nicht angewendet werden kann. Zu der Klasse ge-
hort ebenfalls Bakers erstes Beispiel von Funktionen beliebiger Ordnung mit wandernden
Gebieten. Bakers Beispiel ist jedoch so gewéhlt, dass nicht klar ist, ob die wandernden
Gebiete unendlich-fach zusammenhéngend sind. Daher konnen hier unsere Theoreme nicht

angewendet werden.

Im zweiten Kapitel werden wir zunéchst an einige Grundlagen aus der Funktionen- und
Iterationstheorie erinnern, die wir fiir unsere Beweise bendtigen werden. Auferdem werden
wir hier einen allgemeinen Hintergrund vermitteln und alle Begriffe einfiihren, die wir im
weiteren Verlauf dieser Arbeit benotigen werden. In Kapitel 3 werden wir unsere Hauptre-
sultate beweisen. Hierzu zéhlen die allgemeine Untersuchung der Randkomponenten von
wandernden Gebieten sowie die Theoreme 1 und 2. Im letzten Kapitel untersuchen wir
Beispielklassen von Funktionen, auf die wir unsere Resultate anwenden kénnen.






Kapitel 2
Grundlagen

In diesem Kapitel fiihren wir alle Begriffe und Notationen ein, die wir in dieser Arbeit
benutzen werden. Auferdem stellen wir Sdtze vor, die fiir die Beweise in dieser Arbeit

benotigt werden oder einen Hintergrund zu den hier betrachteten Fragestellungen liefern.

2.1 Definitionen und Notationen

In diesem Abschnitt wollen wir grundlegende Definitionen einfithren und Notationen kléren.

Notation 2.1.1 (Definitionsbereich) Sei f eine Funktion, dann bezeichnen wir mit D(f)

den Definitionsbereich von f.

Notation 2.1.2 (Bélle und Kreise) Sei zp € C und r > 0. Dann bezeichnen wir mit
B(z,7):={2 € C: |z — z| < r} und mit B(zg,7) :={z € C: |z — 2| <r}

den offenen beziehungsweise abgeschlossenen Ball um 2y mit Radius r. Aufserdem setzen
wir D := B(0, 1). Weiter bezeichnen wir mit

K(z0,7) = {z € C: |z — z| =}

den Kreis um 2y mit Radius r. Auferdem setzen wir K(r) := K(0,r) fiir den Kreis um 0
mit Radius 7.

Notation 2.1.3 (Annuli) Sei zp € C und 0 < r < R. Dann bezeichnen wir mit
A(zp,m, R) :={2 € C:r < |2z — 2| < R} und mit A(zy,r, R) :={z€ C:r <|z— 2| < R}
den offenen beziehungsweise abgeschlossenen Annulus um zp mit Radien » und R. Aufer-
dem setzen wir A(r, R) := A(0,7, R) und A(r, R) := A(0,7, R).

Definition 2.1.4 (Kontinuum) FEine kompakte zusammenhéngende Menge mit mehr als
einem Punkt heift Kontinuum.

Definition 2.1.5 (Ganze transzendente Funktionen) Sei f : C — C holomorph, dann
nennen wir f ganz. Ist f auferdem kein Polynom, so nennen wir f ganz transzendent.

13
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Definition 2.1.6 (Konforme Abbildungen) Wir nennen eine biholomorphe oder bijektive
und meromorphe Abbildung f konform.

Definition 2.1.7 (Minimal- und Maximalbetrag) Sei r > 0 und f eine holomorphe Funk-

tion. Dann setzen wir

m(r, f) :=min|f(z)] und M(r, f):=max|f(z)]

|z|=r |z|=r

und bezeichnen diese als Minimal- beziehungsweise Mazimalbetrag von f auf dem Kreis
mit Radius r.

Notation 2.1.8 (Durchmesser und Abstand von Mengen) Seien A, B C C Mengen. Dann
bezeichnen wir mit

diam(A) := sup |b— a|
a,beA

den Durchmesser von A. Weiter bezeichnen wir mit

dist(A, B) :== inf |b—a]

a€AbeB
den Abstand von A zu B.
Definition 2.1.9 (Hausdorffabstand) Seien A, B C C Mengen. Dann bezeichnen wir mit

disty (A, B) :==inf {¢ > 0| B C U.(A) und A C U.(B)}
den Hausdorffabstand der Mengen A und B, wobei wir mit
U(A) ={z€C|TacA:|z—a| <&}

die £ Umgebung um A bezeichnen.

Bemerkung 2.1.10 (Konvergenz von Mengen) Auf der Menge der kompakten Teilmengen
von C ist der Hausdorffabstand eine Metrik.

Definition 2.1.11 (k-fach zusammenhiingend) Sei U C C ein Gebiet und k¥ € N U {cc}.
Wir sagen, U ist k-fach zusammenhingend, wenn C \ U genau k Zusammenhangskompo-
nenten besitzt. In diesem Fall setzen wir ¢(U) := k. AuBerdem werden C und alle 1-fach

zusammenhéngenden Gebiete einfach zusammenhdngend genannt.

Definition 2.1.12 (Umringen) Sei U C C. Wir sagen, U umringt die Menge A, wenn A

in einer beschriinkten Komponente von C\ U liegt.

Definition 2.1.13 (Trennen) Sei A C C abgeschlossen. Wir sagen, U trennt die Mengen

B und C, wenn B und C in zwei verschiedenen Komponenten von C \ A liegen.

Definition 2.1.14 (Komponenten des Komplements) Sei U C C eine beschrankte Menge
und a € C\ U. Wir bezeichnen mit C(a,U) die Komponente von C \ U, die a enthiilt.
Mit U := C\ C(o0,U) bezeichnen wir die Vereinigung von U mit all seinen beschrénkten

Komponenten des Komplements.
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Definition 2.1.15 (Innerer und duferer Rand) Sei U C C eine beschriankte Menge. Wir
definieren 0 U := 0C(o00,U) als die duflere Randkomponente von U. Auferdem definieren
wir OyU := 0C(0,U) als die innere Randkomponente von U, falls 0 von U umringt wird.

Abbildung 2.1: Komponenten des Komplements sowie innerer und &dufserer Rand.

Bemerkung 2.1.16 (Varianten des innereren und duferen Randes) Man beachte, dass
im Allgemeinen nicht 9yU = 9yU oder 0,,U = 0,,U gilt.

Wir setzen die Landau-Symbole o(-) und O(-) als bekannt voraus. Auferdem nutzen wir
die folgende Notation.

Notation 2.1.17 (f ~ g) Sei G C C und f,g9 : G — C. Sei 2z, Haufungspunkt von G,

insbesondere ist zy = oo fiir unbeschréankte Mengen zugelassen. Wir schreiben f ~ ¢, wenn
f(z)=(040(1))g(z) firz— 2

gilt. Ist g(z) # 0 fiir z nahe bei 2y, so ist dies gleichbedeutend zu

lim /(z)

~ 1.
=20 g(2)

2.2 Kurven

Kurven und deren Eigenschaften sind ein wichtiger Bestandteil dieser Arbeit. Dieser Ab-
schnitt befasst sich mit Definitionen und grundlegenden Satzen zu diesem Bereich. Weitere

Details zu Kurven findet man zum Beispiel in [Pom92].

Definition 2.2.1 (Kurven) Sei [a,b] ein Intervall in R und v : [a,b] — C eine stetige
Abbildung. Dann heift v Kurve oder auch Weg. Wenn zusétzlich v(a) = ~(b) gilt, heifit ~y
geschlossene Kurve. Ist |,y injektiv, so heikt v Jordanbogen, ist 7|y injektiv und gilt
zuséatzlich v(a) = ~(b), so heilt v Jordankurve.

Sind 71,72 : [0, 1] = C Kurven mit (1) = 42(0), so bezeichnen wir mit v, +~, : [0,1] — C
die Kurve, die 7; und 7, nacheinander mit doppelter Geschwindigkeit durchléuft.
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Definition 2.2.2 (Glatte Kurven) Sei [a,b] ein Intervall in R und v : [a,b] — C eine
Kurve. Sei k¥ € NU {oo}. Wir nennen v eine C*-Kurve, wenn ~ mindestens k-mal stetig
differenzierbar ist. Ist v lokal in eine Potenzreihe entwickelbar, so nennen wir v analytisch.
Ist v eine C''-Kurve mit /() # 0 fiir alle ¢ € [a, b] und gilt 7/(a) = +/(b), falls  geschlossen
ist, so nennen wir v glatt.

Wir bezeichnen eine Menge M als glatte, C*- oder analytische Kurve, wenn es eine Kurve

v mit entsprechender Eigenschaft und M = Spur(y) gibt.
Notation 2.2.3 (Strahlen und direkte Verbindungsstrecken) Fiir alle ¢t € R setzen wir

R(t):={r-e":r € Ryl
Seien z,w € C, dann bezeichnen wir mit
[z,w] ={(1—t)z+tw:te]0,1]}
die direkte Verbindungsstrecke von z nach w.

In den Beweisen von Theorem 1 und 2 bendtigen wir Aussagen iiber Winkel zwischen

Kurven. Die folgende Notation kléart, was wir damit meinen.

Notation 2.2.4 (Schnittwinkel von Kurven) Seien 71, 72,73 glatte Jordanbogen. Aufser-
dem sei ty € D(71) N D(72). Dann bezeichnen wir mit

<(to, 11, 72) := arg (v5(to)71(to)) € [=,7)

den Winkelunterschied der Kurven v; und -, an der Stelle ¢y, wobei wir arg(-) als Funktion
nach [—m, ) auffassen.

Seien zg € Spur(vyy) N Spur(yz) und t; € D(v),ta € D(v2) mit 1 (t1) = 29 = Y2(t2). Dann
bezeichnen wir mit

<Cao i) = arg (2020 € o)

den Winkel von ~; zu 7, in 2, wobei wir wieder arg(-) als Funktion nach [—7, 7) auffassen.
Ist ¢ = to, so gilt <(t1,71,72) = <20, 71, 72)-
<(20,71,72)

V2

20

Abbildung 2.2: Schnittwinkel zwischen den Kurven v und =9 in zg.

Auferdem gilt
<20, 71,72) = <20, 71, 73) + 20,73, 72)
fir zy € Spur(y1) N Spur () N Spur(~ys), wenn <t(z2o, 71, v3) + <20,73, V2) € [—7, 7) gilt.
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Definition 2.2.5 (Umlaufzahl) Sei v eine geschlossene Kurve in C und z5 € C \ Spur(7)

sowie o eine rektifizierbare Kurve, die homotop zu v in C \ {2} ist. Dann definieren wir

n(7, 20) 2%@/(—2’0

Satz 2.2.6 (Jordanscher Kurvensatz) Sei U C C ein Gebiet und « eine Jordankurve in

die Umlaufzahl von v um z, als

U. Dann hat U \ Spur(y) genau zwei Zusammenhangskomponenten.

Fiir den letzten Satz findet sich ein Beweis in [Hal07]. Der Satz ermdglicht die folgende
Definition.

Definition 2.2.7 (Das Aufiere und das Innere einer Jordankurve) Sei v : [a,b] — C eine
Jordankurve, dann bezeichnen wir mit ext(y) die Komponente des Komplements in C von
Spur(7), die co enthélt und mit int(y) := C \ ext(y). Wir nennen ext(y) und int(y) das
Aufere beziehungsweise das Innere der Jordankurve .

Definition 2.2.8 (Crosscut) Sei U C C ein Gebiet. Dann nennen wir einen Jordanbogen
7 : [a,b] = C einen Crosscut in U, wenn y((a, b)) C U und v(a) U~(b) C 9U gilt.

Konvention 2.2.9 (Orientierung von Kurven und Kreisen) Ist v eine Jordankurve mit
0 € int(y) und ist die Orientierung beziehungsweise Parametrisierung von 7 nicht explizit
erwahnt, so gehen wir davon aus, dass v positiv orientiert ist, das heifst, dass n(v,0) =1
gilt. Insbesondere fassen wir K(r) fiir alle » > 0 als positiv orientierte Jordankurve K, auf.
Das heift, wir setzen K, : [—7, 7] = C mit K, (¢) = re'.

Satz 2.2.10 (Trennung von Komponenten durch Kurven) Seien X,Y C C disjunkt und
kompakt. Dann existiert eine Jordankurve v in C\ XUY , die X undY voneinander trennt.
Das heiftt, dass eine der Mengen X,Y in int(vy) und eine in ext(y) liegt.

Einen Beweis des Satz findet sich in [New51, Chapter VI, §4, Theorem 3.3|.
Definition 2.2.11 (Lénge und Rektifizierbarkeit) Sei v : [a,b] — C eine Kurve. Wir

definieren die Ldnge von ~ als

L(y) = sup {Z [y (tiz1) —(t)]

Ist ~ stiickweise stetig differenzierbar, so gilt

- [‘rwlar

Ist L() endlich, so nennen wir ~y rektifizierbar.

nEN,a:to<...<tn:b}.

Bemerkung 2.2.12 (Parametrisierung nach Bogenlidnge) Ist 7 : [a, b] — C eine rektifizier-
bare Kurve, so kann sie nach Bogenldnge parametrisiert werden. Das heifst, es existiert eine
Umparametrisierung 3 : [0, L(y)] — C von v derart, dass L (B|p,) = ¢ fiir alle t € [0, L()]
gilt. Damit existiert eine streng monoton wachsende Funktion 7 : [0, L(~y)] — [a, b], sodass
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B = ~vor gilt. Ist v stetig differenzierbar, so kann 7 so gewéhlt werden, dass 3 ebenfalls
stetig differenzierbar ist und || = 1 gilt.

Bemerkung 2.2.13 (Glatt impliziert rektifizierbar) Nach [Pom92, Proposition 3.3| sind
glatte Kurven rektifizierbar.

Bemerkung 2.2.14 (Kurve als Abbildung oder Menge) Haufig wird Spur(y) mit der
Kurve v identifiziert. Wir verzichten in dieser Arbeit weitgehend auf diese Vereinfachung,
da die folgende Definition sonst problematisch ist.

Definition 2.2.15 (Eigenschaften von Réndern) Sei U C C ein Gebiet und Z eine Kom-
ponente von OU. Dann heilst Z glatt, analytisch, rektifizierbar oder Lipschitz-stetig, wenn Z
eine Parametrisierung durch eine Kurve mit entsprechender Eigenschaft besitzt. Das heifit,
es existiert eine Kurve v : [a,b] — C mit v([a, b]) = Z und entsprechender Eigenschaft. Ist
OU eine Jordankurve, so nennen wir U ein Jordangebiet.

Bemerkung 2.2.16 (Rektifizierbarkeit und Lipschitz-Stetigkeit) Sei v : [a,b] — C eine
Lipschitz-stetige Kurve. Dann ist v auch rektifizierbar. Ist L > 0 die zugehérige Lipschitz-
Konstante, so gilt L(y) < L-|b— al.

Jedoch ist nicht jede rektifizierbare Kurve Lipschitz-stetig. Betrachte dazu v : [-1,1] — C
mit y(t) =t 47 /|t].

Allerdings kann jede rektifizierbare Kurve nach Bogenldnge parametrisiert werden. Die da-
durch entstehende neue Kurve ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 1. Eine Rand-
komponente Z eines Gebietes U C (' ist also genau dann Lipschitz-stetig, wenn sie rekti-
fizierbar ist.

2.3 Funktionentheoretische Grundlagen

Die Sétze und Aussagen in diesem Abschnitt sind allgemein bekannt und in den meisten
Biichern iiber Funktionentheorie zu finden, wie zum Beispiel [Con78|, [Gol69] und [Nev70].
Die folgenden beiden Satze liefern uns Aussagen iiber die Konvergenz von Kurven. Diese

werden in den Beweisen von Theorem 1 und 2 benétigt.

Satz 2.3.1 (Majorantenkriterium) Sei (f,,)nen €ine Folge von komplezwertigen Funktio-

nen auf einem beschrinkten Intervall 1 und sei (M,)nen eine Folge positiver Zahlen mit

> M, < oo, sodass fir allen € N und alle x € 1

n=1
[fu(2)] < M,
qilt, so konvergiert

A

gleichmdfig auf I.
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Das Majorantenkriterium liefert auch eine Aussage iiber die Konvergenz einer Funktionen-
folge.

Korollar 2.3.2 (Gleichméifige Konvergenz von Funktionenfolgen) Sei (f,)nen eine Folge
von komplexwertigen Funktionen auf einem beschrinkten Intervall I und sei (M, )nen eine

Folge positiver Zahlen mit Y M, < oo, sodass fir alle n € N und alle v € I

n=1
|[fot1(z) = fulz)] < M,

qgilt, so konvergiert f,, gleichmafig auf I.

Beweis: Wir wenden Satz 2.3.1 auf g, (z) := f,11(x) — fu(x) an und erhalten

lim fn Zgn +f1

0

Bemerkung 2.3.3 (Stetige Folgen) Sind die f,, stetig, so ist auch lim f, als gleichméfiger
n—oo
Grenzwert von stetigen Funktionen stetig.

Satz 2.3.4 (Gleichméfige Konvergenz der Ableitungen) Sei (f,)nen eine Folge von kom-
plexwertigen, differenzierbaren Funktionen auf einem beschrinkten Intervall I. Konvergiert
(fu)nen in einem Punkt und konvergiert (f)nen gleichmdfig, dann konvergiert f, gleich-
mafig gegen eine differenzierbare Funktion f: 1 — C und es gilt

lim f}(z) = f'(x)

n—oo
fir alle x € 1.

Definition 2.3.5 (Vielfachheit) Es seien U,V C C Gebiete und f : U — V eine meromor-
phe Funktion. Seien z € U \ {oo}, a € V' \ {oo} und k € N. Ist f(z) = a und f9(2) =0
fiir alle j < k und f*)(2) # 0, so bezeichnen wir z als k-fache a-Stelle. Ist a = 0o, so ist
z ein Pol und wir sagen, z ist k-fache a-Stelle, wenn z ein Pol der Ordnung £ ist. Weiter
sagen wir, dass z = oo eine k-fache a-Stelle ist, wenn 0 eine k-fache a-Stelle der Funktion
g:=f (%) ist.

Fiir einen Beweis des folgenden Satzes siche [Ahl78, Corollary S. 152].

Satz 2.3.6 (Satz von Rouché) Seien h und g meromorphe Funktionen auf einem Gebiet
G C C. Sei v eine Jordankurve in G mit int(y) C G. Haben g,h keine Nullstellen oder
Polstellen auf Bild(y) und gilt fir alle z € Bild(v) die Ungleichung |g(z) — h(z)| < |h(2)],

dann stimmen fiir h und g die Differenzen
(Anzahl der Nullstellen)— (Anzahl der Polstellen)

(entsprechend der Vielfachheit beziehungsweise Polordnung gezihlt) auf mt( ) tberein.
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Definition 2.3.7 (Ordnung einer Funktion) Sei f eine ganze Funktion. Dann bezeichnen
wir mit

log™ logt M
ord(f) := limsup og log” M(r. f)
r—00 10g r

die Ordnung der Funktion f, wobei wir log™(x) := max{0, log(x)} fiir alle x € R setzen.

Notation 2.3.8 (Anzahlfunktion) Sei f eine meromorphe Funktion und a € C. Dann
bezeichnen wir fiir » > 0 mit n(r, a, f) die Anzahl der a-Stellen in B(0,r) gezihlt gemiR
Vielfachheit.

Ist klar, welche Funktion f betrachtet wird, und a = 0, so setzen wir n(r) := n(r, a, f).

Satz 2.3.9 (Integrierte Anzahlfunktion) Sei f eine meromorphe Funktion und a € C mit
a# f(0). Seien v > 0 und cy, ...,c, € B(0,r) die a-Stellen von f. Dann gilt

"nfta f) & (L)
/0715 dt glog o)

Einen Beweis dieser Aussage findet man in [Nev70, Chapter III, §4].
Der Riemannsche Abbildungssatz ist einer der grundlegenden Sétze der Funktionentheorie,
einen Beweis findet man in [Gol69, Kapitel 11, § 2.

Satz 2.3.10 (Riemannscher Abbildungssatz) Sei U C C ein einfach zusammenhdingendes
Gebiet und |C\ U| > 2. Sei zy € U\ {o0}. Dann existiert genau eine konforme Abbildung
f:U—=D mit f(z0) =0 und f'(2) > 0.

Eine dhnliche Version des Riemannschen Abbildungssatzes gilt auch fiir zweifach zusam-
menhéngende Gebiete. Ein Beweis des folgenden Satzes ist in [Gol69, Kapitel V, § 1] zu
finden.

Satz 2.3.11 (Abbildungssatz fiir Ringgebiete) Sei A C C ein zweifach zusammenhingen-
des Gebiet, sodass jede Komponente von C\ A mindestens 2 Punkte enthdlt. Dann existiert
eine konforme Abbildung f : A — A(1,7) fir ein eindeutig bestimmtes r > 1.

2.4 Analytische Fortsetzung

Wir wollen nun eine Einfiihrung zu analytischer Fortsetzung geben. Beweise und weiterge-

hende Aussagen zu diesem Thema finden sich in [ConT78|.

Definition 2.4.1 (Analytische Fortsetzung) Seien G, H C C Gebiete mit G ¢ H. Weiter
seien f : G — Cund F : H — C meromorph und F|g = f. Dann heikt F analytische
Fortsetzung von f.

Definition 2.4.2 (Analytische Fortsetzung entlang einer Kurve) Sei G C C ein Gebiet
und f : G — C meromorph. Seien zy € G, z; ¢ G und v eine Kurve mit Anfangspunkt zg
und Endpunkt z;. Sei H C C ein Gebiet mit Spur(y) € H und F : H — C meromorph
mit F(z) = f(z) fiir z aus einer Umgebung von zy. Dann heilt F' analytische Fortsetzung
von f entlang 7.
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Seien allgemeiner 71, ..., v, : [0,1] — C Kurven mit v;_;(1) = ~;(0) fiir alle j € {2,...,n}
und sei v = 71 + ...+, die zusammengefasste Kurve. Sei f; meromorph in einer Umgebung
Up mit Spur(vy;) C Uy und f; meromorphe Fortsetzung von fj entlang ~;. Weiter sei fiir alle
j € {0,...,n — 1} die Funktion f;; : U;;; — C meromorphe Fortsetzung von f; entlang
Yj+1 mit Spur(yj41) C U;. Dann heilt f,, analytische Fortsetzung von f, entlang ~.

Fiir einen Beweis des folgenden Satzes siche [Con78, Proposition 2.4].

Satz 2.4.3 Die analytische Fortsetzung einer Funktion entlang einer Kurve ist eindeutig
bestimmt. Seien also G, f und v wie in Definition 2.4.2 und seien g und h analytische
Fortsetzungen von f entlang . Dann gilt g(z) = h(z) fir alle z aus einer Umgebung von
21

Bemerkung 2.4.4 Ist v eine geschlossene Kurve oder gilt nur Uy N U, # 0, so gilt im
Allgemeinen fo|vonw, # falvenv,-

Definition 2.4.5 (Singularitiiten) Seien G, H C C Gebiete und f : G — H meromorph.
Sei w € H. Dann heift w Singularitit von f=!, falls gilt: Es gibt eine glatte Kurve
v : [0,1] — H mit v(1) = w, ein Gebiet U C H mit 7(][0,1)) € U und es gibt einen
meromorphen Zweig ¢ der Umkehrfunktion von f auf U. Aber es gibt kein Gebiet V' C H
mit ([0, 1]) C V, auf dem ein meromorpher Zweig 1) der Umkehrfunktion von f existiert,
der auf der Zusammenhangskomponente von Spur(vy) in U NV mit ¢ iibereinstimmt. Mit
anderen Worten, ¢ ldsst sich entlang 7| fiir alle ¢ € (0,1) analytisch fortsetzen, aber
nicht entlang ~.

Die Menge alle Singularititen von f~! sei mit Sing(f~!) bezeichnet.

Satz 2.4.6 (Klassifikation von Singularitiiten) Seien G, H C C Gebicte und sei aufferdem
f : G — H meromorph. Seien w eine Singularitit von f~', U C H ein Gebiet, ¢ ein
Zweig der Umkehrfunktion von f auf U und v : [0,1] — H eine glatte Kurve mit y(1) = w
und v([0,1)) C U. Firt € (0,1) sei ¢ die in einer Umgebung U, von ~(t) definierte
Fortsetzung von ¢ entlang .

Dann gilt einer der folgenden Fille:

(i) dist(i(y(t)),0G) — 0, firt — 1.
(i) & :=limy; o ((1)) € G, f(§) = w und f ist in keiner Umgebung von £ injektiv.

Definition 2.4.7 (Kritische und asymptotische Werte) In Fall (i) des Satzes 2.4.6 heifit w
asymptotischer Wert von f und in Fall (ii) heifst w kritischer Wert von f und £ kritischer
Punkt von f.

Bemerkung 2.4.8 (Charakterisierung kritischer Punkte) Gilt f(§) = w und &, w # oo,
so ist £ genau dann kritischer Punkt und w kritischer Wert, wenn f'(£) = 0 gilt.
Ist £ # oo und w = o0, also £ Pol, so ist € kritischer Punkt, falls £ ein mehrfacher Pol ist.

Bemerkung 2.4.9 (Charakterisierung asymptotischer Werte) Sei f eine ganze Funktion.
Dann ist w ein asymptotischer Wert von f, wenn eine Kurve 7 : [0,1) — C existiert, sodass
(t) = oo und f(v(t)) — w fiir t — 1 gilt.
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Definition 2.4.10 (Menge der kritischen Punkte) Es seien U, V C C Gebiete und es sei
f : U — V eine meromorphe Abbildung. Dann bezeichnen wir mit Crit; die Menge der
kritischen Punkte von f.

Bemerkung 2.4.11 (Singuldre Menge von rationalen Funktionen) Ist f rational, so gilt
Sing(f~!) = f(Crit;), da rationale Funktionen auf ganz C definiert sind.

Definition 2.4.12 (Postsinguldre Menge) Wir definieren

P(f) =[] f(Sing(f1))

n=0

als die postsinguldre Menge von f. Besitzt f keine asymptotischen Werte so wird P(f) auch
postkritische Menge von f genannt.

Der folgende Satz ist einer der grundlegenden Satze fiir analytische Fortsetzungen. Fiir
einen Beweis des Satzes siche [Con78, Theorem 3.6].

Satz 2.4.13 (Monodromiesatz) Sei G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet und
U C G ein Gebiet. Sei f: U — C holomorph. Es sei f holomorph fortsetzbar entlang jeder
Kurve in G. Dann existiert eine holomorphe Funktion F : G — C mit F|y = f.

2.5 Unendliche Produkte

Alle Beispiele von ganzen transzendenten Funktionen in dieser Arbeit werden iiber un-
endliche Produkte definiert. Deshalb fassen wir hier grundlegende Dinge zu unendlichen
Produkten zusammen. Fiir mehr Informationen siche [FL80, Kapitel VII].

Definition 2.5.1 (Unendliche Produkte) Sei (a,)nen eine Folge in C. Dann heifst
[
n=1
konvergent, wenn ein N € N existiert, sodass der Grenzwert
fun I1 o
k=N

existiert und von 0 verschieden ist. Wir setzen dann
0 N-1 n
Han = Hak- lim Hak
n—oo
n=1 k=1 k=N

Bemerkung 2.5.2 (a, konvergiert gegen 1) Ist [] a, konvergent, so existiert ein N € N,
n=1

sodass a, # 0 fiir alle n > N gilt. Es gilt sogar lim a,, = 1. Damit ist es sinnvoll, a,, fir
n—oo

alle n € N als a,, = 1 + b,, zu schreiben, wobei (b,,),en eine Folge in C ist.
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Satz 2.5.3 (Konvergenzkriterium fiir unendliche Produkte) Sei (b,)nen eine Folge in Rsg.

Dann gilt
H(l +b,,) konvergiert < Z b, konvergiert
n=1 n=1

Bemerkung 2.5.4 (Anwendung des Konvergenzkriteriums in dieser Arbeit) Sei (a,)nen
eine Folge in C. Dann geniigt es zu zeigen, dass

oo

> lan]

n=1

absolut konvergiert, um zu erhalten, dass

[e.e]

H(l + ay)

n=1
konvergiert. In dieser Arbeit betrachten wir fiir z € C Produkte der Form
00 kn ¢
z
11 (1 + (—) )
n=1 An

mit einer Folge (ay)neny in C \ {0} und einer Folge (k,)nen in N sowie [ € N. Dabei gilt
fiir die Folge der Betrage |a,+1| > 2|a,| fir alle n € N. Die Zahl [ ist unerheblich fir die
Konvergenz des Produkts. Es bleibt also nach dem letzten Satz zu iiberpriifen, ob die Reihe

[ee) e kn
ZE: a
n=1 n

konvergiert. Fiir alle z € C existiert ein N € N mit |z| < |ay|. Dann gilt

Enj n 1\ Fv+i "1
S (z) =Xy
]:

Jj=1

n

>

i=N

ks n

-y

J=1

kg n

<y

Jj=1

z

a;

z z

aN-+j 2ay

fiir alle n > N. Mit n — oo folgt, dass das Produkt fiir alle z € C konvergiert. Dariiber
hinaus konvergiert das Produkt lokal gleichméfig. Damit liefert die Definition

f<z>ﬁ(1+<;)'“")l

eine holomorphe Abbildung.

2.6 Eigentliche Abbildungen

In diesem Abschnitt stellen wir Resultate {iber eigentliche Abbildungen zusammen, die in
dieser Arbeit gebraucht werden. Fiir Beweise der Aussagen siehe [Ste93|.
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Definition 2.6.1 (Eigentliche Abbildungen) Es seien U,V C C Gebiete und f : U — V
eine meromorphe Funktion. Dann heiflt f eigentlich, wenn fiir jede kompakte Teilmenge
K CV auch f~'(K) kompakt ist.

Definition 2.6.2 (Abbildungsgrad) Es seien U,V C C Gebiete und f : U — V eine
meromorphe Funktion. Ferner sei k& € N. Dann heifst k& Abbildungsgrad von f im Punkt
y € V, wenn genau k Urbilder von y in U gezéhlt geméifs Vielfachheit existieren. Wir
nennen k den Abbildungsgrad von f, wenn der Abbildungsgrad von f in allen Punkten
aus V gleich k ist. Wir bezeichnen den Abbildungsgrad von f mit deg(f). Fiir rationale
Funktionen f : C — C entspricht deg(f) dann genau dem Grad von f.

Bemerkung 2.6.3 (Endlicher Abbildungsgrad) Sei f eine ganze Funktion und U C C
beschrinkt. Dann gilt nach dem Identitétssatz f~!(z) N U < oo fiir alle z € C. Das heifit,
obwohl der Abbildungsgrad einer ganzen Funktion auf einem beschréinkten Gebiet nicht
existieren muss, besitzt jeder Punkt in U nur endlich viele Urbilder.

Satz 2.6.4 (Charakterisierung eigentlicher Abbildungen) Es seien U,V C C Gebiete und
f:U —V eine meromorphe Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) f ist eine eigentliche Abbildung.
(ii) Es gibt ein k € N derart, dass f den Abbildungsgrad k besitzt.
(iii) Fiir jede Folge (zn)nen € UYN mit
2n — OU fiir n — oo

qilt

f(zn) = OV fiir n — oo.

Bemerkung 2.6.5 (Eigentliche Abbildungen auf dem Rand) Es seien U,V C C Gebiete
und f : U — V eine eigentliche Abbildung. Besitzt f eine stetige Fortsetzung auf OU, so
folgt f(OU) = OV aus der letzten Eigenschaft. Allerdings tibertrégt sich der Abbildungs-
grad im Allgemeinen nicht auf den Rand. Man betrachte zum Beispiel

fi{z=re':0<r<1l,0<t<m}—=D\[0,1], f(z)=2"
In [Pom92, Corollary 2.10] wird gezeigt, dass sich der Abbildungsgrad iibertrigt, wenn U

und V' Jordangebiete sind.

Satz 2.6.6 (Abbildungsgrad eigentlicher Abbildungen auf dem Rand) Seien U,V C C
Jordangebiete und f : U — V eine eigentliche Abbildung. Dann besitzt f eine stetige
Fortsetzung auf OU und der Abbildungsrad von f in U dbertrdgt sich auf OU.

Fiir den folgenden Satz findet man einen Beweis in [Ste93, Kapitel 1.3].
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Satz 2.6.7 (Riemann-Hurwitz-Formel) Seien U und V' Gebiete in C. Des Weiteren sei
f U — V emne eigentliche Abbildung vom Grad k € N und r € Ny die Anzahl der
kritischen Punkte von f gezdihlt gemajfS Vielfachheit. Dann gilt

cU)=2=k(c(V)=2)+r.

Bemerkung 2.6.8 (Riemann-Hurwitz-Formel fiir Annuli) Mit Satz 2.6.7 folgt direkt, dass
U zweifach zusammenhéngend ist, wenn V' zweifach zusammenhéngend ist und U keine
kritischen Punkte enthélt.

2.7 Fatou- und Juliamengen

In diesem Abschnitt behandeln wir die Fatou- und die Juliamenge. Wir geben neben der
Definition einige fiir diese Arbeit wichtige Resultate an.

Es sei im Folgenden f eine ganze Funktion oder eine rationale Funktion mit Grad grofer
gleich 2. Ist f ganz, so gilt D(f) = C, ist f rational, so gilt D(f) = C.

Alle Aussagen dieses Kapitels lassen sich fiir rationale Funktionen in [Bea91], [CG93]|,
[Mil06] und [Ste93| finden. Fiir ganze transzendente Funktionen siehe [Ber93] und [Sch10].

Einige der Aussagen gelten auch in noch allgemeinerer Form.

Definition 2.7.1 (Normale Familien) Es sei U C C offen und F eine Familie von Funk-
tionen von U nach C. Wir nennen F normal, falls jede Folge in F eine lokal gleichméfig
konvergente Teilfolge besitzt. Hierbei ist die Konvergenz beziiglich der chordalen bezie-
hungsweise sphérischen Metrik gemeint. Fiir z € U nennen wir F' normal in z, falls eine
Umgebung V' von z existiert, sodass {f|y : f € F'} normal ist.

Definition 2.7.2 (Fatou- und Juliamenge) Wir nennen
F(f) ={z€D(f): {f":neN}ist normal in z}
die Fatoumenge von f und
J(f) =D\ F(f)
die Juliamenge von f.

Definition 2.7.3 (Entkommende und schnellentkommende Menge) Sei f eine ganze Funk-

tion. Wir nennen
I(f):={z€C: f*'(z2) — oo, fiir n - oo}

die entkommende Menge von f. Weiter nennen wir
A(f) :={z € C: es existiert ein L € N, sodass |f"(z)| > M(R, f**), fiir n > L}

die schnellentkommende Menge von f, wobei R > min |z|.

z€J(f)
Es gilt insbesondere A(f) C I(f).
Die entkommende Menge wurde in [Eré89| und die schnellentkommende Menge in [BH99|
eingefiihrt.
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Definition 2.7.4 (Orbit) Sei z € D(f). Dann heift
Ot (z) .= {f"(2) : n € Ny}
Vorwdartsorbit von z (unter f) und

0 (z):=J

neN

Riickwirtsorbit von » (unter f). Weiter heilt
O(2) := 0" (2) UO™ (2)
Orbit von z (unter f). Wir nennen
GO(z) :={x:3In e N: f'(z) € O(2)}

den grofien Orbit von z (unter f). Damit gilt O(z) C GO(z).

Definition 2.7.5 (Ausnahmepunkt) Ein Punkt z € D(f) heift Ausnahmepunkt, falls
O~ (z) endlich ist. Die Menge der Ausnahmepunkte von f bezeichnen wir mit E(f).

Definition 2.7.6 (Klassifikation periodischer Punkte) Sei zg € D(f). Der Punkt 2 heiftt
periodisch, falls ein n € N existiert mit f"(z9) = zo. Das kleinste n mit dieser Eigenschaft
heifst Periode von zg.

Sei nun 2y periodisch mit Periode n. Der Multiplikator X\ von z; ist dann definiert durch

(f™)(20), falls zp € C

' e <f”%%>)

e anziehend oder attraktiv, falls |\| < 1 gilt,

,  falls zg = o0.
z=0

Der Punkt zy heifst

o indifferent, falls |\| = 1 gilt und
e abstofend, falls |A| > 1 gilt.

Falls |A] = 1 gilt, so existiert a € [0,1) mit A = e*™*. Der Punkt z, heikt rational
indifferent, falls v € Q gilt, und irrational indifferent, falls a € R\ Q gilt.

Der Punkt zy heifst superattraktiv, falls A = 0 gilt. Ist zy anziehender periodischer Punkt
der Periode p, so bezeichnen wir mit

A(z0) == {z € D(f) : lim f""(2) = z}

n— o0

den Einzugsbereich von zo und mit A*(zy) die Komponente von A(zp), die zo enthélt. A*(z)
wird auch unmittelbarer Einzugsbereich von zy genannt. Periodische Punkte der Periode 1
heifsen Fizpunkte.
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Bemerkung 2.7.7 (Eigenschaften der Fatou- und Juliamengen) Die folgenden Eigen-

schaften entsprechen bekannten Sétzen aus der Komplexen Dynamik.

Die Fatoumenge ist offen und die Juliamenge ist abgeschlossen.

Die Julia- und die Fatoumenge sind beide unter Vorwéarts- und Riickwértsiteration
invariant, das heifit, fiir z € D(f) gilt

f(z) e F(f) & ze F(f) und f(2) € T(f) & z € T(f).

Es gilt F(f) = F(f"), J(f) =T (f") fur alle n € N.
Seiz ¢ E(f). Dann gilt J(f) C O~ (z). Ist aukerdem z € J(f), so gilt T(f) = O~ (z).
Ist U C D(f) offen mit UN J(f) # 0, so gilt

O*(U)>D(H\E(f) wd OTUNI(f)DIT)\EW).

Sind f und g rationale Funktionen, die durch eine M&biustransformation 7" konjugiert
sind, etwa f =T ' ogoT, dann gilt F(f) =T (F(g)) und J(f) =T(T(9)).

Abstofende und rational indifferente periodische Punkte liegen in der Juliamenge.
Anziehende periodische Punkte liegen in der Fatoumenge.

J(f) ist der Abschluss der Menge der abstofenden periodischen Punkte von f.
Ist zo anziehender periodischer Punkt von f, so gilt J(f) = 0A(z0).

Sei f rational, U C C offen mit U N J(f) # 0. Dann existiert ein N € N, sodass
M UNIJ(f) =T(f) fir alle n > N gilt.

Es gilt | T (f)| = oo.
Ist F(f) # 0, also J(f) # D(f), so hat J(f) keine inneren Punkte.

Ist f ganz transzendent, so gilt J(f) = d1(f).

Definition 2.7.8 (Fatoukomponenten) Sei U eine Komponente von F(f). Dann heifst U
periodisch, wenn ein n € N mit f"(U) C U existiert Das kleinste n mit dieser Eigenschaft

heifst Periode von U. Im Falle n = 1 heifst U invariant. Weiter heilst U prdperiodisch, wenn

ein n € N existiert, sodass f"(U) C V fiir eine periodische Komponente V' gilt. Eine nicht

praperiodische Komponente von F(f) heifst wandernd.

Satz 2.7.9 (Eigentliche Abbildungen und Fatoukomponenten) Ist U eine Fatoukompo-

nente einer rationalen Funktion f, so ist f|y eigentlich. Ist U eine beschrinkte Fatoukom-

ponente einer ganzen Funktion f, so ist f|y eigentlich.

Der erste Teil dieses Satzes folgt direkt aus der Invarianz der Juliamenge und Satz 2.6.4.

Der zweite Teil wird in [Her98, Corollary 1| bewiesen.
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Definition 2.7.10 (Periodische Fatoukomponenten) Sei U eine periodische Komponente

der Periode p von F(f). Dann nennen wir U
e Bottchergebiet, falls U einen superattraktiven periodischen Punkt enthélt,

e Schrodergebiet, falls U einen attraktiven periodischen Punkt enthélt, der nicht super-
attraktiv ist,

e parabolisches Gebiet oder auch Leaugebiet, falls ein rational indifferenter periodischer
Punkt z € OU existiert, sodass f""*|; — f7(z) fiir j € {0,...,p— 1}, n — oo,

e Siegelscheibe, falls ein r > 0 und eine konforme Abbildung ¢ : U — B(0,r) sowie
a € R\ Q existieren, sodass ¢(fP(z)) = >™%p(z) fiir z € U gilt,

e Herman-Ring, falls R > r > 0 und eine konforme Abbildung ¢ : U — A(r, R) sowie
a € R\ Q existieren, sodass ¢(fP(z)) = >™%p(z) fiir z € U gilt und

e Bakergebiet, falls zy € C\ D(f) existiert mit f"|; — 2 fiir n — oo.

Die ersten beiden Typen werden unter dem Begriff Attraktionsgebiete und die letzten beiden
Typen unter dem Begriff Rotationsgebiete oder auch singuldre Gebiete zusammengefasst.

Satz 2.7.11 (Klassifikation periodischer Fatoukomponenten) Sei U eine periodische Kom-
ponente von F(f). Dann gilt genau einer der folgenden Fille:

o U ist ein Attraktionsgebiet.

e U ist ein parabolisches Gebiet.
o U ist ein Rotationsgebiet.

e U ist ein Bakergebiet

Satz 2.7.12 (Satz von Sullivan) Rationale Funktionen haben keine wandernden Gebiete.

Einen Beweis des Satzes von Sullivan findet man in [Sul85]. Sullivans Satz besagt, dass ra-
tionale Funktionen nur préaperiodische Fatoukomponenten haben. Damit liefert Satz 2.7.11
eine vollstiandige Beschreibung des Verhaltens der Funktion auf der gesamten Fatoumenge.
Die folgenden Klassen spielen eine wichtige Rolle in der Untersuchung von ganzen Funk-

tionen.

Definition 2.7.13 (Speiser-Klasse S und Eremenko-Lyubich-Klasse B) Die Eremenko-
Lyubich-Klasse B ist die Menge aller ganzen transzendenten Funktionen, fiir die die Menge
der kritischen und asymptotischen Werte beschréankt ist, und die Speiser-Klasse S ist die
Menge aller ganzen transzendenten Funktionen, fiir die die Menge der kritischen und asym-
ptotischen Werte endlich ist.
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Bemerkung 2.7.14 (Keine wandernden Gebiete in Klasse &) Sowohl Eremenko und Lyu-
bich [EL92], als auch Goldberg und Keen [GK86] zeigten, dass sich das Resultat von Sul-
livan auf Funktionen der Speiser-Klasse S erweitern lasst, das heifst, dass Funktionen in &

keine wandernden Gebiete haben.

Definition 2.7.15 (Hyperbolische Abbildungen) Eine rationale Abbildung f heift hy-
perbolisch, wenn alle kritischen Punkte in Einzugsbereichen von attraktiven periodischen
Punkten liegen. Ist co € F(f), so ist diese Definition dquivalent dazu, dass ein n € N und
ein A > 1 existieren, sodass fiir alle z € J(f) die Ungleichung |(f") ()| > A gilt.

Bemerkung 2.7.16 (Fatoukomponenten von hyperbolischen Abbildungen) Alle periodi-
schen Fatoukomponenten einer hyperbolischen Abbildung sind attraktiv, siehe [Mil06,
Theorem 19.1].

2.8 Wandernde Gebiete

Sullivans Satz Satz liefert zusammen mit dem Klassifikationssatz eine vollstdndige Be-
schreibung des Verhaltens von rationalen Funktionen auf ihrer Fatoumenge. Baker zeigte
jedoch bevor Sullivan seinen Satz bewies, dass ganze transzendente Funktionen wandern-
de Gebiete haben kénnen. Wir wollen nun einige bekannte Aussagen und Definitionen zu
wandernden Gebieten zusammenfassen. Im Folgenden sei U = U immer ein mehrfach zu-
sammenhingendes wanderndes Gebiet einer ganzen transzendenten Funktion f und es sei
U, := f*(U) fir alle n € N.

Der folgende Satz fasst einige bekannte Eigenschaften von mehrfach zusammenhéngenden

wandernden Gebieten zusammen. Baker zeigte einige bereits selbst fiir sein erstes Beispiel.

Satz 2.8.1 (Eigenschaften von mehrfach zusammenhéngenden wandernden Gebieten) Es
qgilt:

(i) f" y — 00 fiirn — oco. Also gilt U C I(f).
0

(ii) Jedes U, enthdlt eine geschlossene Kurve v, mit n(v,,0) # 0 sofern n grofi genug
ist. Ist vy eine nicht nullhomotope Jordankurve in Uy ist, so hat 7, := f™(v) diese
FEigenschaft.

(iii) Alle U, sind beschrinkt.
(iv) Upsq umringt U, fir grofie n.

(v) Es existieren Folgen (r,)nen und (Ry)neny mit lim r, = oo und lim R,, = 0o, sodass
n—oo n—oo

A(ry, R,) C U, fir grofe n gilt und lim £2 = oo gilt.
n—oo '
(vi) Es gilt U C A(f).

(vii) U, umringt O fir grofle n.
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Die Aussage (i) ist eine einfache Beobachtung, siche |[T6p39, S. 67| Die Aussagen (ii) und
(iii) wurden von Baker in [Bak84, Theorem 3.1] bewiesen, wobei von (ii) nur der erste
Teil behauptet wird, der zweite Teil aber aus dem Beweis hervorgeht. Aussage (iv) ist eine
einfache Konsequenz von (ii). Aussage (v) wurde in [Zhe06] bewiesen. Aussage (vi) folgt
aus [RS05, Theorem 2| und [RS12, Theorem 4.4]. Aussage (vii) ist eine Folgerung aus (ii)
und (iv).

Bemerkung 2.8.2 (Einfach zusammenhéngende wandernde Gebiete und I(f)) Fiir ein-
fach zusammenhéngende wandernde Gebiete U muss U C I(f) nicht gelten. Beispiele

hierfiir kommen von Eremenko und Lyubich (siehe [EL87, Example 1]) sowie von Bishop
(siehe [Bis15]).

Bemerkung 2.8.3 (Keine asymptotischen Werte) Ist f eine ganze Funktion mit einem
mehrfach zusammenhédngenden wandernden Gebiet, so wird jede unbeschrénkte Kurve auf
eine unbeschrinkte Kurve abgebildet, da sie nach Satz 2.8.1 unendlich viele mehrfach
zusammenhéngende wandernde Gebiete schneiden muss. Damit hat f keine asymptotischen
Werte und es gilt Sing(f~1) = f(Crit(f)).

Der folgende Satz stammt von Baker, siche [Bak75, Theorem 1].

Satz 2.8.4 (Mehrfach zusammenhéngende Fatoukomponenten sind beschriankt) Ganze
transzendente Funktionen haben keine mehrfach zusammenhdngenden unbeschrinkten Fa-

toukomponenten.

Bemerkung 2.8.5 (Keine mehrfach zusammenhéngenden periodischen Fatoukomponen-
ten) Mehrfach zusammenhéngende Fatoukomponenten von ganzen transzendenten Funk-
tionen liegen in der entkommenden Menge, siehe zum Beispiel [T6p39, S. 67| oder [Bak84,
Theorem 3.1]. Damit kénnen also Herman-Ringe fiir ganze transzendente Funktionen nicht
auftreten. Der letzte Satz zeigt damit, dass auch Bakergebiete nicht mehrfach zusammen-
héngend sein konnen. Demnach haben ganze transzendente Funktionen keine mehrfach
zusammenhéngenden periodischen Fatoukomponenten.

Korollar 2.8.6 (Entkommende Annuli gehéren zu mehrfach zusammenhédngenden wan-
dernden Gebieten) Seien B, := A(r,, R,) Annuli fir alle n € N mit lim r, = oo und

n—oo
lim R, = oo sowier, < R, < 1,1 < R,1 fir allen € N. Sei f eine ganze transzendente
n—oo

Funktion mit f(B,) C Bpy1. Seien U, die Fatoukomponenten mit B, C U,,. Dann sind die

U, mehrfach zusammenhdingende wandernde Gebiete.

Beweis: Es gilt U,NJ (f) # 0 fiir grokes n, da J(f) # 0 und J (f) (abstokende) periodische
Punkte enthélt. Damit sind die U, fiir grofes n mehrfach zusammenhéngend. Angenom-
men, es gilt U, = U, fiir ein n und ein k in N. Dann sind B,, und B,,,, iiber eine Kurve
in U,, verbindbar. Dann schneidet diese Kurve B, 1, ..., B, irx_1, somit gilt ebenfalls

Un = Un+1 = o = Untk-1 = Un—l—k-
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Betrachtet man nun f(U,), so erhélt man

Un+1 = Un+2 = .. = Untk — Un—l—k—l—l-

Es folgt, dass U,, = U, gilt fiir alle m > n. Demnach muss U,, unbeschrankt sein. Dies ist
ein Widerspruch zum letzten Satz. Damit sind alle U,, verschieden und demnach mehrfach

zusammenhéngende wandernde Gebiete. O

Den folgenden Satz findet man in [EL92, Theorem 1].
Satz 2.8.7 (Eremenko-Lyubich) Ist f € B, so gilt I(f) C J(f).

Bemerkung 2.8.8 (Keine mehrfach zusammenhéingenden wandernden Gebiete in B)
Nach dem letzten Satz konnen Funktionen in B keine mehrfach zusammenhéngenden wan-
dernden Gebiete und keine Bakergebiete haben. Einfach zusammenhéngende wandernde

Gebiete sind aber moglich. Fiir ein Beispiel eines solchen Gebietes siche [Bis15].
Folgender Satz wurde in [BRS13, Theorem 1.2] bewiesen.

Satz 2.8.9 (Iterationsverhalten von offenen Teilmengen wandernder Gebiete) Fir jedes
zo € U und jede offene Menge D C U, die zy enthdlt, existiert ein o > 0, sodass fiir
gentigend grofsfes n € N

A (1" [ f"(20)[TF%) € f1(D) C U

qgilt.

Bemerkung 2.8.10 (Maximaler Annulus) Der letzte Satz impliziert, dass der maximale
Annulus, der in U, enthalten ist und f"(z) enthilt, von der Form F, := A(ro rbr) ist,
wobei 7, := | f"(20)| und 0 < a, <1 —a <14 a < b, (siche [BRS13]).

Der folgende Satz entspricht [BRS13, Theorem 1.3|. Er wird von uns vor allem in 3.1 ge-
nutzt, um das Verhalten von Randkomponenten unter Iteration zu untersuchen. Aufierdem
liefert er eine Beschreibung des Verhaltens von Funktionen auf mehrfach zusammenhéan-
genden wandernden Gebieten. Zusammen mit dem Klassifikationssatz bleiben damit nur
noch einfach zusammenhéngende wandernde Gebiete, um auch fiir ganze transzendente

Funktionen eine vollstandige Klarung der Situation zu erhalten.

Satz 2.8.11 (Absorbierender Annulus) Sei zg € U und F,, definiert wie oben beschrieben.
Dann existiert fiir jede kompakte Menge K C U ein N € N, sodass

fY(K) CF,
fiir alle n > N. Dartiber hinaus haben wir
fM(K) C E,

fur alle n > N, wobei E,, == A (7';”“”5”, 7’2”(1_3”6”)) mit 8, = 1/y/logry,.
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Satz 2.8.12 (Kritische Punkte im absorbierenden Annulus) Sei zp € U und E,, definiert
wie oben beschrieben.

Dann existiert ein N € N, sodass fir alle n > N und m € N keine kritischen Punkte von
f™an E, liegen.

Fiir einen Beweis des letzten Satzes siche [BRS13, Theorem 1.4] und fiir einen Beweis
des Folgenden siche [BRS13, Theorem 1.7]. Der Beweis nutzt [KS08, Theorem A| und die
Riemann-Hurwitz-Formel (Satz 2.6.7).

Satz 2.8.13 (Mehrfacher Zusammenhang von wandernden Gebieten) Sei n € N. Dann
gilt:

e ¢(U,) =2 genau dann, wenn |J U, keine kritischen Punkte von f enthdlt.

e 2 < ¢(U,) < oo genau dann, wenn |J U, eine endliche Anzahl von kritischen

Punkten von f enthdlt.

o ¢(U,) = oo genau dann, wenn |J U, unendlich viele kritische Punkte von f enthdlt.
Definition 2.8.14 (Letztendlicher Zusammenhang) Wir sagen, dass eine Folge von Ge-
bieten (V,,)nen in C letztendlichen Zusammenhang k hat, wenn ¢(V;,) = k fiir alle grofen
n € N gilt. Wir setzen dann ec(V},) := k.

Bemerkung 2.8.15 (Letztendlicher Zusammenhang von wandernden Gebieten) Nach
dem letzten Satz ist der letztendliche Zusammenhang eines mehrfach zusammenhéingen-
den wandernden Gebietes U entweder 2 oder oo, abhéngig von der Anzahl der kritischen
Punkte im Vorwértsorbit von U. Dies wurde bereits von Kisaka und Shishikura in [KS08,

Theorem B gezeigt.

Definition 2.8.16 (Innerer und duferer Zusammenhang) Sei zp € U und r,, = |f"(2)].

Dann setzen wir fiir grofse n € N
Ur=U,n{z:|z| >r,Jund U, =U,N{z:|z| <r.}.

Wir definieren ¢(U,;) als den inneren Zusammenhang von U, und c¢(U,’) als den dufleren
Zusammenhang von U,. Weiter sagen wir, dass U letztendlichen inneren Zusammenhang
k hat, wenn ec(U™) := ec(U, ) = k gilt. Genauso sagen wir, dass U letztendlichen dufieren
Zusammenhang ¢ hat, wenn ec(U") := ec(U,}) = k gilt.

Man sieht leicht ein, dass diese Definition mit der aus der Einleitung iibereinstimmt.
Bemerkung 2.8.17 (Unabhéngigkeit von z;) Da alle Punkte 2y € U nach geniigend
grofer Iteration in dem absorbierenden Annulus E, liegen, ist der Zusammenhang von U’

und U, unabhéngig von der Wahl von zj, vorausgesetzt n ist grofs genug. Im Folgenden
werden wir daher héaufig darauf verzichten, z, explizit einzufiihren.
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Fiir einen Beweis des folgenden Satzes siche [BRS13, Theorem 8.1]. Der Satz iibertréigt die
bereits aus Satz 2.8.13 bekannten Resultate auf den inneren und den &ulleren Zusammen-
hang.

Satz 2.8.18 (Eigenschaften des inneren und des duferen Zusammenhangs) Sei N € N,
sodass ™ keine kritischen Punkte in E, fir alle n > N und m € N besitzt (fir groffe N

ist das nach Satz 2.8.12 der Fall).
Dann gilt:

(i) e c(U,) =2 fir alle n > N genau dann, wenn |J U, keine kritischen Punkte

von f enthdlt.

e 2<c(U;) < oo firallen > N genau dann, wenn |J U, eine endliche Anzahl

von kritischen Punkten von f enthdlt.

e ¢(U, )= o0 fir allen > N genau dann, wenn |J U, unendlich viele kritische

Punkte von f enthdlt. o
(ii) Ist c(Uy) < 00, so gilt:

e c(UF) =2 fir alle n > N genau dann, wenn |J U} keine kritischen Punkte

m=N
von f enthdlt.

e 2 < c(UY) < oo fiir allen > N genau dann, wenn |J U eine endliche Anzahl
m=N
von kritischen Punkten von f enthdlt.

e ¢(UF) = o0 fir allen > N genau dann, wenn |J U unendlich viele kritische
m=N
Punkte von f enthdlt.

(ili) Ist c(Uy) = oo, so gilt einer der folgenden F'ille:

e ¢(UF)=2 firallen > N und |J Ul enthdlt keine kritischen Punkte von f.
m=N

e FEs existiert ein Ny > N, sodass c(U,f) = oo fiir alle N <n < Ny und c¢(U;}) =2
N
fiir alle n > Ny gilt und Lj Ut eine endliche Anzahl von kritischen Punkten

m=N
von f enthdlt.

o c(Ut) =00 firallen > N und |J U, enthdlt unendlich viele kritische Punkte
m=N
von f.

Bemerkung 2.8.19 (Letztendlicher innerer und duferer Zusammenhang) Nach dem letz-
ten Satz ist der letztendliche innere und &duflere Zusammenhang eines mehrfach zusam-
menhéngenden wandernden Gebietes entweder 2 oder oo, abhéngig von der Anzahl der
kritischen Punkte im Vorwéartsorbit von U~ und U™,
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2.9 Lokaler Zusammenhang

In diesem Abschnitt stellen wir einige Aussagen iiber lokal zusammenhidngende Mengen
zusammen. Wir benotigen diese, um spater zu zeigen, dass die Rénder von wandernden
Gebieten unter bestimmten Voraussetzungen lokal zusammenhéngend sind. Fiir mehr In-
formationen zu lokalem Zusammenhang und verwandten Konzepten der Topologie siehe
|[CL66], [Mil06], [New51], [Pom92|, [Ste93| und [Why42].

Definition 2.9.1 (Lokaler Zusammenhang) Eine Menge A C C heifit lokal zusammenhin-
gend im Punkt a € C, wenn fiir alle offenen Umgebungen V von a eine offene Umgebung
U C V von a existiert, sodass U N A zusammenhéngend ist.

Eine Menge A C C heifit lokal zusammenhingend, wenn A in allen Punkten a € A lokal

zusammenhéngend ist.

Bemerkung 2.9.2 (Lokaler Zusammenhang von Gebieten) Sei U C C ein Gebiet. Dann
ist U in allen Punkten x € C \ dU lokal zusammenhiingend, da jede geniigend kleine
Umgebung von = entweder keine Punkte aus U enthélt oder komplett in U enthalten ist.
Daher ist hierbei nur der lokale Zusammenhang in den Randpunkten von Interesse. Wichtig
ist, dass der lokale Zusammenhang von U in z € QU nicht gleichzusetzen ist mit dem lokalen
Zusammenhang von OU in x € OU. Beide Aussagen kénnen unabhéngig voneinander gelten
oder nicht gelten.

Abbildung 2.3: Das Gebiet U ist lokal zusammenhéngend in x9 und x3 und nicht lokal zusam-
menhédngend in 1 und x4. Hingegen ist QU lokal zusammenhéngend in z1 und x4 und nicht lokal
zusammenhéngend in zo und x3. Die Punkte x1, o und x3 sind aus U erreichbar, x4 dagegen
nicht.

Satz 2.9.3 (Stetige Funktionen und lokaler Zusammenhang) Das Bild einer kompakten,
lokal zusammenhdngenden Menge unter einer stetigen Abbildung ist ebenfalls kompakt und

lokal zusammenhdangend.

Fiir einen Beweis dieser Aussage siche [Mil06, Lemma 17.15].
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Bemerkung 2.9.4 (Lokaler Zusammenhang von Kurven) Jede Kurve ist damit lokal zu-

sammenhéngend.

Satz 2.9.5 (Komplemente eines Kontinuums sind einfach zusammenhiéingend) Sei K C C
ein Kontinuum. Dann ist jede Komponente von C\ K ein einfach zusammenhingendes
Gebiet.

Einen Beweis des letzten Satzes findet man in [New51, Chapter VI, §1, Theorem 4.4]. Der
folgende Satz ist von grundlegender Bedeutung fiir die Theorie der konformen Abbildungen,
einen Beweis findet man in [Mil06, Theorem 17.14 und 17.16].

Satz 2.9.6 (Satz von Carathéodory) Es seiU C C ein einfach zusammenhingendes Gebiet
mit mindestens zwei Randpunkten. Dann besitzt die Riemann-Abbildung f : 1D — U genau
dann eine stetige Fortsetzung auf 0D, wenn OU lokal zusammenhdngend ist. Weiter ist

diese Fortsetzung genau dann injektiv, wenn OU eine Jordankurve ist.

Bemerkung 2.9.7 (Lokaler Zusammenhang und Kurven) Der Satz von Carathéodory
zeigt damit, dass der Rand von U genau dann eine Kurve ist, wenn 0U lokal zusammen-
héngend ist. Siehe dazu auch [Pom92, Theorem 2.1]. In diesem Satz wird ebenfalls bewiesen,
dass OU genau dann lokal zusammenhiéingend ist, wenn C \ U lokal zusammenhingend ist.

Bemerkung 2.9.8 (Lokaler Zusammenhang von Randkomponenten) Jede Randkompo-
nente Z eines mehrfach zusammenhiingenden Gebietes U C C ist ebenfalls genau dann
eine Kurve, wenn Z lokal zusammenhéangend ist. Man betrachte dazu die Komponente von
C\ Z, die U enthilt, und wende den Satz von Carathéodory auf diese Komponente an.

Definition 2.9.9 (Erreichbarkeit) Sei U C C eine offene Menge. Dann heift = € OU
erreichbar aus U, wenn ein Jordanbogen 7 : [0,1] — C existiert, sodass v([0,1)) Cc U
und (1) = x gilt. Wir sagen, 0U ist erreichbar von U, wenn jeder Punkt von U aus U

erreichbar ist.

Bemerkung 2.9.10 (Erreichbare Randpunkte) Die Menge der erreichbaren Punkte von
U ist dicht in OU (siche Bemerkung nach [New51, Chapter VI, §4, Theorem 14.2]).

Definition 2.9.11 (Vollstéindig erreichbare Mengen) Sei Z C C abgeschlossen. Wir nen-
nen Z vollstindig erreichbar, wenn jeder Punkt z € Z von jeder Komponente V von C\ Z
mit z € JV aus erreichbar ist.

Satz 2.9.12 (Lokal zusammenhéngende Kontinua sind vollstédndig erreichbar) Jedes lokal
zusammenhdngende Kontinuum K ist vollstandig erreichbar.

Beweis: Nach Satz 2.9.5 ist jede Komponente U von C\ K ein einfach zusammenh#ngendes
Gebiet. Dann ist C \ U lokal zusammenhiingend, da jeder Jordanbogen, der zwei Punkte
x,y € C\ U verbindet entweder vollstindig in C\ U liegt oder Punkte des lokal zusammen-
héngenden Kontinuums K enthélt. Nach [Pom92, Theorem 2.1| ist damit OU ebenfalls lokal
zusammenhéngend. Mit dem Satz von Carathéodory kénnen wir die Riemann-Abbildung
f D — U dann stetig auf den Rand fortsetzen. Da f eine eigentliche Abbildung ist, exis-
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tiert zu jedem y € QU ein z € dD mit f(x) = y. Dann ist f([0, z]) bis auf den Endpunkt
y ein Jordanbogen in U. Damit ist y erreichbar. 0

Bemerkung 2.9.13 (Vollsténdige Erreichbarkeit von Kurven) Damit sind Kurven voll-
standig erreichbar.

Bemerkung 2.9.14 (Erreichbarkeit von Riindern) Sei U C C ein Gebiet und dU lokal

zusammenhéngend. Dann ist OU vollstdndig erreichbar.

Bemerkung 2.9.15 (Erreichbare Randpunkte und lokaler Zusammenhang des Randes)
Der lokale Zusammenhang des ganzen Randes eines Gebietes ist notwendig fiir die voll-
stdndige Erreichbarkeit. Auch wenn QU in x € OU lokal zusammenhéngend ist, muss z

nicht von U aus erreichbar sein.

Definition 2.9.16 (Lakes of Wada) Existieren mindestens drei Gebiete Uy, Us, Uz C C,
sodass OU; = 0Uy = 0U3z oder 0U; N OU, N 0U3z zumindest ein ganzes Kontinuum enthélt,
so nennen wir dies eine , Lakes of Wada“-Situation. Die Existenz solcher Beispiele scheint
der Intuition zu widersprechen, tatsdchlich koénnen sie jedoch auftreten. Eine ausgiebige
Einfiihrung zum diesem Thema findet sich in [KY91].

Nach dem Jordanschen Kurvensatz (Satz 2.2.6) hat das Komplement einer Jordankurve
stets zwei Komponenten. Der folgende Satz liefert eine ergénzende Aussage. Einen Beweis
findet man in [New51, Chapter VI, §4, Theorem 16.1].

Satz 2.9.17 (Satz von Schénflies) Sei D C C eine abgeschlossene Menge. Besitzt die
Menge C\ D genau zwei Komponenten, sodass jeder Punkt von D von beiden Komponenten

aus erreichbar ist, so ist D eine Jordankurve.
Der folgende Satz entspricht einem Teil von [BD00, Theorem A].

Satz 2.9.18 (Lokaler Zusammenhang der Juliamenge) Sei f eine ganze transzendente
Funktion. Ist die Juliamenge in einem Punkt lokal zusammenhdngend, so ist sie zusam-

menhdngend.

Bemerkung 2.9.19 (Unzusammenhéngende Juliamengen) Umgekehrt gilt damit, ist die
Juliamenge unzusammenhéngend, so ist sie in keinem Punkt lokal zusammenhéngend. Dies
ist insbesondere der Fall, wenn die Fatoumenge mehrfach zusammenhéngende Komponen-

ten, also nach Bemerkung 2.8.5 mehrfach zusammenhéngende wandernde Gebiete, besitzt.

Satz 2.9.20 (Juliamengen hyperbolischer Funktionen) Ist f eine rationale, hyperbolisch
Abbildung und J(f) zusammenhdngend, so ist J(f) lokal zusammenhdngend.

Fiir einen Beweise dieser Aussage siche [Mil06, Theorem 19.2| oder [Ste93, Chapter 5.5
Theorem 1|. Tatséchlich kann in Satz 2.9.20 die Voraussetzung, dass f hyperbolisch ist,
auch durch schwéchere Voraussetzungen ersetzt werden, siehe zum Beispiel [Mil06, Theo-
rem 19.7|. Der Beweis nutzt den folgenden Satz. Ein Beweis findet sich in [Mil06, Lemma
19.3| oder [Ste93, Chapter 5.5 Theorem 1].
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Satz 2.9.21 (Rénder von Fatoukomponenten hyperbolischer Funktionen) Ist f hyperbo-
lisch und U eine einfach zusammenhdngende Fatoukomponente, so ist OU lokal zusammen-

hdingend.

Bemerkung 2.9.22 (Spezialfall Polynome) Fiir Polynome folgt daraus bereits, dass die
Juliamenge lokal zusammenhéngend ist, da in diesem Fall co ein superattraktiver Fixpunkt
ist und J(f) = A*(oc0) gilt.

Definition 2.9.23 (Gleichmékig perfekte Mengen) Sei K C C abgeschlossen. Wir nennen
K gleichmdfig perfekt, wenn ein ¢ € (0, 1) existiert, sodass fiir alle 0 < r < diam(K') und
ac€ K

Ala,cr,r)NK # ()

gilt.






Kapitel 3

Resultate

In diesem Kapitel stellen wir neben den Hauptresultaten dieser Arbeit auch kleinere Aus-
sagen vor, die von eigenstandigem Interesse sein konnen.

3.1 Allgemeine Untersuchung von Randkomponenten

Wir wollen nun die topologischen Eigenschaften von Randkomponenten mehrfach zusam-
menhingender wandernder Gebiete untersuchen. Hierzu betrachten wir aullerdem das Ite-
rationsverhalten der einzelnen Komponenten. Zu diesem Zweck fiithren wir neue Begriffe
und Typen von Réndern ein, um diese gegeneinander abzugrenzen. Viele der hier gezeig-
ten Resultate sind nicht schwer zu beweisen. Dennoch sind die hier bewiesenen Sétze von
Interesse, da sie Voraussetzungen fiir unsere Hauptresultate liefern. Auferdem dienen sie
uns dazu die Hauptresultate besser einzuordnen.

Im Folgenden sei U = Uy immer ein mehrfach zusammenhdngendes Gebiet einer ganzen
transzendenten Funktion f und es sei U,, ;== f™(U) fur alle n € N. Wir nehmen stets an, dass
U bereits selbst ein ,grofses” wanderndes Gebiet ist in dem Sinne, dass alle Eigenschaften
von Satz 2.8.1 bereits fiir U gelten. Insbesondere nehmen wir an, dass 0 von U, fiir alle
n € Ny umringt wird und demnach dyU,, definiert ist.

Definition 3.1.1 (Klassifizierung der Randkomponenten) Sei Z eine Randkomponente
von U,. Wir bezeichnen die Rander dyU,, und 0,,U,, als grofse Rander. Wir nennen Z eine
kleine Randkomponente, wenn es keine grofse Randkomponente ist.

Weiter nennen wir Z eine innere Randkomponente, wenn sie eine Randkomponente von U,
ist und eine duflere Randkomponente, wenn sie eine Randkomponente von U ist (siehe
Abbildung 3.1). Hierbei wird vorausgesetzt, dass n grofs genug ist, damit U, und U
definiert sind (siche Bemerkung 2.8.17).

Demnach bezeichnen wir 04U, also die innere Randkomponente von U, als den grofien
inneren Rand und 0,,U,, also die duftere Randkomponente von U,,, als den groffen dufSeren
Rand. Wir nennen die grofen Randkomponenten 0,,U,,_1 und dyU,, angrenzend.

Diese Definition stimmt mit der aus der Einleitung iiberein.

39
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: Abbildung 3.1: Das Bild zeigt
-0 o U, die Einteilung der Randkom-

ponenten. Die roten zusam-

o
U= UO (90 U, n

men mit JyU,, sind die inneren
Randkomponenten. Die blau-
en zusammen mit U, sind
die &uferen Randkomponen-
ten. Die roten und blauen sind

kleine Randkomponenten.

o"':_'
O
Qi U
0
O : _.
O ; 0

Bemerkung 3.1.2 (Varianten des innereren und dufseren Randes) Man beachte, dass im
Allgemeinen nicht 9yU = 9yU oder 0,,U = 0,,U gilt.

Bemerkung 3.1.3 (Randkomponenten auf Randkomponenten) Nach Satz 2.7.9 ist f ein-
geschrankt auf eine beschriankte Fatoukomponente eine eigentliche Abbildung. Da mehr-
fach zusammenhéngende wandernde Gebiete nach Satz 2.8.1 beschrankt sind, werden daher
Randkomponenten auf Randkomponenten abgebildet.

Definition 3.1.4 (Isolierter Rand) Sei V' C C ein Gebiet und Z eine Komponente von
OV. Wir nennen Z isoliert, wenn dist(Z,0V \ Z) > 0 gilt.

Bemerkung 3.1.5 (Nicht isolierte Rénder) Sei V' C C ein beschridnktes Gebiet und Z
eine Komponente von 9V. Ist Z nicht isoliert, so miissen sich unendlich viele verschie-
dene Randkomponenten von V' bei Z haufen, da jede Randkomponente kompakt ist und
disjunkte kompakte Mengen stets einen echten Abstand haben.

Hierbei ist allerdings nicht klar, ob in jeder Umgebung von Z eine komplette andere Rand-

komponente liegen muss, oder ob sich nur Teile der Randkomponenten bei Z haufen.

Satz 3.1.6 (Isoliertheit der Randkomponenten) Sei Z eine Komponente von OU.
(i) Z ist genau dann isoliert, wenn jedes Bild und jedes Urbild von Z isoliert ist.

(ii) Der grofle innere beziehungsweise grofie dufSere Rand von U ist genau dann isoliert,
wenn der letztendliche innere beziehungsweise duflere Zusammenhang 2 ist.

Beweis: (i): Ist Z isoliert, so wéhlen wir mit Satz 2.2.10 eine Jordankurve v in U, sodass Z
die einzige Randkomponente von U in int(7) ist. Sei Z,, = f"(Z) fiir alle n € N. Dann gilt
Zn C f™(int(7)). Angenommen, Z,, ist nicht isoliert. Dann existiert eine Randkomponente
Y von U, mit Y N f™(int(y)) # 0. Da Spur(y) C U gilt, muss auch Spur(f™o~) C U,
gelten. Damit gilt Y N Spur(f™ o) = ), also muss bereits Y C f™(int(y)) gelten. Dann
muss aber mindestens ein Urbild von Y in int(7y) liegen. Das heifst, es gibt mindestens zwei
verschiedene Randkomponenten von U in int(v). Dort liegt aber nur Z. Also sind alle Z,,
ebenfalls isoliert. Insbesondere ist damit Z isoliert, wenn ein Urbild von Z isoliert ist.
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Es verbleibt zu zeigen, dass alle Urbilder von Z isoliert sind, wenn Z isoliert ist. Dieses
ist gleichbedeutend dazu zu zeigen, dass alle Bilder von Z nicht isoliert sind, wenn Z
nicht isoliert ist. Sei also Z nicht isoliert und Z,, = f™(Z) fiir alle n € N. Angenommen,
Z, ist isoliert. Wihle wieder mit Satz 2.2.10 eine Jordankurve v in U,, sodass Z, die
einzige Randkomponente von U, in int(7) ist. Sei D die Komponente von f~!(int(7)), die
Z enthéalt. Da Z nicht isoliert ist, existieren unendlich viele Randkomponenten Y, von U,
die vollsténdig in D liegen. Fir alle Y gilt f*(Yx) C int(y) und damit f*(Yx) = Z,, da
Z,, die einzige Randkomponente von U, in int(+y) ist. Dann besitzt Z,, aber unendlich viele
Urbilder in U. Dies ist ein Widerspruch zu Bemerkung 2.6.3.

(ii): Ist der letztendliche innere beziehungsweise letztendliche &ufsere Zusammenhang 2,
so ist der grofe innere bezichungsweise grofse dukere Rand von U, fiir alle grofen n € N
isoliert. Dann ist auch der grofe innere beziehungsweise grofte dufere Rand von U isoliert
nach (i).

Es bleibt also zu zeigen, dass in beiden Fillen aus der Isoliertheit des grofen inneren bezie-
hungsweise dufteren Randes bereits folgt, dass der jeweilige letztendliche Zusammenhang 2
ist.

Sei 0, U isoliert. Wahle mit Satz 2.2.10 eine Jordankurve v in U, sodass 0,,U die einzige
Randkomponente von U in ext(7y) ist. Dann liegen alle Komponenten von oU \ 0,,U in
int(y). Da Spur(y) eine kompakte Teilmenge von U ist, existiert nach Satz 2.8.11 ein
N € N, sodass

f*(Spur(v)) C E, C U,

fiir alle n > N gilt. Dann gilt f™(int(v)) C (E,UU,,) fir alle n > N und alle Randkompo-
nenten von U,, aufser 0,,U,. Solche Randkomponenten miissen in U—n— liegen, da F,, C U,.
Damit ist 0, U, die einzige Randkomponente von U, in U, also ist 2 der letztendliche
aufsere Zusammenhang von U,,.

Sei OyU isoliert. Wahle mit Satz 2.2.10 eine Jordankurve ~ in U, sodass dyU die einzige
Randkomponente von U in int(y) ist. Spur(y) ist eine kompakte Teilmenge von U und
damit existiert nach Satz 2.8.11 ein N € N, sodass f"(Spur(y)) C E, C U, fir alle
n > N gilt. Dann gilt U, N U C f™(int(y)) fiir alle n > N. Angenommen, es gibt eine
Randkomponente Z von U, in U, die nicht dyU,, ist. Dann miisste es mindestens zwei
verschiedene Randkomponenten von U in int(y) geben. Dort liegt aber nur dyU. Daher ist

2 der letztendliche innere Zusammenhang von U,,. O

Bemerkung 3.1.7 (Nicht isolierte Randkomponenten) Aus dem letzten Satz folgt insbe-
sondere auch, dass eine Randkomponente Z genau dann nicht isoliert ist, wenn alle Bilder

und Urbilder von Z nicht isoliert sind.

Bemerkung 3.1.8 (Charakterisierung der Isoliertheit iiber kritische Punkte) Satz 2.8.18
stellt eine Beziehung zwischen dem letztendlichen inneren und &ufseren Zusammenhang
und der Anzahl der kritischen Punkte in U, und U,; her. Nach dem letzten Satz gilt diese

Beziehung nun auch fiir die Isoliertheit des inneren und dufleren Randes.
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Satz 3.1.9 (Iterationsverhalten von Randkomponenten) Sei Z eine Randkomponente von
U. Dann gilt:

(i) f™(Z) = 0-U, fir alle n € Ny genau dann, wenn Z = 0 U gilt.
(i) f™(0oU) = OU, fir alle n € N.

(iii) Ist Z eine kleine Randkomponente, so existiert ein N € N, sodass f*(Z) fir alle

n > N eine innere Randkomponente ist.

(iv) Istec(U™) =2 und ist Z eine kleine Randkomponente von U, so existiert ein N € N,
sodass ["(Z) = U, fir allen > N gilt.

Beweis: (1): Es folgt direkt mit dem Maximumprinzip, dass nur der grofse dufere Rand
von U auf den grofen adufseren Rand von U, abgebildet wird. Fiir jedes n € Ny gilt also
f"(Z) = 05U, genau dann, wenn Z = 0,,U gilt.

(ii): Sei Z = 9pU, dann gilt 0 € Z und nach Satz 2.8.1 liegt auferdem eine Nullstelle von f in
Z. Demnach muss f(Z) das Gebiet U; von 0 trennen. Da dyU; die einzige Randkomponente
von U ist, die 0 von U; trennt, muss f(Z) = 0yU; gelten. Mit Induktion folgt f(Z) = 0yU,
fiir alle n € N.

(iii): Sei nun Z eine kleine Randkomponente von U, also Z # 0yU und Z # 0,U. Dann
existiert mit Satz 2.2.10 eine Jordankurve v in U mit Z C int(7y), sodass v die Randkom-
ponente Z von JoU und von 0, U trennt. Spur(7y) ist eine kompakte Teilmenge von U und
damit existiert nach Satz 2.8.11 ein N € N, sodass f"(Spur(y)) C E,, C U, fir alle n > N
gilt. Da f"(Z) C f*(int(~y)) und Z ¢ U,, muss n(f™o~,0) # 0 gelten und f"(Z) muss eine
innere Randkomponente sein.

(iv): Gilt ec(U™) = 2, so ist fiir grofe n die einzige innere Randkomponente von U,, der
grofse innere Rand dyU,,. Also existiert aufgrund derselben Argumente wie oben ein N € N,
sodass Z fiir alle n > N auf den grofsen inneren Rand 9yU,, abgebildet wird. 0

(&)
Z o Q
| D

Abbildung 3.2: Das Bild der Randkomponente Z muss in int(f" o ) liegen. Dort ist aber dyU,

die einzig mogliche Randkomponente.
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Bemerkung 3.1.10 (Level der Randkomponenten) Nach Satz 3.1.9 wird jede Randkom-
ponente eines mehrfach zusammenhéngenden Gebietes U mit letztendlichem inneren Zu-
sammenhang 2 nach endlich vielen Iterationen auf einen grofsen Rand abgebildet. Da f
eingeschrankt auf beschrankte Fatoukomponenten nach Bemerkung 2.7.9 einen endlichen
Abbildungsgrad besitzt, werden in jedem Schritt nur endlich viele Komponenten auf einen
grofsen Rand abgebildet. Damit ergibt sich sowohl eine Abzéhlung der Randkomponenten
jedes wandernden Gebietes, als auch eine Einteilung in verschiedene Level in dem Sinne,
dass Randkomponenten des Levels & € N nach genau k Iterationen auf einen groffen Rand
abgebildet werden.

Un O Un+1 o Un-‘r?
O o O o
f R
@) /_\ @)
O ot+H— 0O
Q 7 U f(Z) 0
O O fZ(Z
O o O o
O O

Abbildung 3.3: Das Abbildungsverhalten der letztendlich grofsen Randkomponenten.
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Abbildung 3.4: Die Einteilung in verschiedene Level. Der Level der Randkomponenten nimmt mit

jedem Iterationsschritt ab.

Bemerkung 3.1.11 (Vergleich mit anderen Resultaten) Satz 3.1.9 (iii) dhnelt [BRS13,
Theorem 1.6 (b)] und auch [Six13, Lemma 4.4|. In [BRS13, Theorem 1.6 (b)| wird die
harmonische Funktion, die in [BRS13, Theorem 1.1] konstruiert wurde, auf den Rand
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fortgesetzt und damit das Verhalten der Randkomponenten untersucht. Der Beweis dhnelt
dem hier gegebenen.

Definition 3.1.12 (Einfache und mehrfache Rénder) Sei Z eine Randkomponente von U.
Dann nennen wir Z eine mehrfache Randkomponente, wenn Z\ Z mehr als eine Komponente

besitzt. Besitzt Z \ Z genau eine Komponente, so nennen wir sie einfache Randkomponente.

A Abbildung 3.5: Eine einfach
und eine mehrfach Randkom-
ponente. Hier hat Zo \ Zo
Z genau drei Komponenten. Es
sind aber auch noch kompli-
ziertere Strukturen wie in Ab-

bildung 3.6 denkbar.

Bemerkung 3.1.13 (Abzéhlbarkeit von einfachen und mehrfachen Randkomponenten)
Sei n € N. Dann gibt es nur endlich viele Randkomponenten Z von U, sodass ein z € Z
existiert mit B (z, %) cZ , da U beschrankt ist. Das heifit, es gibt nur abzéhlbar viele
Randkomponenten Z mit Z\ Z # 0, da 8Z = Z gilt und damit Z \ Z offen ist. Damit hat
U nur abzahlbar viele einfach und mehrfache Randkomponenten.

Sei Z eine mehrfache Randkomponente. Dann hat Z \ Z nach demselben Argument nur

abzahlbar viele Komponenten.

Definition 3.1.14 (Benachbarte Mengen und Knotenpunkte) Seien Vi, Vo, C C Mengen.
Gilt |0V; N OVs| > 1, so nennen wir V; und Vs benachbart. Auferdem nennen wir zy € C
Knotenpunkt von Vi und Vs, wenn z, € 0V, N AVs, gilt.

U Abbildung 3.6: Es kann vor-
kommen, dass |[0V) N oVa| > 1
7 Vi gilt. Dies ist auch mdoglich, wenn
U ein Gebiet ist und Z eine
Randkomponente von U und V7,

V5 Komponenten von Z \ Z sind.
In diesem Fall konnen , Lakes of
4 Wada*-dhnliche Strukturen auf-

treten.

OVi N OV, N OU
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Definition 3.1.15 (Letztendlich groke und ewig kleine Rénder) Wir nennen eine Rand-
komponente Z von U letztendlich groff, wenn Z nach einer endlichen Iteration auf eine
grofte Randkomponente abgebildet wird. Wir nennen Z ewig klein, wenn dies nicht der Fall
ist.

Definition 3.1.16 (Letztendlich grofe Teile und Komponenten) Sei Z eine mehrfache
Randkomponente von U und V' eine Komponente von Z \ Z. Dann nennen wir 0V einen
letztendlich groffen Teil von Z beziehungsweise V' eine letztendlich groffe Komponente von

Z\Z oder auch letztendlich grofe Komponente von C\ U, wenn ein n € N existiert, sodass
0 € f*(V) gilt beziehungsweise 0 von f"(0V') umringt wird.

Bemerkung 3.1.17 (Letztendlich grofe Teile und groke Rénder) Da 9yU,, und d,,U, die
einzigen Teile von Randkomponenten von U, sind, die 0 umringen, muss fiir eine letztend-
lich grofe Komponente V von Z \ Z dann 8yU, C f*(8V) oder 9,0, C f™(dV) gelten. Es
kann dabei nach Satz 3.1.9 nur dann 9,,U,, C f"(0V) gelten, wenn Z = 0,,U gilt.

Bemerkung 3.1.18 (Abzahlbarkeit von letztendlich grofsen Randkomponenten) Sei Z
eine letztendlich grofse Randkomponente und f™(Z) eine groke Randkomponente fiir ein

n € N. Dann gilt 9U C f"(Z). Weiter gilt doU N F(f) # 0. Es folgt (2\Z> NF(f) #0.
Also gilt Z \ Z # (). Nach Bemerkung 3.1.13 kann es also nur abzahlbar viele letztendlich

grofte Randkomponenten geben.
Gilt ec(U™) = 2, so ist nach Satz 3.1.9 jede kleine Randkomponente Z von U letztendlich
groft. Damit hat U nur abzéhlbar viele Randkomponenten, wenn der letztendliche innere

Zusammenhang 2 ist.

Definition 3.1.19 (Wandernde Rénder) Wir nennen eine Randkomponente Z von U wan-
dernd, wenn Z \ Z aus einem oder auch mehreren einfach zusammenhéngenden wandernden
Gebieten besteht. Wir nennen Z teilweise wandernd, wenn Z \ Z mindestens eine Kom-
ponente besitzt, die ein einfach zusammenhidngendes wanderndes Gebiet ist. Sei V' eine
Komponente von Z \ Z, sodass V ein einfach zusammenhéngendes wanderndes Gebiet ist.

Dann nennen wir 0V einen wandernden Teil von Z.

Definition 3.1.20 (Kollabierte Rénder) Wir nennen eine Randkomponente Z von U kol-
labiert, wenn Z = Z gilt. Dies bedeutet, dass Z keinen Punkt der Fatoumenge enthélt.

Weiter nennen wir Z teilweise kollabiert, wenn
Z\&(Z\Z)#@

gilt. Wir nennen dann eine Komponente von

Z\&(Z\Z)
kollabierten Teil von Z.

Bemerkung 3.1.21 (Kollabierte und wandernde Randkomponenten sind ewig klein) So-
wohl kollabierte Randkomponenten als auch wandernde Randkomponenten sind ewig klein.
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Dies folgt direkt daraus, dass fiir diese Komponenten A \ Z weder eine Nullstelle noch ein
Urbild einer Nullstelle enthélt. Demnach kann eine solche Komponente unter Iteration

niemals ein grofser Rand werden.

00

0° 0

o,",QO O
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Abbildung 3.7: Verschiedene kollabierte Randkomponenten: Moglich sind Kontinua und Ein-
Punkt-Komponenten. Wir werden in Satz 3.1.23 beweisen, dass kein Punkt einer kollabierten
Randkomponente isoliert ist.

Der folgende Satz fasst einige Eigenschaften von Randkomponenten zusammen.
Satz 3.1.22 (Eigenschaften von Randkomponenten wandernder Gebiete) Sei Z eine Rand-

komponente von U und seien (Vi)ren die Komponenten von Z \ Z. Dann gilt:

(i) Alle Vi, sind einfach zusammenhdingend.
(i) Ist Z lokal zusammenhdngend, so gilt |0V; N OV;| <1 fir alle V; # V.

(iii) Fir alle k € N ist OV), entweder ein wandernder Teil von Z und Vi, damit ein einfach

zusammenhdangendes wanderndes Gebiet, oder OV, ist ein letztendlich grofier Teil von
Z.

(iv) Ist Z eine Randkomponente und K entweder ein kollabierter oder ein wandernder

Teil von Z, so gilt K C A(f).

(v) Ist Z eine Randkomponente und K entweder ein kollabierter oder ein wandernder

Teil von Z und z € K, so gilt mindestens eine der drei Aussagen:

(a) z ist Knotenpunkt eines letztendlich groffen Teils von Z.

(b) z ist Hiufungspunkt von verschiedenen letztendlich groffen Randkomponenten
von U.

(c¢) z ist Hiufungspunkt von verschiedenen letztendlich grofien Teilen von Z.

(vi) Ist zy ein Knotenpunkt von zwei benachbarten, letztendlich grofien Komponenten Vy
und Vo von Z \ Z und ist n € N minimal mit f*(0V;) = 0yU, = f*(0Vs), so ist
[ H(20) ein kritischer Punkt von f.

Beweis: (i): Angenommen, Vj ist nicht einfach zusammenhédngend. Dann existiert eine
Kurve v in Vj, die eine Komponente von 0V}, \ 05 Vi von 04V trennt. Es gilt 7 C 7. Dies
ist ein Widerspruch, da int(y) nur dann eine Komponente von 9V}, enthalten kann, wenn
int(y) auch Punkte von U enthilt.
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(ii): Angenommen, es gilt |0V} NOV;| > 2 und Vj # V. Seien z1, 2o € V1 NOV, mit 21 # 2s.
Dann sind z1, 29 von V; und von V5 aus erreichbar nach Satz 2.9.12. Damit existiert ein
Crosscut 7, : [0,1] — C in Vj, der z; mit zy verbindet. Sei v; € Vi N Spur(;). Ebenso
existiert ein Crosscut s : [0,1] — C in V3, der z; mit 2z, verbindet. Sei vy € V5 N Spur(ys).
Sei 7y die Jordankurve, die erst v; und dann 7, durchliuft. Dann gilt Spur(y) C V; UV, und
01,05 € Spur(y). Damit gilt int(y) € Z. Dann muss bereits int(y) C Z\ Z gelten, da sonst
Punkte aus U in int(7y) liegen miissten. Da « eine Kurve ist, sind v; und vy durch einen
Jordanbogen o in int(v) U {v, vs} verbindbar. Damit liegt Spur(c) vollstindig in Z \ Z
und verbindet V; und V3, das heifst, es gilt V; = V5. Dies ist ein Widerspruch.

U

Abbildung 3.8: Darstellung des Beweises von (ii).

(iii): Nach Satz 2.8.1 gilt 9V, C U C A(f). Enthilt also f*(V,) keine Nullstelle fiir alle
n € N, so gilt V,, € A(f) nach dem Minimumprinzip. Damit enthilt V}, keine periodischen
Punkte, also gilt V,NJ(f) = 0. Daher gilt Vj, C F(f). Da Vj, beschrénkt ist und wandernde
Gebiete die einzigen Fatoukomponenten sind, die gleichzeitig beschréankt sein konnen und in
der entkommenden Menge liegen kénnen, ist Vj ein einzelnes einfach zusammenhéngendes
wanderndes Gebiet. Enthélt hingegen f™(V}) eine Nullstelle fiir ein n € N, so ist 9V}, nach
Definition ein letztendlich grofser Teil von Z.

(iv): Nach Satz 2.8.1 gilt K ¢ U C A(f). Da K keine Nullstellen enthilt, folgt mit dem
Minimumprinzip K C A(f).

(v): Sei z € K. Mit K C 90U folgt z € J(f). Dann existiert eine Folge von abstofenden

periodischen Punkten (z,),en mit

lim z, = z.
n—oo

Damit liegen in jeder Umgebung W von z abstofende periodische Punkte. Nach (iv) gilt
aber K C A(f), also enthélt K keine periodischen Punkte. Dann miissen in jeder Umgebung
W von z Punkte liegen, die weder zu K , noch zu U gehoren, da beide Mengen keine
periodischen Punkte enthalten. Dann miissen die z, jeweils in beschrankten Komponenten
des Komplements von U liegen. Ist V eine Komponente von C\U und enthilt V periodische
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Punkte, so ist V eine letztendlich groke Komponente von C\ U. Demnach miissen in jeder
Umgebung von z Teile von letztendlich grofsen Randkomponenten von U liegen.

Liegt z auf dem Rand eines letztendlich grofen Teils von Z, ist z also Knotenpunkt einer
letztendlich groften Komponente von Z \ Z, so liegen in jeder Umgebung von z Teile von
letztendlich grofsen Randkomponenten von U. Damit gilt Aussage (a).

Angenommen, z ist kein Knotenpunkt einer letztendlich grofen Komponente von Z \ Z.
Dann miissen in jeder Umgebung W von z letztendlich groke Komponenten von C \ U
liegen. Auf keinem der Rénder dieser Komponenten liegt z. Damit ist der Abschluss jeder
dieser Komponenten kompakt und besitzt einen echten Abstand zu z. Daher kénnen im-
mer nur endlich viele z, in derselben Komponente von C\ U liegen. Also miissen sich die
Komponenten von C\ U bei z hiufen. Dann miissen sich letztendlich grofe Randkomponen-
ten oder Teile bei z hdufen. Demnach ist z Haufungspunkt von verschiedenen letztendlich
grofsen Randkomponenten von U und es gilt Aussage (b) oder Z ist ein mehrfacher Rand
und z ist Haufungspunkt von verschiedenen letztendlich grofsen Teilen von Z und es gilt
Aussage (c).

(vi): Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei n = 1. Betrachte eine Umgebung W von
f(z0) € OU;. Dann gilt f(OVI)NW = gU N W = f(0V,) N W. Auferdem gilt dann
Vi NOVy = {zp}. Damit ist f in keiner Umgebung von zy injektiv, das heifit, zo ist ein
kritischer Punkt. O

Ist der letztendliche innere Zusammenhang eines mehrfach zusammenhingenden wandern-
den Gebietes 0o, so konnen ewig kleine Randkomponenten auftreten. Der folgende Korollar
fasst einige Bedingungen fiir derartige Randkomponenten zusammen.

Korollar 3.1.23 (Ewig kleine Randkomponenten) Sei Z eine ewig kleine Randkomponente
von U. Dann gilt:

(i) Der letztendliche innere Zusammenhang von U ist oo

)

(ii) Z C A(f).

(iii) Z ist entweder kollabiert oder wandernd.

(iv) Jeder Randpunkt von Z ist Haufungspunkt von letztendlich grofien Randkomponenten
von U. Insbesondere ist Z nicht isoliert.

Beweis: (i): Dass der letztendliche innere Zusammenhang oo ist, folgt aus Satz 3.1.9 und
Bemerkung 2.8.19 sowie der Existenz von Z.

(ii): Da Z ewig klein ist, besitzt Z keinen letztendlich grofen Teil. Nach Satz 3.1.22 (iii)
besteht Z \ Z aus einfach zusammenhéngenden wandernden Gebieten. Demnach besteht
7 aus wandernden und kollabierten Teilen. Mit Satz 3.1.22 (iv) folgt Z C A(f).

(iii): Ist Z kollabiert, so ist nichts zu zeigen. Ist Z nicht kollabiert, so gilt Z \ Z # . Da
Z C A(f) gilt, enthélt Z keine letztendlich groken Teile. Damit sind nach Satz 3.1.22 (iii)
alle Komponenten von Z \ Z einfach zusammenhéngende wandernde Gebiete. Damit ist Z
wandernd.
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(iv): Nach (iii) besitzt Z keine letztendlich grofsen Teile. Nach Satz 3.1.22 (iv) miissen sich
damit letztendlich grofe Randkomponenten von U bei z haufen. O

Korollar 3.1.24 (Isoliertheit von kleinen Randkomponenten) Sei Z eine kleine Randkom-

ponente von U. Dann ist Z genau dann isoliert, wenn ec(U~) = 2 gilt.

Beweis: Gilt ec(U~) = 2, so werden nach Satz 2.8.1 alle kleinen Randkomponenten letzt-
endlich auf einen grofsen inneren Rand abgebildet. Nach Satz 3.1.6 ist 9yU,, fiir alle n € N
isoliert. Mit Satz 3.1.6 sind dann auch alle kleinen Randkomponenten isoliert.

Ist umgekehrt eine kleine Randkomponente isoliert, so kann diese nach Korollar 3.1.23
nicht ewig klein sein. Demnach wird diese auf einen grofen inneren Rand abgebildet. Mit
Satz 3.1.6 folgt, dass dann auch JyU isoliert ist, und damit ist 2 der letztendliche innere
Zusammenhang von U. O

Eine Reihe der hier aufgefiihrten Resultate bezieht sich auf kollabierte Rénder. Zunéchst
aber ist iiberhaupt nicht klar, ob diese iiberhaupt existieren. Die Frage habe ich mit Phil
Rippon und Gwyneth Stallard in mehreren Gespréachen erdrtert. Darauf autbauend ha-
ben mir diese dann einen Beweis mitgeteilt, der zeigt, dass kollabierte Réander tatsédchlich

auftreten konnen. Genauer zeigten sie das folgende Resultat.

Satz 3.1.25 (Kollabierte Rénder) Gilt ec(U™) = oo, so hat U tberabzihlbar viele kolla-

bierte Randkomponenten.

Beweis: Nach Bemerkung 3.1.13 kann U nur abzéahlbar viele nicht kollabierte Randkompo-
nenten haben. Das heifst, wenn U iiberabzéhlbar viele Randkomponenten hat, so muss U
schon iiberabzahlbar viele kollabierte Randkomponenten haben. Es bleibt also zu zeigen,
dass U iiberabzéhlbar viele Randkomponenten besitzt.

Gilt ec(U™) = o0, so ist nach Satz 3.1.6 JyU nicht isoliert. Aufserdem sind nach Korollar
3.1.24 alle kleinen Randkomponenten nicht isoliert.

Abbildung 3.9: Die ersten drei Schritte des Iterationsprozesses.
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Wihle mit Satz 2.2.10 eine Jordankurve v in U mit dyU C int(y). Dann sind unendlich
viele andere Randkomponenten von U in int(). Da Spur(~) eine kompakte Teilmenge von
U ist, existiert nach Satz 2.8.11 ein N; € N, sodass f"(Spur(v)) C E, C U, fir allen > N,
gilt. Wihle nun zwei Jordankurven 74, ~; in Uy, mit int(7}) Nint(y7) = 0, sodass jeweils
unendlich viele Randkomponenten von Uy, in int(y}) und int(+]) liegen. Dies ist nach Satz
2.2.10 moglich, indem zuerst eine Kurve gewahlt wird und die zweite so gewahlt wird, dass
sie eine kleine Randkomponente vom Inneren der ersten Kurve trennt.

Wir wiederholen diesen Prozess nun mit den Kurven 4 und 7{. Wieder existiert Ny € N,
sodass f"(Spur(y3)) C E, C U, und f™(Spur(v;)) C E, C U, fiir alle n > N, gilt. Wihle
nun wieder zwei Jordankurven 42, 7% in Uy, n, mit int(73) Nint(y?) = @, sodass jeweils
unendlich viele Randkomponenten von Uy, 4y, in int(y3) und int(7?) liegen.

Fiihren wir diesen Prozess fort, so erhalten wir Kurven ~¢} und ~f in

U
2N

j=1

mit disjunktem Inneren, die unendlich viele Randkomponenten im Inneren enthalten.
Dann kénnen wir jeder Folge in {0, 1} eine Randkomponente Z von U zuweisen, fiir die
fir alle £ € N ein ¢ € {0, 1} mit

k
>N

f= 7 (2) C mt(af)

existiert.

Nach Konstruktion erhalten wir so eine injektive Abbildung von {0,1}Y in die Menge
der Randkomponenten von U. Da {0, 1}" iiberabzihlbar ist, muss U iiberabzihlbar viele
Randkomponenten besitzen. O

Bemerkung 2.8.19, Satz 3.1.9 (iv) und Satz 3.1.25 ergeben zusammen den folgenden Ko-
rollar.

Korollar 3.1.26 (Randkomponenten und letztendlicher innerer Zusammenhang) FEs gilt
ec(U™) = 2 genau dann, wenn alle Randkomponenten von U letztendlich grof$ sind. Gleich-
bedeutend gilt ec(U~) = oo genau dann, wenn U ewig kleine Randkomponenten besitzt.

Der folgende Satz ist rein topologischer Natur. Wir nutzen ihn, um zu zeigen, dass bei
unseren wandernden Gebieten unter bestimmten Voraussetzungen keine ,Lakes of Wada™-
Situation auftritt.

Satz 3.1.27 (Lakes of Wada) Seien Uy, Uy, Us C C Gebiete. Eristieren drei Punkte
21, 22,23 € 8U1 N 8U2 N 8U3

Dann ist mindestens einer der drei Punkte nicht erreichbar aus mindestens einem der drei
Gebiete.
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Beweis: Angenommen, alle drei Punkte wéren von allen drei Gebieten aus erreichbar. Seien
u; € Uy, ug € Uy und ug € Us. Wir wollen nun Jordanbdgen o; ; konstruieren, die fiir alle
i,j € {1,2,3} die Punkte u; und z; miteinander verbinden, sodass die o;; bis auf die
Endpunkte disjunkt sind.

Es existieren Crosscuts 7; in U; mit u; € Spur(y;) fir i € {1,2,3}, die jeweils z; mit 2,
verbinden. Dann wéhlen wir einen Crosscut o; 3 in U; \ Spur(7;), der w; und 23 miteinander
verbindet. Dies ist moglich, da U; \ Spur(7;) nach [Pom92, Proposition 2.12| hochstens zwei
Zusammenhangskomponenten hat und u; auf dem Rand von beiden Komponenten liegt.
Wir teilen nun die Jordanbégen +; in bis auf die Anfangspunkte disjunkte Jordanbégen o; ;
auf, sodass o, ; die Punkte u; und z; miteinander verbindet. Dann entsprechen die wu;, z;
und o; ; den Knoten beziehungsweise den Kanten eines vollstandigen bipartiten Graphen
mit jeweils drei Knoten pro Teilmenge. Es ist ein bekanntes Theorem der Graphentheorie,
dass solch ein Graph nicht planar sein kann, dass heifst, dass sich die Kanten iiberschneiden
miissen, siehe [Die00, Kuratowskis Theorem 4.4.6]. Da die o; ; fiir festes ¢ aber bis auf den
Anfangspunkt disjunkt sind, miissen sich damit Kanten aus zwei verschiedenen Gebieten
U; aufserhalb des Endpunktes iiberschneiden. Dies ist ein Widerspruch. O

Eines der Hauptresultate dieser Arbeit ist, dass unter bestimmten Voraussetzungen die
groften Rénder Jordankurven und damit lokal zusammenhéngend sind und 0,.U,,_1 = 9yU,
gilt. Der folgende Satz zeigt, dass in diesem Fall keine ,Lakes of Wada“-Situation auftritt,
das heifst, dass nichts ,zwischen” 0,,U,_1 und 04U, liegt.

Satz 3.1.28 (Lakes of Wada und angrenzende grofe Rénder) Gilt 0,,U,—1 = U, =: Z,

und ist Z, lokal zusammenhdngend fir alle n € N, so gilt:

(i) Z\Zn besitzt fiir allen € N nur eine Komponente V und diese enthdlt das wandernde
Gebiet U,,_1.

(ii) ec(U) = oo.
(iii) Es gilt Z, = OsUp—_1 = OscUp—1 = U, = OU,,.
(iv) Z, ist fiir alle n € N nicht teilweise kollabiert.

Beweis: (i): Angenommen, Zn \ Z,, enthélt mehr als eine Komponente. Dann existiert eine
Komponente V von Z, \ Z,, die das wandernde Gebiet U,,_; nicht enthélt. Dann gilt

oV C Z, = 0sUp—1 = OU,.

Insbesondere besitzen dann die drei Gebiete V, U,_; und C \ C(0,U,) drei gemeinsame
Randpunkte. Diese Randpunkte sind nach Satz 2.9.12 von jedem der drei Gebiete aus
erreichbar, da Z,, lokal zusammenhéngend ist. Dann liefert Satz 3.1.27 einen Widerspruch.
(ii): Es miissen sich die periodischen Punkte bei jedem Punkt von Z,, hdufen. Da

—~ —_~—

Zy\(Z, UUp—1) =10
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nach (i) gilt, miissen die periodischen Punkte in U,_; UC \ C(0, U,) liegen. Da aber weder
U, —1 noch U, periodische Punkte enthalten, miissen sich Komponenten des Komplements
von C\ (U,_; UU,) bei Z, hiufen. Damit muss ¢(U,,_;) = oo oder ¢(U,,) = oo gelten. Nach
Satz 2.8.13 muss dann ec(U) = oo gelten.

(iii): Es gilt

aoo[]n—l = aC(OO, Un—l) - aC(OO, Un—l) = aoo[]n—l

und

U, = 0C(0,U,) C 0C(0,U,) = dyU,.

Sei z € Z,. Dann gilt z € U, und z € 05U, _1. Dann existieren Folgen (ay)ren in U,_1
und (by)ken in U, mit

lim a, = z = lim b.
k—00 k—o00

Es gilt U,, € C(o0,U,,—1) und U,,_1 C C\ (o0, U,_1). Damit gilt z € 9C (o0, U,,_1). Ebenso
gilt U,_; € C(0,U,) und U, c C\ C(0,U,). Damit gilt z € 9C(0,T,,). Es folgt

8ooU'n—l = aoo(jn—l = 8OU'n = 8OU}L

(iv): Nach (iii) gilt Z, = OsUp—1 = OscUn_1 = 0oU,, = 9yU,,. Dann gilt

aooU'n—l \a (ao/o-[}n_/—l \ aooU'n—1> C aooU'n—l \aooUn—l = V.

Damit ist Z,, fiir alle n nicht teilweise kollabiert. O

Bemerkung 3.1.29 (Gleichheit der angrenzenden Rénder) Man beachte, dass fiir den
Beweis von Satz 3.1.28 (iii) und (iv) der lokale Zusammenhang von Z,, nicht benétigt wurde.
Fiir den Beweis von Satz 3.1.28 (ii) wurde der lokale Zusammenhang jedoch genutzt. Es
ist denkbar, dass 0U,_1 = OoU, und ec(U) = 2 gleichzeitig gelten. Auch dann miissen
sich die periodischen Punkte bei jedem Punkt von Z,, hdufen. Enthélt eine Komponente
von Z, \ (Z, U ﬁ,:_/l) periodische Punkte, so muss sie letztendlich grofs sein, das heifst, ein
Urbild einer Nullstelle enthalten, da sie ansonsten nach Minimumprinzip in A(f) liegen
wiirde. Ist V also eine solche letztendlich groke Komponente von Z, \ (Z, U ﬁ;_/l), so gilt
fE¥OV) = Z,.y, fiir ein k € N. Wiirden sich periodische Punkte in V' bei OV hiufen, so
wiirden sich auch periodische Punkte in f*(V) = Z:k \ Znix bei fE(OV) = Z,. hiufen.
Daher wiirde eine letztendlich grofsfe Randkomponente mit d,,U,,_1 = 0yU, = OV nicht
ausreichen. Jedoch konnten sich abzéhlbar viele dieser Komponenten bei den Réndern
haufen.

Die Gleichheit 0,,U,,_1 = 9yU,, gilt nicht fiir alle mehrfach zusammenhéngenden wandern-
den Gebiete, da es ein Beispiel einer Funktion mit unendlich vielen verschiedenen Orbits
von zweifach zusammenhédngenden wandernden Gebieten gibt, siche [KS08, Theorem FJ.
Ist U eines dieser wandernden Gebiete, so miissen zwischen U, und U, ,; unendlich viele
andere Orbits von mehrfach zusammenhéngenden wandernden Gebieten liegen. Damit gilt
sogar OsoU,_1 N U, = 0.



3.2 KURVEN ALS RANDKOMPONENTEN 53

Bemerkung 3.1.30 (Auftreten der verschiedenen Randtypen) Wie Korollar 3.1.26 zeigt,
treten kollabierte Randkomponenten genau dann auf, wenn der letztendliche innere Zu-
sammenhang oo ist (siche 4.1 und 4.3 fiir Beispiele). Nach [Pom92, Proposition 2.18| kon-
nen sogenannte ,/ Triods” nur abzéhlbar oft auftreten. Nach Satz 3.1.25 miissen demnach
Ein-Punkt-Komponenten oder Kontinua, die keine , Triods” sind, unendlich oft auftreten.
Ob Ein-Punkt-Komponenten auftreten kdnnen, ist eine Frage von Rippon aus einem per-
sonlichen Gespréch. Beispiele fiir echt teilweise kollabierte Randkomponenten sind nicht
bekannt.

Ob wandernde oder teilweise wandernde Randkomponenten auftreten kénnen, ist ebenfalls
nicht bekannt. Bergweiler nutzte eine Konstruktion von Kisaka und Shishikura aus [KS08],
um selbst ein Beispiel (siche [Berll]) einer Funktion mit einem einfach zusammenhén-
genden und einem mehrfach zusammenhéngenden wandernden Gebiet zu konstruieren. In
dem speziellen Beispiel liegt das einfach zusammenhédngende Gebiet ,zwischen“ den grofsen
Réndern von zwei verschiedenen Komponenten des mehrfach zusammenhéngenden wan-
dernden Gebietes. Damit konnte dies hochstens ein Beispiel fiir eine teilweise wandernde
grofte Randkomponente sein. Ob dies hier der Fall ist, ist unklar.

Rippon und Stallard fragten in einem personlichen Gespréach, ob mehrfache, grofse Rand-
komponenten auftreten konnen. Dies ist nach wie vor unklar. Es ist denkbar, Kisakas und
Shishikuras Konstruktion abzuwandeln, wie Bergweiler es bereits getan hat, um einen kri-
tischen Punkt auf eine groke Randkomponente eines mehrfach zusammenhéngenden wan-
dernden Gebietes abzubilden. Damit kdnnte ein letztendlich grofer Teil konstruiert werden.
Interessant wire es auch, ob dann 0.,,U,_1 # 05 U,_1 bezichungsweise dyU,, # O,U,, gelten
kann. Genauso ist es interessant, ob 0 U,_1 # U, gelten kann, wenn es nur einen Orbit
von mehrfach zusammenhéngenden wandernden Gebieten gibt. Dies ist vermutlich bei Ki-

sakas und Shishikuras Beispiel eines zweifach zusammenhangenden wandernden Gebietes

der Fall.

3.2 Kurven als Randkomponenten

Wir wollen nun zeigen, dass die Komponenten der Rénder von mehrfach zusammenhén-
genden wandernden Gebieten unter gewissen Voraussetzungen, die in vielen bisher unter-
suchten Beispielen erfiillt sind, Kurven sind. Aufserdem zeigen wir, dass unter bestimmten
Voraussetzungen 0,.U,, = 9yU,, 11 gilt. Diese beiden Bedingungen schliefen zusammen viele
der gerade betrachteten verschiedenen Randtypen oder komplizierten Situationen aus.

Der folgende Satz fast zusammen, welche Eigenschaften von Kurven sich unter Iteration
erhalten beziehungsweise welche Bedingungen dafiir notwendig sind. Einige der Aussagen
sind bekannt, sie werden jedoch aus Griinden der Vollstandigkeit hier noch einmal formu-

liert und bewiesen.

Satz 3.2.1 (Urbildkomponenten von Jordankurven) Sei f eine ganze Funktion. Sei~y eine
Jordankurve in C und Z eine beschrinkte Komponente von f~"(Spur(y)) fir ein n € N.
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(i) Dann ist Z

e cine geschlossene Kurve. Genauer besteht Z aus Jordanbdgen, die bis auf die
Endpunkte paarweise disjunkt sind. Auferdem ist jede Komponente von Z \ Z
ein Jordangebiet.

o Lipschitz-stetig, wenn ~v Lipschitz-stetig ist.

o rektifizierbar, wenn ~y rektifizierbar ist.
(ii) Enthdlt Z zusdtzlich keine kritischen Punkte von f™, so ist Z

o cine Jordankurve.
o cine CF-Kurve, wenn v eine C*-Kurve ist.
e analytisch, wenn v analytisch ist.

e glatt, wenn vy glatt ist.

Bemerkung 3.2.2 (Lipschitz-Stetigkeit und Rektifizierbarkeit) Nach Bemerkung 2.2.16
sind die Rektifizierbarkeit und Lipschitz-Stetigkeit einer Menge dquivalent, das heifst es
gentigt eine der beiden Aussagen zu zeigen.

Beweis: Sei 7y : [0,1] — C. Sei z kein kritischer Wert von (f|7)". Sei z € Z ein Urbild von
x unter f". Dann ist z kein kritischer Punkt von f". Aufgrund der Stetigkeit von (f")’
existiert eine Umgebung V von z, in der keine kritischen Punkte von f" liegen. Damit
existiert ein Zweig ¢ der Umkehrfunktion f~" auf einer Umgebung V' von = mit p(z) = 2.
Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit sei y(0) = z. Wir beweisen nun zuerst (ii), bevor
wir (i) beweisen.

(ii): Angenommen, Z enthilt keine kritischen Punkte von f". Nach Identititssatz existiert
dann eine Umgebung W von Z, in der keine kritischen Punkte von f" liegen. Dann ist
f™(W) eine Umgebung von Spur(y), in der keine kritischen Werte von (f|w )" liegen. Da-
mit lésst sich ¢ stiickweise entlang von ~ fortsetzen. Setzt man ¢ auf diese Weise immer
weiter fort, also gegebenenfalls auch mehrmals iiber die geschlossene Kurve v hinweg, so
erhélt man einander fortsetzende Kurvenstiicke, die einen Teil von Z parametrisieren. Wir
bezeichnen die Summe dieser Kurvenstiicke als die Kurve I'. Da Z beschréankt ist, hat x
nur endlich viele Urbilder in Z. Also muss nach einer endlichen Anzahl von Fortsetzun-
gen durch = die Kurve I' sich wieder zu einem Urbild von x schliefen, welches bereits auf
Spur(I') liegt. Wiirde sich I" bei einem Urbild w von x schliefen, welches nicht z ist, so
ware w ein kritischer Punkt von f", da es keine Umgebung von w gibt, in der f" injektiv
ist. Da aber keine kritischen Punkte von f" auf Z liegen, muss sich I' zu z schliefsen und
damit, bis auf den Endpunkt, injektiv sein. Wir erhalten auf diese Weise eine Jordankurve
[':]0,d] — C, die Z parametrisiert, wobei d die Anzahl der Urbilder von z in Z ist. Alle
Urbilder von z miissen einfache Urbilder sein, da es sonst kritische Punkte von f" wéren.
Sei 7 analytisch beziehungsweise C* und I' die Kurve, die Z parametrisiert und aus der
obigen Konstruktion stammt. Dann existiert lokal ein Zweig ¢ der Umkehrfunktion von
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f7", sodass (moglicherweise nach einer Umparametrisierung von I' mit einer Konstanten)
' = p o~ gilt. Da ¢ konform ist, iibertragt sich daher die Analytizitdt beziehungsweise
C*-Eigenschaft von v stiickweise auf T
Es bleibt zu zeigen, dass Z glatt ist, also durch eine C*-Kurve I : [0, d] — C parametrisiert
werden kann, mit I'(¢) # 0 fiir alle ¢ € [0, d], wenn 7 glatt ist. Wie oben angedeutet, setzen
wir stiickweise I'(t+j) = @o~(t), wobei ¢ ein lokaler Zweig von f~"ist und j € {0, ...,d—1}
gilt. Dann ist I' eine C'-Kurve, da ¢ konform ist. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
sei 7 = 0. Dann gilt
: : : (1)

['(t) = ¢'((2)) - 7'(2) FY o0 #0,
da ~ glatt ist. Damit ist ' ebenfalls glatt.
(1): Angenommen, Z enthélt kritische Punkte von f”. Dies sind nach Identitdtssatz nur
endlich viele. Dann existiert nach Identitédtssatz eine Umgebung W von Z, sodass alle
kritischen Punkte von f™|y auf Z liegen. Dann ist f™(W/) eine Umgebung von Spur(y), in
der alle kritischen Werte von f"|y auf Spur(vy) liegen. Bezeichne die kritischen Werte mit
Y1, ---, Yg fir ein k € N. Seien

XT1 = X,T9,...,Tf € Spur('Y) \ {yla "'>yk}>

sodass x; vor y; von 7 durchlaufen wird. Weiter seien 7, ..., die Kurvenstiicke von 7,
sodass fiir alle j € {1,...,k} die Kurve 7, die Punkte y;_; und y; miteinander verbindet,
wobei 7, die Punkte y; und y; miteinander verbindet. Insbesondere liegt also z; auf ;
(siche Abbildung 3.10). Jeder Punkt x; hat eine endliche Anzahl von Urbildern /; in Z.
Fiir jedes dieser Urbilder existiert ein Zweig der Umkehrfunktion von f~", der z; auf dieses
Urbild abbildet. Jeder dieser Zweige kann entlang von -, fortgesetzt werden und liefert
damit einen Jordanbogen, der einen Teil von Z parametrisiert und zwei der kritischen
Punkte von f™ auf Z miteinander verbindet. Auf diese Weise erhalten wir eine endliche
Anzahl von Jordanbogen, die alle Teile von Z parametrisieren. Die Jordanbogen sind bis
auf die Endpunkte paarweise disjunkt. Die Summe dieser Jordanbogen ist eine geschlossene
Kurve I'; aber keine Jordankurve mehr. Allerdings ist jede Komponente von A \ Z von
endlich vielen solchen Jordanbogen berandet. Damit setzen sich diese Jordanbogen zu einer
Jordankurve zusammen, das heifst, jede Komponente V' von Z \ Z ist ein Jordangebiet. (Fiir
C\ Z gilt dies nicht.) Damit ist f|y eine eigentliche Abbildung und nach Satz 2.6.6 lasst
sich f inklusive des Abbildungsgrades auf 0V fortsetzen. Damit besitzt auch f|; einen
Abbildungsgrad d, das heift, es gilt insbesondere [; = ... = [}, = d. Damit kénnen wir wie
bereits in (ii) I" als eine geschlossene Kurve von I' : [0, d] — C parametrisieren.

Sei 7 Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L; > 0 und I' : [0,d] — C die Kur-
ve, die Z parametrisiert und aus der obigen Konstruktion stammt. Seien dann i, ...,V
die Kurvenstiicke von v zwischen den kritischen Werten vy, ..., yx von f". Weiter seien
G115 Plody <oy P15 -, Pk,a die zugehorigen Zweige der Umkehrfunktionen wie oben. Dann
sind die ¢; ; alle Lipschitz-stetig mit einer gemeinsamen Lipschitz-Konstante Ly > 0. Sei-
en t1,ty € [0, d] nahe beieinander. Dann existieren Zweige ¢; ; und ¢;+1; von f~", sodass
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o
zZ3 T3

21 22

Abbildung 3.10: Hier sind die z; die zu den y; gehorigen kritischen Punkte von f™. Jeder Jordan-
bogen hat in dieser Situation fiinf Urbilder. Der Abbildungsgrad von f™ auf dem oberen Gebiet

ist 2, auf den anderen Gebieten ist er 1.

I'(t1) = (i joy)(t1—c) und I'(t2) = (piy1,507)(ta—c) fiir ein 0 < ¢ < d gilt (mdglicherweise
muss dafiir umparametrisiert werden). Sei t3 € [t, t2] so gewéhlt, dass

[(t3) = (pijov)(ts — ¢) = (pir1507)(ts — ¢)

gilt. Dann folgt

ID(t) = T(t2)] = [i(v(t1 — ) = @iz, (72 — ©))]
< (vt = ) = i (7(ts — €)) + @ir1,; (V(ts — €)) — i1 (7(t2 — ¢))]
< i (V(tr =€) = @i;(V(ts — )| + [irr(V(Es =€) — ir1,;(V(E2 — )]
< Loly(ty = ¢) = y(ts — o) + La|y(ts — ) = y(t2 — 0]
<Ly Lolty —c— (ts —c¢)| + Ly - Lolts — ¢ — (ta — ¢
= L1 - La(Jt1 — t3| + |t3 — ta])
= Ly - Lo|ty — ta].

Damit ist I" lokal Lipschitz-stetig jeweils mit derselben Lipschitz-Konstante L := Ly - Ls.
Also ist ' auch global Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L.

Sei v rektifizierbar. Nach Bemerkung 2.2.16 ist v dann auch Lipschitz-stetig. Nach obiger
Uberlegung ist damit auch Z Lipschitz-stetig. Nach Bemerkung 2.2.16 ist Z genau dann
rektifizierbar, wenn Z Lipschitz-stetig ist, also folgt die Behauptung. 0

Das folgende Theorem ist das Hauptresultat dieser Arbeit. Es zeigt, dass die grofsen Réan-
der von mehrfach zusammenhéngenden wandernden Gebieten unter bestimmten Voraus-
setzungen Jordankurven sind, und dass die angrenzenden grofen Rénder gleich sind. Damit
konnen viele der in 3.1 untersuchten Situationen nicht auftreten. Wir zeigen also, dass die
Rénder von mehrfach zusammenhéingenden wandernden Gebieten einfache Formen anneh-

men konnen.
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Theorem 1 (Grofse Rénder von mehrfach zusammenhéngenden wandernden Gebieten)
Ser U = Uy ein mehrfach zusammenhdngendes wanderndes Gebiet einer ganzen transzen-
denten Funktion f und U, := f™(U) fir allen € N. Sei (r,),en eine Folge positiver reeller
Zahlen. Es sei (Cy,)nen eine Folge von abgeschlossenen topologischen Annuli und N € N,
sodass fir alle n > N folgende Eigenschaften gelten:

(i) Es existieren «, 5 € Ryg mit ar, < |z| < Br, fir alle z € C,,.
(ii) OCh und 0sC,, kémnen als glatte Jordankurven (0 und (° parametrisiert werden.

(iii) Es existiert 0 < 0 < § mit |<(21, K|, ¢°)| < 0 fiir alle z; € Spur(¢°). Auferdem
gilt |<(z0, Kyzg), G)| < § fiir alle 2 € Spur(¢y).

(IV) C1n-i-1 - f(Cn)
(v) 00Cy, C Up_1 und 05,C,, C U,.
(vi) Fir einm € Ry mit mg > 1 und fir alle z € fHCh)NC, gilt

2f'(2)

o |2 (3.2.1)
(vii) Fir alle z € f~(Chy1) NC, gilt
. Zf’(Z)) L
e (7 )| <5 -0

Dann gilt fir allen > N:
e OyU, und 0,,U,_1 sind Jordankurven.
® 800Un_1 = 80Un

Bemerkung 3.2.3 (Grofe dufsere Rander und C),) Es gilt (0U,,—1U0U,,) C C,, aufgrund
der Wahl von C),, und der Lage der U,, zueinander.

Bemerkung 3.2.4 (C, als expandierende Umgebung) Die Voraussetzungen (i)-(vi) von
Theorem 1 besagen, dass eine Umgebung C,, der grofen Rénder 0yU,, U 0,,U,,_; existiert,
auf der f in bestimmter Weise expandierend ist.

Bemerkung 3.2.5 (Grofe der Annuli C,,) In den meisten Anwendungen wachsen die 7,
exponentiell, das heifst, es gilt ,,41 > 2r, oder es gilt sogar r,,1 = M(r,, f) fiir alle n € N.
Fiir alle groken n sind damit die C), disjunkt und fiir alle & > n+1 gilt f(C,,) N Cp, = 0.
Dies ist unabhéangig von der Wahl von o und /.

Bemerkung 3.2.6 (Vertauschte Rollen von (° und ¢Y) Der Beweis des Theorems funk-
tioniert auch mit vertauschten Rollen fiir die Kurven (2° und ¢?. Das heifit, dass die Vor-
aussetzungen [<((z1, K., (°)| < 3 fiir alle 2 € Spur(¢;®) und |<t(20, K[, ¢))| < 6 fiir alle
2o € Spur(¢?) ebenfalls ausreichen.
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zf'(2)
f(z)

einem logarithmischen Variablenwechsel. Bedingungen fiir

Bemerkung 3.2.7 (Voraussetzung (vi)) Der Term

ist die Ableitung von f nach
2f'(2)
/()
leicht zu iiberpriifen, da viele Beispiele von Funktionen mit mehrfach zusammenhéngenden

sind in den meisten Fallen

wandernden Gebieten tiber unendliche Produkte definiert sind. Eine Arbeit von Eke befasst

sich ausgiebig mit dem Realteil von Z}CES), siehe [Eke68].

Bemerkung 3.2.8 (Abhéngigkeit der beiden Resultate) Die Aussagen, dass dyU, und
OsoUp—1 Jordankurven sind, und dass d,,U,,_1 = U, gilt, lassen sich durch Theorem 1
nicht unabhéngig voneinander erreichen. Lésst sich also auf anderem Weg zeigen, dass zum
Beispiel 0,,U,_1 = 0yU,, nicht gelten kann, so ldsst sich Theorem 1 nicht anwenden.

Der Beweis, dass dyU,, und 05,U,,—1 Jordankurven sind, liefse sich theoretisch von der Aus-
sage OsoU,_1 = OpU, 16sen. In diesem Fall miissten die Voraussetzungen von Theorem 1
seinseitig® gelten. Diese Voraussetzung ist in allen praktischen Féllen jedoch sehr schwer

nachzuweisen.

Bemerkung 3.2.9 (Theorem 1 nur fiir unendlich-fachen Zusammenhang) Das Theorem
1 kann nach Satz 3.1.28 nur auf unendlich-fach zusammenhéngende wandernde Gebiete

angewendet werden.

Bemerkung 3.2.10 (Keine Lakes of Wada) Nach Satz 3.1.28 kénnen keine ,Lakes of
Wada“-Situationen auftreten, das heiftt, dass nichts ,zwischen” 0,,U, _1 und dyU,, liegt.

Sind die C,, Annuli, so sind 0yC,, und 0,C, Kreise und kénnen damit als analytische
Jordankurven parametrisiert werden. In diesem Fall kann 6 = 0 gewédhlt werden. Damit

geniigt es zu zeigen, dass Re (i{é?) > 0 gilt, um ‘arg (:{é’?) ’ < & zu erhalten. Da wir in
vielen Anwendungen die C,, als Annuli wiahlen kénnen, fassen wir diese einfachere Version

von Theorem 1 als Korollar zusammen.

Korollar 3.2.11 (Theorem 1 fiir Annuli) Sei U = Uy ein mehrfach zusammenhdingendes
wanderndes Gebiet einer ganzen transzendenten Funktion f und U, := f™(U) fir alle
n € N. Seien (7p)nen, (n)nen und (Bn)nen Folgen positiver reeller Zahlen mit o, < B3,.
Es sei (Cp)nen mit Cp, = A(ay, Ty, Barn) eine Folge von Annuli und N € N, sodass fiir alle
n > N folgende Eigenschaften gelten:

(i) Es existieren a, f € Ry, sodass a < o, < 5, < 3 gilt.

)

(i) Cpt1 C f(Ch).

(iii) 8C, C Up_y und 8oCyy C U,
)

(iv) Fir einm € Roo mit mg > 1 und fir alle z € HC)NCy, gilt

2f'(2)
f(2)

>m

(v) Fiir alle z € f~Y(Cyy1) N C, gilt

Re (ZJJ:;S)) > 0.
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Dann gilt fir allen > N:
e OyU, und 0,,U,_1 sind Jordankurven.
® 800Un_1 = 80Un

Der Beweis von Theorem 1 hat in Teilen Ahnlichkeit mit dem Beweis, dass die Rénder von
Fatoukomponenten von hyperbolischen Abbildungen lokal zusammenhéngend sind (siehe
Satz 2.9.21). Hier wird eine invariante Fatoukomponente U der hyperbolischen Funktion
f betrachtet. Nach Bemerkung 2.7.16 ist U attraktiv. Es werden Kurven =, konstruiert,
sodass f(Spur(v,+1)) = Spur(v,) gilt. Auferdem werden die 7, so gewéhlt, dass der at-
traktive Fixpunkt in U jeweils im Inneren der Kurven liegt. Auf der Juliamenge ist f
hyperbolisch, das heifst, jeder Zweig der Umkehrfunktion ist kontrahierend. Dies ist auch
fiir eine kleine Umgebung der Juliamenge noch der Fall. Sind die 7, nahe genug am Rand
der Fatoukomponente, also in dieser Umgebung, so kann gezeigt werden, dass die Kurven
v, gleichméafkig konvergieren. Aufgrund der Wahl der Kurven miissen diese dann gegen den
Rand von U konvergieren und wir erhalten, dass der Rand von U eine Kurve ist und damit
nach dem Satz von Carathéodory lokal zusammenhéngend ist.

Fiir unseren Beweis von Theorem 1 konnen wir die Kurven nicht in der angegebenen Weise
wahlen, da wandernde Fatoukomponenten nicht invariant sind. Unser Ziel ist es, die Rand-
kurven der C), nach U zurilickzuziehen. Dann nutzen wir, dass f in den C), expandierend ist,
sowie Voraussetzung (3.2.1), um zu zeigen, dass die dadurch entstehenden Kurven gleich-
makig konvergieren. Schlieflich nutzen wir eine Sandwich-Konstruktion, um zu zeigen, dass

die grofsen Rénder {ibereinstimmen.
Beweis von Theorem 1: Sei im folgenden Beweis n > N. Definiere fiir alle £ € N
Gnr={2€C,: fl(z2) € Cpy fiivalle j = 1,...,k}.

Sei Iy, die Komponente von G, ; mit 0 € 1:;; Nach dem Maximumprinzip ist die Wahl

dieser Komponente eindeutig. Die Ungleichung Z}CQS) >m > 0fiiralle z € f~4Cpy1)NChy
Cn C177,—i-1 Cn+2 Cn—i—S
Fn,Q
Fn,3 f
| '
|

Abbildung 3.11: Die topologischen Annuli I';, ;.
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impliziert Crit(f) N f~(Cpny1) N C, = 0. Also enthalten die T, ; keine kritischen Punkte.
Nach der Bemerkung 2.6.8 zur Riemann-Hurwitz-Formel sind damit alle I',, ; topologische

Annuli, also zweifach zusammenhéngende Gebiete.

Lemma 3.2.12 (Abschitzung fiir die Ableitung) Fs existiert ein o > 1, sodass fir alle
EeNundzel,

‘(fk),(Z))EQ’“-M

Tn
qgilt.
Beweis: Sei z € T, 1 = f~1(C,41) N C,,, dann gilt mit (vii)

POl ar e
lz| — Bry, T

[F'() =z m-

ﬁirg::%>1.

Damit folgt fiir £ € Nund z € I',, 4

() @ = £ @)1 2@ 1)

> Tn+k Tn+(k—1) Tn+1
= Q . . Q . L Q .
Tn4(k—1) Tn4(k—2) Tn
E Tntk
=o"- _nre
Tn

O

Wir wollen 0,1, , und 91, i, als geschlossene Kurven parametrisieren. Da f * eingeschrankt
auf eine Urbildkomponente einer Menge unter f* eine eigentliche Abbildung ist, sind beide
Rénder Urbilder von 0,,C), 1 beziehungsweise 0yC,, 1. Nach Satz 3.2.1 sind damit 0.1, x
und L'y, glatte Jordankurven, da die I, keine kritischen Punkte enthalten. Seien al-
s0 0% ¢ [=m ] = Cund 4, : [-7, 7] — C geschlossene und glatte Kurven, sodass
Spur(ﬁf’k) = Ol und Spur(vg’k) = 0ol gilt, wobei die Parametrisierung dieser Kur-
ven erst spater genauer bestimmt werden soll. Fiir alle £ € N gilt

Spur(fkovsz) = fk(Spur(%C;f’k)) = 0o Chyx und Spur(fkovg,k) = fk(Spur(vg,k)) = 0oCh k-

Lemma 3.2.13 (Winkel von Kurven) Es gilt [0xnix1 N R(t)| = 1 fiir alle k € Ny und
t € [—m, 7], wobei R(t) = {r-e" :r € Rug}.

Beweis: Sei z1 € Ouol'ynir1 und 29 = f(z1). Dann gilt 2o € f(Ocl'nik1) = OocCrirs1. Sei
i1t =7, ] = C die Jordankurve, die 0xCpyry1 parametrisiert mit ¢25,.,(0) = 2.
Sei ¢ der Zweig von f~! in einer Umgebung V von zj, sodass ¢(z9) = 21 gilt. Sei weiter
V' = (—n,n) fiir ein geniigend kleines n > 0, sodass (75,.,(V') C V gilt. Betrachte den
glatten Jordanbogen v : V' — C mit v = po (75, ..
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Wir wollen nun zeigen, dass der Schnittwinkel |<((z1,K;,|,7)| < 7§ ist. Dafiir betrachten wir
einen Zweig des Logarithmus in einer kleinen Umgebung von «(0) = z;. Zur Erinnerung

sei gesagt, dass wir hier arg(-) als Funktion nach [—m, ) auffassen. Es gilt

(21, Kpey),7) = arg (—i - (log(7))' (0)) = arg (—i . 7’<0>) ~ arg (_i (poGin) <0>>

+0) 70 (s (0)
~ arg (—z' (o) (0) W“) .

o0
+k+1
01 arg(z1) 4 '

A4

z —i-log(z) | -0

f 20

—ilog |z ¢ Lk &

>
>

0 |21

Abbildung 3.12: Das Bild veranschaulicht die zugrunde liegende Uberlegung. Wir nehmen hier
an, dass die C}, echte Annuli sind, also von Kreisen berandet sind. Damit sind alle 6 = 0.

Weiter gilt
arg ((C;j-k-i-l)/(())) = arg (eXp (7' - (’Z(]v K\zoh Cyﬁ-k-{-l)) 0 ZO) )

da ¢2%,.1(0) = 20 und <t (|20}, K2y, R(0)) = 5 = arg(i) gilt. Damit folgt

arg <_Z» (C,)(0) Z/((jj))) = arg (—i cexp (i < (20, Kpzo)s $pgn) ) <7+ 20 - 80’(20))

— g (oxp i+ < (o0 Kio (1)) - 2220
Auferdem gilt
. go(lzw BT N f<;1> -
(- ) - )

Weiter gilt nach (viil) fiir z € I'yj44 1

()30

und es gilt nach (iii)
< (2 Kpep, Gpgn) | < 0
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fiir alle z € Spur(¢;S, ;). Damit folgt

n

arg (eXp (Z g (ZO,K\zoh Crij—k-i—l)) . Z(;('O(ij;)) =< (ZO,KIzo\a Crij—k-i—l) + arg (Z(:ZO(Z((,)Z)O)) .

Insgesamt folgt damit

arg (exp (Z - (Z(],K\zoh CSiHl)) ’
Zo<P/(Zo))

‘<(217K\21|77>‘ =

= '< (ZO7K|Z()‘7 C;.L:)—k—l—l) + a“rg <

|
or (2251
MC%Sv

< }<I (zo,K\szﬁkH)‘ +

- }<z (ZO,K|ZO\>C1ﬁk+1)‘ +

Wir erhalten also

m T
|<t(21, Kz, v)| < 0+ (5 — 9) =

da zy € Spur(¢S, 1) und 2z € Tpypq gilt. Weiter gilt |<(re”, K, R(t)| = 3 fiir alle
t € [-m,m) und r > 0. Damit kann die Kurve v jeden Strahl R(t) fiir alle t € [—7, 7] nur
in einem Punkt schneiden. O

Bemerkung 3.2.14 (Kurven und Kreise) Im Beweis von Lemma 3.2.13 zeigen wir eigent-

s

lich, dass die geschlossene Kurve 779, ; Kreise um 0 in einem Winkel echt kleiner als 7

schneidet.

Bemerkung 3.2.15 (Parametrisierung iiber das Argument) Es gilt
fk(aoorn,k+1) = aoorn—i—k,l
fiir alle k£ € N. Nach Lemma 3.2.13 existiert eine Funktion r : [—7, 7) — R mit
Spur (r(t)eit) = Spur (fk o fny’kH) = Osol'nti1-

Also kann die Kurve f* o Yoy Uber das Argument parametrisiert werden.

Nach Lemma 3.2.13 kénnen wir nun die geschlossenen Kurven 7%, wie folgt rekursiv pa-

rametrisieren:

Fiir alle t € [—m,7) setze 7,5(f) := Osl'ny N R(t), dann ist 779 @ [~m, 7] — C para-
metrisiert. Ist 779 : [—m, 7] — C fiir ein k € N bereits parametrisiert, so parametrisiere
Vhi1 o [=m, 7] = C in folgender Form:

Sei t € [—m, ], betrachte f*(v7%()). Dann existiert nach Lemma 3.2.13 genau ein Punkt
W(t) € DaaTops mit arg(w(t)) = ara(F (15 ()).

Da f* in I, keine kritischen Punkte besitzt, konnen wir den Zweig ¢y von f7F mit
V2% (t) = @r (f¥(725(t))) wilhlen. Die direkte Verbindungsstrecke [f*(72%(¢)), w(t)] ent-
hilt ebenfalls keine kritischen Werte von f*|p, ,. Daher existiert ein einfach zusammen-
héingendes Gebiet V; mit [f*(755(t)), w(t)] C Vi auf das ¢;x fortgesetzt werden kann.
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Setze nun 1751 (t) = @ri(w(t)). Dann gilt 125 () = @ux (fF(97% (1)) und 15, (1) =
Cr (fF (1541 (t))) mit demselben Zweig ¢y ). Damit sind die geschlossenen Kurven 7%,

parametrisiert.

Cn+k

Abbildung 3.13: Die Parametrisierung der Kurven in Bildern.

Parametrisiere nun die geschlossenen Kurven v, , wie folgt:

Sei t € [—m,m]. Wir betrachten nun f*(y2%(t)) fiir ein k& € N. Dann existiert mindestens
ein u(t) € Oolpyr, mit arg(u(t)) = arg(f*(15%(t))). AuRerdem ist dieses u(t) eindeutig,
denn es gilt Spur(f* o~ ,) = 9Crr = Spur(¢),,) sowie |<(z, Ky, ¢0yp)| < 5 fiir alle
z € Spur(¢?,,). Weiter enthélt C,,4, keine kritischen Werte von f*|r, . Wihle also wieder
den Zweig ¢y, von f~* mit Yu(t) = @i ( fk(yzok(t))) und setze ihn auf ein einfach zusam-
menhéngendes Gebiet V/ mit [f*(72%,()), u(t)] € V{ fort. Setze dann 79 () := @y (u(t)).
Wir haben nun die Kurven (775 )xen und (7)) ;)ken als Jordankurven parametrisiert. Au-
ferdem haben wir fiir alle t € [—, 7] (und k € N) einen Zweig ¢, ;, von f~* der auf einem
einfach zusammenhéngenden Gebiet W; definiert ist, welches [f* (7 k() f* (vgok(t))] ent-

halt. Weiter gilt f*(775.1(t) € [f* (7)), fF(0%(0))].

Lemma 3.2.16 (Konvergenz der geschlossenen Kurven) Die Folgen (775 )ken und (7)) ;) ken

konvergieren beide gleichmdf$ig gegen dieselbe geschlossene Kurve 7.

Beweis: Es seien im Folgenden k € N und t € [—7, w|. Aufgrund der Parametrisierung der
Kurven gilt:

e () = e (O] = e (FFO0%®) = @ (fF (5 ()]
< max et ()] ([ ®): S e (D)])

Ze[fk(“/z?k (t))vfk (“/z?k+1(t))]

A

Da [f*(135%(8)), F*(151(1))] € Crgre N R(t) gilt, folgt

L ([F* v @®), F* (5 @)]) < (B — @)rng.
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Weiter gilt mit Lemma 3.2.12

1
/
max ©ip(2)| < max
€[ PP (), FF (141 (8)] | | se[ ez (e )] () (ee(2))]

1

< max

el [(f*)'(2)]
<o k. In
- Tn+k

Insgesamt erhalten wir damit

(e} o — Tn —
‘Vn,k(w - 7n,k+1(t)‘ <o i o (B = a)rngr = (B —a)o k.
n+
Weiter ist My := r,(8 — a)o~* unabhingig von ¢ und summierbar iiber k. Wir setzen

Gk = Ynk41— Yok und erhalten dann mit Korollar 2.3.2, dass die Folge (V;;Ok) ren gleichméafig

= ng _’7::)1
k=1

auf [—m, 7| gegen

konvergiert.

Wir zeigen nun, dass die Folge der Absténde |3, ,(t) — 775 (¢)] summierbar ist. Im An-
schluss zeigen wir, dass dann die geschlossenen Kurven 727 . ebenfalls gleichméfig gegen die
geschlossene Kurve +,, konvergieren.

Wie oben folgt

‘727k(t) - VZok(t)} = }Sot,k (fk(Vg,k(t)» — Ptk (fk(%i"k(t)))}
L

< maxel@] L AL FERM))
2€[FF (0 L (). (125, ()]
1
< . - n
S 0, e ] T o] P s
1
= B T
<o T (B )i
T'n.k

Dann gilt
‘%Om,k(t) — Yn(t ‘ = ‘ 2 t) = Yok () + ok (t) = Vok1 (B) + Yopra () — %(t)‘
< ‘ 2 t) = Tk t)‘ + "Ynk Wfkﬂ(t)‘ + "Yffkﬂ(t) - %(t)‘
<2-(r(B—a))o "+ }% rr1(t) — %(t)‘ .

Da 77, gleichmifig gegen +,, konvergiert, geht 2-(r, (8 — ) o k4 h;fkﬂ(t) — vn(t)} gleich-
makig gegen 0 fiir £ — oo.

Damit konvergieren die Folgen (775 )ken und (v, ,)ren beide gleichméfig gegen dieselbe
geschlossene Kurve 7,,. O
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Bemerkung 3.2.17 (Spur(y,)) Da Spur(;%,) = 0l und Spur(yy) ) = ol gilt

Spur(q/n) = m Fn,k-
keN
Wir haben gezeigt, dass 7, eine geschlossene Kurve ist, wobei 779 und 727,6 sogar glatte
Jordankurven sind, da die I', j, keine kritischen Punkte enthalten und die Rénder der C,
selbst glatte Jordankurven sind.

Lemma 3.2.18 (Grofe Rénder sind Jordankurven) Die geschlossene Kurve vy, ist eine
Jordankurve und es gilt OyU, = Spur(v,,) = OsUn_1.

Beweis: Es gilt Spur(fy&k) C U, fiir alle k € N, da Spur(f* o 727,6) = 09Chrir C Upip
gilt. Ferner gilt Spur(vy;%,) C U, fiir alle k € N, da Spur(f* 0 75%,) = 0sxCrir C Unp gilt.
Damit gilt Spur(~,) C dU, NOU,_1, da fir jedes z € Spur(+y,) eine Folge sowohl in U,,, als
auch in U,,_; existiert, die gegen z konvergiert (Betrachte dazu fiir z = v,(ty) die Folgen
(vzf’k(to))keN und (vg’k(to))keN ) Aufgrund der Lage von U,, und U,,_; zueinander muss

Spur(’}/n) C aOUvn N aooUvn—l

gelten. Aufgrund der gemeinsamen gleichméfigen Konvergenz von ~;% und 72,16 gegen die
Kurve v, gilt
sup dist(y,5%(t), Yk (t) — 0.

te[—m,m] k—
Wir wollen nun

U U 05U, 1 C Spur(y,)

zeigen. Angenommen es existiert ein zg € (9yU,,U0xUy,—1)\Spur(7,). Da Spur(~,) kompakt
ist, existiert ein € > 0 mit
dist(zo, Spur(7,)) > &

Aufgrund der Konstruktion von -, muss z fiir alle £ € N zwischen 7% und 72,k liegen. Es
existiert aber ein £ € N, sodass

sup dist (v, (t), 1 (t)) < €

te[—m,m]

gilt. Dann schneidet eine der beiden Kurven die Kreisscheibe B(zy, ). Dies ist ein Wider-
spruch. Das heifst, es gilt
U, = Spur(v,) = OsUpn—1.

Wir wollen nun zeigen, dass das Komplement von 7, in C genau zwei Komponenten besitzt.
Angenommen, es existiert neben C \ m, also der Komponente, die U,, enthalt, und
(7”_1, also der Komponente, die U,_; enthélt, noch eine weitere Komponente V. Dann ist V'
offen und es existiert ein v € V mit B(v,e) C V fiir ein € > 0. Aufgrund der Konstruktion
von 1y, muss V fiir alle & € N zwischen 4%, und ;) , liegen. Wieder existiert aber ein k € N,

sodass
sup dist(155(8), () < €

te[—m,m]
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gilt. Dann schneidet eine der beiden Kurven die Kreisscheibe B(v, e) und damit auch V.
Dies ist ein Widerspruch. Das heiftt, das Komplement von 7, in C besitzt genau zwei

Komponenten.

aoo Un—l a0 Un

72,2 “/91,,3\ 7 / Vs Vo
o\, O

ON 4
O
0vC,, O """ G O 050Ch

Abbildung 3.14: Darstellung der Sandwich-Konstruktion. Die grofen Rénder liegen fiir alle &

zwischen 727 ) und 5%

AuRerdem ist Spur(+y,) lokal zusammenhéngend. Nach Satz 2.9.12 ist damit jeder Punkt
von 7,, von U,_; und von C\ C(0,U,,) aus erreichbar.
Damit sind die Voraussetzungen des Satzes von Schonflies (Satz 2.9.17) erfiillt. Also ist v,

eine Jordankurve. O

Da n > N zu Beginn beliebig gewahlt war, ist Theorem 1 mit Lemma 3.2.18 vollstandig

bewiesen. O

Bemerkung 3.2.19 (Hausdorffkonvergenz der Rander) Aus dem letzten Beweis folgt ins-
besondere

dist z (Spur(v,%), oUn) k_—>>000 und  disty (Spur(y, ), 0cUn—1) — 0.

k—o0

Aufserdem haben wir direkt gezeigt, dass nichts ,zwischen* zwei angrenzenden grofsen Rén-
dern liegt. Das heifst, es treten hier keine ,Lakes of Wada“-dhnlichen Strukturen auf (vgl.
Satz 3.1.27).

Bemerkung 3.2.20 (Erreichbarkeit der grofen Rénder) Wir haben gezeigt, dass jeder
Punkt von Spur(y,) von U,_; und von C\ C(0,U,) aus errcichbar ist. Unser Beweis ist
allerdings nicht konstruktiv. Wir wollen nun konstruktiv zeigen, dass jeder Punkt von
Spur(y,) von U,_; und von C \ C(0, U,) aus erreichbar ist. Wir definieren dafiir Homoto-
pien 0% (s,t) und o)) ,(s,t), die das Gebiet zwischen 775 und 7%, beziehungsweise ;) ,
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und 7y ., ausschopfen. Sei t € [—,7]. Sei weiter ¢;; der in Lemma 3.2.16 verwendete
Zweig von f~F und sei 1y := [fk(vgok(t)), fk(vfl"’kﬂ(t))} die direkte Verbindungsstrecke
von fF (e, ()) zu fF¥(72% 1 (t)). Wir definieren dann

Tk (8:1) 7= (P 0 i) (8)-

In Lemma 3.2.16 wurde gezeigt, dass L(075,(+, 1)) < (ra(8 — a)) 0~ gilt. Damit gilt

> Le() = 0.
j=k

Sei ¢ > 0, dann sind fiir alle grofen k die Kurven o7%.(:,t) in B(y,(t),¢) enthalten, da
die 775, (t), also die Endpunkte der Kurven, gegen 7, (t) konvergieren. Sei also o7°(-,t) die
Kurve, die die 07,%,(+,t) nacheinander durchlduft. Dann verbindet o7°(+, ) den Punkt v72% (t)

mit v, (t). Auberdem liegt 075 (s,t) nach Konstruktion fiir alle s € [0,1] und k € N in

ext(7,541)) € C\ C(0,Uy),

da 7 bis auf den Endpunkt in Cj4p \ I'yys1 liegt. Damit liegt o0°(s, t) nach Konstruktion
fiir alle s € [0,1) in C\ C(0,U,). Damit ist v,(t) erreichbar von C\ C(0,T,). Auf die
gleiche Art kénnen wir Kurven oy (s, t) und o) (s, t) konstruieren und erhalten, dass ~,,(t)
von ﬁn_l aus erreichbar ist.

Wir haben nun konstruktiv gezeigt, dass jeder Punkt von 0yU, = Spur(v,) = 0sU,—1
von U,_; und von C \ C(0,U,) aus erreichbar ist. Das bedeutet nicht zwangsliufig, dass
OoU, = Spur(7,,) = 0xxU,—1 von U,_1 und von U, aus erreichbar ist. Kénnen wir allerdings
unsere Kurven 075 (+,t) so wihlen, dass sie vollstindig in U, liegen, so liegt auch o7°(-,t)
in U,, und wir erhalten die Erreichbarkeit aus U,,. Hierfiir miissen wir anstelle der direkten
Verbindungsstrecke 7 als einen glatten Jordanbogen wéhlen, der ebenfalls f k(fygok(t)) mit
fk(vflok +1(t)) verbindet, aber komplett in U, liegt. Hier muss wieder gezeigt werden, dass
die Lange der Kurvenstiicke gegen 0 geht. Dazu wiirde es geniigen zu zeigen, dass die 7,4
so gewahlt werden konnen, dass L(7x) < ¢ rpqp gilt fiir eine Konstante ¢ > 0 fiir alle
k € N. Es ist nicht klar, ob dies moglich ist. Es héngt unter anderem davon ab, wie viele

Nullstellen in ﬁer/k \ C(0, Uny) liegen. Das Gleiche gilt auch fiir die o), (-, 1).

Korollar 3.2.21 (Letztendlich grofe Rénder sind Kurven) Unter den Voraussetzungen
von Theorem 1 ist jede letztendlich grofie Randkomponente Z eines wandernden Gebietes,
welches zum groffen Orbit von U gehort, eine geschlossene Kurve. Ist f"(Z) eine grofie
Randkomponente fiir ein grofles n € N und enthdlt Z keine kritischen Punkte von f", so
st Z sogar eine Jordankurve.

Beweis: Nach Theorem 1 sind alle grofen Rénder fiir grofses n Jordankurven. Die Behaup-
tung folgt dann mit Satz 3.2.1. O

Korollar 3.2.22 (Alle Rénder sind Kurven) Gilt zusdtzlich zu den Bedingungen des letzten
Satzes, dass 2 der letztendliche innere Zusammenhang des wandernden Gebietes U ist, so



68 KAPITEL 3: RESULTATE

sind alle wandernden Gebiete, welche zum groffen Orbit von U gehdren, von abzdihlbar
welen geschlossenen Kurven berandet.

Beweis: Nach Satz 3.1.9 sind alle Randkomponenten, welche zum Orbit der U, gehoren,
letztendlich grofs und nach Korollar 3.2.21 sind alle letztendlich grofsen Randkomponenten
geschlossene Kurven. O

3.3 Rektifizierbarkeit der Randkurven

Das folgende Theorem basiert auf einer Idee von Bishop [Bis12] und zeigt, dass die Kurven

v, unter gewissen Voraussetzungen rektifizierbar sind.

Bemerkung 3.3.1 (Glattheit der Rénder) Obwohl alle ), und ;% im Beweis von Theo-
rem 1 glatte Jordankurven sind, folgt aus dem Beweis nicht, dass die v, glatte Kurven sind.
Dies ist auch nicht der Fall, wenn wir ¢° und (°° als analytische Jordankurven voraussetzen

und demnach auch 7)) , und ~;%, analytische Jordankurven sind.

Theorem 2 (Rektifizierbare Randkurven)

Seien f, U, (rn)nen, (Cp)nen und N definiert wie in Theorem 1. Weiter seien (£,,)nen und
(0n)nen summierbare Folgen positiver reeller Zahlen, sodass fir alle n > N zusdtzlich zu
den Voraussetzungen von Theorem 1

(1)

fiir alle z € f~1(Cphy1) N C, sowie
|<I(ZO’K\ZO|7C2)‘ < 0n und |<(217K\21|7C7Ozo)‘ < by

fiir alle zy € Spur(¢?), z; € Spur(¢°) gilt.
Dann sind alle grofien Rdinder fir gentigend grofies n € N sogar rektifizierbare Jordankur-
ven.

Wie schon bei Theorem 1 vereinfacht sich die Situation, wenn die C),, Annuli sind.

Korollar 3.3.2 (Theorem 2 fiir Annuli) Seien f, U, (rn)nen, (Cn)nen und N definiert
wie in Korollar 3.2.11. Weiter sei (e,)nen eine summierbare Folge positiver reeller Zahlen,

sodass fir alle n > N zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Korollar 3.2.11

2f'(2)
s (50| <=
fiir alle z € f~1(Chy1) NC, gilt.

Dann sind alle grofien Rdinder fir geniigend grofies n € N sogar rektifizierbare Jordankur-

ven.
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Der Beweis von Theorem 2 nutzt die bereits im Beweis von Theorem 1 konstruierten
gleichméfig konvergenten Kurven. Unser Ziel ist es, dies sogar noch auszuweiten und die
gesamten C,, mit solchen Kurven auszuschopfen. Wir nutzen dann (3.3.1), um zu zeigen,
dass die Kurven in jedem Schritt nur leicht von einem Kreis abweichen und die zusétzliche
Abweichung in jedem Schritt stark abnimmt. Dadurch erhalten wir, dass die Kurve ~,, nahe

an einem Kreis ist.

Beweis von Theorem 2: Im Folgenden benutzen wir die Bezeichnungen aus dem Beweis
von Theorem 1. Sei n > N. Ohne Beschréankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen,
dass 0, &, < § gilt. Da

m - m
‘<(z07K\Zo|7g2)‘ <0, < 5 und |<(217K|21\7Cn )‘ <0, < 5

fiir alle 29 € Spur(¢?), 21 € Spur(¢Z°) gilt, kénnen wir die Kurven iiber die Winkel para-
metrisieren, das heiRt, ¢2,¢° : [, 7] — C mit

{1} =0CoNR(t) und {(°(t)} = 0xCn N R(L).

Wir wollen nun den topologischen Annulus C,, durch glatte Jordankurven ausschopfen.

Definiere dazu durch
Lho(t) = (1—5)-G(t) +5-G2(1)
eine Homotopie mit s € [0,1] und ¢ € [~7,x]. Es gilt also I'; , : [~7, 7] — C, fiir alle
s € [0,1]. Aufgrund der stetigen Deformation gilt
S o ™
< Kirg o1, Tao)| < mae {4(t Koy L. (0 Koo 1) < 6, < 7

fir alle t € [—m, w|. Dann gilt fir alle s € [0,1] und z € Spur(f‘fho)
s
(<22 Kjep, Tro)l <60 < 5.

e I)| D0 DL T

Abbildung 3.15: Das Bild zeigt die Homotopien I}, o, I'}, ; und I}, 5. Aukerdem ist der Winkel
[ (2,150,130

eingezeichnet.
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Wir wollen nun ebenfalls die topologischen Annuli I',, , durch glatte Jordankurven aus-
schopfen. Hierfiir betrachten wir die Pullbacks der Kurven T, ; unter f*. Wir definieren
also fiir festes s € [0,1] Kurven T, mit Spur (I3 ) = f~" (Spur (I'5,4,)) N Tnk. Wir
fassen I'; ;. als Homotopie auf, wobei wir die Parametrisierung der einzelnen Kurven, die
fiir festes s € [0, 1] entstehen, erst spéter genauer bestimmen.

Lemma 3.3.3 (Schnittwinkel der Kurven I';’, und I}, ) Seien so, 51 € [0, 1] und k € N,
sowie Spur ('), ) N Spur(T}}, 1) # 0. Dann gilt fir z € Spur(I'}’,) N Spur(L', . )

}4 (Z, FZ?]@ FZ}’]@J’_]_)} S Hn—l—k + Hn—l—k—l—l + Entk-

Beweis: Da f¥| r, . als holomorphe Abbildung ohne kritische Punkte lokal konform ist, gilt

‘< (z, ks Fil,k+1)‘ = ‘4 (fk<z)a fro ks ffo Fle,kﬂ)‘ = ‘< (fk(z)v L0 Ffﬁkl)‘

fiir alle z € Spur(I'}’,) N Spur(I'}, ).

Sei 21 € Spur(I'}’, ;o) N Spur(ly),, ;) und 20 = f(z1). Dann gilt 2z € Spur(I'}?,,. ;). Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit sei I’} , +170(0) = 2. Sei ¢ der Zweig von f~! in einer
Umgebung V' von zg, sodass ¢(zy) = 2z gilt. Sei V! = (—n,n) fir ein geniigend kleines
n >0, sodass "', o(V') C V gilt. Betrachte den glatten Jordanbogen v : V! — C mit
T=¥0 Ple-l-k-l-l,O'

Wir wollen nun zeigen, dass der Schnittwinkel |<((z1, Ffﬁi—k,o’ | < Onak + Onikir + Ensr ist.
Dafiir betrachten wir einen Zweig des Logarithmus in einer kleinen Umgebung von ~(0).

Zur Erinnerung sei gesagt, dass wir hier arg(-) als Funktion nach [—m, 7) auffassen. Es gilt

4(21, on.g.kpa 7) = <I(Zl? FZO-Hg,O? KIZﬂ) =+ <(Z17 K\Z1|7 7)

Dann gilt, wie im Beweis zu Lemma 3.2.13,

21, K sy, ) = arg (=i - (log(7))' (0)) = arg (—i : 7,(0))

s !
—arg | —i- (90 © Fn1+k+1,o) (
¥ o Ffll-i-k‘-i-l,o(O)

=
N———

= arg <_i : (Fle—i-k-i-l,o)/ (0) -
Weiter gilt
arg (U xs10)(0) = arg (exp (i - < (20, Kizofs Tiligan0)) -1 20)
da Ty, 11 0(0) = 2o und <t (|20], Kis|, R(0)) = 5 = arg(i) gilt. Damit folgt

2:

arg (_i (T3 0)(0) 3;/((53))) = arg (eXp (7 - < (20, Kpag) Titiir)) - Z(;;O(’;)Z)o)) .

= fors () = s )l =

Auferdem gilt
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Es gilt fiir z € 'y 01

und es gilt
‘4 (Zv Kz, Fle-l-k—‘,-l,o)‘ < Onsks1

fiir alle 2 € Spur(I'}}, ., ). Fiir grofes n gilt insbesondere €44 + Onyx11 < 5. Damit folgt

. s 20" (20) s 20¢' ()
arg <exp (z - (ZO>K\20|> Pnl—l-k—l-l,O)) ' W) =< (ZOa Kzl Fnl-l-k""l’()) Targ ( p(z0) )

Damit folgt

|<t(21, Kp2y )| =

!
e <eXp (Z < (ZO>K\Zo|> | Y 0)) zOSO - )) ‘

= ‘< (ZO7 K|Zo‘7 Ffll-i-k-i-l,o) + arg ( ) ‘
(W )

arg
s ()|

|<1(2’1,FZ()+;€,0>7)| S |<[(Zlario_;_k,0aK|21\)| + |<[(ZlaK|21\a7)|

< <t (20, Koo D3 10) | +

= | < (20, Kz Ditisno) | +

Insgesamt folgt damit

< <tz 00 K A+ [<2 (20, Kol Too0) | +

e (Z}{/z(ff)) ' |

Es gilt fiir z € 'y 01

und es gilt
}4 (Z>Ffﬁrk70’Klzl)‘ < Onyi sowie }4 (Z,’KIZ’IIZEFHLO)‘ < Ontit
fiir alle z € Spur(I'}’, ;o) und alle 2" € Spur(I';}, ., o). Damit gilt
|<t(z1, F;OJrk 0 V)| < Ontk + i1 + Engn-

0

Seien k € N, s, € [0,1] und 2z € Spur(FfL’fk). Dann existieren s, ...,sx_1 € [0,1] mit
z € Spur (7)) fiir alle j € {0, ...,k — 1}.
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Dann gilt nach Lemma 3.3.3

<< (2, Kz, To) | = [ (2 Kz, Tio) + < (2, T3, T ) |
1

= |« (2. K %) + )< (2,10, T

< (= Ky Do) [+ < (= T, )|

Da die Folgen (£,,)nen und (6, )nen summierbar sind, gilt insbesondere

k-1 00
6)n + Z n+j + 9n+]+1 + 8n-i—] S Z n+j + 6)n-i-j-i-l + En—i-j) <
j=0 3=0

NE

falls n grof genug ist. Demnach kénnen wir auch die Kurven I'; , fiir alle s € [0, 1] und
k € N iiber das Argument parametrisieren, das heift, I} , : [~7, 7] — C mit

I, () = Spur(I, 1) N R(1),

sofern n gentigend grofs ist. Dann existiert fiir jedes s € [0, 1] eine Folge von Funktionen
o [—m ] = Rog mit T3, (t) = 75 . (t) - €. Alle 75, sind dann stetig differenzierbar, da

die I}, ;. stetig differenzierbare Jordankurven sind und der Ubergang zur Polarkoordinaten-

darstellung die stetige Differenzierbarkeit erhélt.

Es gilt Spur(I') ;) = Spur(y, ;) und Spur(I'} ;) = Spur(;%,). Nach Theorem 1 konvergieren

Vg und 72,16 gleichméfig gegen dieselbe Kurve ~,,. Weiter gilt nach Bemerkung 3.2.19

dist i (Spur(v,%), Spur(v,)) — 0 und distH(Spur(vgk), Spur(vy,)) = 0

fiir & — oo. Demnach konvergiert die Folge (I, ;)ren von glatten Jordankurven auch

gleichméfhig fiir alle s € [0, 1] gegen dieselbe Jordankurve I',, mit I, : [—m, 7] — C und
I.(t) = Spur(I',) N R(t) sowie Spur(l',) = Spur(%) Das heifst, es existiert eine stetige
Funktion 7,(t) : [=m, 7] — Rso mit T',(t) = r,(¢) - € und die Folge (7, ;)ren konvergiert

unabhéngig von s gleichméfig gegen r,,.
Nach obiger Uberlegung gilt fiir grokes n € N

s ™
< (2 Kpep, ) [ <

fir alle k € N und s € [0, 1]. Damit folgt auch
[« (2. Ky, D) | < 7

Sei € > 0. Dann gilt fiir ¢1,ty € [—7, 7] mit [t; — o] < ¢

T, (t1) — Tp(ta)] < CV2 - max r,(t) - [t; — 1o

te[—m,m]
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fiir eine Konstante C' = C(e).
Seien tq,ty € [—m, ] mit |t; — to] > €. Dann gilt

T (t1) = Tp(te)] <2+ max r,(t) <

- max 1,(t) - |ty — ta.
te[—m,m]

te[—m,m]

Insgesamt folgt dann

2
IT(t1) — [n(tz)| < max {— - max 7,(t),CvV2- max rn(t)} <ty — ta|
g te[-m,7) te[—m,m]
fir alle ¢1,ty € [—m, 7|. Damit ist T, Lipschitz-stetig und insbesondere nach Bemerkung
2.2.16 rektifizierbar.
O

Korollar 3.3.4 (Letztendlich grofse Rénder sind rektifizierbare Kurven) Unter den Vor-
aussetzungen von Theorem 2 ist jede letztendlich grofie Randkomponente Z von U eine
rektifizierbare, geschlossene Kurve. Ist f™(Z) eine grofie Randkomponente fir ein grofSes
n € N und enthdlt Z keine kritischen Punkte von f™, so ist Z sogar eine rektifizierbare

Jordankurve.

Beweis: Nach Theorem 2 sind alle grofsen Réander fiir grofses n rektifizierbare Jordankurven.
Mit Satz 3.2.1 folgt dann die Behauptung. O

Bemerkung 3.3.5 (Glatte Rdnder) Theorem 2 zeigt, dass mehrfach zusammenhéngende
wandernde Gebiete von rektifizierbaren Kurven berandet sein konnen. Es ist hierbei jedoch
unklar, ob die Randkomponenten auch glatte Kurven sein kénnen.

Bishop [Bis12| war der Erste, der fiir eine spezielle Familie von Funktionen mit wandernden
Gebieten zeigen konnte, dass diese von rektifizierbaren Kurven berandet sind.






Kapitel 4
Beispiele

Das folgende Kapitel soll die in dieser Arbeit gezeigten Resultate anhand von Beispielen
verdeutlichen. Wir betrachten verschiedene Familien von Funktionen mit mehrfach zusam-
menhéngenden wandernden Gebieten. Das erste Beispiel ist eine von Baker angegebene
Funktion, die zugleich das erste Beispiel einer ganzen Funktion mit einer mehrfach zu-
sammenhingenden Fatoukomponente war. Allgemeiner betrachten wir eine von Bergweiler
und Zheng untersuchte Familie von Funktionen, die das Beispiel von Baker als Spezi-
alfall enthélt. Das zweite ist eine Verallgemeinerung des ersten bekannten Beispiels mit
unendlich-fachem Zusammenhang und das dritte eine Verallgemeinerung des ersten Bei-
spiels von beliebiger Ordnung. Alle genannten Familien gehen auf Baker (|Bak63|, [Bak76],
[Bak85]) zuriick. Das letzte Beispiel ist von Bishop [Bis12] und war Ausgangspunkt dieser
Arbeit.

4.1 Das erste Beispiel eines wandernden Gebietes

Das folgende Beispiel wurde von Baker im Jahr 1963 in [Bak63| zum ersten Mal betrachtet.
Seien r; > 1 und C > 0, sodass C - exp (%) < i und C' - ry > 1 gilt, zum Beispiel C' = é

und 7, > 4e. Sei weiter (r,),en eine positive reelle Folge, die der Rekursionsformel
Tnp1 = Cr? H (1 + T—n)
j<n
geniigt. Definiere dann die ganze transzendente Funktion f durch
f(z) :C’z2H 1+=).
=1 "

Baker zeigte, dass die Funktion mehrfach zusammenhingende Teilmengen U, von F(f)
besitzt, welche in der entkommenden Menge liegen und unter Iteration jeweils aufeinander
abgebildet werden, das heifst, f(U,) C U,;1. Dies waren die ersten bekannten mehrfach
zusammenhéangenden Fatoukomponenten. Hierbei war jedoch nicht klar, ob die U, alle

75
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verschieden sind, oder nicht doch alle zu einer grofsen, mehrfach zusammenhéngenden und
unbeschréankten Fatoukomponente U gehoren. Baker konnte 1976 in [Bak76]| zeigen, dass
alle U,, verschieden und damit mehrfach zusammenhéngende wandernde Gebiete sind. Er
zeigte in [Bak75| sogar, dass ganze transzendente Funktionen keine mehrfach zusammen-
héngenden und unbeschrankten Fatoukomponenten besitzen konnen. Sullivan bewies spé-
ter, dass wandernde Gebiete fiir rationale Funktionen nicht auftreten konnen. Damit liefert
der Klassifikationssatz fiir periodische Fatoukomponenten eine vollstindige Beschreibung
des Verhaltens von rationalen Funktionen auf ihrer Fatoumenge. Bakers Beispiel zeigt da-
mit, dass das Verhalten von transzendenten Funktionen auf ihrer Fatoumenge komplizierter
sein kann.

Wir wollen im Folgenden eine grofsere Familie von Funktionen betrachten, welche das Bei-
spiel von Baker umfasst. Diese Familie wurde von Bergweiler und Zheng in [BZ11]| einge-
fiihrt.

Sei N € Ny, C € C\ {0} und (P,),en eine positive, reelle Folge mit lim,, o, /B, = 1.

Sei (r,)nen €ine positive, reelle Folge, sodass r,41 > 2r, fir alle grofsen n gilt, wobei
Tpo1 = Py H (1 + r—n)

n+1 n'p | r .

j<n J

Sei (an)nen eine komplexe Folge mit |a,| = r, fiir alle n € N. Definiere dann die ganze
transzendente Funktion f durch

F(z) = Cleof[1 (1 - a%) .

Bemerkung 4.1.1 (Bakers Beispiel) Diese Familie von Funktionen umfasst das erste
Beispiel eines wandernden Gebietes von Baker (siche [Bak63], [Bak76]). Dort gilt fiir die
Parameter P, = C, a,, = —r, flir alle n € N und N = 2. Weiter gilt r; > 1 und C > 0,
sodass C - exp (f—l) < i und C' - r; > 1. Damit gilt in Bakers Beispiel lim nP, = oco.

n—oo
Bemerkung 4.1.2 (Bekannte Eigenschaften) Die oben beschriebene Familie von Funktio-
nen wurde von Bergweiler und Zheng in [BZ11| genauer untersucht. Sie haben verschiedene

Eigenschaften fiir diese Familie bewiesen:
(i) Ist n grok, so gilt r,.q > 2"r,.
(i1) Es existieren ein ng € N und eine positive, reelle Nullfolge (£, )nen, sodass
FA(A+en)rn, (1= enia)rni1) © AL+ €ng)rnin, (1= Eng2)Tng2)

fir alle n > ng gilt (vgl. |[BZ11, (1.9)]).

Wir definieren fir alle n € N
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(iii)

(iv)

(v)

(vi)

(vii)

(viii)

Es gilt f(z) € By fiir |2] = (1 4+ &,)r, und fir |2| = (1 — €441) 041 (vgl [BZ11,
(4.5)-(4.8)]).
Damit gilt A1 C f(A,) und f(B,) C Bui1.

Wir bezeichnen fiir n > ng mit U,, die Fatoukomponente, die B,, enthélt. U,, ist ein

mehrfach zusammenhéngendes wanderndes Gebiet.

Ist n grok, so hat f in K(\/rnrn_l, \/Tnt17n) genau einen kritischen Punkt, den wir
¢, nennen. Aufserdem gilt

1
n — l-— n
¢ < n+N+5n)a

fiir eine Nullfolge (9, )nen (vgl. [BZ11, (4.9),(4.10)]).

IC]

Im Fall liminf,_,. nP, > % gilt f(cn) € B, und im Fall limsup,,_,  nP, < 5

f(cn) € By fir groke n (vgl. [BZ11, (4.11),(4.12)]).

gilt

Alle U, sind unendlich-fach zusammenhéngend, wenn

C C
limsupnpP, > u oder liminfnP, < u
N0 2e n—o0 2e

gilt (vgl. [BZ11, Theorem 1.2]).

OoU,, ist isoliert, falls liminf,,_ ., nP, > 9 gilt.

OxoU,, ist isoliert, falls limsup,,_,,, nP, < % gilt.

OoU,, und 0, U, sind beide nicht isoliert, falls lim inf,,_,.o nP, < g < limsup,, ,., nF,

gilt (vgl. [BZ11, Remark 5.1]).
Sei ¢ > 1. Dann gilt

|n—1+N|w o 1‘

|w
2P Tn+1
n

|f(w - an)| ~C -

gleichmifig fiir 2 < Jw| < ¢ (vgl. [BZ11, (4.2)-(4.4)]).

Gilt
limsup nP, > g oder liminfnP, =0,
n—00 2e n—00

so ist AU, nicht gleichméafig perfekt fir alle n. Gilt

C
limsupnpP, < |2—| oder liminfnP, > 0,

n—00 (& n—oo

so ist U, gleichméfig perfekt fiir alle n (vgl. [BZ11, Theorem 1.2|).

In Bakers Beispiel gilt P, = C' und folglich lim,, ,,, nP, = co. Damit ist der Rand in
Bakers Beispiel nicht gleichméafig perfekt.



78 KAPITEL 4: BEISPIELE

Satz 4.1.3 FEs gelte

Fall 1: liminf nP, > % oder  Fall 2: limsupnP, < g

n—00 n—00 2e

Dann sind fiir alle groffen n alle grofien Randkomponenten der U, Jordankurven und es

gllt 800Un_1 = 80Un
Bemerkung 4.1.4 (Isoliertheit der Rénder) In Satz 4.1.3 gilt

Fall 1: liminfnP, > @ > g oder Fall 2: limsupnP, < g

n—00 2 2e 00 2e

Nach Bemerkung 4.1.2 (vi) ist dann dyU, in Fall 1 isoliert und 0,,U, im Fall 2 isoliert.
Nach Bemerkung 4.1.2 (v) sind in beiden Fillen die U,, unendlich-fach zusammenhéngend.
Damit ist 0,,U,, im Fall 1 nicht isoliert und dyU,, in Fall 2 nicht isoliert.
Zusammengefasst gilt mit Satz 3.1.6:

Fall 1:ec(U")=2,ec(U") =00 und Fall2:ec(U") =00, ec(U")=2.

Bemerkung 4.1.5 (Unklarer Bereich von nP,) Satz 4.1.3 liefert keine komplette Kldrung
der Situation. Es ist insbesondere nicht klar, ob die Aussage von Theorem 1 auch gelten
Q < lim nP, < %

2¢e n—00
1

kann, wenn

gilt. Zum Beispiel fiir C' =1, P, = - und a, = 1,.

Es ist klar, dass Theorem 1 nicht in allen Féllen angewendet werden kann. Denn es sind
(o]

zwei Beispiele mit lim,,_,o, nP, = 5 aus dieser Familie bekannt, fiir die die Resultate von
Theorem 1 nicht gelten kénnen.

Das erste Beispiel von Kisaka und Shishikura ist das erste Beispiel fiir ein zweifach zusam-
menhéngendes wanderndes Gebiet, siche [KS08, Theorem B|. Hier sind die Parameter so
gewéhlt, dass der einzige kritische Punkt ¢, auf die Nullstelle a,,; abgebildet wird (sie-
he auch [BZ11, Remark 4.1]). Auf diese Weise wird erreicht, dass keine kritischen Punk-
te innerhalb der mehrfach zusammenhéngenden wandernden Gebiete sind. Folglich sind
die mehrfach zusammenhéngenden wandernden Gebiete nach Satz 2.8.13 und Bemerkung
2.8.15 letztendlich zweifach zusammenhédngend. Damit kann Theorem 1 nach Bemerkung
3.2.9 nicht angewendet werden.

Dasselbe gilt fiir das zweite Beispiel von Bergweiler, siehe [Berll|. Hier werden die Para-
meter so gewahlt, dass der kritische Punkt ¢, auf ¢,.; abgebildet wird. Hierdurch wird
eine Folge von einfach zusammenhéngenden wandernden Gebieten erzeugt, in denen die
kritischen Punkte liegen. Demnach sind auch in diesem Beispiel die mehrfach zusammen-
héngenden wandernden Gebiete nach Satz 2.8.13 und Bemerkung 2.8.15 letztendlich zwei-
fach zusammenhéangend. Insbesondere liegen die einfach zusammenhéngenden wandernden
Gebiete ,zwischen” jeweils zwei verschiedenen mehrfach zusammenhéngenden wandernden

Gebieten.
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Beide Beispiele werden mittels quasikonformer Chirurgie konstruiert und nicht iiber die
oben beschriebene Variation der Parameter. Jedoch entsprechen die Eigenschaften der

Beispiele genau dem eben Beschriebenen. Fiir mehr iiber quasikonforme Chirurgie siehe

IBF14].

Beweis von Satz 4.1.3: Wir wollen Korollar 3.2.11 anwenden und priifen im Folgenden
die einzelnen Voraussetzungen. Es gilt

Fall 1: liminfnP, > % oder Fall 2: limsupnP, < g

n—00 n—00 2e

Damit existiert ein > 1, sodass

562 5
[Cle oder Fall2: nP, < C1v3

Fall1: nP, > 5 50

(4.1.1)

fiir alle groften n gilt. Setze nun

Fall1: C,:=A,=A((1—¢,)rn, (1 +e,)r,)

Fall2: C,:=A ((1 — En)Tn, (1 — é) rn) )
n

Im spéateren Verlauf zeigen wir, dass C,, # () im Fall 2 gilt. Damit ist die Voraussetzung (i)
von Korollar 3.2.11 mit « := % und (= % fiir geniigend grofes n erfiillt, da dann g, < %
gilt.
Fall 1 Fall 2
aooUvn—l aOUvn aoo(]n—l aOUn

(1—en)rn (1+e,)rn (1—en)r ( 8y, (1+e,)r,

n

Abbildung 4.1: Darstellung der C), in beiden Féllen. Wir werden spéter sehen, dass die angren-

zenden grofsen Rénder gleich sind, und dass die Rander im Verhéltnis zu den Nullstellen so liegen,
wie es hier dargestellt ist.

Lemma 4.1.6 (C,,y1 C f(C,)) Fiir geniigend grofies n gilt in beiden Fillen

C1n-i-1 - f(Cn)
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Beweis: Fall 1: Es gilt C,,11 C f(C),) nach Bemerkung 4.1.2 (ii).
Fall 2: Es gilt f(z) € B, fur |z| = (1 — &,)r, nach Bemerkung 4.1.2 (ii) (genauer gilt dies
nach [BZ11, (4.6)+(4.7)]). Wir wollen nun zeigen, dass f(z) € By fiir [2] = (1—2)r,
gilt, um C,, 11 C f(C,,) zu zeigen.
Sei ¢ > 0 mit (14 ¢)? = v/6. Dann gilt nach (4.1.1) Fall 2
1 |Clé

nhn < (14¢)2 20

5

n

fiir alle grofen n. Sei z € C mit |z| = (1 — 2) r,. Folglich gilt z = €™ (1
t € R. Mit Bemerkung 4.1.2 (vii) folgt fiir alle grofen n

) a,, fir ein

O] Je (1= 2)" et (1= 8) =1
F(2)] > (1= 0(1)) - Qpn‘ | ’rnﬂ
> o 2
> (1—o(1))- %rm (4.1.2)

> (1=o0(1)) - (14¢)*rnp
> (1+e)rper.

Ist n grof genug, so gilt €,41 < €. Damit folgt |f(2)| > (1 + €p41)7n41 fiir alle z € C mit
|z| = (1 — %) rn. Also gilt f(z) € B,y fir |z] = (1 — %) r, und somit Cyq C f(Cp). O

Damit ist (ii) in beiden Féallen erfiillt. Aus (4.1.2), Bemerkung 4.1.2 (ii) und dem Maxi-
mumprinzip folgt, dass 1 —¢, <1 — % gelten muss. Damit gilt C,, # () im Fall 2.
Lemma 4.1.7 (Die Rénder von C,,) Fir geniigend groffes n gilt in beiden Fallen

WC, C U1 und  0,,C, C U,.

Beweis: Die folgenden Aussagen gelten nur fiir geniigend grofses n. Nach Bemerkung 4.1.2
(ii) gilt in beiden Féllen f(0,C,) C B,. Damit folgt in beiden Féllen 0yC,, C U,,_1. Nach
Bemerkung 4.1.2 (ii) gilt in Fall 1 ebenso f(0,C,) C Bpy1 und damit 0,,C, C U,. Es
verbleibt f(0.Cy) C Bpy1 im Fall 2 zu zeigen, um 0,,C,, C U,, auch im Fall 2 zu erhalten.
Nach Bemerkung 4.1.2 (ii) gilt |f(2)] < (1 — €nq2)Tns2 fiir alle z € C mit |z| = (1 + &,) 7p.
Mithilfe des Maximumprinzips folgt dann |f(z)| < (1 — €p42)rnie fiir alle z € C mit
2| = (1= 2)r,. Nach (4.1.2) gilt aukerdem |f(z)| > (1 4 €n41)rp41 fiir alle z € C mit
|z| = (1 — %) Tn. Damit gilt f(0,C,) C Bpy1 und somit 0,,C,, C U,, auch im Fall 2. O

Damit ist die Voraussetzung (iii) erfiillt. Es verbleibt, (iv) und (v) zu zeigen.

Lemma 4.1.8 (Abstand zu a,,) In beiden Fillen gilt fiir geniigend grofles n
|z —a,| > —ry
n

fiir alle z € f71(Cpry1) N Ch.
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Beweis: Fall 1: Wir zeigen, dass f(z) € Cpnyq fiir alle z € B (an, %rn) gilt. Sei € > 0 mit
(1 —¢)? = 4. Dann gilt nach (4.1.1) Fall 1

1 |Cle%

P,
Mo 2

fiir alle groken n. Sei z € C mit z = (14 ¥)a, fiir ein w € C mit [w| < §. Mit Bemerkung
4.1.2 (vii) folgt dann fiir alle grofsen n

e S (S

S < (1 +o1) - -
s n—1+N
<o D0,
< (4o 150,
< (140(1))- (1= e)rnp
S (1 - 8)7"n+1.

Fiir n grofs genug gilt £, < € und damit folgt mit dem Maximumprinzip f(z) & C,41 fiir
alle z € B (an, %rn).
Fall 2: Nach der Definition von C, gilt |z — a,| > %rn fir alle z € C,,. O

Lemma 4.1.9 (Approximation der logarithmischen Ableitung) Es existiert eine summier-

bare Folge (7,) sodass

neN’

ZLC NN R
1 B

fiir alle z € D,, := A (\/rn_lrn, \/ann+1) qgilt.

Beweis: Sei z € D,,. Dann gilt

) 2
o TN
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Fiir grofe n gilt r,11 > 47,. Damit gilt 2r; < ,/r,17, fiir j < n und 2r; > | /r,7, 4 fiir

j > n. Also folgt "
T 27“] 2|z
;m—n— Zr—zrz Lo

>n
Die r,, wurden so gewéihlt dass r,,41 > 2r, fir alle n gilt. Damit gilt

2 2|z\ » » 2]
2 7+1 o D) . 2 ]+1
YD ED D M D220 32 S 4
j<n j>n j<n j>n
Daze D, =A (\/rn_lrn, \/rnrnﬂ), folgt
- T'nTn
PRRLE SN I RS B 7“_4< )
|2| Tntl VTn-1Tn Tni1 Tntl
Mit Bemerkung 4.1.2 (i) gilt 7,1 > 2"r, fiir grofe n. Damit gilt
<4 bl ) <12.0%
Tn+1 2n lrn 1 2nrn o .
Da 7, := 12- 272 summierbar ist, folgt die Behauptung. O

Lemma 4.1.10 (Abschétzungen fiir die logarithmische Ableitung) Fir genigend grofles

1 ()
zf'(2)

Beweis: Es geniigt, Re ( ©) ) > () zu zeigen, um }arg (ZJ{/(Z)) ‘ < 5 zu erhalten. Auferdem
gilt |z| > Re(z) fiir alle z € C. Daher geniigt es

() =1

zu zeigen, um die Behauptung zu erhalten. Sei z € f~}(C,41) N C,. Dann gilt in beiden
Féllen |z| < (1 +&,)r,. Mit Lemma 4.1.8 folgt

n gilt in beiden Fallen

21'(2)
f(z)
fiir alle z € f~1(Chy1) NC,.

<

T
2

z (1 + En)rn o 1 _l_ €n

O

zZ— ap,

Dann gilt mit Lemma 4.1.9

Re (Z;(S)) > (n—1+N)—

z

— TTL

zZ—ap,

l+e,
>mn—1+N)—n- —Sg Tn

:n<1—1+55")—1+zv—7n

> 4,

falls n grofs genug ist, denn es gilt lf% < 1 fiir grofes n. O
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Setze m := 4, dann gilt 4 - % = g > 1. Nach Lemma 4.1.10 sind damit die Voraussetzungen
(iv) und (v) von Korollar 3.2.11 fiir die U, erfiillt, falls n grof genug ist. Die Behauptung

folgt dann mit Korollar 3.2.11. O

Korollar 4.1.11 (Letztendlich grofe Randkomponenten) Jede letztendlich grofie Rand-
komponente Z, welche zum grofien Orbit der U, gehort, ist eine geschlossene Kurve. Ist
f™(Z) eine grofle Randkomponente fir ein groffes n € N und enthdlt Z keine kritischen
Punkte von ", so ist Z sogar eine Jordankurve. Ist Z eine letztendlich grofie Randkompo-

nente von U, fiir ein grofies n, so ist Z eine Jordankurve.
Beweis: Die Aussage folgt direkt aus Korollar 3.2.21 und Bemerkung 4.1.2 (iii)+(iv). O

Korollar 4.1.12 (Im Fall 1 sind alle Randkomponenten Kurven) Im Fall 1 sind alle
wandernden Gebiete, welche zum grofien Orbit der U, gehdren, von abzihlbar vielen ge-
schlossenen Kurven berandet. Istn grof$ genug, so ist U, von abzdihlbar vielen Jordankurven
berandet.

Beweis: Nach Bemerkung 4.1.4 ist 9yU,, im Fall 1 isoliert und damit 2 der letztendliche
innere Zusammenhang der U, nach Satz 3.1.6. Damit folgt die Behauptung mit Korollar
3.2.21 und 3.2.22. O

Korollar 4.1.13 (Beispiel ohne eine grofe, isolierte Randkomponente) Besitzt (nP,)nen
%, %], aber je mindestens einen in [0, %) und (%,oo],
so sind fir alle groffen n alle groffen Randkomponenten der U, Jordankurven und es gilt

OscUn—1 = OoU,,. In diesem Full ist dann weder OyU,, noch 05U, isoliert.

keinen Hdufungspunkt in [

Beweis: Nach Bemerkung 4.1.2 (vi) ist weder dyU,, noch 0,,U,, isoliert. Der Beweis verlauft
analog zu dem Beweis von Satz 4.1.3 mit einer wechselnden Definition der C), zwischen Fall
1 und 2. O

4.2 Beispiel unendlich-fachen Zusammenhangs

Das folgende Beispiel wurde von Baker 1985 in der Arbeit [Bak85| betrachtet.
Sei 0 < C < ﬁ, ri > 1 und ny € N mit 27 1C > 2r,. Auflerdem sei 7, fiir alle
1 < n < ng so definiert, dass 7,41 > 2r, gilt. Sei weiter r,,; fir n > ng wie folgt definiert

2
_ T'n
Tn+1—C H<1+TJ) .
j<n
Definiere die ganze transzendente Funktion f durch

£(2) :02ﬁ (H%)Q‘

Jj=1
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Baker zeigte, dass die Funktion unendlich-fach zusammenhéngende wandernde Gebiete U,
besitzt. Zu diesem Zeitpunkt war es das erste Beispiel mit dieser Eigenschaft. Allerdings
zeigten Bergweiler und Zheng |[BZ11]|, dass Bakers erstes Beispiel eines mehrfach zusam-
menhéngenden wandernden Gebietes ebenfalls unendlich-fach zusammenhéngend ist.

Wir wollen im Folgenden eine leichte Verallgemeinerung von Bakers Beispiel betrachten.
Seien k € Noy, C > 0, 7 > 1 und ng € N mit 27!C > 2r;. AuRerdem sei 7, fiir alle
1 < n < ng so definiert, dass r,.1 > 2r, gilt. Sei weiter r,,, flir n > ng wie folgt definiert

k k
_ Ok ™\ _ okck ™
= I (1+2) =2 T (1+2)
Jj<n j<n

Definiere die ganze transzendente Funktion f durch

£(2) :Cklj <1+T3j)k.

Sei % < d < 1. Setze fir alle n > ng

B, :=A <2rn, (1 — é) rn+1) .
n

Wir werden zeigen, dass f(B,) C B, gilt. Wir bezeichnen mit U,, die Fatoukomponen-
te, die B,, enthalt. Damit sind die U,, nach Korollar 2.8.6 mehrfach zusammenhéngende

wandernde Gebiete.

Satz 4.2.1 Alle wandernden Gebiete, welche zum groffen Orbit der U,, gehdren, sind von
abzihlbar vielen geschlossemen Kurven berandet. Fir alle groffen n sind alle Randkompo-
nenten der U, Jordankurven und es gilt 05U,_1 = OyU,,.

Bemerkung 4.2.2 (Allgemeinere Klasse moglich) Generell kénnten wir auch die r,, dhn-
lich wie in 4.1 wéhlen. Dadurch wére es moglich, wandernde Gebiete mit unendlich-fachem

letztendlichem inneren Zusammenhang zu erzeugen.

Beweis von Satz 4.2.1: Wir wollen Korollar 3.2.11 anwenden und priifen im Folgenden

die einzelnen Voraussetzungen. Setze fiir alle n > ng

C,:=A ((1 — é) rn,QTn) )
n
1

Damit ist die Voraussetzung (i) von Korollar 3.2.11 mit a := 5 und 8 := 2 fiir geniigend
grofses n erfiillt, da dann % < % gilt (siehe Abbildung 4.2).

Lemma 4.2.3 (Wachstum der r,,) Es gilt .1 > 2r, fiir allen € N und sogar r, ., > 2k
fiir n > ng.

Beweis: Es gilt r,, .1 > 2r, fiir alle n < ng. Sei also n > ny. Wir nehmen an, dass

Tn > 21 > 2210 > ... > 2"y
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2, (1—2)r,

Abbildung 4.2: Die Wahl von C,,. Wir werden spéter sehen, dass die angrenzenden grofen Rénder
gleich sind, und dass die Rénder im Verhéltnis zu den Nullstellen so liegen, wie es hier dargestellt
ist. Das Bild entspricht Fall 1 von dem Beispiel in 4.1.

gilt. Mit 27~1C > 2r; gilt dann

Damit gilt 7,; > 2%k fiir alle n > ng und insbesondere 7,1 > 2r, fiir alle n € N. O
Lemma 4.2.4 (Abbildungsverhalten) Sei ¢ > 1. Dann gilt

[l H1 -+ ]
flw ) ~ e

gleichmdpig fiir * < |w| < c.

Beweis: Sei ¢ > 1 und % < |w] < ¢. Dann gilt

k k
j=1 T j<n j>n T
Es gilt fiir grokes n € N
k
H(l_&) <IT[+ ™ <H(1+”_n)

j>n j>n i>n
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Mit Lemma 4.2.3 gilt r, 41 > 272 und r,, > 2" fiir n > ng. Damit folgt

[e.e]

k k 00 k
() T (e g) - (r5s) <TI0+ 55)" 20

j>n T i>n

Ebenso gilt

k k o) 0o
(%) =T( o) ~T(-5) =T0-55) 2

j>n J j>n j= j=1

Damit gilt

— 1.

n—o0

I

j>n

Ty
Mit r, 11 > 2krfl fiir n > ng gilt aukerdem

L[+ 222 ~TE |2 = bt T (22) ~ ot T (1 22)

j<n j<n j<n j<n

k
WTry wrn

1+

Ty

fiir gentigend groftes n € N. Insgesamt folgt damit

k
[flw-r)| ~ C* ] ] Tl
i<n J
k
~ [wF M1+ wFCH T ] (1 + T—”)
. T
<n
w1+ wl* )"
= oF 2kC H L+
<n J
- 2k‘ ,r’ﬂ-i-l
fiir geniigend grofses n € N. O

Lemma 4.2.5 (f(B,) C Buy1 und C, 1 C f(Cy)) Fiir alle grofien n gilt
f(B,) C Bpy1  und  Chyq C f(Cy).

Beweis: Wir zeigen, dass

1
max  |f(2)| < =rpi1

|z|=(1—%)rn 2
min  [f(z)| > 2r,

l2|=(1-2)rn

min |f(z)] > 2r

|z|=2rp
fiir alle grofsen n gilt. Mit Maximumprinzip folgt dann ebenso

1
max |f(2)] < max 1f(2)] < =rnge.

[21=2rn 2= (1557 )rasa 2
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Da % <1-— % fiir grofses n gilt, folgt die Behauptung mit dem Minimum- und Maximum-

prinzip. Mit Lemma 4.2.4 folgt fiir geniigend grofes n € N

g b=l ((=2) )

§(1+0(1))( _%) " ( _%)

2k TTL—l—l
1
< (14 0(1)
Es gilt k0 > 1,da k > 2und 6 > % gilt. Damit gilt
1
max [f(2)] < (1+0(1))=rpi1 < =Tps1-
|z|:(1—%)rn € 2
Es gilt fiir geniigend grofes n € N mit Lemma 4.2.4
n 15el= 7 (5 -1)n)
min 2)| = ——1)r,
|2|=(1=2)rn n
& — 1k
> (1 - o1)) 2
1 — 8]k
=(1-0(1)) ”2k e
5k 1
> (1 - 0(1))Wﬁrn+l-
Mit Lemma 4.2.3 folgt
o 1
i > (1—o(1 —2kpk
min ) > (- o) g2
ko1
=(1- 0(1))EW n
ok (2mF!
> (1= 0(1) 55—
> 2r,.
Weiter gilt fiir gentigend grofses n € N mit Lemma 4.2.4
in [ f(2)] = |f(=2rn)]
|2k -2
> (1 - o(1) s
2l<m—k

= (1= o(1)) e

> 27“n+1.
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Damit gilt (ii) fiir geniigend grofes n. Insbesondere gilt auch 9,C,, C U,_1, 05C, C U,,
falls n geniigend grofs ist. Damit gilt (iii). Es verbleibt, (iv) und (v) zu zeigen.

Die folgenden Lemmata 4.2.6, 4.2.7 und 4.2.8 sind dhnlich zu den Lemmata 4.1.8, 4.1.9
und 4.1.10.

Lemma 4.2.6 (Abstand zu —r,) Es gilt fur grofie n
4
|Z + Tn| Z —Tn
n

fiir alle z € f~1(Cphy1) N C,.

Beweis: Wir zeigen, dass f(z) ¢ Cpyi fiir alle z € B(—ry, 2r,) gilt. Sei z € C mit
z= (2 —1)r, fir ein w € C mit |w| < 4. Dann gilt mit Lemma 4.2.4 fiir geniigend grofes

n

neN

i S S 1
9%k

|% _ 1|kn—k

= (1+0(1)) ok % Tl

— % Tnt1

[f (2] = (1+0(1))

T+l

< (1+4o0(1))

Lemma 4.2.7 (Approximation der logarithmischen Ableitung) Es existiert eine summier-

bare Folge (7,),,cn, Sodass

2f'(z) kz
O T h

fiir alle z € D,, := A (\/rn_lrn, \/ann+1) qgilt.
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Beweis: Sei z € D,,. Dann gilt

z2f'(2) kz , kz
_ —1) = = [z(1 — —-1)—
oy b= D = | = [#llos(D)) (2) — ke — 1) = -
[e'e} kﬁf
+‘—T z—%rn
j=1 rj
kz kz
= — -1
Zz%—m k(n )+er+z
<n >n
z A
=k —
Z<z+rj ) er+z
<n >n
. —43 z
=k ZZ+Tj+ZT]+Z
<n j>n
r 2]
<k I 4
<j<n\ | = ;Tj—M)

Es gilt 2r; < \/rp,—iry, fiir j <n und 2r; > |\ /r, 7,57 fiir j > n. Damit folgt

Tj 2r; 2|z
RO IE PRI DM

J> j>n

Nach Lemma 4.2.3 gilt r,,1 > 2r, fir alle n. Damit gilt

2r; 2|z| Tt |2
Z = Z < ‘Z| Y 2 202 Y 27 el <4 B +4 -

r
j<n j>n j<n i>n n+l1

Daze D, =A (\/rn_lrn, \/rnrnﬂ), folgt

4. Tn—1 i |Z|

T'n—1 ann+l
4 - <4 — 44—
|Z| T'n+1 \/rn—lrn Tn+1 T'n+1

Nach Lemma 4.2.3 gilt r,,.; > 2FrF fiir grofe n. Damit gilt

T'n—1 Tn 1 1 1 _k om_oy_k=1
\/Tn +\/Tn+1§\/2krﬁ:%+\/2kk1§2 2 (Tn 1) §22 2<2 )

Insgesamt folgt damit

/ s —
2f'(z) k(n—1) — kz < 8k 9k .-y
f(2) z41ry
Da 1, := 8k - 2-% . 2= summierbar ist, folgt die Behauptung. O
Lemma 4.2.8 (Abschétzungen fiir die logarithmische Ableitung) Fir geniigend grofies n
qilt
/ /!
ZHC) >5 und ‘arg (Zf (Z)) ‘ <
f(2) f(2) 2

fiir alle z € f71(Cpry1) N C,.
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z

f/
I

Beweis: Nach Bemerkung 3.2.11 geniigt es Re ( iz)> > 0 zu zeigen, um ‘arg (Zf/(z)> ‘ <z

) ) 2
= ()

(i) =

zu zeigen, um die Behauptung zu erhalten. Sei z € f~1(C,,,1) N C,. Dann gilt |z| < 2r,.

zu erhalten. Aufserdem gilt
2f'(2)
f(2)

Daher geniigt es

Mit Lemma 4.2.6 folgt dann fiir geniigend grofles n € N

kz k2rn_kn
241, T %rn— 2

Dann folgt mit Lemma 4.2.7

e () 2 0= [ | -
>kn—k— ]%l — Ty
= gn —k—m
Damit gilt Re (Z]{é;)) > 5, falls n grofs genug ist. O

Setze m := 5, dann gilt 4- % = % > 1. Nach Lemma 4.2.8 sind damit die Voraussetzungen

5
(iv) und (v) von Korollar 3.2.11 fiir die U, erfiillt, falls n grofs genug ist. Mit Korollar
3.2.11 gilt dann 0, U,_1 = 0yU,. Aukerdem sind alle groffen Randkomponenten von U,
Jordankurven fiir grofse n. Wir wollen nun zeigen, dass fiir grofes n keine kritischen Punkte

auf den Randkomponenten von U, liegen. Auferdem zeigen wir, dass ec(U~) = 2 gilt.

Lemma 4.2.9 (Kritische Punkte) Fir grofles n hat f in D, neben —r, genau einen
kritischen Punkt c,. Fiir grofies n existiert eine Nullfolge (0,),cy in Rxo, sodass c, die

1
cn:< 5n—1)7‘n
=%

Beweis: Sei ¢ : C\ {—r, : n € N} - C mit

fz) & 1
f(2) _k;'zﬂ”{

Form

hat.

p(2) =

Dann gilt
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Es folgt
Im(p(2)) =0 < Im(z)=0.

Auferdem ist ¢(z) # 0, falls z € Rso. Demnach sind alle Nullstellen von f’ reell und

negativ.
Setze
zf'(2) —~ =z kz k
g(2) ) k; P un h(z) :=k(n )+ Ea k(n—1)+ [+

Dann haben ¢g und h in D, genau einen einfachen Pol bei —r,. Aukerdem hat A in D,
genau eine einfache Nullstelle bei I_T”rn.

Es gilt
i [h(=)| = mind min |k(n— 1)+ i {kn— 1)+
min = min{ min — min — .
2€dDy, : 2€800 D " I+ = " 2€80 Dy, " 14
Es gilt mit Lemma 4.2.3 fiir gentigend grofses n
i (K= 1)+ | > K- ) '
ceonD, [ T+ =" se0mD, |1+ 2
k
© Tatita
k
=kn—1) - ———
1— /"
Tn+1
k
>k(n—1)— :
1 - L
V2
>2

Ebenso gilt mit Lemma 4.2.3 fiir geniigend grofies n

k
: B S bl 1) —
B, (M= D | 2 b — U = ey
>k(n—1)— Tnk
V-1
k
=k(n—1)—
T 1
Tn—1
k
>k(n—1)—
(n—1) 1
> 2

Damit gilt r%ilr)l |h(2)] > 2. Mit Lemma 4.2.7 gilt dann auch 1%111'71 lg(2)| > 1 fiir grofes n,
2€0Dp z€dDnp
da dann 7, < 1 gilt.
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Also haben beide Funktionen keine Null- oder Polstellen auf 0D,, fiir grofes n. Mit Lemma
4.2.7 gilt dann fiir grokes n
_ < : )

9() — h(z)| <7 < min [(2)
Nach dem Satz von Rouché (Satz 2.3.6) ist die Differenz der Null- und Polstellen der
Funktionen ¢ und h in D, gleich, vorausgesetzt, n ist groft genug. Damit hat ¢ nur eine
Nullstelle in D,, und f damit neben —r, genau einen kritischen Punkt in D,,, den wir mit
¢, bezeichnen.

Da die kritischen Punkte reell und nichtnegativ sind, erfillt ¢, nach Lemma 4.2.7 die

Gleichung
ke,

Cn +7Tn

k(n—1)+ = 0y,

wobei (6y),,cy eine Nullfolge in R ist. Dann gilt fiir geniigend grofes n € N

Cn +7Tn
O, Cn
& 0=n———
" k Cp + 7,
O
& Oz(n—?—l (cn+10) +cp

Es folgt

O

Lemma 4.2.10 (Letztendlicher innerer Zusammenhang) Alle U, sind unendlich-fach zu-
sammenhdngend und es gilt ec(U™) = 2 und ec(U™) = oc.

Beweis: Nach Lemma 4.2.9 sind die einzigen kritischen Punkte, die in U, liegen konnen,
die ¢,, da —r, eine Nullstelle ist und damit nicht in U, liegt. Da ¢ < 1 ist, gilt ¢, € B,,_1
fiir groke n und damit ¢, € U, ;. Mit Satz 2.8.18 folgt die Behauptung. 0

Nach Lemma 4.2.9 sind die einzigen kritischen Punkte —r, und ¢,. Weiter ist —r, eine
Nullstelle und ¢, liegt in B,_;. Damit sind keine kritischen Punkte auf den Randkompo-
nenten von U,. Auferdem gilt ec(U~) = 2. Damit sind nach Korollar 3.2.21 und Korollar
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3.2.22 alle wandernden Gebiete, welche zum Orbit der U, gehoren, von abzéhlbar vielen
geschlossenen Kurven berandet. Weiter sind dann fiir alle groffen n alle Randkomponenten

der U,, Jordankurven. Damit ist Satz 4.2.1 bewiesen. O

Bemerkung 4.2.11 (Theorem 2 nicht anwendbar) Auch wenn man die Funktion so ab-

fz) = ﬁ (1 + ri)k

j=1 J

andern wiirde, dass

gilt mit k; — oo fiir j — oo, das heift, die Vielfachheiten der Nullstellen zunehmen, kann
man nicht erwarten, dass das Argument von 2 summierbar wird. Ein dhnliches Beispiel

f(z)
wurde in [BZ11, Theorem 1.3] untersucht.

4.3 Beispiel beliebiger Ordnung

Das folgende Beispiel wurde von Baker 1985 in der Arbeit [Bak85| betrachtet.
Seien (k,)nen eine Folge natiirlicher Zahlen, 0 < C' < ﬁ,
gewihlt, dass 207 1C > 2r]f1 gilt. Aufserdem sei 1,4 fiir alle 1 < n < ng so definiert, dass

ry > 1. Sei weiter ng € N so

Tna1 > 21, gilt. Sei weiter 7,1 fiir n > ngy wie folgt definiert

rui = C ] (1 + (%)k> .

Jj<n

Definiere die ganze transzendente Funktion durch

f(z) = C’lj (1 + (%)k) .

Baker zeigte, dass die Funktion ein mehrfach zusammenhéngendes wanderndes Gebiet be-
sitzt. Weiter zeigte er, dass fiir alle 0 < o < oo die k,, so gewahlt werden konnen, dass
die Funktion Ordnung g besitzt. Zu diesem Zeitpunkt war es das erste Beispiel mit dieser
Eigenschaft, jedoch war bereits ein Beispiel mit Ordnung g zwischen 1 < p < oo be-
kannt, welches ein einfach zusammenhéngendes wanderndes Gebiet besitzt (siche [Bak84,
Example 2]).

Wir wollen im Folgenden eine leicht abgewandelte Familie betrachten.

Sei (ky,)nen eine Folge natiirlicher Zahlen, sodass

oo
E qkn
n=1

fiir alle |¢| < 1 konvergiert. Sei weiter C' > 0, ry > 1, 6 € [,2] \ {1} und ng € N mit
10m—2C ¢k > 207’11“. Aufserdem sei 7,1 fiir alle 1 < n < ng so definiert, dass r, ;1 > 207,
gilt. Sei weiter r,, 1 fiir n > ny wie folgt definiert

- 5\
J

Jj=1
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Definiere die ganze transzendente Funktion durch
[ee) 5 k;j
= 1 — .
f(2) CE + (Tj)

An = K (%lr’na 4rn) und Bn = A <4rn> %lr’n"rl)

Setze

fiir alle n € N.

Wir werden zeigen, dass f(B,) C B, gilt. Wir bezeichnen mit U,, die Fatoukomponen-
te, die B,, enthalt. Damit sind die U,, nach Korollar 2.8.6 mehrfach zusammenhéngende
wandernde Gebiete.

Satz 4.3.1 Alle letztendlich groffen Randkomponenten, welche zum grofien Orbit der U,
gehoren, sind rektifizierbare, geschlossene Kurven. Fir alle groffen n sind alle Randkom-
ponenten von U, zusdtzlich Jordankurven und es gilt OU,,—1 = OgU,.

Ist 0 > 1, so sind alle wandernden Gebiete, welche zum grofien Orbit der U, gehdren, von
abzdihlbar vielen geschlossenen und rektifizierbaren Kurven berandet.

Fiir alle 0 < o < 0o konnen die k,, so gewdhlt werden, dass die Funktion Ordnung o besitzt.

Bemerkung 4.3.2 (Fall 6 = 1) Ist 6 = 1, so kann mit den verwendeten Methoden nicht
entschieden werden, wohin die kritischen Punkte abgebildet werden. Méglicherweise werden
diese auf Nullstellen von f abgebildet. Daher kann hier (ohne weitere Einschrankungen)
nicht einmal Theorem 1 angewendet werden. Ein &hnliches Problem wurde bereits in Be-

merkung 4.1.5 diskutiert.

Bemerkung 4.3.3 (Wahl von §) Die Behauptung kann auf alle fest gewéhlten § € (0, 1)
und § € (1,00) erweitert werden. Allerdings miissen dann andere Voraussetzungen an-

gepasst werden. Wir beschrinken uns hier auf 6 € [4,2] \ {1}, da dies die Rechnungen

vereinfacht.

Bemerkung 4.3.4 (Wahl der k,,) Da
>
n=1

fiir |¢| < 1 konvergiert, gilt nh—{EO k, = oo. Damit gilt (kn)ﬁ cq < % fiir gentigend grofses

o
> kagt
n=1

n. Daher konvergiert

fir |¢| < 1.

Beweis von Satz 4.3.1: Wir wollen Korollar 3.2.11 und 3.3.2 anwenden und priifen im
Folgenden die einzelnen Voraussetzungen. Sei 0 < ¢ < § klein, sodass 1 ¢ [6 —e,d +¢] gilt.
Setze fiir alle n € N

Cp:i=A(6—&)rn, (0+¢)r,).
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Es gilt dann C,, C A,,. Weiter ist die Voraussetzung (i) von Korollar 3.2.11 mit o := 1 und
B = 4 erfiillt.

Fall 6 > 1 Fall 6 <1
OocUn—1 09U, OocUn—1 09U,

1
' n
|
1
1
1
1
1 .
1
1
1
1

(0 —e)rn (6 +e)ry (0 —e)ru(d +e)ry,
Abbildung 4.3: Die Wahl von C),, in beiden Fillen. Die Kreise mit Mittelpunkt vom Betrag r,

zeigen die Randkomponenten, die Nullstellen umringen. Wir werden spéter sehen, dass die an-

grenzenden groffen Rénder gleich sind, und dass die Rédnder im Verhéltnis zu den Nullstellen so
liegen, wie es hier dargestellt ist.

Die folgenden Lemmata sind dhnlich zu den Lemmata in 4.1 und 4.2. Der Hauptunterschied
liegt bei Lemma 4.3.9, da in diesem zusétzlich die Ungleichung (3.3.2) {iberpriift wird.

Lemma 4.3.5 (Wachstum der r,,) Es gilt r,, .1 > 20r, fir allen € N und fiir n > ny sogar

Sk
(14 k)10

,
ntl > 10k1+k2

rkr > 10" 3,

Beweis: Es gilt 1,41 > 20r, fiir alle n < ng. Sei also n > ny und gelte r;41 > 207; fiir alle
J < n. Dann gilt

- S\
Tn+1 = CH 1 + | —
=1 "
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Dann folgt mit 10"0—2C¢% > 2074

or, \ ™ Cgk110m02
C (L) 10m2 > 2 S 90,

71 r]fl

Damit gilt r,,1 > 20r, fiir alle n € N.
Es bleibt die zweite Aussage zu zeigen. Sei n > ngy. Dann gilt

) e
)l (%)

7=1
k
ok ko T .
e () I (5)

k1
:Cumm< M/)( ()
T

=3

.

Mit 7,41 > 20r, fiir alle n € N folgt dann

Com " T\ Com b YT
1 6k _n . _n kl 6kn 10n—2 2 10/6] k1
S () 0 () 4 e e

2r 2r;
T 2 =3 J j=3

n—1
05k1 10n0—2 Sk
T & (]_ + 5kn) - 107=3 ’ . Tkl
ry

Es folgt mit 10™~2C¢" > 20

n—1 Z k;
S (R L VST

Cokr1Qmo=2 " 3
————— (1 +6™)-107= "t > T

k1
T

Mit § > 0 und k,, > 1 fiir alle n € N folgt dann ebenfalls 7,1 > 10" 3r,,. O

Lemma 4.3.6 (Abbildungsverhalten) Sei ¢ > 1. Dann gilt

35 14wt
1+ Skn Tn41

[ (w - m)| ~

gleichmdfig fur < |lw| <e.

Beweis: Es gilt

-l = ]

7j=1

1+ <W") ‘ cI]

j<n

1 (2

Es gilt fiir grofses n € N

(- (%)) <11

j>n
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Weiter gilt mit Lemma, 4.3.5, also 7,41 > 10" 3r, fiir n > ny,
1+<—”) < 1+< . ) >: <1+( ) ) oL
E EL 10— 3)3 r L 107(n=3) n—co
Ebenso gilt
j kj 0 k.
(- (2) )1 () ) (- (o)) o
i>n > 10 ) T'n =1 nree

Damit gilt

i>n

Mit 7,41 > 10" 37, folgt aukerdem
wr, \ "
1 o ~
H i ( Tj ) H

j<n j<n
Insgesamt folgt damit

wr, ki

k;
() -

<n
k;
|f(w - rn\NCH (wrn) ‘~‘1+wk”‘
j<n

) kj
w<”110+(ﬁ0]>M+w%
T

j<n

‘w‘;*;nkj ‘1 4+ ke Sro\ i
_1é . _n

Jj<n

- |51

Ty

> kj ory, ki
j<n | | 1 _I_ .
. T

<n

2= [1 4w
B 1+ 6k Tt

Lemma 4.3.7 (f(B,) C Buy1 und Cyyq C A1 C f(Cy)) Fiir alle groffen n gilt
f(Bn) C Bn+1 und Cn-i—l C An+l C f(Cn)

Beweis: Wir zeigen, dass

1
< = n
L nax | f(2)] 17

min z)| > 4r,
‘2‘2(5_€)Tn|f( )l

min  |f(2)] > 4741
|2 =(6+2)rn

nin |f(2)] > drp

min |f(2)| > 4r,

|Z|:17’n
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fiir alle grofsen n gilt. Mit Maximumprinzip folgt dann

max |f(2)| < max |f(2)] < max [f(2)] < lrn”

|z|=(64€)rn |z| =47y, |z|=(6—€)rni1 4
und ]
max |f(z)| < max |[f(2)| < -1,
max ()] < max (f()] < gron

fiir alle grofen n. Mit Maximum- und Minimumprinzip folgt dann die Behauptung. Wir

nutzen im Folgenden immer wieder Lemma 4.3.6. Fiir gentigend grofes n € N gilt

(5= 1+ G- o)

< (I+o(1 n
max (7)) < (1+0(1) g LA
5 - 'anj
<o) (TS
1
< Zrn+1.
Aufgrund der Wahl von ¢ und ¢ gilt ‘1 — (0 — €)™ | > 1/10. Zusammen mit Lemma 4.3.5
gilt dann
> kj
(555)= [1- =)
min > (1—-o(1 d n
min (7)) 2 (- o) T E I,
> kj 2 kj
N e Ll Gt S B i
— ( - O( )) 1+ 5kn ’ 10k1+k2 Tn
>k

> 4r,.

|1—(5+e)kn |

Mit > % fiir grofses n folgt

> ky
| ) - o
> —_
i, 12 0o
> _ _
> (1 0(1))2( 5 )

> 4’f’n+1.

T'n+1

Tn+1

Mit 6 < 4 folgt weiter
> kj

| B @
Juin |f(2)] = (1 —0o(1)) 11 ok

> (1- o(1) (%)Z

> 4’f’n+1.

SIS

T'n4+1
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Mlt > 1 folgt weiter

() (- G)")
i 112 (L o) =
> ks k
(i)j@ (1 o (l)kn) (1 + 6kn)10J<n
> (1 — 0(1)) 49 11 on 4 ’ 10k1+k2 n

(@)=
> (1— 0(1))Wrnl

> 4r,.
O

Damit gilt (ii) fir geniigend grofes n. Insbesondere gilt auch 9y,C,, C U,,_1, 05C,, C U,,
falls n geniigend grofs ist. Damit gilt (iii). Es verbleibt, (iv) und (3.3.2) (und damit auch
(v)) zu zeigen.

Lemma 4.3.8 (Approximation der logarithmischen Ableitung) Es existiert eine summier-

bare Folge (T,), ey, sodass

2f'(z) ky,
o 2 @R

Tn
j<n z

<7, und

fiir alle z € D,, := A (\/rn_lrn, \/ann+1) qgilt.

Beweis: Es gilt

Zf/(Z)_ ' kn
o b mE |

j<n

Zk+ n+1

i<n

daher geniigt es, die erste Ungleichung zu zeigen. Es gilt

) oak(E) g b, b
W—z(log(f))(z)—;w—;(%)kj+1+ = +Z —

Damit gilt

') N ke |
o &b ER

j<n

IA
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Fir z € D,, folgt mit r,,1 > 4r,

ZL+Z%SZ%+Z%

k]
j<n |1 + (Ti) j>n
J

k; k;
SZ kj : ’fj+z T kj_]; Q‘ky’

S -2 IR O 2
I< T 2 |1y
v k;
=3 2k (27 Y 2k |
j<n i>n T
kj STt
<32k, -t +> "2k, nontl
j<n VI'n—1Tn j>n Tn+1
By ki
Th_ 2 Tn 2
§Z2kj<r1> +szj<r ) .
i<n n ji>n n+l

Mit Lemma 4.3.5 gilt 7,1 > 10"3r, fiir alle groken n. Damit folgt fiir groes n

kj k k., k

-1\ 2 n b 1 1 )
Z%ﬂ.(rrnl) +22]{;j<7’) Sszj(W +Z2kj<W>

T
j<n i>n n+1

Nach Bemerkung 4.3.4 konvergiert > Y. Damit ist
j=1 V0¥

S
j=1

V10 V0¥

summierbar. O

Lemma 4.3.9 (Abschétzungen fiir die logarithmische Ableitung) Fiir gentigend grofies n
2f'(2)

gilt ,
@) e (J{(()>)

fir alle z € f~1(Chry1) N Cy, wobei (gy,), oy eine summierbare Folge ist.

>10 wund

< E&p

Beweis: Ist z € C mit Re(z) > 1, so gilt

e (57) = [

|arg(z)| = < |tm(2)].
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Auferdem gilt
zf'(2)

/
EiRe(Zf(@)-
f(z) f(z)
Damit geniigt es, zu zeigen, dass eine summierbare Folge (&), oy existiert, sodass fiir ge-

()2 ()

fiir alle z € f~Y(C,41) N C,, gilt, um die Behauptung zu erhalten.
Sei 6 < 1. Dann gilt fiir 2 € f~1(C,11) N C,

niigend grofe n

kn
()" +1

K 2]
- <2k( ) < 2k, (8 +€)kn

- ‘r_n‘k”_l n Tn
z 2

Nach Bemerkung 4.3.4 ist &/, := 2k, (0 + ¢)¥» summierbar, da § + & < 1 gilt. Nach Lemma
4.3.8 gilt fiir grofkes n

(7)o

j<n

TnZij—&t;—Tnzm.

j<n

7" ) +1
Ebenso gilt nach Lemma 4.3.8 fiir grofies n

ImCﬁ ) (X})+m«?#@:a+mg

I<n

n

()" +1

+ 7 < g+ T

Mit e, := €], + 7, erhalten wir nun die Behauptung fiir den Fall § < 1.
Sei § > 1. Dann gilt fiir z € f~1(C,11) N C,

2 |rn

k, k, (r )’“ 2%k,
< < %k, <
(ﬁ)ht+1 S b N I E (6 —e)hn

Nach Bemerkung 4.3.4 ist € := ( f’“;kn summierbar, da § — e > 1 gilt. Nach Lemma 4.3.8

gilt fiir grofes n

R(ﬁ') S k- — >y kel =7 > 10,

j<n (m) +1 j<n

Ebenso gilt nach Lemma 4.3.8 fiir grofles n

Im Cﬁ ) m(Z})+m1<%' +m§-—j%——+m§#+%

kn k
jn =)+ (2) " +1

Mit e, := € + 7, erhalten wir nun die Behauptung ebenfalls fiir den Fall § > 1. O
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Setze m := 10, dann gilt 10-% = % > 1. Nach Lemma 4.2.8 sind damit die Voraussetzungen
(iv) und (v) von Korollar 3.2.11 sowie die Voraussetzung (3.3.2) von Korollar 3.3.2 fiir die U,
erfiillt, falls n grofs genug ist. Mit Korollar 3.2.11 gilt dann d,,U,_1 = 9yU,, fiir alle grofen
n. Auferdem sind nach Korollar 3.3.2 alle groffen Randkomponenten von U, rektifizierbare
Jordankurven fiir grofse n. Weiter sind alle letztendlich grofsen Randkomponenten, welche
zum Orbit der U,, gehoren, geschlossene rektifizierbare Kurven. Wir wollen nun zeigen, dass
fiir grofes n keine kritischen Punkte auf den Randkomponenten von U, liegen. Aufserdem
zeigen wir, dass ec(U™) = 2 gilt, wenn § > 1 gilt, und dass ec(U") = 2 gilt, wenn § < 1
gilt.

Lemma 4.3.10 (Kritische Punkte) f hat in D,, genau k,, verschiedene kritische Punkte,
die wir mit ¢, bezeichnen, wobei k € {1,...,k,} gilt. Fir geniigend grofies n hat ¢, die
Form

S ki —Onk

jsn

wobei |0y k| < 6y fiir alle k € {1, ..., k,} gilt mit einer Nullfolge (6y),,cy-

Beweis: Setze

9(z) ==

z kj
:iﬂ und  h(z st+ —Zk:
k)j _n
=11

+ (i> j<n z j<n (m) +1

rj

Dann haben g und h jeweils genau k,, verschiedene einfache Pole in D,,. Auferdem hat h

genau k, verschiedene einfache Nullstellen bei

S b _ 1 r
> kj !
jsn
fir k e {1,....k,}. Es gilt
min |A(z)] = min ¢ min Zk - min Zk-+ o
’ R

€0D €00 D €0pD
z n Zoon]<n <T> —l—l ZOnj<n
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Es gilt mit Lemma 4.3.5 fiir geniigend grofies n

k.,
Ze:%nn ) E k; T . k; . Enalaxn T
j<n (—Z ) +1 j<n (—Z ) +1

Tn

ky,
szﬂ'_ k
A
ky,
szﬂ'_ En
j<n (,/’"’;#) -1

S S R

ky,
= V20T -1
> 9.

Ebenso gilt mit Lemma 4.3.5 fiir geniigend grofses n

k
> k: — max |— ———
A [y

> k- b

Tn

Ton
j<n (m) -1
ky,
= Z kj — En
Jj<n < /T_n) -1
Tn—1

S PR

i
PV A |
> 2.

Damit gilt Zre%ign |h(2)| > 2. Mit Lemma 4.3.8 gilt dann auch Zre%ign lg(2)| > 1 fiir grofes n,
da dann 7,, < 1 gilt. Also haben g und h keine Null- oder Polstellen auf 0D,,. Wie bereits
in Lemma 4.2.9 folgt dann mit dem Satz von Rouché (Satz 2.3.6), dass g und h die gleiche
Differenz von Null- und Polstellen in D, haben. Damit hat g ebenfalls k, Nullstellen in
D,,, die wir mit ¢, ; bezeichnen. Diese ¢, , sind kritische Punkte von f. Auferdem gilt nach

Lemma 4.3.8 fiir jeden kritischen Punkt ¢, ; von f in D,

k
ki — ———— =1,
Z J (Cn7k_)kn +1 ok

j<n Tn
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wobei |0y, 1| < 6, fiir alle k € {1,...,k,} gilt mit einer Nullfolge (,),,c- Weiter gilt

k
ki—— 1 =,
2H = ey~

Tl

1 Th.
Z kj - 5n,k
jsn
O
Lemma 4.3.11 (Letztendlicher innerer Zusammenhang) Die U, sind unendlich-fach zu-
sammenhdngend. Auflerdem gilt:

(i) Ist 6 > 1, so gilt ec(U™) =2 und ec(U") = 0.
(i) Ist 0 <1, so gilt ec(U™) = 0o und ec(U™) = 2.

Beweis: Nach dem letzten Lemma sind die einzigen kritischen Punkte, die in U, bezie-

hungsweise U | liegen kénnen, die ¢, ;. Es gilt mit Lemma 4.3.6 fiir geniigend groRes
n €N

1\ 2k
kn ji<n
1 kn 1 kn
) Z kj_én k Z kj_6n,k
i<n j<n
| f(enn)] ~ 1+ okn Tnt1
1 1 > k;
kn Z kj j<n
l kn 1 kn j<n
4 Z kj_én k Z kj_én,k
j<n j<n
- 1+ 6hn fnt:
Es gilt
On ke — k;
kn * ]Z;L ’ -1
P S S T S Sl SR —
i — Un)k j n — Unk ~ .5
Weiter gilt
1 < 1 <1
1+k, 1+ e
i<n J n,
Dann folgt
Fr T
k 1
_ 1 =|— —1 (4.3.1)
- kn
jgzn ki = Onk 1+ > ki—onk



4.3 BEISPIEL BELIEBIGER ORDNUNG 105

1

fiir n — oo, da ( )E — 1 fiir n — oo gilt. Auferdem gilt

T+kn
kn, B 1
Dok = Onk| |14 Za<ebiTOn |
Jj<n Tn
Weiter gilt
1 _ 1 -,
L 30 Ky + [Onnl = |1 4 ZumnlizOnn | =
j<TL kn
Dann folgt
: 1
k < 1 72’
ST = — 1
> kj = On 14 Zi<nkizonk
1
j;nkj

fiir n — oo, da — 1 fiir n — oo gilt.

1
1+ Z kj+|6n,k|
j<n

Aus (4.3.1) folgt insbesondere |cp, x| ~ 7,. Nach der Wahl der C,, gilt fiir grofe n damit
Cnk € Un—1 \ C(0,U,,—1), falls § > 1, und ¢, € U, \ C(0,U,), falls § < 1.
Gilt § > 1, so gilt fiir geniigend grofies n

1 2 Ky
kn > k j<n
l kin_l kn J<n
3| X kj—0nk > kj—0nk
Jj<n j<n
|f(eni)l < (1+0(1)) Ty Tt
< (1+0(1)———m,
< (14 o(1) g runs
1
< ZTH+L
Weiter gilt mit Lemma 4.3.5
% Zlk ; kj
1 kn 1 n kn iZn j<n
6| X ki—bnk > ki—On.k
Jj<n ji<n
| f(enp)| = (1= o(1)) Ty Tt
kL Zlk ; k‘j
1 kn 1 n kn i<n J <n
5 > Ry =Onk - W (11 o )10'; kj
=n j<n n ji<n
_ . k1
> (1—o0(1)) T o TonTh k
1 1
kn, 2 ki \ i<n
10 kn 1 kn ji<n
g Z kj_(sn,k Z k]_(sn,k
Jj<n j<n
=(1-0o(1)) i



106 KAPITEL 4: BEISPIELE

Wegen % > 4 gilt damit
>k
4j<n
| f(enr)| = TR 1 > 4rn
fur alle groken n gilt. Damit gilt f(c,x) € B, C U,. Wiirde ¢, € ﬁ:_/l \ U, gelten, so
wiirde f(c,x) € B, nicht gelten. Es folgt ¢, € U,F ;.
Gilt 6 < 1, so gilt

1 1 > kj
kn Z k; j<n
l kn _ 1 kn J<mn
g Z kj_67l,k Z kj_67l,k
i<n i<n
|f(eni)l = (1 = o(1)) T ot T,
Damit existiert ein ¢ > 1, sodass
> kj 2 kj
qJ<7L j<n

[f(eni)| = (1= o(1))

s > (1— 0(1))Trn+1 > Ar,

fir alle groken n gilt. Es gilt |c, x| < 4r, fiir alle grofen n. Mit Lemma 4.3.7 und dem
Maximumprinzip folgt

1
|f(cnr)] < 12

fiir alle grofen n. Damit gilt f(c,x) € Buy1 C Upyr. Wiirde ¢, € U, \ U,, gelten, so wiirde
f(cnk) € By nicht gelten. Es folgt ¢, € U, .

Damit miissen alle U,, unendlich-fach zusammenhéngend sein, da sie fiir unendlich viele n
kritische Punkte enthalten. Die Behauptung iiber ec(U™) und ec(U™) folgt mit Satz 2.8.18
und Bemerkung 2.8.19. O

Nach Lemma 4.3.10 sind die ¢, die einzigen kritischen Punkte. Diese liegen fiir grofse n
alle in F(f). Damit sind fiir grofe n keine kritischen Punkte auf den Randkomponenten
von U,. Auferdem gilt ec(U™) = 2, falls 6 > 1. Fiir § > 1 sind damit nach Korollar 3.2.21
und 3.2.22 alle wandernden Gebiete, welche zum Orbit der U, gehoren, von abzahlbar
vielen geschlossenen, rektifizierbaren Kurven berandet. Es bleibt zu zeigen, dass die k,, so

gewéhlt werden konnen, dass die Funktion eine beliebige Ordnung annimmt.

Lemma 4.3.12 (Beliebige Ordnung) Fir alle 0 < o < oo kdnnen die k, so gewdhlt
werden, dass ord(f) = o gilt.

Beweis: Sei r > 0 und n so gewéhlt, dass r,, <r < r,q gilt. Es gilt

oot e ) ()

Ji<n ji>n

Weiter gilt mit Lemma 4.3.5

k; k; k; i )
o (1 (2)") <2 () <2 (5) s T =

j>n i>n i>n
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und

ri\ ks 75\ % ri\ " 2077 1"y j
og 14 (—= < —) < — | < — < B
S <1 (;)) > (2) Z(é) pDERRE S

Jjsn Jjsn Jjs<n Jjs<n Jjsn

Mit Satz 2.3.9 folgt

log f(r) =S <log (Tﬁ)k +log (1 + (%)k)) +0(1)

j<n J

=3 kylog (:—j) +0(1)

:/T@dtjt(?(l).

Es gilt n(t) = > k; fiir r, <t < rpyq. Auflerdem gilt

Jjsn
o\
<n
Damit ist r, unabhéngig von k,. Sei zunédchst 0 < ¢ < 0o. Setze dann k,, := [r¢| Dann

gilt fiir groke n

> k=008

Jj<n
und n(t) = O(t?) fir ¢t — oo. Damit gilt log M (r, f) = O(r?) fir r — oo. Weiter gilt fiir
groftes r und damit auch grofses n

J

00 k;

log M (2r, f) =log f(2r) =log C + Zlog <1 + (?) J) > kylog2 > [r2] log 2.

j=1

Dann gilt ord(f) = o.

Setze nun k,, := |r2" | fiir eine monotone Folge (0, )nen in Rsp mit nll_)fglo on € [0,00]. Dann
erhalten wir fiir grofse n dieselben Approximationen und Abschitzungen wie oben. Setze
on = n fiir alle n € N und wir erhalten ord(f) = co. Um ord(f) = 0 zu erhalten, setzen
wir o, 1= % fiir alle n € N. Hierbei muss sichergestellt werden, dass dann immer noch

IS
n=1 n=1

fiir alle |¢| < 1 konvergiert. Dies ist der Fall, da r,,; > 10" 3r,, nach Lemma 4.3.5 gilt. O

£

Damit ist Satz 4.3.1 vollstdndig bewiesen. O

Bemerkung 4.3.13 (Bishops Beispiel) Bishop hat in [Bis12| ein Beispiel einer ganzen
Funktion konstruiert, deren Juliamenge Hausdorffdimension 1 hat. Dieses Beispiel kon-
struiert er wie folgt:
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Seien 7, A € Ryp und K € N geniigend groft gewihlt. Sei S € N mit 1 € S. Sei my = 2%
und m,, := 2K-1F1% fiir alle n € N, wobei S, := SN{1,...n}. Sei pr(z) := A\(22% — 1) und
Fy :=pX =pyo...opy Dann setze fiir z € C

—_—

K—mal

Definiere nun die Funktion f als

ra=15@ =m0 T (1-5(2) ).

7=0 JjES

Die Funktion &hnelt dem Beispiel beliebiger Ordnung von Baker sowie der eben behandelten
Familie. Bishop zeigte, dass die Funktion mehrfach zusammenhéngende wandernde Gebiete
besitzt, sodass OsU,_1 = OyU, gilt und alle Randkomponenten der wandernden Gebiete
rektifizierbare Jordankurven sind. Bishops Beispiel war der Ausgangspunkt dieser Arbeit.
Daher sind die Techniken, die in unseren Beweisen genutzt werden, dhnlich zu denen von
Bishop und es ist nicht schwer, die Voraussetzungen von Theorem 1 und 2 zu iiberpriifen.
Laut Bishop scheint es auch moglich zu sein, zuséatzlich zu Rektifizierbarkeit der Kurven zu
zeigen, dass diese glatt sind, wenn auch der Beweis dafiir in [Bis12]| nicht weiter ausgefiihrt

ist.
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