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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir die Struktur der Gruppe quasiregulérer
Elemente in frei nilpotenten Algebren. Ein Element einer assoziativen Algebra A heifit
quasireguldr, wenn es beziiglich der auf A definierten Verkniipfung a b := a + b + ab
invertierbar ist. Wir bezeichnen mit X eine (zumeist endliche) nichtleere Menge und
mit N = N x die frei nilpotente K-Algebra der Klasse k iiber X. Dabei ist K ein
kommutativer unitirer Ring, oftmals wiihlen wir K = Z oder K = Z/cZ fiir ein ¢ € N+ 1.

Als Spezialfall bestimmen wir fiir | X| = 1, also in dem Fall, dass (NN, *) abelsch ist,
den Isomorphietyp dieser Gruppe. Dabei stellt sich heraus, dass ein Grofiteil der Struk-
turinformationen an geeignet gewihlten Intervallzerlegungen von {1,...,k} abgelesen
werden kann. Dieses Hilfsmittel verwenden wir erneut, um auch ausgehend von grofieren
Mengen Strukturinformationen fiir die von X erzeugte Untergruppe (X), im Fall eines
endlichen Grundrings K zu erhalten: Nach dem Satz von Magnus [Mag35] wissen wir,
dass die von X erzeugte Gruppe in der Potenzreihenalgebra frei {iber der Menge X ist.
Fiir den Fall K = Z zeigen wir in dieser Arbeit, dass (X), frei nilpotent von der Klasse
k iiber X ist. Ist nun K ein Faktorring von Z, so ist die von X erzeugte Untergruppe
erneut in einer geeignet gewéhlten Gruppenklasse frei iiber X. Dazu betrachten wir die
Klasse der nilpotenten Gruppen von der Klasse hochstens k, bei denen wir, in Abhéngig-
keit von K, Bedingungen an die Exponenten der absteigenden Zentralreihe stellen. Ein
weiteres wichtiges Hilfsmittel bei der Betrachtung der von X erzeugten Gruppe in N
sind die Elementarkommutatoren, wie sie beispielsweise von M. Hall in [Hal76, Chapter
11] definiert werden.

Die Untersuchung des von der Kommutatoruntergruppe N’ erzeugten assoziativen
Ideals ermoglicht es uns, die Gruppe (N, %) semidirekt zu zerlegen. Zudem beschreiben
wir die Gruppe (V, ) fiir die Nilpotenzklassen k£ = 2 und k = 3, indem wir die Gruppe so
zerlegen, dass wir jeden Faktor entweder als bereits bekannt identifizieren oder ihn durch
Erzeuger und Relationen beschreiben. Hierbei wird deutlich, wie schnell die Komplexitét
mit wachsender Nilpotenzklasse zunimmt.






Abstract

In this thesis, we study the group of quasi-regular elements in free nilpotent algebras.
An element of an associative algebra A is called quasi-regular if it is invertible with
respect to the operation a * b := a + b+ ab on A. We denote by X an (in most cases
finite) non-empty set and by N = Nk x i the free nilpotent algebra of class k, freely
generated by X, where K denotes a commutative unitary ring. We often choose K as
K =7 or K =Z/cZ for some ¢ € N5;.

We consider the special case | X| = 1, i.e., (N, %) is abelian, and we determine the
isomorphism type of (IV, *). In doing so, we find that most of the structural information
is encoded in a special partition of the interval {1, ..., k}. This suitably chosen partition
also turns out to be useful to determine the structure of the subgroup (X). of (NN, x):
The Magnus theorem [Mag35] states that the subgroup generated by X in the algebra
of formal power series is a free group, freely generated by X. In this thesis, we show that
for K = 7 the group (X), generated by X in N is free nilpotent of class k and X is a
nilpotently free generating set for (X),. Passing on to the case where K is a quotient
ring of Z, we find that the group (X). is also freely generated by X in a suitable class
of groups. For that purpose, we consider the class of nilpotent groups of class at most k
where we have additional conditions on the exponent of the groups in the lower central
series, depending on K. An additional tool for the examination of the subgroup of N
which is generated by X are the basic commutators as they are, for instance, defined by
M. Hall in [Hal76, Chapter 11].

The study of the associative ideal generated by the derived subgroup N’ enables us to
split the group (IV, ) into a semidirect product. For kK = 2 and k = 3, we determine the
isomorphism type of (NN, *) by splitting the group into subgroups whose isomorphism
type we already know or which we can describe in terms of generators and relations.
During these calculations we clearly see how the level of complexity rises with increasing
nilpotency class.
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Einleitung

Die quasireguliren Elemente in Algebren werden das erste Mal 1942 von Sam Perlis in
[Perd2] definiert. In diesem Artikel betrachtet er zuniichst unitére assoziative Algebren
A und beweist die Gleichheit

N(A)={he€ A|Vge E(A):g+he E(A)},

wobei N(A) das Nil-Radikal und F(A) die Einheitengruppe von A bezeichnet. Sein
Ziel ist es, dieses Resultat auf Algebren zu erweitern, die nicht notwendigerweise ein
Einselement besitzen. Zu diesem Zweck definiert er ein Element x € A als quasirequldr,
falls es ein y € A gibt mit

r+axy+y=20

und nennt y in diesem Fall quasi-invers zu x. Mit Hilfe der so definierten Quasiregularitét
beschreibt er das Nil-Radikal einer assoziativen Algebra A iiber einem Korper F als

NA)={reA|Vre QA)Vae F:x+ar € Q(A)},

wobei Q(A) die Menge der quasireguléren Elemente von A bezeichnet.

Diese Beschreibung des Nil-Radikals greift Reinhold Baer 1943 in [Bae43, Abschnitt
10] fiir Ringe auf. Er definiert dort ein Rechtsideal eines Ringes als quasiregulir, falls
jedes Element in diesem quasiregulér ist. Er zeigt, dass die Summe aller quasireguléiren
Rechtsideale wieder ein quasiregulédres Rechtsideal ist und es modulo diesem keine nicht-
trivialen quasireguldren Rechtsideale gibt. In diesem Artikel wird auch die Formel zur
Berechnung des Quasi-Inversen fiir nilpotente Elemente (vergleiche Lemma 1.2 (c)) an-
gegeben.

Erst Nathan Jacobson hebt 1945 in [Jac45] in klarer Weise hervor, dass aufler der von
Perlis und Baer betrachteten (nur rechtsseitigen) Quasiregularitit auch die linksseitige
Quasiregularitéit eines Elementes x € A, das heifit

r+yr+y=0 fireinye€ A,

notwendig ist. Er untersucht das von Baer als Summe aller quasireguléren Rechtsideale
definierte Rechtsideal J in einem Ring, indem er analog das Linksideal der Summe aller
linksquasireguléren Linksideale bildet und anschlieend deren Gleichheit beweist. Damit
ist das von ihm definierte Radikal J ein beidseitiges Ideal, das heute als Jacobson-Radikal
bekannt ist. Des Weiteren nennt er beidseitig quasiregulire Elemente quasireguldr und
stellt fest, dass fiir quasiregulire Elemente die rechten und linken Quasi-Inversen iiber-
einstimmen. Damit sind alle Elemente von J schon quasiregulér.

Ist nun K ein kommutativer unitirer Ring und A eine assoziative K-Algebra, so
definiert

x: AXxA— A axb:=a+b+ab
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eine assoziative Verkniipfung auf A mit neutralem Element 0, und die beziiglich * in-
vertierbaren Elemente sind genau die quasireguldren Elemente, wie sie von Jacobson
definiert wurden. Insbesondere ist also das Jacobson-Radikal mit dieser Verkniipfung
eine Gruppe. Das Ideal J C A ist sogar maximal mit dieser Eigenschaft.

Der Satz von Magnus [Mag35] besagt, dass die von der Menge X beziiglich * erzeugte
Untergruppe der Potenzreihenalgebra P im Fall des Koeffizientenrings K = 7 frei iiber
X ist. In Satz 2.14 gelingt es uns, diese Aussage unabhéingig von K zu beweisen:

In P ist die von X beziiglich x erzeugte Untergruppe frei iber X.

In dieser Arbeit sei X eine endliche nichtleere Menge und k& € IN. Wir betrachten die
x-Gruppe der frei nilpotenten Algebra Ny iiber X der Klasse k iiber einem kommuta-
tiven unitéren Ring K (vergleiche Bemerkung 1.20). Dabei betrachten wir insbesondere
den Fall, dass K ein Faktorring von Z ist. Wir werden einige Zerlegungen der Gruppe
(Ng, *) angeben und in diesem Zusammenhang auch das von der Kommutatoruntergrup-
pe Ny erzeugte Ideal C' beschreiben. AnschlieBend betrachten wir die von X erzeugte
Untergruppe (X)..

Wir betrachten zunichst den Spezialfall K = Z. Sei X endlich und 7 > [%1 und
(X <%, die von den Worten bis zur Linge i erzeugte Untergruppe von (Nz, ). Wir zeigen
(Satz 3.3, Bemerkung 3.18):

Nz,

Sei M; := (C' N Nj) * (X<%). Dann
ist M; ein Normalteiler von (Ngz, %),
der ein frei abelsches Komplement V;
C NN, in Nz, besitzt. Dabei ist die Operation

. von V; auf M; durch
<X<z>*

m®) = m + [m, v]

./.V;%Zx---xZ fiir alle m € M; und v € V; gegeben.

{0}

Wir geben also eine semidirekte Zerlegung der Gruppe an, bei der wir sowohl die Ope-
ration als auch den Faktor V; gut beschreiben kénnen. Der Normalteiler M; hingegen ist
komplizierter in seiner Struktur.

Das von N}, erzeugte assoziative Ideal C kénnen wir explizit als Schnitt iiber die Kerne
geeigneter K-linearer Augmentationsabbildungen angeben (vergleiche Definition 3.5),
wihrend es uns in der Untergruppe (X <%), nur gelingt, die von X erzeugte Untergruppe
zu beschreiben (Satz 3.48 (b)):

Die von X erzeugte Gruppe in N ist fret nilpotent iber X von der Klasse k.

Dieses Resultat klirt zumindest einen Teil der Struktur von (X <%), und ist zudem eine
Fortsetzung des Freiheitsbeweises von Magnus.

Verlassen wir den Fall K = Z und gehen zu echten Faktorringen K iiber, so ist die be-
trachtete Algebra Nx endlich. In Satz 1.38 reduzieren wir die Fragen auf Betrachtungen
des Falls eines Faktorringes K von Primzahlpotenzméchtigkeit.
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Sei nun also K = Z/p'Z fiir eine Primzahl p und ein I € IN. Wir definieren auf
k (={1,...,k}) eine Intervallzerlegung wie folgt (vergleiche Definition 1.16):

I I I Iy

A Ve Ve A

Diese wirkt sich wie folgt auf die Elementordnungen in (Ng, 17, *) aus (vergleiche Lemma

1.35):
N 1
s

Es seii € k, © € It;. Dann gilt fir alle

Ni l }Itz a € NZ/plZ:
a€ N%/plZ = o(a) | p
k Hs
N k
NE+L — {0}

Betrachten wir nun den Spezialfall, dass die Menge X einelementig — und damit
(Nz/piz, *) abelsch — ist, so sehen wir unmittelbar, wie sich die Intervallzerlegung nicht
nur auf die Elementordnungen in (N 1z, *) sondern damit auch auf die Gruppenstruk-
tur auswirkt.

Sei | X| = 1. Dann gilt

E s
(NZ/I?ZZ’ *) = CpLIiJI X tZ(() C;)llf_i!_ut+1|).

Dieses Resultat zeigen wir fiir eine groflere Klasse von Grundringen K — unter anderem
auch fiir endliche Kérper — in Satz 3.33.

Auch in Ny 7 lésst sich das von N, 7. erzeugte assoziative Ideal C' als Schnitt
iiber die Kerne geeigneter K-linearer Augmentationsabbildungen angeben (vergleiche
Definition 3.5) und es gelingt uns, die Untergruppe (X ). zu beschreiben. Dazu definieren
wir zuniichst fiir alle Tupel € = (eq,...,&;) € INF:

Sei Ny, 1o die Klasse der nilpotenten Gruppen G mit hichstens n Erzeugern, von der
Nilpotenzklasse hochstens k und bei denen fir alle i € k gilt:

Der Ezponent von ~;(G) teilt ¢;.

Es ist nicht schwer einzusehen, dass es in dieser Klasse ein freies Objekt gibt (Satz 3.39),
welches wir mit N, . bezeichnen. Wir zeigen in Satz 3.48 (c):
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Fir alle i € k, sei t; € sp mit i € Iy,. Dann gilt in NZ/plZ
<X>* = Nn,k,(pl+t1,...,pl+tk)'

Neben dieser abstrakten Beschreibung der Gruppe (X), erhalten wir — wie im Fall der frei
nilpotenten Gruppe — eine eindeutige Darstellung der Elemente durch Elementarkommu-
tatoren, indem wir die zugelassenen Exponentenbereiche geméf ihrer Elementordnungen
einschrénken. Insbesondere koénnen wir damit die Méchtigkeit von (X), berechnen (u
bezeichnet hier die Mobiusfunktion):

k .
0 =TI ™ mit ne= =+ u(dni.

i=1 dli

Die Ordnung der von X erzeugten Gruppe héngt also neben |K| = p' und der Nilpo-
tenzklasse k auch von den Zahlen n; fiir alle ¢ € k ab, die in den Witt’schen Dimensi-
onsformeln in der Theorie der freien Lie-Algebren bereits auftreten.

(X), ist frei iiber X.

Zusammenfassend erhalten wir fiir ‘
die von X erzeugte Untergruppe in In Nz: (X), ist frei nilpotent iiber X.
P, Nz und Ny, ‘

(X)« ist frei in M,y g .

Diese und einige weitere Resultate in dieser Arbeit kommen ohne die Endlichkeit der
Menge X aus.

Versuchen wir nun, die obige Zerlegungsaussage auf den Fall K = Z/p'Z zu iibertra-
gen, so sehen wir, dass dies nur unter der Zusatzvoraussetzung p > k gelingt:

Seip >k und M; := (C NN % (X<%). Dann ist M; ein Normalteiler von (N, ), der
ein Komplement

Viz (K, +) % x (K,+)
in N besitzt. Dabei ist die Operation von V; auf M; durch
m® =m + [m,v]
fiir alle m € M; und v € V; gegeben.

Auch hier fillt die Analyse des Normalteilers M; schwer.

Im letzten Teil dieser Arbeit beschreiben wir die Gruppe (N, *) fiir die Nilpotenzklas-
sen k = 2 (Satz 4.4) und k = 3 (Satz 4.14) in dem Fall, dass K ein Faktorring von Z ist.
Wir zerlegen die Gruppe so in Untergruppen, dass wir jede entweder als bereits bekannt
erkennen oder sie zumindest durch Erzeuger und Relationen beschreiben kénnen. Hierbei
wird deutlich, wie schnell die Komplexitdt mit wachsender Nilpotenzklasse zunimmt.
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1 Grundlagen

In diesem Kapitel wollen wir die Grundlagen fiir die wesentlichen Erkenntnisse dieser
Arbeit schaffen. Dazu fithren wir zunichst die *-Verkniipfung auf Algebren ein und un-
tersuchen sie auf Zusammenhénge zur Algebrenstruktur. Anschliefend betrachten wir
diese Verkniipfung im Spezialfall der Potenzreihenalgebra P und der frei nilpotenten
Algebra N, die einem Grofiteil der Uberlegungen im zweiten Kapitel zu Grunde liegt.
Dabei werden wir sehen, dass wir im Fall einer Charakteristik # 0 des Grundringes K
mit Hilfe einiger zahlentheoretischer Aussagen schon viel iiber #-Elementordnungen in
N aussagen konnen. Zudem fithren wir in diesem Kapitel das Konzept der Element-
arkommutatoren in Gruppen und elementaren Lie-Klammern in assoziativen Algebren
ein und untersuchen sie im Spezialfall der Algebren P und N auf Zusammenhénge. Im
letzten Teil dieses Kapitels befassen wir uns mit Zerlegungen in Gruppen und deren
Anwendungen im Fall der auf- und absteigenden Zentralreihe.

In diesem Kapitel sei stets K ein kommutativer unitdrer Ring; insbesondere gelte
0 # 1k.

1.1 Quasiregularitat

Wir wollen nun auf einer gegebenen assoziativen K-Algebra eine weitere Verkniipfung
definieren und diese auf erste Eigenschaften untersuchen. Viele der Aussagen dieses Ab-
schnitts finden sich bereits in meiner Diplomarbeit [Han12].

Es sei in diesem Abschnitt stets A eine assoziative K-Algebra.

Definition und Bemerkung 1.1 Wir definieren die Verkniipfung % auf A durch
axb:=a+b+ab
fiir alle a,b € A. Es ist (A, *) ein Monoid mit neutralem Element 04. Sind n € IN und
a,a1,...,an € A, so setzen wir
n
a™ :=ax...xa und @i = a1k k.

—— i=

n

Ist a € A beziiglich * in A invertierbar, so nennen wir a quasiregulir. Das x-Inverse
bezeichnen wir mit a~. Wir setzen

Q(A) :={a € A | a ist quasiregulér}.

Ist a € Q(A) und n € IN so setzen wir a{=™ := (a=)™).
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Lemma 1.2 (a) Sei B C A. Dann stimmt der Zentralisator von B in A mit dem
Monoid-Zentralisator von B in (A, ) iiberein, es gilt also

{a€A|VbeB:ab=ba}={ac A|VbeB: axb=>bxa}.

Insbesondere stimmen die Zentren der Algebra A und des Monoids (A, *) iiberein
und (A4, *) ist genau dann kommutativ, wenn A kommutativ ist.

(b) Sei a € Q(A). Dann gilt aa™ = a”a und fiir alle [ € IN
l . .
a” = Z(—a)Z + (—a)a™ = Z(—OL)Z +a” (—a).
i=1 j
(c) Sei a € A nilpotent, etwa a1 = 0,4 fiir ein k € INg. Dann ist a € Q(A) und es gilt
k .
a = Z(—a)’.
i=1

Ist insbesondere A nil, so ist (A, %) eine Gruppe.

(d) Sind n € Ng und ay,...,a, € A, so ist

3

@
T 9=
Q
s
I
£
S
<

(e) Sei a € A und n € INg. Dann ist

(f) Sei a € A nilpotent, etwa a**1 = 04 fiir ein k € INg. Dann gilt fiir alle n € IN

o) = Zk:(—l)i (” +§ - 1> g,

=1

Beweis. (a) Sei a € A und b € B. Dann gilt a % b — b a = ab — ba. Daraus folgt (a).
(b) Sei a € Q(A). Mit axa™ =04 = a~ *a folgt aa™ = a”a aus (a). Damit geniigt es,
die erste Gleichheit zu beweisen. Es gilt mit 04 = a*xa™ = a+a~ +aa~ die Behauptung
fir { =1 und induktiv fir [ > 1

-1 l
e =-a—a Y —a-a (Z(—a)i + (—a)lla> = Z(—a)i + (—a)a".
i=1 '

(c) Dies folgt unmittelbar aus (b).
(d) Wir zeigen die Behauptung mit Induktion nach n. Dabei ist fiir n = 0 und n = 1 die
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Aussage klar. Seien n > 1 und a1, ...,a, € A. Dann gilt

n—1

j=1 1<i3<<ij<n—1

n—1 n—1
= E E ail...aij—i—an—l— E E Qjy - - Qi | Op
=1 1<ij<-<ij<n—1 j=1 1<ij<-<ij<n—1

n
= E E ail...aij.

j=1 1<ij<-<ij<n

(e) Dies folgt aus (d) mit a =a; = -+ = ay.
(f) Wir zeigen diese Aussage induktiv nach n. Die Aussage fiir n = 1 finden wir in (c).
Fiir n > 1 gilt mit (c)

almm) = g(=ntD) 4 o= 1Y

[|<
VR
=
|
=
TN
3
_l’_
SN
|
)
~_
@@.
N——
*
< 0
=
MR
|
=
S
N——

N = i=1
—éi«&y( "*j‘2>+4)aa+§zgg(lyﬂ<n+j 2>]ﬂ
e (g (50757
-y (S(7)

:EE«JV("+5‘1)¢

Wir wollen uns nun mit dem Zusammenhang zwischen der K-Algebren-Struktur und
der *-Struktur beschéaftigen.

Bemerkung 1.3 Sei A = Q(A) und T ein Teilring von A.
(a) (T,x) ist ein Monoid.
(b) Ist T nil, so ist T' eine Untergruppe von (A, ).
(c) Ist T ein Rechts- oder Linksideal, so ist 1" eine Untergruppe von (A, x).
)

(d) Ist T ein Ideal, so ist T eine Normalteiler von (A, *). Insbesondere ist A’ fiir alle
i € N ein Normalteiler von (A, ).
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(e) Fiir alle i € IN ist A?/A™FT C Z(A/ATY).

(f) Ist A eine nilpotente Algebra mit A**! = {04} fiir ein & € N, so ist (4, *) eine
nilpotente Gruppe der Klasse hochstens k.

Beweis. (a) Dies gilt nach Bemerkung 1.1.

(b) Sei T nil. Nach (a) ist (T, %) ein Monoid. Sei @ € T und k € N mit a**! = 04. Dann

gilt a~ b2 S (—a) eT.

(c) Sei 0.B.d.A. T ein Rechtsideal. Dann ist nach (a) (7, %) ein Monoid und es gilt

a” L2(b) —a—aa” €T firalleacT.

(d) Sei T ein Ideal von A. Nach (c) ist 1" eine *-Untergruppe von A. Zudem gilt fiir alle
teTundac A

a *xtxa=t+a t+tat+a tacT.

(e) Fiir alle a € A* und b € A ist ab + A = A = ba + A1, Die Behauptung folgt
mit 1.2 (a).

(f) Sei A nilpotent und k¥ € IN mit A¥*! = {04}. Dann ist A, A%,... A¥*1(={04}) nach
(e) eine absteigende Zentralkette in A und damit ist (A, %) eine nilpotente Gruppe der
Klasse hochstens k. O

Bemerkung 1.4 (a) Sei I ein Rechts- beziehungsweise Linksideal von A und a €
Q(A). Dann ist

I +xa =1+ a bezichungsweise ax I =a + I.

(b) Sei A =Q(A), I ein Ideal von A und U eine *-Untergruppe von A. Dann ist auch
I 4+ U eine x-Untergruppe von A.

Beweis. (a) Sei 0.B.d.A I ein Linksideal. Es geniigt I = {i+ai | i € I} zu zeigen. Dabei
gilt i + ai € I fiir alle 7 € I. Sei nun j € I. Wir setzen i := a~ * (j + a). Dann gilt

i=a +j+a+a j+a a=j5+a jelund
itai=axi—a=axa *(j+a)—a=}j.
Es folgt I = {i + ai | ¢ € I} und damit die Behauptung.

(b) Nach Bemerkung 1.3 (d) ist [ ein *-Normalteiler von A. Es folgt I + U = I * U mit
(a), also ist I + U eine *-Untergruppe von A. O

Lemma 1.5 Sei U ein Teilmonoid von (A, %), I ein Rechts- oder Linksideal von A und
i€ Nmit ANTCU.IstacU+ (ANI),soistac U+ (ANI) fiir alle j > 4.
Ist insbesondere A nilpotent, so folgt @ € U und damit U + (A°N1T) =U.

Beweis. Sei 0.B.d.A. I ein Linksideal. Wir zeigen die Behauptung induktiv nach j.
Fiir j = i gilt die Aussage nach Voraussetzung. Sei j > i und es gelte a € U + (A7~ N1T).

10



1.1 Quasiregularitét

Sei ¢ € A7 NI mit @ — ¢ € U. Dann ist ac — ¢ € A7 N I und nach Voraussetzung ist
ce A'NI CU. Damit folgt

a=a-ct+ctac—c®—act+c?=(a—c)xc—(ac—c*) e U+ (ANI).
S A N
€U €AinI

O]

Wir haben auf der Menge A mehrere Verkniipfungen, beziiglich derer wir Erzeugnisse
betrachten wollen. Dabei verwenden wir die folgenden Notationen:

Bezeichnungen 1.6 Sei B C A. Es bezeichne
(B)k  den von B erzeugten K-Teilraum von A,
(B)z  die von B erzeugte additive Gruppe in A und
(B)yx  die von B erzeugte K-Teilalgebra von A.

Ist B C Q(A), so sei
(B), die von B erzeugte Untergruppe von (A, ).

Definition und Bemerkung 1.7 Sei B C Q(A) mit B% = {04}. Dann gilt

+|BxB = *|BxB

fiir die eingeschrankten Verkniipfungen auf B und es folgt (B)z = (B).. In diesem Fall
setzen wir

Lemma 1.8 Sei U eine *-Untergruppe von A. Dann gilt:
(a) (M. Sowa, T. Sohr) Ist 2U C U, so ist U = —U.
(b) Ist U additiv abgeschlossen, so ist U ein Teilring von A.
(c) Ist U multiplikativ abgeschlossen, so gilt
U+UCU+(U"g

fiir alle n € IN. Ist insbesondere U als Teilmenge der Algebra A nilpotent, so ist U
ein Teilring von A.

Beweis. (a) Es gelte 2U C U. Sei u € U. Dann gilt
—u=u +uu =u+2u" +2uu” =u*x2u €U

und damit —U =U.

(b) Sei U additiv abgeschlossen. Dann ist (U,+) eine Gruppe nach (a). Weiter gilt
uw =uxv—u—v €U fir alle u,v € U. Damit ist U ein Teilring von A.

(c) Sei U multiplikativ abgeschlossen. Wir zeigen

Yu,v € UVn € N3Jw, € (U")z : u+v+w, € U.

11



1 Grundlagen

Seien u,v € U. Fiir n = 1 ist dies klar mit wy := uv € U. Sei nun n € IN~1 und induktiv
gebe es w1 € (U 1y mit u+v+w, 1 € U. Es seien m € N und ug, ..., u, € U}
sowie 0 : m, — {—1,1} mit w,—1 =Y~ (i0)u;. Wir setzen r := (*:il ul(-_w)> + wp_1.

Es gilt

2 i > ugl_ilg) el T o,

X - !
. i Soooou ) i (w7 + (o)
. < i=1

m k

Y Y WM Y Y e U

\i./

J=2 1<iy<--<i;j<m - =1 j=2 o

Weiter sei
Wy =T — UWy_] — VWy_| — Wo_q +ur +vr +w,_17 € (U7,

Dann gilt

utv+w, =U+v+wy_1)*(—wp_1+71)

= (u+v+wy_1)* (,*1 ug-w)) e U.

Ist nun U nilpotent, so ist (U¥)z = {04} fiir ein & € IN und damit ist U additiv
abgeschlossen. Mit (b) ist U somit ein Teilring von A. O

Neben den auf der Algebra A gegebenen Verkniipfungen haben wir noch die Lie-
Klammer als weiteres Produkt. Zudem haben wir die *-Verkniipfung eingefiihrt und er-
halten damit fiir quasireguléire Elemente zudem die Konjugation und die x-Kommutator-
bildung als weitere Verkniipfungen. Wir verwenden dafiir in dieser Arbeit die folgenden
Bezeichnungen:

Bezeichnungen 1.9 Seien a,b € A. Wir bezeichnen mit
[a,b] :==ab—ba
die Lie-Klammer von a und b. Ist a € Q(A), so setzen wir
b =a" xbxa
als das *-Konjugierte von b unter a. Sind a,b € Q(A), so sei
[a,bls :=a” xb” xaxb

der x-Kommutator von a und b.

12



1.1 Quasiregularitét

Lemma 1.10 (a) Jeder Ring-Homomorphismus von A ist ein Monoid-Homomorphis-
mus von (A, x).

(b) Sei a € Q(A). Wir definieren s, : A — A durch b — b(® fiir alle b € A. Dann ist
Kq €in K-Algebren-Homomorphismus.

(¢) Sei A’ eine unitéire assoziative K-Algebra und ¢ : A — A’ ein K-Algebren-
Homomorphismus. Dann ist

p:A—= A, a—lg+ap

ein Monoid-Homomorphismus von (A, x) in (A4,). Es ist x4 genau dann injektiv,
wenn ¢ injektiv ist und genau dann surjektiv, wenn ¢ surjektiv ist.

Beweis. (a) Dies ist nach Definition der *-Verkniipfung klar.
(b) Offenbar ist k, ein x-Homomorphismus. Seien b,c € A und k € K. Dann gilt

(b+c)kg=0a" x(b+c)*a

=a +b+ctat+a (b+c)+a a+(b+clat+a (b+c)a
=b+a b+ba+a ba+c+a c+ca+a ca
= bk, +ck, und

(be)kg = (bxc— b — ¢)kq
= (bkg * Ckq) — bRq — CKq
= bryck, sowie

(kb)kqg = a™ * (kb) x a
=a +kb+a+a (kb)+a a+ (kb)a+a (kb)a
=k(b+a b+ba+a ba)
= k(bkq).

(c) Seien a,b € A. Dann gilt

Oapp =14 4+04p =14 und
(axb)p=1x4 + (a+ b+ ab)p
=1la +ap + by + (ap)(by)
= (L +ap)(1 +by)
= aubpu.

Injektivitdt und Surjektivitéit {ibertragen sich offensichtlich. O

Lemma 1.11 (a) Sind a,b € Q(A), so gilt in K & A
@, = (14 )11+ b) o, B].
(b) Seien a,b € A nilpotent und k& € IN mit a**! = 04 = 6*!. Dann ist
i=1

k i
la,0], = [a,0] + | D _(=1)" Y a?b" 7 | [a,0].
j=0

13



1 Grundlagen

(c) Seien a,b € A nilpotent und k € IN mit a*+t! = 04 = b**!. Dann ist
[a, D], * A = [a,b], + AL = [a,b] + AL = [a, b] « ATFL

Beweis. Seipu: A— K® A, a— 1g+a. Nach Lemma 1.10 (c) ist x4 ein Isomorphismus
von (A, ) auf (K & A,-).
(a) Seien a,b € Q(A). Dann gilt
apbp=1+a+b+ab=1+b+ a+ba+ [a,b] = buap + [a,b] und damit
[a, b« = ([a, bl )
— () (b > Lapubpa) it
= ((ap) ™ (bp) " (bpaps + [a ,b]))/fl
= (14 (ap)” (bu) Ha,0]) ~
—(1+0) 1+ ) [a,b).

(b) Es gilt in K ® A

0,0 2 (1+a) (1 +5) o b]
= (a”p)(b”p)]a, 0]

o (o) (o)

e Zanw 0,8]

=1

H"’

(c) Seien a,b € Q(A) und I € N mit [a,b] € Al. Dann ist c[a,b] € AF! fiir alle ¢ € A
und damit

k i
(a8, + A Qa8+ (Z(nizajbﬂ) [a,b] + AL = [a,b] + AL

i=1 j=0

Die erste und letzte Gleichheit der Behauptung gilt nach Bemerkung 1.4. O

1.2 Zahlentheoretische Hilfsmittel

Um im Fall char K # 0 die *-Potenzen eines Elementes zu beschreiben, ben6tigen wir
zunichst einige Aussagen iiber Binomialkoeffizienten modulo p' fiir eine Primzahl p und
ein [ € IN.

In diesem Abschnitt sei stets p € P.

14



1.2 Zahlentheoretische Hilfsmittel

Bezeichnungen 1.12 Es seien 7, 7,y : IN — IN mit

Hq”q mp =p"? und Hq”q Ty = H q".

qeP qeP q€P\{p}
Die folgende Bemerkung folgt direkt aus der Definition:

Bemerkung 1.13 Seien m,n € IN. Dann gilt:
(a) (mn)mp = (mmp)(nmp) und (mn)my = (mamy)(nmy),
(b) (m + n)m, > min{mm,, nm,}, mm, # nm, = (m+ n)m, = min{mn,, nmp},
(c) ist m > n, so ist (m—n)m, > min{mm,, nmp} und mm, # nm, impliziert Gleichheit,
(d) (nmp)(nmy) = n,

(e) mmy +p'Z € (Z/p'Z)* fiir alle | € I,

(0 (mln = (2)m =222 ) A ((2)my = 22 ) und

’I’Lﬂ'pl

n
m M

(8) (m | nAmm, =nm,) =

Bemerkung 1.14 Seien j,1,s,t € IN mit j <1 und sp’ < tp'. Dann gilt

spl—1
(spj — 1)!7Tp/ = H i (spj_l — 1)!7rp/ und
spi—1 spi—1 spi—t-1
I1 (tpl - z) = | I (tp’ - z) I1 (tpl_l - z) .
i=1 lp:J(l =1
(2

Insbesondere folgt

. = und : tp" —1

-1 _ | , -1_1 . .
(sp? Dlm, i=1 Hfgl (tp!=t — i) mp i=1
pli pti

i ) spd—1 §j_1 I , spi—1
M_Hi I2 (W' -i)m, :H<z )

15



1 Grundlagen

Beweis. Es gilt

113 (a) spl—1 | spl—1 spi—1—1
; . a . . -
(sp) = Dmy "= H iy H (pi)my | = H i H i | Ty

Pfl Pl

spi—1 spi—1 spi—1-1

[T (' =) me "2 | 1T ' = i)y ((tp' " = i)p)my

i=1 i=1 =1

=1 i=1

Lemma 1.15 Seien i,1,s,t € N, j € Ng mit j < i, p{s, t < p und sp/ < tp’. Dann gilt
t A o t l t -1
P T, =p'"7 und P = (" 1
sp/ spitt) pt \ spl

Beweis. Sei a := Hiijl_l(tpi —7) und b := (sp/ — 1)!. Dann gilt:

spl—1 spJ 1
atmy = H (tp —r H T, =
r=1

(tpi>7r _ (tp*)! _t pira_ p'(amp)
spi )" (T — sp)) (sp)! P s pib'T T pi - (by)

( ) Fiir Jedes r e spl — gllt nach Voraussetzung r < spl < tp' < p't! und damit ist
p < p'. Ist also rm, < p', so folgt (tp - r)wp = r7p aus Bemerkung 1.13 (c¢) und ist

7“7rp = p', so folgt (da p™™ > tp' > tp' —r): p' > (tp' — r)m, > min{(tp)m,, rmp} = p°

ebenfalls mit Bemerkung 1.13 (c), also gilt auch hier (tp' — r)mp = rmy.

Damit ist der erste Teil der Behauptung gezeigt.

Sei nun N := {n|n € sp/ ™t — 1, ptn}. Dann gilt

I p=2,7=0
0 sonst ’

'Die erste Aussage lisst sich auch als Korollar des Satzes von Kummer [AA09, Seite 204, Theorem
10.2.2] beweisen.

(x) [N

|||
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1.2 Zahlentheoretische Hilfsmittel

denn: Ist p # 2, so ist | V]| als Vielfaches von (p — 1) gerade. Ist p = 2, so gilt:
2 1, j=0
0 0, j>0

ay = (tpl - 1) (tpl - 2) - (tpl st 1) :
(

1, s2tl—1

3 0, s2tl_—1

1 1, 27+t

Nl 3 0, 2+t

[l el
[ el

Wir setzen nun

as = (tp!~t — 1) <tpl*1 — 2) . <tpl*1 —sp) + 1) ,
b1 = (sij 1)! und
by 1= (sp7 — 1)'

Dann gilt

a1 (tp' —1)! < tpl — 1 )

b (= 1) = (sp T =) (s T =D)L \spitt = 1

also by | a1. Zudem gilt mit dem ersten Teil

i tpl t 'pl -ay 1G]
I—j—1 _ : e — / = pl—i—1 P
p (Spj+1) p S - p]+1 . bl p p blﬂ—p

Damit ist aym, = bym, und wir erhalten

< tpl ) — t-pli-al 1'13:(g) l*j*1M und ebenso

spitl) 5. pitl.py s bimy
tplfl _ l_j_lt ATy
spJ P s - bomy

Weiter gilt nach Bemerkung 1.14

a1’ 1 -l bym
1Ty ( [ ) _ IN| . |N| 91 Tp!
— = tp—i) = (-1 1= (-1 —
ATy z1;[1 pl ( ) 11;[1 ( ) bgﬂ’p/
pfi pfi
und damit
tpl pl j 1t CL17Tp/
spitl s - bymy
N b17T /
_ it COMEZE - army
o 5 bymy

S - bgﬂ'p/

= (=) <t§;1>.

Ist nun (p,j) # (2,0), so ist die Behauptung mit (%) gezeigt. Im Fall (p, j) = (2,0) folgt
mit dem ersten Teil der Behauptung 9i—1 | (til;ol) und damit (ti;z,l) ; —(ti;gl). O
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1 Grundlagen

Wie wir in den folgenden Abschnitten sehen werden, hingt die Struktur der *-Gruppe
im Fall eines Ringes der Charakteristik p' davon ab, wie sich p und die Nilpotenzklasse
k zueinander verhalten; genauer: Welches ist die hochste p-Potenz, die kleiner gleich k
ist? Dazu machen wir hier schon einige Vorbetrachtungen:

Definition 1.16 Sei k € IN. Fiir alle ¢t € INy setzen wir

k
Ckap7t P = \‘I)t ? Ik7p7t = (Ck7p7t+17 Ckvpyt} n ]N und

Skp:=max{t € Ng | ckps # 0} (= max{t € Ny | p" < k}).

Damit ist sy, die hochste p-Potenz, die in der p-adischen Zerlegung von k auftritt. Ist &k
oder p im jeweiligen Kontext eindeutig bestimmt, so verzichten wir auf die Indizierung.

Beispiel 1.17 Wir betrachten den Fall £ = 10 und p = 3. Dann gilt

10 10 10 10
co = {J =10, ¢; = {3J =3,c= {32J =1 und ¢; = L”JJ =0 fiir alle 7 > 3.

Damit folgt s = 2 und

IO—(310]ﬂ]N {4,5,6,7,8,9,10},
= (1,3]NIN ={2,3},
=(0,1]NIN={1} wund
(0 fiir alle j > 3.

Bemerkung 1.18 Sei k € IN und p € P. Dann gilt:
(a) k=cop>c1> - >cs>Cs41 =0=cC549 =Cs43="...
(b) VteNsg: I, =10
(c) Ute%[t =k

(d) Seien ko, ... ks € p— 1, mit k = 35 kip' (p-adische Zerlegung von k). Dann gilt
ct = 3524 kewip’ fiir alle t € INp.

(e) Vr,t € Ny : L%J = Ctir
(f) Vr,t € Np : |jﬂp IN|—Ct+r
( ) Vt € Ny : ’It ﬂplN\ ’It—s—l‘

(h) Vt € No: |I; \ pN| = |I| — 1141

18



1.3 Frei nilpotente Algebren und Potenzreihenalgebren

Beweis. Die Aussagen (a), (b) und (c) folgen sofort aus der Definition.
Sei t € INg. Nach Definition ist ¢; die eindeutig bestimmte Zahl mit ¢;p! < k und
(ct +1)p" > k. Seien ko, ..., ks € p— 1, wie in (d). Dann gilt

s—t s s
(Z kt-l—ipi) ph= Z kip' < Z kip' =k und
=0 i—t =0
s—t s t—1
(Z Fevip' + 1) p'=Y kp'+p' =) kip' >k
=0 =0 =0
— ——

>0

Damit folgt ¢; = Zf;é kiyip'. Weiter ist fiir alle r € INg

C C
\‘];;J pt+7’ g jpt“ﬂ” — Ctpt é k und

—(p" =1
Q;tJ +1) Pt > <Ct(p)+1> Pt = (¢; + 1)p' > k.

pr

Damit ist [}%J = ¢¢4, und (d) und (e) sind gezeigt. (f) ist eine direkte Konsequenz von

(e) und es folgt daraus |I; N pIN| = |cy N pIN| — |41, N PIN| = ¢441 — 42 = |Le41]| und
|I \ pIN| = |It| — |I; N pIN| = |I¢| — |I141|- Damit gilt die Behauptung. O

1.3 Frei nilpotente Algebren und Potenzreihenalgebren

Im zweiten, dritten und vierten Kapitel dieser Arbeit wollen wir insbesondere die
Gruppe der quasiregulidren Elemente in der frei nilpotenten Algebra und in der Potenzrei-
henalgebra betrachten. In diesem Abschnitt fithren wir diese Strukturen mit geeigneten
Darstellungen ein und treffen erste Aussagen iiber ihre *-Strukturen. Zudem betrachten
wir im spéteren Teil dieses Abschnitts, wie sich eine Charakteristik # 0 des Rings K auf
die *-Gruppe auswirkt.

Einige Teile der Aussagen dieses Abschnitts finden sich bereits in meiner Diplomarbeit
[Han12].

In diesem Abschnitt seien stets k,n € IN und X eine nichtleere Menge.

Bezeichnungen 1.19 Wir bezeichnen mit

XT  die Menge der nichtleeren Worte in X,

I(f) die Linge eines Wortes f € X,

X=F  die Menge der Worte der Lénge k in X+ und

X<=F  die Menge der Worte bis zur Linge k in X .
Es sei
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1 Grundlagen

Fr x die freie K-Algebra iiber X,
Ny x die frei nilpotente K-Algebra iiber X von der Klasse k& und
Pk x die K-Potenzreihenalgebra iiber X .2

Ist dabei |X| = n, so schreiben wir auch Fg ,, Nk und Pg . Sind K, X, n oder k
im Kontext eindeutig gegeben, so verzichten wir ganz oder teilweise auf die Indizierung.

Bemerkung 1.20 (a) Der K-Raum

K{(X)) = Z arf | oy € K fiiralle f € X
fex+

ist mit der Multiplikation, die als distributive Fort- N N
setzung der Konkatenation auf X entsteht, eine KXk

K-Algebra und als solche isomorph zu Pg x. (X

(b) Die K-Teilalgebra KX der endlichen K-Linear-
kombinationen iiber X in K({(X)) ist isomorph {0}
zu Fi x als K-Algebra.

(c) Esist Ng x5 = FK,X/(FK,X)kH-

Korollar 1.20.1 Wir definieren auf dem K-Raum K X=F mit Basis X =¥ eine Multipli-
kation als distributive Fortsetzung von

fg 1) +1g) <k
Op x<r sonst .

Vf,ge X<k f-g::{

Mit dieser Multiplikation ist K X=F eine K-Algebra und als solche isomorph zu N KX k-

nktl_n
n—1

Korollar 1.20.2 Ist X n-elementig, so ist rkx (Ng x.x) = Yo nl =

Anmerkung 1.21 Im Folgenden verwenden wir die Begriffe der freien Algebra, der frei
nilpotenten Algebra und der Potenzreihenalgebra synonym zu ihren hier vorgestellten
Darstellungen. Dabei ist zu beachten, dass N = K X <F ein K-Teilraum von P = K {(X))
ist, jedoch keine Teilalgebra, da auf N eine andere Multiplikation definiert wird. Dadurch
ergeben sich auch verschiedene *-Verkniipfungen auf P und N.

Bemerkung 1.22 (P, *) und (N, %) sind Gruppen. Es gilt in (P, ) fiir alle a,b € P und

2Wir betrachten in dieser Arbeit die freie Algebra und die Potenzreihenalgebra als nicht-unitire und
(fiir | X| > 1) nicht-kommutative Algebren.
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1.3 Frei nilpotente Algebren und Potenzreihenalgebren

me N

at=m = Z(—lK)l(m +,Z B 1>ai und
i

i€IN
[a,b], = [a, 0] + | Y _(=1)")_a?b"7 | [a,].
ieEN j=0

Beweis. Nach Bemerkung 1.1 sind (P, %) und (V, %) Monoide. Nach Lemma 1.2 (c) ist
Q(N) = N, also ist (N, %) eine Gruppe. Weiter gilt fiir alle a € P

a * (Z(—lK)iai) —qt Z(—lK)iai + Z(_lK)iaiH —0
=1 i=1 i=1

und damit ist jedes Element von P quasiregulér. Also ist auch (P, ) eine Gruppe. Der
letzte Teil der Behauptung folgt induktiv nach m wie in Lemma 1.2 (f) und analog zu
dem Beweis von Lemma 1.11 (b). O

Im allgemeinen Fall ist wenig iiber die Gruppen (P, ) und (N, %) bekannt, die wir im
zweiten Teil dieser Arbeit untersuchen wollen. Wichtig ist aber in diesem Zusammenhang
der nun folgende Satz von Magnus aus [Mag35].

Satz 1.23 (Magnus, 1935) In Pz x ist (X), frei von X erzeugt.

Definition und Lemma 1.24 Seii € IN und g € X . Wir setzen

i P — (X7, Z aff — Z ayf,

fex+ fex=i
7T§Z‘:P—><X§i>[(, Z Oéffl—> Z Oéff,
fex+t fex<i

msi=1id —7m<; und

g P — (9)k, Z arf = agg.
fex+

Wir nennen ; die Projektion auf die i-te homogene Komponente und 7, die Projektion
auf den g-Anteil. Ein Element a¢ € P nennen wir homogen, falls es ein j € IN gibt, sodass
am =0 fiir alle [ € IN\ {7} gilt. In diesem Fall nennen wir a auch homogen vom Grad j.
i, m<; und 7, sind K-Raum-Endomorphismen von P. Dabei sind F' und N m;-, 7<;-
und 7g-invariant. Zudem gilt N = F'r<,.

Korollar 1.24.1 Bezeichnet ; die Multiplikation auf P und N die auf NV, so gilt fiir alle

a,be N
a-b:<a~b>7r<k.
N P =
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1 Grundlagen

Bemerkung 1.25 (a) Sind oy, 8 € K fiir alle f € Xt mit
S apf= Y B
fex+ fex+

so folgt ay = By fiir alle f € XT. Insbesondere ist P als K-Raum sowohl die
unbeschréinkte direkte Summe iiber {Pm; | i € N} als auch iiber {P7y | g€ XT}.

(b) X ist eine K-Basis von F' und es gilt ' = D, Pmi = @ e x+ Py als K-Raum.

¢) X=Fist eine K-Basis von N und N = ]?: Pr; = < Pmgy als K-Raum. Gilt
i=1 geX g
insbesondere |X| = n, so ist

Oftmals ist es flir uns nicht von Interesse, wie genau die homogenen Komponenten
eines Elementes a € P aussehen, sondern lediglich welche Komponenten # 0 sind und
welche die kleinste Komponente # 0 ist. Dafiir verwenden wir den Begriff der Lénge.

Definition 1.26 Wir definieren die (X-)Lénge eine Elementes a € P als
=0
L(a) := OO , ¢ .
min{i € IN | am; # 0} sonst
Auflerdem sei

Tmin - P\{O} — P\ {O},a — aﬂL(a).

Bemerkung 1.27 Seien a,b € P und o € K. Dann gilt beziiglich der Verkniipfungen
auf P und N:

(a) L(a+b) > min{L(a), L(b)}, L(aa) > L(a) und L(ab) > L(a) + L(b) sowie
(b) L(—a) = L(a) und L(a™) = L(a).

(c) Sei m € Z mit L(ma) = L(a). Dann ist L(a(™) = L(a). Insbesondere ist a(™ # 0
fiir a # 0.
(d) Ist K ein Integritétsbereich und a # Og, so ist L(cwa) = L(a) und beziiglich

der Multiplikation auf P gilt L(ab) = L(a) + L(b). In N gilt mit der dortigen
Multiplikation L(ab) = L(a) + L(b) falls L(a) + L(b) < k und L(ab) = oo sonst.

(e) Esist PP ={a € P| L(a) > i} und N* = {a € N | L(a) > i} fiir alle i € IN.

Beweis. (a) und (d) folgen direkt aus der Definition der Lénge. Fiir a = 0 sind (b), (c)
klar. Es gilt fiir a # 0

o0

—a = Z —am; = L(—a) = L(a).

i=L(a)

22



1.3 Frei nilpotente Algebren und Potenzreihenalgebren

Es folgt in P

und in N
12(0) ¢ i (@
a” =) (~lg)'a’ & L(a”) = L(—a) = L(a).
i=1
Ist m € Z mit L(ma) = L(a), so folgt aus Lemma 1.2 (e), (f)

L(@™) = L(im|a) 2 L(ma) = L(a).

Damit gelten (b) und (c).

(e) Nach Korollar 1.24.1 geniigt es, die Aussage fiir P zu beweisen. Sei ¢ € IN. Sind
ai,...,a; € P, so gilt nach (a) L(ay...a;) > 23':1 L(aj) > i und ebenfalls nach (a)
und (b) ist {a € P | L(a) > i} ein K-Raum. Also ist P C {a € P | L(a) > i}.
Zudem ist offenbar X\ X==1 C P! und damit folgt aus der Definition der Linge
PiD>{a€ P|L(a)>i}. O

Korollar 1.27.1 Sei m € NU {oco} das Minimum der additiven Elementordnungen in
K\ {0}. Dann gilt a( # 0 fiir alle i € N_,,, und a € P\ {0} beziiglich der *-Verkniipfung
auf P und auf N.

Beweis. Sei a € P\ {0} und i € N.,,. Dann gilt L(ia) = L(a) und die Behauptung
folgt aus Bemerkung 1.27 (c). O

Korollar 1.27.2 Es ist {Pm; | i € IN} eine Graduierung von F und {Pm; | i € k} eine
Graduierung von N.

Beweis. Seien 7,7 € IN. Es ist Pm; = (X~ g, Prj = (X7 g und X~ X7 = X~
Damit folgt Pm; - Pm; = Pm;y; und die Behauptung fiir N mit Korollar 1.24.1. O

Bemerkung 1.28 Sei L ein weiterer kommutativer unitdrer Ring. Dann sind
Pryxp & P X Pr, Fgxp 2 Fx x F,  und Nk« = Ng X N
als (K x L)-Algebren.
Beweis. Sei
0 Prxr = P x Pr, Y (apB)f = | D apf, Y Bif
fex+ fex+ fex+

Dann sind ¢, g, und @y, , (K x L)-Algebren-Isomorphismen zwischen den jewei-
ligen Strukturen. O
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1 Grundlagen

Nun wollen wir untersuchen, unter welchen Bedingungen die Gruppen (N, *) und (P, %)
abelsch sind und ihre Zentren beschreiben.

Bemerkung 1.29 (a) P und F sind genau dann kommutativ, wenn |X| =1 gilt.

(b) N ist genau dann kommutativ, wenn |X| =1 oder k =1 gilt.

Lemma 1.30 (a) Gilt |X| = 1, so sind (P, *) und (N, *)

abelsch. N = Zy(N)
(b) Ist | X| > 1, so ist Z(P) = {0}.
(c) Ist |X| > 1, so ist Z(N) = N¥ = Fry. Insbesondere Nk = Z,(N)
ist in diesem Fall (N, %) nilpotent von der Klasse k& und
({0} = NF+L Nk NF-1 /N2 N) ist die aufsteigen- {0} = Zo(N)

de Zentralreihe von N.

Beweis. (a) und (b) sind klar.

(c) N* C Z(N) folgt aus Bemerkung 1.3 (e).

Sei nun a € Z(N). Dann existieren oy € K fiir alle f € X=F mit a = > pex<k oy f und
es gilt fiir alle z € X

ar =xa = 0= Z ar(fr—xf).

fexsk

Da X=F K-linear unabhiingig ist, gilt: Gibt es g,h € X=F mit 2g = hz, so endet g mit
dem Buchstaben z. Damit folgt £y = 0 fiir alle f € X=k=1"die nicht auf z enden. Da
| X| > 1 ist, folgt damit k; = 0 fiir alle f € X=F71,

Wie zeigen den zweiten Teil der Aussage induktiv nach k. Dabei ist fiir & = 1 bereits
alles gezeigt. Sei nun k > 1. Dann gilt mit Bemerkung 1.20 (c)

Nu/Z(Ny) = Ny/NE = (B/FF) /(FF /P = FJFE = Ny,

Nach Induktionsvoraussetzung ist (V. 1§pr ,f:ll, ..., N gfl,Nk_l) die aufsteigende Zen-
tralreihe von Nj_1 und Nj_q ist nilpotent von der Klasse k — 1. Damit ist Nj nilpotent
von der Klasse & und ({0} = N,’:H,N,f, ..., Ng) ist die aufsteigende Zentralreihe von
Ng. O

Nun wollen wir Basen der Ideale N von N aus Basen der homogenen Komponenten
Nm; konstruieren. Mit Hilfe dieser werden wir anschliefend *-Erzeugendensysteme der
Ideale angeben.

Lemma 1.31 Fiir alle i € k sei B; C N, so dass B;m; eine K-Basis von N ist. Fiir
alle t € k setzen wir Bs; := U¥_, B;. Dann ist B>; eine K-Basis von N fiir alle ¢ € k.

Beweis. Wir zeigen induktiv nach r, dass B>j_, eine K-Basis von N k=7 jst.
Fiir r = 0 ist By = Bpm, nach Voraussetzung eine K-Basis von N7, = NEk.
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1.3 Frei nilpotente Algebren und Potenzreihenalgebren

Sei nun r > 0 und a € N*~". Dann existieren nach Voraussetzung C' C Bj_, endlich,
o, € K fiir alle ¢ € C mit

amp—p = ( Zacc )Tk—r.  Dann folgt
ceC
——
:5dE<Bk—7‘>K
a=amg_r+ansgp =dmg_p +aTspp =d+ aTsgp — dTsp .

Nach Induktionsvoraussetzung ist amsy—, — dmsp—p € (B>k_r41)k und daraus folgt
a € (Bsj_,) k. Damit ist B>;_, ein K-Erzeugendensystem von N*~.
Sei C' C B>, endlich und fiir alle ¢ € C sei a, € K mit

Oy = Z oC.

ceC
Es folgt
Oy = (Z acc) Ty = Z QCTT—_ye
ceC ceCNBy_,

und damit nach Voraussetzung a. = O fiir alle ¢ € C N Bg_,. Damit ist

Z ac.c = 0g

CECﬁsz—r-H

und mit der Induktionsvoraussetzung folgt o = 0 fiir alle ¢ € C'. Damit ist B>j_, eine
K-Basis von N¥", O

Wir kénnen mit Hilfe von speziellen K-Erzeugendensystemen von N und additiven
Erzeugendensystemen von K nun *-Erzeugendensysteme von Idealen von N angeben.

Lemma 1.32 Es sei x ein additives Erzeugendensystem von K, I ein Rechts- oder
Linksideal von N und B ein K-Erzeugendensystem von I, so dass (B \ {0})mm, fiir alle
i € k ein K-Erzeugendensystem von N7; N1 enthélt. Dann ist kB = {ab | « € k,b € B}
ein *- Erzeugendensystem von 1.

Beweis. Sei U := (kB).. Wir zeigen induktiv nach j
N*IinIcu

fiir alle j € kK — 1. Dann folgt I = N NI C U und damit U = I, da kB C I gilt und I
nach Bemerkung 1.3 *-Gruppe ist.

Fiir 5 = 0 gilt: Nach Voraussetzung und der Definition von 7y, enthilt B ein K-
Erzeugendensystem von N* NI, etwa By. Da a%b = a+bund a~ = —a fiir alle a,b € N*
gilt, folgt

INNF = (Bo)x = (kBo)z = (kBo)s C U.
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1 Grundlagen

Sei nun j > 0 und es gelte N¥7+*1 N[ C U. Wir setzen B; := {b € B | L(b) > k — j}.
Sei @ € N¥=7 0. Dann gibt es nach Voraussetzung Zap € Z fiir alle o € Kk und b € B;

mit
a= Z Zza’bozb.
b

EB] ack

Dann gibt es fiir jede Reihenfolge der #-Produkte ein o/ € N*=7+1 0 T mit Lemma 1.2
(d), (e), (f) mit

a+d = XK X(abh)ler) c U,

da bei jeder Reihenfolge der x-Produkte a als Summand vorkommt. Mit Lemma 1.5 folgt
acU. O

Korollar 1.32.1 Es gilt (kX =F), = N. Ist insbesondere K ein Faktorring von Z, so ist
X=F ¢in %-Erzeugendensystem von N.

Beweis. Wir wihlen I = N und B = X=F in Lemma 1.32. Dann ist X=* eine K-Basis
von N und fiir alle i € k ist X =" min = X~ eine K-Basis von N;. O

Korollar 1.32.2 Ist X endlich und (K, +) endlich erzeugt, so ist (IV, *) endlich erzeugt.

Nun wollen wir uns mit (Ng x i, *) im Fall eines Grundrings der Charakteristik # 0
befassen. Dazu betrachten wir zunéchst, wie die *-Ordnung eines Elementes mit seiner
additiven Ordnung zusammenhéngt.

Bezeichnungen 1.33 Wir haben auf der Menge N zwei Verkniipfungen, beziiglich derer
N eine Gruppe ist: die Addition und die *-Verkniipfung. Verwenden wir die Ordnung
beziiglich beider Verkniipfungen, so schreiben wir fiir alle a € N

o4(a) beziehungsweise o.(a)

fiir die additive beziehungsweise *-Ordnung von a. Schreiben wir nur o(a), so beziehen
wir uns stets auf die *-Verkniipfung.

Bemerkung 1.34 Sei a € N und p € P sowie | € IN mit o, (a) | p'. Dann gilt

o) = (a?)®' ).

Beweis. Nach Lemma 1.15 existieren fiir alle 7,5 € &l mit p 1 ¢ natiirliche Zahlen
. N ! N ! -1
m,m’ € N mit (%) = mp' und (ﬁ.’p) =m/p' + (pj ). Es folgt

!
Py i ! i—1 _
(%) <i>a—m<pa>a =0 und
! -1 -1
() (p )ajp =m (pla> a?P1 4 <p ‘ >ajp — (p _ )ajp
Jp J J

26



1.3 Frei nilpotente Algebren und Potenzreihenalgebren

und damit erhalten wir

Korollar 1.34.1 Es gilt

-1
(a(p) * (ap)_)(p ) =0 und
® 4 (g)-)" -1 i
(a * (aP) ) Ty =P aTp) flirl>2und a # 0.
Ist insbesondere char K = p', so gilt fiir alle b€ N
O (b(p) * (bp)f) 1pt und o, (a:(p) * (xp)’) =pi!
fiir alle z € X.

Beweis. Sei a € N mit o4 (a) | p'. Der erste Teil der Behauptung ist direkte Folgerung
aus Bemerkung 1.34. Weiter folgt fiir [ > 2 und a # 0

-2 -2
(a(p) § (ap)_)(p )WL(a) L{a?)>L(a) (a(P))(p )WL(Q) _ a(pl_l)ﬂ—L(a) 12 () pl_laﬂL(a)-

Es sei nun char K = p!, b€ N und z € X. Dann gilt o, (b) | p und o4 (x) = p’ und mit
dem ersten Teil folgt o, (b® % (b*)7), 0,(x® x (zP)~) | p!~! und mit dem zweiten Teil
04 (z®) % (2P)7) t P2, Also ist o, (zP) x (2P)7) = p!~ 1. O

Lemma 1.35 Sei a € N und p € P sowie I € IN mit o, (a) | p'. Sei t € 59 mit L(a) € I
(vergleiche Definition 1.16). Dann gilt

ou(a) | p'**.

Beweis. Es gilt fiir alle i € N

. L(a)el ,
0 L(a) 2L () 20 L@ B e+ 1) > k= 0 =0,

Auerdem existiert nach Lemma 1.15 fiir alle i € IN mit p'*! { i eine natiirliche Zahl
m € IN mit mp! = (pl;rt), es gilt also
A ‘
(xx) < , >al =m <p1a> a"l =0.
i

Damit folgt

I+t -1

p I+t p [+t
1+ty 1.2 (e) p i (%) p iptt1 (i)
Cl(p ) E ( ; >a E <pt+1i> a'? = 0.
=1 3

i= =1

I3
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1 Grundlagen

Korollar 1.35.1 Ist K = Z/p'Z und a # 0 mit o (ammin) = p, so gilt

0x(a) = oy (a)p’ = p'**.
Beweis. Sei K = Z/p'Z und a € N\ {0} mit o} (ammin) = p' (dann ist auch o (a) = p).
Nach Lemma 1.35 geniigt es a® ") # 0 zu zeigen. Wie im Beweis zu Lemma 1.35 ist
(pl+;71)ai = 0 fiir alle 7 € IN mit p’ i und es folgt

I4t—1 -1
p — p _
a(pz+t—1) 1.2:(e) Z pl+t ! at = 2: pl+t ! G/ipt
; i ; ipt
=1 =1

Seien nun oy € K fiir alle f € X=k\ Xsh@)-1 50 dass a = Zfexék\XgL<a)_1 ayf ist.
Da o (ammin) = p! ist und K = Z/p'Z gilt, existiert ein f € X~ mit o4 (af) = pl,
also ist oy eine Einheit in K. Nach Lemma 1.15 existiert ein m € IN mit p { m und

(pl;ttil) = pl_lm. Damit ist ma?t eine Einheit in K und es folgt

-1

P I+t—1 I+t—1

I+t—1 P it p t I—1 t

aP )7Tfpt = E ( int >a’p T ppt = ( ot )ap Tt =p  mlamy)?
i=1

= pl_lma?t fpt £ 0.
—_————
#0x

Korollar 1.35.2 Sei K = Z/cZ fiir ein ¢ € N~ mit ggT(c, k!) = 1. Dann gilt
o«(a) | ¢  fiir allea € N.

Beweis. Fiir a = 0 ist die Behauptung klar. Sei a € N'\ {0}. Seien ¢,71,...,r, € IN und
P1s--.,pq € P paarweise verschieden mit ¢ = pi'... pq’. Dann gilt nach Voraussetzung
Ckp;,1 = 0 fiir alle 7 € ¢. Damit ist L(a) € Iy p, o fiir alle ¢ € g. Fiir alle i € ¢ bezeichnen
wir mit ¢; : Nz /7. = Ny /Pl die Fortsetzung des kanonischen Ring-Epimorphismus
Z/cZ — Z/p;'Z. Dann gilt mit Lemma 1.35

-

os(ap;) | piip® = pl* fiir alle i € g,

Damit ist

q q
o & (Kemn g2 = [ Ny = 101

i=1 i=1

Damit folgt o.(a) | c. O

Beispiel 1.36 Sei K = Z /337, k = 10 und x € X. Es sei

a:=2> und b:=9z+ 2.
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Dann ist
0.(a) =3 =0 (ammm) und oy (b) =3%#3 =0y (bmmin)-
Nach Beispiel 1.17 ist L(a) =2 € I} und L(b) = 1 € Iy. Wir erhalten
Korollar 1.35.1:  o04(a) =3%-3'=3" und
Lemma 1.35: o0.(b) | 3% - 3% = 3°.
Tatséachlich gilt jedoch
b®) =3b+3b? +b° = 3b=32'"  und damit

b3 = 9210 # 0 sowie

) = 27210 = 0.

Somit ist 04(b) = 33.

Wir haben nun gesehen, dass es im Fall einer Primzahlpotenzcharakteristik moglich
ist, Aussagen iiber Elementordnungen zu machen. Wir wollen nun zeigen, dass es in
vielen Fillen gentigt, sich mit diesen Grundringen zu beschéftigen.

Bemerkung 1.37 Sei X endlich und seien ¢, € IN mit (K,+) = ((Z/cZ)™,+) (mit
K unitér ist ¢ # 1). Seien ¢,71,...,7¢ € N und py,...,p, € P paarweise verschieden mit
c=pit...pg Fiir alle i € g sei d; := 1% Dann ist fiir alle 7 € g

4N =9 Y (diogp)f |[Vf e X :ape K
fexsk

ein Ideal von N und es gilt Syl,,(N) = {d;N}. Insbesondere ist {d;N | i € g} eine
Idealzerlegung von N.

Beweis. Sei b := |[X=F| und i € ¢. Da d;K ein Ideal von K ist, ist auch d;N ein Ideal
von N. Zudem gilt

mb
c rim
|diN| = |d:K|* = |diZ/cZ|™ = <d> = primb,

Als Ideal ist d; N ein Normalteiler von (N, +) und nach Bemerkung 1.3 (d) auch ein
*-Normalteiler. Auflerdem ist

’N| = ‘K’b = Cmb = p;lmb .. .pgqmb.

Damit ist p,"™" = |d; N| die maximale p;-Potenz, die | N| teilt, also ist d; N sowohl additiv
als auch beziiglich * die einzige p;-Sylowgruppe und diese bilden eine direkte Zerlegung

von N beziiglich + und *. Damit ist {d;N | i € ¢} eine Idealzerlegung von N. O
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1 Grundlagen

Satz 1.38 Sei X endlich und seien ¢, q,71,...,7¢ € IN und pq,...,p; € P paarweise
verschieden mit ¢ = p* ... pzq. Fiir alle 7 € ¢ sei d; := ﬁ Dann ist fiir alle ¢ € g

diNz/ez, = Ny iz als (Z/p; Z)-Algebren.

Insbesondere ist

q
Nzjez = @ Nyjpriz,  und damit
=1
q
(Nz ez, *) =

1

1

Beweis. Sei i € g. Offenbar ist d; Ny .z eine (Z/p;'Z)-Algebra. Es sei
@ NZ/me —d;Nzz  die Fortsetzung von  x +— djz  fiir alle z € X.

Nach Definition ist dies ein (Z/p;'Z)-Algebren-Homomorphismus. Es sind Definitions-
und Bildbereich endlich und gleichméchtig, somit geniigt es die Surjektivitdt von ¢
nachzuweisen. Es ist d; X=F eine (Z/p}'Z)-Basis von d;Ny Jez, und damit geniigt es,
d; X=F C Bild ¢ nachzuweisen. Sei dazu g € X=F, [ := L(g) und seien z1,...,2; € X
mit g = x1...x;. Wir setzen « := difl + p;'Z. Dann ist « eine Einheit in Z/p;*Z und
es folgt
(ailxl S ofldéajl cox = o tadig = dig.

Somit ist ¢ ein (Z/p;*Z)-Algebren-Isomorphismus. Die Zerlegungsaussagen folgen nun
aus Bemerkung 1.37. O

1.4 Elementarkommutatoren und elementare Lie-Klammern

In diesem Abschnitt sei X eine nichtleere Menge. Es sei X(t) das freie Magma iiber
der Menge X und [ : X(*) — IN die Lingenabbildung. Die Definition der Elementar-
elemente mit ihren Anwendungen in Lie-Algebren und Gruppen findet sich bereits in
meiner Diplomarbeit [Han12, Kapitel 2.2]. Wir orientieren unsere Definitionen an dem
Vorgehen von M. Hall in [Hal76, Chapter 11.1].

Die Elementarelemente in X (+) definieren wir rekursiv nach ihrer Liinge:

*Einen weiteren Beweis dieser Aussagen erhélt man mit Z/cZ = X |_, 7/ p;*Z nach dem chinesischen

Restsatz und der Anwendung von Bemerkung 1.28.
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Definition 1.39 Die Elementarelemente der Lénge 1 sind die Elemente in X.

Es seien die Elementarelemente bis zur Linge m — 1 fiir ein m € INs 1 bereits konstruiert
und so angeordnet, dass fiir zwei Elementarelemente u, v stets gilt: I[(u) < I(v) = u < v,
wobei ,<“ die gewihlte Ordnung auf den bereits konstruierten Elementarelementen
bezeichne.

Das Element (uv) heifit Elementarelement der Linge m falls gilt

e u,v sind Elementarelemente mit [(u) + I(v) = m,
e u > v und

e ist u = (ab) fiir Elementarelemente a, b, so ist b < v.

Beispiel 1.40 Es sei | X| =2, X = {z,y}. Es gelte x < y und die weitere Ordnung der
Elementarelemente sei durch ihre Reihenfolge in der Auflistung gegeben. Dann sind die
folgenden Elemente in X () Elementarelemente:

Lénge | Elementarelemente

1 T,y

2 (yz)

3 ((yz)z), ((yz)y)

4 (((yz)z)x), ((y2)7)Y), (((Y2)Y)Y)

5 (((yz)z)(y)), (((yz)y)(y2)), ((((yz)z)2)z), ((((y7)T)2)Y),
((((yz)z)y)y), ((Y2)y)y)y)

Definition und Bemerkung 1.41 Ist X endlich, etwa |X| = n, so gibt es zu jeder
Lénge ¢ € IN nur endlich viele Elementarelemente in X (). Seien n; die Anzahl der
Elementarelemente von der Linge ¢ und e;1,...,¢€;,, die Elementarelemente von der
Lénge i, wobei fiir alle j,k € n; gelte: j < k < e;; < €; . Wir setzen

QEE—H = (ei’l, e ,e,-’m.)

als das Tupel der Elementarelemente von der Linge i. Insbesondere ist n; = n und

Qfg—’—) = (.%'1, .. .,xn)

wobei X = {x1,...,z,}.

Diese Definition wollen wir nun auf Lie-Algebren in assoziativen Algebren und auf
Gruppen iibertragen. Dazu sei n € IN, X n-elementig, etwa X = {z1,...,2,}.

Definition 1.42 Es sei A eine assoziative K-Algebra mit n-elementigem K-Algebren-
Erzeugendensystem Y, Y = {y1,...,yn}. Es sei a der durch z +— z fir alle z € X
definierte Homomorphismus des freien Magmas X ) in (F, KX [ ]). Weiter sei g der
K-Algebren-Epimorphismus F x — A, der als Fortsetzung der Abbildung x; — y; fiir
alle © € n, entsteht. Dann heiflen die Bilder der Elementarelemente unter der Abbildung
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1 Grundlagen

af: XH) - Fg x — Adie elementaren Lie-Worte in A. Seien i € IN und n;, e;1,. .., €in,
wie in Definition 1.41. Dann setzen wir

Qf;-g’ﬁ = (e108, ..., einaf) und fo = fo’id.
Wir ordnen jedem elementaren Lie-Wort e
min {l(u) | u ist Elementarelement in X, uaf = e}

als Gewicht zu.

Beispiel 1.43 Wir betrachten die K-Algebra A der oberen 2 x 2-Matrizen iiber K. Es

ist
0 0 0 1 1 0
pe{mm (3 0)m (5 ) m= (1 0)])

ein K-Algebren-Erzeugendensystem von A (FE ist sogar eine K-Raum-Basis). Nun sol-
len die elementaren Lie-Worte beziiglich dieses Erzeugendensystems bestimmt werden.
Dabei sei n = 3, X = {x1,x9,23} und es gelte x;8 = E; fiir alle ¢ € 3. Die elemen-
taren Lie-Worte vom Gewicht 1 sind FE1, B9, E3. Es gilt [Es, E1] = Oa, [Es, E2] = Eo
und [Es, F1] = Es, es entstehen also auler der Nullmatrix keine weiteren elementaren
Lie-Worte. Damit ist die Menge der elementaren Lie-Worte {E1, E2, E3,0a, —FE2} und
es gilt (bei geeignet gewihlter Reihenfolge der Elementarelemente in {z1, 2, z3}(t) und
linksnormierter Schreibweise):

¢’ = (By, Bs, Bs),
¢ = ([Bs, B\, | B3, B, [y, B1]) = (0a, Ba, ),
(’35?’5 = ([E3,E1,E1], [Eg,El,EQ], [Eg,El,Eg], [E3,E2,E2], [Eg,EQ,Eg],
[Eg,El,El], [Eg,El,Eg], [EQ,El,Eg])
= (0a,0A,0A,0A, —FE2, Es,0n, —F2)

und in allen Tupeln Gf”g mit ¢ > 4 kommen nur noch die Eintrige Oa, E5 und —F» vor.
Fiir alle © € IN ist

(- ((xzgx1)z1)--21) ein Elementarelement von der Linge ¢ und somit
——
i1
[E2, E1,Ey,...,E)] = By ein Eintrag # 0 in &7,

i—1

Somit ist Qif”g fiir alle ¢ € IN nicht das Nulltupel.

Wir notieren einige bekannte Aussagen iiber elementare Lie-Klammern:
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Satz 1.44 Sei « der durch x — z fiir alle x € X definierte Homomorphismus des freien
Magmas X *) in (Fg x,[-,-]). Dann ist a eingeschriinkt auf die Menge der Elementar-
elemente injektiv und

{ea | e ist Elementarelement in X () }

ist eine K-Basis der iiber X freien Lie-Algebra.
Ist zudem X endlich, etwa |X| = n, so gibt es genau

1 i
z‘_—*g d)nd
ni = p(d)nd

dli

Elementarelemente von der Linge i in X () (beziehungsweise elementare Lie-Worte vom
Gewicht ¢ in F x) fiir alle ¢ € IN, wobei p die Mobius-Funktion bezeichne (Witt’sche
Dimensionsformel).

Beweis. Nach [Bah87, Seite 51, Theorem 1] ist die Menge der elementaren Lie-Klam-
mern eine K-Basis fiir die freie Lie-Algebra in Fi x. Nach Definition der Elementarele-
mente erhalten wir damit, dass « eingeschriankt auf die Menge der Elementarelemente
injektiv ist. Die Witt’sche Dimensionsformel findet sich beispielsweise in [Bah87, Seite
74, Theorem 1]. ]

Die elementaren Lie-Worte bilden also eine K-Basis der in F x enthaltenen freien
Lie-Algebra. Der folgende Satz zeigt, wie man aus den elementaren Lie-Worten eine
K-Basis fiir Fx x selbst gewinnen kann. Es sei weiterhin X eine n-elementige Menge.

Satz 1.45 (Poincaré, Birkhoff, Witt 1937, Formulierung in der freien Algebra)
Fiir alle ¢ € IN seien €;1,..., €, € Fx x mit fo = (€i1,-..,€in,). Dann ist

{eil,jl--~€z’m,jm | meN,(i1,j1) < ... < (im,jm)}

lex lex

eine K-Basis von Fi x. Insbesondere ist fiir alle ¢+ € IN

m
{eil,jl--.eim,jm |m €N, (i, 1) < ... < (im,jmez;:z}
lex lex —l

eine K-Basis von F x;.

Beweis. Nach 1.44 ist die Menge der elementaren Lie-Klammern eine K-Basis fiir die
freie Lie-Algebra Ly x in Fg x. Da Fg x die universelle Einhiillende von Ly x ist
[Reu93, Seite 6, Theorem 0.5], folgt die Behauptung aus dem Satz von Poincaré, Birkhoff
und Witt [Bah87, Seite 58]. O

Nun wollen wir die Elementarelemente in Gruppen betrachten:
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1 Grundlagen

Definition 1.46 Es sei G eine Gruppe mit n-elementigem Erzeugendensystem Y, etwa
Y ={y1,...,yn} Es bezeichne Fyx die freie Gruppe iiber X. Es sei « der durch z — x fiir
alle z € X definierte Homomorphismus des freien Magmas X ) in (Fx, (-, -)) (hierbei be-
zeichne (-, -) die Kommutatorbildung in Fx ). Weiter sei 8 der Gruppen-Epimorphismus
Fx — G der als Fortsetzung der Abbildung x; — y; fiir alle i € n, entsteht. Dann hei-
Ben die Bilder der Elementarelemente unter der Abbildung a3 : X(t) — Fx — G die
Elementarkommutatoren in G. Seien ¢ € IN und n;,e;1,...,¢€;,, wie in Definition 1.41.

Dann setzen wir
(’E?”B = (e,108, ..., ein,af) und E‘Ef’ = (’E?’id.
Wir ordnen jedem Elementarkommutator e

min {l(u) | u ist Elementarelement in X ua = e}

als Gewicht zu.

Beispiel 1.47 1. Ist G abelsch, Y = {y1,...,yn} ein Erzeugendensystem von G, so ist
(bei geeigneter Wahl der Reihenfolge) @?’6 = (y1,.-.,Yn) und QE?’B das Nulltupel
fir alle ¢ > 1, da jeder Kommutator in G trivial ist.

2. Wir betrachten die Quaternionengruppe Qs = {1, —1,7,—i,j, —j, k, —k} und wéh-
len n =2, X ={z,y} und {4, j} als Erzeugendensystem sowie 3 : F({z,y}) = Qs
als die epimorphe Fortsetzung von x + i, y — j wobei z < y in {z, y}(+) gelte.
Qg ist eine nilpotente Gruppe von der Klasse 2, also sind die Elementarkommuta-
toren vom Gewicht > 3 trivial. Weiter gilt

(yz)(af) = (y,2)B = (yB,xB) = (j,i) = (=j)(—i)ji = (ji)* = (=k)* = —1.
Damit ergibt sich
e’ = (i,5)
e = (-1)

und (’E?’B ist das Einstupel fiir alle ¢ > 2.

Ein Beweis der folgenden Aussage findet sich beispielsweise in [Hal76, Seite 175, Theo-
rem 11.2.4]. Weiterhin sei X eine n-elementige Menge.

Satz 1.48 Sei Fx die freie Gruppe iiber X.

Fiir alle 7 € IN seien €;1,...,€in, € Fx mit

@? = (€i1,...,€in;). Sei f € Fx, k € IN und Fx
Yi+1(Fx) das (k + 1)-te Glied der absteigenden

Zentralreihe. Dann gibt es eindeutig bestimmte Tk

a;; € Z fiir alle ¢ € k,und j € n; mit

E n; o (Ye+1€k,1) (Vi+1€k,ny,)
Yt (Fx)f = e (Fx) [T T i3
i=1j=1 Tk+1
Insbesondere gilt: Ist 8 : Fx — Fx/Vir1(Fx) {1}

die kanonische Projektion, so ist Q‘ES’B ein Z-
Basistupel fiir i (F) /vk+1(F) fur alle & € IN.
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1.4 Elementarkommutatoren und elementare Lie-Klammern

Korollar 1.48.1 Sei G eine nilpotente Gruppe der Klasse hochstens k, Y = {y1,...,yn}
ein Erzeugendensystem von G und 8 : Fx — G die homomorphe Fortsetzung der Abbil-
dung x; — y; fiir alle ¢ € n. Weiter seien €;1,...,€;,, € G mit @?’ﬁ = (€i1,...,€in,) fir
alle © € IN. Dann gilt

= HHe |Viek,jen:a;; €Z
i=1j5=1
Ist insbesondere G endlich, so folgt

k n;
Gl < T ] otei)-

i=1j=1

Beispiel 1.49 1. Wir betrachten das Beispiel 1.47, Teil 2. Dann gilt mit o(—1) = 2
und o(i) = 4 = o(y)

Qs = {i77(~1)" | @, 8 € {0,1,2,3},7 € {0.1}}.

AuBerdem ist |Qg| =8 < 32 =4-4-2. Diese Darstellung der Qg liefert damit keine
eindeutige Elementdarstellung.

2. Wir betrachten die Diedergruppe Dg der Ordnung 8 in der symmetrischen Gruppe
Sy mit der Erzeugermenge {(13), (12)(34)}. Sei 8 : F({z,y}) — Ds die epimorphe
Fortsetzung von z — (13), y — (12)(34) wobei z < 3 in {z,y}*) gelte. Dann ist

e = ((13), (12)(34)), €37 = ((13)(34))

und €27 ist das Nulltupel fiir alle i > 3. Es folgt

Dy = {(13)"((12)(39))"((13)(20))" | 0, 8,7 € (0,1}

mit 2 = 0((13)) = 0((12)(34)) = o((13)(24)). Es ist |Dg| = 8 = 23 und damit ist
hier die Elementdarstellung eindeutig.

Wir wollen nun den Zusammenhang der elementaren Lie-Worte und Elementarkom-
mutatoren (beziiglich %) in N betrachten.

Lemma 1.50 Sei 8 : Fx — (Pg x,*) die homomorphe Fortsetzung der Abbildung
x — x fiir alle x € X. Dann gilt fiir alle ¢ € IN

¢f = €2 it

“Wir verstehen die Anwendung von min auf das Tupel QE?’B komponentenweise.
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1 Grundlagen

Beweis. Fiir alle i € IN seien e;1,. .. ¢;,, € X mit QEZ(JF) = (€i1,---s€in;)-

Seien a1 : X = (Fr x,[-,]) und ag : X — (Fx, (-,-))

jeweils die homomorphe Fortsetzung von « — zx fiir alle () X P
x € X. Dann gilt fiir alle ¢ € IN KX
& = (ej1a1,. .., n,01) und Q2 Tmin
67
in 67Tmin = (ei,1a257‘-min> sy ei,niQQﬁWmin)-

Fy—— Prx

Wir zeigen nun induktiv nach ¢:
Vi €mng: e jon = € j0afBTmin
Sei 7 = 1 und j € ny. Dann existiert € X mit e; ; = 2 und es folgt
€101 = TQ] = T = TTyin = TBTmin = Ta2BTmin-

Sei nun i > 1 und j € n;. Dann existieren Elementarelemente f,g € X 1(f),1(g) < 1,
mit e;; = (fg). Es sind fasf, gasf und [foaof, gasf]« Elementarkommutatoren und
nach Induktionsvoraussetzung sind fosfBmmin und gaoBmmin elementare Lie-Klammern.
Damit ist auch [faofmTmin, ga28Tmin] €ine elementare Lie-Klammer und als solche nach
Satz 1.44 in einer Basis enthalten. Damit ist insbesondere | f 2B min, g2 Bmmin] 7 0 und
es folgt

(%) [fa2BTmin, gaoBmmin] = [faefB, g2 B]Tmin 1.22 [

Wir erhalten

fazf, 90526]*77111111-

eijor = (fg)oa
= [fahgal]

1=

. [fOQﬁﬂ-miny ga2577min]

—
*
R

[fa2/87 go‘Q/B]*ﬂ'min
(fa27ga2)67rmin
(fg)o‘Qﬁ'/Tmin

= ei,jOQ/BTrmin-

Korollar 1.50.1 Ist £ € N und 8 : Fx — (Nk xk, *) die homomorphe Fortsetzung der
Abbildung z — z fiir alle x € X, so gilt

¢f = e, fiiralle i € k.

Beispiel 1.51 Sei | X| =2, X = {z,y}, und die Reihenfolge der Elementarelemente in
X ) wie in Beispiel 1.40. Sei 3 wie in Korollar 1.50.1. Dann gilt

8§—2

(1(1)2% + pu(3)2") = == 2,

144 1
ng = g

¢f = (ly. =], 2], [[y, 2], ) und

@?ﬁﬂ'min = (Hyv JZ]*, x]*ﬂ'mim Hya .CC]*7 y]*ﬂ'min) é(C) (Hy7 x]? :C], Hyv 1’], y])

p
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1.5 FEindeutige Darstellungen in Gruppen

Wir wollen nun eine alternative Basis zu X=F fiir N angeben.

Lemma 1.52 Sei k& € N, X n-elementig und 3 : Fx — (Ng x,*) die homomorphe

6.8 _

Fortsetzung von x + z fiir alle x € X. Fiir alle ¢ € k sei €7 = (€i1,---s€in,). Wir

setzen fir alle 71 € k

B; = {eihﬁ e Clp i | T EIN,il,...,im e@,Vt Gﬂijt € Ny

lex lex

m
(i17j1) <...< (me]m)?ZZr :'L}
und B := U, B;. Dann ist B eine K-Basis von Nk x .

Beweis. Fiir alle i € n, ist B; € N’ und mit Korollar 1.50.1 ist nach Satz 1.45 B;m;
eine K-Basis fiir Ng xrm = Fk xm. Nach Lemma 1.31 ist dann B eine K-Basis von
N x k- O

Bemerkung 1.53 Sei p € P,/ € N und K = Z/p'Z. Sei k € N, X n-elementig und
e € Nk x 1 ein Elementarkommutator vom Gewicht 7 € k, sowie t € Sk.p) mit ¢ € I ;.
Dann ist o(e) = p'*t.

Insbesondere haben Elementarkommutatoren vom gleichen Gewicht die gleiche Ordnung.

Beweis. Nach Korollar 1.50.1 ist emmin eine elementare Lie-Klammer und damit nach
Satz 1.44 Element einer K-Basis. Damit ist o4 (emmin) = pl und nach Korollar 1.35.1 ist
o(e) = p!*t. O

1.5 Eindeutige Darstellungen in Gruppen
Es bezeichne & die Klasse der Gruppen. Es sei stets G € &.

Bezeichnungen 1.54 Fiir alle i € INg sei Z;(G) das i-te Glied der aufsteigenden Zen-
tralreihe (esist Zy(G) = {1g}) und fiir alle i € IN sei v;(G) das i-te Glied der absteigenden
Zentralreihe (es ist v1(G) = G). Ist in dem gegebenen Kontext G eindeutig bestimmt, so
schreiben wir auch Z; und ~;.
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1 Grundlagen

Definition 1.55

(a) Seien U,V < G. Wir nennen (U,V) eine Zerlegung
von G, falls UV = Gund U NV = {1} ist.

(b) Seien m € IN und Uy,..., U, < G. Wir nennen
(Ui, ..., Un) eine Zerlegung von G, falls [[", Ui = G
gilt, ngl U; fiir alle j € m, eine Untergruppe von G ist
und (szl U;,Uj41) fiir alle j € m — 1, eine Zerlegung
von Hfill U; ist.

Bemerkung 1.56 Seien m € N und Uy, ...,U,, < G. Dann sind dquivalent:
(i) IT% Ui = G und (U5, [ T2, 4 Ui) st fiir alle j € m, eine Zerlegung von [[;”  U;.
(i1) Um, ..., U1) ist eine Zerlegung in G.

Es tibertragen sich die folgenden Aussagen entsprechend.

Das folgende Lemma zeigt die Aquivalenz von einer Zerlegung einer Gruppe mit der
eindeutigen Darstellung ihrer Elemente.

Lemma 1.57 Seien m € IN und Uy, ..., U, < G. Fiir alle j € m, sei H; := ngl U; eine
Untergruppe von G. Dann sind dquivalent:

(i) (Uh,...,Uy) ist eine Zerlegung von H,.
i) Sind u;,v; € Y; fiir alle 1 € mymit [[2, w; = [[/~; vi, so folgt u; = v; fiir alle i € m,.
=1 =1
iii) Ist u; € UY; fiir alle i € m, mit [['", u; = 1g, so folgt u; = 1¢g fiir alle i € m,.
=1 g g

Beweis. (i) = (ii): Sei (Ui, ... ,Uy) eine Zerlegung von H,,. Wir setzen Hy := {1g}.
Seien w;,v; € U; fiir alle i € my mit [[7, u; = [[;~, v;. Gébe es t € m, maximal mit
ur # v, so folgte

t ¢ t—1 —1i
Hui:HUi :>utvt_1: <Hu1> HviEUtﬁHt_h
i=1 i=1

i=1 =1

da nach Voraussetzung H;_; eine Untergruppe von G ist. Nach (i) ist U N Hi—1 = {1g}
und somit folgte u; = vy, ein Widerspruch.

(ii) = (iii): Dies ist trivial.

(iii) = (i): Es gelte (iii). Sei t € m — 1, Sei us11 € H¢ NUpy1. Dann existieren w; € U; fiir
alle i € ¢, mit w41 = [['_, wi. Es folgt 1g = ([[i_; ui)u;rll. Mit (iii) folgt insbesondere
w1 = 1g, also Hy NUp1 = {1g}. Damit ist (U, ..., Uy,) eine Zerlegung von H,,. O
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1.5 FEindeutige Darstellungen in Gruppen

Wir werden nun sehen, unter welchen Voraussetzungen aus Zerlegungen von Fak-
torstiicken einer Gruppe eine Zerlegung der ganzen Gruppe konstruiert werden kann.

Satz 1.58 Sei k € N und {1g} = Ny <--- I N}, = G eine Subnormalreihe in G.
Fiir alle i € ky sei m; € N und U; 1, ... Ui m; < G, sodass

G=N}

}(Nk—luk,l7---7Nk—luk,mk)
eine Zerlegung von N;/N;_ ist. Fiir alle i € k,und j € m;; ¢

(Nicillii [ Ni—1, ..., Nicailhi g, JNi—1)

' Ni—1
sei :
1—1 my ‘Nl
- (e e o
r=1s=1 b
{1g}=M
Dann gilt: o

(a) Fiir alle ¢ € kund j € my ist H;pm, = N; und H; j = N1 ngl Ui .
(b) Fiir alle i € k;und j € my; ist H; ; eine Untergruppe von G.
(c) Gilt U ; N Nj—1 = {1g} fiir alle ¢ € k, und j € my, so ist
U, U, Ui my U, U my,)
eine Zerlegung von G.

Beweis. (a) Wir zeigen zunéchst H; ,,, = N; induktiv nach i. Dabei ist fiir ¢ = 1 nach
Voraussetzung (Ui 1, ...,U1m,) eine Zerlegung von N und damit

mi
Hl,ml = Hul,s = Nl-

s=1

Sei nun ¢ > 1. Dann gilt

Ni/Ni-1 or ﬁ (Nicili s /Ni—1) = (ﬂMlZ/{i,s> JNi—1 = N1 (ﬂ ui,s) JNi—1

s=1 s=1 s=1

mit N;—1 <N; und U, s < N;. Also ist

N N 1HU 3.8 — Hz 1,m;_ 11_iui,s:,Hi,mz"

s=1

Sei nun ¢ € k und j € m;. Dann gilt mit obigen Betrachtungen und Ho m, := {1g}
Def. J J
(S
H i — Hz 1,m;_1 Hui,s = M—l Hui7s-

(b) Seii € kund j € my. Es ist nach Voraussetzung H; j/N;—1 @ (Ni—1 ngl Ui s)Ni—1
eine Untergruppe von N;/N;_1 und damit ist H; ; Untergruppe von G.

(c) Es gelte U; ; N Nj—1 = {1g} fiir alle ¢ € k,und j € my. Es sei Hom, := {1g}.

Sei i € k,und j € my. Ist j = 1, so ist Hi—1,m, , NUix = {1g} zu zeigen. Dies gilt
nach Voraussetzung und (a). Sei nun j > 1. Dann ist ’H” 1NU;; ={lg} zu zelgen Sei
u € M;j—1 NU; ;. Dann existieren us € U; , fiir alle s € j — 1, mit Nj_ju = []I_ ./\/ 1Us.

Mit Lemma 1.57 folgt N;_ju = N;_1, also u € U; ; N N;_; vor. {1g}. O
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1 Grundlagen

Diesen Satz wenden wir nun auf die auf- oder absteigende Zentralreihe in einer endlich
erzeugten nilpotenten Gruppe an:

Korollar 1.58.1 Sei k € IN, G nilpotent von der Klasse k£ und endlich erzeugt.

Fiir alle 7 € k seien m; € IN und 2;1,...,2;m; € Z; mit
G=Z
m; °
Zi)Ziy = X Zicaz;). b= s
j=1
¢
. . . Zk71
Fiir alle ¢ € k und alle j € m; setzen wir :
Z
i—1 m, J *
o (1) [T i
i ¢
r=1s=1 = (16}=Zo
und
O, i o(zij) — 1, o(z;;) ist endlich .
Z sonst
Dann gilt:

(a) Fir alle ¢ € k und j € my ist Him, = Z; und H; j = Z;—1 Hg:1<zi,5>-
(b) Fiir alle i € k und j € my ist H; ; 1 G.
(c) Ist Zi—1 N (z ) = {1g} fiir alle i € k,und j € m; so gilt

k m;

HH Aig ’VZGJ,]ETTL :Ozm*EOm’

i=17j=1
und die Darstellung der Elemente von G in dieser Form ist eindeutig.

Beweis. {1} = Zy,...,Z; = G ist eine Normalreihe in G. Wir setzen U; j := (z; ;) fiir
alle i € k und j € m;. Dann ist fiir alle ¢ € &

(Zialhiy)Zivs .. Zi Al m; [ Zi—1)

eine Zerlegung von Z;/Z;_1. Damit folgt (a) aus Satz 1.58 (a), fiir alle i € k und alle
J € my ist H; ; eine Untergruppe von G und mit H; j/Z;—1 < Z;/Z; 1 = Z(G/Z;—1) folgt
Hij/Zi—1 ]G/ Z;—q, also H; ; 1G.

Gilt nun Z;_1 NU; ; = {1g} fiir alle i € k und j € my, so ist nach Satz 1.58 (c)

(U1, Ui, .. Ukm,)

eine Zerlegung von G. Damit folgt

k. m;
HHZ%J |\V/’L GJ,] Emy: Q5 € Oi,j
i=1j=1
und die Eindeutigkeit der Darstellung aus Lemma 1.57. O
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1.5 FEindeutige Darstellungen in Gruppen

Korollar 1.58.2 Sei k£ € IN, G nilpotent von der Klasse k& und endlich erzeugt.

Fiir alle i € k seien m; € N und g;1,. .., gim; € v mit
s G=m
Vil Vi1 = X (Yit18i)- }:x;;lmm,ﬁ
=1 )t
Y2
Fiir alle ¢ € k und alle j € my41—4 setzen wir :
Vi
i—1 Mey1—r J ¢
_ mE X
Hi,j = (H H <gk+1r,mk+1r+1s>> H<gk+17i,mk+1,i+175> }—Xj:1<9k,3>
r=1 s=1 s=1 o
{1g}=vk+1
und
O = o(gi;) — 1, o(gi;) ist endlich .
Z. sonst
Dann gilt:
(a) Fiir alle i € K und j € myq1—; ist
J
Himprr—i = Yer1—i und Hij = Yryo H<gk+1—i,mk+1_i+1—s>‘
s=1

(b) Fiir alle i € k,und j € myq 1 ist Hij JG.

(c) Ist vit1 N (gi;) = {1g} fiir alle ¢ € K, und j € my so gilt

k. m;
g= Hngag” |Viek,jemy: a;j €0y
i=1j=1

und die Darstellung der Elemente von G in dieser Form ist eindeutig.

(d) Es gilt m; < %Zd“ ,u(d)mli fiir alle 7 € k.

Beweis. {l1g} = Vk4t1,...,71 = G ist eine Normalreihe in G. Wir setzen U; j := (g; ;) fur
alle i € k, und j € my. Dann ist fiir alle ¢ € &,

(Vet2—illim; [ Vi42—is - - - s Vir2—ilhi 1 [ Vir2—i)

eine Zerlegung von 7i4+1—;/vVk+2—i- Damit folgt (a) aus Satz 1.58 (a), fiir alle i € k und
alle j € myy1—; ist H; ; eine Untergruppe von G und mit

Hij/ Ver2—i < Vit1—i/ Ver2—i < Z(G/Vhr2—i)

folgt Hij/Yk+2—i G/ Vkra—i, also H;; 1G.
Gilt nun v;41 NU; j = {1g} fiir alle i € k, und j € my, so ist nach Satz 1.58 (c)

(Uneymp Uy —15 - - - U 1 U—1my, 45 -~ ULT)
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1 Grundlagen

eine Zerlegung von G. Da G = {g~! | g € G} ist, folgt damit

k m;

HHga” |Viek,jemy: a;j €0y

i=17=1

und die Eindeutigkeit der Darstellung aus Lemma 1.57.

(d) Sei n := mi, X eine n-elementige Menge, X = {z1,...,z,}, Fx die freie Gruppe
iiber X und ¢ : Fx — G die homomorphe Fortsetzung der Abbildung z; — g1 ; fiir alle
Jj €n. Firallei € K und j € ny sei e; j € G mit

66,@ — (ei,la C ,ei,ni)‘

Nach Satz 1.48 ist dann {v;11€;; | j € ny} fiir alle i € k ein Erzeugendensystem von

vi/Vi+1 und damit folgt m; < n; = %zd‘iu(d)mf nach Satz 1.44. O

Beispiel 1.59 Wir greifen das Beispiel 1.49 wieder auf.
1. Wir betrachten Qg = (i, 7). Dann ist

Z:=2Z1=7=(-1) Qs

und {Zi, Zj} ist ein Erzeugendensystem von Qg/Z.
Damit ist

Qs = {i*7(-1)" | 0,8 € {0,1,2,3},7 € {0,1}}.

Es gilt jedoch Z N (i) = Z = Z N (j). Damit ist die
Voraussetzung von Korollar 1.58.2 (c) nicht erfiillt. {1}
Hier liegt auch keine Eindeutigkeit der Darstellung
vor, wie wir bereits in Beispiel 1.49 gesehen haben.

@) (4

2. Wir betrachten nun die Gruppe

Dy = ((13), (12)(34)).
Dann ist Z = Z; = 72 = ((13)(24))

D
und {Z(13),2(12)(34)} ist ein Erzeu- \
gendensystem von Dg/Z. Damit ist ((1234))
Ds = {(13)7((12)(34))°((13)(24))"
| o, 8,7 €{0,1}}. ((12)(34)) ((13))
Mit |Dg| = 8 = 23 folgt sofort die Ein- {1}

deutigkeit der Darstellung im Sinne von
Korollar 1.58.1 (c¢) und 1.58.2 (c). Dieses
haben wir auch in Beispiel 1.49 bereits
gesehen.
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1.5 FEindeutige Darstellungen in Gruppen

Wihlen wir statt (12)(34) das Element (1234) als zweiten Erzeuger, so erhalten
wir

Dg = {(13)0‘(1234)5((13)(24))7 | a,v € {0,1}, 8 € {0, 1,2,3}}.

In diesem Fall liegt wegen |Dg| = 8 < 16 = 22-4 keine Eindeutigkeit der Darstellung
vor, wie sich auch mit (1234)% = (13)(24) sofort einsehen lisst.
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2 Die Gruppe quasireguldrer Elemente in
der duBBeren Algebra und in der
Potenzreihenalgebra

In diesem Kapitel betrachten wir die *-Gruppe in konkret gegebenen K-Algebren.
Dabei betrachten wir die dufleren Algebra und die Potenzreihenalgebra.

Es sei K stets ein kommutativer unitérer Ring.

2.1 Die auBere Algebra

Wir wollen nun die *-Gruppe des Jacobson-Radikals der dufleren Algebra betrachten.
Diese ist — im Verhéltnis zu (Ng x i, *) — leicht zu beschreiben. Da das Jacobson-Radikal
der duBleren Algebra nilpotent ist, ist es epimorphes Bild von N x . fiir geeignetes & € IN
und somit kénnen wir aus den Aussagen iiber diese Gruppe Riickschliisse auf (N x , *)
ziehen.

Es sei in diesem Abschnitt n € IN und X eine n-elementige Menge, X = {z1,...,z,}.
Es bezeichne A (X) die (bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte) duflere Algebra iiber
dem K-Raum der K-Linearkombinationen iiber X. Zur Definition der dufleren Alge-
bra siehe [Bou74, Seite 507, Definition 1]. Wir bezeichnen mit A die Multiplikation auf

A (X).
Beweise der folgenden Aussagen findet sich in [Bou74, Chapter III, §7].
Definition und Lemma 2.1 Es gilt fiir alle ¢, € n,
z; Nx; =0, TiNT; = —x; Nxj
und Ag (X) ist ein freier K-Raum mit Basis

B:{l'“/\/\lflm ’meﬁ(]’ Zlaalm€@a21<<zm}

Bezeichnungen 2.2 Fiir alle b € B sei m, : Ag(X) — (b)x die Projektion beziiglich
A (X) = B cplc) k. Fiir alle j € nyg sei

Bj ::{xil/\-~/\xij]i1,...,ij E@,i1<~-'<ij} und AJK(X) ::<Bj>K.
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2 AuBere Algebra und Potenzreihenalgebra

Dann ist (Ag((X ))jen, €ine Graduierung von Ax (X) und wir bezeichnen fiir alle j € ng
die Projektion beziiglich dieser Zerlegung mit 7; : A (X) — A% (X) . Wir setzen

Gy = @ A][‘((X), G:= @ A]I'((X) und

j€ny.j gerade j€n,j gerade

U= P rX).

J€Emny,j ungerade

Dann ist Ax(X) = G1 @ U. Wir bezeichnen mit 7g, und 7y die jeweiligen Projektionen.
Es ist

J=GaU=r(X)

JEN

das Jacobson-Radikal von Ag (X). Insbesondere ist also (J, *) eine Gruppe. Wir bezeich-
nen mit wg die Projektion auf G beziiglich J = G @ U.
Es ist

Bg, = U Bj beziehungsweise Bg := U B;
j€Q072|j j€E72‘j

eine K-Basis von G beziehungsweise G und

By:= |J B
J€mn, 2tj

eine K-Basis von U.

Beispiel 2.3 Sei n =3 und X = {z1,x2,23}. Dann ist

By = {1r,x)}s Br = {x1, 22,23}, B2 = {z1 A 22,71 A 3,22 A 23} und
B3 = {Il N x2 N\ 1'3},

das heifit Ax(X) ist vom Rang 8 und
J=GopU= <BQ>K€9<31U33>K
ist vom Rang 7. Es gilt

T3 NX1 NZyg=—x1 Nx3 NTog =21 N\ T2 N\ X3.

Bemerkung 2.4 Scien a,c € Ag(X), b€ B, g,h € G1, g € G, u,v € U und m € IN.
Dann gilt

(a) bAL=0,
(b) gAh=hANgeGiund gA g€ G,

(c) ghu=ungeU,
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2.1 Die duBere Algebra

alNc=cNa+2ary A cmy,

la,c] = 2amy A emy,

)
)
)
g) a™ =", (") (amg,)" A (amy)™ " = (amg,)™ + m(ang,)™ ' A any,
) axc=cxa+ 2amy A ey,

)

)

Beweis. (a), (b), (¢c) und (d) folgen direkt aus der Definition von B, G, G und U.
(e) Es gilt

ahNc = (amg, +army) A (erg, + cmy)

artg, N\ cmg, + ang, AN cmy + amy A emg, + amy A ey
(b),

—~

c),(d
= @ cng, N arg, + cng, N any + ey A amg, — ¢y A amy

—

= c\a—+2amy A cmy.

(f) ist direkte Folgerung von (e).
(g) Da nach (c) arg, und amy miteinander kommutieren, folgt

a™ = (arg, +amy)™

= Z( > ang,)' A (ary)™™

d
= (amg,)™ 4+ m(ang,)" ' A amy.

—~
N

(h) Es ist

a*c:a+c+a/\c(:e)c+a+c/\a+2a7rU/\c7TU:c*a+2a7TU/\c7rU.

(i) Sei a € J. Dann ist a”™! = 0 und es folgt mit Lemma 1.2 (c)

a” = Z —a)i @ Z ((amg)" +i(amg) ™' Aamy).

=1

(j) Nach Lemma 1.11 (b) gilt

[, v]x = [u,v] + Z(—l)iZuj AN [, vl
i=1 =0
@ [u, v] +u A [u,v] + v A [u,v] + u A v A Ju, vl

£
O [u, V] F 2w A uAv —v Ay Au—u A AvAu)

= [u,v].
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2 AuBere Algebra und Potenzreihenalgebra

Mit Hilfe dieser Rechenregeln wollen wir nun das Zentrum von Ax(X) und J unter-
suchen.

Lemma 2.5 (a) Es gilt G1 + A% (X) € Z(Ag(X)) und G + A% (X) C Z(J).

(b) Sowohl Z(Ag (X)) = G1+ AL (X) als auch Z(J) = G+ A’ (X) gelten genau dann,
wenn n = 1 oder 2 kein Nullteiler in K ist.

(¢) (G, ) ist ein Normalteiler von (J, *).

Beweis. (a) Nach Bemerkung 2.4 (b) und (c) ist G; in Z(Ag (X)) enthalten. Aulerdem
gilt fiir alle a € A% (X) und b € Ag(X)

aANb=aANbrg=brgANa=>bAa,
also ist auch A% (X) C Z(Ak(X)). Es folgt
G1+ Ay (X) CZ(Ag(X)) und G+ Ai(X) CZ(Ax(X))NJ =Z(J).

(b) Fiir n =1 gilt Z(Ag(X)) = Ax(X) =G1+ AL(X) und Z(J) = J = G+ AL (X).
Sei 2 kein Nullteiler in K und n > 1. Es gilt fiir alle z € X und a € Ag(X) mit
Bemerkung 2.4 (f)

[a,z] = 2amy A x.

Sei nun a € Ag(X)\ (G + A% (X)). Dann existiert ein j € n — 1, ungerade mit am; # 0.
Sei b € Bj mit am, # 0. Da j < n ist, existiert x € X derart, dass = nicht in der
Produktdarstellung von b vorkommt. Sei z € X mit dieser Eigenschaft gewéhlt und sei
c€ BjriN{bAz,—bAx}. Dann ist

(2amy A x)me = 2 (amp) Az # 0,
———
£0
da 2 kein Nullteiler in K ist. Damit ist a ¢ Z(Ag(X)). Es folgt Z(Ag (X)) = G1+A%(X)
und Z(J) = Z(Ag(X))NJ =G+ A} (X).
Sei nun 2 ein Nullteiler in K und n > 1. Sei a € K \ {0} mit 2 = 0. Dann gilt fiir alle
i,JjEN
[ax;, xj] 24D 20y Ny =0,

also ist ax; € Z(Ak (X)) \ G1 + A (X) fir alle i € n,.
(c) Nach Bemerkung 2.4 (b) und (i) ist (G, ) eine Gruppe, die nach (a) im Zentrum
liegt. Also ist (G, *) Normalteiler. O

In Bemerkung 1.3 (d) haben wir gesehen, dass jedes Ideal ein *-Normalteiler ist. Hier
sehen wir nun, dass die Umkehrung im Allgemeinen falsch ist: Ist n > 3, so ist G kein
Ideal von J, da x1 Axzg € G aber 21 Axg Axg € G gilt. Nach Lemma 2.5 (¢) ist G jedoch
ein *x-Normalteiler.

Die folgenden Beobachtungen benétigen wir zur Bestimmung der Kommutatorunter-

gruppe.
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2.1 Die duBere Algebra

Bemerkung 2.6 Fiir alle a € Ax(X) gilt a? € 2Ax(X).
Beweis. Sei a € Ag(X). Es gilt
2.4
a’® = (ame, + amy)? 4e) (awG1)2 + 2amg, N\ amy .
—_———

€2Ax (X)

Sei ap, € K fiir alle b € B, mit arg, = > cp, apb. Weiter sei < eine totale Ordnung
1
auf Bg,. Dann gilt mit b A b = 0 fiir alle b € Bg,:

(amg,)? = Z apach N e = Zabac(b/\c—i— cAb) = QZabaCb/\ c € 2Ak(X).

b7c€BG1 b<c —bAc b<c

Lemma 2.7 Fiir alle a,b € J ist [a,b]« € G.
Beweis. Wegen ang, brg € Z(J) ist [a,b] = [any, bry] € G. Zudem gilt fiir alle i € I

a’ A a, b] 24e) (am@)" A lamy, bry) +i(arg) ™ A any A lamy, bry]

EE =0, da ary Aary =0
Ebenso gilt auch b’ A [a,b] € G fiir alle i € IN. Es folgt fiir alle i, j € IN

a' AV Aa,b] = ' A (brg) A lamy, bry] = (brg)’ A d A lamy, bry)
= (brg)’ A (am@)' A lamy, by € G

und damit
1.11(b) k . ‘ . .
[a,bl, =" |a,b]+ (—1)" E a’ N7 Aa,b] € G.
M =1 j=0
eG e

Korollar 2.7.1 Fiir die Kommutatoruntergruppe J’ von (J, %) gilt J' C 2G.

Beweis. Offenbar ist (2G, %) eine Untergruppe von J und fiir alle a,b € J gilt mit
Lemma 2.7 und Bemerkung 2.4 (f)

k i
fa, b " [, + S0 (=1 S AV A fa,b] €20 G = 26
i—1 =0

Nun konnen wir die Kommutatoruntergruppe in (J, *) bestimmen.
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2 AuBere Algebra und Potenzreihenalgebra

Satz 2.8 Es gilt J' = 2G.

Beweis. Nach Korollar 2.7.1 ist J' C 2G.

Ist n =1, so ist (J, %) abelsch und J' = {0} = G = 2G.

Sei n > 1 und k ein additives Erzeugendensystem von K. Sei Y eine (g)—elementige
Menge (insbesondere ist Y nichtleer) und I := 2Nk y,,. Dann ist I ein Ideal von Nk y,
und B = 2Y=" ist ein K-Erzeugendensystem von I und enthilt mit 2Y =% ein K-
Erzeugendensystem von N y,m NI fiir alle ¢ € IN. Nach Lemma 1.32 ist 2kYS" ein
*-FErzeugendensystem von I.

Sei ¢ : Y — By eine Bijektion und ¢ : Ngy, — G die Fortsetzung von ¢ zu einem
K-Algebren-Homomorphismus. Da (Ba)gx = G ist, ist ¢ surjektiv. Es folgt

26 = 2(Ni,ynp) = 2Nkyn)p = Ip = (2kY <) = (26(Y<"0)). = (26 Bc)a.

Damit ist 26Bg ein *-FErzeugendensystem von 2G. Sei b € Bg, ¢ € k. Dann gibt es
y € By, z € X mit b=y A z. Es folgt mit Bemerkung 2.4 (j)

2ch = 2cy Az = [cy, 2] = [ey, 2]« € J'.

Damit gilt die Behauptung. O

®J
Korollar 2.8.1 (a) Ist n =1 oder char K = 2, so ist

(J, %) abelsch. ®Z(J) D G+ A%L(X)
(b) Ist n > 1 und char K # 2, so ist (J,*) nilpotent

von der Klasse 2 und es gilt J' = Z(.J) genau dann,
wenn n gerade und 2 eine Einheit in K ist.

®J =2G

{0}

Beweis. (a) Ist n = 1 oder char K = 2, so ist J' = 2G = {0} nach Satz 2.8. Damit ist
(J, %) abelsch.

(b) Sei n > 1 und char K # 2. Dann ist J' = 2G # {0} nach Satz 2.8, also ist (J, *)
nicht abelsch. Zudem ist J' = 2G C G+ AL (X) = Z(J), also ist (J, *) von Klasse 2. Ist
n ungerade, so ist A% (X) € Z(J)\ J' nach Lemma 2.5 (a), also Z(J) # J'. Ist n gerade
und 2 keine Einheit in K, so ist 21 Aze € Z(J)\ J' nach Lemma 2.5 (a), also Z(J) # J'.
Ist n gerade und 2 eine Einheit in K, so ist 2 insbesondere kein Nullteiler in K und es

folgt J' =2G = G = G+ A} (X) = Z(J) mit Lemma 2.5 (b). O
J
°
Korollar 2.8.2 Es gelte (K, +) = (Z™,+) fiir ein }%’ 7 X - X1
m € IN. Dann ist J/G frei abelsch und ®(J) = J'. oG
Genauer gilt }§ Co X+ %xCy
)
JIG2Zx---xZ und G/J =Cyx--xCo. J'=2G =(J)
[ J

{0}
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2.1 Die duBere Algebra

Beweis. Da (K, +) endlich erzeugt ist, ist nach Korollar 1.32.2 auch (Ng x ,*) endlich
erzeugt. Da J epimorphes Bild von Nk x ,, ist, ist damit auch (J, x) endlich erzeugt. Nach
dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen geniigt es also fiir alle Elemente
axJ € J/J zu zeigen, dass sie von Ordnung 1, 2 oder von unendlicher Ordnung sind.
Sei also a € J\ J'.

Gibt es s € IN mit a®) € G, so folgt

9N~ (5,24 N (8 i i—1
a()_z<i>a = Z(z) (amq)' +ilamg)'™ Namy | € G

=1 €G eU

= Z <§>z’(a7rg)i_1 Nary € GNU = {0}.
i=1

=:b
Es folgt
0 = bm; = sam und damit am; = 0.
Sei j € n, ungerade und induktiv gelte am; = 0 fiir alle ¢ € j, ¢ ungerade. Dann folgt

LV

0= b7rj+2 = <i> a7rj+2 und damit a7rj+2 =0.

Also ist in diesem Fall a € G.
Damit folgt a € G oder a* G € J/G ist von unendlicher Ordnung. Insbesondere ist J/G
frei abelsch. Ist a € G, so folgt mit Bemerkung 2.6

a® =2a+d>eGn2J=2G=J,
das heiit, a * J' von Ordnung 2. Es folgt
J)J =Cyx - xCoxZx-- X7,

und da die Frattini-Untergruppe von Coy X -+ X Co X Z X --- X 7, trivial ist, folgt die
Behauptung. O

Wir wollen nun die Beschreibung der Kommutatoruntergruppe in J auf Ng x i an-
wenden.

Bemerkung 2.9 Sind n,k > 3 und char K # 2, so ist die Kommutatoruntergruppe in
Ng n i kein Ideal von N p k.

Beweis. Seichar K # 2. Sei X dreielementig, X = {z,y, z}. Dann ist 2z Ay € 2G = J,
aber 2z Ay) ANz =2z AyAz ¢ J'. Damit ist J' kein Ideal von J.

Seien nun n,k > 3. Dann ist J epimorphes Bild von Nk, ;. Wére die Kommutator-
untergruppe in Nk, i, ein Ideal, so wire auch J' ein Ideal von J, ein Widerspruch. O
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2 AuBere Algebra und Potenzreihenalgebra

2.2 Die Potenzreihenalgebra

Wir wollen uns nun mit der *-Gruppe der Potenzreihenalgebra Py x beschéftigen. Da-
bei werden wir die Aussage des Satzes von Magnus (Satz 1.23) verallgemeinern, uns mit
der Berechnung der Koeffizienten von *-Inversen in P in der Basisdarstellung beziiglich
X T beschiftigen und die so gewonnenen Aussagen zahlentheoretisch deuten.

In diesem Abschnitt sei stets X eine nichtleere Menge und p eine Primzahl.

Die folgenden Aussagen finden sich bereits in Abschnitt 1.3.

Wiederholung 2.10 (P, x) ist eine Gruppe und fiir alle a € P und m € N ist

m

a<>:§;<i>a und o )—ZH)( z, )

=1 €N

Ist | X| > 1, soist Z(P) = {0}. AuBlerdem ist {Pm; | i € IN} eine Graduierung von P.
Fiir alle ¢ € IN nennen wir die Elemente von P7; homogen vom Grad i.
Die von X beziiglich * in Pz x erzeugte Gruppe ist frei iiber X.

Lemma 2.11 Fiir alle i € N ist ;(P) C P’. Insbesondere ist (P, *) residuell nilpotent.

Beweis. Nach Lemma 1.11 (a) gilt fiir alle a,b € P

[a,0)s = (1 +a)" (1 4 b)"[a, b]
=(1+a )(1+b)[a,b]
=la,b] +a [a,b] + b [a,b] +a b [a,b]

und daraus folgt mit Bemerkung 1.27
L([a, bl+) = L([a,b]) = L(a) + L(b).

Es folgt 72(P) € P? und induktiv ~;(P) C P fiir alle 4 € IN. Damit ist
(N (P) € () P ={0}.
i€lN €N

O]

Wir werden in der Folge sehen, dass die von X beziiglich * in Pk x erzeugte Gruppe,
unabhéngig vom gewahlten Grundring, frei iiber X ist. Dafiir betrachten wir zunéchst
die Elementordnungen in (P, x). Wir werden sehen, dass es unabhéngig von der Wahl des
Grundringes Elemente unendlicher Ordnung in (P, %) gibt. Ist die Charakteristik # 0, so
treten auch Elemente endlicher Ordnung in (P, %) auf.

Bemerkung 2.12 (a) Fiir alle f € X ist f von unendlicher Ordnung in (Pg x, ).
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2.2 Die Potenzreihenalgebra

C

(b) Ist 0 # char K =: c und [ € N mit p' | ¢, so gilt 0( 1a) | p fiir alle a € Pk x.

pl

Beweis. (a) Sei f € Xt und m € IN. Dann gilt

F Ly = (Z (T) f’) Tmr() = f # 0.

=1

Damit ist f(™) #£ 0.
(b) Sei nun 0 # char K =: ¢, I € N mit p' | ¢ und a € P. Dann gilt

@ 7 ! i
c D c ;
()50 ()
. l pl ¢\’
VlE&:c‘(i)<pll> .

Daraus folgt direkt die Behauptung.
Sei i € &l Sei s € Ng und 7 € IN mit p {7 und i = p’r. Dann gilt mit Lemma 1.15

<p ) = <p,>p’ und damit
pSr /)

Pl i C i_ pl c '

i p pl - i plfl :

Wir zeigen nun

S

pl ‘ pl—l—(psr—s) _ pl—spp r_ pl—spi

1 C
pl

C=D

Bemerkung 2.13 Sei K = (1x)z der Primring von K. Dann ist (X), als Untergruppe
von P in Py enthalten.

Beweis. Aus den Darstellungen von ("™ und z(—™) wie sie in Wiederholung 2.10 stehen
folgt 2™, z(-m) ¢ Pp fiir alle x € X und m € IN und damit die Behauptung. O

Wir zeigen nun die Verallgemeinerung des Satzes von Magnus.

Satz 2.14 Die Untergruppe (X). von (Pk x,*) ist frei iber X.

Beweis. Nach Bemerkung 2.13 koénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass K ein Faktorring
von 7 ist.

Wie betrachten zunichst den Fall, dass K nullteilerfrei ist, also K = Z oder K = Z/qZ
fiir eine Primzahl ¢q. Seien I € N, y1,...,y € X mit y; # y;41 fir alle s € [ — 1, und
21,...,21 € Z\ {0}. Sei

a:= X ygzi).

i=1
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2 AuBere Algebra und Potenzreihenalgebra

Wir zeigen a # 0. Die Freiheit iiber X folgt dann mit [LS77, Seite 4, Proposition 1.9].
Fiir alle ¢ € [, sei m; := L(ygzi)) (es ist m; € IN nach Bemerkung 2.12 (a)). Es gibt fiir
alle i € [ ein o; € K\ {Ox} mit ygzi)wmi = a;y;"". Wir setzen f := H§:1 yte XT.
Dann gilt

I I
. 1.2 (d .
amz(f_“lyz( )>7Tf :()<||yz( )>7Tf
i=1
I !

!

= [T ) = TTeiy™) = (H ai> f#0.
i=1 i=1 i=1

Es folgt a # 0.

Sei nun ¢ € Ny und K = Z/cZ. Sei g € P mit q | c. Seien

e Prx = Pziezx wd g Pziez x — Prqz.x

die durch die kanonischen Ring-Epimorphismen Z — Z/cZ und Z/cZ — 7Z./qZ in-
duzierten Epimorphismen. Dann ist x¢. = = und zp, = x fiir alle x € X. Es folgt
(X)spe = (X)s und (X),pq = (X)«. Wir erhalten also:

P ®
Pepg: (X)s = (X)u = (X)s
—— —— ——
<Pz x <Pz,cz,x <Pz,qz,x

ist nach (a) ein Epimorphismus einer iiber X freien Gruppe auf eine iiber X freie Gruppe.
Ist nun X endlich, so ist (X). in Pz x als endlich erzeugte freie Gruppe hopfsch® [LS77,
Seite 14, Proposition 3.5], also folgt, dass ¢.p, und damit auch ¢., ¢, Isomorphismen
sind. Damit ist auch (X). in Pz/.z x frei iiber X.

Ist nun X unendlich und f € Kern ¢¢|(xy,, so existiert Y C X, Y endlich, mit f € (Y)..
Dann ist nach vorherigen Betrachtungen ¢y, injektiv und es folgt

[ € Kern ¢¢|xy, N(Y)« = Kern ¢y, = {0}

Damit ist f = 0 und ¢¢|(xy, ein Isomorphismus. Also ist auch in diesem Fall (X). in
Pzcz,x frei iiber X. O

Korollar 2.14.1 Es gilt
(X)« NpPz = {0}.

Beweis. Sei ¢ : Pz — Pz,7 die lineare Fortsetzung von f — f fiir alle f € X *. Dann
ist ¢ ein Ring-Homomorphismus. Nach Definition ist ¢|(x), surjektiv auf (X).. Ist X
endlich, so bildet ¢|xy, nach Satz 2.14 eine freie Gruppe vom Rang |X| auf eine freie
Gruppe vom Rang |X| ab. Da endlich erzeugte freie Gruppen hopfsch sind, ist somit
¢|(x), ein Isomorphismus. Ist nun X unendlich, so folgt aus dem vorherigen Fall wie im
Beweis zu Satz 2.14, dass ¢)(x), ein Isomorphismus ist. Damit folgt

{0} = Kern ¢y (x), = (X)« NKern ¢ = pPz N (X)..

Eine Cruppe G heiit hopfsch, wenn G % G/N fiir alle N <G, N # {1} gilt.
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2.2 Die Potenzreihenalgebra

Wir sehen also in Satz 2.14, dass die Gruppen (X ), innerhalb der Potenzreihenalgebren
Pz, und Pz 7 isomorph sind. Dies kénnen wir im Falle der frei nilpotenten Algebra schon
deshalb nicht erwarten, da zumindest fiir endliche Mengen X die Gruppe (X), < Ny
unendlich ist, Nz /.7 jedoch nicht.

Wir wollen nun die Frage untersuchen, wie man zu beziiglich der Basis X gegebenem
a € P das Inverse a~ in der Basisdarstellung durch X berechnet. Dazu betrachten wir
zunéchst, wie sich der Grundring K auf das Rechnen in P auswirkt.

Bemerkung 2.15 Sei K nullteilerfrei. Sind a,b € P\ {0} homogen, so ist ab € P\ {0}
homogen.

Beweis. Seien a,b € P\ {0}, i,j € N, und @ homogen vom Grad i, b homogen vom
Grad j. Dann ist ab homogen vom Grad ¢ 4+ j, also Linearkombination von Elementen
aus X—"*J, welche eindeutig als Produkt von Elementen aus X~ und X~/ geschrieben
werden konnen. Die Behauptung folgt aus der Nullteilerfreiheit. O

Korollar 2.15.1 Ist (K, +) torsionsfrei oder K ein Kérper der Charakteristik p, so ist
(P, *) torsionsfrei.

Beweis. Seia € P\ {0} und m € IN.
Ist (K, +) torsionsfrei, so folgt

m 1.2 (e
CL( )WL(a) :( ) (ma)TrL(a) = m(aﬂL(a)) 75 0,

also ist a(™ £ 0.

Sei nun K ein Korper der Charakteristik p. Dann ist insbesondere K nullteilerfrei und
es gilt b® = b mit Lemma 1.2 (e) und Lemma 1.15 fiir alle b € P. Seien nun 4, j € Ny,
Jj <pmit m=1p+j.

Ist j # 0, so folgt

A\ P . . )
oM = ((a(z)) * a(a)) Ty = a9 ) = (ja)mp@) # 0.

Sei j = 0. Dann gibt es | € IN maximal mit p' | m, etwa m = pl- s mit p 1 s. Dann gilt
wieder mit Lemma 1.2 (¢) und Lemma 1.15

P 1 215
a(m)wpz,L(a) = ((a(5)> )sz,L(a) = ((sa) WL(a))p # 0.

Korollar 2.15.2 Ist K nullteilerfrei, so ist Q(F') = {0}. In F ist also kein Element # 0
quasiregulér.

Beweis. Seien a,b € F'\ {0} und 4, j € IN maximal mit am; # 0 und brr; # 0. Dann gilt

~2.15
(a*b)mﬂ-:d-b;«éo. O
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2 AuBere Algebra und Potenzreihenalgebra

Wir sehen also, dass im Falle eines nullteilerfreien Ringes zu jedem a € F'\ {0} das
Inverse a™ nicht in F liegt. Wir werden spéter sehen, dass es Elemente in P\ F' gibt,
deren Inverses wieder in P\ F liegt. Ist K jedoch nicht nullteilerfrei, so ist die Aussage
von Korollar 2.15.2 im Allgemeinen falsch; beispielsweise gilt in Pz 7 fiir alle z € X

(22)? = 22 + 2z + (22)% = 4z + 42% = 0.
Von nun an sei X endlich.

Definition 2.16 Ist s € IN und sind g1,...,9s, f € X mit g1...g9s = f, so heiit das
Tupel (g1, ...,9gs) eine Zerlegung von f und wir schreiben (g1,...,9s) F f.
Es sei eine Ordnung < auf X gegeben, welche wir folgendermafien zu einer totalen
Ordnung < auf X fortsetzen:
Vige X f<g:e U(f) <Ug) VI =9 f <y

exr

Dabei bezeichne < die von der Ordnung auf X induzierte lexikographische Ordnung
lex

von XT. Es sei € X das beziiglich dieser Ordnung kleinste Element von X .

Definition 2.17 Wir definieren rekursiv (beziiglich obiger Ordnung) fiir alle g € X+
Polynome f, € K[ty,...,t,4] durch

Jo=—tz und f;=-— Z tgi oo — tg-

(91,92)Fg
Im Fall | X| =1, etwa X = {2}, setzen wir f; := f, fiir alle i € IN.

Lemma 2.18 Seia € P, etwa a = dex+ agg. Dann gilt

a” = Z foloz, ..., a4)g.

geX Tt
Beweis. Seien ay € K fiir alle ¢ € X mit a= = > 4 ayg. Dann gilt fiir alle
ge Xt
0= (axa )mg=|ay+a, + Z Qg 0y, | g
(91.92)Fg
=0=a5+a, + Z Qg g,
(91.92)Fg
(%) Sa, =— Z Qg 0y, — Qg
(91,92)Fg

Es folgt a; = —a, = fz(ay) und
_ _ LV.
ay =— Z agay, —ag = | - Z tg fgo —tg | (s s ag) = folag, ..., aq)

(91,92)Fg (91,92)Fg

induktiv aus (%) O
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2.2 Die Potenzreihenalgebra

Korollar 2.18.1 Es gilt

1 1=1

0 sonst

fi((1,1,...,1)):{(;1 i;slt und fi((—l,l,—l,...,(—l)i)):{

Beweis. Wir betrachten (—z)~ = Y, 2" bezichungsweise 2~ = >, (—2)". O

Lemma 2.19 Fiir alle g € Xt gilt
I(g)
Fo=D (17 Y gy,

s=1 (g1,---,95)Fg

Beweis. Wir beweisen dies mittels Induktion nach g.
Ist g = z, so gilt

U(g)
= Z(—l)s Z tg, Z tgy g, [ — g
s=2

giext (925-,95)E(XT)* 1
(91,--,95)Fg
i(g)=l(g1)
== >ty | D =1 D a1
geXT s=1 (hi,....hs)ER
gih=g
LV.
= = Z tg fn —tg
(gl7h)’:g
= fg-

Wir haben im Fall eines nullteilerfreien Ringes in Korollar 2.15.2 bereits gesehen, dass
Inverse zu Elementen aus F'\ {0} nicht wieder in F' liegen kénnen. Nun koénnen wir
genauer bestimmen, in welchen ,, Abstdnden“ Koeffizienten # 0 in der Basisdarstellung
des Inversen beziiglich X auftreten miissen.
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2 AuBere Algebra und Potenzreihenalgebra

Bemerkung 2.20 Sei K nullteilerfrei. Sei a € F'\ {0}, a = E?:x apf wobei h € X
maximal mit aj # 0 gewédhlt sei. Weiter sei a™ = ) fex+ 0y f. Dann gilt

Vge Xt3ge Xt |i(g) —U@I<i(h) A aj #0.

Das heifit, das Doppelte der Lange des groiten Summanden A ist eine obere Schranke fiir
die Absténde der Lange, in welchen bei dem Inversen von a ein Koeffizient # 0 auftreten
muss.

Beweis. Seigc XT.

Falls g < h ist, wihlen wir § := min{f € X | ay # 0}. Dann sind ¢,§ < h und damit
l(g) — ()] < U(h) und es gilt a; = —ag # 0.

Sei nun g > h. Annahme: Es ist oy = 0 fiir alle g € X+ mit |I(g) — 1(7)] < I(h).

Sei b € X mit I(b) = I(g) + I(h) und seien by, by € X mit by < h und b = byby. Dann
gilt

1(b2) = 1(b) — 1(b1) = U(b) — I(h) =(g)

und damit 0 < I(b2) — I(g) < I(b) —I(g) = I(h), also ist nach Annahme «, = 0. Wir
erhalten

_ 218 _
o = Qgy...,Qp) = — « « — o =0.
b fb( T b) ( Z:)H) al as a
a1,a2 [=0 fiir alle a1 > h] [=0 fiir alle a1 < h] =0
Somit ist induktiv o, = 0 fiir alle b > g, ein Widerspruch zu Korollar 2.15.2. O

Korollar 2.20.1 Sei K nullteilerfrei. Ist a € P, a = Zf€X+ ayf, mit

Vne N eNVfe XT: I<I(f)<l+n=a;=0,
so gilt a= & F.
Damit erhalten wir, dass jedes Element in Px mit nullteilerfreiem K, bei dem die An-
zahl der aufeinanderfolgenden homogenen Komponenten, die Null sind, nicht beschrénkt

ist, kein Inverses in Fi hat. Somit gibt es Elemente a € Px \ Fx mit a~ € Pk \ Fk,
beispielsweise

a= ZIT S PZ,{(E}'
1€N

2.2.1 Zahlentheoretische Anwendungen

Die in Lemma 2.19 bewiesene Gleichheit ermoglicht es uns, die Polynome f; in einem
zahlentheoretischen Kontext zu betrachten. Dabei interessieren wir uns fiir die Frage
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2.2 Die Potenzreihenalgebra

nach Zerlegungen einer gegebenen Zahl n in Summanden aus einer vorgegebenen Teil-
menge von IN, wie sie unter Anderem auch in der analytischen Zahlentheorie betrachtet

werden (vergleiche [New98]).

Wir betrachten den Fall K = Z und X = {z}. Fiir alle i € IN sei t; = ¢,; und wie

zuvor sei f; := fyi € Z[t1,...,t;] fir alle i € IN. Es gilt

f1 = —tl und

i—1
fi = — thfifj —t; = Z(*l)s Z tj1 .. 'tjs fir alle 7 € ]N>1.
j=1

s=1 (]177]5)’22

Definition 2.21 Sein € INund B C IN. Sind s € N und 41, ...,is € B mit Z;:1 ij =,
so nennen wir (i1, ...,is) eine B-Zerlegung von n und schreiben (i, ...,is) Ep n. Wir

bezeichnen mit gp(n) die Anzahl aller B-Zerlegungen von n.

Lemma 2.22 Sei B C IN. Wir definieren fiir alle s € IN

1 ieB
Bi':{o i¢B’

Dann gilt f,(51,-..,0n) = gg(n) fir alle n € IN.

Beweis. Es gilt fiir alle n € IN

fn(ﬂla"'aﬁn) = Z(_l)s Z /8j1 "'Bjs = Z(_l)s Z /Bj1 "‘53'5
s=1 (1, rds)ED s=1 (jl.,...,]:s)lin
Vies:j;,€B
N S DD S )
s=1 (j1,.yds)EB T s=1 (j1,....js)FBn

Wir betrachten nun den folgenden Spezialfall:

Sei z € N und k € 2, B := [k]=,. Weiter sei j; fiir alle i € IN geméfl Lemma 2.22 gesetzt,

das heifit

-1 ¢=k mod =
52-:{ .

0 sonst

Seinunn € N, n >z, und s € N, t € z — 1j; mit n = sz 4 t. Wir setzen

s—1 k>t
m = .
s k<t

Dann ist fiir alle j € my

n—jz—k>n—mz—k=(s—m)z+t—k>1
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2 AuBere Algebra und Potenzreihenalgebra

und es gilt
m m—1
Z fn—jz—k(ﬁla R 6n—jz k fn Z—jz— k ﬁlu v 7/Bn—z—jz—k)
Jj=1 J=0
m—1
B]erk fn Z—jz— k:(/Blv s 7/8nfzszfk)
Jj=0 7

- Z Bifn—z=i(Brs -+ Bnz—j)

Z 5jfn z—J Bl,---,ﬁn—zfj)-

Damit erhalten wir

n—1

Fa(Brs- s Bn) = —Zﬁjfnfjwl, e Bnej) = Bn
- an —7 ﬂla"'vﬂnfj) _Bn
s

Z fnszfk(ﬁla cee 7anjsz) - 6n—z

0

fnfk(ﬁla e 7/8n7k) + Z fnszfk(/@b ceey ﬂnszfk) - /Bn—z
j=1
n—z—1

:fn—k(ﬂla---n@n k Z ﬁ]fn z— y(ﬁla---aﬁn—z—j)_ﬁn—z

7j=1

= fn—k(ﬁla cee aﬁn—k) + f’l’L*Z(/Bl7 ceey anz)-

Dies motiviert die folgende Definition:

Definition 2.23 Sei z € N und k € z. Zu dem Paar (z, k) definieren wir rekursiv die
verallgemeinerte Fibonacci-Folge (bgf’k)) N durch
ne

1
Vn < z: bFR = kln und
0 sonst

V> 20 bR = o) k)

Bemerkung 2.24 Fiir (z,k) = (2,1) erhalten wir die bekannte Fibonacci-Folge.
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2.2 Die Potenzreihenalgebra

Damit folgt:

Satz 2.25 Sei z € N und k € z. Dann gilt

fiir alle n € IN. Insbesondere gibt es bg’l) Zerlegungen von n in ungerade Zahlen.
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3 Die Gruppe quasiregularer Elemente in
der frei nilpotenten Algebra

In diesem Kapitel wollen wir die *-Gruppe der frei nilpotenten Algebra Ng x i be-
trachten. Dazu zerlegen wir diese Gruppe zunéchst in Untergruppen, bevor wir uns
ihrer Kommutator- und Frattini-Untergruppe ndheren. Dabei werden wir in Satz 3.23
sehen, dass die bisher verwandten Werkzeuge der Algebrentheorie hier nicht mehr hel-
fen: Zwar ist nach Bemerkung 1.3 jede Teilalgebra eine x- Untergruppe und jedes Ideal
ein x-Normalteiler, aber die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. Wir zeigen, dass im
Allgemeinen die Kommutatoruntergruppe N’ keine Teilalgebra von N ist. Ferner bestim-
men wir ein kleinstmogliches Ideal von N, welches N’ enthélt. Im Allgemeinen gelingt
es uns jedoch nicht, N’ zu beschreiben.

Anschlieend betrachten wir den Fall, dass die Menge X einelementig ist. In diesem
Fall ist (N, *) abelsch und bei geeigneter Wahl von K endlich erzeugt. In Satz 3.33
gelingt es uns, den Isomorphietyp dieser Gruppe zu bestimmen.

Danach beschiéftigen wir und mit der von X erzeugten Untergruppe von N. Wie schon
im Fall der Potenzreihenalgebra kénnen wir iiber diese Untergruppe mehr aussagen als
iiber die ganze Gruppe. In P war diese Gruppe nach Satz 2.14 frei und wir werden sehen,
dass auch in N die von X erzeugte Gruppe frei in einer geeigneten Klasse ist.

In dem ganzen Kapitel seien X eine nichtleere Menge, K ein kommutativer unitérer
Ring und k,n € IN.

3.1 Zerlegungen der Gruppe (N, %)

In diesem Abschnitt werden wir die Gruppe (IV,*) zunéchst auf zwei verschiedene
Arten semidirekt zerlegen.
Erst werden wir eine durch Teilmengen von X induzierte Zerlegung betrachten. Diese ist
auch algebrentheoretisch eine Zerlegung der Algebra NV in ein Ideal und eine Teilalgebra
und kann unabhéngig von der Wahl des Grundringes K durchgefiihrt werden.
Die zweite hier vorgestellte Zerlegung basiert auf der Beobachtung

(N7, %) = (N, +) = (K,+) x -+ x (K,+) fiir alle ZZV;FW

Wir versuchen also eine méglichst grofie Untergruppe in N? mit i > {%1 zu finden,
die wir semidirekt abspalten konnen. Diese Zerlegung erfordert allerdings K = Z oder
K =7/cZ mit ¢ € N~q und ggT(c, k!) = 1 und nur eine der auftretenden Untergruppen
ist eine Teilalgebra von N.
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3 Die Gruppe quasiregulidrer Elemente in der frei nilpotenten Algebra

Im letzten Teil diese Abschnitts zerlegen wir die Gruppe (N, *) fiir geeignete Grund-
ringe in ein iteriertes semidirektes Produkt von zyklischen Untergruppen.

Satz 3.1 Sei Y C X, Y # 0, und M := <X§k \ Y§k>K. Dann ist M ein Ideal von Nx,
Ny eine Teilalgebra von Nx und es gilt

Nx =Ny x M als x-Gruppen.

Beweis. Es ist Ny C Nx eine Algebra, also ist Ny eine Teilalgebra von Nx. Nach
Definition ist M ein K-Raum, der wegen X =F (X=F\ Y=F) C (X=F\Y=F) U {0} und
(X=SF\Ysk) XSk C (XSF\ YSF) U {0} ein Ideal von Nx ist. Nach Bemerkung 1.3 (b)
und (d) ist somit Ny eine *-Untergruppe und M ein *-Normalteiler von Ny. Es ist Y =F
eine K-Basis von Ny und X<F\ Y=F eine K-Basis von M. Damit folgt Ny N M = {0}
und mit Bemerkung 1.4 folgt Nx = Ny + M = Ny x M. L]

Bemerkung 3.2 Wie in Satz 3.1 erhalten wir auch eine Zerlegung von Px: Sei Y C X,
Y #0,und M := (X \Y")g. Dann ist Py = Py x M.

Wir wollen nun den Satz iiber die zweite Zerlegung angeben. Im Fall K = Z findet
sich dieses Resultat bereits in meiner Diplomarbeit [Han12, Satz 2.26].

Satz 3.3 Sei i > [%W und X n-elementig. Ist K = Z oder gilt K = Z/cZ mit
ggT (e, k!) = 1, so gibt es einen Normalteiler M; von (N, *) mit

1
N = (K,+)% x M; mit ri:<n+k)—<”+z )
n n

Dabei kann die Gruppe M; als Produkt zweier Untergruppen beschrieben werden und
enthélt die Untergruppe (X)., die wir in Abschnitt 3.4 genauer betrachten werden.

Zur Konstruktion der Untergruppe M; bendtigen wir zunéchst das Ideal C von N,
welches wir als Augmentationsideal iiber gewissen Teilmengen der kanonischen Basis
X<k von N erhalten. Dafiir sei X n-elementig, X = {x1,...,z,}.

Definition und Bemerkung 3.4 Seien f,g € X . Wir nennen f und g assoziiert,
falls sie durch Vertauschung von Buchstaben auseinander hervorgehen. Das heifit: Sind
leNund y1,...,y € X mit f =y ...y, so existiert ein ¢ € §; mit

of =Y. Yo = 9.

Sind f, g assoziiert, so schreiben wir kurz f ~ g.

Es definiert ~ auf X und eingeschrinkt auf X =¥ eine Aquivalenzrelation. Die Aquiva-
lenzklassen beziiglich ~ heiflen Assoziiertenklassen. Die Menge der Assoziiertenklassen
bezeichnen wir mit XT beziehungsweise X =<k

Sind f und g assoziiert, so gilt insbesondere I(f) = I(g). Also kénnen wir auch von der
Lénge einer Assoziiertenklasse sprechen.
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Definition und Lemma 3.5 Sei W € X=F. Wir setzen

nw N — K, Z aff»—> Zaf.

fexs<k few

Offenbar ist ny K-linear. Weiter sei

C:= m Kern ny .
vexsh

Dann ist C ein Ideal von N und wir nennen C' das Augmentationsideal beziiglich der
Assoziiertenklassen. Auflerdem gilt

k
C = @ Cr;.
1=1

Beweis. Da ny fiir alle V € XSk K-linear ist, ist C' ein K-Raum. Fiir alle W € X=F
sei fyr € W. Dann ist

B:= J {fw—rfIfew\{fw})

Wwexsk

eine K-Basis von C' und wegen der K-Linearitéit der 7y geniigt es

(9(f = fw)nv = 0= ((f = fw)g)nv

fir alle V,W € XSk, f € W und g € X=F zu zeigen.
Seien V,W € XSk, f € W und g € X=F. Sei 0.B.d.A. I(f) + I(g) < k. Dann sind

agf, fg,9fw, fwg assoziiert und es gilt

(g(f = fw)nv = (gf)nv — (gfw)nv = (gf)nv — (gf)nv =0 und
((f = fw)gnv = (fg)nv — (fwa)nv = (fg)nv — (fg)nv =0

Damit ist C' ein Ideal von N.
Da B nur homogene Elemente enthilt, folgt C' = EB?ZI Crm;. O

Lemma 3.6 Seien W € X=F und a,b € N. Dann gelten die folgenden Eigenschaften:
(a) Es sind [a,b], [a,b]. € C.
(b) Es gilt N' C C.

(c) Seien t € N, ay,...,a; € N und 0 € &. Dann ist (a1 ---ai)nw = (a1e -+ o)W -
Insbesondere ist ny auf den Assoziiertenklassen von X =¥ konstant.

(d) Seien g, h € X=F mit g ~ h. Dann gilt

(a*gxb)nw = (axhxb)nw.
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Beweis. (a) Nach Definition von C'ist [f, g] € C fiir alle f,g € X=*. Mit der Bilinearitit
von [.,.] folgt [a,b] € C. Daraus folgt [a, b, € C' mit Lemma 1.11, da C' ein Ideal von N
ist.

(b) Es ist C ein Ideal von N, also nach Bemerkung 1.3 auch eine #-Gruppe. Es folgt
N’ C C mit (a).

(c) Da nw K-linear ist, geniigt es die Behauptung fiir aj,...,a; € X zu zeigen. Sind
ay,...,a; € X,sogilt aj---a; ~ ayy - - - . Damit folgt (c).

(d) Mit (c) gilt

Vi feX=F: fgf eW & faf e W,
und damit gilt wegen der K-Linearitdt von ny schon

(ag)nw = (ah)nw, (gb)nw = (hb)nw  und  (agb)nw = (ahb)nw .

Damit ergibt sich

(axg*b)nw = (a+g+b+ag+ab+ gb+ agb)nw
= anw + gnw + bnw + (ag)nw + (ab)nw + (gb)nw + (agb)nw
= anw + haw + bnw + (ah)nw + (ab)nw + (hb)nw + (ahb)nw
=(a+h+b+ah+ab+ hb+ ahb)nw = (a* h*b)ny.

O]

Wie wir in Lemma 3.6 (a) gesehen haben, enthélt C' die Kommutatoruntergruppe N’
von (N, *). Wir werden uns nun iiberlegen, dass C' das kleinste Ideal von N mit dieser
Eigenschaft ist, das heifit, C' ist eine bestmogliche Abschitzung fiir N’ nach oben gegen
ein Ideal.

Lemma 3.7 C ist das von [N, N] = ([a,b] | a,b € N) g erzeugte assoziative Ideal.

Beweis. Sei I das von [N, N] erzeugte assoziative Ideal in N. Mit [N, N] C C nach
Lemma 3.6 (a) ist I C C. Fiir alle W € X=F sei fyr € W. Dann ist

U fw—=rflfew\{fw}}

Wexsk

cine K-Basis von C. Es geniigt also fyr — f € I fiir alle W € X=F und f € W zu zeigen.
Sei W € XSF, w € k die Linge von W und f € W. Fiir w = 1 ist nichts zu zeigen. Sei
w > 1 und seien a, € Sy, a = ((w — 1)w) und B := (1...w). Dann gilt® (a, B) = S,,.
Also gibt es ein j € N sowie 71,...,7; € {, S} mit f=7;--- 71 fw.

Firallege X=™ und 7 € {a,f} gilt g—7g € I, denn mit g = y1 -+ Yw, Y1,-- -, Yuw € X,
gilt

LFll:T=a=9g—7Tg=Y1"""Yw — Y1 Yw—2YwYw—1
=Y Yw-2Yw-1,%0) €I und
2FRl:iT=0=>9g—-7T9=y1" Yo — Y2 Yol = [Y1,Y2---Yu| € I.

SMit a und 8 ist auch 7*af* = ((w — s — 1)(w — s)) € {a, B) fiir alle s € w — 1, und mit [Hup67, Seite
138, Beispiel 19.7 b] folgt (o, 8) = Sw.
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Damit folgt

J
fw=f=fw—m. nfw=> 71 mfw—m(ria1nfw) €L
=1

Korollar 3.7.1 C ist das kleinste Ideal von N, das N’ enthilt.

Beweis. Nach Lemma 3.6 (a) ist N’ C C'. Sei [ ein Ideal von N mit N’ C I. Dann ist [
nach Bemerkung 1.3 auch *-Normalteiler und damit ist N/I als - Gruppe abelsch. Es
gilt also nach Bemerkung 1.4 fiir alle a,b € N:

a+b+ab+I=axb+1=axbx]I=bxaxI=bxa+I=b+a-+ba+1
= ab—l—]:ba-l—[
= [a,b] €T

Damit gilt [N, N] C I. Da C das von [N, N]| erzeugte Ideal ist, folgt C' C I. O

Korollar 3.7.2 Ist k € {1,2}, so ist N = C.

Beweis. Fiir k =1 ist jede Assoziiertenklasse einelementig und (N, ) ist abelsch. Also
ist C'= {0} = N".

Fiir k = 2 ist [a,b]« = [a,b] fiir alle a,b € N nach Lemma 1.11 (b). Damit ist N’ C N2,
also NN’ = {0} = N'N. Damit ist N’ als *-Gruppe additiv abgeschlossen, wegen der
K-Bilinearitét von [.,.] ein K-Raum und damit ein Ideal von N. Mir Korollar 3.7.1 folgt
N =C. O

Nun wenden wir uns der Konstruktion der zu (K,+)" isomorphen Untergruppe in
Satz 3.3 zu.

Bezeichnungen 3.8 Es sei R; fiir alle i € k ein Reprisentantensystem der Assoziier-
tenklassen der Lénge > i und r; = |R;|.

Bemerkung 3.9 Es gilt r; = (”+k) - (”ti_l) fiir alle ¢ € k.

n

Beweis. Seii € k. Ein Reprisentantensystem fiir die Assoziiertenklassen der Linge > i
ist

B; = {x’llxzfu-x;{”\il,...,inGNO,i1+--~+in€{i,...,k}},
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also ist r; = |B;| und damit ist r; gleich der Anzahl der Tupel (i1,...,i,) € INy fiir die
2?21 i; € {i,...,k} gilt. Sei m € k.

Es sei By, = {(il, i) NGy = m} und

m+n—1

QB = Sy e {0,137 YTy =mp =i Ny,
j=1

(i1, yin) = (1,...,1,0,1,...,1,0,...,0,1,...,1).

N—— N—— N——

11 2 in

Es ist a offenbar eine Bijektion und es ist |Ny,| = (™" 1). Damit folgt
k k
ri=|Bil =) |Boml =) [Nl
m=1i m=t
_i m+n—1 _i m+n—1 _f m+n—1
L n—1 B - n—1 n—1

CORG)

Bezeichnungen 3.10 Es sei nun ¢ > {%] Wir setzen
Vi,Ri = <Rl>

Nach Wahl von ¢ entspricht die *-Verkniipfung auf V; g, der Addition, da alle Produkte
in V; g, Null sind. Es folgt somit aus der K-linearen Unabhéngigkeit der Elemente von
R;

V;,Ri = (Kv +)ri-

Da bei dem weiteren Vorgehen in diesem Kapitel die Wahl des Repréasentantensystems
R; keinen Einfluss hat, schreiben wir auch V; statt V; g,. Es enthélt R; (und damit auch
Vi) genau ein Element jeder Assoziiertenklasse der Lénge > i. Es folgt:

Bemerkung 3.11 Es gilt V;NC = {0} und V; ist eine K-Teilalgebra von N.

Bezeichnungen 3.12 Es sei fiir alle i € k
C;:=CnNN"
Als Schnitt zweier *-Normalteiler ist C; ein *-Normalteiler von N. Weiter sei
M; = (X" *C;.

Es ist M; eine Untergruppe von N, da C; < N ist.
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Fiir den Rest dieses Abschnittes sei nun K = Z oder K = Z/cZ mit ¢ € Ns;.

Lemma 3.13 Fiir alle i > [5£1] gilt V; « M; = N.

Beweis. Sei i > [%W Wir zeigen zunéchst, dass V; * M; Untergruppe von (NN, %) ist.

Sei m € M; und v € V;. Dann gilt

(v) — o= — - -

m =v xmxv=m-+v m-+mv+v mu
N——— N——
=—vm =0

=m+ [m,v] € M; + C;.

Wir verwenden Lemma 1.5 mit I = C und U = M;. Esist N'NC = C; C M; und
m®) e M; + C;, also ist m®) e M; mit Lemma 1.5. Damit ist V; im Normalisator von
M; enthalten und somit ist V; * M; Untergruppe von (N, ).

Es ist X<! C M;. Sei f € X=%. Ist f € R;, so ist nach Definition f € V;. Ist f &€ R;, so
gibt es ein g € R; mit f ~ g und es folgt

f=9+(f-9)=_9 =x(f—9).
~ =
eVi eC;CM;
Also ist X=F C V; « M; und es folgt V; * M; = N mit Korollar 1.32.1. ]

Wir sehen also, dass das Produkt von M; und V; die ganze Gruppe N ergibt. Nun
miissen wir den Schnitt M; NV; betrachten. Dafiir untersuchen wir zunéchst, wie sich das
x-Produkt von Elementen aus X=F unter den Abbildungen 7y mit W € X=F verhilt.

Lemma 3.14 Seien m € IN und fi, ..., f, € X=F. Weiter seien a,...,a, € Z\ {0}
falls K = 7Z, beziehungsweise aq, ...,y € ¢ — 1 falls K = Z/cZ, und a := *11 f,(ar).
Es sei W € X5F mit minimaler Linge gewihlt, sodass W N {f1,..., fm} # 0 gilt. Dann
folgt in K

anw = Z Q.

fieWo{fr,..fm}
Beweis. Wir fixieren wie folgt eine totale Ordnung o auf den Elementen von X =F:
e Sind f,g € X=F so gelte: I(f) <l(g) = foyg

e Innerhalb einer Linge seien die Elemente von X=F so geordnet, dass Elemente der
gleichen Assoziiertenklassen direkt hintereinander stehen.

e Unter den Assoziiertenklassen der gleichen Linge wie W seien die Elemente von
W zuerst aufgefiihrt.

Fiir die Betrachtung von any kann wegen N’ C C nach Lemma 3.6 (b) 0.B.d.A. ange-
nommen werden, dass fi,..., fin geméfl « geordnet sind. Dann gibt es auf Grund der
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3 Die Gruppe quasiregulidrer Elemente in der frei nilpotenten Algebra

gewihlten Ordnung ein s € m, maximal mit f1,..., fs € W. Seir := *;n:s+1 fra’"). Dann
folgt

a W = (rtl f’r(lOé'r)) 77W

s s
(R )mr e ((E) )
r=1 r=
=0 nach Wahl von

=0 nach Wahl von
(r

f(ar)

r

v

1
fi keine Summanden in W haben)

arfr | nw (Lemma 1.2 (e), nur der kiirzeste Summand liegt in W)

fler) ) nw (nach Lemma 1.2 (d), da Produkte der

Il
RS
® g
Il ®
—

I
Q
§

ﬁ
Il
i

Korollar 3.14.1 Es gelte K = Z oder ggT(c, k!) = 1. Seien in Lemma 3.14 f1,..., fm
gemiB oc geordnet. Es gebe also t,s1,...,5 € m, s; = m und Wy,..., W, € X=F
paarweise verschieden mit

fla"-7f817f81+17"'7f827f82+1a --------- 7fst-
~ —_—  N—\
e, eWs eWs eWr

Weiter gelte anw, = O fiir alle ¢ € ¢. Dann folgt any = O fiir alle W € X<k,

Beweis. Sei sg := 0. Fiir alle i € ¢ sei 3; := > jesi 4104 Da nach Voraussetzung
anw, = O gilt, folgt mit Lemma 3.14 §; = 0, falls K Z,und c| By, falls K = Z/cZ.
Ist K = Z, so ist b)) = p©) =0 fiir alle b € N und ist K = Z/cZ so ist nach Korollar
1.35.2 b31) = 0 fiir alle b € N, da nach Voraussetzung ggT(c, k!) = 1 gilt.

Sei W € X=F. Dann gilt

Die Behauptung folgt mit Induktion nach t¢. O
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3.1 Zerlegungen der Gruppe (N, x*)

Lemma 3.15 Sei ¢ € k. Dann gilt

Beweis. ,, O Folgt direkt aus der Definition von M; und C;.

L,C“ Sei a € M; N N* und  wie in dem Beweis zu Lemma 3.14. Dann gibt es ein
m € Nound fi,...,fm € X< und ay,...,q, € Z\ {0}, falls K = Z, beziechungsweise
al, ...,y € c— 1, falls K = Z/cZ, sowie b € C N N* mit

a= (’fl fr(o"“)> *b.
|

=r

Da wir uns nur fiir any fiir alle W € X=F interessieren, kénnen wir wegen N’ C C
0.B.d.A. annehmen, dass f1, ..., fi, geméf oc geordnet sind. Zum Beweis der Behauptung
geniigt es, any = 0 fiir alle W € X=F zu zeigen. Sei W € X=F. Dann gilt mit Bemerkung
3.5

anw = (7 * b)nw
=rqw + bow  + (rb)nw
NG

~—
=0, da beC =0, da beC und C Ideal

=TrNw-.

Also bleibt gy = 0 zu zeigen.
Es liegen f1,. .., fm in Assoziiertenklassen der Lénge < ¢. Ist daher f; € V fiir ein j € m,

V e X5 so folgt rny = any = 0, da a € N* gilt. Somit ist die Voraussetzung von

Korollar 3.14.1 erfiillt und es folgt any = rnw = 0 fiir alle Assoziiertenklassen W. Also
ista € CN N =C;. ]

Korollar 3.15.1 Fiir alle i > [2] folgt M; n'V; = {0}.

Beweis. Sei i > [%] Es ist V; C N*. Damit folgt

3.15 3.11

M;NV;=M;N(N'NV;) = (M; " N)NV; "= C; nV; *= {0}.

Es gilt also M; « V; = N und M; NV; = {0} fiir alle i > [%2]. Damit bleibt fiir Satz
3.3 nur noch die Normalteilereigenschaft von M; zu zeigen.
Bemerkung 3.16 Es ist M; fir alle ¢ > {%] ein *-Normalteiler von V.
Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass M;/C; ein Normalteiler von N/C; ist. Nach Lemma

3.6 (a) und Lemma 1.11 gilt [N*"!, N], € C N N* = C;. Also diirfen modulo C; die
Elemente der Lange > ¢ — 1 mit allen Elementen vertauscht werden. Sei nun a € M;
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3 Die Gruppe quasiregulidrer Elemente in der frei nilpotenten Algebra

und b € N. Nach Lemma 3.13 gibt es by; € M; und by € V; mit b = by * by. Dann ist
d:=a®) ¢ M; und by € N*~!. Es folgt mit Lemma 1.11 (b) und Lemma 3.6 (a)

[by,dl. € N°NC = C;.
Damit erhalten wir
(a % C) ") = a® 5 5 = (ab))OV) s 0y = d®V) 5 C; = d + C; € M; /.

Also ist M; Normalteiler von N. O

Nun kénnen wir Satz 3.3 unter Angabe der Untergruppen formulieren und beweisen:

Satz 3.3 (ausfiihrliche Formulierung)

Sei K = Z oder K = Z/cZ fiir ein ¢ € N5 mit
geT (e, k!) = 1. Sei i > {%], R; ein Reprisentan-
tensystem der Assoziiertenklassen der Léange > ¢,

M; = (X<Y,%C; und
Dann ist
-8, N =V x M
{O}.‘.‘ - (n+k)_(n+i—1)
und V; = (K, —l—) n n /),

Beweis. Es sind M;, V; Untergruppen von N mit M; N V; = {0} nach Korollar 3.15.1.
Weiter ist M; * V; = N nach Lemma 3.13. Nach Bemerkung 3.16 ist M; ein Normalteiler
von N. Insgesamt folgt also

. 3.10
N=V,x M; = (K,—l—)ri x M;

mit r; = ("j;k) - ("+7i_1) nach Bemerkung 3.9. O

Bemerkung 3.17 Der Fall ¢ = k liefert eine Zerlegung, bei der Vj eine Untergruppe
des Zentrums ist. In diesem Fall gilt also sogar N = Vi x M} im direkten Produkt.
Auflerdem ist

n+k nt+k—1 n+k—1

Vi = (K, ) (D=0 = (i, ) (05,

Bemerkung 3.18 Sei i > [%1 Die Operation von V; auf M; ist gegeben durch

m™) =m + [m,v] fiir alle v € V; und m € M;.
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3.1 Zerlegungen der Gruppe (N, x*)

Beweis. Es gilt fiir allea € N° und b€ N

b9 =g~ +b+at+ab+a a+ba-+a ba

=a 4+a+a a+b+ a b+ ba + a ba
=0 ——a nach Wahl von 1 =0 nach Wahl von ¢
=b+ [b,a].
Mit V; C N? folgt die Behauptung. O

Wir wollen nun bemerken, dass die Annahme ggT(c, k!) = 1 im Fall K = Z/cZ fiir
die Aussage des Satzes 3.3 notig ist:
Ist beispielsweise ¢ = 2 = k und € X, so ist 22 = 2z + 22 = 2®) € (X), < M,.
Andererseits ist 22 aber auch in jedem Reprisentantensystem der Assoziiertenklassen
der Linge 2 enthalten. Also gilt auch x? € V5 und somit ist Mo N Vo # {0}.

Das Verhéltnis von ¢ und k wird auch in dem folgenden Satz und in den weiteren
Abschnitten immer wieder eine Rolle spielen. Das Ideal C' wird uns insbesondere im
néichsten Abschnitt iiber die Kommutator- und Frattini-Untergruppe weiter begleiten.

Nun werden wir die Gruppe (N, *) als Produkt von zyklischen Gruppen schreiben
und unter geeigneten Bedingungen an den Grundring einsehen, dass dieses Produkt eine
semidirekte Zerlegung ist. Auch hierfiir sei X n-elementig.

Satz 3.19 Fiir alle i € k sei B; C N* eine n'-elementige Menge, B; = {b; 1,.. bty
sodass {b;17;,...,b; ,iT;} eine K-Basis von N; ist. Sei s € Nund k = {c1,...,¢s} € K
ein additives Erzeugendensystem von K. Wir setzen

Ui jr = (crbij)«

fir allei € k, j € nY und r € s.

(a) Es gilt

(b) Sei p € Psy, I € N und (K,+) € {(Z*,+),((Z/p'Z)*,+)}.7 Sei & eine Z- bezie-
hungsweise 7 /p'Z-Basis von K und

0 pl—lo CharK:pl'
Z sonst

Dann ist

(Uny ks U 515+ U1 1, U1 b1 g5+ Un 1 1)

"Diese Voraussetzung enthélt neben Z und den Faktorringen von Z auch den Fall endlicher Kérper der
Charakteristik > k und beispielsweise auch Z[i].
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3 Die Gruppe quasiregulidrer Elemente in der frei nilpotenten Algebra

eine Zerlegung von N. Insbesondere gilt
k nt s

N = ‘*1 *1 *1(crb,~7j)(°‘“ivj) Vi€ k,jen',r€s: anj €0
i=1j=1r=

und die Darstellung der Elemente von N in dieser Form ist eindeutig.

Beweis. (a) Fiir alle i € k und j € n’, sei Ui j = *i:l U; ;- Dann ist nach Lemma 1.32
fir alle ¢ € k

i

n
Ni/Ni+1 — >< (uz,] " Ni+1)/Ni+1.
j=1
Mit Satz 1.58 (a) folgt
k—1nk—i-1 B k n* kK n* s
= T = N~ = * * —i = * * = * .
N=N (V) i=0  j=0 Ui—inr=i—j z:lj:lu” i=1j=1 r=1u””

(b) Seii € k, j € ni,und r € s. Ist char K = p', so ist o(c,b; ;) = p! nach Korollar 1.35.1.
Ist char K = 0, so ist nach Korollar 1.27.1 ¢.b; ; von unendlicher Ordnung.

Wir zeigen nun die Voraussetzungen von Korollar 1.58.1. Es ist (IV k1 Nk N2 N )
nach Lemma 1.30 (c) die aufsteigende Zentralreihe von N. Es ist fiir alle ¢ € k

N'/N™ = X X Ui jox NN
j=1r=1
AuBerdem ist fiir alle i € k, j € n%, r € s und m € O\ {0}
(crbm)(m)ﬂ'i = (mc,)b; jm; # 0.
Damit ist (c,b; ;). N NT! = {0}. Nach Satz 1.58 ist damit
Up s Ut g1 U 11, Upe g it - U1 1)

eine Zerlegung von N und mit Korollar 1.58.1 (c¢) folgt die Eindeutigkeit der Darstellung.
O

Korollar 3.19.1 Es ist U, * N'T1/N*TL < NY/NH = Z(N/N*1) fiir alle i € k,
Jj € n' und r € s. Damit folgt

N = (" Upnr s X Up i 1) X o) XU 11) XUp_q i1 ) X ) X Upa).

AuBlerdem ist U; ;,, = 7, falls char K = 0, und
Uijr = Cy, falls char K = P, fiir alle i € k,
j € n’und r € s. Damit ist die in Satz 3.19 (b)
angegebene Zerlegung eine iterierte semidirekte
Zerlegung von N in zyklische Gruppen.
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3.2 Zur Kommutator- und Frattini-Untergruppe

Bemerkung 3.20 B; := X~ fiir alle i € k, erfiillt die Voraussetzung von Satz 3.19.

3.2 Zur Kommutator- und Frattini-Untergruppe

Wir wollen nun die Kommutatoruntergruppe N’ und die Frattini-Untergruppe ®(N)
von (N, x) betrachten. Wir haben in Korollar 3.7.1 bereits gesehen, dass das Ideal C
immer N’ enthélt und sogar das kleinste Ideal mit dieser Eigenschaft ist. Auflerdem
wissen wir, dass (IV,*) nilpotent ist, und damit N < ®(N) nach [Hal76, Seite 157,
Theorem 10.4.3] gilt.

Das Problem bei der Bestimmung der Kommutatoruntergruppe ist, dass sie im All-
gemeinen kein Teilring von N ist. Daher ist N’ nach Lemma 1.8 weder additiv noch
multiplikativ abgeschlossen. Wir kénnen mit Hilfe von Lemma 1.11 zwar die Kommuta-
toren berechnen, aber deren *-Abschluss zu beschreiben wird uns im Allgemeinen nicht
gelingen.

Wir wollen nun ein Beispiel fiir eine nilpotente Algebra konstruieren, in welcher die
x-Kommutatoruntergruppe kein Teilring ist.

In diesem Abschnitt sei X n-elementig, X = {z1,...,z,}.

Bezeichnungen 3.21 In N := N ;1 4 sei I das von 2?2 und 3? erzeugte Ideal. Wir
setzen H := N/I. Nach Bemerkung 1.4 gilt a x I = a + I fiir alle a € N.

Wir wollen nun die Kommutatoruntergruppe H’ von (H, x) bestimmen.

Lemma 3.22 (a) Die Menge
B:={x+1L,y+L,zy+ Lyr+ I, zyx+ I,yzy + I, zyxy + I,yxyxr + I}

ist eine K-Basis von H.

Sei K = Z oder K = Z/cZ fiir ein ¢ € N+ ;.

(b) Fiir die Kommutatoruntergruppe von H gilt
H' = ([z,y] + ayzy + I ayz + I yzy + 1, [z, yoy] + D).

(¢) Gilt K = Z oder 2 1 ¢, so ist H' nicht multiplikativ abgeschlossen. Insbesondere
ist dann H' keine Teilalgebra von H.

Beweis. (a) Es ist X=* eine K-Basis von N und nach Definition von I ist die Menge

Br:={f¢€ X=*| 22 ist Teilwort von f oder 3?2 ist Teilwort von f}c x4
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3 Die Gruppe quasiregulidrer Elemente in der frei nilpotenten Algebra

eine K-Basis von I. Damit ist
B={f+1|feX*"\B}

eine K-Basis fir H.
(b) Sei

U= ([z,y] + xyzy + I, xyz + I,yzy + I, [x,yxy] + D).
Es gilt mit Lemma 1.11

[, yzy] + I = [z, yxyls + 1 € H',

zyx + I = zyz — yz? — 22yz + zya® + 1
= [z, yx] — z[z,yz| + 1
= [z,yx], + 1 € H',

yoy + I = yry — zy® — y’oy + yay’ + 1
= [y, 2yl —yly,zy] + 1
= [y,zyl« + I € H und

[z,y] + zyzy + I = [z,y] — 2%y + 2yz — zyz — yzy + yry + v°z + zyzy — ay’e + 1

= [, y] — zlz,y] —yl,yl + ayle, y| —wyz + yay + 1

:[xzy]*
= [z, y)s — [z, y2] + [y, 2y] — y2* + zy® +1
S—_——
el
= [z, y]s —[z, ya] + z[z, yz] + [y, 2y] — yly, vy +1
—— ——
el el
=[rv?;wh‘ =[y,zy]«

= ([, yls + 1) * ([z,yz]s + 1)~ * ([y, vyl + 1) € H'.

Damit folgt U < H'.

Nach Lemma 1.32 ist By ein *-Erzeugendensystem von I und nach Korollar 1.32.1 ist
X =% ein *Erzeugendensystem von N. Damit ist B ein *-Erzeugendensystem von H. Es
gilt fur alle a,b,c € H

[a,b* c]x = [a,c]s * [a,b]sf).

Damit geniigt es fiir H' < U zu zeigen, dass U ein Normalteiler von H ist, der alle
Kommutatoren in B U B~ enthilt.
Wir zeigen zunéchst die Normalteilereigenschaft von U. Sei dazu

D :={[z,y| + zyzy + I,zyz + I,yzy + I, [z, yzy] + I}.

Dann ist D ein %-Erzeugendensystem von U. Wir zeigen d®) € U fiir alle d € D und
be B.Seide D und b € B. Wir nutzen in den folgenden Rechnungen aus, dass nach
Bemerkung 1.3 (e) H, H? H3, H* H® = {0} eine absteigende Zentralkette von (H, )
ist.

o Ist d = [x,yxy] + I, so ist d € Z(H) und damit d®) = d € U.
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3.2 Zur Kommutator- und Frattini-Untergruppe

e Seid € {xyx + I,yxy + I}. Dann ist

d® € {aya+ Lyay + I, (wya)® + I, (yay) @ + I, (oya)® + 1, (yay)® + 1 }
———— —————
=xyx+I1 =yxy+I1
= {zyr + Lyxy + I, yxy — [z, yxy] + I, zyx + [z, yxy] + I}
={zyr + Iyzy+ I, (yry + I) = ([x,yzy] + 1), (wyx + I) * ([z, yzy] + 1)}
cUuU.

o Seid = [z,y]+zyzy+I. Wegen zyzy+1 € Z(H)ist d® = ([z,y]+1)® +zyzy+1
nach Lemma 1.10 (b). Es folgt

[z, y]") +ayzy + 1, [2,y]%) +ayzy + 1 }

d® e {d, [z,y]® + zyzy + I, [z,y] Y + zyzy + I,
[

=z yl+lzylzyl+eyry+I=d  =[zyl+[[z.y]yz]+oyry+I=d
={d, [z,y] — z[z,y] + [, y]r — 2]z, ylz + 2yzy + I,

[, y] = ylz, y] + [z, yly — ylz, yly + 2yzy + 1}
={d, [z,y] + 2zyr + zyzy + I, [z,y] — 2yzy + wvyzy + I}

= {d.dx (@yz+ @, d+ (yzy + I} c U.

Damit ist U ein Normalteiler von H.

Nun zeigen wir, dass U alle Kommutatoren von Elementen aus B U B~ enthélt. Sei-
en a,b € BU B™. In den folgenden Berechnungen nutzen wir erneut aus, dass nach
Bemerkung 1.3 (e) H, H? H3, H* H®> = {0} eine absteigende Zentralkette von (H, )
ist. Aulerdem verwenden wir die Formel aus Lemma 1.11 (b) fiir die Berechnung der
*x-Kommutatoren.

o Ist a € {xyxy + I,yzyx + I, (zyzy + I)~, (yxyxr + I)"}, so ist a € Z(H) und
[a,b], =0 € U.

e Seia € {axyxr + I,yxy + I, (zyx + I)~, (yzy + I)~}. Dann ist [a,b], = [a,b] und
a~ = —a. Es folgt

la, b]« €{0, £[zyx, 2] + I, £[yxy, x] + I, [zyx, y] + I, £[yxy, y] + I}
= {0, [z,yzy] + I, ([z,yzy] + )"} C U.
e Seiac{ay+Lyr+I,(xy+1)",(yr+ 1) }. Esist

[a, b, = [a,b] — bla,b] = [a,b] * (b[a,b])” und
[a,b] € {0, £[zy, 2] + I, £[zy, y] + I, £[zy, yz] + I, [yz, x| + I, £[yz,y] + [}
= {0, +ayx + I, +yxy + I}
={0,zyx + Lyyzy+ I,(xyx + 1), (yzy+ 1)} CU sowie
bla,b] € {0, £x[xy, x| + I, +ylzy, y] + I, Txlyz, x| + I, tylyz,y] + I} = {0} C U.

Also ist [a,b]. € U.
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e Seiac{e+Ly+ I (e+D)",(y+I) L Istbg{e+Ly+ 1 (x+1)",(y+1)"},
so folgt [a, b], € U mit [a, b], = [b,a], aus den bereits betrachteten Féllen. Sei also

be{r+ILy+ I (x+1)",(y+I)"}. Dann ist > = 0 = b und damit a~ = —a
sowie b~ = —b. Es folgt
[a,b]s = [a,b] — ala,b] — bla,b] + abla, b]
= [a,b] — a®b + aba — bab + b*a + abab — ab*a
= [a, b] * aba * (bab)~ * abab
= [a, b] * abab * aba * (bab)~ .

SeioBdA.ac{x+1I,(x+1I)"}undbe {y+ I(y+I)"}. Dann ist

aba € {xyx + I, —zyx + I} ={zyx+ I,(zyz+1)"} C U,
bab € {yxy + I, —yzy+ I} ={yzy+1I,(yzry+1)"} CU und
[a,b] * abab € {[x,y] + zyzy + I, —[z,y] + zyzy + I}
= {lo.y] +ayay + I, [z, y] + [v,y]* — yayo + 1}
= {lz,y] + zyzy + I, =[z,y] — ayzy + [o,y]° + [o,yay] + I}
= {lz, 9] + ayazy + L, ([z,y] + zyay + )™ = ([z,yzy] + 1)} S U.

Somit ist [a,b]. € U.

Damit enthélt U alle Kommutatoren in BU B~ und es folgt U = H'.

(c) Es ist H' abelsch, da die in (b) angegebenen Erzeuger paarweise miteinander kom-
mutieren und ([z,y] + xyzy + I)? ist das einzige Produkt in den Erzeugern, dass nicht
Null ist. Damit ist nach Lemma 1.2 (d) und (e)

H = {([x,y] + zyzy) @ + Bryx 4+ yyry + 0z, yxy| + 1| o, 8,7, € Z} )
Weiter ist
([, y] +ayry + 1)? = (zy — yz)* + I = ayey + yryz + 1.
Angenommen, es ist ([x,y] + zyxy + I)?> € H'. Dann gibt es o, 3,7, 6 € Z mit
(wyay + 1) + (yeya + 1) = ([z,y] + zyay)'® + Beye + yywy + S(wyey — yayz) + 1.
Ist a > 0, so ist nach Lemma 1.2 (c)
(zyzy + D+ (yayx + I) = alzy+ 1) — a(yx + 1) + B(zyx + I) + y(yzy + 1)
+ (a + <g> + 6> (xyxy + 1) + ((g) - (5> (yryz + 1)

und ist @ < 0, so ist nach Lemma 1.2 (f)

(zyzy + I+ (yzyx + I) = a(zy+ 1) — a(yx + I) + Blayx + I) + y(yzy + 1)

+ <a + <|O‘|2+ 1) + 5> (wyay + 1) + ((’a‘; 1) - 5) (yayz + 1)

Ist K = Z, so folgt in beiden Fillen mit Koeffizientenvergleich o = § = v = 0 und damit
1 =0 = —1, ein Widerspruch.
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Sei K = Z./c¢Z. mit 2 { c. Dann kénnen wir 0.B.d.A «, 3,7, > 0 annehmen, da H endlich
ist. Es folgt mit Koeffizientenvergleich ¢ | a, 3, und

« « (%

Mit 2 1 ¢ folgt daraus ¢ | 6. AuBerdem gilt ¢ | () mit 2 { ¢ und ¢ | & nach Lemma 1.15
und wir erhalten

(vyzy + 1) + (yryxr + 1) =0,

ein Widerspruch. O

Nun kénnen wir fiir K = Z und K = Z/cZ mit 2 { ¢ bestimmen, fiir welche Anzahl n
von Erzeugern und fiir welche Nilpotenzklasse k die Kommutatoruntergruppe N’ Ideal,
Teilalgebra oder keine Teilalgebra von IV ist.

Satz 3.23 Sei K = Z oder K = Z/cZ mit ¢ € N4, 21 c. Dann gilt:

(a) N/, ist ein Ideal von N, j, genau dann, wenn n = 1 oder k < 2 oder (n, k) = (2,3)
gilt. In diesem Fall ist N} , = C.

b) N’ . ist eine Teilalgebra, aber kein Ideal von N, x, genau dann, wenn k& = 3 und
Tl,k? )
n > 3 gilt.

(c) N . ist kein Teilring von N, ;, genau dann, wenn n > 2 und k > 4 gilt.

Beweis. Fiir n = 1 oder k = 1 ist (N, *) abelsch, also ist N = {0} und damit insbe-
sondere ein Ideal von N.

Ist k € {2,3}, so ist wegen N’ C N2, also (N')? = {0}, N’ additiv abgeschlossen und
damit nach Lemma 1.8 ein Teilring von N. Mit der Wahl von K ist damit N’ eine Teilal-
gebra von N.

Ist k = 2, so gilt fiir alle a € N’ und alle b € N schon ab = 0 = ba und damit ist
insbesondere N’ ein Ideal von N.

Wir betrachten nun den Fall (n,k) = (2,3). Sei X = {z,y}. Seien a,b,c € N und

aasv ayv /BI) /Bya 7:67 'Yy € Z I'Illt
am = 0T + oy, by = By + By und  emp = x + Y.
Dann gilt mit Lemma 1.11 (b)

[a, bl.c = [a,b]c
= [amy, bm](cmy)
= [z + ayy, Bot + Byyl(Vax + YY)
= Bz [T, YT + auBy [T, yly + oy Bevaly, zlx + ayBeyyly, 2y
= (QaByVe — ayBeva) [T, yx| + (awByry — ayBayy) 2y, Y]
=R =S
= R[z, yx]. + Slzy, y.

= [z, 9] « [zy, 9] € N,
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3 Die Gruppe quasiregulidrer Elemente in der frei nilpotenten Algebra

Ebenso folgt c[a, b« € N’. Damit ist N’ ein Ideal von N.
Ist k = 3 und n > 3, so ist nach Bemerkung 2.9 N’ kein Ideal von N.
Seien n > 2, k>4 und z,y € X, ¢ # y. Wir betrachten die Fortsetzung von

z zed{x,y}
0 sonst

X»—>{x,y},2b—>{

zu einem Epimorphismus N,, ; — H. Nach Lemma 3.22 (c) ist H' kein Teilring von H.
Damit ist auch N’ keine Teilring von N. O

Anmerkung 3.24 Die Voraussetzung 2 1 ¢ geht nur an der Stelle ein, wo wir zeigen,
dass N’ fiir n > 2 und k > 4 kein Teilring ist.

Korollar 3.24.1 In den Fillen (b) und (c¢) ist N’ # C.

Wir wollen nun Beispiele fiir K angeben, in denen ®(Ng) C C gilt.

Lemma 3.25 Sei K = Z beziehungsweise K = Z/pZ mit p € P und p > k. Dann ist
(N/C, ) frei abelsch beziehungsweise p-elementar-abelsch. Insbesondere ist ®(N) C C.

Beweis. Nach Lemma 3.6 (a) ist N’ C C und damit ist N/C abelsch. Nach Korollar
1.32.1 ist (NN, *) endlich erzeugt und somit auch (N/C,*). Damit geniigt es, den Expo-
nenten von (N/C, ) zu betrachten.
Sei K = 7. Wir zeigen a(™ & C fiir alle a € N \ C und m € IN.
Sei a € N\ C und m € IN. Nach Bemerkung 3.5 existiert [ € k
minimal mit am; & C. Dann gilt a’m; € C fiir alle 4 > 1 nach Wahl

P von [ und damit
m l
(m)_ . _ my _ my
oC a\"™my <Z<i>a>m mam—i—z<i>a7rl§_10.
=1 gc =2 GC
oO(N)
Mit Bemerkung 3.5 folgt o™ ¢ C.
oN’ Ist K = Z/pZ mit p € P und p > k, so gilt mit Lemma 1.2 (e)
(Y a'l) = <> t=aP =0
{0} im1 N
fiir alle a € N. Damit ist (IV,*) vom Exponenten p und somit
auch (N/C, x).
In beiden Féllen ist ®(N/C) = {0} und damit ®(N) C C. O

Korollar 3.25.1 Gilt zudem n =1 oder k < 2 oder (n,k) = (2,3), so ist

N' = &(N) = C.
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3.2 Zur Kommutator- und Frattini-Untergruppe

Beweis. Nach Satz 3.23 (a) ist in diesen Fillen N’ ein Ideal von N.® Mit Korollar 3.7.1
folgt daraus N’ = C und wegen N’ C ®(N) C C folgt damit N' = ®(N) = C. O

Fir K = Z wissen wir nun, dass N’ C ®(N) C C gilt. Wir wollen nun den Index
von N’ in ®(N) und den von ®(N) in C genauer untersuchen. Dazu werden wir diese
sowohl in dem Jacobson-Radikal J der &ufleren Algebra (vergleiche Kapitel 2.1) als auch
in Nz 7z fiir Primzahlen p > k betrachten.

Zunichst betrachten wir den Fall der dufleren Algebra. Zusétzlich zu den dort ver-
wandten Bezeichnungen fithren wir die folgenden Notationen ein:

Bezeichnungen 3.26 Falls k > nsei 9 : X — X, 2z — x, und ¢ : N — J die
homomorphe Fortsetzung von ¢.

Falls k <nsei ¢ : X — {z1,..., 21}, x; — z; fiir alle ¢ < k und x; — 0 fiir alle ¢ > k
und ¢ : N = J(Ag({z1,...,2x})) die homomorphe Fortsetzung von ¢.

Bemerkung 3.27 Es gilt
Cp=2 | P A% (X)
j=2

Beweis. Es ist

Somit geniigt es, (f — g)p fiir assoziierte f, g zu bestimmen.

Seien f,g € X=F assoziiert, etwa f = og fiir ein geeignetes o € Si(y)- Ist sgn (o) =1, so
ist fo =gy, also (f —g)e =0. Ist sgn (o) = —1, so ist I(f) > 1 und fo = —(gy), also
ist (f — g)p = 2f. Damit gilt Cip C 2 (@;;2 AJI'((X)).

Sei h € X=F mit I(h) > 1, etwa h =y A --- AYypy mit y1,..., Yy € X. Dann ist

2h=yi A Nyyy 91 A Ay
=YL A ANYn) — Y2 AYL AY3 A NYyn)
= (Y1 Yin) — Y2193 Yyw)) e € Cop.

Damit folgt auch Cp D 2 (@;‘:2 A%(X)) O

Lemma 3.28 Sei n > 3 und K = Z. Dann ist der Index von ®(.J) in C'¢ unendlich.

Beweis. Es gilt nach Satz 2.8

2 P AL(x) =T ().

Jj€Em, 2|3

8Der Fall p = 2 und k = 1 fillt nicht unter die Voraussetzungen von Satz 3.23. In diesem Fall ist (N, %)
abelsch und damit N’ = {0} ein Ideal von N.
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3 Die Gruppe quasiregulidrer Elemente in der frei nilpotenten Algebra

Damit ist 221 A za A xz € Cp \ ©(J) und es gilt fiir alle m € IN mit Bemerkung 2.4 (d)

(221 A g A xg)(m) = (T) 2x1 Ao N xg = 2mxy N xo Ay & O(J).

Korollar 3.28.1 Sind k,n > 3, so gilt ®(N) € C und der Index von ®(N) in C ist

unendlich.
N . .
00 Im Bild seien K = Zund k >n >3
O X Kern ¢ + 2N2 gewihlt. Zudem sei
(0. ¢] n
®(N) Kern ¢ 4+ 2G G:= @ Nm;.
N’ i=1,2|i
o0 Die Késtchen kennzeichnen Ideale
von N.
Kern ¢
Es ist Kern ¢ + 2N? nach Bemer-
kung 3.27 das volle Urbild von Cy
o und wegen J' = ®(J) ist Kern ¢ +
2G nach Lemma 3.28 das volle Ur-
{0} bild von J' und ®(.J).

Seien z,y, z € X paarweise verschieden. Dann sind die folgende Elemente von unendli-
cher Ordnung:

o [2F 1yl = [zFL y]. € Kern p N N/,

o 2zy + Kern ¢ € (Kern ¢ + 2G)/Kern ¢,

e 2zyz + (Kern ¢ + 2G) € (Kern ¢ + 2N?)/(Kern ¢ + 2G),
e z+ (Kern ¢ +2N?) € N/(Kern ¢ + 2N?) und

22y + C € (Kern ¢ + 2N?)/C.

Nun wollen wir Kern ¢ bestimmen.

Bemerkung 3.29 Fiir alle W € X=F sei fyy € W und zu f € W sei oy € Sy mit
orf = fw. Dann ist

Kern ¢ = Z aff|VW€X§k:fWg0750:>ngn(af)afzo
fexsk few
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3.2 Zur Kommutator- und Frattini-Untergruppe

Beweis. Esist fo = sgn (o7)fwe fiir alle W € XSF und f € W. Damit folgt

dapfle=| D D apf|e

fex=k wexsk few

= > > asfe)

Wexskfew

= > | D sen (op)ay | (fwe)

wexst \feW

= > > sen (op)ag | (fwe)

WeXxZF, fwpr0 \JEW

Da die fyp, die nicht im Kern von ¢ liegen, in J K-linear-unabhingig sind, ist somit
Zfeng ay f genau dann im Kern von ¢ enthalten, wenn fiir alle W € X=Fmit fyye # 0
die Bedingung

Z sgn (of)ay =0
few

erfiillt ist. O
Wir betrachten N/Z/pZ und ®(Nyzz) fiir eine Primzahl p.

Lemma 3.30 Seip € P und K = Z/pZ.
(a) Ist p < k, so ist N' C ®(N).
(b) Ist p > k, so ist N = ®(N).

Beweis. Esist ®(N) = N® x N’ nach dem Burnside’schen Basissatz [Hup67, Seite 272,
3.14 a] und N®) = NP, da char K = p gilt.

Ist k& < p, so folgt N? = {0} und damit ®(N) = N'.

Sei k > pund # € X. Dann ist z®) = 27 € ®(N), aber 2? ¢ C D N’. Also folgt
P € ®(N)\ N'. O

In dem folgenden Bild sei K = Z und n, k > 3 gewihlt. Sei p eine Primzahl mit p > k
und ¢y, : Nz — Ny, 7 die Fortsetzung des kanonischen Ringepimorphismus Z — Z/pZ.
Die Késtchen kennzeichnen Ideale von N := Ny.

Mit N’Z/pZ = ®(Ngz/pz) ist N'+pN = ®(N) + pN.

Wie bereits gezeigt, ist C/®(N) unendlich, aber C/((N' + pN) N C) ist isomorph zu
einer Faktorgruppe von N/pN und damit endlich. Also muss ((N' + pN) N C)/®(N)
unendlich sein.

Fiir z,y € X mit x # y sind

e pr+C € (pN +C)/C und
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3 Die Gruppe quasiregulidrer Elemente in der frei nilpotenten Algebra

e plz* 1 y] = [pz* 1yl € N'NpN

von unendlicher Ordnung.

C 00
./. p-elementar-abelsch

endliche p-Gruppe vom Exponenten p

Kern ¢, = pN

{0}

3.3 Der abelsche Fall

In diesem Abschnitt wollen wir den Fall untersuchen, dass die Gruppe (N, %) abelsch
ist. Dies ist nach Bemerkung 1.29 genau dann gegeben, wenn die Nilpotenzklasse k der
Algebra 1 ist oder wenn N als Algebra von nur einem Element erzeugt ist, also | X| =1
gilt.

Im ersten Fall erhalten wir

(N,) 2 (K, +)¥)

hier ist also nichts weiter zu zeigen.
Ist im zweiten Fall

(K, +) = (Z,+)™

fiir ein m € IN, so ist (NN, *) nach Korollar 1.32.2 endlich erzeugt und jedes Element # 0y
ist nach Korollar 1.27.1 von unendlicher Ordnung. Damit ist in diesem Fall (V,*) frei
abelsch. Genauer gilt:
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3.3 Der abelsche Fall

Bemerkung 3.31 Es ist
(Nz1 ks ) = (Z, )"

Beweis. Sei X = {z}. Nach Korollar 1.32.1 ist {z° | i € k} ein *-Erzeugendensystem
von N. Seien ay,...,q € 7, mit

0=

o

(@),

=1

Dann folgt

k
0= (.i(l(xi)(ai)> T = Q17,

also a1 = 0, und damit induktiv fiir alle [ < k

k k
0= (.’fl(wi)(ai)> m (i‘l(aﬁi)(ai)> m = ',

also oy = 0 fiir alle [ € k. Damit ist {z’ | i € k} eine Z- Basis von (IV, *). O

Sei in diesem Abschnitt |X| =1, etwa X = {z}, p € P, [,m € IN und K ein kommu-
tativer unitdrer Ring mit

(K, +) = (Z/P'Z,+)"
so, dass es eine Z/p'Z-Basis x von (K, +) gibt mit k = k? = {c? | ¢ € k}.
Bemerkung 3.32 Ist K = Z/p'Z, so ist k = {1} eine Z/p'Z-Basis mit kP = k.
Ist K ein endlicher Korper, so gibt es nach [LN83, Seite 60, Theorem 2.35] eine Normal-

basis? k£ von K iiber seinem Primkérper. Ist also K ein endlicher Kérper mit char K = p,
so existiert eine Z/pZ-Basis k von K mit kP = k.

Satz 3.33 Es gilt
Sk,p m
- Tt —|I
(NK,l,k,*) ~ (C;;c,pl,l % >< CI(J|l+ktyp,t| | k,p,t+1|)) ]
t=0

Beweis. Seix = {ki,...,ky}. Firalle: € mund r € ¢y sei y; 1= (kixr)(p)*((kix’”)p)*.
Sei

B:={ka’ |i€m,j€kptjtU{yir|i€m,recy.

Ist K /Ko eine endliche galoissche Kérpererweiterung, so heifit eine Basis der Form {ca | o € Autx, K}
fiir ein ¢ € K eine Normalbasis der Korpererweiterung. Ist dabei K endlich mit char K = p, so ist
Autg, K von einer Potenz des Frobeniusautomorphismus erzeugt und wir erhalten eine Basis der

2 | K|
Form A< ¢, c'KOl,c‘KO‘ s, CIEO] }
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3 Die Gruppe quasiregulidrer Elemente in der frei nilpotenten Algebra

Wir zeigen zunichst (B), = N. Nach Korollar 1.32.1 ist {k;2? | i € m, j € k} ein
x-Erzeugendensystem von N. Wir zeigen induktiv nach j fiir alle i € my; k;2? € (B),.
Sei also i € m,. Fiir j = 1 gilt k;27 € B nach Definition von B. Sei nun j > 1. Gilt p 1 7,
so gilt wieder k;xd € B nach Definition. Andernfalls sei [ € m, mit kf = k; (ein solches [
existiert nach Wahl von k) und r € ¢yymit j = pr. Dann ist nach Induktionsvoraussetzung
kix" € (B), und wir erhalten

kiad = (" = (") @ (")) () = ()™ % (i) € (B)..

Damit ist (B), = N.
Weiter gilt o(y;,) | p'~* nach Korollar 1.34.1 fiir alle 4 € m, und alle r € c1. Damit folgt

II I e(wis) <p®Hmt und

recyiemy
S
[T oG’y =TT T1 TLo k)
jEk €M t=0jcI;\pN i€my
plj
2 f[ pOmII PN
t=0

118 P Yt (A (1Tt = Te41])

AuBlerdem gilt

(U= Dert Y A+t = e ]) = (0= Der + 1ol + Y 11 = (L + 8)@

t=0 t=1 ~

S
=l =1)c1 +1l(co—c1) + Z(Ct — Cty1)
t=1
=—c+lcg+c1—cs
<~

=0
= lCO
= lk.
Damit erhalten wir insgesamt
plmk _ |K‘k
= |N|
=[(B).| < [ o0)
beB
= H H o(Yir) H H o (kiz?)
recyiemy jEk €Y
plj
- pm((l—1)01+2f:o(l+t)(|1t|—|ft+1D)

mkl
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3.3 Der abelsche Fall

Damit folgt o(y;,) = p=1 fiir alle r € ¢, © € m und o (klm]) = pltt fiir alle t € s,
j € It \ pIN und i € m. Wir erhalten

=~ ¢ y Ie|—| 1
N = >< <b>* = (Cplll X t>:<0 C;|l+t| | t+1|)> )

beB

Zusatz Genauer zeigen wir in dem Beweis von Satz 3.33, dass B ein minimales Erzeu-
gendensystem mit Xpcp(b). = N ist.

Korollar 3.33.1 (a) Sei ¢ € Ny; und K = Z/cZ. Seien q,r1,...7¢ € IN sowie
P1s--.,pq € P paarweise verschieden mit ¢ = pi*... pgq. Dann gilt

q Spi
(V%) = X (Cci’f’i x X c('i’iﬁ;t"’i*”l')).

i=1 \ Ps t=0 Pi

(b) Sei K ein endlicher Koérper der Charakteristik p, |K| = p™. Dann ist
s s+1
(N,*) = X C;}gtld_lfﬂrl” — X C$(|It,1|_\1t\).
=0 t=1

Beweis. (a) Im Fall ¢ = p|' gilt die Behauptung mit Satz 3.33 mit x = {1} und der
allgemeine Fall folgt daraus mit Satz 1.38.
(b) Dies folgt direkt aus Satz 3.33 mit Bemerkung 3.32. O

Beispiel 3.34 Sei p =3 =1 und k& = 10. Nach Beispiel 1.17 ist
01:3, |I0‘—’Il|:7—2:5, |Il‘—’12|:2—1:1 und ‘IQ’—|13‘:’I2|:1
Mit Satz 3.33 folgt

(N, *) = Cg X C‘;? X Cgl X C243.
Wir wollen nun im Fall char K = p die Frattini-Untergruppe ®(N) bestimmen.

Bemerkung 3.35 Es sei char K = p und [ = 1. Dann gilt

k
NE =@ Ka?  tiir alle t € N,
j=1
Pl

Insbesondere ist [N®)| = |K|* fiir alle ¢t € Ny und
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3 Die Gruppe quasiregulidrer Elemente in der frei nilpotenten Algebra

Beweis. Seit € INy. Sei a € N, etwa a = Zle a;x' mit aq,..., o, € K. Dann gilt mit
char K =p

Ka.

P~

k k
a®) = gp' = Zaftxipt S @K:ﬂj. Also ist  N®) C
=1 7j=1

=S,
=
L=

pilj |7

AuBerdem ist |k N p'!IN| = ¢; nach Bemerkung 1.18 Teil 6. und wir erhalten

k
D K| = K|
7=1

p'lj

Nach Satz 3.33 ist

s m
we (xegr)
r=0

und damit
N0 = (>< c;f;l‘,'ﬁ“'))m, o
r=t
NG| = T+
T )
R ).
Mit

s

STt = (L] = L) = SO UL = (L4 s — 1) o)
r=t —~

r=t -0

S
= Z(CT —Cr41)
r=t

=C — Cs41
~—~—
=0
= Ct

folgt die angegebene Méchtigkeit von N, und damit die behauptete Gleichheit. Die
Behauptung fiir ®(N) folgt aus ®(N) = N® « N’ = N®) da N eine abelsche p-Gruppe
ist. O

Wir wollen nun eine Anwendung des Satzes 3.33 betrachten.

Lemma 3.36 Sei K ein beliebiger kommutativer unitérer Ring und G eine Gruppe. Sei
g € Gund A die von 1 — g erzeugte K-Teilalgebra von KG. Dann gilt 1 — g™ € A fiir alle
n € INp.

88



3.3 Der abelsche Fall

Beweis. Wir zeigen die Behauptung mittels Induktion nach n. Dabei ist fiir n = 0 und
n = 1 nichts zu zeigen. Sei also n > 1. Dann folgt:

n

oo +Z ()eva-0=% (7)o +Z (7)via-g

i=0
€A nach I.V.
n—1 n

=1+ X (7)o

n_n . n 7 n
= 1"+ 0 (1) (-1

=0
=0
= (=)™ (1 -g")
Damit folgt 1 — g" € A. O

Korollar 3.36.1 Ist G zyklisch von g erzeugt, so ist A = Aug (KG).

Satz 3.37 Sei K ein endlicher Kérper mit Charakteristik p und G = Cy, k := pl—1.
Dann gilt

Niap = Aug (KG) als K-Algebren.

Beweis. Sei g ein Erzeuger von G. Dann ist A = Aug (KG) von 1 — g als K-Algebra
erzeugt und es ist Aug (K g)Pl = {0}. Damit l4sst sich die Abbildung x +— 1—g zu einem
K-Algebren-Epimorphismus Ng (1, — Aug (KG) fortsetzen, der wegen

l_ _
IN| = |KF = KPP = K[! = |Aug (KG)|

ein Isomorphismus ist. O

Damit erhalten wir den Spezialfall der zyklischen Gruppe eines Resultats fiir abelsche
p-Gruppen, das sich bei S. Wirsing [Wir05, Seite 80, 4.2.1.4] findet:

Korollar 3.37.1 Sei zusétzlich |K| = p™. Dann ist

1 t—1 t 141
m(|GP [=2(GP |+]GP |

(Aug (KG), ) = X ¢\ )
t=1

Beweis. Es gilt

[plzlJ =pt—1 firallet el -1,
Ct — ‘
¢ =0 fiir alle t > 1
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3 Die Gruppe quasiregulidrer Elemente in der frei nilpotenten Algebra

Damit ist s =1 — 1. Weiter gilt fiir alle t € s,

[le—1| = [It] = ct-1 — 2¢1 + cr41
C D L gt gy ) g
_ i) it ()
oo

1 t4+1

Y

_2‘gpt

da G eine zyklische Gruppe der Ordnung p' ist. Es folgt

(Aug (KG).#) = (Nipp)
lf
3.33.1(b) lcm(\lt\—llt+1\)

= pt+1

t=0
l
_ ¢ gmlinelinD
p

t=1

N A v )
t=1

3.4 Die von X erzeugte Untergruppe

Nun betrachten wir die von X beziiglich * erzeugte Untergruppe von Ng x . Der Satz
von Magnus sagt uns, dass (X). in der Potenzreihenalgebra Pz x frei iiber X ist und
Satz 2.14 gibt uns dieses Resultat in der Potenzreihenalgebra Py x iiber einem beliebi-
gen kommutativen unitéren Grundring K an.

In der Diplomarbeit [Han12, Satz 2.16] haben wir bereits gezeigt, dass (X ). in Nz x
frei nilpotent von der Klasse k iiber der Menge X ist. Im Fall eines Ringes K mit Cha-
rakteristik # 0 ist diese Gruppe jedoch endlich und kann somit nicht mehr frei nilpotent
sein. Wir werden in diesem Abschnitt jedoch sehen, dass die (X), eine M,, ;. .-freie Grup-
pe iiber X ist, also wieder freies Objekt in einer geeigneten Klasse.

Wir werden zunéchst die Klassen 9, ;. . definieren und auf Eigenschaften untersuchen
und anschlieflend zeigen, dass (X), in Nk x ,, frei in einer in Abhéngigkeit von K gewihl-
ten Klasse von Gruppen N, ;. ist.

In diesem Abschnitt seien n,k € IN und € := (e1,...,e;) € INF.

Definition 3.38 Es bezeichne M, die Klasse der nilpotenten Gruppen von der Klasse
hochstens k. Weiter bezeichne Ny . die Klasse der Gruppen N € Ny, bei denen ¢; fiir
alle ¢ € k von dem Exponenten von ~;(N') geteilt wird. Insbesondere teilt der Exponent

90



3.4 Die von X erzeugte Untergruppe

dieser Gruppen ¢;.

Es bezeichne zudem 91, ;. die Klasse der nilpotenten Gruppen von der Klasse hochstens
k mit n Erzeugern und N, ;, das freie Objekt in dieser Klasse. Ist F,, die freie Gruppe
mit n Erzeugern, so ist N, i = Fp /Yiet1(Fn)-

AuBlerdem sei M, . die Klasse der Gruppen N € Ny, ., die von n Elementen erzeugt
werden.

Wir erhalten nun freie Gruppen in diesen Klassen wie folgt:

Satz und Definition 3.39 Es gibt eine 91 -freie Gruppe iiber X. Ist Fx die freie
Gruppe iiber X, so ist die My, .~freie Gruppe iiber X isomorph zu

k
]:X/ <<H%(}'X)Ei> 'YkJrl(]:X)) -

Ist | X| =n, so ist diese frei in M, 1 . und wir bezeichnen sie mit N, k.

Beweis. Wir setzen

K
N = <H%’(Fx)€i> Vi1 (Fx)-
-1

Dann ist N < Fyx. Sei G € Nk, und ¢ : Fx — G ein Gruppen-Homomorphismus. Da §
nilpotent von Klasse k ist, ist yx41(Fx) C Kern ¢. Sei i € k und g € v;(Fx). Dann gilt
gp € 7i(G) und damit

(97 = (g9p)°" = 1g.

Also ist g° € Kern ¢ und damit v;(Fx )% < Kern o fiir alle i € k. Es folgt N' < Kern ¢.
Mit Fx /N € Ny e ist Fx /N Ny, o-frei diber X. O]

Bemerkung 3.40 Sei N € 9, und X ein Erzeugendensystem von N.

(a) Ist fiir alle Y C X, Y endlich, Y ein 9-freies Erzeugendensystem von (Y), so ist
X ein My-freies Erzeugendensystem von N

(b) Sei N' € My .. Ist fiir alle Y C X, Y endlich, YV ein 9y, -freies Erzeugendensystem
von (Y), so ist X ein My, -freies Erzeugendensystem von .
Beweis. (a) Sei G € M und ¢ : X — G eine Abbildung. Seien g € N, m,l € NN,
Tlyee s Tmy Y1, -+, Y1 € X und ala'--amvﬁla"wﬂl € {17_1} mit

a:‘f”...x%m:g:ylﬁl...yfl.

Sei Y :={x1,...,Zm,y1,...,y}. Dann ist Y endlich und nach Voraussetzung ldsst sich

@y zu einem Homomorphismus nach G fortsetzen, das heiflt, es gilt

(10) ... (2m@)*™ = (110)"' ... (yi@)™.

Also werden je zwei verschiedenen Darstellungen eines Elementes das gleiche Element
im Bildbereich zugeordnet und damit ldsst sich ¢ zu einem Gruppen-Homomorphismus
fortsetzen.

(b) Diese Aussage folgt analog. O
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3 Die Gruppe quasiregulidrer Elemente in der frei nilpotenten Algebra

Nachdem wir nun die Klassen M, . und N,, ;. . definiert haben und eingesehen haben,
dass es in diesen Klassen freie Objekte gibt, wollen wir nun den Spezialfall £ = 1 be-
trachten. Anschlieflend {iberlegen wir uns, dass nicht jede Wahl von € zu verschiedenen
Klassen fiihrt. Je kleiner die Eintriage in € sind, desto besser ldsst es sich in der Grup-
pe rechnen. Also wollen wir € mit moglichst kleinen Eintrdgen wéihlen kénnen ohne die
Klasse zu verdndern.

Definition und Bemerkung 3.41 Es ist N1,1,(51) eine zyklische Gruppe der Ordnung
e1. Diese bezeichnen wir mit C.,. Weiter ist Ay, 1 (c;) = Cey X -+ X Cey.
N———

Lemma 3.42 Sei ¢ € k — 1. Fiir alle j € k setzen wir
. T(ei, & =1t+1 - - -
£ = geT(circir) ‘7 Z und € := (€1,...,Ek).
£j j#Fi+1

Dann gilt My . = Npz und Ny, e = Ny gz

Beweis. M, : C Ny . gilt trivialerweise.
Sei G € Mi.. Sei j € kund g € vj(G). Ist j # i+ 1, s0ist g5 = g% = 1g. Ist j =i + 1,
so gilt

£ ge"/:z(g) 1g QE'Yi;l(g) gEH—l und damit g§i+1 — gggT(Ei,€i+1) — 1g
Damit folgt G € My ;.
My ke = Ny 1z folgt entsprechend. ]

Nun kénnen wir eine obere Schranke fiir die in 9,, ;. » auftretenden Gruppenordnungen
angeben. Je kleiner wir die Eintrége von € mit vorherigem Lemma wé&hlen kénnen, desto
besser wird unsere Schranke.

In Korollar 1.48.1 haben wir gezeigt, dass wir in ./\/’n’k;’8 die Elemente durch Element-
arkommutatoren darstellen kénnen. Dies wollen wir uns in der Folge zunutze machen.
Wir verwenden hier die gleichen Notationen wie in Abschnitt 1.4.

Lemma 3.43 (a) Sei G € M, 1, .. Dann gilt

k
FE e (3.1)
i=1

Insbesondere ist N, . endlich.

(b) Sei X = {z1,...,2n}, Y = {y1,...,yn} ein Erzeugendensystem von N, ;. und
8 : Fx — Nnyk,g die homomorphe Fortsetzung von x; — y; fiir alle j € n. Fiir
alle ¢ € k sei (’E?’B = (ei,1,-.-,€in,;) das Tupel der Elementarkommutatoren vom

Gewicht . Dann gilt

k n;

Nuwe = 11T

i=1j=1

Vick,jen: aj €¢gy
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3.4 Die von X erzeugte Untergruppe

und die Darstellung der Elemente in dieser Form ist genau dann eindeutig, wenn
in (3.1) die Gleichheit gilt.

Beweis. Dies folgt aus Korollar 1.48.1. 0

Korollar 3.43.1 Sei G eine nilpotente Gruppe der Klasse hochstens k mit n Erzeugern
und vom Exponenten ;. Dann gilt

k .
G| < ep=t™,

Wir erhalten also nur in Abh#ngigkeit von der Nilpotenzklasse k, der Erzeugerzahl
n und dem Exponenten e; eine obere Schranke fiir die Gruppenordnung. In [Qui89,
Theorem 1] wird eine weitere Schranke angegeben:

Satz 3.44 Sei G eine nilpotente Gruppe der Klasse hochstens k& mit n > 1 Erzeugern
und vom Exponenten ;. Dann gilt

G| < paetk(k+1)

Beispiel 3.45 Sei G eine nilpotente Gruppe der Klasse £ = 10 mit n = 2 Erzeugern.

e Sei G vom Exponenten €; = 3. Dann gilt:

(3.43.1) |G] < THIH2FBHOHO+IBH0+56400 _ 3226 9
(3.44) G| < 9531011 _ 9165
Hier ist die Abschétzung aus Satz 3.44 besser.
e Sei G vom Exponenten £; = 33. Dann gilt:
(3431) |g’ S 33(2+1+2+3+6+9+18+30+56+99) — 3678 ~ 3’ 1 . 10323 und

(3.44) G| < 95°3%:10-11 _ 91485 1,1-10%7,

Hier ist also unsere Abschéitzung aus Korollar 3.43.1 besser.

Beim Vergleich der beiden Abschitzungen fillt auf, dass unsere Abschitzung bei fe-
stem n und k fiir grofle Exponenten eine bessere Abschéitzung liefert, da das Wachstum
nicht mehr exponentiell, sondern polynomiell ist.

Da wir nun wissen, dass unsere Gruppen endlich und nilpotent sind, kénnen wir sie

mit Hilfe ihrer Sylowgruppen zerlegen und erhalten damit eine Reduktion auf den Fall,
dass € nur p-Potenz-Eintréige zu einer festen Primzahl p hat.
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3 Die Gruppe quasiregulidrer Elemente in der frei nilpotenten Algebra

Lemma 3.46 Seien ¢ € N und py,...,p, € P paarweise verschieden. Fiir alle ¢ € k und
J € g seiri; € Ng. Dann gilt

q

~
N - e\ = XN s TR
TL?k?(H;]':lpj ]7"-7 ?zlpj ]) ]>:<1 ’I’L,k,(p] ]7'-'7pj ])

Beweis. Fiir alle j € g sei S; die p;-Sylowgruppe von Nn ) Da

N

q 1,5 q Tk
7(Hj:1pj ’ 7---7Hj:1pj ’

" ;) endlich und nilpotent ist, gilt
n7k7(H§:1pj ]7---7 ;1':117]' ]> ’
q
N . ey = XS
n7k7<H?:1pj17J7"‘7H§:1pjk7j> _]>:<1 J

Seil € q,i€ kund g€ ~(5). Dannist g € ; (./\/ k(

n Hq p'fl,j q ptk’j

) ’ g=185 oolly=185 )

gilt o(g) | [T, p;"". Da g € S ist, ist o(g) eine p-Potenz und es folgt o(g) | p;"*. Somit
ist S; € ‘ﬁnk ( g rk,l> fir alle j € g,

Py 5Py

>> und damit

Auflerdem ist

q
N " e\ €N g rh denn:

(o ) T ik (T 2 e T 2 )

ollj=1P;

7j=1

. . q . q
st i € g 5 (X, (oo ) = X (W oo ges) ) oo
existieren g; € 7; (Nn?k,(pgl,j’...’p;k,j) fir alle j € g mit g = g1...94 und g1,...,94
kommutieren paarweise miteinander. Auflerdem gilt o(g;) | p?’j fiir alle ¢ € g. Damit
folgt
i a_ i 4 i
[M_.p," _ }_[Flp, ...g};[J:lpJ =1---1=1, alsoist

ry mhgy €N "1, WA
n,k,(pj ]7'--717]' ]) n’kz(ng':lpj ]7"'7]._[;:1]‘7]' ])

Wir erhalten

q q
H ’Sj‘ < H Nn,k,(pjr.lj ;kj)
J=1 J=1
q
XN s oy
j=1 n,k,( ' '7: pj J)
< .
- Nn’k’(ngzlp‘;ld7"'7H§:1p;k]>
q
=X 8,
j=1
q
= 1118l
=1
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3.4 Die von X erzeugte Untergruppe

Damit folgt |.S;| = Nn . (p?jl,j pfk,j) und damit S; = /\/n k (p
LAvS P [
Wir erhalten

sl

J

N

q
W Tk,
'rL,k,(H?zlpj Jv--’H(JZ':lpj J) _

q
55 % XNk (519 )
J:

j=1 J i

Aus Lemma 3.42 und dem vorherigen Lemma folgt, dass es geniigt die Gruppenklassen
Ny, ke zu studieren, bei denen € = (p",...,p"*) fiir eine Primzahl p und rq,..., 7, € IN
mit r; > -+ > 7 gilt.

In dem folgenden Lemma sehen wir, wie wir Nn,k,g aus Nn,k,s durch Faktorisierung nach
geeigneten Normalteilern fiir geeignete ¢ € IN* konstruieren kinnen.

Lemma 3.47 Sei ¢ = ((1,...,¢) € INF, so dass ¢ | ¢; fiir alle i € k gilt. Dann gilt

k
Nn,k,e/H/Yi(Nn,k,s)Ci gNn,k,C‘

=1

Beweis. Es ist AV, 1/ Hle YiNnke)S € Mk

Sei G € M, k¢ Dann ist nach Voraussetzung G € N,, ;. und damit gibt es einen Epi-
morphismus ¢ : NV, . — G und offenbar ist v;(N;, )% < Kern ¢ fiir alle i € k, also ist
[T N ko) < Kern . O

Nun wollen wir einsehen, dass die von X in Nk x ;. *-erzeugte Gruppe frei in einer
geeigneten Klasse ist und in dieser Gruppe in (3.1) die Gleichheit gilt. Wir gewinnen
also eine eindeutige Darstellung von Elementen. Die Aussage (b) findet sich bereits in
[Hanl2, Satz 2.16].

Satz 3.48 Sei n > 1 und X n-elementig, X = {x1,...,2,}. Sei f: Fx = (Ng xk:*)
die homomorphe Fortsetzung von x +— x fiir alle z € X. Weiter sei G?’B = (€i1,--s€in;)
fiir alle 7 € k das Tupel der Elementarkommutatoren in Nx x ; vom Gewicht 4. Fiir alle

i € kund j € ny sei

_Jo(ei;) =1 oleiy) ist endlich
Yz sonst ‘

Dann gilt:

(a) Esist Bild 8 = (X ), und

i=1j=1 0J

k ng
(X)) = {* * (eid) |Viek,jen: aj € Oi,j}-

Dabei ist die Darstellung der Elemente von (X). in dieser Form eindeutig.
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3 Die Gruppe quasiregulidrer Elemente in der frei nilpotenten Algebra

(b) Ist char K =0, so ist O; ; = Z fiir alle i € k und j € n; und es gilt

(c) Seichar K # 0und ¢ := char K. Seien ¢ € N, py,...,p, € P paarweise verschieden
und rq,...,7g € Nmit c=pl'...py". Fiir alle i € k sei t;; € Spyy it @ € Iy, , fiir
alle I € g. Dann ist o(e; ;) = p?”“ .. .pg‘ﬁt’” fiir alle j € n;,

Sei € := (o(e1,1),-..,0(ex,1)). Dann ist

k

<X>* = Nn,k,s und |<X>*’ = Ho(ei’l)ni'

=1

Ist insbesondere K = Z/ pl Z fir ein p € P und ein [ € IN und ist ¢; € 59 mit ¢ € I,
fiir alle ¢ € K, so ist

<X>* = N ,k,(pH'tl

n l+tk).

Beweis. (a) Bild g = (X). folgt aus der Definition von .
Wir wollen nun die Voraussetzungen von Korollar 1.58.2 (¢) nachweisen. Fiir alle i € k
sind €j1,...,€in; €7i((X)«) und es gilt nach Satz 1.48

Yil((X)) /i (X)) = (vt (X)) | 5 € nig.

Wir setzen fiir alle i € K und j € n

Mi,lz{eTl,tl...eTm7tm]melN,rl,...,rmG{i—i—l,...,k},
V€ m: ty € nnyy (M1, 1) < ... < (rm,tm)},
lex lex
Mi,gz{ei,tl...ei,tm\mE]N,tl,...,tmE@,tlg---gtm},
M(iyj):{e?fﬂmeﬁ} und
M(i7>j):{6i7t1...6i7tm|m€IN,t1,...,tm€{j—f—l,...,ni},tl§~--§tm}.
Sei
B:{eh’jl...eim’jm|melN,il,...,imE&,VtE@:thnit,

(i1,71) < ... < (Zmajm)}

lex lex

die in Lemma 1.52 konstruierte Basis von N. Dann sind
M;ia \ {0}, Mig \ {0}, M j \ {0}, M(; )\ {0} € B
fiir alle 4 € kK, und j € n; und es gilt bei festem 7 € k und j € ny
M;q N M2, My 0 M gy, M jy 0 M »j) € {0}
und damit

(M) N (Mi2)k = {0} = (Mi1)k 0 (M jy) e = (M j)) k N (M >j) k-
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3.4 Die von X erzeugte Untergruppe

Sei i € k,und j € ny. Dann gilt mit Lemma 1.2 (e), (f)

(eig)e © (M) und i1 ((X)x) € (Min)k

mit Satz 1.48. Es folgt (e; )« N yi+1((X)«) = {0}.
Sei nun ¢ € k und «; € Z fiir alle j € n; mit *?;1 e

(Oj‘.j) € vi+1((X)«). Dann gilt mit
Lemma 1.2 (d)

i7

n;
jtl el(-f;j) S <M@2>K und

X eg’c;j) € Yit1((X)«) € (Mi1)k, also

ng

jfl 65-3” € <Mi,1>K N <Mi,2>K = {0}
Damit ist *;7;1 el(:xjj) — 0. Es folgt el(;al) _ *;};2 ezﬁzj) und
eg’_lal) S <M(z,1)>K und th egzj) S <M(i,>1)>K-

Es folgt 6531) =0= *72:2 egfj-j) und induktiv el(-j.j) = 0 fiir alle j € ny. Damit ist

W) = X fesstn (X))

Somit gelten nun die Voraussetzungen von Korollar 1.58.2 (c¢) und es folgt damit

k n;
<X>* = {i*lj*l ez('f;i,j) | Vi € E,j €ENg: Q€ Om’}
und die Darstellung der Elemente von (X), in dieser Form ist eindeutig.

(b) Sei char K = 0. Dann ist nach Korollar 1.27.1 die Ordnung von e;; unendlich
und damit O;; = 7Z fiir alle i € k und j € ny. Sei Y = {y1,...yn} ein N, j-freies
Erzeugendensystem von N, ; und ¢ : N, — (X), die homomorphe Fortsetzung von
y; +— x; fiir alle ¢ € n. Dann ist ¢ surjektiv und aus der Eindeutigkeit der Darstellung
in (a) folgt Kern ¢ = {1}. Damit ist ¢ ein Isomorphismus und damit N, j = (X)..

(c) Sei char K # 0 und ¢ := char K. Sei K = (1x)z der Primring von K. Dann ist
(X)« C Ng x, und K = 7./cZ. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass ¢ = p' fiir eine Primzahl
p und [ € IN gilt. Der allgemeine Fall folgt aus diesem mit Satz 1.38. Sei i € k, j € ny
und t € sp mit ¢ € I,,;. Dann ist o(e; ;) = p'*t* nach Bemerkung 1.53.

Sei € := (o(e1,1), . -.,0(ex,1)). Nach Lemma 1.35 ist (X), € M, 1. und es gilt

k

k ng
(a) 1.53 " 3.43
(Xl = [T T oteis) = [T olei)™ = INnpel-

i=1j=1 =1

Es folgt My ke = (X)s. O
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3 Die Gruppe quasiregulidrer Elemente in der frei nilpotenten Algebra

Korollar 3.48.1 In Pz x gilt
(X). 1 PER! = 7sa (X)),
Beweis. Es ist m<; ein Algebren-Epimorphismus von Pz x auf Nz x; und es gilt
Kern m<p) vy, = (X)« N PZ—&}'
Mit dem Homomorphiesatz ist

in P in N

Nach Satz 2.14 ist (X), frei iiber X und damit gilt in P
<X>*/Kern 77§k|<x>* = <X>*/’7k+1(<X>*)

Da y41((X)«) < Py N (X). = Kern <y, gilt und nach [MKS76, Seite 296, Theo-
rem 5.5] endlich erzeugte nilpotente Gruppen hopfsch sind, folgt

Ve+1((X)+) = Kern mep vy = (X) N P

Korollar 3.48.2 (a) In (Ngz x k., *) ist die von X erzeugte Gruppe DM-frei iber X.

(b) Mit e = (o(e1,1),---,0(e,1)) wie zuvor ist in (Nz/.z x k, *) ist die von X erzeugte
Gruppe My, .-frei iiber X.

Beweis. Fiir endliche X wissen wir dies bereits und die allgemeine Behauptung folgt
mit Bemerkung 3.40. O

Beispiel 3.49 Sei k =2 =p, [ =1 und n = 2, etwa X = {z,y}. Dann ist (z,y) das
Tupel der Elementarkommutatoren vom Gewicht 1 und ([y, z].) das Tupel der Elemen-
tarkommutatoren vom Gewicht 2. Es folgt mit Bemerkung 1.53 und Satz 3.48 (c)

[(X)+| = o(x) - o(y) - of[, yl«) =4-4-2 =32
Zudem lésst sich die Abbildung
X — (a,b | {a*, b, (a,0)?, (a,b,b),(a,b,b)}), x> a,y—b,

zu einem Homomorphismus fortsetzen. Die durch Erzeuger und Relationen angegebene
Gruppe ist eine Gruppe der Ordnung 32, das heifit die Abbildung ist ein Isomorphismus.
Die Gruppe ist somit isomorph zu der Gruppe mit der Hall-Senior-Nummer 18 unter
den Gruppen der Ordnung 32, welche der SmallGroup(32,2) in der GAP-Nummerierung
entspricht.
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3.4 Die von X erzeugte Untergruppe

Beispiel 3.50 Nach Satz 3.48 ist in Ny /3379 10 mit Hilfe von Beispiel 1.17

(X)s = No10,(35,31,31,33,....39)
AuBlerdem ist nach Berechnung von nq,...,njg fiir n =2

1(X)u] = (35)2 _ (34)1 ) (34)2 ) (33)3. (33)6, (33)9 ) (33)18, (33)30. (33)56’ ) (33)99
_ 3685

Wir sehen in Satz 3.48 (c), dass in der Ungleichung (3.1) der Fall der Gleichheit
vorkommt. Es stellt sich also die Frage, fiir welche Wahlen der Parameter n, k, e die
Gleichheit angenommen wird. Nach Lemma 3.43 (b) ist dies dquivalent zur eindeutigen
Darstellbarkeit der Elemente durch Elementarkommutatoren.

Bemerkung 3.51 (a) Sei NV, j . abelsch. Dann gilt die Gleichheit in (3.1) genau dann,
wenn ¢; = 1 fiir alle ¢ € &\ {1} gilt. Insbesondere gilt dies fiir £ = 1.

(b) Seip € P und ! € N. Dann wird fiir n > 1in N, 4 () die Gleichheit in (3.1)
angenommen.

Beweis. (a) Sei X ein Nn,kjg—freies Erzeugendensystem von ./\/'n7k75. Da /\/’n,k,g abelsch
ist, folgt

Noke = (X) = H () und damit [N k.| < el
zeX

AuBlerdem ist

Cop 5+ % Ce,

n

epimorphes Bild von N, . und damit folgt [N, ;.| = 7.

(b) Sei X n-elementig. Es ist Iy = k und damit o(e;1) =
Bemerkung 1.53. Nach Satz 3.48 (c) ist somit Nn,p—l,(
und es gilt die Gleichheit in (3.1).

n NZ/plZ,X,p—l nach

by
phpl) = X < NZ/plZ,X,p—l

Wir sehen, dass die Gleichheit in (3.1) nicht immer angenommen wird: Ist 1 = 2, so ist
N ke abelsch, also gilt nach (a) beispielsweise in N5 5 (2 2y nicht die Gleichheit. Allerdings
ist in allen bisher beschriebenen Fillen, bei denen in (3.1) nicht die Gleichheit gilt, die
Gruppe .l\/’mk’s abelsch. Wir betrachten nun ein weiteres Beispiel, in dem die Ungleichung
(3.1) nicht mit Gleichheit erfiillt ist. Auch hier stellt sich raus, dass die Nilpotenzklasse
kleiner ist als die urspriinglich angegebene.

Beispiel 3.52 N3 (3 33) ist von Klasse 2 und es ist [N 5 (3,33 = 3°. Insbesondere gilt
in (3.1) nicht die Gleichheit.
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3 Die Gruppe quasiregulidrer Elemente in der frei nilpotenten Algebra

Beweis. Sei k =3 und n = 2. Es ist n1 =2, ng = 1 und ng = 2 und damit
IN23.(3.3,3)] < 32.3.3%=3%
Es ist nach Lemma 3.47 und Satz 3.48 (c)
3
Nos (333 = N2,3,(9,3,3)/H’Yi(/\/2,3,(9,3,3))3 = <X>*/<X>i3),
i=1

wobei wir (X ). in N := Nyg/37 x 3 mit X = {z,y} betrachten. Wir wollen nun (X>fk3) un-

tersuchen. Da char K = 3 ist, ist <X>>(,<3) = (X)3 C N3. Daher ist ((X)2,%) = ((X)2,+).
AuBerdem ist 3((X).) von den Elementarkommutatoren vom Gewicht 3, also beispiels-
weise von

[[y,x]*,x]* = [[%56]?55] und [[%x]*vy]* = [[y,x],y]
erzeugt. Es gilt mit char K =3

[y, 2], y) = 209® + 2yay + 2%
=23+ ® 4+ ayx + 2%y + y2? + 2y + v+ yay

—x3—y3—xyw—ny—ny—i-ny—i-yzx—i-ya:y
= (z+y)’ + (2° =y’ —wyz — 2%y — y2® + 2y® + P2 + yay) + 2°
=(@+9)° + (@ -y’ +2°
=(zxy)P+ (xxy )P +2°

= (zx* y)3 * ((z * y_)3) ¥ € (X>§ und
[y, 2], 2] = ayx + 2%y + ya®
:333—i—y3+xyx+x2y+yx2+xy2+y2a:+yxy
+ 2acy2 + 2yzy + 2y2w — 23— y3
= (I’ +y)3 + Hyvx}ay] - x3 - yS
=(@xy)’x [y, 2]yl (=) * ()" e (X)3.
N——
€(X)3, s. oben

Damit ist y3((X).) < (X)3. Also ist die Nilpotenzklasse von N3 (353) hochstens 2.
Wegen L([z,y].) = 2, also [x,y], & (X)3, folgt, dass die Nilpotenzklasse 2 ist. Damit
folgt

Nos 333 <3%-3=3%

Da jede Gruppe der Ordnung 3 und 32 abelsch ist, folgt IN23.(3.3,3) = 33 O

Nun werden wir mit Hilfe der Isomorphie (X), = N,, i . eine Darstellung der Gruppe
durch Erzeuger und Relationen angeben.
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Definition und Lemma 3.53 Sei Y eine n-elementige Menge, Y = {y1,...,y,}. Fir
alle 7 € IN sei (‘c‘? = (€i1,---,€in;) das Tupel der Elementarkommutatoren vom Gewicht
1 in Fy. Wir setzen

Mn,k,s = <y17 <oy Yn ‘ {ef,lj | i€k,je @} U {(yi17 ce 7yik+1) | ERRRRIEEIS E}>
Dann gilt:
(a) Es gibt einen Epimorphismus ¢ : My, xe = Ny pe-
(b) Es ist [ My kel < [Tiy el

(c) Giltin (3.1) die Gleichheit, so ist NV, k. = My, k.. Ist insbesondere ¢ := char K # 0
und ¢ wie in Satz 3.48 (c), so gilt (X)s« = My, ke in Nigp k-

Beweis. (a) Dies folgt direkt aus der Definition von M,, j ..

(b) Da M,, - nach [Hup67, Seite 258, 1.11 a] nilpotent von Klasse k ist, folgt dies mit
Korollar 1.48.1.

(c) Es ist nach Voraussetzung mit Satz 3.48 (c)

k
WNokel = ]8> Mkl
=1

Mit (a), (b) und Satz 3.48 (c) folgt die Behauptung. O

Bemerkung 3.54 M,, ;.. € N, 1. gilt im Allgemeinen nicht. Insbesondere ist
My (2.2) = Ds
und damit nicht vom Exponenten 2.
Beweis. Die Abbildung y; — (13) und yo — (12)(34) ldsst sich wegen
o((13)) = 2 = 0((12)(34)), o(((13), (12)(34))) = o((13)(24)) = 2

und da Dg von der Klasse 2 ist zu einem Epimorphismus M,, . — Dg fortsetzen. Mit
Lemma 3.53 (b) ist My 3 (29)] < 22 . 2! = 8 und damit folgt die Isomorphie. O

Wir konnen also die Gruppe N, ;. — und damit auch (X), — im Fall der Gleichheit
in (3.1) als Erzeuger und Relationen angeben.

Wir wollen nun zeigen, dass wir im Fall n = 2 = k£ die Gruppe ./\/’n7k7(pzyp1) mit p #£ 2
als Heisenberggruppe wiederfinden.

Definition 3.55 Wir definieren

- {

o O O
O O
S 0

|a,b,c€K}.
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3 Die Gruppe quasiregulidrer Elemente in der frei nilpotenten Algebra

Da Hy im Radikal von K3*3 liegt, ist (Hg,*) eine Gruppe, die nach Lemma 1.10(c)
isomorph zur Heisenberggruppe

1 a c
{ 0O 1 b ]a,b,cEK},‘
0 0 1

Nun wollen wir diese Gruppe untersuchen.

ist.

Lemma 3.56 Seien

0 1 0 0 0 0 0 0 1
X;=(0 o0 0], Xo=[00 1], vi=[0 0 0] cHg
0 0 0 0 0 O 0 0 0
Dann gilt
Y A=X,,B=X
(a) AB = { b ® firalle A, B € {X1, X, Y},
0 sonst

(b) A= = —Afiir alle A € {X;, X2,Y} und
(C) [Xl,Xg]* =Y.
(d) Ist K = Z oder K = Z./cZ mit ¢ € N1, so ist Hg = (X1, Xo)..

Beweis. (a) Seien A, B € {X;,X2,Y}. Ist A # Xy, soist AB =0, da B in der letzten
Zeile nur den Eintrag Null hat. Ist A = X; und B # Xo, so ist AB = 0, da B in der
zweiten Zeile nur den Eintrag Null hat. Weiter ist

0 1 0 0 0 0 0 0 1
X1Xo=1 0 0 O 00 1 |]=(020 0]=Y
0 0 0 0 0 0 0 0 0

(b) Sei A € {X1, X2,Y}. Nach (a) ist A2 =0 und damit A~ = —A.
(¢) Mit (a) und (b) folgt
[Xl,XQ]* = (—Xl) * (—XQ) * X1 * X2

= (—XI—X2+Y)*(X1—|—X2—|-Y)

=2Y -Y

=Y.
(d) Sei K =7 oder K = 7Z/cZ mit ¢ € N~;. Mit X, Xo € Hy folgt (X1, Xo). C H.
AuBerdem ist Y € (X3, X2), nach (c). Seien «, 3,7 € Z. Dann gilt nach (a) und (b)
Xfo‘) = aXi, X&B) = X5 und Y = ~Y und es folgt

0
X Xy = Xy 4 aXy +9Y = 0
0

o o R
o ™

Da K ein Faktorring von Z ist, ist damit auch Hx C (X1, X2).. O
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3.4 Die von X erzeugte Untergruppe

Satz 3.57 Sei K = Z oder K = Z/cZ mit ¢ € N~ und 2t ¢. Dann gilt

{./\/’272 falls K = Z

My = .
T W Moo falls K = Z/cZ,

Beweis. Nach Lemma 3.56 (d) ist Hx von zwei Elementen erzeugt und da H3 = {0}
ist, ist (Hx,*) nach Bemerkung 1.3 (f) nilpotent von der Klasse hochstens 2. Also ist
Hi € ‘31272.

Sei K = Z/cZ mit ¢ € N5; und 2 { ¢. Dann gilt

<g) =c C; 1 und damit A© = cA + <g) A% =0
~——

€N

fiir alle A € Hx. Damit ist Hx € My 5 () und es folgt mit Lemma 3.43 (a)
Hi| = |K]® = = e > |Nag el

Da Ny (c,e) frei in Moo o0 st, folgt Hrx = Nos (c0)-

Sei K = Z. Seien X1, X5,Y wie in Lemma 3.56 und {a1,as} ein Ny o-freies Erzeugen-
densystem von Njs. Sei ¢ : Noo — Hyz die homomorphe Fortsetzung der Abbildung
a; — X; und as — Xs3. Nach Lemma 3.56 ist ¢ ein Epimorphismus. Nach Korollar
1.48.1 ist

Nog = {agaf(al,ag)V | a, B, € Z} .

Seien a, 8,7 € 7 mit ag‘af(al, az)? € Kern . Dann ist wie im Beweis von 3.56 (d)

0 B8 v
OZXéa)*Xl('B)*[Xl,XQ]S:Y) =aXo+ X1 +9Y =1 0 0 « |,
0 0 O
also a = f = v = 0. Damit ist Kern ¢ = {0} und somit ¢ ein Isomorphismus. ]

Wir haben in Satz 3.48 gezeigt, dass die Elemente in (X), eine eindeutige Darstel-
lung als geordnetes Produkt von Elementarkommutatoren haben. Leider hilft das beim
konkreten Rechnen innerhalb der Gruppe nicht weiter, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 3.58 Wir rechnen in Nz x4. Sei X = {x1,...2,} und € = (eq,...,ey) das
Tupel der gemé&f ihres Gewichtes geordneten Elementarkommutatoren in X bis zum
Gewicht 4, so dass die Elementarkommutatoren vom Gewicht 1, 2, 3 und 4 jeweils in
der Reihenfolge nach der lexikographischen Ordnung der auftretenden Indizes geordnet
seien. 10

Seien 4,7 € m, mit ¢ > j. Es gilt
e % €j = € € * e, €.

Wir wollen nun [e;, e;], wieder als geordnetes Produkt von Elementarkommutatoren
schreiben. Wir betrachten dazu die folgende Fallunterscheidung, deren Resultate wir
durch einfache Rechnungen erhalten:

OBeispiel: [x3, 1,21, T2]« < [[T3, 1], [2, 21]]w, da (3,1,1,2) < (3,1,2,1).

lex
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3 Die Gruppe quasiregulidrer Elemente in der frei nilpotenten Algebra

1. Sei L(ej) > 2. Dann ist [e;, e;]« = 0.
2. Sei L(ej) = 2.
a) Sei L(e;) > 2. Dann ist [e;, €], = 0.

b) Sei L(e;) = 2. Dann ist [e;, €], wegen i > j und L(e;) = L(e;) ein Elementar-
kommutator.

3. Sei L(e;) = 1. Dann ist e; = z;.
a) Sei L(e;) > 3. Dann ist [e;, €], = 0.

b) Sei L(e;) = 3. Dann existieren i, 42,13 € n, mit i; > i3 und iz < i3, so dass
ei = [Tiy, Tiy, Tig)x iSt.

i. Sei i3 < j. Dann ist [e;, e;]« = [@i), Tiy, Tiy, 245 €in Elementarkommu-
tator.

ii. Sei j <19 <i3 <1i1. Dann gilt

[eiaej]* :[xilvxizvxi33$j]* = [l'izvxjvmigvxil];*

['Th y Lj xizvxis]* * Hl‘“ ) xiz]*’ [$i37 x]]*]* * [[xll ) ‘/Eis]*v [ﬂin, li]]*]*
iii. Sei j <19 <41 < 3. Dann gilt

lei ej]* = [$i17$i27xi3’ xj]*

= [Tigs Tj, Tiys Tigly * [Tiys Tj, Tig, Tig s * [[Tig, Tjlx, [Ty, Tin 4] -

iv. Sei i9 < j <3 <iy. Dann gilt
[€is€5ls = [Tiy, Tigy Tig, Tjls = [Ty, Tigy Ty Tigls * [Ty, Tig|ws [Tig, T]4] -

v. Sei ig < j < i1 <i3. Dann gilt
(€6, €5]x = [iy,s Tin, Tig, Tjle = [Tiy, Ty, Tjy Tigw * [[Tig, T3], [T, Tiy ] -

vi. Sei 15 <41 < j <i3. Dann gilt
(€0, €5] = [Ty, Tig, Tigy Tjle = [Tiys Tig, Tj, Tig | * [[Tig, T, [Ty, Tiguli -

c) Sei L(e;) = 2. Dann gibt es 1,72 € n, mit i1 > io und e; = [z, Tiy )«
i. Sei iy < j. Dann ist [e;, 5]« = [4,, iy, 2]« ein Elementarkommutator.

ii. Sei iy > j. Dann gilt

[61‘,6]‘]* :[xilvxiwmj]* = [mi27xj7mil]; * [xilvxjvxiz]**

[[xiuwj]*? [xiwmj]*]* * [[371’1;%'2]*, [wiwxj]*]* * [[minxiz]*v [$i17xj]*]*'

d) Sei L(e;) = 1. Dann ist [e;, e;]« ein Elementarkommutator.
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4 Die Gruppe quasiregularer Elemente in
der frei nilpotenten Algebra der
Nilpotenzklasse k£ < 3

In diesem letzten Kapitel befassen wir uns mit der Gruppe (N, k, *) fiir Faktorringe
K von Z, n € Ns; und k € {1,2,3} und werden dabei sehen, dass selbst in diesen
kleinen Fallen es im Allgemeinen nicht einfach ist, diese Gruppe zu beschreiben.

In diesem Abschnitt sei stets K = 7 oder K = Z/p'Z mit p € P und [ € IN.
Weiter seien k,n € N-~; und X eine n-elementige Menge, X = {z1,...,x,}. Mit Hilfe
von Bemerkung 1.28 und Satz 1.38 lassen sich dann die Resultate fiir Ringe der Form
(Z/cZ)™ fur beliebige ¢,m € N, ¢ # 1, iibertragen.

Im Fall k =1 gilt (N, *) = (K,+)", hier ist also nichts weiter zu zeigen.

Wir wollen nun den Fall der Nilpotenzklasse £ = 2 untersuchen. Dazu machen wir erst
einige einfache Beobachtungen.

Lemma 4.1 Sei G eine von n Elementen erzeugte nilpotente Gruppe von der Klasse 2
und Y = {y1,...,yn} ein Erzeugendensystem von G. Dann gilt

n n 1—1
G=a 1w T 1T wiui) |Vienjei=1: o, By € Z
i=1 i=2j=1

Beweis. Auf Y ist eine Ordnung durch die Indizierung der Elemente gegeben. Sei
B8 : Fy — G die homomorphe Fortsetzung von y +— y fiir alle ¥y € Y. Dann ist

(’3?”3 = (y1,...,yn) das Tupel der Elementarkommutatoren in Y vom Gewicht 1 und

(bei geeigneter Anordnung) €57 = ((y2,11), (y3, v1), (3, ¥2), War 1)s - - - Yy Yn—1)) das

Tupel der Elementarkommutatoren in Y vom Gewicht 2. Die Behauptung folgt aus Ko-
rollar 1.48.1. O
Bemerkung 4.2 Es gilt fiir alle a,b € N und alle m € INg

a™ = ma + (T;) a> und [a,b]. = [a,b].

AuBerdem ist Z(N) = N? und tkx N = 2n + 2(5).

Beweis. Dies folgt aus Lemma 1.2 (e), Lemma 1.11 (b) und Lemma 1.30 (c). Aulerdem
ist kg N = n + n? nach Korollar 1.20.2 und es gilt

2n+2<g) =2n+n(n—1)=n?+n.

105



4 Nilpotenzklasse < 3

Nun wollen die Gruppe direkt zerlegen. Im Fall K = Z oder p # 2 kénnen wir dies mit
Hilfe von Satz 3.3 erreichen, der Fall p = 2 muss hingegen gesondert betrachtet werden
und fithrt zu einer anderen Zerlegung von V.

Lemma 4.3 (a) Sei p # 2. Wir setzen -
Z = (zxj | i,j € n,i < j). Z (X)x
Dann ist Z < Z(N), Z = (K, +)"t() und N = Z x (X),. {0}
(b) Sei K =7/2'Z,
Z = (mizj |i,j €Enyi<j) und U := (z;,27 | i€ n)s. Z U
Dann istZgZ(N),Z%(K,—i—)(g) und N = Z x U. {0} (X0

Beweis. (a) Mit der ausfiihrlichen Formulierung von Satz 3.3 auf Seite 72 (mit i = 2,

n

Va = Z und My = (X),) folgt Z = (K, +)""(5) und N = Z x (X),. Z < Z(N) folgt aus
Bemerkung 4.2.

(b) Z < Z(N) folgt aus Bemerkung 4.2. Es ist Z? = {0} und damit Z = (K, —i—)(g), da
die angegeben Erzeuger K-linear unabhéngig sind.

Wir zeigen nun Z «*U = N. Sei f € X=2. Ist f € X, soist f € U. Sei f ¢ X. Dann gibt
es i,j € nmit f = z;x;.

o Ist i < j,soist feZ.
o Isti=j,s0ist feU.
o Ist i > j, soist f =xjo; + x4, 25) = (zj25) * [, 5]« € ZxU.

Also ist X=2 C Z % U und damit ist Z * U = N nach Korollar 1.32.1.
Weiter gilt fiir alle 7, 7 € n, mit Korollar 1.35.1, Korollar 1.34.1 und Bemerkung 1.53

@)™ =0, )™ =0 und  [ws 2, =0, (4.1)

Damit erhalten wir (da (z;)®) = (2;):%2 € (z?) und 2? € Z(N)) aus Lemma 4.1

n n n—1 n
U= { A*l(fﬂi)(ai) .*1(%2)(&) .*1 ,)’_3_1[1;1'7333']&%'7) Vi,jen: oy, B, i € LZ}
i= 1= =1 j=1

und damit |U| < (21)271—1—(’;). Es folgt mit Bemerkung 4.2

()" == 1z < 12101 < () () < (27,

Damit gilt iiberall die Gleichheit und es folgt ZNU = {0}, also N = Z x U. O

Wir fassen die Ergebnisse fiir £ = 2 zusammen:
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Satz 4.4 Es gilt:

(a) Ist K = Z so folgt
(Na *) = (K’ +)n+(g) X Np2.
(b) Ist p # 2 und K = Z/p'Z so folgt

(N, *) = (K, _’_)n—&-(’;) X Nn72’(pl )

(c) Ist K = 7/2'Z so folgt

(N, %) 2 (K, )3 x (a1, . an, b1y ... by |

(a6 a2 0¥ (i, a)? , (ais b)), (biy b)), (aisag, a0) | 6,5, € n}).

Beweis. Im Fall (b) ist s2, = 0. In den Fillen (a) und (b) folgt damit aus Lemma 4.3
(a)

(N, %) = (K, +)" () x (X),

und damit die Behauptungen aus Satz 3.48.
(c) Sei K = 7Z/2'Z und U wie in Lemma 4.3 (b). Dann ist N = (K, _|_)(3) x U. Wir
wollen also die Struktur von U untersuchen. Wir setzen

R = <a1,...,an,b1,...,bn\
{62 a0 (@i ag)? (@i by). (b by), @iz 0) | it € ).

Mit N2 = {0}, (4.1) und Korollar 1.34.1 ldsst sich die Abbildung a; — z; und b; — z7
fiir alle ¢ € n, zu einem Epimorphismus ¢ : R — U fortsetzen. Mit afl = bl-_QF1 € Z(R)
erhalten wir aus Lemma 4.1

ST T T 0T

=1 j=i+1

Vi, 5 €n: ag Bi,vi €2

und damit |R| < (21)2n+(721). Im Beweis zu Lemma 4.3 haben wir |U| = \K|2"+(g) gezeigt.
Damit ist ¢ ein Isomorphismus und es folgt die Behauptung (c). O

Nachdem wir nun (N, x*) in dem Fall £ = 2 fiir die Faktorringe von Z beschrieben
haben, betrachten wir nun den Fall k¥ = 3. Hier ist ggT(p', k!) = 1 fiir p € {2, 3} nicht
erfiillt, also kénnen wir dort Satz 3.3 nicht anwenden. Wir miissen somit p = 2 und p = 3
gesondert betrachten. Bei der Zerlegung von N erhalten wir fiir £ = 3 in Abhéngigkeit
von K drei verschiedene Zerlegungen: Eine fiir K = Z oder K = Z/p'Z mit p ¢ {2,3}
mit Hilfe von Satz 3.3, eine fiir K = Z/3!Z und eine fiir K = Z,/2'Z.

Auch im Fall der Nilpotenzklasse 3 benétigen wir die Darstellung von Gruppenele-
menten in nilpotenten Gruppen der Klasse 3 mittels Elementarkommutatoren.
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4 Nilpotenzklasse < 3

Lemma 4.5 Es sei G eine endlich erzeugte nilpotente Gruppe von der Klasse 3 und
Y ={y1,...,yn} ein (gemifB der Indizes geordnetes) Erzeugendensystem von G. Dann
gilt

n
G =< v TLwov)? 11 oy | Visjl €n: ai, Bijivin € Z p M
=1 i) i>j<l

Insbesondere gibt es n; = n Elementarkommutatoren vom Gewicht 1, no = (g) Ele-
mentarkommutatoren vom Gewicht 2 und ng = 2(3) + 2(2) Elementarkommutatoren
vom Gewicht 3.

Beweis. Die Darstellung folgt aus Korollar 1.48.1 und nach Satz 1.44 gilt

ny =n,
1,5 n(n—1) n
7?,2—5(71 —n): 5 = 2) und
1 2 6 2 4 2
n

O
Bemerkung 4.6 Es gilt fiir alle a,b,c € N und alle m € INg
(m) _ my 2 my 3
a ma+(2>a —|—<3>a,
[a,b]s = [a,b] + [ab,a] + [b,ba]  und
[a, b, c]« = [a,b,c].
AuBerdem ist Z(N) = N3 und tkx N = 3n+8(}) +6(3).
Beweis. Dies folgt wie in Bemerkung 4.2 mit
n ny n(n —1) n(n—1)(n—2)
3n+8<2>+6<3>—3n+8 5 +6 6
=3n+4n* —dn +n® — 3n® + 2n
=nd4+n?+n.
O

Zunichst betrachten wir den Fall K = Z oder K = Z/p'Z mit p ¢ {2,3}.

11n einer nilpotenten Gruppe der Klasse 3 ist die Kommutatorgruppe abelsch. Daher ist es nicht not-
wendig, bei den beiden hinteren Produkten eine Reihenfolge anzugeben.
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Lemma 4.7 Sei K = Z oder K = Z/p'Z mit p € P\ {2,3}. Sei R ein Reprisentanten-
system der Assoziiertenklassen der Linge mindestens zwei in X =3,

Vi=(R) und U:=(X).*xC.

Dann ist V 2 (K, +)23G)+6E) und N =V x U,

Beweis. Dies folgt aus dem Beweis zu Satz 3.3 mit
n+3 n+1 n+3
_ — _ 1
() ()= (57) e
S()(2) -
=2 1)
g 3 —

@)w<>+%+bﬁwn
“(3) +oc) o

Unser Ziel ist es, U als direktes Produkt zweier Untergruppen zu beschreiben. Das
folgende Lemma gilt fiir jeden echten Faktorring von Z:

Lemma 4.8 Sei K = Z/cZ fiir ein ¢ € N~ und C

Z = <[x2x]7wz]7 [-%'Zx],ffj] ’ Z?.] € @72. < j>@

(wizjo — ximpxy, (a2, [xawg, o) |4, 4,1 € i < j < ).

Dann gilt Z = (K, +)2G)30G)) Z € ¢ und € € (X), % Z.

Beweis. Da Z < N3 = Z(N), ist Z2 = {0} und damit Z = (K, +)23)30), da die
angegebenen Erzeuger linear unabhéngig sind. Auflerdem liegen alle diese Erzeuger in
C, also ist Z C C und es ist (X), * Z eine Untergruppe von N. Weiter ist

B:={xxja;—g|i,jlen,i<j<l,g~zxjr}
U{afa; —gli,4,1 € nyi < j,g ~ xa;}
U{wia} — g |i,4,1 €myi < j,g ~ mia}}
U{lwi 2] 4,5 € nyi < 5}
nach Wahl von K ein additives Erzeugendensystem von C. Damit geniigt es nach Lemma

1.32 also B C (X), * Z nachzuweisen.
Seien 4,5 € m, mit i < j, 0.B.d.A. i =1 und j = 2. Sei f := z}x5 und g ~ f. Dann gilt:

e Falls g = f:
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4 Nilpotenzklasse < 3

e Falls g = z1x021:

f—g=[r1,x122] = [1122, 1] € Z C(X)s x Z.

e Falls g = mo?:
f—g=[z1,202,21] — 2120, 71] = [w1, T2, 21]s * [T122, 1] € (X)4  Z.
Seien 4,5 € m, mit i < j, 0.B.d.A. i =1 und j = 2. Sei f := z123 und g ~ f. Dann gilt:
e Falls g = f:

f—9=0€(X).xZ.

e Falls g = zoxq129:

f—g=[r122,02] € Z C (X)s % Z.

e Falls g = z3xy:

f—g=—lw1, w2, 0] + 2[w122, 0] = [w1, w2, o] ¥ [w122, 0] D) € (X % Z.

Seien i,j,l e nmit i < j <, 0B.dA. i=1,7=2und | = 3. Sei f := x1x2203 und
g ~ f. Dann gilt:

e Falls g = f:

f—g=0€e(X),xZ

Falls g = x1x329:

f—g=z1mox3 — 212309 € Z C (X)) % Z.

Falls g = xoxq23:

f—g=(r1mox3 — x12372) + X123, 2] € Z C (X)s % Z.

Falls g = xox321:

f—g9=—[z1,23,x2] + [x122, 23] + 123, T2]

= [m1, 23, 22]; * ([T172, 73] + [1173, 72]) € (X)W ¥ Z.

Falls g = x3x129:

f—g=[r122,23] € Z C(X)s % Z.

Falls g = x3x0x1:

[ —g=—[z1,22, x3] + (x12223 — T123%2) + [2122, T3] + [T123, 2]
= [z1, 22, 23], * ((z1223 — T1X3T2) + [T122, 3] + [T123, X2]) € (X) s % Z.
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Damit haben wir bereits C N N3 C (X), * Z gezeigt. Seien nun 4, j € n. Dann gilt

[z6, 5] = (26, 5] + [0, mij] + w534, 4]

= [zi, zj]s * ([mo, mazy] + [m5m, 75]) € (X)s x 2.

eCNN3

Somit folgt C C (X), * Z. O

Lemma 4.9 Sei K = Z oder K = Z/p'Z mit p € P\ {2,3}. Sei

U= (X),*xC wiein Lemma 4.7 und
Z = ([zwixj, xi], [zixj, x;] | i,) € n,i < j)® Z (X
(wizjo — vimay, [viwg, v, [viw, 5] | 4, ,0 € my i < j <)
{0}

wie in Lemma 4.8. Dann gilt U = (X)), x Z.
Beweis. Wir miissen zeigen, dass (X), * Z = U und (X), N Z = {0} gilt.
Fiir (X). % Z = U geniigt es (wegen Z C C und nach Definition von U) C C (X), x Z
nachzuweisen und dies ist nach Lemma 4.8 erfiillt.
Um (X).NZ = {0} zu zeigen, berechnen wir obere Schranken fiir rkx ((X),NN3), rky Z
und tkxC N N3. AuBerdem zeigen wir C N N? = ((X), N N3) * Z und folgern daraus
(X).NZ|=1,also (X),NZ={0}.
Nach Satz 3.48 gilt (X). = Ny 3 oder (X). =N, 5 1 1 1)
O :=p - 1, falls K = Z/p'Z. Dann gilt nach Satz 3.48

Sei O ;=7 falls K = Z und

<X>>|< = {*1 :EZ(QZ) *[xzal'j](ﬂm) * [I’i,l‘j,.’ﬁl]i%ﬂ) Vla]al en: Oéiaﬁija%‘jl S O} .

i>] i>5<l

Sei nun a € (X), N N2, a;, Bij,viji € O fiir alle 4, j, 1 € n, mit

o= * l’gai) *[m“ $j]£5ij) ' *<l(x2,’ xj,xl)('yijl).
>3

=1 i>7 i>]
Dann folgt
0=am = <;‘(1 ario“ ) m = Z;Oz,:z:,,
1=
also a; = -+ = oy, = 0, und falls a € N3
0=am = (:fj[xzaxj > Zﬁw i, Tj),
i>7

also 3;; = 0 fiir alle 4, j € n, mit ¢ > j. Damit folgt

<X>* N N2 = {Zt][xlax]]gﬁm) ,>*<l[xlax]7xl] '77«]1 ‘ Vi ]7l €n Bljvf}/zgl S O}

1>)>
<X>* N N3 = {i>f<l[x“xj7xl] i) ’ Vi .77l €En: v € O}

= <[«Tz‘,$j,l‘l] ‘ ivjvl e@,i >] < l)K
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4 Nilpotenzklasse < 3

und somit

3.6(b)
(X),NN3C(X),nN?*CN' C C

sowie kg ((X), N N3) < ns.
Ist nun u € UNN3, etwa u = axcmit a € (X), und c € C, soist a~ xu =c € C C N2,

also a € (X), N N? und damit a € C, also u € C N N3. Damit ist C N N3 = U N N3 und
es folgt

CNN3=UNN® = ((X), x 2) 0 N3 P 3y A N3y« z. (4.2)

Es sind C N N3, (X), N N3 und Z freie K-Moduln mit

e (CNNS = 3 (M| - 1)

MeX=3

= > ((efzdel =)+ (lziaflo D)+ D (fwiaja]e] = 1)

1,jE€mi<j i,j,len,i<j<l

“() )
rsz_2< ) ( ) ach Lemma 4.8 und
rkg((X), N N3) < ng &2 <2>+2<§>.
Fs folgt mit (4.2)!2
4(3) +5<§> = 1tk (C N N3) <tk Z + thpe ((X) N N3)
<2(2) 5(3) +2(0) +2(0) 1) o 5)

Damit muss iiberall die Gleichheit gelten und somit folgt

(X),NZ=(X).,NN>NZ={0},

also gilt die Behauptung. O
U
Nun haben wir im Fall K = Z oder K = Z/p'Z mit
p > 3 die Gruppe (IV, ) zerlegt in v U
(X)s

N=VxU=VK(Zx(X)).
{0}

Wir wollen nun die Félle p = 2 und p = 3 betrachten. Der grofie Unterschied zu den
Vorherigen ist, dass =%l # 0 gilt, also (X )« eine grofiere Untergruppe wird.

PIst K = Z, so ist rk(S +T) = rkS + kT — rk(SNT) in frei abelschen Gruppen. Ist K endlich, so folgt

dies aus |S 4+ T'| = |S‘ ‘;“
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Lemma 4.10 Sei p € {2,3} und K = Z/p'Z. Sei R ein
Représentantensystem der Assoziiertenklassen von X <3
und R := R\ {z,2P | x € X}. Fiir alle j € n, setzen wir

yj = xg.p) * (x?)*. Es sei

V:=(R) und
U:=(x;,y; | i € n)yxC.

Dann ist V = (K, +)"3G)+6E) und N = v x U.

{0}

Beweis. Es ist R € N2 und damit R? = {0}. Die Elemente von R sind linear un-

abhiingig. Damit folgt V = (K, +)‘R|. Es ist

Rl = {7 |i € n}|+ H{wixj | 4,5 € i <} + |{a} | i € n}]
+ {@fas i, €ni < g+ {mia? | 4,5 € n,i < j}]

+ ‘{xlx]‘rl | ivjvl E@’i <.j < l}‘ -
4 () +n+ () + (D) + (1
- 2 2 2 3

n n
—n+3<2>—|—<3>.

Damit ist V 2 (K, +)"3(:)+(5).

{af | i € n}

—n

Fiir N = V x U geniigt es X3 C V % U nach Korollar 1.32.1 nachzuweisen. Sei also

fexss

° SeifeX:3.Istf:x?fﬁreinieg,soistfeﬁ

f =i =@ @) ) el =

CV firp=2und

Yy *xz@) eU

fir p = 3. Ist f # mf’ fiir alle i € n, so existiert ¢ € R mit f ~ g. Dann ist
f—geCCUunddamit f=g+f—g=g=*(f—g) € VxU.

° SeifGXZQ.Istf:x%fﬁreiniE@,soisthR

f= gj? = (;1;(2) * (;1;2)7)7 * ;1;(2) =

CV fir p=3 und

i *372(2) eU

fir p = 2. Ist f # :1:22 fiir alle i € n, so existiert ¢ € R mit f ~ g. Dann ist
f—geCCUunddamit f=g+f—g=g=*x(f—g) € VxU.

o Ist fe X,soist feU.

Damit ist XS2 C VU, also N =V« U.
Nach Lemma 3.6 ist N’ C C C U und damit U < N.

Wir wollen nun |U| und |V| abschétzen, um VNU = {0} zu beweisen. Dabei haben wir

V| = pl(”+3(g)+(§)> bereits gezeigt.

Wir setzen Uy := (X), * C. Nach Korollar 1.35.1 ist o(xz) = p*! fiir alle z € X, da

1 € I3p, ist. Da N’ C C gilt mit Lemma 4.5

Uy = {)_.(1 xl(oci)

I+1
at,...,ap €pT }*C’

=M
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4 Nilpotenzklasse < 3

und damit |Uy| < |M|-|C]. Es ist

L .o . . 2 . o 2, .. 20 s . .
B = {zx; —zjz; | i, €n,i < j}U{ziz; — wiwjo, wjz; — xjwf |i,j €En,i#j}
U {xixja:l — LT T 5, XL jX] — LT L4, XL jX] — TjL3L], LiLjL] — TJTiT g,

xixx — x| 1,5, €yt < j < l}
eine K-Basis von C' und damit
1= iy — ()™ = () DO _ ()
Damit ist

ol < M]-[ef < (1) (pz)5(3>+5<§> |

Weiter gilt fiir alle ¢ € n, und alle u € U

(yi)” xuxy; =t * ngp) 2
N————

=u+alu+a(zl)”
=a+2Pu — aa?
5 p ~ U
= ax* [z, 1l € U,
——
EN'CC

also ist y; ein Element des Normalisators von Uj. Damit ist (y; | ¢ € n)« * Uy eine
Untergruppe von N und damit gilt (y; | i € n). * Uy = U. Nach Korollar 1.34.1 ist
o(y;) = p!~! fiir alle i € n. Da N’ C C ist, gilt erneut mit Lemma 4.5

1=

U= {,*1 y

Ql,...,0n Epll}*Ul.

=:L

Wir erhalten mit Bemerkung 4.6

IN| = [V + U]
<[VI]-|U]
< VI-IL]- U]

< (pl>(n+3(’§)+(’§)> (pl,l)" (pm)n (pl)5(3)+5(§‘)
<p1)3"+8(’5)+6(§)

= |NVI.

Damit gilt iiberall Gleichheit und somit U NV = {0}. O

Korollar 4.10.1 Aus dem Beweis von Lemma 4.10 folgt |U| = (pz)2n+5(§)+5(§).
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Bemerkung 4.11 In den Lemmata 4.9 und 4.10 ist die Operation von V auf U gegeben
durch

u®) = u+[u,v] fiir alle w € U und alle v € V.
Beweis. Sei u € U und v € V. Dann ist v € N? und damit gilt

GO
=v +u+v+v ut+v v+uv+v uv
=u+v u+uv

=u+uv —vu = u+ [u,v].

Wir wollen nun auch im Fall der Primzahlen p = 2 und p = 3 untersuchen, ob der
semidirekte Faktor U aus Lemma 4.10 zerfillt. Dazu betrachten wir zunachst den Fall
p=3.

Bemerkung 4.12 Sei K = Z/3'Z, y; == xl(?’) * (23)~ fiir

1

alle ¢ € n,
U
U= (xi,yi | i € n),xC wie in Lemma 4.10 und
Z = ([xixj, @i, [wixy, x4] | i, € n,i < §)® Z (i, Yi)s
(wixjo — xiwpxy, [xxg, 2, [xiwy, o) | 4, 5,1 € i < j <) (X),

wie in Lemma 4.8. Dann ist Z = (K, +)2(Z)+3(§) und
U= {(zjyi | i €n)s X Z.

Beweis. Der erste Teil der Behauptung folgt direkt aus Lemma 4.8.
Auflerdem ist Z C C und damit

4.8
U= (zi,yi| i €n)uxC C (i, yi [ i €n)u x (X)) x Z
= (v, yi |1 €n)e*xZ C(w,yi |1 €n)uxC=U.

Damit ist U = (z;,y; | © € n)« * Z. Mit der Definition der y; folgt
(i, yi | 1 € n)e = (23,25 | i € n)s.

Wir setzen W := (23 | i € n) < Z(N). Dann ist (z;,y; | i € n)x = (X). x W. Fiir alle
i€mnist 31l = (%l)xf = :cggl) € (X)« mit Lemma 1.15 und damit

i |4 € m /X0l = (). = W/ (0] < (37)".

AufBlerdem ist mit Satz 3.48, Bemerkung 1.53 und Lemma 4.5

(X)u] = (?J“)n1 (31)”2+”3 _ (3z+1)” (3z>3(2‘)+2(§).
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4 Nilpotenzklasse < 3

Es folgt insgesamt mit Korollar 4.10.1

=|U| = |(zi,yi | 1 € s x Z|

< (@i, yi | i € )il -12]
iy Yi | 1€ )/ (X)u] - [(X)u] - 2]

( *‘
(3; 1) (3l+1 (BZ)S(Z)H(S) <3,>2(3)+3(§)
(3

) 2n+5(75)+5(%)

<3l)2n+5(3)+5(§)

IN

Damit folgt (x;,9; | i € n)«NZ = {0} und mit Z C N3 = Z(N) folgt die Behauptung. [

Abschlielend betrachten wir den Fall p = 2.

Bemerkung 4.13 Sei K = Z/2'Z, y; == xz(?) * (z2)~ fiir

alle ¢ € n,
‘ . U
U= (x;,yi | i €n),*xC wiein Lemma 4.10 und
7 = <£L‘i£Uj.rl — ajixlajj, [ZL‘Z‘ZL’j, .7}1], [mi:vl, $j] A <513i7 yz>
li,7,l €nyi<j<l).
(X)s

Dann ist Z = (K, —|—)3(§) und
U = (@i, yi, [xi, wixj] | 1, ] € n)y X Z.

Beweis. Der erste Teil der Behauptung folgt aus Z C N3, da die angegebenen Erzeuger
K-linear unabhéngig sind.
Wir setzen S := (x4, yi, (25, 7;x;] | i,j € n)s. Dann ist S = (@, 22, [z, z25] | i,§ € n).
nach der Definition der y;. Wir zeigen zunéchst S« Z =U. Mit S, Z C U und z;,y; € S
fur alle ¢ € n, geniigt es, C' C S x Z nachzuweisen. Wir orientieren uns an dem Vorgehen
in Lemma 4.8. Es ist
B:={zzjz —glijleni<j<lg~zzn}

U{aie; —glijen,i<jg~aiz}

U{[zi, z;] | 4,5 € nyi < j}
ein additives Erzeugendensystem von C. Damit geniigt es B C S x Z nach Lemma 1.32

nachzuweisen.
Seien 4,7 € m, mit i < j, 0.B.d.A. i =1 und j = 2. Sei f := zxy und g ~ f. Dann gilt:

e Falls g = f:
f—9g=0eS5xZ
e Falls g = z1x021:

f—g=[z1,x129] € S C S« Z.
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e Falls g = mo2%:

fog=[22m) =y 2P, 23], €S C S 7.
Seien 4,5 € m, mit i < j, 0.B.d.A. i =1 und j = 2. Sei f := z123 und g ~ f. Dann gilt:
e Falls g = f:

f—g=0eSxZ

e Falls g = xox129:
f—g=lwima, w0) = —[23, 2] + [, ow1] = [yy * 2, 21]5 % [w2, wam1] € S C S % Z.

e Falls g = z3xy:

fog=lxn,ad =[r1,y; 23], € SC S Z.

Seien 4,7, € n,mit i < j <, 0B.dA.i=1,j=2und !l = 3. Sei f := x1x923 und
g ~ f. Dann gilt:

e Falls g = f:

f—-g=0e 85«2

Falls g = x1x329:

f—9g=x129003 — 112300 € Z C S % 4.

Falls g = xox123:

f—g = (r1mox3 — v123T2) + X123, 2] € Z C S % Z.

Falls g = xox32;1:

f—g9=—[z1,23,x2] + [x122, 23] + [T123, 2]

= [x1, 23, 2], * ([z122, 23] + [T123, 22]) € S * Z.

Falls g = x3x129:

f—g=[r1z2,23] € Z C S« Z.

Falls g = x3x021:

[ —9=—[z1,22, x3] + (x12223 — T12322) + [T122, T3] + [T123, 2]
= [z1, 22, 23], * ((z1223 — T1T3T2) + [T122, 3] + [T123, 22]) € S * Z.
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4 Nilpotenzklasse < 3

Damit haben wir bereits C N N3 C S % Z gezeigt. Seien nun i, j € n, Dann gilt

4.6
(23, 2] = [Ti, 2]« + [mizj, @] + (x5, xja;] € S * Z.

€CNN3

Alsoist C C S %« Z und damit S * Z =U.
Sei Sy = (w4, [vi, zizj], [2%,24] | i, € n)s. Es sind |2, v;75], [22, 2] € Z(N) fiir alle
1,7 € nyund es gilt

azgyj) = (:L‘S-Z) % () 7))k xi x (z

=s+ [x?,s]
=s* [1‘?,871’1]

=s* [x?,xz] € 5.

Damit ist y; fiir alle j € n, im Normalisator von S; enthalten. Also ist St * (y; | i € ny)«
eine Untergruppe es folgt S = S1 % (y; | i € n)..

Sei Sy := ([xi, xixj], [2?,24] | i,j € n). Dann ist Sy € Z(N) und damit S; = (X). * Sa.
AuBerdem ist fiir alle ¢,j € n,

(@i, 25, T = (T4, 25, 4]
= 22,151 — ZL‘jl‘? - m?ajj
= x?:zj — xjx? — Qx?xj + 2z X
= [22, 2;] — 2[zi, 2iw;] € (X)s N So.

n

Wie im Beweis zu Bemerkung 4.12 ist [(X),| = (2"+1)" (21)3(3)“(3) und ofy;) = 2/~
fir alle ¢ € n,. Aulerdem ist nach Korollar 1.35.1

ol[zi, wizj)) = 2' = ol[af, z;]) = ol[xi, 5, zi])

fiir alle 4, j € n, mit ¢ # j.
Insgesamt erhalten wir

S| = [S1 % (yi | i € n).]
<181 Kyi i € n)s
= [(X)s S| - [y | i € n)u]
[(X)4] - |52
= Wwnaya [id en
<(2l+1)n (21)3(§)+2(§)> (21)4(3)
- (20)2(2) <2H>

= (21)2”+5(3)+2(§) und damit nach Korollar 4.10.1
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(21)2n+5( m)+5(%) _Ul=I5%2Z

<19]-1Z|
- (21)2n+5(3)+2(§) <2l)3(§)
<2l)2n+5( m)+5(7% )

Damit ist SN Z = {0} und mit Z C N3 = Z(N) folgt die Behauptung. O

Nachdem wir nun K = Z und K = Z/ p'Z in verschiedenen Fillen diskutiert haben,
fithren wir nun all diese Resultate zu einem Hauptsatz zusammen:

Satz 4.14 Es gilt:

(a) Ist K = Z so folgt

(V) 2 K6 i (KD A g).

(b) Ist p # 2,3 und K = Z/p'Z so folgt

(V) =2 K2 G) o (K2EHG) )N 5 )

(c) Ist K = Z/3'Z so folgt
(N, ) 2K H3E)TE) o (K2G)3G) x (g, by, ... an, by | T5))
mit
T3 ::{ 3l+l,bf’l, f’lb 3! (ai,aj)3l (as,b5), (bi, b)), (ai,aj,as)Sl,(ai,aj,as,at)’
1,7,8,t € @}
(d) Ist K = 7/2'Z so folgt
(N, %) ~ g 3(3)+(5) i (K3( ) x X (a1,b1,...,0n,bn,c12,21,€13,- ., Cnn—1 | T2))
mit
Ty = {a? ™07 2 a? 07 (@) (@ ), (b)) (g, 0, a), (i),

1
(bi7 bj)a (bz’ Cs,t)a (Ci,j7 Cs,t)a (aia aj, as)2

ivjos,t € myi# Gys # b

) (ai7 b]7 a5)7 (a’iv Qaj,0s, at)‘

In allen Féllen ist die Operation des semidirekten Produktes gemifi Bemerkung 4.11
gegeben.
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4 Nilpotenzklasse < 3

Beweis. Wir betrachten zuniichst die Fille (a) und (b). Sei R ein Représentantensystem
der Assoziiertenklassen der Linge > 2 und

V :=(R) und
U:=(X).*C.

Dann gilt N = VxU und V = K230G)+(5) nach Lemma 4.7 und U 2 K2(5)+3(5) x (X))«
nach Lemma 4.9. Nach Satz 3.48 ist (X). = N, 3 im Fall (a) und (X), = N,
im Fall (b).

(c) Sei K = Z/3'Z. Seien U, V, Z und y; wie in Lemma 4.10 beziehungsweise Bemerkung
4.12. Dann gilt N =V x (Z x (x;,y; | © € ny)s). Damit ist nur noch (x;,y; | i € n)« = R
mit

,3,(pt,ptph)

R = <a1,b1,...,an,bn | T3>

zu beweisen.
Es ist (zi,y; | i € n)s = (2,23 | i € n). nach Definition der y; und es gilt nach Korollar
1.35.1, Korollar 1.34.1 und da x3 € Z(N) fiir alle i € n,

(3 _ (x3)<3l) (3" (x3)<—3’-1) [

A A

.ZL’Z,.CUJ](?)Z)

31
= [wi,23)s = [of, 23], = [wi, 2, 2

ity ) - [.’Ei,l‘j,ivs,l't]*

fur alle 4, j,s,t,€ n. Damit ldsst sich die Abbildung a; — x; und b; — :cf’ zu einem
Epimorphismus ¢ : R — (x;,y; | ¢ € n). fortsetzen. Da R eine nilpotente Gruppe von
der Klasse 3 ist, ag’l € (b;) fiir alle ¢ € n, gilt und b; fiir alle ¢ € n, im Zentrum liegt,
erhalten wir mit der Darstellung durch Elementarkommutatoren nach Lemma 4.5

Haal Hbﬁl H ag, a] %J H (a%aj’at)&iﬁ | ai)ﬁi/ﬁﬁéiﬁ € ]ﬂl

1>] 1>5<t

Damit ist |R| < (3l)n+n+n2+n3 = (31)2n+3( 2)+2(5) mit Lemma 4.5. Da nach dem Beweis
zu Bemerkung 4.12 gilt mit den dortigen Bezeichnungen

Ul _ (3 >’M+3< 2)+2(5)

(i yi |1 € n)s| = 1Z|

gilt, ist der Epimorphismus ¢ ein Isomorphismus. Es folgt Teil (c).
(d) Wir gehen wie in Teil (¢) vor. Sei K = Z/2'Z. Seien U,V,Z,S,y1,...,yn wie in
Lemma 4.10 beziehungsweise Bemerkung 4.13. Dann ist
N=VxU=Vx(Zx8) =k 3G)+0G) x (53() x ).
Sei
R:=(a1,b1,...,an,bn,c12,c21,¢13, -, Cnn-1 | T2).
Wir wollen R 2 S beweisen. Dazu zeigen wir, dass sich die Abbildung

a; — x;, b — 2 und Cij > [T, iz
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zu einem Isomorphismus ¢ : R — S fortsetzen lésst, also dass in S alle der in T5
angegebenen Relationen erfiillt sind.

Nach Korollar 1.35.1 ist o(z;) = 2*! und o(2?) = 2! = o([x;, v;z4]) fiir alle i,j € n,
AuBerdem ist o(y;) = 2!~ nach Korollar 1.34.1 fiir alle i € n,. Weiter ist [z;, z;2;] € Z(N)
und [:c?,:c?] = 0. Zudem kommutieren x; und z? fiir alle i € n, miteinander und jeder
Kommutator der Linge 4 in S ist trivial. Es §' € N? und damit ist 52 = 0 mit Lemma
1.35 fiir jeden Kommutator s € S. Zuletzt gilt fiir alle ¢, j, s € n,

L([:ci,:n?,xs]*) =4 und damit [xi,x?,:cs]* =0.

Zudem ist fiir alle 4 € n, nach Lemma 1.15

=) & (xz)@lil) =2« (27 ?) =0

7

und fiir alle i, 5 € n,

[xz,a:?]* % [,z P, wi, 1] = [mz,x?] + 2[xj, zjx;) + [z, @i, 2]

= x;1°

J
=0.

2 2 2 2
— xjTi + ijxi —2xjrixj + 22005 — TiT; — TjT

Damit lésst sich die oben angegebene Abbildung zu einem Homomorphismus ¢ : R — S
fortsetzen, der nach Definition von S ein Epimorphismus ist. Weiter gilt nach Lemma
4.5 mit a?l € (b;) fiir alle ¢ € ny und (a;, b;) € (¢4, (aj,ai,a;)) C Z(R) fiir alle 4,5 € n,

n

R= { ﬁa?i H biﬁi ﬂ cZ? H(ai, aj)5ij H (as, aj, az) it
=1

i=1  i#j i>j i>j<t

Vi, j,t € n: ay, B, i, 0ij, €ijt € QJ}

und damit folgt wie in (c)

|R| <

<2l)n+n+2(§)+(§)+(2(g)+2(§)) _ (21)2n+5(g)+2(§) Belvggon .

Damit ist ¢ ein Isomorphismus und die Behauptung ist gezeigt. O

Also ist es uns auch im Fall £ = 3 gelungen, die Gruppe (N, *) zu beschreiben. Hier
ist gut zu erkennen, dass die Beschreibung fiir p = 2 und p = 3 deutlich komplizierter
wird.

Bei groBerer Nilpotenzklasse k wird die Voraussetzung ggT(p!, k!) = 1, also p > k,
des Satzes 3.3 fiir immer weniger Primzahlen p erfiillt, wobei gleichzeitig der Faktor

U= <X <[5 > * C im Satz 3.3 immer mehr von der bereits analysierten Untergruppe
*

(X ). abweicht. Es ist also nicht zu erwarten, dass mit den in dieser Arbeit angewandten
Methoden eine Beschreibung der Gruppe (Ng x k. *) fiir groBere k gelingen wird.
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Bezeichnungen

Es seien stets

n, k natiirliche Zahlen,
K ein kommutativer unitéirer Ring (insbesondere sei 1x # Ox),
X eine nichtleere Menge.

Es bezeichnet in dieser Arbeit

N die Menge der natiirlichen Zahlen (0 ¢ IN),
P die Menge der Primzahlen,

n ={1,2,...,n},

) :{0,1,2,...,77,},

(7] =min{m € N |m > 7},

|7 =max{m € IN|m < 7},

C die zyklische Gruppe der Ordnung n.

3

Wir verwenden in der gesamten Arbeit linksnormierte Schreibweise fiir Lie-Klammern
und Gruppen-Kommutatoren. Die folgenden Bezeichnungen werden in der Reihenfolge,
in der sie zum ersten Mal in dieser Arbeit vorkommen, aufgelistet.

1.1: Seien A eine assoziative K-Algebra, a,b,a1,...,a, € Aund B C A. Es sei

axb =a+b+ab (1.1),

a™ die n-te *-Potenz von a (1.1),

*?:1 a; =ay k... %xa, (1.1),

a” das #-Inverse von a (1.1),

Q(A) die Menge der -invertierbaren Elemente in A (1.1),

al=") das *-Inverse von a(™ (1.1),

Am (a1---an | a,...,an € A)k (1.3),

(B)k der von B erzeugten K-Teilraum von A (1.6),

(B)7, die von B erzeugte additive Gruppe in A (1.6),

(B)gx die von B erzeugte K-Teilalgebra von A (1.6),

(B). fir B C Q(A) die von B erzeugte Untergruppe von (A, *) (1.6),

(B) fir B C Q(A) die von B erzeugte additive Gruppe in A, wenn
(Bz, = (B). gilt (1.7),

[a, b] := ab — ba die Lie-Klammer von a und b (1.9),

b@ :=a~ xbxa fir a € Q(A) das x-Konjugierte von b unter a (1.9),

[a, bl '=a" xb” xaxbfir a,b € Q(A) der *-Kommutator von a und b
(1.9).
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Bezeichnungen

1.2: Sei p € P. Es sei

1.3: Es sei

X+

I(f)

X:k

X<k
Frx/Frn

Ni xk/NKnk
Py x/Pkn
F,N, P

L(a)
04(a)
o.(a)/o(a)
Sylp(N)

die Abbildung, die jede Zahl n auf ihren grofiten p-Anteil abbildet
(1.12, diese Bezeichnung wird nur in Abschnitt 1.2 verwandt),
die Abbildung, die n auf ihren grofiten p’-Anteil abbildet (1.12),

- Lpﬁtj fiir alle ¢ € Ng (1.16),

= (Chpt+1,Chpe) NIN fiir alle t € Ny (1.16),

die grofite Zahl ¢ € Ng mit p* < k (1.16),

Chopit> L pt bzw. s p, wenn k und p im Kontext eindeutig gegeben
sind (1.16).

die Menge der nichtleeren Worte in X (1.19),

die Lénge eines Wortes f € X (1.19),

die Menge der Worte der Linge k in X (1.19),

die Menge der Worte bis zur Linge k in Xt (1.19),

die freie K-Algebra iiber X / iiber einer n-elementigen Menge
(1.19),

die frei nilpotente K-Algebra iiber X / iiber einer n-elementigen
Menge von der Klasse & (1.19),

die nichtunitére, nichtkommutative K-Potenzreihenalgebra iiber
X / iiber einer n-elementigen Menge (1.19),

Fk x, Pk x, Pk x, wenn K, n, k im Kontext eindeutig gegeben
sind,

die Projektion auf die n-te homogene Komponente (1.24),

die Projektion auf die K X <" (1.24),

=1d —m<, (1.24),

fir g € X die Projektion auf die (g)x (1.24),

die Linge eines Elementes a € P (1.26),

die Projektion auf die kleinste homogene Komponente # 0 (1.26),
die additive Ordnung eines Elements a € P (1.33),

die #-Ordnung eines Elements a € P (1.33),

die Menge der p-Sylowgruppen in (N, %) fiir p € P (1.37).

1.4: Es sei 1 € IN. Es bezeichne

x(+)

1(f)
I
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das freie Magma tiber X,

die Liinge eines Elementes f € X (),

N — {—1,0,1} die Mobius-Funktion,

= %Zd“ u(d)né die Anzahl der Elementarelemente von der
Lénge i tiber einer n-elementigen Menge (1.41),

das Tupel der Elementarelemente von der Linge i (1.41),

das Tupel der elementaren Lie-Klammern vom Gewicht ¢ unter

der Abbildung g (1.42),



Bezeichnungen

= e (1.42),

die freie Gruppe iiber X / {iber einer n-elementigen Menge (1.46),
fir R C F{4,,...4,) die von den Erzeugern z1,...,z, und Rela-
tionen in R definierte Gruppe,

die Kommutatorbildung in Fx (1.46),

das Tupel der Elementarkommutatoren vom Gewicht ¢ unter der
Abbildung S (1.46),

= ¢24 (1.46),

das n-te Glied der absteigenden Zentralreihe einer Gruppe G (es
ist v1(G) = G) (1.48).

die Klasse der Gruppen,

(g" | g € G) fiir G € &,

das n-te Glied der aufsteigenden Zentralreihe von G € & (es ist
Zo(9) = {1g}) (1.54),

Zn(G), 7n(G) wenn G im Kontext eindeutig bestimmt ist (1.54).

die duflere Algebra iiber den K-Linearkombinationen iiber X,
das Jacobson-Radikal von Ag(X) (2.1),
die Frattini-Untergruppe von (.J, *).

2.2: Es sei < eine Ordnung auf X und z € X minimal beziiglich dieser Ordnung. Es sei
(g1,---,9K) € (XT)* (mq,...,my) € N¥ und B C IN. Dann bezeichne

Ja

(glaagk)':g

Jq

(mla" . 7mk‘) ':B

n

fn

3.1: Es bezeichne

Sn
C

N/

3.2: Es sei

= —t, € K[t,] (2.17),

eine Zerlegung von g € X,

== (grgo)eg tar fgr —tg € K[tu,.. . tg] fiir g € X\ Az} (2.17),
eine Zerlegung von n, bei der jeder Summand in B liegt (2.21),

= foo falls X = {z} (2.17).

die symmetrische Gruppe auf n, (3.4),
das Augmentationsideal in N iiber die Assoziiertenklassen (3.5),
die Kommutatoruntergruppe in (N, *) (3.6).
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B(N)

3.4: Es sei € = (g,

pLe
mk,a

mn,k
Nn,k
mn,k,a
Nn,k,s
Mn,k,s
Hr

126

die Frattini-Untergruppe von (N, ).

..,ex) € IN*. Es bezeichne

die Klasse der nilpotenten Gruppen der Klasse hochstens & (3.38),
die Klasse der Gruppen in 91, bei denen &; von dem Exponenten
von ~; fiir alle ¢ € k, geteilt wird (3.38),

die Klasse der Gruppen in 9 mit n Erzeugern (3.38),

die frei nilpotente Gruppe der Klasse k£ mit n Erzeugern (3.38),
die Klasse der Gruppen in 9, . mit n Erzeugern (3.38),

die My, i, .-freie Gruppe (3.39),

= (Y1, Y | {05 U{(Wins -+ Yigga) ) (3.53),

die Heisenberggruppe iiber K (3.55).
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