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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit beschéftigen wir uns im Fall eines Kérpers K der Primzahl-
charakteristik p und ausgewéhlter p-Gruppen G mit der Bestimmung der aufsteigenden
Zentralreihe der Einheitengruppe E(KG) von der modularen Gruppenalgebra KG.

Bezeichnen wir mit J(KG) das Radikal der Gruppenalgebra KG, so gilt
E(KG) = (1¢+ J(KG)) x (K'\ {0k}). Esist (1¢ + J(KG);-) eine nilpotente Gruppe
und es gilt (1¢+ J(KG);-) 2 (J(KG); ) (wobei axb := a+b+ab fiir alle a,b € KG).
Im Hinblick auf die aufsteigende Zentralreihe von (J (K G); %) untersuchen wir p-Grup-
pen G mit zyklischer Kommutatoruntergruppe 72(G), wobei wir im Fall p = 2 zusétzlich
13(G) < 72(G)* voraussetzen. Dariiber hinaus betrachten wir p-Gruppen, fiir die
12(G) = C, x C, gilt unter der Einschrinkung, dass wir p > 2 und Cg(12(G)) als
abelsch im Fall ¢/(G) = 3 annehmen.

Nach einem Satz von Du [8] sind die in der aufsteigenden Zentralreihe von (J(KG); *)
auftretenden Faktorgruppen K-Vektorrdume. Fiir jeden dieser K-Vektorrdume bestim-
men wir dessen K-Dimension. Unser konstruktives Vorgehen liefert dariiber hinaus Ba-
sen dieser Faktorrdume. Es stellt sich heraus, dass sich bei den genannten Gruppentypen
solche Basen durch eine Analyse der Restklassen beziiglich v,(G) ermitteln lassen. Ge-
nauer zeigen wir, dass es fiir die Angabe von Basen (beziehungsweise der Dimensionen)
ausreicht, in jeder Restklasse beziiglich 72(G) ein Element einer Konjugiertenklasse mi-
nimaler Lénge (beziehungsweise die Lénge einer minimalen Konjugiertenklasse) sowie
zusitzlich v3(G) (beziehungsweise |y3(G)]) zu bestimmen.

Damit geben wir in dieser Arbeit im Fall p > 2 unter anderem ein Verfahren zur Be-
stimmung von Basen (und der Dimensionen) fiir die in der aufsteigenden Zentralreihe
von J(KG) auftretenden Faktorriume fiir jede p-Gruppe G mit |G| < p* an.






Abstract

In this thesis we investigate the upper central series of unit groups E(KG) of modu-
lar group algebras KG in the case of a field K of prime characteristic p and selected
p-groups G.

Denoting J (K G) the radical of KG, we have E(KG) = (1¢ + J(KG)) x (K \ {0k }).
(¢ + J(KG);-) is a nilpotent group and (lg + J(KG);-) = (J(KG);x*)
(where a xb:=a+ b+ ab for all a,b € KG).

We investigate the upper central series of (J(KG);x*) for p-groups G with a cyclic
commutator subgroup ~,(G) under the condition that either p is odd or p = 2 and
13(G) < 79(G)*. Moreover we consider p-groups for which the commutator subgroup is
isomorphic to C), x C,, under the restriction, that we assume p > 2 and Cg(72(G)) to be
abelian in the case of ¢l(G) = 3.

By applying a theorem of Du [8] every factor group in the upper central series of
(J(KG);*) is a K-vector space. For each of these vector spaces we determine its K-
dimension. In addition our constructive proceeding yields bases for these factor spaces.
We show that we can determine bases (the dimensions respectively) for the factor spaces
in the upper central series by analyzing the cosets with respect to v,(G). We prove that
for this determination it is sufficient to determine an element of a conjugacy class of
minimal length for each coset in G/~(G) (the length of a minimal conjugacy class
respectively) as well as v3(G) (and |y3(G)| respectively).

In particular for p > 2 this thesis provides a method to determine bases for the factor
spaces in the upper central series of J(KG) for each p-group G with |G| < p*.
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Einleitung

Das Radikal einer Gruppenalgebra K G iiber einem Kérper K von Primzahlcharakteris-
tik p und einer p-Gruppe G wurde bereits im Jahr 1941 von S. Jennings systematisch
untersucht [13]. Hierbei wurde die Beschreibung des Radikals J(KG) als Augmenta-
tionsideal benutzt, um Basen fiir die Ideale J(KG)™ modulo J(KG)"! fiir alle n € N
zu bestimmen.

Die multiplikative Struktur des Radikals ist vor allem auch deshalb von Interesse, weil
bekanntlich die Gruppe (1¢ + J(KG)) x (K \ {0k }) isomorph zur Einheitengruppe von
KG ist. Deren Struktur zu studieren bedeutet daher im Wesentlichen, (15 + J(KG); )
beziehungsweise die dazu isomorphe Gruppe (J(KG);*) zu untersuchen, wobei
a*xb:=a+ b+ ab fir alle a,b € KG.

Eine erste Methode zur Bestimmung der Nilpotenzklasse der Einheitengruppe lieferten
D. S. Coleman und D. S. Passman [6], die durch Immersion des Kranzproduktes C, 1 C,,
in (1¢ + J(KQG);-) zeigten, dass die Nilpotenzklasse von (1g + J(KG);-) im Fall ei-
ner nicht-abelschen p-Gruppe G mindestens p ist. Die Idee einer solchen Immersion
griff A. Shalev 1990 in [20] und [21] auf. In diesen Artikeln weist er nach, dass die
néchstgroBere auftretende Nilpotenzklasse 2p — 1 ist und dass im Fall einer ungera-
den Primzahl p und zyklischer Kommutatoruntergruppe G/ von GG die Nilpotenzklasse
von (1g + J(KG);-) gleich |G’| ist. Fiir eine allgemeine Theorie der Bestimmung der
Nilpotenzklasse stellt sich die Vorgehensweise allerdings als unhandlich dar, sodass das
Bediirfnis nach einem anderen Zugang entsteht.

Einen ersten Ansatz fiir eine alternative Vorgehensweise lieferte bereits S. Jennings in
den 50er-Jahren des vergangenen Jahrhunderts. Er zeigte, dass in einem Radikal-Ring
R folgender Zusammenhang zwischen dessen Lie- und dessen Gruppenstruktur besteht:

Satz (Jennings [12])
Sei R ein Radikal-Ring.

(R;*) ist genau dann als Gruppe nilpotent, falls R als Lie-Algebra nilpotent ist.
Dariiber hinaus vermutete er, dass im Falle der Nilpotenz die Nilpotenzklassen beider

Strukturen iibereinstimmen. Im Jahr 1992 gelang X. Du ein Beweis einer sogar wesentlich
scharferen Aussage:

Satz (Du [8])
Sei R ein Radikal-Ring und (Z,,(R))men, die aufsteigende Zentralreihe von (R;*) und
(L1n(R))men, die aufsteigende Zentralreihe von R als Lie-Algebra. Dann gilt

L,,(R) = Z,(R) fir alle m € Ny.
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Insbesondere war damit auch die Vermutung von Jennings bewiesen.

Ferner gelang es Jennings in seiner Arbeit [13] aus dem Jahr 1941, die K-Dimensionen der
Faktorraume J(KG)"/J(KG)" mit Hilfe der Dimensionsuntergruppen zu beschrei-
ben. A. K. Bhandari und I. B. S. Passi zeigten mit Hilfe der von Jennings entwickelten
Theorie, dass iiber die oberen Lie-Dimensionsuntergruppen im Fall p > 5 ein unmit-
telbarer Zusammenhang mit der Nilpotenzklasse von J(KG) als Lie-Algebra gegeben
ist.

Satz (Bhandari, Passi [2])

Seip > 5, G eine p-Gruppe und K ein Korper mit char K = p. Sei J(KG)Y .= J(KG)
und induktiv J(KG)™ das von {zy —yz |z € J(KG)" Y,y € J(KG)} erzeugte as-
soziative Ideal von KG fiir allen € Nxy. Fiir allen € N sei D,y :== GN(1lg+J(KG)™)
und d) € No mit pln) = |Dny : Dns1y|- Dann gilt fir J(KG) als Lie-Algebra:

AT(KG) =1+ (p—1)Y_ ndmiyy.

neN

Vermoge des Satzes von Du stellt diese Formel somit zugleich ein Mittel zur Berechnung
der Nilpotenzklasse von Einheitengruppen modularer Gruppenalgebren dar. Der Satz
fithrt damit die Bestimmung der Nilpotenzklasse auf die Problematik der Berechnung
von |Dny @ D(nypy| fiir alle n € N zuriick. Dazu entwickelte Shalev in [19] Methoden,
durch die er in Abhéngigkeit vom Isomorphietyp von G’ und der Klasse von G in einigen
Féllen die Nilpotenzklasse des Radikals bestimmen konnte [22].

In dieser Arbeit ist es das Ziel, die aufsteigende Zentralreihe (Z,,)men, von (J(KG); %)
fiir ausgewéhlte Klassen metabelscher p-Gruppen G mit Hilfe des Satzes von Du zu
bestimmen. In erster Linie machen wir uns dabei die Vektorraum-Struktur der aufstei-
genden (Lie-)Zentralreihe zu Nutze. Der Satz von Du erméglicht es uns, das Problem
der Bestimmung des x-Inversen eines Elementes von J(KG) (1.1.3) und das Arbeiten
mit aufwéndigen x-Kommutatoren zu umgehen.

Sei dp, == dim Z,,,/Z,,—1. Ist K endlich, |K| = p", so folgt aus einem Resultat von
A. Bovdi und Z. Patay (1.12):
(Zim)Zm—1;%) = Cpx - x Cp.
—_——

ndm

Wir bestimmen die Dimensionen d,,,, indem sie zunéchst nach unten abgeschétzt werden
und sich anschliefend ergibt, dass die Summe der Schranken gleich der Dimension von
J(KG) ist. Folglich muss bei jeder getroffenen Abschétzung bereits Gleichheit gegolten
haben. Eine hilfreiche und im sehr allgemeinen Rahmen giiltige Reduktion bei der Be-
stimmung von Z,, besteht in der Einsicht, dass es geniigt, K-Linearkombinationen der
Elemente fester Restklassen nach G’ beziiglich ihrer Zugehorigkeit zu Z,,, zu untersuchen
(1.14). Mit dieser Herangehensweise bestimmen wir fiir die von uns betrachteten Grup-
penklassen die Dimensionen d,,, indem wir genauer Basen der Faktorrdume Z,,/2,,_;
ermitteln.
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Zunichst betrachten wir p-Gruppen G mit zyklischer Kommutatoruntergruppe, wobei
wir im Fall p = 2 zudem [G’,G]e < G'* fordern. Wir zeichnen gewisse Teilmengen Dy, €y
von {1,2,...,|G'|} aus (1.32, 2.33), sodass fiir alle m € N.; gilt (Hauptsatz 2.37):

dp, = HH | H e G/C, mESHH +2 HH|H€G/G’, mef)HH.

!
Gilt m < |G'| — % und 1 #Z m # 2 modulo p, so liefert 2.37 genauer

dy, = |G/G).

Im Anschluss beschéftigen wir uns mit p-Gruppen mit p-elementar-abelscher Kommu-
tatoruntergruppe und legen unser Hauptaugenmerk auf p-Gruppen mit G' = C,, x C,,.
Ist cl(G) =2,1 <m < 2p—1und d die Anzahl der Konjugiertenklassen der Lénge p,
so weisen wir in Hauptsatz 3.11 nach:

G- 2(@)] d

—_ falls m <
l€d P =P

G| - |Z(G)|

Tl falls m > p.

(2p —m)
Die von Shalev auf ganz anderem Wege erhaltene Gleichung cl(J(KG)) = 2p — 1 ist

eine unmittelbare Folge [21]. Fiir p > 3 wurde in [22] gezeigt, dass diese nur unter den
Voraussetzungen G’ = C), x C, und cl(G) = 2 gilt.

Ist hingegen cl(G) = 3, so gelingt uns eine vollstéindige Klarung der aufsteigenden Zen-
tralreihe nur in dem Fall, dass p > 2 und Cs(G’) abelsch ist. Die dabei auftretenden
Dimensionen setzen sich hier bereits wesentlich unzugénglicher als im Fall c¢/(G) = 2
zusammen (Hauptsatz 3.22).

Zu den gekliirten Féllen gehoren insbesondere alle p-Gruppen G mit |G| < p*. Die Die-
dergruppe, Semidiedergruppe und verallgemeinerte Quaternionengruppe der Ordnung
16 wurden bereits in [23] behandelt. Fiir p > 2 ergibt sich in der vorliegenden Arbeit
unter anderem, dass fiir je zwei p-Gruppen der Ordnung p*, deren Kommutatorunter-
gruppen isomorph zu C, x C), sind, die Dimensionen der m-ten Zentralfaktoren fiir alle
m iibereinstimmen.






1 Grundlagen

In dieser Arbeit sei p stets eine Primzahl, N := {1,2,3,...} und fiir alle M C N sei
My := M U{0}. Ist m € N, so sei v,(m) := max{n | n € Ny, p" | m}. Da wir in einem
Kontext immer nur eine Primzahl betrachten, schreiben wir auch kurz v anstatt v,.
Auflerdem verwenden wir folgende Notation:

Fiir alle n € Ny sei n, := {m |m € N, 1 <m < n}. Insbesondere ist also 0, = ) und

n
no ={0,1,...,n}.Ist n € Ny und K ein kommutativer unitérer Ring, so sei ng := > 1.
i=1
Besteht dabei in einem Kontext keinerlei Zweifel iiber K, so verzichten wir auf die

Indizierung mit K.

1.1 Grundlegende Begriffe und Aussagen

In diesem einleitenden Abschnitt wollen wir eine kurze Einfiihrung in die Thematik
geben, dabei grundlegende Begriffe und Notationen klaren und dariiber hinaus wichtige
Séatze vorstellen, die im Rahmen dieser Arbeit von Bedeutung sind. Des Weiteren stellen
wir die Resultate aus [23] vor und geben in diesem Zusammenhang fiir das Auffinden der
aufsteigenden Zentralreihe des Radikals einer Gruppenalgebra wichtige erste Einsichten
an.

1.1 Definition. Sei K ein kommutativer unitirer Ring und A eine assoziative
K-Algebra.
Wir definieren eine Verkniipfung * auf A, indem wir fir alle a,b € A setzen:

axb:=a-+b+ab

1.1.1 Bemerkung. (A;x) ist ein Monoid mit neutralem Element 04. O

Mit Q(A) bezeichnen wir die Einheitengruppe von (A;x*). Ist A unitér, so bezeichnen
wir mit E(A) die Einheitengruppe von (4;-).

1.1.2 Bemerkung.
Ist A unitdr, so ist 5: (A;*) — (A;-), a — 14+ a ein Monoid-Isomorphismus.
Insbesondere gilt (Q(A); %) = (E(A);-). O

Ist a € Q(A), so bezeichnen wir mit a~ das beziiglich * inverse Element zu a.
Ist n € Ny, so sei al™ :=gax---xq fiir alle a € A.
———

n
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1.1.3 Bemerkung. Fir allen € Ny, a € A gilt:
(i) a™ =3 (7)d'.
i=1
(ii) Gilt char K = p, so gilt a®") = a?".

(iii) Ist a™™ =04, so gilt a € Q(A) und a= =Y (—a)".

=1

Beweis. Ein Induktionsbeweis nach n liefert die ersten beiden Aussagen. Ist a € A mit
a1 = 0y, so folgt der dritte Teil aus

n n

a* Z(—a)i =a+ Z(—a)i — Z(—a)“rl =04

i=1 i=1
sowie der (multiplikativen) Vertauschbarkeit von > (—a)’ und a. O
i=1

1.1.4 Bemerkung. Sei A # {04}. Weiter ezistiere eine endliche K -Basis B von A.
Dann ist die Abbildung

ap: A— K, ZcbbrﬁZcb (mit ¢, € K fiir alle b € B)

beB be®B

ein K-Raum-FEpimorphismus.
Insbesondere gilt A/Kern ag = K (K-Raum-Isomorphie).
Gilt zusdtzlich B - B C B, so ist asg ein K-Algebren-Epimorphismus. OJ

Wir setzen Augy(A) := Kern agp und spezialisieren Bemerkung 1.1.4 zu folgender Defi-
nition im Fall von Gruppenalgebren:

1.2 Definition. Sei K ein kommutativer unitirer Ring, G eine endliche Gruppe und
T C G. Wir bezeichnen mit KG die Gruppenalgebra von G tiber K und setzen

Aug(KG) = Auge(KG) und Aug(KT) = Aug(KG) N (T), .

Da in dieser Arbeit in einem Kontext stets nur ein einziger Korper K betrachtet wird,
schreiben wir auch kurz Aug(T) statt Aug(KT).

1.2.1 Bemerkung. Sei T C G, T # 0 und t € T. Dann ist
{g—tlgeT\{t}}

eine K-Basis von Aug(T).
Insbesondere ist {g — 1 | g € G\ {lg}} eine K-Basis von Aug(KG). O



1.1 Grundlegende Begriffe und Aussagen

Ist K ein kommutativer unitdarer Ring und A eine assoziative K-Algebra, so bezeichnen
wir mit J(A) das Jacobson-Radikal von A. Folgender wichtiger Zusammenhang be-
steht zwischen der in Definition 1.1 eingefiihrten Verkniipfung auf A und dem Jacobson-
Radikal J(A) [24, Kapitel 13, § 97.]:

J(A) ist das groBte Ideal von A, das beziiglich * eine Gruppe ist.

Im Fall von p-Gruppen und Koérpern K mit char K = p erhalten wir folgende, wohl-
bekannte Beschreibung des Jacobson-Radikals der zugehorigen Gruppenalgebra (siehe
zum Beispiel [13], [25]):

1.3 Satz. Sei G eine p-Gruppe und K ein Kéorper mit char K = p. Dann gilt

J(KG) = Aug(KG).

1.3.1 Bemerkung. FEs gilt
(i) (Ie + T(KG);-) x (K\ {0k} ;) = (E(KG); ) und
(i) (T(KG);*) x (K\ {1k} ;%) = (Q(KG); *).
Wir geben den kurzen auch in [23] dargelegten Beweis dieser bekannten Aussage an:

Beweis. Sei x € E(KG), A\, € K fiir alle g € G mit z = ) A\,g. Wir setzen 0 := ) A,.
geG geG

Dann gilt 0 # Ok, o'z — 1g € J(KG) und es folgt
v=((0"v—1lg) +1a)(0 - 1g) € (J(KG)+1g) - (K \{0x}) - l¢)

und damit E(KG) C (1¢+ J(KQ))- (K \{0k})-1g). Da (J(KG); %) eine Gruppe ist,
ist 1lg + J(KG) nach Bemerkung 1.1.2 eine Untergruppe von E(KG).
Aus (K \{0x}) - 1g € Z(E(KG)) folgt zum einen (K \ {0x}) - 1¢ < E(KG) und damit
die andere Inklusion, andererseits wegen (1¢+J (KG))-((K\{0x})-1¢) = E(KG) auch
(lg+ J(KG)) < E(KG). Auierdem gilt (1¢ + J(KG))N((K\{0k})-1¢) = {1g}, da
jedes Element in (1¢+ J(K@)), als Linearkombination der Elemente aus G dargestellt,
die Koeffizientensumme 1x hat. Damit folgt der erste Teil der Behauptung.

Der zweite Teil folgt dann direkt aus Bemerkung 1.1.2. O

Fiir eine Analyse der Struktur von (E(KG);-) ist es daher von grofiem Interesse die
Struktur der Gruppe (1g + J(KG);+) (bezichungsweise von (J (K G);*)) zu verstehen.
Ist G eine abelsche p-Gruppe und K ein endlicher Korper mit char K = p, so ist die
Struktur von (J (K G); %) in [1], [18] und [25] untersucht und geklért worden. Die Resul-
tate der Untersuchungen in jenem Fall lassen bereits vermuten, dass fiir eine beliebige
p-Gruppe G die Struktur von (J(KG); *) sehr komplex sein kann.
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Trivial ist hingegen die Feststellung, dass fiir jede assoziative K-Algebra A
(Z(A);-) = (2(A);%)

gilt, weshalb wir im Folgenden kurz Z(A) schreiben werden. Fiir das Zentrum einer
Gruppenalgebra und deren Augmentationsideal sind K-Basen hinlénglich bekannt (siehe
zum Beispiel [17, Chapter 4, Lemma 1.1.]). Um diese anzugeben, fithren wir noch eine
weitere Notation ein:

Ist G eine Gruppe, so bezeichnen wir mit K(G) die Menge der Konjugiertenklassen von

G.

1.4 Satz. Sei G eine endliche Gruppe und K ein kommutativer unitirer Ring.

(i) {E c|Ce IC(G)} ist eine K-Basis von Z(KG).
ceC
(i) Es gilt Z(KG) + Aug(KG) = KG  und Z(KG)NAug(KG) = Z(Aug(KQ)).
B:={g—lglge Z(G)\{lc}}U{D _c—I[Clla| C €K(G), |C| #1}
ceC

ist eine K -Basis von Z(Aug(KG)).

O
Da p } |C| fiir alle C' € K(G) mit |C| # 1 in p-Gruppen G gilt, erhalten wir speziell:
1.5 Satz. Sei G eine p-Gruppe und K ein Korper mit char K = p. Dann ist
Bi={g-1e|g€ Z(@)\{lc}IU{D c|Cek(@) |C] #1}
ceC
eine K-Basis von Z(J(KG)) und dim Z(J(KG)) =dim Z(KG) — 1= |K(G)| — 1.
O

Aufgrund ihrer besonderen Bedeutung in dieser Arbeit erinnern wir noch kurz an die
Definition der Kommutatorbildung in Gruppen und assoziativen Algebren sowie an die
Definition aufsteigender und absteigender Zentralreihen:

1.6 Definition. Sei G eine Gruppe und R ein Ring. Fir alle g,h € G und a,b € R
setzen wir

[9,h]e =g 'h 'gh wund [a,bl¢ = ab— ba,

das heifit [g,h]e ist der (Gruppen-) Kommutator von g und h und [a,b]e der (Lie-) Kommu-

tator von a und b. Fir allen € Ns3, a1, ...,a, € Rund g1, ..., 9, € G setzen wir weiter
induktiv:
[ala S >an]2 = Hab cee a&nfl},ﬂa an]ﬂ und [917 - 7gn]® = Hgla cee 7gn71]®7gn](5'



1.1 Grundlegende Begriffe und Aussagen

1.7 Definition. Sei G eine Gruppe und R ein Ring.

Wir setzen 71 (G) == G, %(G) = G = [G,G]s und induktiv v;(G) = [v,-1(G),G]e fir
alle j € Nuo. Dann heifit (v;(G)) en die absteigende Zentralreihe von G.

Wir setzen weiter Z;(G) == {1} fir alle j € Z<o und induktiv Z;(G) fir jedes j € N als
den Normalteiler von G mit Z;(G)/Z;_1(G) = Z(G/Z;-1(G)). Die Folge (Z;(G));en,
heif$t die aufsteigende Zentralreihe von G.

Aufserdem sei L;(R) := {0r} fir alle j € Z<o und induktiv sei

LJ(R) = {CL | a€ R, VbeR: [a,b]g € ﬁj_l(R)}
fir jedes j € N. Die Folge (L;(R));en, heifit die aufsteigende Zentralreihe von (der zu
R gehdrigen Lie-Algebra) (R;+; (., .]e).

Wir geben nun den Satz an, der die gesamte Arbeit motiviert [8].

1.8 Satz, Du (1992). ! Sei A eine Radikal-Algebra®, (Z;(A)) en, die aufsteigende
Zentralreihe von (A;x) und (L£;(A)) en, die aufsteigende Zentralreihe von (A;+; 1., ]e).
Dann gilt

L;(A) = Z;(A) fir alle j € N.

Insbesondere gilt:

(A; %) ist genau dann nilpotent, wenn (A;+;[.,.]e) nilpotent ist.
Im Falle der Nilpotenz gilt dann cl(A;*) = cl(A;+;[., ]e). O
Fiir die absteigenden Zentralreihen von (A;x) und (A;+;[.,.J¢) gilt ein entsprechen-

des Resultat nicht, wie wir sogleich aufzeigen werden. Im Fall von p-Gruppen G und
Korpern K mit char K = p ist namlich das erste Glied der absteigenden Zentralreihe
von (J(KGQ);+;].,.]e) bekannt und ldsst sich wie folgt beschreiben (siche zum Beispiel
[14, Chapter II, 2.2.]):

1.9 Satz. Sei G eine p-Gruppe und K ein Korper mit char K = p. Dann gilt

T(KQ), J(KG)]e = {chg ‘ > ¢y =0k fiir alle C € IC(G)}.

geG gecC
U
Ist nun G eine nicht-abelsche p-Gruppe, so existiert g € Z5(G) \ Z(G) und h € G mit
[9,h]e € Z(G) \ {1} und es folgt

1.1.2

(9=16)" *(h—1c)" * (9~ 1a) * (h —1a) "= [g:h]e — 1o & [T(KG), T(KG)le.

'H. Laue hat 2015 einen vereinfachten Beweis dieser Aussage erbracht [16].
2Eine assoziative Algebra A bezeichnet man als Radikal-Algebra, falls Q(A4) = A gilt.



1 Grundlagen

Der folgende Satz von Bovdi [3] liefert das entscheidende Argument, warum im Fall eines
endlichen Koérpers K die Dimensionen der einzelnen Faktorrdume in der aufsteigenden
Zentralreihe von J(KG) die *-Struktur der Faktorgruppen in der aufsteigenden Zen-
tralreihe klart. Fiir den mit Hilfe des Satzes von Du kurzen Beweis von Bovdi (siehe
auch [25]) geben wir noch folgendes Lemma an:

1.10 Lemma. Seien K ein kommutativer unitirer Ring, A eine assoziative K-Algebra,
n € N und a,b € A. Dann gilt

[a,b,... ble = zn: (7;) (—1) b ab™ .
M i=0

Ist char K = p, so gilt insbesondere |a,b, ..., ble = |a,bP]e.
p

Beweis. Ein Induktionsbeweis nach n liefert die Behauptung. O]

1.11 Satz, Bovdi. Sei K ein Korper mit char K = p, A eine K-Radikal-Algebra und
(Z;(A))jen, die aufsteigende Zentralreihe von (A;x), m € N und x € Z,,(A). Dann gilt

x(p) € Zmax{l,m—p+1}<A>-
Beweis. Es gilt 2”) = 27 nach Bemerkung 1.1.3 (ii). Sei y € A. Aus Satz 1.8 folgt
1.10
[y71:p]2 :1 [yu ZTy...,X|g € mep<A)
P

Wir erhalten also 2®) € Z,,_,.1(A) falls m > p, andernfalls gilt zumindest 2® € Z(A).
[l

1.12 Korollar, Bovdi. Sei K ein Korper mit char K = p, A eine nilpotente K-
Radikal-Algebra, (Z;(A)) en, die aufsteigende Zentralreihe von (A; ), n = cl(A;*) und
m € n\ {1}. Dann gilt

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 1.11. O]

Die Frage nach dem Exponenten von Z(A) ist hingegen schwieriger zu beantworten.
Eine detaillierte Analyse dariiber im Falle A = J(KG) fiir eine p-Gruppe G und einen
Korper K mit char K = p findet sich in [25].

Das folgende Lemma und der anschlieBende Satz vermitteln einen ersten Eindruck einer
Strategie zur Bestimmung der aufsteigenden Zentralreihe von (J(KG);+;|., Je).

3Ist G eine endliche Gruppe, so sei exp(G) := kgV {o(g) | g € G}.
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1.1 Grundlegende Begriffe und Aussagen

1.13 Lemma. Seien G eine endliche Gruppe, K ein kommutativer unitirer Ring, m € N
und g,91, ..., 9m € G. Dann gilt

(9,91, -, gm]e € Aug(gg:1 - - gmY2(G)).

Beweis. Ist m = 1, so folgt [g,q1]e = 919([9,91]6 — 1a) € Aug(gg172(G)), da G/(G)
abelsch ist. Ist m > 1, so ist induktiv = := [g, 91, .., gm-1]c € Aug(ggr - - gm-172(Q)).
Da z K-Linearkombination von Elementen aus gg; - - - gm—172(G) ist, reicht es fiir alle

Y € g1 gm-172(G) zu zeigen, dass [y, gmle € Aug(ggr - gmy2(G)) gilt. Dies folgt
aber wie beim Induktionsanfang aus der Kommutativitét von G/v2(G). O

1.14 Satz. Seien G eine endliche Gruppe, K ein kommutativer unitirer Ring, n € N,
Hy, ..., H, paarweise verschiedene Restklassen beziglich v2(G) und m € N. Fir alle
i€mn seia; € Aug(H; U Z(G)).

(i) Gilt a; € Aug(H;) fir allei € n, und > a; = Ogq, so gilt bereits a; = Ogq fiir alle
i=1
1 €N,

(i) Gilt > a; € L,,(Aug(KGQG)), so gilt schon a; € L,,,(Aug(KQG)) fiir alle i € n,.
=1

(2

Beweis. (i) folgt direkt aus
Aug(Hy) + ...+ Aug(H,) = Aug(H,) & ... ® Aug(H,).

(ii): Die Aussage (i) stellt den Induktionsanfang der folgenden als Induktionsvorausset-
zung iiber m — 1 formulierten Aussage (x) dar:

Sind Hj, ..., H, paarweise verschiedene Restklassen beziiglich Y(G),b; € Aug([jli)

fiir alle i € o, und gilt Y b; € L1 (Aug(KG)), so gilt bereits b; € Ly, (Aug(KG))
i=1
fir alle i € n.

Da fiir alle ¢ € G nach Voraussetzung auch gH, ..., gH, paarweise verschieden sind
und {g — 1g | g € G\ {1¢}} eine K-Basis von Aug(KG) ist, folgt:

Zai € L,(Aug(KG)) <= Vg e G : [Z a;, g — 1(;}2 € Ly-1(Aug(KG)).

=1 i=1

= VgeG:) lai, gle € Lin—1(Aug(KG)).

=1 €Aug(gH;) nach 1.13

& Vge GYien:|a,gle € Ln1(Aug(KG)).
< VgeGVien:[a;,9— 1gle € L 1(Aug(KQG)).
= Vien:aq € L,(Aug(KG)).

11



1 Grundlagen

Eine unmittelbare Konsequenz ist die folgende, wichtige Bemerkung.

1.14.1 Bemerkung. Sei A; C Aug(H;UZ(QG)) und A; modulo L,,,(Aug(KG)) K -linear

unabhdngig fir alle 1 € n. Dann ist

U A; modulo L,,(Aug(KQG))

IS
K-linear unabhdngig.
Ist K ein Korper und gilt zusdtzlich A; C Ly1(Aug(KG)) fir alle i € n, so folgt
insbesondere

dim (L1 (Aug(KG))/ L (Aug(KG))) = ZIAz'I‘

O

Zum Auffinden der aufsteigenden Zentralreihe liegt es daher nahe, die Teilrdume Aug(H)
fiir Restklassen H beziiglich v,(G) zu untersuchen. Ein solches Vorgehen ist bereits in
[23] verfolgt worden und fiihrte zu folgenden beiden Hauptresultaten:

1.15 Satz. Sei G eine p-Gruppe mit |2(G)| = p, a € G mit v(G) = (a), K ein
Kérper mit char K = p und Y ein Reprasentantensystem der nichtzentralen Konjugier-
tenklassen von G. Sei weiter ~ jeweils der kanonische K - Vektorraum-Epimorphismus von
J(KG) auf den jeweiligen Faktorraum der aufsteigenden Zentralreihe von J(KG) und
m € p— 1\ {1}. Dann gilt cl(J(KG)) = p und

{yz_: (mi_l)ai y € Y} ist K-Basis von Z,(J(KQG))/Z,-1(J(KG)),

)

{y—1c|y €Y} ist K-Basis von J(KG)/Z,-1(T(KG)).
OJ
1.16 Satz. Sei n € Ny3, K ein Korper mit char K = 2, G € {Dan,SDan,Qon},
a € G mito(a) =2""1 und b € G\ (a). Sei weiter ~ der kanonische K-Vektorraum-

Epimorphismus von J(KG) auf den jeweiligen Faktorraum der aufsteigenden Zentral-
reihe von J(KG). Dann gilt (T (KQG)) = 2"2 = |y (G)| und:

n—2_1

Istme {2,4,...,2" % =2}, soist {y Z (mil)a% y € {b, ba,a}}
i=0

K-Basis von Z,(J(KG))/Z,-1(T(KGQG)).

2n—2_1

Ist m € {3,5, L2 1}, s0 ist {y Z (mi_l)a% y € {b, ba, 1G}}
i=0

K-Basis von Z,(J(KG))/Zm-1(T(KGQG)).
Weiter ist {y —1¢ |y € {a,b,ba}} K-Basis von J(KG)/Zym—2_1(T(KG)).

12



1.1 Grundlegende Begriffe und Aussagen

Ziel dieser Arbeit ist es unter anderem, den Satz 1.15 zu verallgemeinern. Wir werden
ferner einsehen, dass die Gruppen in Satz 1.16 eine gesonderte Rolle spielen.

Generell von Bedeutung fiir die aufsteigende Zentralreihe von J(KG) sind, was bereits
das Studium des Zentrums von J(KG) vermuten ldsst, die Konjugiertenklassen der
Gruppe G. Folgendes Lemma zeigt fiir den Spezialfall £ = 1 einen einfachen Zusammen-
hang zu den Restklassen beziiglich 75(G) auf:

1.17 Lemma. Sei G eine Gruppe, k € N und z € v(G). Dann gilt
2% C 29,41 (G).

Insbesondere gilt g% C gv2(Q) fiir alle g € G.

Beweis. Ist h € G, so folgt 2" = z[x,h]e € Ty11(G). O

Ist also G eine Gruppe und 72(G) endlich, so ist die Lange jeder Konjugiertenklasse
durch die Ordnung von 75(G) nach oben beschriankt.

1.18 Definition. Sei G eine Gruppe und g € G. Wir nennen die Konjugiertenklasse
g%(und auch g selbst) zentral, falls g € Z(G) gilt und g% (und auch g) extremal, falls
g% = g72(G) gilt. Weiter setzen wir fiir allen € N und T C G:

Kra(G):={C|CEeK(G), CCT. |Cl=n} und Kz(G):= |JKrm(G).

meN
1.19 Definition. Sei G' eine p-Gruppe.
(i) Fiir alle g € G sei r(g) € Ny mit p*l9 = |¢%|.
(i) Firalle T CG, T #0, sei u(T) =min{k(g) | g € T}.
1.20 Satz. Sei G eine p-Gruppe und K ein Korper mit char K = p. Ist T C G mit

TN Z(G) # 0, s0 sei gr € TOZ(G) wnd 31 = {g— g7 | g € (TN Z(@)\ {or}}.
andernfalls sei 37 = (. Fiir alle T C G st dann

By = 35U {Zc | C € Kr(G), |C| # 1}

ceC

eine K-Basis von Z(J(KG)) N (T) . Insbesondere gilt
(i) dim(Z(J(KG)) N (T)) = |Kr(G)| — 1 fiir alle T C G mit TN Z(G) # 0,
(i) dim(Z(J(KG)) N (T) ) = |Kr(G)| fiir alle T € G mit T N Z(G) =0,
(i) dimZ(J(KG)) = -1+ S |Ku(G).

HeG/72(G)

13



1 Grundlagen

Beweis. SeiT' C G. Dann ist By K-linear unabhéngig aufgrund der Disjunktheit zweier
Konjugiertenklassen und es gilt B, C Z(J(KG)) N (T, nach Satz 1.5.

Sei x € Z(J(KG)) N (T)). Dann ist x insbesondere eine K-Linearkombination von
Elementen der Basis B aus Satz 1.5. Wegen = € (T'), folgt aus der Disjunktheit ver-
schiedener Konjugiertenklassen, dass x auch K-Linearkombination von Elementen aus
%T ist.

(i) und (ii) folgen unmittelbar aus der Basiseigenschaft von Br.

Aus Lemma 1.17 und Satz 1.5 erhalten wir, dass

U By Uf{on— 1o | H € G/nu(@)\ (1(G)}, u(H) =0

HeG/72(G)

eine K-Basis von Z(J(KG)) ist. Hieraus folgt (iii). O

1.2 Zahlentheoretische Hilfsmittel

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit zahlentheoretischen Uberlegungen, die fiir
die Rechnungen in den weiteren Kapiteln von Bedeutung sein werden. Dafiir untersu-
chen wir zunédchst Binomialkoeffizienten modulo der Primzahl p. Im Anschluss studieren
wir Folgen von Binomialkoeffizienten und formulieren dariiber hinaus erste, hieraus re-
sultierende Aussagen im Gruppenring. Der zweite Teil nimmt die Untersuchung einer
Funktion vorweg, die im Zusammenhang mit der Bestimmung der aufsteigenden Zen-
tralreihe von J (K G) im Falle einer zyklischen Kommutatoruntergruppe von G auftreten
wird (siehe Definition 2.33 und Bemerkung 2.33.1).

1.2.1 Binomialkoeffizienten

Fiir alle n, k € Ny ist (Z) bekanntlich die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer

n-elementigen Menge. Insbesondere gilt (g) = 1 und (Z) = 0 fiir £ > n. Fiir unsere

Zwecke erweist sich dariiber hinaus folgende Setzung als niitzlich:
. (n
Fiir alle n € Ny, k € Zq sei (k) = 0.

Eine einfache kombinatorische Uberlegung liefert direkt:

1.21 Lemma (Vandermonde-Identitét).
Fiir alle m,n € Ny, k € Z gilt:

(") -2 (6

14



1.2 Zahlentheoretische Hilfsmittel

Folgender Satz zeigt auf, wie man die Berechnung eines Binomialkoeffizienten modulo
der Primzahl p allein auf die p-adischen Darstellungen der beteiligten natiirlichen Zahlen
zuriickfiihren kann. Dieser Satz von Lucas aus dem Jahr 1878 (sieche zum Beispiel [9])
fithrt zu zahlreichen niitzlichen Folgerungen.

k

1.22 Satz, Lucas. Seien m,n, k € No, m;,n; € p— 1 fir alle i € kg mit m = mip’
i=0

k
und n = > n;p'. Dann gilt
i=0

Insbesondere gilt:

(n)EO S Elie&ozni<m,-.

m) p
OJ
1.22.1 Bemerkung. Es gilt
!
<n) = (npl> fiir alle | € Ny.
m) p \mp
k41 ' k41 ‘
Beweis. Es ist np = > n;_1p" und mp = > m;_1p'. Wir erhalten
i=1 i=1
np 0\ ¥ /n Y in n
— i—1 — i =
(o) 5 GLC2) TG = )
Die Behauptung folgt nun mittels einer trivialen Induktion nach [. O]

1.22.2 Bemerkung. Fiir alle | € Ny mit p' > m gilt

()5 (")

l l
Beweis. Ist I € Ny mit p' > m, so gilt <n> = (n) (p) 2 (n%—p)' [
m m)\0/) » m

1.22.3 Bemerkung. Seir € N. Es gilt

(i) (pkn_1>51 — n=-1 und

p pk

(i) ( " )¢0 — n=-1.

rpk—1) 7% p*

15



1 Grundlagen

Beweis. Ist k =0, so sind (i) und (ii) trivial. Sei daher nun k& > 0. Es gilt
() n=-1 < Viek-ly:nm=p-1
P

k=1
AuBerdem gilt rp* — 1 = (r — 1)p* + (p — 1) >_ p’ und folglich
=0

7

(Tp’“n— 1) 1%2% | (pii 1) ((TT];EPI“) 1. 1E (pii 1> (7‘7&)'

2

SallIN

Il
o

Es folgt

n .
(rpk—1>f0 = Viek—-1y:n,=p—1

Im Spezialfall r = 1 gilt

n :
<pk—1)%1 — Vick—-1,:n,=p—1.

Aus (x) folgen nun die Behauptungen. O

1.22.4 Bemerkung. Ist m < p" — 1, so qilt

(pnn: 1) = ()"

Beweis. Ist n = 0, so ist m = 0 und die Behauptung trivial. Sei daher nun n > 0. Ist
dann m = 0, so ist die Aussage wiederum offensichtlich. Andernfalls ist m > 0 und wir

erhalten induktiv
22 " "—1+1 -1 -1 "1
() ) E)C so )
m P m m m—1 m m

Hieraus folgt die Behauptung. m

N}

= Il

1.22.5 Bemerkung. Seir € Ny, [ € N und m < p' — 2. Dann gilt
pl—l .
3 ( ! ) =
~\m J»
pl—l 7 pl
Beweis. Es gilt > ( ) = ( n 1). Falls r = 0 gilt, folgt die Behauptung nun wegen
m

i=0 \"1
m + 1 < p' aus Bemerkung 1.22.2. Den Fall » > 0 fiihren wir durch folgende Rechnung

auf den gerade bewiesenen Spezialfall zuriick:

()22 065050

J=0
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1.2 Zahlentheoretische Hilfsmittel

1.22.6 Bemerkung. Sei it € Ny, n > 0 und r € n. Dann gilt

(i) <i+pn_1)zz§(—1)ﬂ(i+pn_,1t1> und

m P 120 m — jpn—t

0 () S )

Beweis. Es gilt

CLRECE T

(ii) Der Spezialfall » = 1 wurde bereits in (i) bewiesen und stellt somit den Induktions-
anfang eines Induktionsbeweises nach r der zweiten Aussage dar. Wir nehmen daher im

Folgenden r > 0 an. Es gilt

i+pn—(r—1) 1 ) p—l(_l)j i+prT—1
m — pn + pn—(r—l) o m — pn + pn—(r—l) _ jpn—r

_<i+p”_’"—1)+p2(—1)j( i+ptT -1 )
m—pt+pr) 4 m—pr(pr —p+7)
und folglich

<Z+p _1) :Vor(z_i_p (7” 1)_1)+r1p2(_1)j( Z+pn—8_1 )
m » \m—pr4prh : m —p"~(p* = p+ )

s=1 j=0
:<i+p"’“—1 )+ - p_Q(_l)j( i+ptt -1 >
m—pt+p") m—p"=(p* —p+J)
s=1 j=0
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1 Grundlagen

Nach dieser kurzen Einfiihrung iiber Binomialkoeffizienten modulo der Primzahl p wollen
wir uns mit Folgen von Binomialkoeffizienten beschéftigen.

1.23 Lemma. Sei K ein kommutativer unitdrer Ring,
T:={reK|3keZ:r==Fklg} und X eine nichtleere Menge.

(i) T ist ein unitaler* Teilring von K.
(ii) Vermdoge der bildweisen Multiplikation
- X > K, x—xpxy
fiir alle ¢, € K* ist der K-Raum K~ eine K-Algebra.

(iii) TNo 4st eine T-Algebra und {((;) K) |l € NO} ist eine K-linear unabhdngige

Teilmenge von KMo,

i€Ng

(iv) Sind n € Ny, zo,...,x, € X paarweise verschieden, so ist in dem tber X freien
K-Raum KX die Menge {Z ((;)K) x|l € @0} K -linear unabhdngig.
i=0

Beweis. Wir beschrinken uns auf den Beweis von (iii) tiber die lineare Unabhéingigkeit.
Die Aussage (iv) folgt dann direkt aus (iii). Seien also k € Ny, cg, ..., cx € K mit

y i
(0)). e
i—=0 J/) K 1€Np

J

k
Dann gilt ch(?)K = ¢plg = Og und damit ¢g = Og. Ist weiter 0 < m < k und
7=0

k

gilt induktiv bereits ¢g = ... = ¢,—1 = Ok, so folgt aus Ox = ) ¢; (?)K = ¢, 1 die
j=m

Behauptung. O

Wir betrachten im Folgenden die Z-Algebra ZNo mit bildweiser Multiplikation wie in
Lemma 1.23 (ii). Fiir unsere Zwecke sind dabei in erster Linie Folgen von Interesse,
deren Bilder Binomialkoeffizienten sind.

Ist m € Ny, so schreiben wir fiir die Folge <( ! )) auch kurz ( ! ) .
mJ J ieng M/ ieNg

1.23.1 Bemerkung. Fir alle m € Ny sei k,, € Ny. Fiir alle n € Ny sei

An::{(z) )mE@O} und Bn::{<z+km) )mEEo}.
M/ ieNy M/ ieNg

Dann gilt
(Ay), = (By), fir alle n € Ny.

4Ein unitérer Teilring S eines unitiren Ringes K heifit unital, falls 15 = 1 gilt.

18



1.2 Zahlentheoretische Hilfsmittel

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach n.

Es gilt Ag = {1z} = Byp. Sei nun n € N. Dann folgt die Inklusion (A4,), 2 (By,),
mittels Lemma 1.21 aus

. k’m . m—1 km .
(Z—i_ ):(2)4—2( )(Z) fiir alle m € ng und ¢ € Ny.
m m m—73/)\J

Jj=0

Da wir induktiv aber auch (A4,_1), C (B,,_1), voraussetzen diirfen, folgt aus dem Spe-
zialfall m = n auch die andere Inklusion. ]

1.23.2 Bemerkung.
Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum, n € N und T = {zo,...,x,_1} eine n-
elementige, K-linear unabhdngige Teilmenge von V. Sei weiter k,, € Ny fiir alle m € Ny.

Dann gilt
n—1 7
€ = i
men), =(5 ()

0 (& ()
men=s) i (& (")

R (i E
(ii) {;} < . >a:l
(iii) Sei char K = p und es existiere | € N mit p! = n. Dann ist

unabhdngig.
B0
2 i
m

1=0

m e §0> fur alle s € Ny und
K

men— 10} sind K -linear

men— 20} eine K-Basis von Augr((T) ;).

Beweis. (i) folgt direkt aus Bemerkung 1.23.1 und (ii) aus (i) sowie Lemma 1.23 (iv).
(iii): Sei char K = p und es existiere [ € N mit p' = n. Es gilt dim Augr((T);) =n —1
und Bemerkung 1.22.5 liefert

Mittels (ii) folgt aus Dimensionsgriinden die Behauptung. O]

me u} C Augr((T)).

1.24 Lemma. Seien m,n € Ny. Dann gilt

() ) 2G5 ()

J

Insbesondere gilt

(o) () ) G ) () )
N/ seny \M/ ieny m ieNo’ m+1 z‘eNO7 "\m+n ieNo/ Ny

19



1 Grundlagen

Beweis. Ist m = 0 und n = 0, so ist die Behauptung trivial. Wir nehmen im Folgenden
daher m > 0 oder n > 0 an. Einfaches Nachrechnen zeigt: Ist j € Ny, so gilt fiir alle

eI

Sei ¢j = ( " ) und d; = (‘7 m ) fiir alle j € ng. Nach Lemma 1.21 gilt fiir alle
n—J J
1€ sz:

Es folgt

_ (;) (7;) _ An ¢, (mij fiir alle i € m — 1, und
) (£l ) )l e

1.24.1 Bemerkung. Es gilt

€ . |jemy) .
M/ ieNg J/ ieNg No

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach n. Ist m = 0, so gilt
0i . 0i

1= ( Z) = (é) fiir alle ¢ € Ny. Ist m > 0, so gilt ( Z) — 0 fiir alle 7 € Ny. Sei nun
m

m
m i€N1) —“ ’LGN( m '] ’ieN()

und aus der Induktionsvoraussetzung folgt

— 1) )
((n . )Z) c <(Z) ‘ s € @'0> fiir alle j € my.
J 1€Np s i€No No

Aus Lemma 1.24 folgt die Behauptung. O

<

n > 0. Dann gilt
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1.2 Zahlentheoretische Hilfsmittel

1.24.2 Bemerkung. Sei | € Ny und ~ der kanonische Epimorphismus von ZN° auf
(Z/pZ)N°. Dann gilt

(1)

1+ npt 1 1 1
) = () ) (G )
m i€Ng m i€Ng m—p i€Ng m—Ssp i€Np

S€N>1> s
No

(i)

E
(np Z) = Ozpzyro, falls pim  und
i€Ng

r .
<np Z) € <(Z) |j€ @0> , falls p | m und m = @z
m i€Ng J 1€Ng No p

Beweis. Es gilt

i+npt\ 121 - 1 nph\ 1.22 1 np! . .
= = fiir alle 7 € Ny,
( m ) Z(m—J)(j) ’ Z(m—j)(j meE

7=0 JEmMY,
Pl

woraus zusammen mit Bemerkung 1.22.1 die erste Aussage folgt.

Der erste Teil von (ii) folgt direkt aus Satz 1.22, wihrend der zweite Teil durch eine
Anwendung der Bemerkungen 1.22.1 und 1.24.1 folgt. O

1.25 Lemma. Sei G eine Gruppe, K ein Korper mit char K = p, a € G und es existiere
I € Ny mit o(a) = p'. Seien s,n € Ny und m € p**! — L,- Dann gilt

pl—l . pl—l R
_ pii T\ pli+n)+r\ ,; ..
" ' = ! lle r € Ny.
a ; ( . )a ZZ; ( - )a fiir alle r 0
Beweis. Wir beweisen den Spezialfall » = 0. Ist » > 0, so folgt daraus die Behauptung

durch eine Anwendung von Lemma 1.21. Zunéchst beweisen wir nun den Spezialfall
s = 0 und fiithren anschlieflend den Fall s > 0 auf diesen zuriick.
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1 Grundlagen

Es existieren eindeutig bestimmte ¢ € Ny, 7 € p! — L, mit n = qp’ + 1. Es gilt

p'-1 AN p'-1 N
B

=0 i=0
f—1 ; pl—1 ;
— § a’L—n+ E az—n
m — m
=0 i=n
pl—1 n ! pl—1
Z t+n—p\ ._. Z 1 -
m — m
i=pl— i=n
11 N pt—a—1 ,. .
1.22.2 1+n\ 1+n\
~ at+ ) a
m<pl—1 m - m
z:pl—ﬁ =0
-1

Sei nun s # 0. Gilt p® t m, so ist nach Bemerkung 1.24.2 nichts weiter zu zeigen.
Andernfalls existiert ¢t € p! — 1 o, Mit p°t = m und es folgt

p'-1 psl ) pi-1 pS'L ]
B E )

1=0 1=0 pSt

[]

1.26 Korollar. Sei G eine Gruppe, K ein Korper mit char K = p und U eine zyklische
p-Untergruppe von G, | € Ny mitp' = |U|, a € G mit {a) = U und H eine Linksrestklasse

beziiglich U. Sei weiter k,, € Ny fir alle m € Ng.
(i) Fir alle g,h € H und m € p' — 1, gilt

(5 ()

4

p—1 .
72 .
v

m€@0> .
K

22



1.2 Zahlentheoretische Hilfsmittel

(i) Ist U # {1¢}, so ist fir alle g € H

)

1=0

eine K-Basis von Aug(H).

mEpl—Qo}

Beweis. Seien g,h € H. Dann existiert n € p' — L, mit ga=" = h. Aus Lemma 1.25
und Bemerkung 1.23.2 (i) folgt dann direkt (i). (ii) folgt aus der dritten Aussage in
Bemerkung 1.23.2. [

In Lemma 1.25 haben wir fiir ein Element a von p-Potenzordnung p' einer Gruppe G und

einen Korper K mit CharlK = p eine Rechenregel fiir die Multiplikation einer Linear-
kombination der Gestalt pil (;L) a’ mit einem Element aus (a) formuliert. Im Folgenden
werden wir nun fiir einen Eguppen—Automorphismus B von (a) eine Rechenvorschrift fiir
I

pzl (T’n) (aB)" angeben. Fiir ein solches 3 existiert n € N, p  n, mit a8 = a™ und 3 ist

1=0
durch das Bild von a bereits eindeutig bestimmt.

1.27 Lemma. Sei G eine zyklische p-Gruppe, K ein Korper mit char K = p, a € G

mit {a) = G und | € Ny mit |G| = p'. Sez’yGZmz’tp’(y,neNmitynEllund
p
mEpl—lo. Dann gilt

L 22 /i

> (1 )ar =3 (1o

i=0 (m) i—o \'"

Beweis. Ist | = 0, so ist die Behauptung trivial. Sei daher nun [ > 0 angenommen.
Sei ~: Z — 7,/p'Z der kanonische Ring-Epimorphismus. Fiir alle i € p' — 1 , existiert ein
eindeutig bestimmtes n; € p' — L, mit ni = m;. Wegen yn = 1 gilt p { n und folglich

pl

{niliep —1,} =Z/p'Z. Also ist die Abbildung

pl—1‘0—>pl—1‘0, 1> n;

eine Bijektion. Es folgt

pt—1 . pt—1 p'—1 . pt—1 .
] : n; - 1.22.2 ni ; ni :
E a¥t = E avyni = aynt — at.
m m o(a)=pt 4 m - m

=0 i=0
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1 Grundlagen

1.28 Lemma. Sei G eine zyklische p-Gruppe, K ein Korper mit char K = p, a € G
mit (a) = G und | € Ny mit |G| =

(i) Sindn € ly und r,m € N, so folgt

I_
S 1(2’—1—7“]0”—1) 7
P e L
iz \ P '
(ii) Es gilt
-

=i+ -1

. 1 a = 1g.
im0 \ P
Beweis. (i) Seien n € [y und r,m € N. Dann gilt

l_ l—n_
Ly (z +rpt — 1) ; 1.22.3(ii) Pt (z’pn +rpt — 1) ipn
S (e :
pr AN 1

mp™ — 1
z—}—r—lp +pt—1 47"
m—1)p"+pr—1
-1
(z—l—r—l >aipn
1(z+7“—1> ip

(ii) folgt direkt aus dem Spezialfall n = und m =r =1 in (i)

lnl

H
[
M“

Ns
SO



1.2 Zahlentheoretische Hilfsmittel

1.2.2 Eine Partition von {1,...,p'}

Im Zuge der Untersuchung der aufsteigenden Zentralreihe von J(KG) im Fall eines
Korpers K mit char K = p und einer p-Gruppe G mit zyklischer Kommutatorunter-
gruppe wird sich herausstellen, dass eine rein zahlentheoretische Funktion eine tragende
Rolle spielt (siehe Satz 2.32). Die Untersuchung dieser Funktion nehmen wir in diesem
Abschnitt vor. Die Ergebnisse dieser Analyse werden die Problematik der Bestimmung
der aufsteigenden Zentralreihe (vergleiche Erlduterungen vor Satz 2.32) entscheidend
reduzieren.

1.29 Lemma. Fir alle m,r,t € Ny, s e Nund j € s —1, gilt
Q) pt <p (o =) <p' (" = 1) <p' (p* —p7") <P und
(ii) p™ <p'(p*—p™") = P <P (-1
(iii) Ist n € N mit n | m, so gilt: m<n(p*—p") <= m<n(p*—1).
Beweis. Seien m,r,t € Ng, s € Nund j € s — 1. (i) folgt aus
P - ) =g — P <P P <P -1 <P —p T <P

(ii) folgt direkt aus (i).
(iii): Sei » € N mit n | m. Dann existiert & € Ny mit nk = m. Es folgt

nk<n(p’'—1) <<= k<p’—1
— k<p’—-p"
— nkgn(ps—p_T).

1.30 Definition. Fiir alle r,l € Ny und k,n € I, sei
Yknr) Py — Q,  m— max {m — P’ —pT 4L, m =P 4 1 1}.
Firn <k se:
® Zikn) = {cp’ |jek—ny, c Gjﬂ‘} und

® Dign = {pl—n FosphTrHL | 5 € pltnhol plfkfl‘}.

Firn >k sei
l—n

® Zikn =P und

® Dy = 211 \ Z(1km)-
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1 Grundlagen

1.31 Lemma. Seir € No, e N, kel —1,, ncly,
V= Yk, 2= Z0kn) und D:=Dgyny).

Dann gilt fiir alle m € ]Ll

i) ZNnD =0,

(i)
(iii) (myp=m—p " +1 A myp>1) <= meD.
(iv) Istm ¢ ZUD, so gilt mp =m —p*™ (" —p)+1 und ma > 1.
(v) Istp>2 oderl =1 oderl—k > 2, so gilt
(mp=m—p"™P*F—p™V+1 A mp>1) <= md¢ZUD.

Beweis. Sei m € ]il‘

(i): Gilt n > k oder n = 0, so folgt das Behauptete direkt aus den Definitionen von Z
und D. Andernfalls folgt ZND = () aus

kF=n41 — minD.

maxZ =p" " <p"" 4 p
(ii): Sei zunéchst n < k. Es gilt:

meZ <= djck-—n, Jeep m=cp

— m<pP " A(TeepF—1:pteAm=cp’™)
= m<p " Am<pmETF-1)

PR 1 <1 A m < p R )

= m-p T H1<I Am=—pMPtF-p T +1<1
— my =1

Ist hingegen n > k, so gilt:

meczZ < m—pl_”SO

lfn<pl7k

S|

= mph ) <0Am—pt 1<
1.29(ii) Wk Ty <0 A m—p 1< 1

= mz/; = 1.
(iii): Sei wiederum zunéchst n < k. Es sind dquivalent:

meD <+ m>pl_”/\l/(m)2k—n+1

s m > plfn A pu(m)+lfk71 > plfn
1,29() )k fn
&= m>p A pmEpTE—p) >
= myp=m-—-p "+1>1.
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1.2 Zahlentheoretische Hilfsmittel

Sei nun n > k. Dann gilt

1.29()
pu(m) <pl—k _p—r) > pu(m)-i-l—k—l > pl—n‘

Es folgt m — p*™ (p!=* —p™) +1 <m —p"™ + 1, also

meD < m>p"+1
= mp=m—p " +1>1.

Hieraus folgt (iii).
(iv) folgt direkt aus (ii) und (iii).
(v): Sei p > 2 oder [ = 1 oder [ — k > 2. Es bleibt die Implikation ,=* zu zeigen. Es
gelte mp = m—p’™ (p!=F —p~") +1 > 1. Wegen ma) > 1 gilt m ¢ Z. Annahme: m € D.
Dann gilt D # (. Insbesondere gilt n # 0. Wegen 1 € Z folgt aufierdem m # 1. Nach
(iii) gilt my = m — p=" + 1, also p'™ = p*™ (p!=* — p™). Damit ist p*™ (p'=* — p~7)
eine p-Potenz. Nach Lemma 1.29 (i) gilt

pu(m)+l—k—1 < pu(m)(pl—k . 1) < pl/(m)(pl—k _p—r) < pu(m)—&-l—k.

Hieraus folgt

(*) plj(m)-i—l—k’—l _ pu(m) (pl—k . 1) — pu(m) (pl—k _p—r) _ pl—n‘

Folglich gilt p'* — 1 = 1, also p = 2 und [ — k = 1. Nach unserer Voraussetzung folgt
damit [ = 1. Wegen n # 0 und n € I, folgt n = 1 und aus m € p!| erhalten wir m = 2. (x)
liefert nun 2 = pv(m™ = prim)+i=k=1 — yl=n — 0 — 1 Damit haben wir obige Annahme

zum Widerspruch gefiihrt. m

Anmerkung

Unter den Voraussetzungen von (v) haben wir bewiesen:

Seim € ]Ll und 7 € Ny. Fiir alle 7 € Ny gilt m jn s = m—p’™ (p=F —p~™)+1 > 1 sowie
MA@ e,y = T — "™ (p=F —p~) 4+ 1 > 1 genau dann, wenn m ¢ ZUD gilt. AuBerdem
haben wir in (ii) und (iii) gezeigt, dass aus m € Z U D direkt My = MUk n7)
folgt. Unabhéngig von r entscheidet also allein die Zugehorigkeit von m zu D oder Z,
welche der drei méglichen Maxima m unter ¢ n ) annimmt.

27



1 Grundlagen

Wir betrachten nun fiir jedes m € p! den Spezialfall r = v(m) und definieren:

1.32 Definition. Seil € N, k € [ — 1, und n € ly. Wir definieren
V(i km) ]Ll — ]Ll, m — max {m - pV(m)+l—k +2, m— pl_” ey 1}

und setzen

(1) Kk = {m | m e p\A{L}, mipy,,) = @}f

oy

(i) Epm = {m |m e P\ {1}, [yl = 1} und
(ii)) Doy = {m | m € P {1}, Imaiyy,l =2}

1.33 Lemma. Seil € N, kel —1,, n € l,

U= Vakny 2= Z0pn)s D =Dignyy K= Karnyy D:=Dapn und &€ :=Eqpn.
Istp=2, soseil =1 oderl —k > 2. Dann gilt fiir alle m € &l

(i) 1~ =Z,

(i) (mp=m—-p""+1 A mp>1) < meD und

(iil) (myp =m —p/H=F* L2 A mih >1) <= m¢ZUD.
Ist n <k, so gilt

(iv) {sp" "1+ 1]s€ptntt —pm 1k =Dy C (ph\ (2U D)),

(v) Vm € pi\ {1} : Imy~| <2,

(40) K= (~(2\ {1+ 5 +2) U {sph 0 4 2] s € it - il 1),

(vii) € =p,\ (KUDU{1}),
(viii) D=Dv¢  und

(ix) |8] = pt - 2D| - |Z].
Gilt n > k, so gilt

(x) Y ist injektiv,

(xi) €=p' —p"+ 1\ {1} = Bild ¢Yp

(xil) D=0 und

(xil) K=p\\p'=p " +1,
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1.2 Zahlentheoretische Hilfsmittel

Beweis. Die ersten drei Aussagen folgen direkt aus Lemma 1.31.
Es gelte zundchst n < k. Aus (ii) folgt dann direkt

Dip = {Spkfn+1 +1|se prnk—l plfkfl‘} .

Sei b € Dy. Dann existiert r € p!™ =1 — pl=F=1 mit b = rp~*1 4 1. Wir setzen
b:=b +p'=% — 2. Dann gilt

1gI;gmaXDw—i—pl_k—2:pl—pl_”—|—1+pl_k—2Spl

und b = —1, also v(b) = 0 und b ¢ D. Es folgt

%
ZA)zﬁ () maX{I; —pF 42, 1} = max{b, 1} = b > min Dy (;) 1.

und damit die Aussage (iv).
Sei

Vi N—Z, m—m-—p'™H* 19 und  Yy:Z-—Z m—m—p "+ 1.

Dann ist /7 injektiv und i, bijektiv, denn:
Seien m,m € N mit my; = m — pPUH=F L2 = i — prWH=F L 9 — yin)y. Wiire
v(m) # v(m) und etwa m > m, so folgte
min {v(m),v(m)} = v(m — m)
— V(pl/(m)—‘rl—k o pu(ﬁ’b)-i-l—k)
=min{v(m)+1—k,v(m)+1—k}.
Wegen | > k erhielten wir also einen Widerspruch. Also ist v(m) = v(m) und damit
m = m. Die Bijektivitat von 1, ist offensichtlich.

Fiir alle m € p!\ {1} folgt hieraus nach Definition von ¢ einerseits [miy~| < 2 und
andererseits zusammen mit (iv) fiir alle m € p!)\ {1}

meDyp <= meD,

also (v) und (viii).
Wir bestimmen nun |K[: Ist n = 0, so gilt D = () und auBerdem

{Spkfn+1 + 9 | s € pl+n7k‘71 _plfkfl - 1‘0} —_ {2} g (—(Z \ {1}> +pl + 2).

Ist n # 0, so gilt

{Spk—n—i—l +2 | s € pl-l—n—k—l _pl—k—l o 1‘0} N (-(Z \ {1}) +pl + 2) = @’

denn es gilt dann

max {sp" "t 42| sept T o b =ph —p T 42
<p =P 2= min(=(Z2\ {1}) +p' +2).
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1 Grundlagen

Ist n # 0, so folgt aus (iv) auBerdem |D| = [{spF™"+! + 2| s € k=t — pl=h=1 3 4|,
Aus diesen Uberlegungen erhalten wir die zweite Gleichheit in Gleichung (1.1).
Weiter gilt

IBild zm — () \ (ZUD))y UDY U 2|
210\ (Z2UD)) U 2y
CLY N\ (ZUD))y| + |2y
(iii) g

= Dl —|Z|+ 1.
D y-ip-z]

Es folgt
K| = p' — [Bild 9|
= D]+ 2] -1 (1.1)
=[(—E\ {1+ +2u{sp " +2|septrFt - _k_l—l‘o}}.

Um (vi) und (vii) zu beweisen, reicht es daher (siehe auch Definition von £) die Inklusion
,2“ in (vi) zu zeigen.

Sei also m € (—(Z\ {1}) +p' +2) U {sp" " + 2| s epnht —p1 1 1 Wir
iiberpriifen nun, ob m unter 1 ein Urbild hat.

1. Fall: Es gelte m € (—(Z\ {1})) + p' + 2.

Dann gilt m # 1 und es existiert z € Z \ {1} mit m = p' — z + 2. Es gilt wegen
max Z = pl="

my; ' =p—z+24p " —1=p 4P -+ 1>

Ist z = p' (im Fall n = 0), das heit m = 2, und wiire r € zi‘ mit iy, = 2, so wére
r = p*"*=F Dies ist wegen [ > k nicht moglich. Andernfalls gilt 2 < p! und wegen
v(pt — 2 + prB)Fk) = v(z) gilt dann

(pl — 5 _‘_pl/(z)-i—l—k)wl = m.
Aus der Definition von Z folgt z < p’@*=* und damit p! — 2 + p*& =% > pl. Wir
erhalten aufgrund der Injektivitit von v, beziehungsweise 1)y daher my~ = ().
2. Fall: Es gelte m € {sp"™ ™t +2 ] s e pnht —pi=h1 73 1

Dann gilt m # 1 und es existiert r € p#m=5~1 — pl=F=1 — 1 ‘mit m = rpF~"+1 4 2. Es
gilt

m¢2—1 — ,r,pk:—n—‘rl + 2 +pl—n - 1 — T,pk—n—‘rl +pl—n + 1 — m

Wegen n < k < 1 gilt v(rh) = 0. Es folgt

n<k
mw2 —m = ,,,,pkfn+1 192z Tpk*n+1 _i_plfn 41 _plfk 12 =1 _plfk 9= mwl
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1.3 Grundprinzip unserer Vorgehensweise

Setzen wir hingegen rm = rpF~"tl 4 pr)+H=ntl g6 erhalten wir ey, = m wegen
v(m) =v(r)+k—n+1, aber
n<l
b, = m = Tpk—n—&-l 49 << Tpk—n—&-l +pu(r)+l—n+1 . pl—n 1 = iy,

In beiden Fillen folgt aufgrund der Injektivitédt von ¢, beziehungsweise der Injektivitét
von 1 aus der Definition von ¢: my~ = (). Damit sind (vi) und (vii) bewiesen.

Es gilt |D| = |D| aufgrund von (ii), (viii) und der Injektivitéit von t),. Folglich erhalten
wir

5 ) ~ > (L1) =

&l =p' —1—IDI= K| ="p' —|2]-2/D|.
und damit Aussage (ix).

Ist nun n > k, so folgen die Aussagen (x) und (xi) unmittelbar aus den Definitionen von
Z und D unter Verwendung der ersten beiden Aussagen dieses Lemmas.

Aussage (xii) folgt aus (xi) und ZUD = pl,
Der letzte Teil (xiii) folgt aus (x) und (xi). O
1.3 Grundprinzip unserer Vorgehensweise

Wir schildern im Folgenden die Idee, die uns fiir die Bestimmung der aufsteigenden
Zentralreihe wihrend der gesamten Arbeit begleiten wird.

Seien G eine Gruppe, n € Nmit |2(G)| = n, %2(G) = {z1,...,2,}, g € G, K ein Korper,
A, A € Kund m € N. Sei w := Y \a;. Dann gilt gw — > \jlg € Aug(KG) und
' i=1

=1
wir erhalten fiir alle h € G:

[w - 2:1: Mah—1a| = [gg Naish)
_ anw””“ e
—h zj; Ai((gz)" — gz:)
—h Xn: Ni(g"zl — gx;)
pa
—h i Xi(glg,hexl — g;)
ﬂwmmipw—i%ﬁ

— hg([g.heu" —w).
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1 Grundlagen

Da{h—1¢ | h € G\ {lg}} eine K-Basis von Aug(KG) ist, folgt

qu — Z Ailg € L, (Aug(KG))

i=1

genau dann, wenn fiir alle h € G gilt:

hglg,hlsw” hgw

L1 (Aug(KG))

Umgekehrt reicht es fiir den Nachweis von gw — > \1lg ¢ £, (Aug(KG))
i=1

natiirlich, ein A € G zu finden, so dass gilt:

hglg,h]ew" = hgw
Lm—1(Aug(KQG))

Anmerkung

In unseren Anwendungen dieses Leitgedankens in den folgenden Kapiteln begegnen wir

héufig dem Fall, dass > A\; = Ox gilt.

i=1
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2 p-Gruppen mit zyklischer
Kommutatoruntergruppe

Ziel dieses Kapitels ist es, die Dimensionen der in der aufsteigenden Zentralreihe von
J(KG) auftretenden Faktorrdume fiir eine p-Gruppe G und einem Korper K mit
char K = p im Falle einer zyklischen Kommutatoruntergruppe 72(G) zu bestimmen,
wobei wir zusitzlich v3(G) < 72(G)* annehmen. Man beachte hierbei, dass die Bedin-
gung an Y2(G) im Fall p > 2 stets erfiillt ist.

2.1 Die Kommutatoruntergruppe und
Konjugiertenklassen

In diesem Abschnitt stellen wir Aussagen iiber p-Gruppen G mit zyklischer Kommuta-
toruntergruppe vor, die fiir die Bestimmung der aufsteigenden Zentralreihe von J(KG)
von Bedeutung sind. Hierbei spielen in erster Linie Resultate iiber die Kommutatorun-
tergruppe selbst sowie iiber Konjugiertenklassen eine Rolle.

Folgendes Lemma findet sich beispielsweise in [10] und verifiziert man durch einen In-
duktionsbeweis nach n.

2.1 Lemma. Sei G eine Gruppe und v2(G) abelsch. Dann gilt

l9."e = [[lg. .- .1 Q(;)

=1 i

fiir alle g,h € G und n € N. O
2.2 Lemma. Sei G eine Gruppe. Dann gilt fir allen € N und gq,...,9,,h € G:

[gl e gn7h]® = [glah’]gﬁzmgn [927h]‘353mgn e [.gnah]®
und

(g1~ gnlos = [h.gns[h.gnale - - [hgi]e ™"

Beweis. Ein einfacher Induktionsbeweis nach n liefert die Behauptung. O

Eine unmittelbare Folgerung ist die folgende Bemerkung [11, Kapitel III, § 1., 1.3].
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2 p-Gruppen mit zyklischer Kommutatoruntergruppe

2.2.1 Bemerkung. Sind g,h € G mit g € Ci([g,h]s), so gilt
[9"hle = lg,hlg und [h.g"]e = [h.g]e

fiir alle n € Ng. O

Fiir einen Beweis des folgenden Lemmas verweisen wir auf [10] oder [7].

2.3 Lemma. Seien G eine p-Gruppe, v2(G) zyklisch, g,h € G mit h ¢ Cg(g) und es
gelte [1(G), {g}e <2(G)*. Dann gilt

[(lg,7]e)]
(97, h]e)]

2.3.1 Bemerkung. Sei g ¢ Z(G) und 13(G) < v2(G)*. Dann gilt

l{o}.Glol _

[{g7}.Glel
Beweis. Da g ¢ Z(G) und 2(G) zyklisch ist, existiert b € G, b ¢ Cg(g) mit ([g,b]e) =
[{9},G]e. Nach Lemma 2.3 gilt auflerdem &%ﬂjf’gﬁg“ = p.Seic € G. Gilt ¢ € Cg(gP), so folgt
([¢".cle) = {1c} < [{g},Gle- Gilt ¢ ¢ Cs(g”), so gilt auch ¢ ¢ Ci(g) und aus 2.3 folgt
([97,cls) < ([9,cle) < [{9},G]e. In beiden Fillen ist [¢7,c]s also Element der maximalen

Untergruppe ([¢”,b]s) von [{¢},G]e. Hieraus erhalten wir ([¢”,b]e) = [{¢7},Gls. O

2.4 Lemma. Sei G eine endliche Gruppe und n € N mit ggT(n,|G|) = 1. Dann ist die
Abbildung

po:G—=>G, g—g"
bijektiv.

Beweis. Seim € N mit mn %‘ lund vy : G = G, g+— g™ Dann gilt oy = idg = . [

2.5 Lemma. Sei G eine Gruppe, N < G, N zyklisch und endlich.
Dann ¢ilt H <1 G fiir alle H < N.
Beweis. Da es zu jedem Teiler von |N| genau eine Untergruppe von N gibt, folgt die

Behauptung unmittelbar aus der Normalteilereigenschaft von N. ]

2.6 Korollar. Seien G eine endliche Gruppe, g,h € G mit G = (g,h) und v2(G)
zyklisch. Dann ist

72(G) = ([g:hle) -
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2.1 Die Kommutatoruntergruppe und Konjugiertenklassen

Beweis. Nach Lemma 2.5 gilt ([g,h]s) < G und es folgt aus Lemma 2.2:

[T1 X s Y1+ Unle € ([g,h]s) fiir alle m,n € Nund 1, ..., 20, y1,...,Yn € {g,h}.

]

Der folgende Satz aus [10] fiihrt zu zahlreichen niitzlichen Folgerungen. Er zeigt unter
anderem, dass im Fall v3(G) < 72(G)? jedes Element der Kommutatoruntergruppe ein
Kommutator von geeigneten Gruppenelementen ist.

2.7 Satz. Seien G eine p-Gruppe und g,h € G mit ([g,h]e) = 12(G). Es sind dquivalent:
(i) 72(G) = {l9:"*]e | k € No}
(i) [12(G), {hHs < 72(G)!

Beweis. Wir geben einen elementaren Beweis der fiir uns wichtigeren Implikation
(i) = (i) an: Sei [72( ), {h}e < 12(G)4 1 € Ny mit |%(G)| = p' und a = [g,h]s.
Dann existiert r € p' — Ly, p | v mit a" = ala,h]le = a'*". Wir setzen ¢ := 1+ 7.
Insbesondere gilt ¢ € E(Z/p'Z). Fiir alle n € Ny gilt

n—1
n 2.2 n—1 4. Cn_l Z c*
[g,h"]s = [g,h]es[g,h]]é .. [g,h]g _ gltetet —a

n—1

Zu zeigen ist also Y ¢ ;é Z ¢ fiir alle n,n € p' =1, mit n # . Fiir alle n,n € Ny,
=0 pt =0

n > n gilt:
n—1 -1 n—1 n—ﬁ—l n—n—1
c ¢ = d#E0) = ,i_ = Z c"#0
i—0 P i—o i—n P =0 P P P

Es reicht also zu zeigen: Fiir alle n € p' — 2, gilt: > ¢ #0.
=0

!

Sein € p! — 2,- Dann gilt

Se-sner (50 -5 (5 0)
() e (1)

Es gilt v(n+ 1) < . Ist » = 0, so folgt die Behauptung unmittelbar. Wir nehmen daher
r > 0 an. Nach Wahl von r gilt dann insbesondere v(r) > 0. Aulerdem erhalten wir:

(%) Esgilt iv(r) > v(i + 1) fiir alle ¢ € N.

35



2 p-Gruppen mit zyklischer Kommutatoruntergruppe

Denn: Sei ¢ € N. Ist p > 2 oder i > 1, so gilt offenbar i > v(i + 1). Ist aber p = 2 und
i =1, so gilt wegen [12(G), {h}]e < 72( )* und v(r) > 0 dann v(r) > 1 =v(2).

Ist nun ¢ € n, so gilt

v ((’Z:)r) (1) — v+ 1)+ v ((Z‘)) +iv(r)
Yot 1) o ((?)) > u(n+1).

Hieraus folgt v (f} cs> — <(n )+ (7? * 1) ri> —vn+1) <. O

5=0
2.7.1 Bemerkung. Sein € N, p { n und es gelte v(G) = {[g,hk]@ | k € NO}. Dann
qgilt:
(i) 2% = {h~*zh* | k € No} fiir alle x € {g, hg, gh, g"}.
(ii) g%, (hg)%, (gh)% und (g")¢ sind extremale Konjugiertenklassen.

(iii) Ist [2(G),{g}es < 72(G)%, so sind zusdtzlich hS und (h™)Y extremale Konjugier-
tenklassen.

Beweis. Es gilt

972(G) =g {[Qahk]oj s No} = {hfkghk | k€ NO} C ¢“,
hgye(G) = hg{[g.h"e | k € No} = {h~ " Vghh*! | k € Ny} C (gh)? = (hg)®

und damit mit Lemma 1.17 auch jeweils Gleichheit. Die Abbildung v : ¢ — G, x — 2"
ist nach Lemma 2.4 injektiv und da (¢")% = (¢“)" gilt und ¢g“ eine extremale Konju-
giertenklasse ist, folgen hieraus die ersten beiden Aussagen.

Ist nun die Voraussetzung von (iii) erfiillt, so folgt 12(G) = {[h.¢"]s | k € No} aus Satz
2.7 und damit das Behauptete aus (i) durch Vertauschen der Rollen von g und h. O

2.7.2 Bemerkung. Gilt 13(G) < %(G)?*, so ist die Menge der extremalen Elemente
von G nicht leer.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Satz 2.7 und Bemerkung 2.7.1 (ii). O]

2.8 Korollar.
Seien G eine p-Gruppe, 12(Q) zyklisch, g,h € G und [y2(G),{h}e < 12(G)*. Dann gilt

72({g, 1)) = {lg;""]s | k € No} .
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2.1 Die Kommutatoruntergruppe und Konjugiertenklassen

Beweis. Nach Korollar 2.6 gilt v2((g, h)) = ([g,h]s). Sei a € G mit (a) = 72(G). Dann
existiert n € Ny mit a” = [g,h]e. Nach Voraussetzung gilt [a,h]e € (a)*. Fiir alle m € N
gilt

[am,h]@ 2 [a hlg <a4m> =
Es folgt
[2((g, 1)), {h}e = [(a") , {P}]e < (a")" =1 ((g, h))*.
Die Behauptung folgt aus Satz 2.7. n

2.9 Satz. Sei G eine p-Gruppe, v2(G) zyklisch mit y3(G) < 7(G)* und | € Ny mit
1%2(G)| = p'. Sei g € G und a € G mit {a) = v(G). Dann gilt:

(i) Es existiert h € G mit g = g <apl%(g)> = g{lg.h"e | k € No}.
(ii) Es existiert h € G mit [{g} ,Gle = <a”l_n(g)> = {[g.""]e | k € No}.

Insbesondere gilt:
(i) |9° = |[{g} .Gle

o 2(C) (@) G
(iv) a :a<a‘v3< >‘> und  p"® = |a%| = |y3(G)].

Beweis. Nach Definition von r(g) gilt p*9 = |¢%|. Wir wihlen h € G derart, dass
0([g,h]s) maximal ist. Wir zeigen nun g% = gy2({g, h)).

Aufgrund der Maximalitét von o([g,h)s) (und da ~,(G) zyklische p-Gruppe ist) gilt

¢ = glg.9le € g{[g.h]e) Z g72({g, h)) fiir alle § € G.

Auflerdem sind die Voraussetzungen von Korollar 2.8 erfiillt. Wir erhalten
g12((g, 1) = g {[g.h"]e | k € No} C g°

and danit g% = ({9, 7). Hieraus olgt 5 = ({9, ). also ({9, ) = (')

und damit die erste Gleichheit in (i). Die zweite Gleichheit folgt nun direkt aus Korollar
2.8.

Die Aussage (ii) folgt aus (i) und die Aussage (iii) direkt aus (i) und (ii).
Aussage (iv) folgt aus folgender Gleichung:

1(G) = [alG).Clo *2 [{a} Glo @ (@),
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2 p-Gruppen mit zyklischer Kommutatoruntergruppe

2.10 Korollar. Sei G eine p-Gruppe, 72(G) zyklisch mit v3(G) < %(G)*, g € G und
m € Ng. Dann gilt:

(i) Ist m < k(g), so gilt |(g?")%| = p9—m,
(ii) Ist m > k(g), so gilt g*" € Z(Q).
(iii) Es gilt KD € Z(G) fiir alle h € G.

Beweis. Wir zeigen (i) durch einen Induktionsbeweis nach m. Es gelte m < k(g). Ist
m = 0, so ist (i) trivial. Sei nun 0 < m < k(g). Dann gilt 0 < m — 1 < k(g). Induktiv
folgt

H{gpmil},G]qsl 2.9 ’(gpmfl)Gl :pn(g)—(m—l) > 1,
insbesondere also g?" ' ¢ Z(G). Wir erhalten

H{g”ml}»G]@’ 231 nlg)~(m=1),,=1 _ x(g)=m
[{gpnk }aG]Q‘Sl

Y

1(g")° £ |[{g"" }.Gls| = I[{gpm_l},G]esl‘

also die Aussage (i).

pn(g>>g o )

Insbesondere gilt |(g | =1, also g™ € Z(G). Ist m > k(g), so folgt hieraus

""" € Z(G) und damit (ii).
Da h® C hv,(G), also p"W < |(G)| fiir alle h € G gilt, folgt (iii) unmittelbar aus
(i), -

2.10.1 Bemerkung.
Seim € N und es gelte v(m) < k(g). Dann gilt |(g™)%| = pr9)—v(m),
Beweis. Sei s € N mit sp*™ = m. Dann gilt p{s. Wir erhalten
w(g)—v(m) 2:10 v\ G| 24 [/ spr(m) m
= 2 )| (g = (g7,

]

Das folgende Lemma werden wir im Anschluss nutzen, um Ky (G) fiir alle H € G/72(G)
zu bestimmen.

2.11 Lemma. Seien G eine p-Gruppe, vo(G) zyklisch mit 13(G) < 1 (G)*, a € G mit
12 (G) = (a), I,k € Ny mit |12(G)] = p' und |3(Q)| = p*. Weiter sei H € G/v(G),
h € UKy puin (G) und m € p' — 1. Dann gilt:

(i) Genau dann gilt v(m) < k — u(H), wenn (ha™)% = ha™ <apl_(k_y(m))> gilt.

Insbesondere gilt v(m) < k — u(H) genau dann, wenn |(ha™)¢| = pF=v™) gilt.

38



2.1 Die Kommutatoruntergruppe und Konjugiertenklassen

i enau dann gilt v(m) > k — u , wenn (ha™)% = ha™ {a? " qilt.
i) Genau d l k— u(H ha™)¢ = h DN gl
Insbesondere gilt v(m) >k — u(H) genau dann, wenn |(ha™)%| = p*t) gilt.

Beweis. Sei g € G und 2 € N mit p*™ 2 = m. Nach Definition von v(m) gilt p { . Nach
Voraussetzung gilt auerdem p(H) = x(h) und Satz 2.9 (iv) liefert k£ = k(a). Nach Satz
Satz 2.9 (i) existieren folglich r,s € Ny mit [h,gle = a? "
folgt

und [a,gle = a®* . Es

Tpl—u(H)amspl—k _ anl—;L(H)_,’_mspl—k

[ha™ gle = [h.glsla™ gl "= [h.glsla.gle = a
Sei zunéchst v(m) < k — u(H). Insbesondere gilt dann u(H) < k und es folgt

rptH) 4 ept — plfkﬂ/(m)(rpkﬁu(H)*V(m) + s1),

das heifit [{ha™} ,Gle C <aplf<kfy(m>>> . Nach Satz 2.9 existiert § mit [a,§le = a? . Aus
ptaund p | ph—rU)=v(m) folgt dass ein Erzeuger von <aplf(k7”(m))> auch Element von
[{ha™} ,G]e ist. Hieraus folgt die andere Inklusion und mit Satz 2.9 erhalten wir dariiber
hinaus |(ha™)¢| = p*~*(™). Wir haben also die Implikation ,=* in (i) fiir den Fall
v(m) < k — p(H) und damit wegen u(H) # k — v(m) gleichzeitig die Implikation ,<*

in (ii) bewiesen.

Sei nun v(m) > k — u(H). Dies ist insbesondere erfiillt, falls u(H) > k gilt. Dann gilt

rplmHH) o gptTh = plrUH) (r + sxp”(m)’(k’“(H))), also [{ha™} ,Gles C <ap17“(H)> .

Aus der Minimalitét von p(H) folgt mit Satz 2.9 aber auch <apl_“(H)> C [{ha™} ,G)e und
somit die noch zu beweisenden Implikationen. Insbesondere folgt auch die Implikation
,="in (i) fiir den Fall v(m) = k — p(H). O

2.12 Satz. Seien G eine p-Gruppe, v2(G) zyklisch mit v3(G) < v (G)*, I,k € Ny mit
%(G)| =1, |13(G)| = p* und H € G/v(G). Es gelten die folgenden Aussagen:

(i) Ist u(H) < k, so ist H die disjunkte Vereinigung von p'=% Konjugiertenklassen der
Linge p") und (p — 1)p!=*=1 der Linge p""+7 fiir alle j € k — p(H),

l—pu(H

(i) Ist u(H) >k, so ist H die disjunkte Vereinigung von p ) Konjugiertenklassen

der Linge pHU1)

(iii) Insbesondere gilt Z(G) N y2(G) = <apk> fir alle a € G mit (a) = 2(G).
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2 p-Gruppen mit zyklischer Kommutatoruntergruppe

Beweis. (1): Sei n := p(H) und n < k. Insbesondere gilt dann 0 < k < [. Sei j € k —n,
h € UKup (G) und a € G mit (a) = 12(G). Es gilt

Kitgnes(G) = { (™) | m € p 1, |(ham)] = )
2 {(ham) | m € P — 1, |(ha™)C| = pH = pronea
2.11 {(ham)G lmep ™7 —1, vim)=k—n —j}, denn:
Ist m € p'~ ") — 1 mit [(ha™)“] = p™*I, so gilt wegen j > 0 also |(ha™)%| # p,

nach Lemma 2.11 damit |(ha™)¢| = p*~*™. Dies liefert die Inklusion ,C* der letzten
Gleichheit. Die Inklusion ,,0“ folgt wegen kK —n — 7 < k —n ebenfalls aus Lemma 2.11.

Sei N :={m|mep ™7 —1, v(m) =k —n—j}. Aus Satz 2.9 folgt (ha™) # (ha™)“
fiir alle m,m € N mit m # m. Daher gilt

|ICH7pn+j(G)| = |{(ham)G | m € N}‘ = |N|

Es ist |N| die Anzahl der Erzeuger der zyklischen Gruppe Cpi-n-i/Cpin-;. Wegen
Cplfnfj/cpk—n—j = szfk folgt

() NI =) = (p— D

Aus Lemma 2.11 erhalten wir, dass es in H nur Konjugiertenklassen der Léngen
n,n+1,...,k geben kann. (x) liefert folglich

l k—1 n—+1i
|H| - Zp
k—n—1

=p' —(p—1p " Yy
=0

=p' —(p— 1)pl”“+"(p’;” -p—-1)"

— pl . pl7k+n(pkfn - 1)
— pl—k-l—n'

H;aemmzpn}

Also gibt es genau p'~* in H enthaltene Konjugiertenklassen der Lange p™. Hieraus folgt
(i) im Fall u(H) < k.

Die Aussage (i) im Fall u(H) = k und die Aussage (ii) folgen direkt aus Lemma 2.11
(ii), da v(m) > k — u(H) fiir alle m € p' — 1, im Fall u(H) > k gilt.

(iii): Es gilt Z(G) = {g| g € G,|9°| =1} und pu(72(G)) = 0. Wir betrachten den Spe-
zialfall H := ~5(G). Die Behauptung folgt im Fall £ = 0 aus (ii) und im Fall £ > 0 aus
(i). O

Ly bezeichne hier die Eulersche (-Funktion.
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2.1 Die Kommutatoruntergruppe und Konjugiertenklassen

Satz 2.9 motiviert die folgende Definition:

2.13 Definition. Sei G eine p-Gruppe, v2(G) zyklisch mit v3(G) < v (G)?, a € G mit
72(G) = (a) und | € Ny mit p' = |12(G)|. Fiir alle g,h € G sei wy(g, h) € p*9 — 1 das
(nach Satz 2.9 eindeutig bestimmte) Element mit

a0 g

Besteht iber a kein Zweifel, so schreiben wir auch kurz w(g, h) statt w,(g,h).
Fiir alle g € G set

(i) Wag) : G — Z/pPDZ, b wa(g, h) + pr@Z,
(i) @ag) = walg,) : G = Z/pZL, h+> walg,h) + pZ

und w, beziehungsweise W, 1m Falle der zweifelsfreien Kenntnis dber a die zugehdrigen
Kurzschreibweisen.

2.13.1 Bemerkung.
Sei k € Ny mit |y3(Q)| = p* und g € G.

(i) Seir(g) < k. Dannistw, : G — (Z/p"9Z; +) ein *Kozyklus von G in (Z/p*9Z; +),
wobei die zugehorige Operation f durch

Z/p*’v(g)Z N Z/p“<9)Z

f G = Sz/pﬂ(g)Z7 h— r— T(l — wa(aa h)pl_k)

gegeben ist.

Es gilt Kern wa,q) = Ca(g).
Ist insbesondere b € G mit v(G) = (b), so gilt Kern wy,qg = Kern wp,g).

(i) Esistw, : G — (Z/pZ;+) ein Gruppen-Homomorphismus. Gilt dabei g ¢ Z(G),
50 15t Wy surjektiv.

(i) Ist g ¢ Z(G), so gilt fir alle h € G:

{9}.Gle = (l9,h]le) <= h ¢ Kern .

2Seien G, H Gruppen und G operiere auf H vermége f. Eine Abbildung w : G — H heifit Kozyklus
von G in H, falls fiir alle g,g € G gilt: (gg)w = (gw)(gf)(gw)
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2 p-Gruppen mit zyklischer Kommutatoruntergruppe

Beweis. Seien g, h,h € G. Es gilt
@ (g:hR)p! @ — gl
= [g,he[g.h]6
— g wlgh)p' @ (a—w(g,h)pl—n(w )ﬁ
= a @R (g R ) o
k=r(a) q (P9 (1—w(ah)p!=F) (~w(g,h)p' =)

— ow(@R)—w(gh) (1-w(ah)p=F))p!==9)

Da a?' " ein Element der Ordnung p*¥) ist, folgt
(*) —W(g,hh> 5) _w<gvh) —CU(g, h)<]‘ —w(a, B)pl_k)
P g

—(.O(g7 h) - w(g7 71) + w(.gv h)w(a7 h)pl_k'
Insbesondere gilt

1 — w(a, hh)p'~* = 1 — wla, h)p=* — w(a, )P + w(a, hw(a, h)p2—"
pKz a

= (1 = w(a, h)p' ) (1 = wla, h)p'™).

(i): Ist k(g) < k = k(a), so folgt hieraus (hh)f ( f)(hf) nach Definition von f. Also
ist f in diesem Fall eine Operation von G auf Z/p*9Z und es gilt

(hh)w, = w(g, hh) + p9Z
2 wlg. h) +wlg,h) - wlg, hw(a, '™ +p 0z
= hwy(hf) + hwg.
Also ist w, ein Kozyklus von G in (Z/p*9Z; +).
Weiter gilt
heKemnw, <= w(g,h)=0 <= heCsg),

woraus (i) folgt.
(ii): Ist g € Z(G), so ist w(g,h) = 0 und damit Wy = 0z/pz)c. Es gelte nun g ¢ Z(G).
Dann gilt x(g) > 0 und G ist eine nicht-abelsche p-Gruppe. Folglich gilt [ — &£ > 1 und
(%) liefert ) )

w(g, hh) = w(g,h) + w(g, h).

Also ist Wy ein Gruppen-Homomorphismus. Die Surjektivitit folgt aus Satz 2.9. Damit
ist (ii) bewiesen.

(iii): Nach Satz 2.9 gilt [{¢},Gls = <a*pl_n(g)>. Es folgt

(l9.he) < {9},Gle <<= plw(g,h) <<= heKemnuw,.
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Folgender Satz zeigt auf, dass p-Gruppen mit zyklischer Kommutatoruntergruppe eine
interessante Normalreihe liefern:

2.14 Satz. Sei G eine p-Gruppe und v2(GQ) zyklisch mit v3(G) < yo(G)*. Fiir allen € Ny
setzen wir K<, (G) :={C | C € K(G), |C| < p"}. Dann gilt

UK<(@) <G
fiir alle n € Ny. Insbesondere gilt:

Ist h € G extremal und g € G nicht extremal, so sind gh und hg extremal.

Beweis. Sei n € Ny und [ € Ny mit p' = |y,(GQ)]. Gilt dann n > [, so gilt | JK<,(G) = G
nach Lemma 1.17. Wir nehmen nun n < [ an. Dann gilt 15 € Z(G) = UK<(G) C
UK<n(G). Seien g,g € UK <n(G) und a € G mit (a) = 12(G). Dann folgt aus Satz 2.9
fiir alle h € G:

(99" =9"3" €y <apl_n> J <a”l_n> e <a”l_n> :

also g9 € |JK<,(G). Da die Abgeschlossenheit beziiglich Konjugation trivial ist, folgt
die Behauptung aus der Endlichkeit von G.

Ist h € G extremal und ¢ € G nicht extremal, so gilt h ¢ [JK<_1(G) und
9 € UK<-1(G), also hg, gh ¢ UK<i-1(G). 0

2.15 Korollar. Sei G eine p-Gruppe und vo(G) zyklisch mit v3(G) < 7(G)*. Dann
gibt es mindestens (p — 1)% extremale Elemente in G und mindestens (p — 1)}%
extremale Konjugiertenklassen in G.

Beweis. Nach Bemerkung 2.7.2 ist die Menge der extremalen Elemente in G nicht leer.

Nach Satz 2.14 ist dann das Komplement dieser Menge in GG eine echte Untergruppe

(beziehungsweise die leere Menge, falls G abelsch ist) von G, enthélt also hochstens ol

Elemente. Hieraus folgt der erste Teil der Behauptung. Der zweite Teil folgt aus der
Definition der Extremalitét. ]

Die in Satz 2.14 angegebenen Normalteiler von G lassen sich hiufig genauer beschreiben:

2.16 Satz. Seien G eine p-Gruppe, o(G) zyklisch mit v3(G) < o(G)* und k,m € Ny
mit |2(G) N Z,(G)| = p™. Dann gilt (mit den Bezeichnungen aus Satz 2.14):

Z1(G) = | Kn(@).
Insbesondere gilt: Ist cl(G) > 2, so gilt fir alle c € cl(G) — 1;:

Y(G) N Z._1(G) < %(G)N Z.(G).
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Beweis. Sei a € G mit {a) = 7,(G) und | € Ny mit |y2(G)| = p'. Nach Voraussetzung
gilt % (G) N Zp(G) = <apl_m>. Fiir alle g € G sind folgende Aussagen dquivalent:

166 < p™ L5 Vh e G : [g,h]e € <ap“’”>
> g€ Z,11(G)

Also ist Zk+1 (G) = UKSm(G>

Sei n:= cl(G) > 2 und ¢ € n — 1. Dann gilt Z. 1(G) C Z.(G) C Z.41(G). Sind dann
my,mg € Ng mit [12(G) N Z._1(G)] = p™ und |y(G) N Z.(G)| = p™2, so folgt aus dem
Bewiesenen |J K<, (G) = Z.(G) C Z.41(G) = U K<, (G) und damit my < mo. O

2.17 Lemma. Sei G eine p-Gruppe und v2(GQ) zyklisch mit v3(G) < v2(G)*. Fiir alle
g € G existiert dann h € G mit h extremal und ([g,h]s) = [{9} G-

Beweis. Sei g € G, | € Ny mit |%2(G)| = p' und a € G mit 1(G) = (a). Wir zeigen die
Behauptung durch Induktion nach /. Im Fall [ = 0 ist die Behauptung trivial. Sei also
[ > 0 und die Behauptung fiir alle p-Gruppen H mit v, (H) zyklisch, y3(H) < v2(H)*
und |yo(H)| < p! als wahr angenommen.

1. Fall: Ist g € Z(G), so folgt das Behauptete direkt aus Bemerkung 2.7.2.

2. Fall: Ist |g%| = p, so ist G nicht abelsch und es gilt |C(g)| = % Da die Voraussetzung

von Korollar 2.15 erfiillt ist, gibt es mindestens (p—1) =+ %l extremale Elemente in G. Wegen

lg € Cg(g) gibt es damit insbesondere auch im Fall p =2in G\ Cg(g) extremale
Elemente. Jedes dieser Elemente erfiillt das Behauptete.

3. Fall: Es gelte |¢%| > p®. Wir setzen § := a” . Dann gilt |(§)| = p und nach Lemma
2.5 auerdem (3) < G. Es ist 12(G/ (3)) = 12(G)/ (3) zykliseh, |12(G/ (3))] = p* und

13(G/ () = 13(G) (9) /(9) < 12(G)*(9) / (9) = (72(G)/ (9))" = 72(G/ (a))*.
Fiir g (§) € G/ (g) existiert also induktiv A € G mit |h <§>G/<g>| =p"~! und
(lg:e) @) / (@) = (g (@) . (@) "= Hg (3)} .G/ (@)]e = Ha} Cle () / (3) -

Mit (3) < [{g} .Gl folgt hieraus ([g.h]e) (3) = [{9} .Gl Wegen |[{g} .Glg| = 19°] = p?
erhalten wir ([g,h]s) = [{g}.G]s und

{2} Glo| 20 [n°]
@ P

= [ (@YD= [[{h ()} .G/ @)s] = [{R} .Gl / (@] =

also |h%| = p. O
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2.18 Korollar. Sei G eine p-Gruppe, vo(G) zyklisch mit y3(G) < VQ(G)f und g € G.
Fiir alle a € G mit (a) = [{g},G] existiert h € G mit h extremal und [g,hle = a.

Beweis. Nach Lemma 2.17 existiert h € G mit h extremal und ([g,hle) = [{g}.Glg-
Nach den Korollaren 2.6 und 2.8 gilt {[g.h]s) = 12((g,h)) = {[g,h"]s | k € No}. Sei
a € 2(G) mit (a) = [{g} Gl und n € N mit [g,h"]e = a. Ist g € Z(G), so wahlen wir
h:=h. Sei g ¢ Z(G). Dann gilt h ¢ Cg(g) und wir setzen h := h". Aus den Lemmata
2.3 und 2.2 folgt p { n. GeméB Bemerkung 2.7.1 (iii) ist h damit extremal. O

Die beiden folgenden Lemmata sowie der anschlieende Satz sind teils implizit, teils
explizit in [5, Lemma 1, Lemma 2, Theorem 1] enthalten. Sie liefern konkretere Einblicke
in die Struktur von p-Gruppen mit zyklischer Kommutatoruntergruppe.

2.19 Lemma. Seien G eine p-Gruppe, x,y € G mit G = (x,y), ¥(G) zyklisch,
13(G) < 1(G)* und ¢ € Aut(G). Dann ist ¢ genau dann ein innerer Automorphis-
mus von G, wenn g Lgp € vo(G) fiir alle g € G gilt.

Beweis. Die Implikation ,,=“ ist trivial. Es gelte daher nun g7 'gp € 7 (G) fiir alle
g € G. Es gilt ([x,y]s) = 72(G) nach Korollar 2.6. Nach Satz 2.7 existiert n € N mit
z ap = [2,y"]e und m € N mit y~typ = [y,2™]% . Es folgt

_ ny 2.2 m.n
T 11’)90 = [:U>y ]QS = [[IZ’,(E Yy ]@7
_ miy™ 2.2 m.n
y e = [yae = lya™ye,
also zp = 2°"Y" und yp = y*"¥". Aus G = (x,y) folgt die Behauptung. O]

2.20 Lemma. Seien G eine p-Gruppe, v2(G) zyklisch, v3(G) < % (G, x,y € G mit
([#.y]e) = 12(G). Dann gilt (x,y) G, Ca(r,y) <G und Ca(r,y) (v,y) =G.

Beweis. Sei g € G. Wir setzen N := (z,y). Es gilt 12(G) < N, also gilt N < G und
damit auch Cg(N) < G. Daher ist ¢ : N — N, h — h9 ein Automorphismus von
N. Wegen ([z,y]s) = 72(G) ist ¢ nach Lemma 2.19 ein innerer Automorphismus von
N. Daher existiert § € N mit h9 = h9 fiir alle h € N. Es folgt gg~' € Cg(z,y), also

g=99"g € Cqlz,y) (z,y). u

2.21 Satz. Sei G eine p-Gruppe, 72(GQ) zyklisch und v3(G) < 72(G)*. Dann existieren
x,y € G und s € N mit

(i) ([r.y]e) = 12(G),
(ii)) Col(z,y)(r,y) =G wund
(iii) [z.y]6Z(G) =y” Z(G).

Insbesondere sind x und y extremal.
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2 p-Gruppen mit zyklischer Kommutatoruntergruppe

Beweis. Die Aussagen (i)-(iii) folgen direkt aus Lemma 2.20 und Lemma 3 in [5]. Der
Zusatz folgt aus Satz 2.7 und Bemerkung 2.7.1 (ii) und (iii). O

2.21.1 Bemerkung. Es gilt y € Cq(12(G)) und |(y*")] = |13(G)|.

Beweis. Sei a := [x,y]s. Dann gilt (a) = 72(G) nach (i) und aus (iii) folgt y € Cg(a) =
Ca(72(G)). Aus (iii) erhalten wir weiter [a%| = |(y?")¢|. Der zweite Teil der Bemerkung
folgt nun aus Satz 2.9 (iv). O

2.21.2 Bemerkung. Fs gilt (72(G) N Z(G)) C ((z,y) N Cq(x,y)) C Z(G).
Beweis. Sei g € 12(G) N Z(G).

G
Dann folgt aus ¢ € ~(G) nach /.
Wahl von z und y direkt g € (z,y) Cof
und wegen g € Z(G) gilt offenbar G\T
€ Cq(z,y).
g 6(z,) .//E,.y>
Ist h € (x,y) N Cq(x,y), so folgt Z(G)

y)
aus (ii) h € Z(G).
/.72(G)
{1c}

2.21.3 Bemerkung. Gilt cl(G) > 2, so ist s eindeutig bestimmt und es gilt

o(yZ(G)(G)) =p°.

Beweis. Sei cl(G) > 2 und | € N mit p' = |7,(G)]. Dann gilt [z,y]e ¢ Z(G). Aus (iii)
folgt y*" ¢ Z(G) und y*" € Z(G)¥(G). Sei nun m € s mit y?" € Z(G)y2(G). Dann
gilt 47" ¢ Z(G), folglich nach Korollar 2.10 (i) m < r(y) “2' I. Nach (i) und (i)
ist 47" Z(G) Erzeuger der zyklischen Gruppe Z(G)v:(G)/Z(G). Insbesondere existiert
r e Nund z € Z(G) mit y*" = 4”7z Nach Korollar 2.10 (iii) gilt y*' € Z(G), wegen
y?" ¢ Z(Q) folglich v(p*r) < I = k(y). Wir erhalten

2.10(i

= m 2 k() = sy 2) = w(y) PR = s — w(r)

und damit m = s + v(r). Wegen m € s folgern wir v(r) = 0 und m = s. Dies liefert

p* = min{n |n €N, y" € Z(G)y(G)}. Insbesondere ist s in Satz 2.21 eindeutig be-
stimmt. ]
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2.2 Die aufsteigende Zentralreihe von J(KG)

In diesem Abschnitt sei K stets ein Korper mit char K = p.

Ist G eine Gruppe, z € Z und g € G, so schreiben wir wie gewohnt fiir das Element
(z1x)g der Gruppenalgebra KG kurz zg.

Ziel dieses Abschnitts ist es, die aufsteigende Zentralreihe von (J(KG);x*) fur eine
p-Gruppe G mit zyklischer Kommutatoruntergruppe zu bestimmen. Da J(KG) eine
Radikal-Algebra ist, sind fiir alle m € Ny die m-ten Glieder der aufsteigenden Zen-
tralreihe der Gruppe (J (K G); *) und der Lie-Algebra (J(KG); +;].,.]¢) nach Satz 1.8
gleich. Wir rechnen in der Lie-Algebra und verfolgen die in Abschnitt 1.3 erlauterte Idee.

In den ersten beiden Lemmata dieses Abschnitts geben wir zwei wichtige Rechenregeln
fiir unser Vorgehen an.

2.22 Lemma. Sei G eine zyklische p-Gruppe, a € G mit (a) = G und | € Ny mit
|G| = p'. Seir € Ny und fiir alle uw € Z sei

gy

._ i

=y (u_l)a.
=0

Fiir alle n € lg, c € Ng und m € &l existieren dannt € N, ¥, ... 0 € K mit

t

a Wiy, = Wy, + CWypy_pi—n + sWip—_gpl—n-
s=2

Beweis. Seien n € ly, ¢ € Ny und m € &z Nach Bemerkung 1.24.2 (i) existieren ¢t € N
und ¥,, ..., € Ny mit

. . . t .
i+cpT" i+ i+ i
= 793
() < m—1 )p(m—1)+c(m—1—pl—”>+§ (m—l—sp“”)

fiir alle ¢ € Ny. Es folgt

=0
p'-1 l—n
1.25 1+ Ccp +r i
m—1
=0
-1

= Wy, + CWpy_pi—n + E VWi —spi—n-
s=2
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2 p-Gruppen mit zyklischer Kommutatoruntergruppe

2.23 Lemma. Sei G eine zyklische p-Gruppe, G # {1g}, a € G mit (a) = G undl € N
mit |G| = p'. Sez’enmé&l, n € No mit p™ | m und m = o kel=1 unchpk—lo.
Fiir alle u € Z ser

rl i+pt—1
wzz( . )

Dann existieren 01, ..., 05 _gp-k19 € K mit

pl—l .
o1 - )
Z (Z mp_ | )a(cpl F1)i Wyy, + C(m — 1)wmfp"+l*k
=0

m—2pt k42

+ CMAWyy_pn (pi—k—1) + Z OsWepn .
s=1

Beweis. Wir setzen b := a?". Aus Lemma 1.28 (i) erhalten wir

pl=n—1 ; '
Wy, = Z (fn— 1)61.

Wir unterscheiden nun zwei Falle:

(i) Es gelte n > k.
Dann gilt (unter Anwendung von Lemma 1.28 (i) auf den Erzeuger a~#'"+1) von G
statt auf a) wegen b= " = 14:

lfn_l

pl—1 . n 1 p . r_ - ;
Z 1+pt— a(fcpl_kJrl)i _ L b(fczvl‘kJrl)z' _ Z g b= w.. .
m— 1 — \m—1 : m— 1 "

1=0

l—n_1

Auferdem gilt w,,_,nr1-» = O nach Voraussetzung iiber n. Ist n < v(m), so gilt m = 0.

p
Ist n = v(m), so gilt m < p"(p'=F — 1) wegen m < p'. Es folgt jeweils W,y (pl—h 1) =
Ox¢. Hieraus folgt die Behauptung.

(ii) Es gelte nun n < k.

Dann gilt p'=" > p!=*. Wir setzen y = —cp'™* + 1. Es gilt y = 1 und es existiert
z € p™" — 1 mit yz pgﬂ 1. Wegen p'=" > pl=F gilt insbesonderz Yz pl%k 1 und damit
2 pl%k 1. Sei nun d € p*~" — 1, mit z = dp'~* + 1. Dann gilt

1 pl%n 2y =14 (d—c)p'* — dep?=P,
wegen n < k <[ also d = —(—¢) =vc.
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2.2 Die aufsteigende Zentralreihe von J(KG)

Wir erhalten unter Anwendung von Lemma 1.28 (i) auf den Erzeuger a1 von @
statt auf @ und von Lemma 1.27 auf das Element b der Ordnung p!—":

l—n,I pl_nfl

=l +p"—1 1.280) © i 2i
- (—ep'=F41)i 1280 pyi 1.27 b
S () S (al )P S ()
=0 1=0 =0
Fiir alle ¢ € Ny gilt:
21 B dp'=Fi 44
m—1)  \ m—1
1.21 = (dpl_ki> ( i )
par AN m—1-]
1.24.2(ii) 7 dpl_ki ()
B (m—1>+ 2 ( i J\im-1-j
jem—1,
pt=F|;
1.22.1 i di i dp'=*i i
v (m—1>+(1)<m—1—pl‘k>+ 2 ( J m—1-j
jem—1,
pt=k|j, pl=Fk;
1.22.1 i Y d i i N Z di i
p \m—1 1)\m—1—pk et j)\m—1—jp-k
J >1

jpt=k<m—1

1.24,k<1 7 7 7
= N — dn
> (m B 1> +d(m—1) (7% . _pl_k) + m(m _pl—k>
di )
= 2 (Dl

JENS1,
gpl—k<m—1

Es gilt max {j + (m — 1 — jp'™) | j € Ny} = m — 2p'™" + 1. Aus Bemerkung 1.24.1
und Lemma 1.24 folgt daher: Es existieren dy, ..., 05_oy-+42 € N, sodass fiir alle 7 € Ny
gilt:

S (Doalw) S0 e

JENS 1,
jpt—k<m
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2 p-Gruppen mit zyklischer Kommutatoruntergruppe

Wir erhalten aus d = ¢ unter Verwendung von Lemma 1.28 (i):

p
plin—l ZZ plfn_l Z plfn_l Z
b = _ b+ c(im — 1 ~ b’
O O L O A P S (R
pl—nil Z m72pl—k+2 pl—nil Z
i b Oy b
o 2 (e B e T ()
m—2pt—F42
= Wy + C(m — 1)wm_pn+l—k + mem_pn(plfk_l) + Z (stspn.
s=1

]

2.23.1 Bemerkung. Gilt p > 2, m = —1 und 2p"F — 1 <, so gilt O—opt—ki2 = Ok

v
Beweis. Wir greifen Gleichung (2.1) auf und setzen p > 2, m = —1 und 2p'~% < m
P

voraus. Nach Bemerkung 1.24.1 existieren dann Ao, A1, Ao € Ny, sodass fiir alle i € Ny
gilt:

) S O ) )
- Z (le) (m -1 Zb—jzf)”f)
(o) 20 o)) (oo Do)

Sei F':= <<Z) ) rem— 2plk> . Es folgt in ZMNo:
"/ ieNo Z

; m—2pt—F 42 ;
ol )5 E )
P - 2p k41 i€No Z s—=1/,en,

s=1

1.24, 1.24.1 ) (z) < i )
2 | . _
2 ieNg m—1-— 2pl F ieNp

124 2+4+m—1—2pF i
= A2 2 Th—?pl_k-f—l ieNo

24m—1—2pF
m 5 P ) Aus Lemma 1.23 (iii) folgt die

Behauptung durch einen Koeffizientenvergleich. O

=] =l

1l

Wegen p > 2 und m = —1 giltp)
p
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2.2 Die aufsteigende Zentralreihe von J(KG)

Die folgende Definition ist durch den anschlieBenden Satz motiviert, welcher von grund-
legender Bedeutung zur Bestimmung der aufsteigenden Zentralreihe ist.

2.24 Definition. Fiir jede endliche Gruppe G sei

it o {100 (201}

Da wir in einem Kontext nur eine Gruppe G betrachten werden, verzichten wir gewohn-
lich auf die Indizierung von o mit G.

2.24.1 Bemerkung. Sei G eine p-Gruppe.
(i) Fir alle g € G und n € Ny gilt (g,n)a € Ny.
(ii) Es gilt: G abelsch <= 3Jge€ G IneNy: (g,n)a=0.

(iii) Seien g € G und n € Ny. Ist p > 2 oder |v2(G) : v3(G)| > 4, so gilt

(@), o (1e(O)]
e 77 <|73<G>| 1)‘

5G]

(iv) Ist g € G mit |g%] > |3(G)], so gilt (9,n)a = 7]

Beweis. Die Aussagen (ii) und (iv) sind offensichtlich.
Da % (G), 13(G) und g¢¢ fiir alle g € G von p-Potenz-Méchtigkeit sind, folgt hieraus (i).
Ist p > 2 oder |[12(G) : v3(G)| > 4, so ist % — 1 keine p-Potenz, woraus (iii) folgt. [

2.25 Satz. Sei G eine p-Gruppe, v2(GQ) zyklisch mit v3(G) < %(G)*, a € G mit
{a) = 79(G) und | € Ny mit |2(G)| = p'. Dann gilt
’l+p - i
QZ ( )a € Zmax{m—(g,n)a-l—l,l}(j(KG)) und

~lo € 2, a1, (T (KG))

fiir alle g € G,m € p — 1, und n € Ny mit p* | m.

Beweis. Sei k € Ny mit p* = |y3(GQ)]|. Ist G abelsch, so ist die Behauptung trivial. Sei
daher im Folgenden G als nicht abelsch angenommen.

Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach m. Es Wird sich als giinstig erweisen,
im Beweis auch m = p' zuzulassen. Sei ¢ € G und m € p'. Da G nicht abelsch ist, gilt
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2 p-Gruppen mit zyklischer Kommutatoruntergruppe

k <l und (g,n)a > 0 fir alle n € Ny nach Bemerkung 2.24.1 (ii). Wir halten zunéchst
fest, dass

Pl 1y
gZ( 1 )alej(KG’)

nach Bemerkung 1.22.5 im Fall m < p! — 1 gilt. Ist m = 1, so folgt die Behauptung
unmittelbar aus Lemma 1.17 und Satz 1.4 (i).

Sei also m > 1 und n € Ny mit p™ | m.

Fiir alle g € G und r,7 € Ny gilt

l (2.2)
N(EHDANG
(D) ()
=\ T S N T 1

und wir diirfen induktiv fiir alle j € m — 1

~pl_1 7 : 2.24.1(1),(ii)

g (j N 1) a' € Zuaxfj-0ar1,} (T (KG))  C  Zj(J(KG))

i=0
voraussetzen, also nach Gleichung (2.2) auch
.
0 oy (1)) ez
i=0
fiir alle g € G,7 € Ny und r € m — 1.
Wir setzen der Ubersicht halber
m it -1
m:= — und wu::Z( p )aifﬁralleueZ.
p" i=0 u—1
Wir folgen nun beim Beweis dem im Eingangskapitel erlduterten Grundprinzip.
Sei h € G und ¢ := w(a, h). Dann gilt
a" = ala,h]e = aa~ """ 2AV) e
Nach Lemma 2.23 existieren 0y, ..., 05_op-+4o € K mit
pl 1 .
ho_ 1 +pn - 1 (7Epl_k+1)i
=3 ( S )
m—2pt =k 42 (2.3)
= Wy, + ¢(m — 1)wm_pn+l—k + émwm_pn(pl—k_l) + Z OsWepn .
s=1
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2.2 Die aufsteigende Zentralreihe von J(KG)

Fiir alle s € m — 2p' =% + 2 gilt
sp® < (= 2p"F 4 2)p" =m = 2" (P = 1) <m = pt (P - 1),

Nach () diirfen wir also

GWi—pri=F, Wi —pn (pi—k 1), JWepn € Zm—p"(pl*’“—l)(j(KG))

fiir alle § € G und alle s € m — 2p'~* 4+ 2 annehmen.
Wir erhalten demnach mit g := hg|g,h]s aus Gleichung (2.3):

hg[g,h]@wfn = hglg,h|ews,. (2.4)

Zm_pn(pl—k__l)(J(KG))

Sei ¢ := w(g, h). Dann gilt [g,hle = a~? """ Nach Lemma 2.22 existieren ¢ € N und
192,...,1915 € K mit

—cpt—rl9)

t
[g»h]ﬁwm =a wm = wm + Cwm—pl_’i(g) + E ﬁswm—spl_ﬁ(g)'
5=2

Mit g := hg gilt nach (x) gilt fiir alle s € ¢:
hgwm,spl*lﬁ(g) € Zmiplfn(g) (j(KG))

Damit gilt also

hglg,h]ewn, hgw,,. (2.5)

zZ l—r(g) (J(KG))

Insgesamt folgern wir aus den Gleichungen (2.4), (2.5) und der Definition von (g, n)a:

hgwy,. (2.6)

hglg,h]sw”
g[g ]Qﬁ m T(KG))

Z

m—(g,n)a

Ist m < p', so folgt aus dem Grundprinzip der erste Teil der Behauptung.

Um den zweiten Teil zu beweisen, betrachten wir den Spezialfall m = p! und n = [. Aus

Lemma 1.28 (ii) folgt dann w, = 1. Wegen hfg(—é;‘)' < p folgt (g,0)a = |7|2g(—cg?|-

Aus Gleichung (2.6) folgt die Behauptung dann mit dem Grundprinzip. m

Aus diesem Satz werden wir nun eine Reihe von Folgerungen ziehen.
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2 p-Gruppen mit zyklischer Kommutatoruntergruppe
2.25.1 Bemerkung. Seien g,h € G, r € Ny, m € &l und n € Ng mit p" | m. Dann gilt

(i) l . l
p'—1 . p'—1 .
z+p"—1) , (z—l—p”—l) ,
h a’ = h a’,
g (Z ( m—1 ) zm_pn( G>‘_1) (J(KG’))g ; m—1

i |72 (
=0 3 (G|

(i)

(iii)

Beweis. (i) folgt aus Gleichung (2.4) und (ii) folgt aus Gleichung (2.5).
(iii): Es gilt gp;;j (j i 1> a' € Z,1(J(KQ)) fiir alle j € m — 1;nach Satz 2.25. Folglich
erhalten wir aus Gleichung (2.2):
L T\ @ r L { ; 2.25 L ? -
RGNS (P00 >{ FRRVZ) I WA ol N &

Die erste Gleichheit in (iii) folgt direkt aus Lemma 1.25. O

2.26 Korollar. Sei G eine p-Gruppe, v2(G) zyklisch, v3(G) < %(G)Y, a € G mit
{a) = v2(G) und | € Ny mit |2(GQ)| = p'. Seir € Ny und

pt—1 .
1+ ;
m = Y fir all € 7.
w ;<m—1)a fiir alle m

Dann ist fir alle m € p' — 1, das von w,, erzeugte (assoziative) Ideal in Z,,(J(KQ))

enthalten.

Beweis. Sei m € p' —1 und g € G. Es reicht gw,,, wng € Z,(J(KG)) zu zeigen.
g € Z,(J(KQG)) folgt aber direkt aus Bemerkung 2.25.1 (iii) und Satz 2.25. Aus

pl i+
— 9 — E Ay

folgt mit dem bereits Bewiesenen die Behauptung, da (a?) = v(G) gilt. O
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2.2 Die aufsteigende Zentralreihe von J(KG)

In einem néchsten Schritt werden wir sehen, dass die in Satz 2.25 getroffene Aussage in
vielen Fiéllen ,,scharf* ist

2.27 Satz. Sei G eine p-Gruppe, v2(GQ) zyklisch, v3(G) < v (G)*, a € G mit {a) = 7,(Q)
und | € Ny mit p' = |72(GQ)|.

i) Istmep —1, g€ G, neNy mit p" | m und gilt (g,n)a ‘VQ(G)I,SO 1st
g = 7 lg<|

g§:<z+p _])aiezawWw@mmmuﬂ7( G\ Zn-(gmalT (KG)).

(ii) Istme€p' — 1, g € G, mit (g,v(m))a = p*™ (% — 1), so gilt

Pl g pem)
1+p -1\
g Z < m—1 )CL S Zmax{m—(g,l/(m))a—i-l,l}(j(KG)) \ Zm—(g,y(m))a(j(KG))-
=0

(iii) Far alle g € G\ {lg} gilt

9=1c €2 o ((T(KG)\Z_ o @i (T(KG)).

19C| S

Beweis. Ist G abelsch, so sind die Behauptungen trivial. Wir nehmen daher an, dass G
nicht abelsch ist. Wie in Satz 2.25 zeigen wir durch einen Induktionsbeweis nach m die
Aussage (i) und lassen erneut im Beweis zunichst auch m = p' zu.

Sei m € ]Ll, n € No mit p" | m und g € G. Wir setzen

P it -1
Wy, 1= Z ( up— { >ai fiir alle u € Z.

1=0

Da gw,, € J(KG)\ {0k} im Fall m < p' — 1 nach Bemerkung 1.22.5 gilt, folgen (i)
und (ii) fiir m < (g, n)a direkt aus Satz 2.25.

Sei nun p' > m > (g,n)a.

Sei ¢ € G, g extremal. Dann gilt (g,0)a = |7‘%(GG|)‘ = 1. Ist s < m, so diirfen wir

plfl . ‘
92 (s Z 1) a' ¢ Z,_(500(J(KG)) = Z,1(J(KG)) unter Anwendung der Indukti-
i=0 \S —

onsvoraussetzung auf s annehmen, also nach Bemerkung 2.25.1 (iii) auch

(*)  gws ¢ Z,4(T(KG)).
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2 p-Gruppen mit zyklischer Kommutatoruntergruppe

(i): Sei (g,n)a =

Dann gilt (g, n)a < p" (% - 1). Wegen p' > (g,n)a gilt auflerdem g ¢ Z(G). Nach
Satz 2.9 gilt [{g},Gls = <a7’l_ﬂ(g)> und nach Korollar 2.18 existiert h € G, h extremal,
mit [g,hle = a """ Wegen g ¢ Z(G) gilt insbesondere w(g, k) = 1 # 0. Ist g extremal,
so gilt [g,h]e = a~!. Dann ist hg wegen ([g,h]s) = 72(G) nach Satz 2}?7 und Bemerkung
2.7.1 (ii) extremal. Ist ¢ nicht extremal, so ist hg nach Satz 2.14 extremal.

Ist p=2und [ = 1, so gilt a € Z(G) und damit w" = w,,. Andernfalls gilt

—K G n G n( l—
P = B = (g.ma <" (G 1) =20 - )

nach Bemerkung 2.24.1 (iii). In beiden Fillen kénnen wir folgern

2.25.1(i) (o)
h ’h w?n = h h Wy = hga™ Wiy,
glg,h]e o TG g9lghe g
2.22, 2.26
= hgw,, + hgw, ;-
Zr gt (TKGY) iy 2.7)
(%)
# hgw,y, .

me(g,n)afl(J(KG))

Aus Satz 2.25 und dem Grundprinzip folgt hieraus (i).

(ii): Sei n = v(m) und p" (Ivzg ) 1) = (g,n)a < 228N — pi-s(o),

Wegen |12(G)| = p' > m > (g,n)a folgt 1 < |y3(G)|, das heifit es gilt c/(G) > 2. Da im
Fall p = 2 nach Voraussetzung dann |y2(G) : v3(G)| > 4 gilt, folgt (g, n)a > 1.

Sei k € N mit p* = |13(G)|. Dann gilt <aplfk> = [{a},G]g nach Satz 2.9 (iv). Nach
Korollar 2.18 existiert h € G, h extremal, mit [a,hle = a . Aus cl(G) > 2 folgt

insbesondere ¢ := w(a, h) =1 # 0. Wir setzen m := 7.
p

Folglich gilt 7 # 0 nach Wahl von n. Nach Lemma 2.23 existieren 61, . .., 05_gp-k10 € K
p

pl-1
<Z + p - 1) a(*Cpl_k%»l)i
m—2p ~F+2

= Wi + (M = D)Wy prti=k + MWy -k 1) + Z 0sWapr-
s=1

mit

LM

26



2.2 Die aufsteigende Zentralreihe von J(KG)

Es folgt

2.26
hglg,h|gw” = hqlg,hle (W, + MW, nii—k_
9lghlewn, Z(gm)a_1(T(KQG)) 9lg:he (Wm + MWy =i 1))

2.25.1(ii) " .
= JWm GMW,ypy —pn (pl—k —1) -
Zin—(g,m)a-1(T(KG)) pr(pl—k—1)

Wegen (g,n)a > 1 gilt [g%] < |72(G)]. Also ist g nicht extremal und folglich hg nach
Satz 2.14 extremal. Insbesondere erhalten wir aus (x):

hgiwm _pnpi-+-1) & Zm—(gmya—1(J (KG))

und damit

hglg.hlewy, # hgw,.
Z’m—(g,n)a—l(J(KG))

Hieraus folgt zusammen mit dem Grundprinzip die Aussage (ii).

(iii): Die Aussage (iii) ist trivial im Fall g € Z(G) \ {1g}. Wir nehmen daher nun
g ¢ Z(G) an und betrachten den Spezialfall m = p! und n = [. Es gilt dann
(g,)a = h""g( |)‘ < p' und wy = 1 nach Lemma 1.28 (ii). (iii) folgt dann direkt aus
Gleichung (2.7) in (i) und dem Grundprinzip. O

Satz 2.12 zeigt, dass man (unter den Voraussetzungen von Satz 2.25) die Elemente aus
G/72(G) in zwei Sorten unterteilen kann, ndmlich in die Sorte solcher Restklassen, die
eine Konjugiertenklasse der Lange |y3(G)| enthalten, und in die Sorte solcher, die keine
Konjugiertenklasse dieser Art enthalten. Fiir letztere konnen wir folgern:

2.28 Korollar. Sei G eine p-Gruppe, v2(G) zyklisch, v3(G) < % (G)*, a € G mit
(a) = v5(G) und | € Ny mit p' = |72(G)|. Sei H € G /7, (G) und es gelte p*) > |y3(G)].
Dann gilt

M |

<z +p" = 1) z x{m- 2@l 1} TJ(EKG)\ Z e (J(KG))

19C]

fiir alle m € p* — 1, g € H und n € Ny mit p" | m.
Insbesondere gilt: Ist g € G\ {1¢} extremal, so gilt

9; (mz_ 1) a' € Z,(T(KG)\ Zur (T (KG)) fiir alle m € p' — 1
und g —1g € J(KG)\ Z, (T (KG)).

Beweis. Sei g € H. Dann gilt |¢%| = p*)) nach Satz 2.12. Aus Bemerkung 2.24.1 (iv)
folgt (g,n)a = ‘;2(H2| nach Voraussetzung {iber H. Die Behauptungen folgen aus Satz

2.27 (i) und (iii). O
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2 p-Gruppen mit zyklischer Kommutatoruntergruppe

Der erste Teil der néchsten Folgerung ist fiir p > 2, wie in der Einleitung bereits erwéhnt,
ein Resultat von A. Shalev [21], [22].

2.29 Korollar. Sei G eine p-Gruppe, vo(G) zyklisch und v3(G) < 12(G)*.
() B gilt (T (KG); 5) = (Gl

(ii) Ist G nicht abelsch, e die Anzahl der extremalen Konjugiertenklassen von G und
m € [92(G)|;, so gilt

dim(Z, (T (KG))/ Zm-1(T(KG))) > e.

Beweis. (i): Nach Bemerkung 2.7.2 gibt es in G extremale Elemente. Aus Korollar 2.28
folgt cl(J(KG);*) > |1(G)|. Da die K-Basis {g —1¢ | g € G\ {lg}} von J(KGQG)
geméf Satz 2.27 (iii) in Z,(J (K G)) enthalten ist, folgt aus Satz 1.8 die Aussage (i).

(ii): Seien G nicht abelsch, e € N und Hy,..., H, die paarweise verschiedenen extre-
malen Konjugiertenklassen von G. Da G nicht abelsch ist, ist 14 nicht extremal und
wir kénnen den zweiten Teil von Korollar 2.28 anwenden. Sei m € |y9(G)|. Demnach
existiert a; € Aug(H; U Z(G)) fiir alle i € ¢ mit a; € Z,,(T(KG)) \ Z,,-1(J(KG)) und
nach Bemerkung 1.14.1 ist {ay,...,a.} modulo Z,,_1(J(KG)) K-linear unabhéngig im
Fall m > 1. Ist m = 1, so folgt das Behauptete aus 1.4 (i). ]

Mit den bisher erzielten Resultaten konnen wir nun das vorletzte Glied der aufsteigenden
Zentralreihe bestimmen:

2.30 Korollar. Sei G eine p-Gruppe, 712(G) zyklisch, v3(G) < v2(G)* und | € Ny mit
P! = |2(G)|. Fiir alle H € G/v(G) sei gy € H. Dann gilt

Z,1(T(KG) = (gn — 1o | H € G/na(G)\{n(@)}, pH) #l)c& P  Aug(H).
HeG/v2(G)

Beweis. Ist G abelsch, so ist die Behauptung trivial. Wir nehmen daher an, dass G nicht
abelsch ist und setzen

A= (gn — 1o | H € G/n(G)\{n(@)}, n(H) #l)y& P Aug(H).

HeG/72(G)

Aus Korollar 1.26 (ii) (angewandt auf U := ~,(G)) zusammen mit Satz 2.25 folgt die
Inklusion A C Z,_;(J(KG)). Sei n € N mit p” = |G| und e die Anzahl der extremalen
Konjugiertenklassen von G, das heifit

e=[{H | H e G/7%(G), n(H) =1}

Es gilt

dim A "2V () —1)[G/1(@)| + {H | H € G/1(G)\ {0(G)}, p(H) # 1}

:(pl_1)pn7l+pn7l_1_e:pn_1_e.
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2.2 Die aufsteigende Zentralreihe von J(KG)

Wegen
dimA < dim Z,_,(J(KQ))
=dim J(KG) — dim(J(KG)/Z,_1(J(KQ)))
2.29(i)
< pt-1l-e
folgt dim A = dim Z,_{(J (K G)) und damit die behauptete Gleichheit. O

Wir verfolgen bei der Bestimmung der Dimensionen der einzelnen Faktorrdume in der
aufsteigenden Zentralreihe von J(KG) fiir eine p-Gruppe G mit zyklischer Kommu-
tatoruntergruppe 72(G) nun folgende Strategie: Fiir alle m € |y2(G)| bestimmen wir
(moglichst groBe) u,, € N mit

dim (2, (7 (KG))/ 21 (T (KG))) = .

Wir haben bereits in Korollar 2.29 eingesehen, dass fiir jedes m die Anzahl der extre-
malen Konjugiertenklassen eine solche untere Schranke ist und in Korollar 2.30, dass es
im Allgemeinen keine bessere gibt. Wenn wir anschlieend

(@)
> uy=dim J(KG)

j=1

nachweisen kénnen, haben wir auf diesem Weg bei obiger Ungleichung die gewiinschte
Gleichheit eingesehen.

Unser bisheriges Vorgehen liefert dabei das Fundament fiir diese Vorgehensweise, zeigt
aber auch gleichzeitig seine Schwéche auf:

Problem: Sei [ € Ny mit p' = |12(G)| und M := p!. Wir definieren fiir alle g € G eine
Relation ~, auf M durch

me~gm = m—(g,v(m))a+1=m-—(g,v(m))a+ 1.

Als Bildgleichheitsrelation der Abbildung m — m — (g,v(m))a+ 1 ist ~, fiir alle
g € G eine Aquivalenzrelation auf M. Sei m € p' — 1, ¢ € G und

Pl v(n)
t+p"\" =1\
B = {QZ( o1 )CL nE[m]Ng}.

i=0
Nach Satz 2.27 gilt B C Zm—(g,u(m))a—i—l(j(KG)) \ Zm_(g’y(m))a(j(KG)).
Ist dann B modulo Z,,_(g.(m))a(J (K G)) K-linear unabhéngig?

Wir betrachten dazu ein Beispiel.
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2 p-Gruppen mit zyklischer Kommutatoruntergruppe

2.31 Beispiel. Sei p = 5, G eine 5-Gruppe, V2(G) zyklisch mit |y2(G)| = 125 und
|73(G)| = 25, g := 1g. (Eine solche Gruppe existiert, wie wir im dritten Beispiel von
2.38 sehen werden.) Es gilt

v(30) =1, v(14) =0, (g,v(30))a =20, (g,v(14))a =4 und

14— (g,v(14))a+1=11=30 — (g,v(30))c + 1.
Sei a € G mit (a) = 72(G). Dann gilt nach Satz 2.27 (ii)

= {3 (1) 2 ()} € 2urtcan zuua

i=0 =0

Ist dann B modulo Zo(J (K G)) K-linear unabhéngig?

Aus dem folgenden Satz werden wir ableiten, dass wir auf eine derartige K-lineare Un-
abhéngigkeit einer Menge B wie oben nicht schlieen konnen. Zugleich stellt er aber das
entscheidene Hilfsmittel fiir eine Reduktion dieser Problematik dar.

2.32 Satz. Seien G eine p-Gruppe, vo(G) zyklisch, 13(G) < 1 (G)Y, a € G mit
(a) = %(G) und I,k € Ny mit p' = |72(G)| und p* = |y3(G)|. Fiir alle r € Ny und
g € G sei

Ygr :N—=Q, m max{m — prm (P =p")+1, m— P9 41, 1}.

Fiir allege G, mep' — 1L, undr € v(m), ezistiert dann x € Aug(y2(G)) mit

Pl—l . V(m) _ 1 ‘
S ( t ) T g2 € Zugy (TKC))\ Zmgy (T (KC)).

, m—1
=0

Insbesondere gilt: Fiir alle g € G und m € p' — 1, ezistiert x € Aug(v2(Q)) mit

p—1 ,.
Loprm) 1\
g Z (Z p >@l +gx € Zmd)g,y(m)(j(KG)) \ meg7y(m)71(l.7<KG)).

Bewess. Fur alle m € N sei

SeigeG,mep —Lundr e V(m)o. Wir setzen

pt—1 i _{_pz/(m)*s -1 ;
Wy ) 1= Z < u 1 )a und - wy, = W)
i=0
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2.2 Die aufsteigende Zentralreihe von J(KG)

fiir alle v € Z und s € v(m), .

Ist r =0, so gilt my,, = m — (g,v(m))a + 1 und die Behauptung folgt direkt aus Satz
2.27 mit der Setzung x := Ok¢.

Wir nehmen daher v(m) > r > 0 an. Wegen m € p' — 1, gilt folglich [ > 2. Insbesondere
folgt [ > k und im Fall p = 2 dariiber hinaus | — k > 2 nach Voraussetzung.

Ist myy,, = 1, so folgt m < p'=*9 und m < p"™ (p'~* — p=) . Aus Lemma 1.29 (iii)
mit n = p*(™ folgt m < p*™ (p'=* — 1), also m — (g,v(m))a+ 1 = 1.

Ist mab,, = m — p'=*9) 4 1, so folgt p!="9) < prim) (pl_k — p_r). Aus Lemma 1.29 (ii)
folgt p' =9 < pr™ (p!=% — 1) und damit (g, v(m))a = p'~*).

In beiden Féllen folgt die Behauptung ebenfalls durch die Wahl von x := Oxq aus Satz
2.27.

Wir nehmen im Folgenden daher
mig, >1 und  my,, =m — prm (pl_k — p"") +1>m—pr9 41

an. Da wir damit auch p!=#9) > pr(m) (pl_k — p‘“) voraussetzen, ist ¢g nicht extremal
(schérfer gilt sogar k(g) < k). Wir setzen

J+1
By = (~1Pm Y (slx)”" firalle jep—2,
s=1

Fir alle 7 € p — 2 gilt

Bi+ 8= (=1)""m <Z(51K>_1 +(=1) 2(51K>_1>

s=1 s=1

(2.8)
= (~1Ym((G + D)™

Sei h € G und ¢ := w,(a, h) € p*® — 1, das heift a" = a[a,h]e = a—p' I+
Es gilt k = x(a) nach 2.9 (iv) und nach Lemma 2.23 existieren d1,...,0; _gp-k19 € K

mit

pt—1 . v(m)
ho_ 1 +p — 1 (7Cp17k+1)i
ah=3 (T

=0
m—2p! k42
= Wy, + (M — 1)wy, _pimy+1-k + CIW 1, () (pl—k—1) T E OsW gpu(m) -
s=1

Wegen
(i — 2pl—k: + 2)pu(m) — - pu(m)+l—k (2 _ ka—l)

>k
< m-— pu(m)+lfk <m- pl/(m) (plfk . pfr) -1
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2 p-Gruppen mit zyklischer Kommutatoruntergruppe

folgt aus Korollar 2.26

m—2p! k42
ghe(i = Dy, pimss, gh Y Gstgpn) € 2o i (s _pr) 1 (T (KG)),
s=1
also
h h = h m"" h T —_p(m —k__ .
! wmszp”(m)(plik*pfr)fl(j(KG))g . Rt tm P )(pl 1) (29)

Im néchsten Schritt geben wir eine andere Darstellung von ghemw,, o) pi-r_1y, dem
zweiten Summanden der letzten Kongruenz, an:

Wir setzen

A(&j) = (—1)jw(m_pu(m)—s(plfk+s_p+j),s)

firallejep—2,s€er
Wir wenden nun Bemerkung 1.22.6 (ii) auf die Koeffizienten von w,,, _umi-_1y an, das

heit, wir betrachten in 1.22.6 (ii) m — p*™ (p!=* — 1) — 1 statt m und v(m) statt n.
Wir erhalten fiir alle i € N

Z+py(m) -1 _ Z'+pu(m)—r_ 1
m —p/M(pt=k — 1) — 1) » \m — p"tm(pl=F —p=r) — 1
r p—2 . v(m)—s
1+p -1
135 DI (R
= prm=s(pl=hts —p+ j) — 1

Nach Definition von A, ;) erhalten wir also folgende Darstellung von w,, _um)pi-r_1y:

I
w = pzl o =1 at
m—p*(m) (pl=k—1) = m — prm) (pl=k — 1) — 1

=0
o (2.10)
UJ(mpm)lk )‘FZ A’J
s=1 j=0
Die Gleichungen (2.9) und (2.10) liefern somit
r p—2
h _ ~ ~
ghwmz = (j(KG))ghwm + ghemaw i, pwem) (pi—k_p-r) ) + ghcm Z Z As -
m—p? (M) (pl=k —p=r)—1 s=1 j=0
(2.11)
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2.2 Die aufsteigende Zentralreihe von J(KG)

Fiir alle s € ryund j € p — 2, sei

X(s,g) 7= BjW(an—prim=s(pi=sts_pl=k_pt1+j),5)

B(s,j) = 5]'(—2 — j)rLU(mipu(m)—s(pl—k+s,p+1+j)7s);
Clog) 1= Bi(=1 = J)Wim_prm—s(pi-hts pj),e) und
r p—2
T = z; X;X(S’j) .
s=1 j=

Nach Bemerkung 1.22.5 gilt wegen m < p! — 1 insbesondere z € J(KG).

Dem Grundprinzip folgend untersuchen wir nun hg[g,h]esz".

Diese Untersuchung fithren wir in drei Schritten durch.

(i) Zunéchst betrachten wir hg[g,h]@X(};j) fiir alle s € yund j € p — 2.
p—2

(44) In einem zweiten Schritt untersuchen wir hglg,hls > X (’2 j fiir alle s € .
j=0

(457) Tm letzten Schritt untersuchen wir schliefllich hg[g,h|ez".

(i): Sei s € ryund j € p — 2,. Wir setzen
mo :=m — py(m)—s(pl—k—i-s . pl—k —p +1 +])
Aus r > s > 0 erhalten wir
m>my>m— pu(m)fs(plkars _ 1) >m— pu(m)77“<plfk+r _ 1) = m _pu(m) (plfk . pfr) )
Wegen
mg, >1 und ma,, =m — prm (pHC — pfr) +1>m—p9) 41

gilt folglich

mo >m —p"™(p* —p7") >0 und

m — pl/(m) <plfk . pfr) -1 2 m — plffi(g) Z mo — plfli(g).

Damit folgt aus Bemerkung 2.25.1 (ii)

hglg,h]ewnm = hgw,, und
[ ] m,pv(’m)(plfk,pfr),l(J(KG))

halg.hleX s, - hgX(s ).
slo.hle CD2 g oy 2 (TG )

(2.12)
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2 p-Gruppen mit zyklischer Kommutatoruntergruppe

Aus s > 0und 0 < j < p — 2 erhalten wir auflerdem
v(me) = v(m —p" "™ (P — P —p+ 14 4)) = v(m) — s.
Es folgt

me m — pu(m)fs(plfk+s _ plfk —p+ 1+ ])
- pu(m)—s o pl/(m)—s

pl—k_pl—k+s+p_1_j%_1_j_

= Il

Auflerdem gilt

(**) mo — pu(m)—s-i-l—k’ = m — pu(m)—s(pl—k—i-s —p +14+ ])
mo _pll(m)fs(plfk o 1) —m _py(m)fs(plkars —p +])

Wir wenden nun Lemma 2.23 auf mg fir m und v(m) — s fir n an. Demnach existieren
K1y fig—2pi—kyo € K mit

h _ h
X(sg) = BiWing )

pl=1 . v(m)—s
. 1 +p - ]. (7Cpl_k+1)i
S AT

=0

() o O . 4
i Biw(mo,s) T (110 = 1) BjW (e primr=s (pi=rts _p1145).5) (2.13)

mo—2p' k42

+ Cmoﬂjw(m_pu(m)7s(pl—k+s_p+j)7s) + g /,Ltw(tpu(m)fs@)
t=1

o mo—2pt—F 42
= X(s,j) T ¢Bs,j) + cCls gy + Z W (g (m)=s 5)

t=1
Es gilt
(riig — 2p' % + 2)p ()=

(;) m — pl/(m)fs(plflv%s . plfk —p+ 1+ ]) _ 2pl*k+1/(m)*5 + 2p1’(m)*5

- . (2.14)
=m—p/ TP T —p =14 )
—m— pu(m)+lfk . pu(m)fs(plfk —p— 1+ ])
Wir zeigen nun
mo—2p'—F 42
gh Z /Jztw(tpu(m)fsﬂg) < Zm_pu(m)(plfk_pfr)_l(j(KG)). (215)
t=1
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2.2 Die aufsteigende Zentralreihe von J(KG)

Ist [ — k > 2 (dies ist nach unserer Annahme insbesondere der Fall, falls p = 2 gilt) oder
§ #0, 0 gilt pP=% —p—1+ 35 > 0 und damit nach (2.14):

(mo . 2pl—k + Q)pl/(m)—s <m-— pzl(m)—i-l—k <m— pl/(m) (pl—k . p—r) —1.

Gemif Korollar 2.26 folgt dann (2.15).

Ist hingegen j = 0 und [ — k = 1, so gilt p > 2. Im Fall my, < 2p'~% — 1 ist (2.15)
dann trivial. Ist mg > 2p'~% — 1, so gilt 79 = —1 nach (*) und Bemerkung 2.23.1 liefert
p

Loriig—2p—k 42 = O . Da dann nach (2.14) wiederum
(mo — 2pl_k + 1)py(m)_8 <m-— pV(m)+l_k <m-— pl/(m) (pl—k ) -1

gilt, erhalten wir (2.15) auch hier aus Korollar 2.26.
Insgesamt folgt mit Gleichung (2.13)

hX[. . = hX (s + gheBis jy + gheCis jy.
g ( 7])Zm—p”(m)(pl—k_p—r)—l(j(KG))g ( ’]) g ( ’]) g ( ’]) <216)

(7): Sei s € 1. Es gilt

p—2 p—2 p—2

> mAwy+ D> Bap+ Y Cla
=0 =0 =0

p—2

p—1
= TT’LA(S,]') + Z Bj—l(_l - j)w(m_pu(m)—s(plfk+s_p+j)’s)
j 1

Jj= Jj=

o

p—2
T Z Bi(=1 = J)Wan—prtm=s(pi-tts_pj).5)
=0

p—2
=Y Ay + Y (Bioa 4 B) (=1 = Wi ptm—s -t i)
: —

+ /80 ( — 1 ) w(mipu(m) —s (pl—k+s 7p) 75)

+ B2 (= P)W ()= (pi=rts 1))
2.8) p—2 p—2
2.8 ~ ~ i
= Z TTLA(SJ) + Z m(_1)]+1w(m7pu(m)—s(plfk+sfp+j)’s)
=0 =1

+ m<_1)w(mfpV(m>*S(pl—k+57p),s)

p—2 p—2
=) mAsy — ) mAgs,)
j=0 j=0
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2 p-Gruppen mit zyklischer Kommutatoruntergruppe

Es folgt
P2 (2.11),(2.16) p—2
=0 Zm*p”(m)(Pl_kf - 1(J( &) =0
j j
r p—2
+ ghcmw(m,pu(m)(plfk,pfr)m) + ghcm Z Z A(t,j)
t=1 j=0
p—2 p—2
+ ghc Z B(syj) + ghc Z C(S,j)
3=0 §=0
p—2
= ghwn, + gh Y~ X
§=0
r p—2
+ ghcrhw(m_pu(m)(psz_pfr)’r) + ghcm Z Z A(tJ)'
o 0
(4i): Summation iiber s liefert insgesamt
r p—2
hglg,hlsw), + hglg.hlez" = ghw, + gh > >~ X[\
s=1 j=0
= ghw,, + ghx 4+ ghcmw,,,_vm) (pi—k_p—ry
Z,mipu(m)(pl—k,p—r)il(j(KG)) ( P (p P )7 )
(2.12),2.25.1(ii) h  haw 4 haer
= gwm gx gcmw m— v(m)(pl—k _p—r r
Z7n7pv(m)(pl—k,p—r>71(j(KG)) ( P (p P )7 )
2 hgw,, + hgx.
Zm_pl/(m)(plfk_pf’l‘)(j(KG))
Aus dem Grundprinzip folgt

JWm + 9T € Z,y_puim) -k _p-r) 41 (T (KG))

Nach Korollar 2.18 existiert nun insbesondere h € GG, h extremal, sodass w(a,h) = ¢ # 0

p
gilt. Da dann hg nach Satz 2.14 extremal ist und dariiber hinaus m # 0 gilt, folgt nach
P

Korollar 2.28
hgcmw(m_pu(m)(plfk_pfr),r) ¢ Zm_pu(m)(plfk_pf'r)_l(j(KG))

und aus der Grundidee damit

qWn, + gT ¢ Zm,pu(m)(psz,pfr)(j(KG)) = megyr_1<j(KG)).
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2.2 Die aufsteigende Zentralreihe von J(KG)

Wir greifen noch einmal das Beispiel vor Satz 2.32 auf.

Fortsetzung von Beispiel 2.31

Sei p =5, G eine 5-Gruppe, 72(G) zyklisch mit |2(G)| = 125 und |y3(G)| = 25.
Sei g :=1g, m:=30 und r := v(m) = 1. Es gilt

30¢1,1 =max {30 —5(5—5"")+1,30—125+ 1, 1} =max{30 — 24+ 1, 1} = 7.

Sei a € G mit (a) = 2(G). Nach Satz 2.32 existiert z € Aug(y2(G)) mit

124 .

1+ 4\

() > ( 20 >a +2 € Z(T(KG)\ Z(T(KQ)).
i=0

Da der Beweis von Satz 2.32 konstruktiver Natur ist, kénnen wir ein solches = konkret

angeben. Seien 3;, X1 j), W) fiir alle j € 3p und v € Z wie im Beweis von Satz 2.32.

Dann gllt 60 = 61 = 62 = 1K und 63 = OK und X(l,j) = 5]'11}(14,]"1) fir allej € §,0 und

3 124 . 124 . 124

TR (fg) 4y (@ 5% (12'1)

J=0

erfiilllt das Geforderte.

Es gilt 13— (1g, v(13))a+1 = 13—4+1 = 10 und 12— (1, v(12))a+1=12—4+1 =9,
Aus Satz 2.25 folgt

i (fé) a, ii <1i1) a' € Z(T(KG)).

Aus (x) folgt, dass B in Beispiel 2.31 modulo Z¢(J (K G)) K-linear abhéngig ist.

Die rein zahlentheoretische Untersuchung der in Satz 2.32 auftretenden Funktion wurde
in Abschnitt 1.2.2 durchgefiihrt. Die Definitionen und Aussagen dieses Abschnitts ordnen
wir nun durch folgende Anwendung in den Kontext von p-Gruppen ein:

2.33 Definition. Sei G eine nicht-abelsche p-Gruppe, | € N mit |v2(G)| = p' und k € Ny
mit |y3(G)| = p*. Fiir alle H € G/v2(G) setzen wir
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2 p-Gruppen mit zyklischer Kommutatoruntergruppe

Den letzten Teil von Satz 2.32 kénnen wir nun wie folgt formulieren.

2.33.1 Bemerkung. Sei G eine nicht-abelsche p-Gruppe, vo(G) zyklisch, a € G mit
(a) = 72(G), 13(G) < 1(G)! und I € N mit p' = |y(G)|. Sei H € G/(G) und g € H
mit k(g) = p(H). Fiir alle m € pt — 1, existiert dann x € Aug(v2(G)) mit

o3 (I T g € 2 (TEGN\ Ziy (TG

2.33.2 Bemerkung. Es gilt |Zy| = |Ky(G)| fir alle H € G/v2(G).

Beweis. Ist pu(H) > k, so folgt die Behauptung direkt aus der Definition von Zp und
Satz 2.12. Gilt andernfalls pu(H) < k, so ist

Zi=p " U | { e B0, )R

J€k—p(H)
Wiederum folgt aus Satz 2.12 hieraus die Bemerkung. ]
2.34 Korollar. Sei G eine p-Gruppe, vo(G) zyklisch, v3(G) < v (G)Y, 1 € Ny mit
1%2(Q)| = p' und a € G mit {a) = 2(G). Sei H € G/v(G) und g € H mit k(g) = u(H).
Dann gilt:
(1) Ist w(H) # 0, so ist
P2l g )
1+ p -1\ . ,
! K-B Z(J(KG))N(H), .
{g;( N )a } asis von Z(J(KG)) N (H)
(ii) Ist u(H) =0, so ist
pl—1 v(m) 1 )
{gZ(l—'—p_l )aZ \{pl}} K-Basis von Z(J(KG)) N (H) . .

Beweis. Ist G abelsch, so gilt [ =0, u(H) =0, Z(J(KG))N(H); = Aug(H) = {Okc}
und Zy = {1}. Hieraus folgt Zy \ {p'} = 0 und damit die Behauptung.
Sei nun G nicht abelsch und k € Ny mit p* = |13(G)]. Ist m € Zg, so gilt

w

1.31(ii) Def. o
L =" mYurumo = m—(g,v(m)a+1

Aus Satz 2.25 folgt

Pl g )
t+p -1\
)

1=

m e Zy \ {pl}} CZ(J(KG)N(H) .
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2.2 Die aufsteigende Zentralreihe von J(KG)

Ist u(H) # 0, so gilt p' ¢ Zg und aus Bemerkung 2.33.2 und Satz 1.20 folgt

dim Z(J(KG)) N (H) . = | 2]

Ist u(H) =0, so gilt p' € Zy und ebenfalls aus Bemerkung 2.33.2 und Satz 1.20 folgt
dim Z(J(KG))N(H); = |Zu| — 1.
In beiden Féllen erhalten wir aus Bemerkung 1.23.2 (ii) das Behauptete. O
2.35 Satz. Sei G eine nicht-abelsche p-Gruppe, vo(G) zyklisch, v3(G) < %(G)*, 1 € N
mit |2(G)| = pt und k € Ny mit |y3(G)| = p*. Dann gilt fir alle H € G/v2(G) und
m € p:
(i) (myyg=m—p D 1 A mypy >1) <= meDy und

(iii) (myyg =m —p"™HF L2 A mypy >1) <= m¢ ZyUDy.

Weiter gilt fir alle H € G/v2(G) mit u(H) < k:

(iV) {Spk—u(H)—i-l +1 | s € pl—i-u(H)—k—l _pl—k—l‘} — DH¢H g (Iil‘\ (ZH U DH))¢H;

(v) ¥m € P\ {1} : [mipy] <2,

(Vi) Ky = (—(Zg \ {1}) +p' +2)U {spt—rIDTL 2| 5 € pHrutH)=h=1 _ pl=h=1 7 1

(vii) € =P\ (Kg U Dy U{1}),

(viii) Dy = Dty und

(ix) |€xl = p' = 2[Du| - |Zul.

Weiter gilt fir alle H € G/v(G) mit w(H) > k:
(x) Yyp,, ist injektiv,

(xi) Ey = p' — p!#UD 11\ {1} = Bild ¥yp,,,

(xii) Dy =0 und

(xiii) Kg = p!\p' —p#0H) +1,

Beweis. Samtliche Aussagen folgen direkt aus Lemma 1.33. m
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2 p-Gruppen mit zyklischer Kommutatoruntergruppe

Vor Satz 2.32 haben wir erldutert, dass unser bisheriges Vorgehen zur Bestimmung der
aufsteigenden Zentralreihe von J(KG) die Frage nach der K-linearen Unabhéngigkeit
gewisser Teilmengen von J(KG) modulo einem Glied der aufsteigenden Zentralreihe
aufwirft. Wir schildern nun, wie aus Bemerkung 2.33.1 und Satz 2.35 eine solche Frage
nach der linearen Unabhéngigkeit hervorgeht und auf welche Problematik innerhalb
der Gruppe G wir diese Frage zuriickfithren konnen. Das resultierende Problem ist die
Motivation des im Anschluss vorgestellten Satzes.

Voriiberlegung

Sei G eine nicht-abelsche p-Gruppe, 72(G) zyklisch, 13(G) < 12(G)*, a € G mit
(a) = 72(G), I € Nmit |1(G)| = p' und k € Ny mit |43(G)| = p*. Sei H € G/72(G) und
g € H mit k(g) = p(H). Wir setzen

Pl g )
. 1+ p -1\
S,

i=0
fiir alle m € N.

Nach Satz 2.35 (v) hat jedes m € p!\ {1} unter ¢y héchstens zwei Urbilder. Wir
betrachten nun Elemente aus p!\ {1}, die genau zwei Urbilder haben.

Ist w(H) > k, so gilt Dy = 0 nach 2.35 (xii). Gilt u(H) = 0, so gilt Dy = () nach 2.35
(iv) und (viii). Wir nehmen deshalb 0 < pu(H) < k an.

Sei dann m € Dy. In 2.35 (viii) und (iv) haben wir die Elemente aus p' \ {1} bestimmt,
die unter ¢ genau zwei Urbilder haben. Demnach existiert s € p/t#(H)=k=1 _ pi=k=1
mit m = spF~PEFL 11 Sei my := p!THH) o gphrE)FL gy = pl=F 4 gpb—r(F)+1 1 Es

gilt v(my) > k — u(H) + 1, me = —1 und damit v(msy) = 0. Es folgt
p

Pl S ik pp(ma) <pl—k — 1) = (g,v(my))a und
p”(ml) (pl_k . 1) > pk—u(H)-&-l (pl—k _ 1) _ pl—u(H) (p _pkz—l—H) > pl—u(H) = (g,v(mq))a.

Wir erhalten unter Anwendung von Lemma 1.29 (ii)
mivg =m=m;—(g,v(m1))a+1 und mepyg =m =mg—(g,v(mz))a+1. (2.17)

Wegen m € Dy folgt mipy = {my, ms}.
Wir unterscheiden nun zwei Falle:

(i) Es gelte m; = p'. Dann gilt mipy = m = p! — p =) £ 1 = |, (G)| — % + 1.
Nach Satz 2.27 gilt

9= lc € Zn(J(KG))\ Zna(JT(KG)).
Nach (2.17) und Satz 2.27 gilt

JWmy € Zn (T (KG))\ Zma (T (KG)).
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2.2 Die aufsteigende Zentralreihe von J(KG)

(ii) Es gelte m; # p'. Nach (2.17) und Satz 2.27 gilt
JWmy; GWmy € Z(T(KG))\ 21 (T (KG)).

Ist dann
{ g—lg, gwmQ} beziehungsweise { gwml,gwmQ}
modulo Z,,_;(J(KG)) K-linear unabhéngig?

Wegen k > 0 gilt [ > 1 und aus Bemerkung 2.24.1 (iii) folgt

() my— "™ = 1) < my — (g, v(ma))a = my — pHI) = gphmrIEDTL ynd

(#%) My — ) <y — (g, v(ma))a=my— (" 1) = sph )L
Wir erhalten fiir alle h € G:

(%),2. 25 1(1) —w(g,h)pt—HH)

hglg.h = haa w,,
9lg.oto mlz Sh—u(H)+1_ (T(KG)) g !

2222 K2 (i w(my) — 1
= hgwm,, + h . h i

Zz, ph—p(H)+1_ (j(KG')) gt + g(w(g )) Zz; (Spk pw(H)+1 _ l)a’ (218)
2.25.1(i) p'-1 ;
. .Elll h N h h ,L

Z h—u)+1_, (T (KG)) gwm + hgle(,h) i=0 (Sp’“—u(H)Jrl - l)a

und

h [9 h] m2 = hg g, h Q§ Z ( g 1) (—w(a,h)p'=*+1)i

1 )
2.23,2.26 i ‘
= hglg,h|sw,y, hglg.h h i
Z k—ui)+1_ (T (KG)) 9lghlewm, + hglg.hle(w(a >>m2¢z; <Sp’“—u(H)+1 — 1)@

[\

l-1 .
(**),225.1(ii) 1 i
= ))hgwm + hglg.hle(w(a, h))ma Z <Spk—u(H)+1 _ 1)a

2 pk—uiy+1_ (T (KG =0
!
2.25.1(iii)

p—1 .
. 7 .
= hgw,,, — hg(w(a, h a'.
2o wimrir iy 90ms T IR, (sp’f—MH)“—l)

=0

(2.19)

Da pu(H) < k gilt, ist ¢ nicht extremal. Nach Satz 2.14 ist damit hg extremal fiir alle
extremalen h € G. Insbesondere gilt fiir alle extremalen h € G:

by Z (s 1) # s (TG

71



2 p-Gruppen mit zyklischer Kommutatoruntergruppe

Fiir alle h € G, h extremal, erhalten wir aus dem Grundprinzip in Abschnitt 1.2.2 und
den Gleichungen (2.18) und (2.19):

Sind A, A2 € K mit A\i(g — 1g) + Aegwy € Z,_1(J(KG)) beziehungsweise \jgw; +
Xogwy € Z,, 1 (T (KGQ)), so folgt

)\1(«0(9, h) - )\QW(aa h) = OK

Um die Frage nach der linearen Unabhéngigkeit zu bejahen, reicht es daher nun die
folgende Aussage zu beweisen, fiir welche wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit
Z/pZ C K annehmen.

2.36 Satz. Sei G eine p-Gruppe, 12(G) zyklisch, v3(G) < 7(G)* und k € Ny mit
|v3(G)| = p*. Sei E die Menge der extremalen Elemente von G. Fiir alle H € G /v(G)
mit 0 < u(H) < k, g € H mit k(g) = w(H) und a € G mit {a) = 72(G) ist dann

Wa.0) > Plaa) K -linear unabhdngig.
Beweis. Sei H € G /v,(G) mit 0 < u(H) < kund g € H mit x(g) = u(H). Insbesondere

gilt dann c/(G) > 2 und g ¢ Z(G). Seien z,y, s wie in Satz 2.21 und a := [z,y]s. Dann
gilt a ¢ Z(G). Um den Satz zu beweisen, zeigen wir schérfer:

Kern Da.g)|p # Kern Da.a) -
Dafiir beweisen wir:
(*)  Esexistiert g € £ N Cg(a) mit ([9,9]s) = {9} ,Gls.

Nach Bemerkung 2.13.1 (iii) gilt dann g ¢ Kern Wa,g) > aber g € Kern Wigq) ;- Wegen
Ca(a) = Cq(1(G)) = Cq(b) fiir alle b € 75(G) mit (b) = ~,(G) reicht es daher auch den
speziell gewéhlten Erzeuger a zu betrachten.

Fiir alle u € G sei

ou = 0(uZ(G)7:(G)).

Sei  M; en in  Z(G)  enthalte-
nes Reprisentantensystem von

Z(G)v2(GQ)/72(G). Weiter existiert ein Ca(

in {xnlym | ny € 0, — 10, Ny € 0y — 10}

enthaltenes ~ Représentantensystem R ./ (z,)
von Z(G)(x,y) /Z(G)7:(G). Dann ist Z(G)
P

MRiMR, ein  Représentantensystem  von
Z(G)(z,y) /72(G). Nach (ii) in Satz
2.21 existiert nun ein in Cg(z,y) ent-
haltenes Reprisentantensystem Rz von

G/Z(G) (z,y). Sei R := KRR Dann ist vergleiche Bemerkung 2.21.2
R ein Reprisentantensystem von G/, (G).

m {lc}
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2.2 Die aufsteigende Zentralreihe von J(KG)

Seir € RN H. Fiir alle i € 3 existiert r; € N; mit r = ryrorz. Seien weiter my € o, — 1)
und moy € 0, — 10 mit ry = x™y"?

Unser néchstes Ziel ist es, Elemente h € G mit [{r} ,Gls = ([r,h|s) zu bestimmen. Sei
dazu h € G. Nach (ii) und (iii) in Satz 2.21 existieren t,v € Ny, w € Cg(z,y) mit
h = z’y'w. Nach Satz 2.21 (i) und Bemerkung 2.21.1 gilt y,r3 € Cg(12(G)). Hieraus
folgt

2

2.2 [xml,h]qs[ mg,h]eﬁ[r?nh]@

2.2 my m2
= [2™y"?r3,h]e

= [r17973,h]6

= [r,h]s € [{r},G]e.

[xml 73/t]05 [ym2 ’:C’U]® [T’g,ﬂ)]@

(2.20)

Da [{r},G|s eine zyklische p-Gruppe ist, folgt

[{r}.Gle = {™}, (9)]e = ([«™ yle) oder [{r},Gls = [{y™}, ()] = ([y™ wle) oder
{r},Gle = [{r3},Ca(z,y)]e = ([r3,w]e) fir ein geeignetes w € Cq(z,y).

Wir unterscheiden nun die drei Moglichkeiten:

(i) Es gelte [{r},Gle = [z ,y]s) (2:20) {[ry]e). Wir setzen g := y. Dann ist g extre-

mal nach Satz 2.21. Wegen u(H) > 0 gilt r ¢ Z(G) und folglich w,(r, §) # 0 nach
p
Bemerkung 2.13.1 (iii). AuBlerdem gilt § € C(a) nach Bemerkung 2.21.1.

(i1) Es existiere w € Cg(z,y) mit [{r},Gle = ([r3,0]s) (220 ([ra]e). Gilt dariiber
hinaus [{r} ,Gls = ([ ,y]s), so wihlen wir wie in (i) § := y. Wir nehmen daher

(ex) (2™ yle) < {r}.Gle

an. Ist @ extremal, so setzen wir § := @. Dann gilt § € Cg(a) nach Wahl von a.
Andernfalls ist w nicht extremal. Wir betrachten dann das nach Satz 2.14 extremale
Element §:= yw € Cg(a). Es folgt

(2.20) ok

(ryile) "2 (2™ ylolrsdle) = ([rsble) = {1} ,Cle.

Wie in (7) folgt auerdem w,(r, ) # 0.

p

(iii) Es gelte [{r},Gle = ([¥™*,x]s) (220 ([r,z]s). Dann gilt my # 0 geméfl unserer

Voraussetzung iiber H. Nach 2.21 ist y extremal, das heifit es gilt x(y) = I. Wir

erhalten
7] 2 |[{r} Gle| = [y ale)| * 2" |[{y™} .Glo| 2 |(y™)°]
2.10.1 l,,,(m)m2<0y oG | 2:21.3,2.21.1
101 vt TS )] 22 ).
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2 p-Gruppen mit zyklischer Kommutatoruntergruppe

Da wir aber u(H) < k voraussetzen, erhalten wir auch

P < 119 "€ g = (@)
und damit einen Widerspruch.

Insgesamt folgt also: Es existiert § € E N Cg(a) mit ([r.gle) = [{r},Gle. Damit ist die
Behauptung fiir das speziell gewahlte Reprisentantensystem R bewiesen. Satz 2.36 folgt
nun aus folgender Bemerkung. O]

2.36.1 Bemerkung. Sei R ein Reprdisentantensystem von G/v(G), § € Ca(12(G))

und r € R. Gilt dann ([r.gls) = [{r},Gls, so gilt {[9,0]s) = [{9} ,Gle = ([r.9]s) fir alle
g € r2(G) mit k(g) < k(r).

Beweis. Es gelte ([r,gls) = [{r},Gls. Sei g € ry(G). Dann existiert b € 42(G) mit

g =rb. Es folgt

IC02(@) |

9.6 = [rb.gls Z [1.9]5[b.]e r.dle.

Die Behauptung folgt aus Satz 2.9. O

Wir kénnen nun den Hauptsatz dieses Kapitels formulieren und beweisen.

2.37 Hauptsatz.
Sei G eine nicht-abelsche p-Gruppe, v2(GQ) zyklisch und v3(G) < v2(G)*. Fiir alle m € N
set

dy = dim(Z,,(T(KQ))/ Zm-1(T (KQ))).
Ist m € Nyq, so gilt

dy = HH | H € G/%(G), me 5~HH +2 HH | H € G/%(G), me ﬁHH

Sei l € N mit p = |y9(G)| und k € Ny mit p* = |13(G)|. Genauer gilt:
(i) Ist m e p)\ p' =p"F +1, so gilt

i) Istm € pl —pF + 1\ {1} und 1 # m # 2, so gilt
p p

= |G/72(G)]-

iii) Ist m € pt — p"=*F + 1\ {1} und m = 2, so gilt
£ F 7 »

A = [{H | H € G/%(G), p(H) > kY| + |{H | H € G/7(G), u(H) < k, m ¢ K }|.
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2.2 Die aufsteigende Zentralreihe von J(KG)
(iv) Istmep' —p=* + 1\ {1} und m = 1, so gilt
p

A = |{H | H € G/2(G), n(H) > K}
+2|{H | H € G/n(G), p(H) <k, m e Dy }|

+ HH|H€G/72(G)7 p(H) <k, mﬂiH}"

Beweis. Sei a € G mit (a) = 72(G). Fiir alle m € N sei

l

Pl i pp(m)
o L+ p -1\
wm._z( m_1 )

=0

Aus den bisherigen Uberlegungen dieses Kapitels erhalten wir die folgende Aussagen (I),
(IT) und (III):
Sei H € G/v2(G) und g € H mit x(g) = pu(H). Dann gilt:

(I) Sei u(H) > k und m € Ey. Dann ist m := m + p~#H) — 1 das Urbild von m
unter ¢y nach Satz 2.35 (ii) und (xi). Ist m < p, so gilt gw, € Aug(gy2(G)) nach
Bemerkung 1.22.5 und

g € Zn(J(KG))\ Zna(T(KG))
nach Satz 2.28.
Ist 1 = p!, so gilt wy, = 1¢ nach Lemma 1.28 (ii) und m = p! — p'=#(H) 41,
Es folgt gws, — 1¢ = g — 1a € Aug(g12(G) U Z(G)) und Satz 2.27 (iii) liefert
g—1g € Z,,(J(KG))\ Z,-1(T(KQG)).
(IT1) Sei u(H) < k und m € Ey. Nach Definition von Dy gilt p' € Dy. Also gilt
p € f)le} nach 2.35 (viii) und damit p! ¢ gHw;I. Sei daher m € p' — 1, das Urbild

von m unter ¥y. Nach Definition von £ und Bemerkung 2.33.1 existiert (das im
Beweis von Satz 2.32 konstruktiv konstruierte Element) x € Aug(y2(G)) mit

gwi + g € Zn(J (KG)) \ 2 (T (KG)).

AuBlerdem gilt gwy, + gr € Aug(gv2(G)).

(IIT) Sei p(H) < k. Ist u(H) = 0, so gilt Dyyy = 0 nach Satz 2.35 (iv) und damit
Dy = 0. Sei daher w(H) > 0und m € Dy. Seien m; und ms die Urbilder von m
unter ¥y. Ist my # pl # ma, so gilt gwp,, gwm, € Aug(gy2(G)) nach Bemerkung
1.22.5. Auflerdem gilt nach der Voriiberlegung zu Satz 2.36 und Satz 2.36:

JWmy; GWm, € Z(T(KG))\ Zpn 1 (T (KG))
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2 p-Gruppen mit zyklischer Kommutatoruntergruppe

und {gw,,, gWn, } ist modulo Z,,_1(J (K G)) K-linear unabhéngig.

Ist andernfalls ohne Beschriankung der Allgemeinheit m; = p! und m, < p', so gilt
g — 1lg € Aug(g72(G) U Z(G)), gwm, € Aug(gv2(G)) und wir erhalten ebenfalls
aus der Voriiberlegung zu Satz 2.36 und Satz 2.36:

g — 1G7gwm2 € Zm(j(KG)) \ Zm—l(j(KG))

und {g — 1g, gwm, } ist modulo Z,, 1(J(KG)) K-linear unabhéngig.

Diese drei Aussagen liefern zusammen mit Bemerkung 1.14.1 folgende Abschétzung fiir
alle m € Nyy:

d, > {H | H € G/w(G), m e 5H} ]+2 HH | H € G/7(G), p(H) <k, m & ﬁHH

2.85(xi) {H | H € G/(G), m e SH} \+2 HH | H € G/(Q), m e bHH.
(2.21)
Es folgt
. pl

dim J(KG) "2 dim Z2(T(KQ)) + Y dm

m=2
(2.21) i -
> dim Z(J(KG)) + Y |{H | H € G/0(G), u(H) > b, m € 5H}\

m=2

l

S 1 e 6@, wtin < ko me &)

m=2

+§_:2 {H | H €G/u(@), u(H) <k, me Dy}l

120@’2'33'2( S |ZH|>—1+ > Eul+ D> léul+ Y 2[Dal

HeG/v2(G) HeG/v2(G) HeG/v2(G) HEG /2(G)
w(H)>k p(H)<k w(H)<k

2.35(x),(xi ~ ~
D (S 2l 4 10ul) 1+ Y (12al + 2Dal + Enl)

HeG/vo(G) HeG/v2(G)
u(H)>k p(H)<k
2.35(ix) Z Z
HeG /v2(G) HEeG /v2(G)
w(H)>k w(H)<k
=[G| -1
=dim J(KG).

Also gilt in obiger Ungleichung (2.21) die zu beweisende Gleichheit.
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2.2 Die aufsteigende Zentralreihe von J(KG)

Mit Hilfe des Bewiesenen erldutern wir nun die Spezialisierungen. Fiir alle H € G/v2(G)
gilt:

(i): Ist p(H) < k, so gilt p'% € Zy und damit En C p' — p!=* + 1, nach Satz 2.35 (vi)
und (vii). AuBerdem gilt Dy C p! — p"~* + 1, nach 2.35 (viii) und (iv). Ist u(H) > k, so
gilt & = p! — p!=#UD 11\ {1} nach 2.35 (xi).

(ii): Tst u(H) > k, so gilt p! — p!=F + 1\ {1} C p' — p=#H) 4 1\ {1} = E. Ist u(H) < k
und m € pt —p!* + 1\ {1}, 2% m # 1, so gilt m ¢ Dy nach Satz 2.35 (iv), (viii) und
p p

m ¢ Ky nach Definition von Zy und 2.35 (vi). Nach 2.35 (vii) folgt dann m € Ey.

(iti): Ist w(H) > k, so gilt p! — p"* + 1\ {1} C p! — p! ) 4 1\ {1} = Ey. Tst w(H) < k
und m € pt — p=F + 1\ {1} mit m = 2, so gilt m ¢ Dy nach Satz 2.35 (iv) und (viii).
p

Dann gilt nach 2.35 (vii) m ¢ I@H genau dann, wenn m € €y gilt.

(iv): Ist w(H) > k, so gilt p +1\{1} Cp! — pUD L1\ {1} = . Tst p(H) < k
und m € pt —p!=F + 1\ {1} mit m = 1, so gilt m §é K nach Definition von Zy und
p

Satz 2.35 (vi). Dann gilt nach 2.35 (vii) m ¢ Dy genau dann, wenn m € &y gilt.

Aus
dy — HH | H € G/n(G), me &y )+2 HH | H € Gjy(G), w(H) <k, m € @HH

folgt dann in jedem der vier Félle die Behauptung. O]

2.37.1 Bemerkung. Sei m € p/\ {1}. Die Aussagen (I) - (III) im Beweis des Haupt-
satzes 2.37 liefern ein Verfahren zur Bestimmung einer Basis von Z,,(J(KG)) modulo
Zn 1 (J(KG)). Ist H € G/v(G) und m € Ey, so sei by das in der Aussage (I) bezie-
hungsweise (II) angegebene Element aus Aug(HUZ(G)). Ist H € G /72(G) und m € Dy,
so selen by ; und by die in Aussage (III) angegebenen Elemente aus Aug(H U Z(G)).
Sei

B,, = {bH | H € G/7(G), m e SH} U {bH | HeG/n(G),ie{1,2}, me zSH} .
Wir haben bewiesen, dass d,, = |[%B,,| gilt, indem wir ausgenutzt haben, dass

B,, C Z,(J(KG)) modulo Z,,_1(J(KG)) K-linear unabhéngig ist. Damit haben wir
also gezeigt:

B,, ist modulo Z,,_1(J(KG)) eine K-Basis von Z,,(J(KG)).
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2 p-Gruppen mit zyklischer Kommutatoruntergruppe

2.38 Beispiele. Seien G eine p-Gruppe, vo(G) zyklisch, I,k € Ny mit |y,(GQ)| = p',
|v3(G)| = p*. Fiir alle m € N sei

78

dyy = Aim(Z, (T (KG))/ Zpr (T(KG))).

1. Sei cl(G) = 2. Dann gilt k¥ = 0 und 13(G) < 1(G)* Wir erhalten fiir alle

H € G/%(G) mit u(H) = 0 (das heifit in diesem Fall H C Z(G)) nach Defi-
nition von Zy, Dy und Satz 2.35:

Zy=p, Dy =0 und I@H:&l\{l},also
Dy=0 und Ex = 0.

AuBerdem gilt Dy = () fiir alle H € G/7,(G) mit pu(H) > 0 nach 2.35 (xii). Wir
erhalten damit fiir alle m € Ny, aus Hauptsatz 2.37:

dp, =

{H | H € G/7(G), p(H) >0, m e éH} ]

PV H | H € GJya(G), p(H) >0, m < p — p=00 41}

. Sei |72(G)| = p. Dann gilt cl(G) = 2,1 =1 und k = 0. Wie im ersten Beispiel gilt

dann fiir alle m € N.q:
dn = |{H | H € G/%(G), n(H) >0, m < p' — pledH) 4 1}
— [{H | H € G/n(G), n(H) =1, m < '},
=|{H | H e K(G), |H| # 1}|

Dieser Spezialfall ist bereits aus der Diplomarbeit [23] bekannt und dort auf ande-
rem Weg bewiesen worden.



2.2 Die aufsteigende Zentralreihe von J(KG)

3. Seip>2,ne€Nyy, N:=Cpn. Dann gilt Aut(N) = E(Z/p"Z;-) und E(Z/p"Z; )
ist zyklisch mit |[E(Z/p"Z)| = (p — 1)p"~!. (Satz von GauB3 iiber die Existenz von
Primitivwurzeln, siehe zum Beispiel [4, Kapitel 2, § 5.].) Sei P nun die (zyklische)
p-Sylowgruppe von Aut(N). Dann operiert P auf N vermoge 5 : P — Sy, q — q.

Sei G := N x P. Insbesondere gilt |G| = p*"~L.
Seien z,y € G mit (y) = N, (z) = P und

y* — gL Es gilt G = (z,y) und (y)

P./ .
("} Gl ™2 (" ale) = (v""") ”(G%/p
26 13(G)

fir alle m € Np. Insbesondere gilt 1(G) =

(ly,x]s) = (), |72(G)| = p™~t. Schiirfer erhal-

ten wir 7.(G) = <ypcfl> fiir alle ¢ € N.,. Hieraus

folgt l =n — 1 und k = n — 2. Insbesondere gilt Z(G)
cd(G) =n.

Es ist

R = {ymlme | myep— 10,m2 c pn_l — 10}

ein Représentantensystem von G/7;(G). Die bisherigen Uberlegungen zeigen, dass
x und y die Bedingungen von erfiillen und R dariiber hinaus ein solches wie im
Beweis von Satz 2.36 konstruiertes Repriasentantensystem ist.

Nach Satz 2.21 sind insbesondere x und y extremale Elemente von G.

Sei my € p— 1, und my € p"~! — 1. Es gilt

(#)  (y™a™ ale) = (™ le) 2 {y™},Gle und
(y™am yle) = ([z™ yle) Z [{2™},Cle.

Es folgt

(%), 2.9

m ﬁ y™ extremal V z™? extremal

y"ta™? extremal

(2.22)

2<:>'10'1 my#0 V pj(m2
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2 p-Gruppen mit zyklischer Kommutatoruntergruppe

und damit
{H | H € G/n(G), p(H) > k}|
U {H | H € G/n(G), p(H) =1}
= |{H | H € K(G), H extremal }‘

(2:22)
[{(n1,n2) |mi €p—1,, na€p™ ' =1, 1 #0 V ptny}| (2.23)

= (- Dp" " (" - 1)
=(p-1@"" +p"7?)
— pn _pn—Q'

Fir alle H € G/72(G) mit p(H) < k gilt

DH 2-35("2)7 (iv) {Spnflfﬂ(H) +1 ’ s E pN(H) _ 1} ,

Zy X {cp7|j€n—2—u(H)0,s€]_9‘} und

Ka "2V (<(2a\ (1) +9' + DU {57 42 s e p ™ -2}
Sei m € p" !\ {1}. Es gilt | — k = 1. Dann folgt aus den Spezialisierungen von
Hauptsatz 2.37:
(i) Ist mep™ '\ p" ' —p+1,so gilt
dy = |{H | H € G/%(G), p(H) >k, m < p' —p"H) 11}
=|{H | H ¢ G/%(G), p(H) =1, m<p" '}

(2:23)
="p'—p"

(1) Ist m e p" ! —p+ 1 und 1 £ m £ 2, so gilt
p P
= |G/%(G)| =p".
(#1) Ist m € p" ! —p+ 1, und m = 2, so gilt
— p

dn 2 g —p 24 |{H | H € G/0(G), u(H) < b m ¢ K|

() Ist m e p" ' —p+1 und m = 1, so gilt
— p

(2.23) n n—
dm = p =P 2

2 |{H | H € G/(G), u(H) <k, me Dyl

+ {1 | H € Gln(G), i) <k om ¢ Py}

3¢ sei hier die Eulersche (-Funktion
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2.2 Die aufsteigende Zentralreihe von J(KG)

Zum Schluss dieses Kapitels geben wir noch ein konkretes Zahlenbeispiel fiir das
dritte Beispiel an: Sei p = 5 n = 4, N = (g5, P die 5-Sylowgruppe von
Aut(N) = Csp0 und G := N x P. Seien z,y € G mit (y) = N und (x) = P.
Es gilt (y°) = 12(G), [72(G)| = 125 und

R = {y™a™ | my € 4y, ma € 1244}
ist ein Reprasentantensystem von G/v,(G).
Nach Gleichung (2.23) gilt
{H | H € G/%(G), n(H)=3} =|{H | H € K(G), H extremal }| = 600.

Sei my € 49 und my € 124. Nach Gleichung (2.22) gilt

y"™ ™ nicht extremal <= m; =0 A p|ma.

AuBlerdem gilt
{z"}.Gle € {z"y"} . Glo
fir alle v, v € Nj.

Zusammen mit Satz 2.9 folgt k(g) = p(H) fir alle H € G/v(G) und g € RN H.
Wir erhalten fir alle s € {0,1,2}

{H | H € G/(G), p(H) = s} = |{ (") | a € 1245, |(=7) ] =}
*21 |y | s € 125, s = 3 — v(ig) }]
= [{ma | Mg € 5%, v(ihy) =3 — s}

_ S0(537(375))

Es folgt

{H | H € G/(G), p(H) =2}

{H | H € G/%(G), p(H) =1} =4,

{H | H € G/n(G), u(H) =0} =1
Mit Hilfe von Satz 2.12 und Satz 1.20 (iii) konnen wir dim Z(J (K G)) ermitteln:
Nach Satz 2.12 gilt

5 falls p(H) =2
IKu(G)| =49 falls u(H) =1, (2.24)
13 falls u(H) =0

Aus Satz 1.20 (iii) folgt
dim Z(J(KG)) = -1+ 600 +5-20+9 -4 + 13 - 1 = 748,
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2 p-Gruppen mit zyklischer Kommutatoruntergruppe

Es ergeben sich aus Beispiel 3 damit die in folgender Tabelle aufgelisteten K-
Dimensionen fiir die Faktorrdume der aufsteigenden Zentralreihe von J(KG).
In jeder ,ungeraden“ Spalte repriasentiere die Ziffer ¢ den Faktorraum
Z(J(KG))/Z;-1(J(KGQG)). Die Spalte rechts daneben gebe dann jeweils die K-

Dimension dieses Raums an.

Dimensionen der Faktorrdume in der aufsteigenden Zentralreihe von J(KG):

1 ] 748 | 26 | 649 || 51 | 649 || 76 | 649 | 101 | 649
2 1600 | 27 | 600 | 52 | 600 || 77 | 600 || 102 | 600
31625 || 28 | 625 || 53 | 625 || 78 | 625 || 103 | 625
4 1625129 625 || 54 | 625 || 79 | 625 | 104 | 625
o | 625 || 30 | 625 || 55 | 625 || 80 | 625 || 105 | 625
6 | 645 || 31 | 645 | 56 | 645 || 81 | 645 || 106 | 645
7 1605 | 32| 605 | 57| 605 | 82 | 605 || 107 | 600
8 | 625 || 33 | 625 || 58 | 625 || 83 | 625 || 108 | 625
9 1625 || 34 | 625 || 59 | 625 || 84 | 625 | 109 | 625
10 | 625 | 35 | 625 || 60 | 625 || 85 | 625 | 110 | 625
11 | 645 | 36 | 645 || 61 | 645 || 86 | 645 || 111 | 645
12 | 605 || 37 | 605 || 62 | 605 || 87 | 605 | 112 | 600
13 1625 || 38 | 625 | 63 | 625 || 83 | 625 || 113 | 625
14 1625 | 39 | 625 || 64 | 625 || 89 | 625 || 114 | 625
15 | 625 | 40 | 625 || 65 | 625 || 90 | 625 || 115 | 625
16 | 645 | 41 | 645 || 66 | 645 || 91 | 645 || 116 | 645
17 | 605 | 42 | 605 || 67 | 605 || 92 | 605 | 117 | 600
18 1625 || 43 | 625 | 68 | 625 || 93 | 625 || 118 | 625
19 | 625 | 44 | 625 || 69 | 625 || 94 | 625 | 119 | 625
20 ] 625 || 45| 625 || 70 | 625 || 95 | 625 || 120 | 625
21 1 645 || 46 | 645 || 71 | 645 || 96 | 645 || 121 | 645
22 1605 || 47 | 605 || 72 | 605 || 97 | 605 || 122 | 600
231625 || 48 | 625 || 73 | 625 || 98 | 625 || 123 | 600
24 1625 (149 | 625 || 74 | 625 || 99 | 625 || 124 | 600
251625 || 50 | 625 || 75 | 625 || 100 | 625 || 125 | 600
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3 p-Gruppen mit
p-elementar-abelscher
Kommutatoruntergruppe

In diesem Kapitel sei K stets ein Kérper mit char K = p.

Wir untersuchen im Hinblick auf die aufsteigende Zentralreihe von J(KG) die Klasse
von p-Gruppen G mit 1,(G) = C, x C,. Dabei kénnen die Nilpotenzklassen 2 und 3 der
Gruppe G auftreten. Geméf dieser Unterscheidung ist dieses Kapitel in zwei Abschnitte
unterteilt.

3.1 Nilpotenzklasse 2

Nach einer kurzen Einfithrung iiber p-Gruppen G mit Nilpotenzklasse 2 und p-elementar-
abelscher Kommutatoruntergruppe beliebiger Méchtigkeit legen wir unser Hauptaugen-
merk auf den Fall ,(G) = C, x C,. Mit in Kapitel 2 bewidhrten Methoden werden wir
die aufsteigende Zentralreihe von J(KG) in 3.11 bestimmen.

3.1 Lemma.

Sei G eine Gruppe. Fir alle h € Z5(G) gilt e
11} Clo = {lhgle |9 € G} 9 C. P &)
Sei N < Z(G). Fiir alle H € Z5(G)/N und h € H gilt dann " Z(6)
[H.Clo = {[hgle | g € G} 2 6. 'y
m {lc}

Insbesondere folgt: Ist H € Z5(G)/N, so gilt h“ = h[H,G]e fiir alle h € H.
Ist G endlich, so gilt |h%| = |hC| fiir alle H € Z5(G)/N und h,h € H.

Beweis. Sei h € Z5(G). Fiir alle g1, 92 € G gilt [h,g1]s, [h.¢2]e € Z(G) und damit

hgr)elhgale 2 [hgiga)e.

Also ist [h,-]e : G — 72(G) ein Homomorphismus mit Bild[h,-]e = {[h.9]s | ¢ € G}. Aus
{h},Gls € Z(G) folgt die Normalteilereigenschaft.
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3 p-Gruppen mit p-elementar-abelscher Kommutatoruntergruppe

Sei N < Z(G), H € Z5(G)/N und h € H. Wegen N < Kern[h,"]¢ induziert [h,-]¢s einen
Homomorphismus [H,|g : G — 72(G) mit {[h,g]s | g € G} =Bild[H,-]s C Z(G).

Die zusitzlichen Aussagen folgen nun aus h® = h{[h.gls | g € G}. O
Das folgende Lemma stammt aus [15, Kapitel 2, Satz 2].

3.2 Lemma.
Sei G eine nicht-abelsche p-Gruppe. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Bs gilt |y(G)] = p.

(ii) Jede nichtzentrale Konjugiertenklasse hat die Linge p.

Die folgende Bemerkung ist eine unmittelbare Konsequenz.

3.2.1 Bemerkung. Ist G eine p-Gruppe mit |%(G)| = p?, so enthilt G extremale
Elemente. O

3.3 Lemma. Sei G eine p-elementar-abelsche Gruppe, G # {15}, 1 € N mit |G| = p' und
{ao, ..., @11} eine Z/pZ-Basis von G. Seien mg, ..., my_1,co,...,c1 € p— 1. Fiir alle
ko,..., ki1 € Z setzen wir

-1 .
W(ko,....k1—1) = Z (H (2) agi) |

0<jo,-pji—1<p \i=0

Dann existiert

-1 -1
r € R:= <w(k0 77777 ki_1) ViEZ—loikiE@‘O, Zk2§_2+ mz>
i=0 i=0 K

mait
-1 j -1
( ji*ci —
Z H <m> al o w(mo 7777 ml—l) + Z Czw(mo 7777 ml_l ----- ml—l) + €.
0<joy-ji—1<p \i=0 t i

Beweis. Es gilt unter Ausnutzung der Distributivgesetze in KG

' Ji—e; | 125 [ Ji +¢i Ji
J )= C0))

()T

0<jo,pji—1<p \i=0 i=0 \ji=0

Fir alle i € [ — 1, und j; € p — 1, gilt

Jit 6\ 121 x= (G Ji _{Ji ( Ji — (i Ji
< m; ) N kzo (k’z) <mi - k2> N <mz) o (m,- - 1) +,€ZQ (h) (mi = kz)
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3.1 Nilpotenzklasse 2

Es folgt

(502

Ji=0

(£ £ E(OEC)

Durch Ausmultiplizieren erhalten wir nun: Es existiert x € R mit

(S ()

LD ) £ () (2)9)

0<50,--5J1— 1=0 =0 0<jo,..-Jji—1<p

del-1y,
i#d
-1
= W(mg,...,m;_1) +chw(mo mi=1,.my_y) T T
=0
O
3.3.1 Bemerkung.
-1
(i) Ist > m; <l(p—1) =1, 50 gilt Wing,..m_,) € T(KG).
i=0
-1
(ii) Es gilt wp-1,. p-1y = [[al .
i=0
Beweis. (1) Sei (jo, .-, Ji—1)p : Z]zp fiir alle jo,...,J51-1 € p— 1. Dann gilt
=0
Gow - i) \ T g | 27
1.22 Oy -+-9J1—1 B .22,
Womg o) = Y ( ) [Ta) € g(KG).
0<i X (m07 e, My — 1) 7
<Jos-Ji—1<p i=0
(ii) folgt unmittelbar aus der Definition von w1, p—1). O

n [22, S.140] weist Shalev nach, dass cl(J(KG);*) = l(p — 1) + 1 im Fall p > 5 fiir
eine p-Gruppe G mit cl(G) = 2 und elementar-abelscher Kommutatoruntergruppe der
Ordnung p' gilt. Der folgende Satz legt somit an dieser Stelle eine Vermutung nahe, wie
man Basen fiir die einzelnen Glieder der aufsteigenden Zentralreihe finden kann.
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3 p-Gruppen mit p-elementar-abelscher Kommutatoruntergruppe

3.4 Satz. Sei G eine p-Gruppe, cl(G) = 2 und es gelte v(G) = C’Ilg fiir ein geeignetes
[ € N. Sei weiter {ag,...,a;_1} eine Z/pZ-Basis von vo(G) und

-1 ,.

Ji i

o= ¥ (L))
0<50,-.,J i=0 v

s J1—1<P

-1
fiir alle ko, ..., ki1 € Z. Seien mg,...,my_1 €p—1,. Ist Y m; <I(p—1)—1, so gilt
i=0

K CZ,. KG)).
Gw(mo ..... mp_q1) = (ZZ mz)+1<j< G))

=0

Auflerdem gilt

J(KG) = Zip1)1 (T (KG)).

Beweis. Fiir den ersten Teil des Satzes reicht es gw(m,,..m, 1) € Z 11 (J(KGQ)) fir

----- (;0 ml)+1
alle g € G zu zeigen.
-1 -1
Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach > m;. Ist > m; = 0, also m; = 0 fiir
=0 =0

alle 2 € [ — 1, so gilt nach 1.5 fiir alle g € G

gwo,...0) = g Z HCL]’ = 9272 J(KGQG)).

0<j0,-.-,J1—1<p =0

-1
Seien nun Y m; > 0 und g, h € G. Induktiv diirfen wir
i=0
h €2, KG)CZ, KG
JW(ko,....k1—1) (lgkz>+1(j( )) = (l::mi) (j( ))
-1 -1
fiir alle k; € p — 1, @ € [ = 1y, mit ) k; < ) m; annehmen.
i=0 i=0
-1
Es existieren ¢y, ..., ¢ 1 € p— 1, mit [g,h]e = [] a; “. Wir erhalten
i=0
c(G)=2
hglg.MeWimy. miy = 1glgMeWmne,...mi_1)

-1 j
i SR
=t % ()
. - 5 my
0<j0,.-Ji—1<p “i=0
3.3, Igi.vor.

2(171 ) (J(KG))

=0
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3.1 Nilpotenzklasse 2

-1
Ist nun > m; < I(p—1) — 1, so folgt gwum,...m_,) € J(KG) nach Bemerkung 3.3.1.

-----

=0
Nach dem im Eingangskapitel erlauterten Grundprinzip folgt hieraus der erste Teil der

Behauptung.
-1 =1

Ist Y- m; =1(p—1), das heiBt mg = ... =my_1 =p—1, so gilt w1, p-1) =[] affl,
i=0 i=0

alsozu(p_l »—1) € J(KG). Dann gilt aber gwg,_1,. p-1) — la € Zip—1)41(J (K G)) nach

777777777

Abschnitt 1.3. Also enthélt Z;;,—1)11(J (KG)) eine K-Basis von J(KG). Satz 1.8 liefert
nun die Behauptung. O]

3.4.1 Bemerkung. Fiir alle g € G, a € 1 (G) gilt

a'wmm, = wmm, .
JaW(my,...,my 1)2171 (j(KG))g (mo,...,m—1)
(Z "”i)
1=0
-1
Beweis. Es existieren co,...,¢1 € p— 1, mit a = []a;“. Aus Satz 3.4 und Lemma
i=0
3.3 folgt die Behauptung. O

3.5 Lemma. Sei G eine p-Gruppe, v2(G) = C, x C,, cl(G) = 2 und es ezistiere g € G
mit |g%| = p.

(i) Fir alle h € G, h extremal, mit C(h) \ Ca(g) # 0 ist hg extremal.
Insbesondere gilt:

(ii) Ist h € G\ Cgs(g), so gilt: h extremal <= hg extremal.
(iii) Ist g € G\ Cglg) mit |§%| = p, h € Ca(g) mit h extremal, so ist hg extremal.

(iv) G\ Cg(g) enthdlt ein extremales Element.

Beweis. (i) Sei h € G, h extremal, mit Cg(h) \ Cg(g) # 0, x € Cg(h) \ Cs(g). Nach
Lemma 3.1 gilt ¢ = g[{g},G]e und folglich

(hg.ale) 2 (lg.2le) "7 [{g} Glo # {16} -

Sei a := [g,2]s. Da h extremal ist, existiert daher y € G mit

b= [hgyle = [hylelgyle € 12(G)\ (a).

Folglich gilt {a,b) = 72(G). Aus Lemma 3.1 folgt (hg)® = hgy(G), also die Extremalitit
von hg.
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3 p-Gruppen mit p-elementar-abelscher Kommutatoruntergruppe

(ii) Sei h € G\ Cg(g). Dann gilt h € Cg(h) \ Cg(g) und aus (i) folgt die Implikation
,="“. AuBerdem gilt |(g71)%| = p und hg € Cg(hg)\Ca(g~'). Durch erneutes Anwenden
von (i) folgt hieraus die andere Implikation.

(iii) Es sei § € G\ Cg(g) mit |§9] = p und h € Cg(g) mit h extremal. Dann gilt
g € Ca(h)\ Ca(g), also Cg(h) \ Ca(g) # 0. Die Behauptung folgt aus (i) mit g statt g.
(iv) Nach Bemerkung 3.2.1 existiert h € G, h extremal. Ist h ¢ Cg(g), so ist nichts zu
zeigen. Andernfalls gilt h € Cg(g). Sei § ¢ Cq(g). Ist g extremal, so ist nichts weiter
zu beweisen. Im anderen Fall gilt |§9| = p. Dann gilt hj ¢ Cg(g) und nach (iii) ist hg
extremal. ]

3.6 Lemma. Sei G eine p-Gruppe, 72(G) = C, x C,, cl(G) =2 und g € G extremal.
Dann existiert fiir alle a € 2(G) ein h € G mit hg extremal und [g,h]e =

Beweis. Sei a € v2(G). Ist a = 1g, so wihlen wir h := 1g. Wir nehmen daher nun
a # lg an. Da g extremal ist, existiert h € G mit [g, h]@ =a Dag ¢ Cg(hg) gilt
folglich |(hg)%| > p. Ist hg extremal, so withlen wir  := h. Andernfalls gilt |(hg)%| = p
und es gilt g € G\ Ce(hg). Nach ( ) in Lemma 3.5 ist dann ghg extremal, also auch
(ghg)g = hg Setzen wir in diesem Fall daher h := hg, folgt hieraus die Behauptung. [

3.7 Lemma. Sei G eine p-Gruppe, v2(G) = C, x C,, cl(G) =2 und es existiere g € G
mit |g%| = p. Sei b € [{g},Gls \ {1} und a € v(G)\ (b). Dann ist

p—1 p—1 .
{gZZ( ) ij‘kEp—lo}
=0 j=
eine K -Basis von Z(J(KG)) N (g72(G)) &
Beweis. Es gilt v,(G) = (a) (b) und nach Lemma 3.1 gilt g = g (b). Wegen
p—1 p—1 Z p—1 p—1 l—|—jp
a2 g ( )W

fir alle & € p — 1, ist B nach 1.23.2 K-linear unabhéingig. Aulerdem erhalten wir aus
Lemma 3.1: (ga’)¥ = ga' (b) fiir alle i € p — 1. Ist nun k € p — 1, , so folgt

gpl p-l (;) =Y g ((2) aigbj) € Z(J(KG)) N {g72(G)) ¢

i=0 j=0 i=0

-

GZ(J(KG))O(;';(G’))K nach 1.5

120

Wegen |B| = p = 2L 21K, 6)(G)| Y dim Z(J(KG)) N {g72(G)) . folgt die

Behauptung aus der K-linearen Unabhéngigkeit von ‘B. O]
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3.1 Nilpotenzklasse 2

3.8 Definition. Fir alle m € 2p — 2, sei
S(m) = {(r,s)|[r,sep—1, m=r+s}.

Lemma 3.7 zeigt bereits, dass die im Satz 3.9 in (ii) auftretende Bedingung fiir die dortige
Aussage notwendig ist. Tatsédchlich ist sie aber auch hinreichend und ein Bestandteil des
fiir den Hauptsatz dieses Abschnitts wichtigen Satzes:

3.9 Satz. Sei G eine p-Gruppe, 12(G) = C, x Cp, cl(G) =2 und g € G\ Z(G). Sei
be {9} ,Gle \ {lc} und a € v(G) \ (b). Fiir alle r,s € Z setzen wir

PRGN
Wrs) = Z <T> (S) a't’.
<

(2 J=
Seim € 2p — 3. Dann gilt:

(i) Ist g extremal, so ist
{gw(m) ‘ (r,s) € E(m)}
modulo Z,(J(KG)) K-linear unabhingig.
(ii) Ist |g%| = p, so ist
{0 | (r,5) € B(m), 5+ 0}
modulo Z,(J(KG)) K-linear unabhingig.

(i) Es gilt g — 1g ¢ Z9p_o( T (KG)).

Beweis. Es gilt v2(G) = (a) (b). Ist m = 0, so gilt X(m) = {(0,0)} und die Aussage (i)
folgt in diesem Fall aus

p—1 p—1 . .
) J .. 1.5
a't! = G) € Z(J(KG 0 ) 3.1
293 (6)(§)a =9 () € 2(7(66))\ (0xc) (3.)
Sei zunéchst 0 < m < p. Fiir alle kK € myg sei A\, € K und es gelte
> MegWikm—r) € Zn(T(KG)). (3.2)
k=0

Um zu beweisen, dass
{gw(k,m,k) | k € mo} modulo Z,,(J(KG))

K-linear unabhéingig ist, ist also A\, = O fiir alle & € my zu zeigen.
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3 p-Gruppen mit p-elementar-abelscher Kommutatoruntergruppe

Fiir alle h € G seien ho, by € p — 1, mit [g,h]e = a~"b=™_ Dann gilt fiir alle h € G:

hglg.h|e Z )\kw&m_k) QD= hga~hop=" Z AW (lem—k)
k=0 k=0
B NS heSS Ak h S Ak
20 AT KS) gkz:% kW (km—k) T gkz:% kOW(k—1,m—k) + g kz:; kMW m—k—1)
m m—1 m—1
= hg Z AW (km—k) + hg Akt 1hoW(km—k—1) + hy Z AP W ke m—k—1)
k=0 k=0 k=0

3
L

=hg Y MWty +hg Y (Mestho + Aeh) Wi m—r—1)-
k=0

B
I
o

Aus obiger Annahme (3.2) und dem Grundprinzip erhalten wir

3

()\k+1h0 + /\khl) hgw(km_k_l) - mel(j(KG)) (33)
0

i

Sei nun p < m < 2p — 3. Dann gilt r # 0 # s fiir alle (r,s) € ¥(m). Sei dann \; € K
firalle ke {m—p+1,...,p—1}, A, := 0, A\, := 0 und es gelte

p—1
D MgWamon € Zna(T(KG)).

k=m—(p—1)

In diesem Fall erhalten wir analog zur obigen Rechnung

p—1
(Akt1ho + Arha) hgwim-—r—1) € Zm1(T(KG)) (3.4)

k=m—p

fiir alle h € G.

(i): Sei g extremal. Wir zeigen die Behauptung durch einen Induktionsbeweis nach m.
Der Induktionsanfang m = 0 folgt dabei aus Gleichung (3.1).

Sei nun 0 < m < p.
Induktiv diirfen wir fiir alle h € G mit hg extremal annehmen:

{hgw(r,s) | (r,s) € X(m — 1)} ist modulo Z,,_1(J(KG)) K-linear unabhéngig.

Aus Gleichung (3.3) folgt dann Ay 1hg + A\ghy = O fiir alle k € m — 1.

Nach Lemma 3.6 existieren h,h € G, hg und hg extremal, mit (ho,h1) = (1,0) und
(ho, h1) = (0,1). Aus der Extremalitét von hg folgt

)\k+1 = OK fir alle k € m — 10,
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3.1 Nilpotenzklasse 2

also A\, = 0 fiir alle k € m,.

Aus der Extremalitiit von hg folgt
)\k = OK fir alle k € m — 10,

also insgesamt A\, = O fiir alle k € my.

Den Fall p < m < 2p — 3 kann man auf dhnliche Weise mit Hilfe der Gleichung (3.4)
verifizieren: Aus der Extremalitdt von hg kénnen wir induktiv hier bereits auf

Mep1 = Ok firalle k € {m —p,...,p— 1}

schlieflen, das heifit auf A\, = Ok fir alle k € {m — (p —1),...,p}.

(ii): Sei |g%| = p.

Nach 3.5 (iv) existiert h € G\ Cg(g) mit h extremal. Nach 3.5 (ii) ist dann auch hg
extremal. Nach Lemma 3.1 gilt |[{g},G]s| = p, also (b) = [{g},G]s, insbesondere also
ho = 0 und h; # 0.

Ist 0 < m < p, so folgt aus Gleichung (3.3) und der bereits bewiesenen ersten Aussage
nun A\, = Og fiir alle £ € m — 1,,. Man beachte, dass wir nicht auf \,, = Ox schlieSen
kénnen.

Ist p < m < 2p — 3, so folgt aus Gleichung (3.4) und Aussage (i) A\p = O fiir alle
ke{m—-(p—1),....,p—1}.

(iil) Es gilt wg—1,-1) = a? 1P~ Wie in (i) und (ii) existiert nach 3.6 bezichungsweise
3.5 (iv) und (ii) h € G mit hg = 0, hy # 0 und hg extremal. Es folgt

c(G)=2 _
hg[g,h]@w?pfl’pfl) =" hgb hlw(p_l’p_l)
3.3,3.4
- hgwp—1,p-1) + hghiwep_1 p—
Zap—3(T(KG)) JW(p-1,p-1) T NGIW(p—1,p-2)
@)
# hgwp-1.p-1)
Zap—3(T(KG))

und damit nach dem Grundprinzip

9-la, =0 (00— 16) & Zya(T(KG)).
O
Als Korollar erhalten wir aus Satz 3.9 (iii) und Satz 3.4 ein Resultat aus [21]:
3.10 Korollar. Sei G eine p-Gruppe, v2(G) = C, x C, und cl(G) = 2. Dann gilt
A(TJ(KG);x) =2p — 1.
O
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3 p-Gruppen mit p-elementar-abelscher Kommutatoruntergruppe

3.11 Hauptsatz. Sei G eine p-Gruppe, cl(G) = 2, v2(G) = C, x Cp, m € 2p — 1\ {1},
d die Anzahl der Konjugiertenklassen der Ldnge p und

dyy = dim(Z, (T (KG))/ Zpr (T(KG))).

Dann gilt
G- 12(G)| d
e B o P R s m < p,
@ MEmEP
dy =
G| - |Z(G
(2p — m)w falls m > p.

Beweis. Wegen cl(G) = 2 gilt %(G) C Z(G). Sei R ein Reprisentantensystem von
(G/7%(G)) \ (Z(G)/7%(G)). Dann ist e := |{g | g € R, g extremal }| die Anzahl der

extremalen Konjugiertenklassen und d = p H glgeR, |¢g¢ = p}‘ nach Lemma 3.1.

Wir halten zunéchst fiinf einfache Beobachtungen fest.

(i) Fiirallen € 2p — Lgilt |S(n— 1) = {Zp . gi Z i;
(@) [K(G)| = |Z2(G)[ +d +e,

(ii1) (G)R={g| g€, |¢g° >p},

(iv) e+ ¢ =R = CHZED und

2p—2

) XI5 =p* -1

Fiir alle g € R sei by € [{g}.Gls \ {1¢} und a, € 12(G) \ (b,). Fiir alle r, s € Z sei

Ist dann m < 2p — 2, so folgt aus Satz 3.4
B,, = {gwg’(m) | (r,s) € ¥(m—1), g € R, s> 0 falls ]gG| :p} C Z.(J(KG))

und B, ist modulo Z,,_;(J(KG)) K-linear unabhéingig nach Satz 3.9 und Bemerkung
1.14.1. Nach Satz 3.4 gilt aulerdem

B i={g—1la|geR}C 21 (T(KG))

und B’ ist modulo 2y, o(J(KG)) K-linear unabhéngig nach Satz 3.9 und Bemerkung
1.14.1.
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3.1 Nilpotenzklasse 2
Folglich gilt
Gy > || = (e|z< = 1)+ 2 15(m - 1] - 1)) ,
falls m < p und
d
Q> %] = ( ' ]—9) S(m —1)|,

falls m > p gilt.

Es folgt
dim J(KG) *2 dim Z(J(KG)) + QPZ_: dim(Z,(J(KG))/ 2, 1(T(KQ)))
EIete >|—1+;(e|zn—1>|+ (500~ 1l - )
+ Zfzpi(wr >!E n—1)]
k@G >|—1+\%|2:Z§|zn—1>l——( )

i), (v d
( )’()|Z(G)|+d+e—1+|my(p2—1>—d+];

YNZ(@) =1+ ()R
’L’L’L ’G|_1
=dim J(KG).

Damit liegt in obigen Ungleichungen Gleichheit vor und die Behauptung folgt aus ()
und (iv). O

Im Beweis von Hauptsatz 3.11 haben wir die K-lineare Unabhingigkeit der Menge
B, C Z,(J(KG)) modulo Z,,_1(J(KG)) im Fall m < 2p — 1 und der Menge B’
modulo 2y, o(J(KG)) ausgenutzt. Da sich herausgestellt hat, dass die Dimension von
Zn(J(KQ))/Zm-1(J(KG)) beziehungsweise von J(KG)/Z2_o(T(KG)) gleich der
Machtigkeit dieser Menge ist, haben wir schérfer bewiesen:

3.11.1 Bemerkung.

(i) Ist m < 2p—1, so ist B, modulo Z,,_1(J(KQG)) eine K-Basis von Z,,(J(KG)).
(il) B’ ist modulo Zs,_o( T (KG)) eine K-Basis von J(KG).
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3 p-Gruppen mit p-elementar-abelscher Kommutatoruntergruppe

3.12 Beispiel. Sei G := Dg x Dy (direktes Produkt von Diedergruppen der Ordnung
8) und K ein Korper mit char K = 2. Es gilt 1»(Ds) = Cy = Z(Ds) und damit
72(G) = Cy x Cy = Z(G). Insbesondere gilt cl(G) = 2. Wegen |Z(Dg)| = 2 enthilt
Dg somit genau drei (extremale) Konjugiertenklassen der Linge zwei. Es folgt

{9919 € G, klg)=2}|=3-3=09,
{g% g€, nlg)=1}=3-2+3-2=12 und
{91 9€G, rlg)=0}|=2-2=4.

G| —12(G)] 64—4

Es gilt = = 15. Aus Satz 1.5 und Hauptsatz 3.11 erhalten wir
72(G))] 4

3.2 Nilpotenzklasse 3

In diesem Abschnitt untersuchen wir p-Gruppen G mit 72(G) = C, x C, und cl(G) = 3.
Eine Bestimmung der Faktorrdume in der aufsteigenden Zentralreihe von J (K G) gelingt
uns in Hauptsatz 3.22 dabei in dem Fall, dass p > 2 gilt und Cg(712(G)) abelsch ist.
Obgleich dieser Einschrénkungen setzen sich die Dimensionen der Faktorrdume in der
aufsteigenden Zentralreihe von J (K G) bereits wesentlich unzugénglicher zusammen als
im Fall der Nilpotenzklasse 2.

3.13 Lemma. Sei G eine endliche nilpotente Gruppe und g € G mit |g%| = p. Dann

gilt
72(G) < Calg) 4 G.
Beweis. Es gilt p = |¢%| = %, also ist C(g) eine maximale Untergruppe von G. Da

G nilpotent ist, folgt nach einem Resultat von Wielandt [11, Kapitel III, § 3., 3.11]:

72(G) < &(G) < Calg).
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3.2 Nilpotenzklasse 3

Wir halten nun zunéchst einige einfache Beobachtungen iiber den in diesem Abschnitt
untersuchten Gruppentyp fest:

3.14 Lemma. Sei G eine p-Gruppe mit v2(G) =2 C, x C,, und cl(G) = 3.
(i) Es gilt v3(G) = Z(G) N 72(G) und |s(G)| = p-
(i) Fir alle z € v3(G) \ {1g} und x € %(G) \ Z(G) gilt v2(G) = (x) (2).
(ili) Fir alle © € (G) \ Z(G) gilt Ca(72(G)) = Ca(z) und |G : Co(1(G))| = p.
(iv) Sind g € G und z € v3(G) \ {lg} mit gz € g%, so gilt gy3(G) C ¢°.

(v) Ist g € Z5(G), so gilt fir alle h € G\ Cg(g):

9{lg.n"e | k €p—1,} = g{[g.hls) = ¢°.

(vi) Fir alle z € v3(G) und y € G\ Cg(12(GQ)) existiert v € v2(G) mit [z.yle = 2.
Beweis. Wegen cl(G) = 3 gilt

e} # 13(G) < Z(G) N7%(G) < 12(G).

Hieraus folgt direkt der erste Teil. Die Aussage (ii) folgt G
unmittelbar aus (i). Ist z € 1% (G) \ Z(G), so folgt
Co(12(G)) = Ca(z) aus (ii). Es gilt 2¢ 'L 2y5(Q),
also insbesondere |2%| = p. Hieraus folgt (iii). Sind

g € G, h € G\ Cg(g) und z € 73(G) \ {lg} mit

g" = glg.hls = gz, so gilt glg.hkle = g2k fiir alle 72(G)

k € Np. (iv) und (v) folgen somit aus v3(G) = (z).

Sei nun z € 3(G) und y € G\ Cg(12(G)). Sei T € (z) 3(G)=(z)
Y2 (G\Z(G) und 2 := [Z,y]e. Dann gilt 15 # Z € 73(G)

nach (iii) und folglich existiert n € p mit 2" = z nach

(i). Wir setzen = := 2" und erhalten aus (16}

[wyle = " yle *=' [Tl = 2" =2
die Aussage (vi).
[l

Im Gegensatz zur Nilpotenzklasse 2 einer p-Gruppe G ist es dem Grundprinzip folgend
fir uns von Interesse, wie sich ausgewihlte Elemente w € (72(G)) ) bei der Konjuga-
tion mit Elementen der Gruppe G verhalten. Ahnlich der Motivation von Lemma 2.23
resultiert hieraus das folgende, allgemeiner formulierte Lemma.
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3 p-Gruppen mit p-elementar-abelscher Kommutatoruntergruppe

3.15 Lemma. Seien G = C, x C, und z,z € G mit (x,z) = G. Fir alle r,s € Z sei

p—1 p—1 . .
._ CN (T i
W(r,s) = , s T z.
=0 7=0

Fiir alle n,r,s € p—1,, c € s\ {1} und d € c + 1, existieren dann \q) € K mit

+n(r+ 1)w(r+1,371) + Nrwes—1)

(9}
+
<

+ Ae,d)W(d,s—c)-

i
I\
IS
I
o

Beweis. Seien n,r,s € p— 1. Es gilt

p—1 p—1 p— . p—1
BIHE (¢ )w@ (2))
=0 7=0 r =0 7=0 s
p—1 p—1
1.25 RECAW
=0 7=0
Fiir alle 7, j € Ny erhalten wir

GO =020
()OO0 O)0)

Aus Lemma 1.24 folgt

[\

N
.

und damit

(G20 = (O () ()

fiir alle 7, 7 € Ny.
Fiir alle ¢ € 5\ {1} existieren nach 1.24.1 und Lemma 1.24 Xc), - .., Acetr) € No, sodass

fiir alle 7,7 € Ny gilt:
j Z TL . c+r
= Ae,
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3.2 Nilpotenzklasse 3

Aus den dargelegten Rechnungen iiber Binomialkoeffizienten erhalten wir

p—1 p—1 ( )(] m) y
rz = w(r,s)
i=0 5=0 r

J
+n(r + Dwgr,s—1) + nrwgs—1)

s c+r

+ Z Z Aed)W(d,s—c)-

c=2 d=0

3.16 Satz.
Sei G eine p-Gruppe mit v2(G) = C, x C, und cl(G) = 3. Sei x € %(G) \ Z(G) und
z € v3(G) \ {1g} mit 72(G) = (x) (z). Fiir alle r,s € Z sei

=SSO0

Fiir alle v, s € p— 1, mit (r,s) # (p —1,p — 1) gilt dann

“M

KGw(r,s) - 225+r+1<j<KG))-
Auflerdem ist

J(KG) = 23, 2(T(KG)).

Beweis. Seien r,s € p— 1. Fiir den ersten Teil reicht es gw,,) € Zosiri1 (T (KQ)) fiir
alle g € G zu zeigen.

Sei g € G. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach 2s 4 r. Gilt 2s +r = 0,
also r = 0 = s, so folgt nach 1.5

W(0,0) —9272 J(KG)).

Sei nun 2s + 7 > 0 und h € G. Nach Lemma 1.17 existieren hg,hi,n € p — 1, mit
[g,h]e = 2702~ und 2" = 227", Dann gilt

1

halg hlowl,. Heo po () ( ) it

i

.

Fiir alle c € s und d € ¢ + 1, gilt

2s—c)+d<2(s—c)+(c+r)=2s+r—c<2s+r.
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3 p-Gruppen mit p-elementar-abelscher Kommutatoruntergruppe

Induktiv diirfen wir
G 5) € Zosyi1 (T (KQ)) C Zogir (T (KG))

fiir alle g € G und 7,5 € p — 1) mit 25 + 7 < 25 + 7 annehmen.

Aus Lemma 3.15 erhalten wir

hglg,hlew(, . hglg,h]sw.s)

Zoa i (T (KG))

und weiter

p—1 p—1 . .
7 ] i—ho _i—hi 33 Ind.vor.
hlg,hlews) = hg Z (7‘) (S>x " 1zzs+r(5:7 (KG))hgw(T’S)'

Ist nun (r,s) # (p—1,p—1), so folgt gw 5 € J(KG) nach Bemerkung 3.3.1. Nach dem
im Eingangskapitel erlauterten Grundprinzip folgt hieraus der erste Teil der Behauptung.
Ist (r,s) = (p—1,p—1), so gilt w5y = 2P~ 12P~! nach 3.3.1, also w5 ¢ J(KG). Dann
gilt aber gw(.s) — lg € Z3,—2(J (K G)) nach Abschnitt 1.3. Also enthélt Z5, »(J(KG))
eine K-Basis von J(KG). Satz 1.8 liefert nun die Behauptung. O

Aus Lemma 3.3 und Satz 3.16 folgt direkt:

3.16.1 Bemerkung. Fiir alle g € G, a € 7»(G) und r,s € p — 1, gilt

gaw(y,s) ZTHS(?(KG)) JW(r,s)-

O

3.17 Lemma. Sei G eine p-Gruppe ‘mit v2(G) = C, x C,, cl(G) =3 und g € G. Dann
qgilt:

(i) Ist g & Ca(y2(G)), so ist g extremal.
(i) Sei Ci(72(Q)) abelsch. Ist g extremal, so folgt g ¢ Ca(12(Q)).
Insbesondere gilt dann Ca(72(G)) = {h | h € G, |h%| < p}.

Beweis. Sei x € 72(G) \ Z(G) und z € 13(G) \ {1} mit 1(G) = () (2).

(i): Es gelte g ¢ Ca(12(G)). Aus x € % (G) \ Z(G) folgt [g,x]e € 73(G) \ {1lg} nach
Lemma 3.14 (iii), also g[g,7]e € ¢¢. Aus Lemma 3.14 (iv) erhalten wir gy3(G) C g¢ und
damit [g%| > p. Wegen

1.17, 3

, 3.14(i) a 3.13
2Z,(G) C  {h|heG, | <p} C Calr(G))

gilt auBlerdem g ¢ Z,(G). Also existiert ¢ € G mit ¢9 = ¢[g,9ls € 972(G) \ 973(G).
Folglich erhalten wir |g“| > p, also ist g extremal.
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3.2 Nilpotenzklasse 3

(ii): Sei Cg(72(G)) abelsch und y € G\ Cg(72(G)). Nach Lemma 3.14 (iii) gilt

) U Cen@) =
keply,

Wir beweisen die Behauptung durch Kontraposition.

Es gelte also g € Cg(72(G)). Da Cu(12(G)) abelsch ist, gilt [g,hle = 1g fur alle
h € Co(y2(Q)). Fir alle § € Cg(12(G)) und k& € Ny folgt aus der Kommutativitét
von Cg(72(G)):

£

[9,5Y"]6 = [9,5"e-

Da y? € Cg(7(G)) nach Lemma 3.14 (iii) gilt, folgt |¢“| < p aus (*) zusammen mit
Lemma 1.17. Also ist ¢ nicht extremal.

Der Zusatz zu (ii) folgt nun direkt aus (i) und (ii). O

3.18 Lemma. Sei G eine p-Gruppe mit v2(G) = C, x Cp, cl(G) = 3 und Cg(12(G))
abelsch. Dann gilt

72(G)Z(G) = Z5(G).

Beweis. Offenbar gilt v2(G), Z(G) C 25(G), also 12(G)Z(G) C 25(G).

Sei nun g € 25(G). Aus g% C g[{g},Gle € 973(G)
folgt |¢g“] < p. Aus Lemma 3.17 erhalten wir
g9 € Ca(n(G)). Sei y € G\ Cg(12(G)) und
z € v3(G) mit [g,y]s = 2. Nach Lemma 3.14 (vi)
existiert € 72(G) mit [z,y]le = 2. Es folgt wegen
z € Z(Q)

2.2 1

le = [zylelr e,

also [yl = 27" Sei h € G. Nach Lemma 3.14
(iii) existieren h € Cg(1(G)), k € p—1, mit
h = y*h. Wir erhalten

_ _ Py 2.2 _ 7 _
[z lg,h]qs = [z 1g,ykh]® =[x 1g,h]®[x lg,yk]ea
Colp@) |
abelsch

2.2 _
= 27 ¥ sl0,v" s

221 _
= Tk k = 1la

R RTA P

und damit z7'g € Z(G).
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3 p-Gruppen mit p-elementar-abelscher Kommutatoruntergruppe

3.19 Lemma. Sei G eine p-Gruppe mit 72(G) = C, x C,, cl(G) = 3, Ca(12(G)) abelsch
und g € G\ 2Z2(G).

(i) Ist g extremal, so existiert h € Cg(72(G)) mit [g,hle € 12(G) \ 13(G) und hg
extremal.

(ii) Ist g micht extremal, so existiert h € G\ Cq(72(G)) mit [g,hls € ¥2(G) \73(G) und
hg extremal.

Beweis. Wegen g ¢ Z,(G) gilt insbesondere g ¢ Z(G). Also ist g extremal oder [g%| = p.
Sei g zunéchst extremal. Dann gilt g ¢ C(72(G)) nach Lemma 3.17 und (g) Co(12(G)) =

@ nach 3.14 (iii). Da [g,g"h]e = [g,h)e fiir alle h € Ca(12(G)) und k € N gilt, existiert
h € Cg(72(G)) mit [g,h]e € 12(G) \ 13(G) aufgrund der Extremalitit von g. Wegen
hg ¢ Ca(72(G)) ist nach Lemma 3.17 auch hg extremal.

Sei nun [¢g%| = p. Dann gilt g € Cg(72(G)) nach Lemma 3.17. Sei h € G extremal.
Dann gilt h ¢ Cg(72(G)) und hg ist extremal. Da g ¢ Z5(G), existiert y € G mit

[9.9]e € 12(G) \ 43(G). Wegen der Kommutativitéit von Ca(42(G)) gilt [g,5h]s = [g,h]s
fir alle § € Cg(72(G)). Nach 3.14 (iii) gilt weiter Cg(72(G)) (h) = G. Dies impliziert,
dass bereits [g,h]s € 72(G) \ v3(G) gilt. O
3.20 Definition. Fir alle m € 3p — 3 se:

E(m):={(r,s)|r,sep—1, m=r+2s}.
3.21 Satz. Seip > 2, G eine p-Gruppe mit v2(G) = C, x C,, cl(G) = 3 und Cg(12(G))

abelsch. Sei x € 72 (G)\ Z2(G), z € 13(G) \ {1g} mit v2(G) = (z) (z)und g € G. Fir alle
r,s € 7 sei

Fir alle m € 3p — 4, gilt:

(i) Ist g extremal, so ist

{gw(r,s) ‘ (7‘, S) € E(m)}
modulo Z,,(J(KG)) K-linear unabhingig.
(ii) Ist |g% = p und g ¢ Z5(Q), so ist

{gw(r,s) | (r,s) € E(m), r # O}

modulo Z,,(J(KG)) K-linear unabhingig.
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3.2 Nilpotenzklasse 3

(iii) Ist g € Z(G), so ist

{0 | (r,5) € Z(m), s £0, 7 £p—1}
modulo Z,(J(KG)) K-linear unabhingig.
(iv) Ist g ¢ Z:(G), 50 gilt g — 16 ¢ Zapa(T(KC)).

Beweis. Sei m € 3p — 3. Es wird sich fiir den Beweis der Aussage (iv) als giinstig
erweisen, den Fall m = 3p — 3 zunéchst miteinzubeziehen.

Ist m =0, so gilt Z(m) = {(0,0)} und die Aussage (i) folgt in diesem Fall aus

gzz( )( ) = 93" (G) € Z(T(KO)\ {0xa} (3.5)

=0 7=0

Wir wollen nun die Aussage (i) durch Induktion nach m beweisen und diese dann nutzen,
um die Aussagen (ii)-(iv) zu verifizieren.
Sei m > 0 und § € p— 1, maximal mit m — 2s € p—1,. Sei 7 := m — 2s. Dann gilt
T 425 = m und

E(m)={(F+2k,5—k)|kep—1,F+2k<p—1,5—k>0}.

Sei M :={k|kep—1,F+2k<p—1,5—k>0}.
Fiir alle h € G seien hg, hy, hy € p — 1, mit

[g,h]e = 272" und 2" = zz7"2.

Fiir alle k € M sei A\, € K. Bevor wir mit dem Beweis von (i) beginnen, untersuchen
wir der Idee des Grundprinzips folgend

hglg,hle Z /\kw?F+2k,§7k)
keM
fiir alle h € G.
Es gilt firalle he G, k€ M, c€ 5 —k\ {1} und d € c+ 7 + 2k:
26—k—c)+d<28—k—c¢)+c+T7+2k=7+25—c<7+25—1=m—1 und
FT+2k+28—k—1)<7F4+25—1=m—1.
(3.6)

Fiir alle h € G und k € M folgt hieraus

p—1 p—1 . .
hglg, h]@w(rﬁks k) 9lg,h]e Z Z (f ) <~ J k) iy hiti

3.15, 3.16

= h 7h W5 5— +h ,h h ’F—i—2]{}—|—1 W 1.
Zm_1(T(KG)) 9lg:Mewerars-r) + hglg,hlehs( JW(rt2k41,5—k—1)

(3.7)
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3 p-Gruppen mit p-elementar-abelscher Kommutatoruntergruppe

AuBerdem gilt

p—1lp-1 . .
7 o .
hglghlewiransr) = hglg.hle Y (T N %) (S ! k) i

=0 5=0

(3.8)

Zovn hgw ok 5—1k) + hghowiyror—1,5-k)
m—1

)

(K@)

fir alle h e Gund k € M.

Wegenm —1=7+25—1=7+42k+1+42(5—k— 1) gilt dariiber hinaus fiir alle h € G
und k € M:

3.16.1

h W 5—k—1)- 3.9
20 (T(K) JW(742k4+1,5—k—1) ( )

hglg,hlew i trort1,5-k—1)

Wir erhalten

(3.7
hglg.h]e Z )‘kw?f+2k,§—k) Zm_1(§(KG)) hglg.h]e Z ARW (542k,5— k)
keM keM
+  hglg,hle Z Aeho (T + 2k 4 1)w(yort1,5-k—1)
keM
(3.8), 3.16

= h ANeW(it2k 5—k) + R M PoW (i s2k—1.5—
Zn-1(T(KG)) gz KO +2k,5—Fk) 92 koW +2k-1,5-k)

keM keM
+ hglg,hle Y Aeha(F + 2k + 1)wisar1,5-k-1)
keM
) hg S Mk +hg S Mhowg ok s
20 (T (KG)) ngM EW(74-2k,5—k) gkeM ENOW (742k—1,5—k)
+ hg Z Aeho (T + 2k 4 1)w(yort1,5-k—1)
keM
(3.10)
fiir alle h € G.
Nach diesen Vorbetrachtungen sei nun m < 3p — 4 und es gelte
D MgWisaniok) € Zn(T(KG)). (3.11)

keM
Um zu beweisen, dass
{gw@sons-1 | k € M} modulo Z,,(J(KG))

K-linear unabhéngig ist, ist also A\, = O fiir alle k € M zu zeigen.
Aus den Gleichungen (3.10), (3.11) und dem Grundprinzip folgt

Z Arhohgw s gor—15-k) + Z Neho (T + 2k + 1) hgwiiors1,5-k—1) € Zm-1(T(KG))
keM keM
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3.2 Nilpotenzklasse 3

fiir alle h € G und es gilt mit A, := Ok, falls & ¢ M:

Aohohgw—1.5) + Z (Aks1ho + Aeho(7 + 2k + 1)) hgw(syors1,5-k-1)
keM

=) Mehohgwiso—1i-r) + 3 Mha(F + 2k + Dhgwsoestik-1) € Zna(T(KG)).
keM keM
(3.12)

(i) Sei g extremal. Wie eingangs erwéhnt zeigen wir die Behauptung durch einen Induk-
tionsbeweis nach m. Der Induktionsanfang m = 0 folgt dabei aus Gleichung (3.5).

Fiir alle £ € M gilt
T+2k+1+25—k—1)=7425—1=m—1<7+25.
Induktiv diirfen wir fiir alle h € G mit hg extremal annehmen:
{hgw(m) | (r,s) € E(m — 1)} ist modulo Z,,_1(J(KG)) K-linear unabhéngig.
Aus (3.12) folgt fiir alle A € G im Fall der Extremalitét von hg daher:
(a) Ist 7 # 0, so gilt \ghg = Ok
(b) Ist k€ Mmit 7 +2k+1€p—1 und5—k—1€p—1, s0ist

Met1ho + Akho(T + 2k + 1) = O

Fiir alle k € M ist nach Gleichung (3.11) nun A, = O nachzuweisen.

Es gelte zunéchst 7 # 0. Nach Lemma 3.19 existiert h € G mit hg # 0 und hg extremal.
Aus (a) folgt dann Ay = Og. Induktiv (nach k) erhalten wir aus (b) damit Ay = O
fir alle k € p— 1, mit 7 +2k+1 < p—1und s —k —1 > 0. Insbesondere gilt dann
A, = O fiir alle k € M.

Es gelte 7 = 0 (und damit § # 0). Dann gilt go = 0 und g5 # 0, da nach Lemma 3.17
g € Ca(72(@)) gilt. Da p > 2 gilt, ist g2 nach Lemma 3.17 auch extremal. Sei nun k € M
minimal mit 7 + 2k +1 > p —1 oder § — k — 1 < 0. Dann gilt & > 0. Wir erhalten aus
(b) damit A\pgo(7 + 2k + 1) = 0 fiir alle k € M mit k < k, also \, = O fiir alle k € M
mit k < k. Insbesondere gilt & — 1 € M und A\;_, = Og. Nach Lemma 3.19 (i) existiert
h € Cq(72(G)) mit hy # 0. Geméf (b) folgt A\; = 0k und damit A\, = Ok fiir alle k € M.

Hieraus folgt (i).
(i) Sei [¢9] = p, g ¢ 22(G) und 7 # 0.

Nach 3.19 (ii) existiert h € G mit hy # 0 und hg extremal. Da 7 # 0 folgt aus (a)
Ao = 0g. Wie in (i) folgt dann A, = O fiir alle k € M.

103



3 p-Gruppen mit p-elementar-abelscher Kommutatoruntergruppe

(iii) Sei g € Z(G) und k € M mit 7+2k < p—1 und §—k > 0. Dann gilt 7+2k+1 < p—1
und § — k — 1 > 0, sodass die Voraussetzungen von (b) erfiillt sind.

Sei h € G extremal. Dann gilt h ¢ Cg(12(G)), ho = 0 = hy, he # 0 und hg ist extremal.
Aus (b) folgt dann A\gho(7+2k+1) = 0x. Wegen ho, 742k +1 §pé 0 folgt hieraus Ay = O.

(iv) Sei g ¢ Z5(G). Es gilt wg—1p-1) = 2P~ '2P~! nach 3.3.1 (ii). Sei m := 3p — 3. Dann
gilt s =p—1=7und M = {0}. Wir setzen \g := 1x. Wegen 7 + 1 = p folgt aus
Gleichung (3.10) fiir alle h € G:

hglg,hlew], hgw(p-1.p-1) + hghowp—2.p-1)- (3.13)

e-1r-1) 2 Gxe)

Nach 3.19 existiert A € G mit hg # 0 und hg extremal. Aus Aussage (i) erhalten wir
hghow(pr,pfl) ¢ Z3p—4(\7(KG))'
Hieraus folgt unter Anwendung des Grundprinzips
3.16.1
-1 = Z K@G)).
g stp ST KE) (gwp—1,p-1) — 1c) & Z3p-3(T (KG))

]

3.22 Hauptsatz. Sei p > 2, G eine p-Gruppe mit v2(G) = C, x Cp, cl(G) = 3 und
Ca(712(Q)) abelsch. Seim € 3p — 2\ {1} und

dyy = dim(Z, (T(KG))/ 21 (T(KG))).

Dann gilt
( lec(;é)\ |Z(m — 1) falls m > p und m gerade,
Gl = Con(il G
o = { T E0m = D] = LG falls m < 2p und m ungerade,

61 | (m — 1)| — 2C) falls m <p wund m gerade
1200 (&)l oder falls m >2p wund m ungerade.

Beweis. Es gilt nach Lemma 3.18 und Lemma 3.17:

{H | H e G/w(G),uH) =0} 2 2,(G)/%(G),
{H | H € G/v(G), u(H >—1}‘°’”“8 (Ca(12(G)) 12(G) \ (Z2(G) /72(G))  und
{H | H e G/p(G),uH) =2} "2 (G/9(G)\ (Ca(12(G))/7(G)).

Sei R eine Reprisentantensystem von G/v,(G) mit x(g) = p(H) fir alle H € G/v(G)
und g € RN H. Wir setzen

c:=1{g]g€NR, rlg) =0},
d:=|{g|geR, k(g) =1} und
e:={g]g€R, rlg) =2}
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3.2 Nilpotenzklasse 3

Dann gilt
(@) ¢ =122(G)/%(G)],
(i) ¢+ d=[Ca(72(G))/7(G)],

Ie.
(iii) c+d+e= Ivl(é)\ = |R|,

() |[K(G)| = c|Kyy)(G)|+dp+e=clp+(p—1))+dp+e=c(2p—1) +dp+ e und

3p—2

(v) nZ::QIE(n —1)|=p" -1

Sei
B, = {gwis) | (r8) €E(m—1), g € R, k(g) =0, s #0, r #£p—1},
By = {gw(m) | (r,8) €E(m—1), g€ R, k(g) =1, 1 # 0}7
B, = {gw(r,s) | (T?S) S E<m - 1)7 gENR, ’i(g) = 2}7 (314>

%m = %CU%dU%e und
B ={g—1c|geR\ 2Z:(G)}.

Ist m < 3p — 2, so folgt aus Satz 3.16
B,, C Z,(J(KGQG)) (3.15)
und aus Satz 3.21 und Bemerkung 1.14.1 folgt
B,, ist modulo Z,,_1(J(KG)) K-linear unabhéngig. (3.16)
Auflerdem gilt nach Satz 3.16
B' C Z;, 2(T(KQG)) (3.17)
und aus Satz 3.21 und Bemerkung 1.14.1 folgt

B’ ist modulo Z;, 3(J(KG)) K-linear unabhingig. (3.18)

Wir erhalten nun folgende Abschéitzungen fiir die Dimensionen der Faktorrdume in der
aufsteigenden Zentralreihe von J(KG):

1. Ist m > p und m gerade, so gilt m —1 > p und m — 1 ist ungerade. Auflerdem gilt
m < 3p—2.Sind r,s € p— 1, mit m—1=r+2s, so gilt s # 0 und r ist ungerade.
Wegen p > 2 gilt p — 1 # r # 0. Es folgt aus (3.15) und (3.16):

ai) |G| =
| = — v [Em = 1)].

dm > (c+d+e)|2(m—1) el
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3 p-Gruppen mit p-elementar-abelscher Kommutatoruntergruppe
2. Ist m € 2p — 1, und m ungerade, so gilt m —1 € 2p — 2, und m — 1 ist gerade.
Dann existiert s € p — 1, mit m — 1 = 0 + 2s. Also gilt (0,s) € Z(m — 1).
Istm—1<p-—1,s0gilt m—1=m—1+2-0 und damit (m —1,0) € E(m — 1).
Ist m—1>p—1 so existiert ¢ € p — 1, mit m — 1 =p — 1+ 2¢ und es gilt dann
(p—1,t) € Z(m — 1). Es folgt aus (3 15) und (3.16)

d > e[Z(m — 1)+ (c+ d)(|E(m — 1) — 1) & ﬂm(m— )| = (c+d).

3. Ist m € p und m gerade, so ist m —1 < p — 1 und m — 1 ungerade. Dann gilt
—1— —1+42-0, also (m—1,0) € E(m —1). Sind auerdem r, s € p — 1, mit
m—1=r-+2s,s0ist 0£r+#p—1. Es folgt aus (3.15) und (3.16)

d, > (e + d)E(m — 1) + c(|E(m —1)] — 1) &

(@) Dl e

4. Ist m > 2p und m ungerade, so gilt m —1 > 2p — 1 und m — 1 ist gerade. Sind
dann r,s € p— 1, mit m —1 =r + 2s, so gilt 7 # 0 # s. Wegen p > 2 existiert
auferdem t € p — 1, mit m — 1 = p — 1 + 2¢, das heifit (p — 1,7) € E(m — 1). Ist
m < 3p — 2, so folgt aus (3.15) und (3.16)

—_ — @iy |G| -
dp > (e+d)|=2(m—1D| +c(|Z2(m—1)] —1) = =(m—-1)] —c.
(e + d)|=( )|+ e(I=( ) =1 |72(G)|| ( )|
Istm=3p—2,s0gilt E(m—1)={(p—1,p—1)} und
dp > (e+d)|=(m — 1)+ c(|Z2(m—-1)| = 1) (&) ] Z=(m—1)] —¢
172(G)]

folgt aus (3.17) und (3.18).

Seien
Ay :={k|ke2p—1\{1}, k ungerade},
Az :={k |k €p, k gerade} und (3.19)
Ay = {k; |ke3p—2, k>2p k ungerade} .

Dann gilt [As] = p — 1 und [As]| = B+ = |Ay].
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3.2 Nilpotenzklasse 3

Es folgt
dim J(KG) *2° i d,
i Gl S =(n — — (c —c
> din 2(7(6) + (L > Ein DI) = (e el - clla] + )
@) - 14 0P = ) et - 1) = o - )
(iv) G|
=c@2p—1)+dp+te—1+ W(W(G” —1) = 2c+d)(p—1)
@ e
@G -1
= dim J(KG).

Damit liegt bei den Ungleichungen in 1.-4. jeweils Gleichheit vor. Die Behauptung folgt
nun aus 1.-4. sowie (7) und (ii). O

Im Beweis von Hauptsatz 3.22 haben wir die K-lineare Unabhéngigkeit der Menge
B,, C Z,(J(KG)) modulo Z,,_1(J(KG)) im Fall m < 3p — 2 und der Menge B’
modulo Z3, 3(J(KG)) ausgenutzt. Da sich herausgestellt hat, dass die Dimension von
Zo(JT(KG)))Zm-1(T(KG)) beziehungsweise von J(KG)/Zs, 3(J(KG)) gleich der

Maéchtigkeit dieser Menge ist, haben wir schéarfer bewiesen:

3.22.1 Bemerkung.
(i) Ist m < 3p—2, so ist B, modulo Z,,_1(J(KG)) eine K-Basis von Z,(J(KG)).
(ii) B’ ist modulo Zs,_5(T(KG)) eine K-Basis von J(KG).
U

Die folgende Bemerkung zeigt, wie man die im Hauptsatz auftretende Machtigkeit von
=(m — 1) berechnet.

3.22.2 Bemerkung. FEs gilt

(2%1, falls p < m < 2p, m ungerade
7%1, fallsp—1 < m < 2p, m gerade
‘E(m—l)‘ _ mT“, falls m < p—1, m ungerade
5, falls m <p—1, m gerade
3pgm, falls 2p < m, m ungerade
L 3p7;7m, falls 2p < m, m gerade
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3 p-Gruppen mit p-elementar-abelscher Kommutatoruntergruppe

Beweis. Sei m zunéchst ungerade. Dann ist m — 1 gerade uns es gilt nach Definition von
=(m —1):

m—1

E(m—l):{(%,m—_l—kz) )keNo,og

5 —k:gp—l/\0§2k§p—1}.

Ist m < p, so folgt

—1 1
Zm—1) = |{k| b eNy, k<™ }(:m;

Ist p < m < 2p, so folgt

p—l}‘ p+1
2

|E(m—1)\:‘{k‘keN0,k§T
Ist m > 2p, so gilt
— m—1 m—1 p—1
:(m—1):{<2k,T—k)(kep—1o, T —k<p—1 A k:gT}
und damit

—1
on -l = (k[ kep=1, "F - p-n e Pt

:pgl—(mgl—(p—l)—l)

3p—m
5

Ist m gerade, so fiihrt eine leichte Abwandlung obiger Uberlegungen zu den Behauptun-
gen. [

3.23 Beispiel. Sei p > 2, G eine Gruppe der Ordnung p* mit |y2(G)| = p?. Dann gilt
12(G) = C, x Cyp, c(G) =3 und Cg(72(G)) ist abelsch.

Beweis. Es gilt 12(G) < ®(G) nach einem von Satz von Wielandt [11, Kapitel III, § 3.,
3.11] und da G nicht zyklisch ist, gilt auBlerdem |G/®(G)| > p?, also %(G) = ®(G).
Wegen |7o(G)| = p? ist 72(G) abelsch.

Wir nehmen an, dass v,(G) zyklisch ist. Sei z € G extremal. Nach den Sétzen 2.7 und
2.9 existiert y € G mit

1(G) = ([zy]e) = {[z.9"]s | k € p* — 1},

insbesondere gilt [z,y"]s # lg. Wegen G/®(G) = C, x C,, folgt y* € v2(G) und damit
& Cq(7(G)). Aus exp(12(G) /73(G)) < exp(G/72(G)) (siehe zum Beispiel [11, Kapitel
111, § 2., 2.13]) folgt auBerdem cl(G) = 3. Damit gilt »(G) N Z(G) = v3(G), |3(G)| =p
und aus 2.9 (iv) erhalten wir p* = |Cq([z,y]s)| = |Ca(12(G))|. Aus cl(G) = 3 folgt weiter
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Z5(G) = 72(G), da andernfalls aus v5(G) C Z5(G) folgen wiirde, dass Z(G/Z(G)) =
25(G)/Z(G) zyklisch und G/ Z(G) somit abelsch wére. Folglich gilt

{9]9€G,1g% <p} ™2 Z,(G) = 15(G) C Ca(12(G)).

Somit enthdlt C(72(G)) auch eine extremale Konjugiertenklasse, ein Widerspruch zu
z ¢ Co(72(G)).

Also gilt 12(G) = C, x C,. Wegen |G /®(G)| = p? existiert ein minimales Erzeugenden-
system {g,h} von G. Wire cl(G) = 2, so wire 73(G) = ([g,h]s) nach Lemma 2.2 und
Bemerkung 2.2.1, ein Widerspruch zu 1 (G) = C, x C,. Wegen 12(G) < Cg(72(G)) und
1Ca(12(G)) : 12(G)| = p ist Ca(12(G)) auBerdem abelsch. O

3.24 Beispiel. Sei G eine Gruppe der Ordnung 625 mit |y2(G)| = 25. Dann gilt
12(G) = C5 x Cs, cl(G) = 3 und Cg(72(G)) ist abelsch nach Beispiel 3.23. Auflerdem
gilt

122(G)/72(G)] =1 und  |Ca(12(G))/72(G)] = 5.

Ist dann K ein Kérper mit char K = 5, so erhalten wir direkt aus 3.22 und 3.22.2:

dim(Z(T(KQ))/Z(T(KQ)) =25-1—1=24,
dim(Z5(T(KQ))/Z2(T(KG))) =25-2—5 =45,
dim(Z4(T(KQ))/Z5(T(KG))) =25-2—1 =49,
dim(Z5(T(KQ))/Z4(T(KQ))) =25-3—5=T70,
dim(Z4(J(KG))/25(T(KG))) =25-2 =50,
dim(Z:(J(KG))/Z26(T(KG))) =25-3—5=10,
dim(Zg(J(KQ))/Z:(T(KG))) =25-2 =50,
dim(Zy(J (KG))/Zs(T(KG))) =25-3-5="10,
dim(Z10(J(KG))/Zo(T(KG))) =25-2 =50,
dim(Z (T (KG))/Z10(T(KG))) =25 -2 — 1 = 49,
dim(Z12(J(KG))/Z2u(T(KG))) =25-1 =25,
dim(Z13(J(KG))/Z12(T(KG))) =25-1—1 = 24.
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Symbolverzeichnis

Im Folgenden listen wir die wesentlichen Notationen dieser Arbeit auf. Dabei geben
wir zu jeder dieser eine Kurzdefinition an und verweisen auf die Seite des erstmaligen
Erscheinens des jeweiligen Symbols.

Kapitel 1
v(m) max {n | n € Ny, p" | m}, Seite 5
n {1,...,n}, Seite 5
M, M U {0}, Seite 5
ax*b ‘= a + b+ ab, Seite 5
E(A) Einheitengruppe von (A;-), Seite 5
Q(A) Einheitengruppe von (A;x), Seite 5
al™ ax---xa, Seite b
——
a” das inverse Element von a beziiglich *, Seite 5
charK Charakteristik von K, Seite 6
(T K-Raum Erzeugnis von T, Seite 6
Augg(A) Augmentationsraum von A beziiglich der Basis B, Seite 6
KG Gruppenalgebra von G iiber K, Seite 6
Aug(KG) Augmentationsideal von K G, Seite 6
Aug(T) Aug(KG) N (T) tir T C G, Seite 6
J(A) Jacobson-Radikal von A, Seite 7
NG N ist Normalteiler von G, Seite 7
Z(A) Zentrum von A, Seite 8
K(G) Menge der Konjugiertenklassen von G, Seite 8
T Maéchtigkeit der Menge T, Seite 8
[9,h] e (Gruppen)-Kommutator g~'h~1gh von g und h, Seite 8
[a,b]e (Lie)-Kommutator ab — ba von a und b, Seite 8
72(G), G’ Kommutatoruntergruppe von G, Seite 9
(7;(G)) jen Absteigende Zentralreihe der Gruppe G, Seite 9
(Z;(G))jen, Aufsteigende Zentralreihe der Gruppe G, Seite 9
cl(G) Nilpotenzklasse von G, Seite 9
(Li(R))jen, Aufsteigende Zentralreihe der zu R gehorigen Lie-Algebra, Seite 9
U.V]es (luw]e | w e Uyv e V), Seite 9
[U,V]e (lule |[u e U, v e V), Seite 9
exp(G) Exponent der Gruppe G, Seite 10
U W Direkte Summe von U und W, Seite 11
o(g) Ordnung von g, Seite 12
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Kapitel 2
13(G)
Cal(g)

Cn

wa(g, h)

W(a,g)
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Diedergruppe der Ordnung 2", Seite 12

Semidiedergruppe der Ordnung 2", Seite 12

Verallgemeinerte Quaternionengruppe der Ordnung 2", Seite 12
Konjugiertenklasse von g, Seite 13

h~tgh fiir Elemente ¢ und h einer Gruppe, Seite 13

in T enthaltene Konjugiertenklassen, Seite 13

in T" enthaltene Konjugiertenklassen der Lénge n, Seite 13

p™9) = |g%| fiir ein Element g einer p-Gruppe G, Seite 13

min {x(g) | g € T}, Seite 13

Kongruenz modulo p, Seite 15

Folge mit 7 — a;, Seite 18

die von B erzeugte (additive) Gruppe, Seite 18

das von B erzeugte (additive) Monoid, Seite 19

die von a erzeugte Untergruppe, Seite 23

{p + spFTn Tt | s € pltnThml — pRL falls n <k, Seite 25
Y\ 2y, falls n > k, Seite 25

{cp’ | j € k—=ny,cep}, falls n <k, Seite 25
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