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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir Prozessgleichungen der Form

(X(Oheon £ (D TX(75(8) + C (1))

tel0,1
= €(0.1]

und untersuchen diese in Hinblick auf Losungen mit Pfaden in D, dem Raum
der cadlag-Funktionen tiber dem Einheitsintervall [0, 1].

Unsere Motivation solche Gleichungen zu studieren ist die zum QUICKSORT-
Algorithmus assoziierte Prozessgleichung

(@) £ (UQLAE) + (1= 1)Q0V 1) + CU) _
Zu einer gegebenen Folge (C, (T, 7), (T2, 72),...) charakterisieren wir die
Menge aller D-wertigen Losungen der allgemeinen Gleichung und zeigen,
dass diese als Faltung einer Losung der inhomogenen Prozessgleichung und
einer allgemeinen Loésung der homogenen Prozessgleichung dargestellt wer-
den konnen.






Abstract

In this thesis we consider process equations of the form

(X(Oheon £ (D TX(75(8) + C (1))

tel0,1
= €(0.1]

and investigate them in regard to solutions with paths in D, the space of
cadlag functions on the unit interval [0, 1].

Our motivation to study such kind of equations is the process equation as-
sociatied with the QUICKSORT algorithm, i.e.

d _
(Q(t))icio) = (UQl(l ANE)+ 1 =0)Q:(0V =F) + C(U, t))te[o 1
Given a sequence (C, (T1, 1), (T, T2), . ..) we characterize all D-valued solu-
tions of the generalized equation and show that every solution can be repre-
sented as the convolution of a solution to the inhomogeneous equation and
a general solution of the homogeneous equation.
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Einleitung

Gegenstand der Arbeit

Eine stochastische Fizpunktgleichung ist eine Verteilungsgleichung, d.h. wir
betrachten den Raum der Wahrscheinlichkeitsverteilungen P iiber einem
Raum S. In der vorliegenden Arbeit ist S in der Regel R, eine Teilmenge
von R oder D, der Raum der cadlag-Funktionen iiber dem Einheitsintervall
[0, 1]. Zu einer gegebenen gemeinsamen Verteilung einer Familie von Zufalls-
groken (&;);>1 und einer gegebenen S-wertigen Funktion g mit passendem
Definitionsbereich betrachten wir eine Abbildung der Form

S:P =P, ue Lg((&, X )j21))- (0.1)

Diese bildet eine Verteilung p iiber S auf die Verteilung von ¢((&;, X;)j>1)
ab, wobei die X, Xs,... unabhéngige Zufallsgréfen mit Verteilung p und
unabhingig von der Familie (§;);>1 sind.

Unter einem stochastischen Fixpunkt verstehen wir also eine Verteilung pu,
sodass S(u) = p gilt.

In Termen von Zufallsgréfen kénnen wir eine solche Fixpunktgleichung auch
als

X 2 g((&,X))i21) (0.2)

schreiben. Hier ist X eine Kopie von X, Xs,... und 2 bezeichnet Gleichheit
in Verteilung.

Die Verteilung von X nennen wir dann eine Lisung von (0.2). Oft behan-
deln wir den Begriff der Losung etwas missbrauchlich und bezeichnen eine
Zufallsgroke X ebenfalls als Losung, falls die Verteilung von X eine Losung
von (0.2)) ist.

Die natiirliche Fragestellung ist nun, ob bzw. unter welchen Bedingungen
solche Fixpunkte existieren oder in einem geeigneten Sinne sogar eindeutig
sind.



Fiir einen umfassenderen Uberblick zum Themenkomplexes “stochastische
Fixpunktgleichungen” sei auf den Ubersichtsartikel von Aldous und Bandy-
opadhyay [I] verwiesen.

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir prozesswertige stochastische Fix-
punktgleichungen vom Summen-Typ der Form

(XOhewy £ (LX) +C0) (03)

t 1
= €lo.1]

Dabeiist (C, (1}, 7;)>1) eine gegebene Folge von Zufallsgréfen, wobei C' Wer-
te in den Funktionen iiber dem Einheitsintervall [0, 1] hat, die (7});>; sind
Zufallsgrofen mit Werten in den nicht-negativen reellen Zahlen, die (7;);>1
sind Zufallsgréfsen mit Werte in den stetigen monoton steigenden Funktionen
tiber dem Einheitsintervall [0, 1] und die (X;);>1 sind unabhéngige Kopien
einer Zufallsgrofse X ebenfalls mit Werten in den Funktionen iiber dem Ein-
heitsintervall [0, 1] und unabhéngig von (C, (1}, 7;),>1)-

Unter passenden Bedingungen an die Folge (C, (T}, 7;);>1) geben wir eine
vollstdndige Beschreibung der Menge aller Losungen von ((0.3)) an. Diese kon-
nen als Faltung einer Losung der inhomogenen Prozessgleichung und einer
allgemeinen Losung der homogenen Prozessgleichung dargestellt werden.

Unser Ansatz stiitzt sich auf Ergebnisse zu verwandten reellwertigen Glei-
chungen, genauer betrachten wir die Gleichung (0.3) zunéchst an der Stelle
t = 1. Dies liefert uns eine reellwertige Fixpunktgleichung von der Form

XEY TX;+C (0.4)

i>1
zu einer reellwertigen Folge (C, (T}),>1) von Zufallsgréfen.

Wir beziehen uns speziell auf eine Arbeit von Alsmeyer und Meiners [2]. Die-
se stellt die jiingste Erweiterung einer Jahrzehnte andauernden Entwicklung
auf dem Gebiet der reellwertigen Fixpunktgleichungen vom Summen-Typ dar
|3, (51 6l [7, @, 10} 1T, [17].

Unter milden Bedingungen an die Folge (C, (7});>1) geben sie eine vollstan-
dige Beschreibung der Menge aller Losungen von an.

Fiir unseren Ansatz nutzen wir die Ergebnisse von Alsmeyer und Meiners [2]
in Kombination mit der rekursiven Struktur von (0.3)).



Bevor wir die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit vorstellen, wollen wir eine
kurze Motivation zur Betrachtung stochastischer Fixpunktgleichungen fiir
Prozesse geben.

Stochastische Fixpunktgleichungen fiir Prozesse

Die Motivation stochastische Fixpunktgleichungen fiir Prozesse auf dem Ein-
heitsintervall I = [0, 1] zu studieren, ergab sich aus der Laufzeitanalyse zu-
falliger Sortieralgorithmen.

Ein erstes Beispiel: QUICKSELECT oder FIND

QUICKSELECT oder FIND ist ein von Hoare [I5] eingefiihrter Algorithmus,
um aus einer n-elementigen Menge S das k-kleinste Element zu finden.

Wir prisentieren an dieser Stelle einige ausgewahlte Ergebnisse von Grii-
bel und Rosler [12] bzw. Knof und Rosler [21]. Fiir weitere Details sei auf
[12, 20L 21] verwiesen.

Der 2-FIND-Algorithmus kann wie folgt beschrieben werden:

e Ist S einelementig, so enthélt S das gesuchte Element.
e Anderenfalls wéihle zufillig ein Pivot-Element s.

e Vergleiche alle Elemente aus S mit dem Pivot-Element s und bilde die
Menge S. der strikt kleineren Elemente und die Menge S~ der grofseren
Elemente (inklusive s).

e — Ist |S.| >k, wende den Algorithmus auf S_ an.
— Ist [S<| < k, wende den Algorithmus auf S> an.

Von Interesse ist die zuféllige Laufzeit des Algorithmus (gemessen durch die
Anzahl der benétigten Vergleiche). Der Zufall entsteht hierbei durch die Wahl
des Pivot-Elements.

Wir betrachten den Fall, dass das Pivot-Element mit einer Gleichverteilung
aus den n Elementen von S gewéhlt wird.

Fiir n, k € N gebe die Zufallsgrofe X (n, k) die Anzahl der nétigen Vergleiche
an, um aus einer n-elementigen Menge das k-kleinste Element zu finden.
In [12] wurde gezeigt, dass passend normiert durch

X(n, k)

Y(n u) = —



und zu einer rechts-stetigen Treppenfunktion

Y(n,s) :=Y(n, %)

auf [0,1) erweitert, die Y (n, ) in Verteilung gegen einen Prozess Y mit Wer-
ten in D, dem Raum der cadlag-Funktionen, konvergieren.

Der Grenzprozess Y wird durch die Fixpunktgleichung

(V(0),e0n) = (lo=UVi () + Lico (1 = U)(EY) + 1)t€[0 ,  (09)
charakterisiert, wobei U, Y7, Y, unabhéngig, U gleich-verteilt auf (0,1) und
Y1,Ys wie Y verteilt sind mit Werten in D, siehe [20] 21].

In seiner Dissertation hat Knof [20] (siche auch [2I]) Fixpunktgleichungen
vom FIND-Typ (0.5) in allgemeinerer Form studiert. Knof betrachtete Glei-
chungen von der Form

(Y(0)er = (2 Lier, (Y (B, () + C(1)

b
tel
i>1 €

wobei (X;)j>1, (j)>1, (4;)j>1, (Bj);>1, C) unabhéngig sind. Die (X);>; sind
unabhéngig und verteilt wie X mit Werten in D, die (I;),>1 sind Zufallsgro-
fien mit Werten in den Teilintervallen von I, die (A;),>1 und C' sind Zufalls-
grofen mit Werten in den stetigen Funktionen iiber I und die (B;);>; sind

Zufallsgrofen mit Werten in den stetigen, monoton steigenden Funktionen
iiber I.

QUICKSORT: ein kurzer Uberblick

QUICKSORT ist ein von Hoare [I4] [I6] eingefiihrter Sortieralgorithmus, der
nach dem divide and conquer Prinzip arbeitet. Die grundlegende Vorgehens-
weise nach der Quicksort eine Liste S von n verschiedenen Elementen sortiert,
kann wie folgt beschrieben werden:

e Wiihle ein (zufilliges) Pivot-Element s aus der Liste S.
e Teile die Liste S in drei Unterlisten:

— S alle Elemente die echt kleiner sind als das Pivot-Element

— Das Pivot-Element



— S alle Elemente die echt grofer sind als das Pivot-Element
e Ordne die Listen (S-,s,S).

e Wiederhole den Vorgang fiir die Teillisten mit mindestens zwei Elemen-
ten.

Der Algorithmus terminiert und gibt eine sortierte Liste aus.

Die Laufzeit des Algorithmus (gemessen an der Anzahl der nétigen Verglei-
che) hingt damit von der Wahl des Pivot-Elements ab. Wir betrachten den
Fall, dass das Pivot-Element mit einer Gleichverteilung aus den n Elementen
von S gewéhlt wird.

Fiir n € N gebe die Zufallsgrobe X (n) die Anzahl der nétigen Vergleiche an,
um eine n-elementige Menge zu sortieren. Passend normiert durch

konvergiert Y'(n) fiir n — oo in Verteilung gegen eine Zufallsgrofe Y, die
folgende Verteilungsgleichung

Y 2UY, 4+ (1-U)Y,+CU)

erfiillt [27].
Dabei sind U, Y}, Ys unabhingig, U ist gleich-verteilt auf (0,1) und Y3, Y5
sind wie Y verteilt. Die Funktion C ist gegeben durch

C(u) =2ulogu+2(1 —u)log(l —u)+1, wue(0,1), (0.6)
und erweitert durch C'(u) =1 fiir u =0, 1.

Die sogenannte Quicksort-Verteilung |26, 27| ist charakterisiert als die
eindeutige Losung @ mit EQ = 0 und Var @) < oo der stochastischen Fix-
punktgleichung

QLUQ +(1-U)Q:+C(U). (0.7)

Dabei sind U, @1, Q2 unabhéngig, U ist gleich-verteilt auf [0,1] und Qq, Qs
sind verteilt wie (Q mit C' aus .

Mittels Einbettung in ein passendes gewichtetes Verzweigungsmodell kann
eine Version von () als fast sicherer Grenzwert eines Lo-Martingals



R, = Zvin L,C, gewihlt werden [25] 26] 29]. Die fast sichere Konvergenz
der

R, =Y LywCow, vEV

lv|<n

liefert die Existenz von

QU = Z Lv,vwovw; v E V;

weVv

die fast sicher
Q" = U"Q™ + (1 - U")Q™ + C(U") (0.8)
fiir alle v € V erfiillen.

Partial Quicksort und der Quicksort-Prozess

Der Algorithmus PARTIAL QUICKSORT geht auf Martinez [24] zuriick und
ist eine Kombination aus QUICKSELECT und QUICKSORT. Aus einer Liste
S mit n verschieden Eintrégen sollen die [ kleinsten Elemente gefunden und
sortiert werden:

e Wihle ein Pivot-Element s mit Gleichverteilung.
e Teile die Liste .S in Unterlisten:

— S alle Elemente die echt kleiner sind als das Pivot-Element
— Das Pivot-Element s

— S5 alle Elemente die echt grofer sind als das Pivot-Element

Ordne die Listen (S., s, S-).

Ist das Pivot-Element strikt kleiner als I:

— Sortiere die Unterliste S. mit Quicksort.

— Wende Partial Quicksort auf die Unterliste S~ an.

Ist das Pivot-Element grofer-gleich [:

— Wende Partial Quicksort auf die Unterliste S an.

Fiir den Fall | = n entspricht PARTIAL QUICKSORT dem gewdhnlichen
QUICKSORT.



Fir n € N, [ € Ny gebe die Zufallsgroke X (n,l) die Anzahl der Vergleiche
an, die notig sind um die 0 <[ < |S| = n kleinsten Elemente von S zu finden
und zu sortieren, wobei X (n,0) = 0 ist.

In [25] betrachten Ragab und Résler [ als Zeit-Index:
Nach einer Normierung

(Y(n, %))lgn - (X(m;)_:la(n? Z)>z<n

mit a(n,l) = E(X(n,l)) erweitern sie Y'(n, ) zu einem cadlag-Prozess

> X(n, [tn]) — a(n, [tn])
(Y(nvt»te[o,l] - ( n+1 >te[0,1]

der links-stetig in 1 ist.

Fiir n — oo konvergieren die endlich-dimensionalen Verteilungen (ohne 0)
von Y (n, -) gegen die eines Grenzprozesses Y mit Werten in D. Dieser Grenz-
prozess Y heikt Quicksort-Prozess [25] 29] und seine Verteilung wird durch
die stochastische Fixpunktgleichung

(V ()icion £ (Leco Ui () + Lizw (U ()+ (1= U)Ya(E) +C(U, 1))

t€[0,1]
.9)

charakterisiert, wobei U, Y], Y, unabhéngig sind, U gleich-verteilt auf (0, 1)

ist und Y7, Y5 verteilt sind wie Y mit Werten in D.

Die Funktion C' = C(-,-) ist durch

C(s,t) == 1;5C(s) + L1s(2s — 1+ 2(1 — t) log(1 — )
—2(s —t)log(s — t) + 2slog s) (0.10)
C(s) :==1+2slogs+2(1 —s)log(l —s)

gegeben.

Alle Losungen der Quicksort-Prozessgleichung

In der vorliegenden Arbeit kniipfen wir an die Ergebnisse zur Quicksort-
Prozessgleichung aus einer gemeinsamen Arbeit von Hallmann, Résler und
Wnuk [I3] an. Sie untersuchen die Quicksort-Prozessgleichung auf Lo-
sungen mit Werten in D.

Genauer arbeiten sie auf dem Raum D_ der caglad Funktionen f : [0,1] — R
mit f(0) = 0. Die zugrundeliegende Topologie ist dieselbe (siehe z.B. [§]).
Der Quicksort-Prozess wie in [25] hat keine deterministischen Spriinge,
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ie. P(Y(t+) # Y(t—)) =0 fiir alle t € (0,1) (siehe [29]) und die cadlag- bzw.
caglad-Version haben dieselbe Verteilung.
Der Quicksort-Prozess wird charakterisiert. durch

(Y ()repy = (DAL + (1 -0V ED +CU1) . (Q)

t€(0,1]

wobei U, Y7, Ys unabhéngig sind, U gleich-verteilt auf (0, 1) ist und Y3, Y5 wie
Y verteilt sind mit Werten in D_.
Die Funktion C': [0, 1] x (0,1] — R ist durch

C(s,t) = 1155C(s) + L1<s(2s = 1 +2(1 — t) log(1 — t)
—2(s —t)log(s —t) + 2slog s) (0.11)
C(s) :=1+2slogs+2(1 —s)log(l—s)
gegeben und wir erweitern C' durch C(-,0) := 0.

Das Hauptergebnis ihrer Arbeit ist das folgende Theorem:

Theorem 0.1 (Theorem 1.1 in [13]).
Jede Liosung der stochastischen Fizpunktgleichung m D_ st eindeutig
als die Verteilung von

R+aY +bl, a,beR,a>0 (0.12)

darstellbaﬂ. Dabei ist R der Quicksort-Prozess, Y ein unabhdngiger standard-
Cauchy-Prozess und I bezeichnet die Identitdt.

Eine Standard-Rechnung zeigt, dass die Prozesse in (0.12]) tatséchlich eine
Lésung von definieren. Der anspruchsvollere Teil ist die Eindeutigkeit:
Diese kann auf das folgende Lemma reduziert werden.

Lemma 0.2 (Lemma 3.1 in [13]).
Die homogene stochastische Fixpunktgleichung

(V()eepa = (UYi(LA L) + (1= U)Ya(0 v =Y)) (0.13)

t€[0,1]

in D_ hat genau eine Losung so, dass Y (1) standard-Cauchy-verteilt ist.

'd.h. Zu jeder Lésung X von in D_ ex. eindeutige a > 0,b € R, sodass
X L R+aY +0I gilt.

10



Aufbau und Ergebnisse der Arbeit

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir allgemeinere Gleichungen von
QUICKSORT-Typ auf Losungen in D_.

Wir betrachten dabei Gleichungen von der Form

(X(Oheon £ (Y TXi(m0) +C®) (0.14)

te(0,1
= €lo.y]

Dabei sind die (X;);>; und (7}, 7;);>1 unabhidngig, die (X;);>; sind ver-
teilt wie X mit Werten in D_, die (7});>1 sind nicht-negative reell-wertige
Zufallsgrofen, die (7;);>1 Zufallsgrofen mit Werten in den stetigen monoton
steigenden Funktionen in [0, 1] und C ist eine Zufallsgrofe mit Werten in D_.

In Kapitel [T|stellen wir die benétigen Grundlagen fiir unsere Untersuchungen
bereit und fiihren Notationen ein.

Wir betrachten in Kapitel [2 zunéchst die homogene Version von (0.14), i.e.
C =0, also Gleichungen der Form

(XO)eon = (X TX((0)

Jj=1

(0.15)

tefo,1]

Unter Bedingungen an die Folge (7}, 7;);>1 geben wir eine vollstdndige Be-
schreibung der Menge aller Losungen von ((0.15)) an.

Um die Losungen der homogenen Gleichung zu charakterisieren, konstruieren
wir zundchst unter den technischen Bedingungen des Kapitels an die Folge
(Tj,7;);>1 eine Funktion f (siche (2.12))) mit Werten in D_.

f kann in Termen von (T}, 7;)j>1 und einer speziellen Losung W (siehe (1.14)))
der assoziierten reell-wertigen Fixpunktgleichung

WL W,

Jj=1
angegeben werden.

Das Hauptresultat des zweiten Kapitels ist eine Charakterisierung der Lo-
sungen der homogenen Gleichung (0.15]) in Termen von f. Diese ergibt sich
aus den folgenden zwei Theoremen:

11



Theorem (Existenz: siche Theorem 2.1)). Unter technischen Voraussetzun-
gen definiert Y o f (siehe (2.13))) eine Losung von (0.15)).

Hier sind'Y und f unabhdingig, Y st ein a-stabiler Lévy-Prozess, der unab-
hingig von der Folge (T}, ;)51 ist, und f (siehe (2.12)) ist durch (T, ;)51
eindeutig bestimmdt.

Fiir die Eindeutigkeit der Loésungen von geben wir die Verteilung pu,
die eine Losung X an der Stelle ¢ = 1 haben soll, vor.

Die Losungen p der resultierenden reell-wertigen Gleichung sind nach Als-
meyer und Meiners [2] eindeutig bestimmt. Wir zeigen, dass die Losungen X

von (0.15)), die X (1) L  erfiillen, ebenfalls eindeutig bestimmt sind.

Theorem (Eindeutigkeit: siehe Theorem [2.5]). Unter technischen Voraus-
setzungen und zu einer gegebenen Lisung pu von (0.15) an der Stelle t = 1
sind alle Losungen X der homogenen Firpunktgleichung (0.15) in D_ mit

X(1) 4 i eindeutig als die Verteilung von'Y o f darstellbar.
Dabei sind Y und f unabhingig, Y ein a-stabiler Lévy-Prozess und f wie in
(2.12)).

In Kapitel [3] erweitern wir unsere Betrachtungen aus Kapitel 2 auf inhomo-
gene Gleichungen ((0.14])

(X Oheo = (X TX ) +C@)

te[0,1
i>1 clo.1]

Auch hier geben wir unter Bedingungen an die Folge (C, (7}, 7;)>1) eine voll-
stindige Beschreibung der Menge aller Losungen von (0.14) an.

Wir konstruieren zunichst eine eine spezielle Losung Z von (0.14) (siehe
(3.6)) als Grenzwert eines gewichteten Verzweigungsprozesses und zeigen an-
schlieRend, dass wir alle Losungen von in Termen von Z eindeutig
beschreiben kénnen.

Das Hauptresultat des dritten Kapitels ist das folgende Theorem:

Theorem (Alle Lésungen: siche Theorem [3.8)). Unter technischen Voraus-
setzungen ist jede Losung der stochastischen Fizpunktgleichung (0.14]) in D_
eindeutig als die Verteilung von

Z4+(Yof)

gegeben. Hier ist Z die spezielle Losung von (0.14)) (siehe (3.6)) und (Y o f)
eine unabhdngige Losung der zugehdorigen homogenen Gleichung (0.15)).
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Kapitel 1

Mathematische Grundlagen und
Notation

In diesem einleitenden Kapitel schaffen wir eine Basis fiir die weiterfithrenden
Kapitel dieser Arbeit und stellen die Grundlagen und Hilfsmittel bereit, die
nétig sind, um stochastische Fixpunktgleichungen {iber dem Raum D_ der
caglad-Funktionen zu studieren.

Zunichst geben wir eine kurze Einfiihrung in den Raum D der cadlag-
Funktionen und definieren den Raum D_ der caglad-Funktionen. Die pré-
sentierten Standards zum Raum D sind unter Anderem im Standardwerk
von Billingsley [§] zu finden.

Anschliefend geben wir eine kleine Ubersicht iiber bekannte Ergebnisse zu
stochastischen Fixpunktgleichungen der Smoothing Transformation oder gldt-
tender Gleichungen iiber den reellen Zahlen.

Wir geben hier lediglich die bené6tigten Resultate aus einer Arbeit von Als-
meyer und Meiners an und folgen in der Darstellung [2]. Fiir eine ausfiihrli-
chere Darstellung und weiterfiihrende Resultate sei auf ebendiese Arbeit und
die Literaturverweise darin verwiesen.

In diesem Kontext fiihren wir den Begriff der stabilen Verteilung ein und
zeigen einen Zusammenhang zu den Fixpunkten glittender Gleichungen in
R auf.

Das Konzept der stabilen Verteilung lasst sich in der Form von stabilen Pro-
zessen auf Prozesse iibertragen.

Wir geben weiter ein allgemeines gewichtetes Verzweigungsmodell an, das
spater noch spezialisiert werden kann.

Abschliefsend untersuchen wir eine spezielle homogene reelle Gleichung auf
Losungen und stellen einen direkten Bezug zwischen dem Verzweigungsmo-
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dell und Losungen her. Die in diesem Kapitel eingefiihrte Notation wird in
der vorliegenden Arbeit durchgehend Verwendung finden.

1.1 Der Raum D

In diesem Abschnitt fiihren wir den Raum D der cadlag-Funktionen, so-
wie den Raum F der messbaren Funktionen iiber D ein. Wir definieren die
Skorokhod-Metrik dy, die die Skorokhod-Topologie erzeugt und (D, dy) zu ei-
nem vollstdndigen, separablen metrischen Raum macht. Auf einem Teilraum
F, C F definieren wir nach Aquivalenzklassenbildung eine Norm || - || o, und
damit ein Analogon zu L,,.

Sei D = D[0,1] der Raum der reellen, rechts-stetigen Funktionen
f:]0,1] — R deren linksseitige Grenzwerte existieren:

(i) Fiir 0 <t <1 existiert f(t+) = limgy, f(s) und f(t+) = f(¢).
(ii) Fiir 0 <t <1 existiert f(t—) = lim, ~ f(s).

Funktionen mit diesen zwei Eigenschaften heifen cadlag-Funktionen[l]

Bezeichne mit A die Menge der streng monoton wachsenden, stetigen Abbil-
dungen A : [0,1] — [0,1] mit A(0) = 0 und A(1) = 1. Fiir A € A sei

)\(t)—/\(s))

t—s

Mo :== sup |log(

0<s<t<1

und bezeichne mit || - ||o die Supremums-Norm auf D

[flloe = sup [f(?)].

te(0,1]

Wir definieren die Skorokhod-Metrik dy: D x D — [0, o0] durch
do(f. g) = it {[IA[lo V[If = g0 Alloo}-
eA
Wir bezeichnen mit D die Borel-o-Algebra auf D (bzgl. dy).

Weitere Details und die folgenden Grundlagen zu D konnen unter Anderem
in [§] gefunden werden.

Theorem 1.1. Der Raum (D, dy) versehen mit der Skorokhod-Metik ist ein
vollstandiger, separabler metrischer Raum.

!Franzdsisch fiir continu a droite, limites a gauche.
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Lemma 1.2. Die Mafle auf D sind durch ihre endlich-dimensionalen Ver-
teilungen eindeutig bestimmd.

Zufallsgroken mit Werten in D konnen wie folgt charakterisiert werden:

Lemma 1.3. Sei X : (2, A,P) — (D, D) eine Abbildung, dann ist X genau
dann messbar, wenn fir alle s € [0,1] die Abbildung

Xs: (A — (R, B(R)), w+— X(w)(s),
messbar ist.

Fir 0 < p < oo sei || - ||, die erweiterte L,-Norm fiir reell-wertige Zufallsgré-
Ren, d.h.

|-l == (E[- 7).

Bemerkung. Wir sprechen von einer erweiterten L,-Norm, da die klassische
Definition
-1l = (B[ 7)?.

fiir 0 < p < 1 nur eine Halbnorm definiert.

B =

Bezeichne F den Raum der messbaren Funktionen X : Q2 — D und sei

1 Moo == 11 - oo ll-

Auf
Fp={XeF : || X|sp < oo}

definiert || - ||, €ine Halbnorm und mittels Aquivalenzklassenbildung auf F,
beziiglich der Aquivalenzrelation ~

X>Y :eP(X(t) #Y(t)=0fir alle t € [0, 1]

erhalten wir eine Norm auf der Menge der Aquivalenzklassen, die wir mit F,
bezeichnen.

Weiter bezeichnen wir mit [X]. := {Y € F, : X ~ Y} die Aquivalenzklasse
von X € F, und definieren unter leichtem Notationsmissbrauch

Fp={X]x: X e B} sowie [[[X]xfloop = [[Xlloop-

Im Folgenden unterscheiden wir nicht zwischen Zufallsgrofen und Aquiva-
lenzklassen.

Lemma 1.4. Fir alle 0 < p < 0o ist (Fp, || - ||yp) €in Banachraum.

15



Wir bezeichnen mit D_ den Raum der reellen, links-stetigen Funktionen
f:0,1] = R mit f(0) = 0 deren rechtsseitige Grenzwerte existieren.
Funktionen mit diesen Eigenschaften bezeichnen wir im Folgenden als caglad-
Funktionen P

Bemerkung. Die Eigenschaften und Definitionen aus diesem Abschnitt iiber-
tragen sich von D auf D_.

1.2 Stochastische Fixpunktgleichungen in R

Die Ergebnisse von Alsmeyer und Meiners 2] zu Fixpunkten glittender Glei-
chungen in R sind fiir unsere Untersuchungen von zentraler Bedeutung. Aus
Griinden der Lesbarkeit der vorliegenden Arbeit fassen wir die Resultate aus
[2] zusammen und fiithren gleichzeitig wichtige Begriffe und Notationen ein.
Unsere Ausfithrungen orientieren sich dabei an denen in [2].

Sei (C,T) = (C,T,Ty,...) eine Folge reell-wertiger Zufallsgrofen mit
T; > 0, j € Nund P(N < 00) =1 fiir N =sup{j > 1 : T, > 0}.
Sei P(R) die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafe auf R. Die zu (C,T') geho-
rige Smoothing Transformation oder glittende Gleichung ist definiert
als
T:P[R) - P(R), P ,c(c+ Zcrjxj),

Jj=1
wobei X7, Xy, ... eine Folge unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsgrofen
mit Verteilung P unabhéngig von (C,T) ist und £(X) die Verteilung einer
Zufallsgrofe X bezeichnet.
Ein Fixpunkt dieser glittenden Gleichung ist ein P € P(R), sodass fiir X
mit Verteilung P folgende inhomogene Gleichung

X 20+ TX; (1.1)
j>1
erfiillt ist. Fiir den Fall C' = 0, also
X £ TX;, (L2)
j>1

nennen wir diese Gleichung homogen. Die Wohldefiniertheit der rechten Sei-

te in (1.1) und (1.2) ist durch P(N < co) = 1 gegeben.

2Franzosisch fiir continu ¢ gauche, limites & droite.
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Die Resultate von Alsmeyer und Meiners [2] sind in Termen von charakteris-
tischen Funktionen gegeben. Die charakteristische Funktion ¢ einer Zufalls-
grofke X ist gegeben als

o(t) = E(exp(itX)), teR,

wobei i die imaginiire Einheit bezeichnet. Durch die charakteristische Funk-
tion ¢ einer Zufallsgrofe X ist deren Verteilung eindeutig bestimmt.
Die Gleichungen (1.1)) bzw. (1.2) haben die dquivalente Formulierung

o(t) = E(exp(iCt) [[ o(Tyt)), teR, (1.3)

J=1

im inhomogenen Fall, bzw.

o(t) =E(][o(T1), teR, (1.4)

j21

im homogenen Fall.

Wir nehmen hier ohne Einschrinkung der Allgemeinheit an, dass

N = Z L0y

Jjz1

gilt und definieren die Funktion
N
m : [0,00) = [0, 00, <9n—>]E<ZTj9>. (1.5)
j=1

Details zur Umordnung folgen in Kapitel

Wir machen folgende Annahmen:

P(T; € {0} U7 fiir alle j > 1) < 1 fiir alle r > 1. (A1)
m(0) =EN > 1. (A2)
1 =m(a) < m(B) fir ein a > 0 und alle g € [0, ). (A3)

Wesentlich ist an dieser Stelle die Existenz eines solchen a. Die Eindeutigkeit
von « folgt aus geometrischen Eigenschaften von m, i.e. m ist strikt logkon-
vex [28]. « wird charakteristischer Exponent (von T') genannt. Dieser ist
fiir unsere Untersuchungen von zentraler Bedeutung.
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Um die Resultate formulieren zu kdnnen, benoétigen wir noch etwas Notation:
Wir fixieren im Folgenden eine Folge T' = (T3, T, . . . ). Bezeichne § die Menge
der Wahrscheinlichkeitsmafe # ¢y auf R und

S(3)(C) :=={¢ € F: ¢ ist Losung von (L.3)}. (1.6)

Wir schreiben kurz S(§) fiir S()(0). Um die Mengen S(§)(C), bzw. S(F)
vollstdndig beschreiben zu kénnen, benotigen wir noch Bedingungen an 7" im
homogenen Fall, bzw. an (C,T") im inhomogenen Fall.

1.2.1 Der homogene Fall

Um im homogenen Fall die Existenz von Losungen gewahrleisten zu konnen,
stellen wir die folgenden zusétzlichen Bedingungen an 7"
Sei « der charakteristische Exponent (von T').

(Ada) oder (A4b) gelten (A4)

wobei

N N N
EY T¢logT; € (—o0,0) und E(ZTJ@) log* (ZT]‘*) <o (Ada)
J=1 j=1

j=1
Es existiert ein 6 € [0, «), sodass m(6) < oco. (A4b)
N
E ZT;"(logf T;)? < <. (A5)
j=1

Betrachte die homogene Gleichung

d a
X =Y 10X, (1.7)
Jj=1
wobei die X7, X5, ... unabhingig identisch verteilte Kopien von X sind und

unabhéngig von T und « der charakteristische Exponent (von T'). Die Losun-
gen von spielen eine fundamentale Rolle in unseren Untersuchungen. An
dieser Stelle nehmen wir an, dass nicht-triviale, also von Null verschiedene,
nicht-negative Losungen von existieren und ihre Verteilungen bis auf
Skalierung eindeutig sind. Fiir eine detailliertere Untersuchung verweisen wir
auf Abschnitt Im Folgenden fixieren wir eine spezielle Losung (wie in
definiert) und bezeichnen diese mit W.
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Wir kénnen nun die Hauptresultate dieses Unterabschnittes formulieren.

Theorem 1.5 (Theorem 2.1 in [2]).

Seien (A1)-(A4) fir ein a € (0,2]\ {1} erfillt. Dann ist die Familie S(§)
gegeben durch

6(t) — {Eexp ( — oW [t [1 — iﬁh’i—‘ tan(%)}) fir a # 2,

_ 1.8
E exp(—a?Wt?) fiir a = 2, (1.8)

wobei o > 0, € [—1,1] falls o« # 2 und 0 > 0 falls « = 2.

Theorem 1.6 (Theorem 2.2 in [2]).
Seien (A1)-(AB) mit o = 1 erfillt. Dann ist die Familie S(F) gegeben durch

o(t) = Eexp(iuWt — cWt|), (1.9)
wobei pp € Ryo0 >0 und (p,0) # (0,0).

1.2.2 Der inhomogene Fall

Um im inhomogenen Fall die Existenz von Losungen gewéhrleisten zu konnen,

stellen wir zusétzlich zu den Forderungen an 7' die folgenden Bedingungen
an C:

m(1) < 00, E|C| < 0o und
(T™(00))n>0 ist beschrinkt in LP fiir ein p > 1. (C1)

m(B) < 1 und E|C|? < oo fiir ein 0 < § < 1. (C2)

Theorem 1.7 (Theorem 2.3 in [2]).

Sei P(C' # 0) > 0. Seien (AL)-(Ad) und eine der Bedingungen (CI) oder
erfillt. Fir den Fall o = 1 set zusdtzlich erfillt. Dann existiert
ein Paar (W*, W) von Zufallsgréfen, sodass W* eine Lésung von 18
und W eine nicht-triviale, nicht-negative Losung von (1.7)).

Die Familie S(F)(C) ist gegeben durch

Eexp (iW*t — oW |t|*[1 — B tan(Z)])  fir o ¢ {1,2},
(t) = S Eexp(i(W* + uW)t — oW t|) fir a =1,
Eexp(iW*t — o?Wt?) fir o = 2,
(1.10)
wobei o > 0,5 € [-1,1] fira ¢ {1,2}, p € R,o >0 fira=1und o >0
fir a = 2.
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1.3 Stabile Verteilungen und stabile Lévy-Prozesse

In diesem Abschnitt fithren wir die Begriffe stabile Verteilung und stabiler
Lévy-Prozess ein und zeigen einen Zusammenhang zwischen stabilen Ver-
teilungen und den Resultaten aus Abschnitt auf. Wir folgen dabei den
Ausfiihrungen in 2] und [30].

1.3.1 Stabile Verteilungen

Wir sagen, dass eine Zufallsgrofe YV eine stabile Verteilung S, (o, 5, i) fiir
eina € (0,2],0 > 0,5 € [—1,1] und p € R besitzt, falls ihre charakteristische
Funktion von der Form

exp (ipt — o®[¢]* (1 — 1B tan(%)))  fir a # 1,
exp (iut—a\t!(l—i—iﬁ‘%'%log]t\)) fir a =1,

E(exp(itY)) = {

ist. Der Index o wird Stabilitdtsindex genannt und stabile Verteilungen
entsprechend oft als a-stabile Verteilungen bezeichnet.

Bemerkung. Fiir den Fall a = 2 kénnen wir ohne Einschriankung der All-
gemeinheit § = 0 annehmen, da der Parameter keinen Einfluss hat, i.e.

E(exp(itY')) = exp (it — o°|t]*(1 — 16% tan(%r))).
=0

Wir geben kurz einige Eigenschaften von stabilen Verteilungen an und erhal-
ten eine anschauliche Interpretation der Parameter o, 5 und pu. Die folgenden
Standards zu stabilen Verteilungen konnen unter Anderem in [30] gefunden
werden.

Der Parameter p ist ein Verschiebungsparameter:

Eigenschaft 1. Sei Y ~ S, (0,3, 1) und b € R. Dann ist
Y +b~S,(0,8,1+Db).

Der Parameter o wird Skalierungsparameter genannt:

Eigenschaft 2. Sei Y ~ S, (0,3, ) und a > 0. Dann ist

o [Salao, B,ap) fiir a #1,
¢ S.(ao, B,ap — 2a(loga)oB)  fir a =1.
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Im Fall &« = 1 beeinflusst die Multiplikation mit einer Konstanten die Ver-
schiebung auf nicht-lineare Weise. Der Ausdruck “Skalierungsparameter” fiir
o ist in diesem Fall entsprechend etwas irrefiithrend.

Der Parameter  beschreibt die Schiefe der Verteilung:

Eigenschaft 3. Y ~ S,(0, 5, 1) ist symmetrisch genau dann, wenn B = 0
und p = 0 sind. Sie ist symmetrisch um p genau dann, wenn 3 = 0 ist.

Eine stabile Verteilung S, (o, 8, 1) heifst strikt stabile Verteilung

Sp=0 fira#1,
S =0 fira=1.

Bei strikt stabilen Verteilungen kann o also tatsédchlich als Skalierung in-
terpretiert werden und wir konnen eine beliebige strikt stabile Verteilung
Salo,B,0) fir a # 1 bzw. S,(0,0,u) fiir « = 1 durch Reskalierung und
Verschiebung auf eine “standardisierte” Verteilung S, (1, 5,0) fiir o # 1 bzw.
S,(1,0,0) fir « = 1 zuriickfiihren.

Ein Zusammenhang zu Losungen gliattender Gleichungen in R

Wie von Alsmeyer und Meiners in [2] ausgefiihrt, besteht eine Verbindung
zwischen stabilen Verteilungen und Losungen glittender Gleichungen. Diese
wird im Folgenden kurz beschrieben.

Sei Y eine Zufallsgrofse, die auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum definiert
ist wie das Paar (WW*, W) aus Theorem [1.7|und von (W*, W) unabhéngig ist.
Sei weiter die Verteilung von Y eine strikt a-stabile Verteilung S, (o, 3,0)
fir « € (0,2) \ {1},0 > 0 und S € [—1,1]. Dann kann man leicht einsehen,
dass die charakteristische Funktion ¢ von W* + WY von der Form wie in
ist. Analoge Konstruktionen konnen fiir die Fille « = 1 und o = 2
gemacht werden.

Unter den Voraussetzungen und mit der Notation aus Theorem [I.7]folgt also,
dass jede Losung X von (1.1)) eine Darstellung der Form

X Lwe 4 wley (1.11)

besitzt fiir eine Zufallsgréfse Y mit einer strikt a-stabilen Verteilung. Der
charakteristische Exponent (von 7T') « ist hier auch gleichzeitig der Stabili-
tatsindex « der a-stabilen Verteilung von Y.

Dasselbe gilt fiir den homogenen Fall mit W* = 0.
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1.3.2 Stabile Lévy-Prozesse

Um den Begriff des stabilen Lévy-Prozesses einfiihren zu kdnnen, definieren
wir zunédchst allgemeine Lévy-Prozesse und geben einige Eigenschaften bzw.
Charakterisierungen an. Hierbei beschrianken wir uns stets auf reell-wertige
Prozesse ohne es explizit zu sagen.

Wir nennen einen stochastischen Prozess X = (X());>0 Lévy-Prozess, falls
er die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(i) X hat fast sicher cadlag-Pfade.

(ii) X(0) = 0 fast sicher.

(iii) X hat unabhéngige Zuwichse, d.h.
X(t1) — X(to), X(t2) — X(t1), ..., X(tn) — X(tn—1) sind unabhéingig fiir
alleneNund alle 0 =ty < t; <--- <t

(iv) X hat stationdre Zuwichse, d.h. die Verteilung von X (¢) — X (s) héngt
nur von t — s ab fiir alle 0 < s < t.

Weitere Details und die folgenden Standards zu Lévy-Prozessen konnen un-

ter Anderem in [22] und [31] gefunden werden.

Fiir einen Lévy-Prozess X heift die Funktion
Uy :R— C,u— —logEexp(iuX(1))

charakteristischer Exponent von X und charakterisiert die Verteilung
des Prozesses durch die Lévy-Kintchin Formel (vgl. [31, Kap. 1, Theorem
8.1]):

Theorem 1.8. (i) Ist (X(t))i>0 ein Lévy-Prozess, so existieren eindeutige
a € R,s >0 und ein Lévy-Mafl m, sodass

U (u) = iau + §u2 + /(1 — " 4 iuzly)<1y)m(dx) fir alle u € R.

(i) Fir a € R,s > 0 und ein Lévy-Maf8 7 existiert ein Lévy-Prozess
(X(t))e>0 mit charakteristischem Ezxponenten wie in (i).

Ein Lévy-Maf ist ein Mah 7 auf R mit Masse auf R \ {0}, sodass
(1 A 2?)m(dx) < co. Das Tripel (a,s,7) wird charakteristisches Tripel
von (X(t))i>0 genannt.

22



Lemma 1.9. Sei (X (t))i>0 ein Lévy-Prozess, dann gilt fir alle t > 0

Eexp(iuX(t)) = exp(—t¥x(u)).

Ein Lévy-Prozess (X (t)):>0 heift stabiler Lévy-Prozess, wenn der charak-
teristische Exponent Uy von X der einer stabilen Verteilung ist, d.h.:

Fiir ein a € (0,2],0 > 0,5 € [-1,1] und p € R ist ¥x gegeben durch

T () —ipu + o®ful*(1 - By tan(Z2))  fiir a # 1,
—iuu+0|u|(1+iﬁﬁ—‘%log|u|) fir a = 1.

Analog zu den strikt stabilen Verteilungen sprechen wir von strikt stabilen
Lévy-Prozessen, wenn die assoziierte stabile Verteilung eine strikt stabile
Verteilung ist.

Eine wichtige Eigenschaft der strikt stabilen Lévy-Prozesse ist die Selbstédhn-
lichkeit:

Wir sagen ein Prozess (X (t));>0 ist selbstédhnlich mit Index H > 0, falls fiir
alle a > 0 die endlich-dimensionalen Verteilungen von (X (at));>o mit denen
von (a X (t));>o iibereinstimmen, d.h. fiir alle n € N,0 < t; <ty < -+ <,
und alle a > 0 gilt

(X(at1), X(ata), ..., X(aty)) < ("X (1), a" X (t2), ..., a" X (t,)).

Lemma 1.10. Die strikt a-stabilen Lévy-Prozesse sind selbstihnlich mit In-
dex H fiir

H=—.

a

Bemerkung. Die Unterscheidung zwischen stabilen Prozessen und stabilen
Lévy-Prozessen ist in der Literatur uneinheitlich (vgl. [30] und [22]). Es sei
darauf hingewiesen, dass wir im Rahmen dieser Arbeit ausschlieflich (strikt)
a-stabile Lévy-Prozesse betrachten. Im Folgenden verwenden wir die Begriffe
(strikt) stabile Verteilung und (strikt) a-stabile Verteilung, sowie
die Begriffe (strikt) a-stabiler Prozess und (strikt) a-stabiler Lévy-
Prozess jeweils synonym.
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1.4 Der gewichtete Verzweigungsprozess

In diesem Abschnitt fiihren wir den gewichteten Verzweigungsprozess ein und
geben einige Beispiele gewichteter Verzweigungsprozesse, die in den spéiteren
Kapiteln eine Rolle spielen.

1.4.1 Der Ulam-Harris-Baum

Wir betrachten den unendlichen Ulam-Harris-Baum

V=[N,
n€eNg

wobei N? := {@} die Menge ist, die nur das leere Tupel @ enthélt. Fiir
einen Vektor v = (vy,...,v,) € N schreiben wir kurz v ...v,. Dabei ist
n die Ldnge von v, kurz |v| = n mit |&| := 0. Fiir einen weiteren Vektor
W=W... Wy, €V selvw=1;...0,W1...Wn.

Wir nennen die Elemente von V auch Knoten, da wir V in kanonischer Weise
als Graph auffassen konnen, wobei die Kantenmenge dann genau aus den
Tupeln der Gestalt (v,vi),v € Vi € N, besteht. Dabei fungiert & als Wurzel
und jeder Knoten v ist iiber den eindeutigen Pfad

=V VIV — - = V...V, =70

mit der Wurzel verbunden.

Wir bezeichnen fiir alle n € Ny mit V,, die Menge der Knoten v mit Linge
lv| =n, dh. V, :={v e V:|v| =n} und analog V<, bzw. V_,, die Menge
der Knoten mit Léinge kleiner gleich |v| < n bzw. strikt kleiner |v| < n.

Fiir die Menge aller Kanten, die in einem Knoten v starten schreiben wir
kurz e, := {(v,vi) : i € N}.

Die Menge aller Kantenmengen von V bezeichnen wir mit

E :={e, : v € V} und entsprechend die Menge der Kantenmengen des Teil-
graphen V.,,n € Ny mit E_,, also E.,, :={e, : v € V_,}.

Fiir alle v € V und alle k& € Ny bezeichne v, die Einschrdnkung von v auf
die ersten & Komponenten:

%) fiir k =0,
V)= v ...y fir 1 <k <o,
v fiir £ > |v].

Fiir v € V sei vV der in v verwurzelte Teilbaum von V, d.h.
vV = {w eV: w||v| = U}.
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Zum Ende dieses Abschnitts wollen wir noch eine Ordnung auf V einfiihren.
Seien v = vy ...v, und w = w; ...w,, Elemente in V und

o(v,w) =inf{k > 1 : v # wy}.

Fiir v # w definieren wir

, | < [w] fiir |v| # |w],
V< &= .
Vg(ow) < We(ow)y LT [v] = |w]

und allgemein
vw:& v =woder v < w.

Offenbar gilt @ < v fiir alle v € V.
Eingeschrankt auf N C V stimmt die Relation “<” mit der gewdhnlichen
Ordnung “<” auf N iiberein.

Samtliche Definitionen aus diesem Abschnitt lassen sich auch auf Baume mit
endliche vielen Nachkommen pro Knoten, d.h. V = {1,2,...,m}™ fiir
m € N, iibertragen.

n€eNy

Beispiel. Zur Veranschaulichung betrachten wir den in Abbildung dar-
gestellten Baum V<3 mit V=, {1,2,3}":

nENo

z

OOOOEEEEALOVENOHOYOVOVE®®®® O
Abbildung 1.1: Vg fiir V= _\ {1,2,3}"

n€eNp
Wir nutzen die Gelegenheit und diskutieren kurz die Ordnung “<7: In Ab-
bildung sind die Knoten v = 311 und w = 333 samt ihrer Pfade rot
hervorgehoben. Wir wollen nun v < w einsehen. Es gilt |v| = 3 = |w|. Die
Pfade von v und w stimmen bis zum Knoten x = 3 (blau) tiberein, entspre-

chend st
o(v,w) = ¢(311,333) =2
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und weiter gilt

Vpo,w) = V2 = 1 < 3 = Wy = We(v,w)-

Anschaulich durchlaufen wir mit “<” den Baum von oben nach unten, also
Generation fiir Generation und innerhalb der Generationen von links nach
rechts.

1.4.2 Gewichtete Verzweigung

In diesem Abschnitt fiilhren wir den allgemeinen gewichteten Verzweigungs-
prozess ein. Dieser dhnelt einem stochastischen Prozess mit einem Baum als
Indexmenge, dabei tragen die Kanten des Baumes Gewichte, die in Form
einer Vorwérts- bzw. Riickwirtstransformation weitergegeben werden, wenn
man die Kante passiert.

Sei (G,*) eine messbare Halbgruppe mit neutralem Element e und einem
Grab A, fiir alle g € G gilt dann gxe =g =e*xgsowie gx A=A =Axg.
Die Halbgruppe (G, *) operiere auf einem messbaren Raum H via
o:GXxH—H.

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum auf dem die Familie (T'(v), C(v))yev
von unabhéngig identisch verteilten Zufallsgréfien

(T(v),C(v)) = (T )ien, C%) : Q@ — GN x H

definiert ist. Dabei lassen wir beliebige Abhéngigkeiten innerhalb der Fami-
lien (fiir festes v € V) zu. Wir nutzen die Kurzschreibweise
(T,C) = ((T)ien, C) fiir (T'(2), C(2)). Weiter sei fiir n € N
A, :=0(T(v),C(v): |v| <n)

die von allen (7'(v),C'(v)) mit |v| < n erzeugte o-Algebra und

A i=0(A,:n>0)=0((T(v),C(v)) :veV)
die von den A,,,n > 0 erzeugte o-Algebra.
Bemerkung. Wie schon im Abschnitt zum Ulam-Harris-Baum, lassen

sich die Definitionen auf Bdume mit endlich vielen Nachkommen pro Gene-
ration iibertragen.
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Jeder Kante (v,vi),v € V,i € N wird ein Gewicht L, ,; = T} zugeordnet,

weiter sei L, , := e fiir alle v € V und wir definieren rekursiv Pfadgewichte:

Lv,vwx - Lv,vw * va,vwz

fir v,w,x € V. Dabei ist L, ,, das Gewicht auf dem Pfad von v nach vw
und wir schreiben L, = Ly, fiir das Pfadgewicht von der Wurzel @ bis zum
Knoten v € V.

Beispiel. Zur Veranschaulichung betrachten wir den in Abbildung[1.9 darge-
stellten Baum V<z mit V = |,y {1,2}", also die ersten drei Generationen
des bindren Baumes. An den Kanten sind die jeweiligen Kantengewichte no-
tiert. Der Knoten v = 212 samt Pfad ist rot hervorgehoben.

Wir bestimmen das Pfadgewicht L, = Lo1o indem wir dem Pfad
T —2— 21 — 212

folgen und die Kantengewichte entlang des Pfaden verkniipfen, d.h in diesem
Beispiel

LU = L212 :TQQ *T12*T221

Abbildung 1.2: Die ersten drei Generationen des bindren Baums mit Kan-
tengewichten

Ein Tupel (V, (Ly yw)v.wev, (G, *)) nennen wir gewichteter Verzweigungs-
prozess.
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Wir schliefen diesen Abschnitt mit der Definition des Shiftoperators [-],.
Sei v € V fest, 1 eine Funktion von (G x H)V in einen beliebigen messbaren
Raum und

¢ = Y((T(v), C(v))vev)-

Dann bezeichne [¢], die Funktion

[Slo = (T (w), C(w))wewr) = YT (vw), Clvw))wev).

Insbesondere gilt dann (mit ¢ = id)

[(T'(w), C(w))wev]o = (T(vw), Clvw))wev-
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1.4.3 Beispiel: Intervalle

Dieser Abschnitt dient sowohl aus Beispiel eines gewichteten Verzweigungs-
prozesses, als auch als Vorbereitung fiir spatere Kapitel.

Motivation: Wenn wir stochastische Fixpunktgleichungen iiber D_ studie-
ren, befinden wir uns in der Situation, dass wir eine zufillige Partition des
halboffenen Einheitsintervalls (0, 1] in ebenfalls halboffene Teilintervalle vor-
liegen haben.

Sei (T});>1 eine Folge reell-wertiger Zufallsgrofen mit 7; > 0,7 € N und
P(N < o0) =1fiir N =sup{j >1: T; > 0}.
Wir bezeichnen mit J die zufallige Menge der Indizes 7 € N, sodass T; > 0
fir y € J:
J:={jeN: T; > 0}.

Weiter seien ¢, d;, j € N Zufallsgrofen mit Werten in [0, 1] derart, dass

(i) Ij=(c;dj] #D = j € J,

(i) I; NI, =0 fiir alle j # k € N,

(ii)) Uy, Z; = (0.1]
Die ¢;,d; induzieren also eine Partition von (0, 1] in N nicht-leere Intervalle
I;,5€J.

Bemerkung. Die Intervalle sind an dieser Stelle noch ungeordnet, d.h. aus
J < k folgt im Allgemeinen nicht I; < Ij.

Wir nutzen die Ulam-Harris Notation aus Abschnitt [.4.1k
Fiir alle v € V seien T'(v) = (17);>1 unabhéngige Kopien von (7});>1 und

j
J, el dé? wie oben definiert.

Betrachte
H={(c,d C(0,1]:0<ec<d<1}U{Ay}

die Menge der halboffenen Intervalle in (0, 1] mit dem Grab Ay := (.
Sei G C H¥ erzeugt durch g,,: H - H0<z<y<1

gey((c,d]) = (c+ (d = )z, c+ (d = )y]

die Identitdt idg : H — H,h — h und das Grab Ag: H — H,h — Apy.
Dann bildet (G,*) mit g * h := h o g Hintereinanderausfithrung eine Halb-

gruppe.
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Wir definieren die Pfadgewichte ZW, durch

T : . 7 Gev qv " >0
Lv,v = ldG SOwl1e LU,Uj = €857 J )
Ag sonst

und rekursiv

LU,wa = Lv,vw * va,vwac‘

Das Pfadgewicht bis zum Knoten v € V, wenn wir mit dem halboffenen
Einheitsintervall (0, 1] starten, nennen wir I,:

~ s Ao, falls I, # 0,
Ly((0,1]) =: I, = {(C ] alls 1, 70 (1.12)
Ay sonst .
Insbesondere entsprechen die Intervalle I, # 0,|v| = 1 den I;,j € J von

oben. Fiir alle m € N bilden die Intervalle I, |v| = m wieder eine Partition
von (0, 1].

Bemerkung. Wie oben bereits angemerkt, sind die Intervalle innerhalb ei-
ner Generation |v| = n an dieser Stelle noch nicht aufsteigend sortiert.

Wir kénnen die Intervalle aufsteigend anordnen, indem wir eine neue Ord-
nung <; auf V2 = {v € V: I, # ()} einfiihren:

Fiir v # w definieren wir

o Sl <ol i fof # Jwl,
v < w e i
I, <1, fir |v| = |w|

und allgemein
v =<7 w:& v=woder v <5 w.

Offenbar gilt @ <; v fiir alle v € Y%l
Anschaulich durchlaufen wir mit “<;” den Baum V#? von oben nach unten,

also Generation fiir Generation und ordnen innerhalb der Generationen die
Knoten so um, dass die zugehorigen Intervalle aufsteigend geordnet sind.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit gehen wir in Kapitel [2| dazu iiber, die
T'(v) so umzuordnen, dass stets 77 > 0 fiir j < N” und T} = 0 fiir j > N".
Die Ordnungen “=<;” und “=<” stimmen dann auf V#? iiberein.
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1.4.4 Beispiel: Der endogene Fixpunkt W
In Abschnitt haben wir die Gleichung (1.7)

XiZTjan

Jj=1

zu (1)) ;>1 mit charakteristischem Exponenten « betrachtet und gesagt, dass
wir eine spezielle Losungen W von (1.7)) wihlen.

Mit den Voraussetzungen aus Abschnitt betrachten wir (G, *) = (Rxo, )
die multiplikative Halbgruppe mit A = 0. Die Pfadgewichte L,,v € V sind
entsprechend das Produkt der Gewichte aller Kanten, die auf dem Weg von
der Wurzel @ bis zum Knoten v = vy ... v, € V passiert werden:

=TZ T 5 ...x TVn—1
L, =T, T, *---*xT)"

Um die Losungen von ([1.7) charakterisieren zu konnen, fithren wir den Be-
griff der endogenen Fixpunkte ein (siehe auch [2], Def. 4.6|):

Bezeichne mit L := (L, )yev. Sei 8 > 0 und definiere 77 := (T7);5,. Eine Zu-
fallsgrofse W3 nennen wir endogenen Fixpunkt (der glittenden Gleichung
beziiglich T7”), falls eine Borel-messbare Funktion g : [0,00)" — R existiert,

sodass W3 = ¢g(L) und

Wy=> L3[Wgsl, fs. (1.13)

[v|=n

fiir alle n € Ny. Weiter nennen wir W3 nicht-trivial, falls P(1W3 # 0) > 0.

Endogene Fixpunkte sind also spezielle Losungen von (1.7) mit der Eigen-
schaft, dass ihr Zufall in Termen der Pfadgewichte ausgedriickt werden kann.
Nach obiger Definition ist 0 stets ein (trivialer) endogener Fixpunkt.

Unter den Bedingungen — existiert ein (bis auf Skalierung mit einer
Konstanten) eindeutiger nicht-trivialer, nicht-negativer endogener Fixpunkt
beziiglich T:

Nach Proposition 2.1 in [3] existiert eine nicht-triviale, nicht-negative Losung
zu ([1.7) und wir bezeichnen diese mit .

Proposition 1.11 (Proposition 4.7 in [2]). Es gelten (Al) - (Ad). Se: W,
ein nicht-negativer endogener Fizpunkt bezuglich T<. Dann gilt W, = cW
fast sicher fiir ein ¢ > 0.
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W ist also ein endogener Fixpunkt beziiglich 7% und die Menge der Losungen
von (1.7)) ist von der Form {L(cW) : ¢ > 0}.

Bezeichne mit ¢ die Laplace-Transformierte von W, i.e.
o(t) := E(exp(—tW)), t=>0.

W kann mittels ¢ explizit konstruiert werden (siche (4.22) in [2]):

W= nlggo Z (1—p(Ly)) fs. (1.14)
lv|=n
W als Grenzwert des Biggins’ Martingals
Unter den Bedingungen (A1) - (Ada)) kann W als Grenzwert des sogenannten
Biggins’ Martingals gewihlt werden:

Die Bedingungen (A1) - (A3) implizieren, dass

Wi =Y LY, neN
|v|=n

ein nicht-negatives Martingal definiert. Sei

W = lim W™  fs.

n—o0

Es ist bekannt, dass unter den Bedingungen (AT))-(A4a)) gilt EW(® = 1, siehe
[23].
Weiter erfiillt T/ (@)

W =3 Lew®), fs.

[v[=n

fiir alle n € Ny (siehe [2]).

In diesem Fall kénnen wir wegen der Eindeutigkeit aus Proposition [I.11] an-
nehmen, dass W = W),
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Kapitel 2

Die homogene Gleichung auf D_

In diesem Kapitel untersuchen wir eine grokere Klasse homogener Prozess-
gleichungen auf ihre Losungen in D_.

Wir betrachten dabei eine allgemeinere Form der Prozess-Gleichungen (0.13))
in D_
d
(X(eoy = (Y TiX5(n(1) (2.1)

Y
t€[0,1
j>1 (0:1]

hierbei sind die (Xj;);>1 und (7j,7;);>1 unabhéngig, die (Xj;),;>1 sind ver-
teilt wie X mit Werten in D_, die (7});>1 sind nicht-negative reell-wertige
Zufallsgrofen und die (7;);>; Zufallsgrofen mit Werten in den stetigen mo-
noton steigenden Funktionen mit Werten in [0, 1].

Wir nehmen an, dass die Anzahl der von Null verschiedenen T fast sicher
endlich ist, i.e. N :=|{j € N: Tj # 0}| < oo fast sicher.

Weiter nehmen wir an, dass die (7;);>1 eine Partition von (0, 1] in halboffene
Intervalle induzieren, wie folgt:
Wir bezeichnen mit J die zufallige Menge der Indizes j € N, sodass T; > 0
fir j € J:

J:={jeN: T; > 0}.

Weiter seien ¢;, d;, j € N Zufallsgrofen mit Werten in [0, 1] derart, dass
(i) ;== (c;;dj] #VD = j € J,

(ii) I; NI, =0 fiir alle j # k € N,

(i) Uje, I; = (0,1],
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und die 75,7 € J seien von der Form

0 auf I := (0, ¢j],
Tj = goj auf [ja

1 auf I .= (d;, 1],

mit ¢, : I; — (0, 1] stetig und streng monoton wachsend. Insbesondere sind
die ¢; bijektiv, dies folgt direkt aus der Stetigkeit der 7;.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wollen wir die Terme von (2.1]) umordnen,
sodass

(i) T1,...,Tn > 0 und T; = O fiir alle j > N,
(i) L <--- < In.

Wir betrachten fiir n € N>, die abgeschnittene Summe

> TiXjom
j=1

und ordnen diese um, sodass die ersten M (™ Summanden von Null verschie-
den sind, und die assoziierten Intervalle aufsteigend geordnet sind.
Dazu betrachten wir

JW = {j<n : T; #0}

die Menge der Indizes j < n, fiir die die assoziierten Intervalle I; # () sind,
und ordnen diese beziiglich <; zu

j}n) <7 =<z j|(;t()n)‘

um. Insbesondere ist M ™ = | J™)].
Weiter definieren wir fiir i < M™:

T-(n) = Tj_(n), )?(n) =X (), ?-(n) = T.(n).

(2 (2 -71 7 ]Z
Die assoziierte Abbildung
. gm o g 71-(71)(Z'> — jz(")
ist messbar. Bezeichne die umgeordnete Summe mit

M)
ST o 7™,
=1
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Es gilt

M)
S LUXMom N £ Y TiXjor £ TiXjom;.
i=1 j>n j>1

Fiir n — oo gilt
Z 17,50 — 0, also M®™ — N,
i>n

und

T, e R gl ) o)

2

jeweils fast sicher.
Insgesamt also

M

) N
ﬁ(n))}i(n) o ;i(n) + Z T;X; 07, —> Zfi(OO))}i(OO) o ;(00)

1
i=1 j>n i=1

fast sicher.
Wir kénnen also 0.B.d.A. annehmen, dass

(i) Th,...,Tn > 0und 7; = 0 fiir alle j > N und
(i) 1 <+ < Iy.
Die Prozess-Gleichung (2.1)) ldsst sich dann als

(X(t))sep) = (XN: T;X;(7 (t)))

t 1
— €[o,1]

schreiben und die (7;)_; sind von der Form

0 auf I,
T, =4 ¢; auflj
1 auf I>j.

(2.2)

(2.3)

mit I := U,; li bzw. I := U;o; Li und ¢; : I; — (0,1] stetig und streng

monoton wachsend, also insbesondere bijektiv.

In Termen von ¢ kénnen wir (2.2)) wie folgt schreiben:

(X (e = (30 Ti(Muery Xi(es (8) + Lper pX5(1)))

tef0,1]
po €01



2.1 Existenz von Losungen

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Prozessgleichung auf die Exis-
tenz von Losungen in D_. Wir gehen dabei in zwei Schritten vor. Im ersten
Unterabschnitt diskutieren wir zunéchst heuristisch, welche Eigenschaften
eine potentielle Lésung X von haben miisste. Dies liefert uns eine Vor-
stellung davon, wie ein Kandidat fiir eine Losung aussieht. Im zweiten Unter-
abschnitt formalisieren wir unsere Erkenntnisse und formulieren eine formale
Existenzaussage.

2.1.1 Eine heuristische Betrachtung

Wir untersuchen zunichst, welche Figenschaften eine potentielle Lésung X
von (2.2)) erfiillen muss. Dazu gehen wir wie folgt vor:

(1) Wir bestimmen die Verteilung von X an der Stelle ¢ = 1.

(2) Anschliefend nutzen wir die rekursive Struktur aus (2.2), um eine Aus-
sage iiber X an den Stellen di,k = 1,..., N in Termen von X (1) zu
treffen.

(3) Wir erweitern unseren Ansatz aus (2): Wir nutzen die Ulam-Harris No-
tation aus Abschnitt [[.4.1] und beschreiben das m-fache Iterieren der

Gleichung (22.2).

(4) Abschliefend nutzen wir die Darstellung von X aus (3) um einen Kan-
didaten fiir eine Losung von (2.2)) zu definieren.

(1): Sei X eine Losung von (2.2). Betrachten wir die Prozessgleichung (2.2)

an der Stelle ¢ = 1 erhalten wir mit X (1) 2V die reell-wertige Gleichung
(mit denselben T7)

VS T, (2.5)

Jj=1
wobei (T});>1, (V;),;> unabhéngig und die (V;);>1 wie V verteilt sind.
Wir nehmen stets an, dass die Bedingungen (A1)-(A4) und im Fall o = 1

zusdtzlich (AD) erfiillt sind. Damit befinden wir uns in der Situation aus
Kapitel [I.2] und die Losung von (2.5)) ist von der Form

vV Lwley, (2.6)
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Dabei ist W der (eindeutige) endogene Fixpunkt (beziiglich 7%) aus Ab-
schnitt und Y eine strikt a-stabile Zufallsgrofe.

Damit kennen wir die Verteilung einer Losung X an der Stelle ¢ = 1.

(2): Seien Xj,..., Xy unabhiingige Losungen von (2.2), die auf demselben
Raum definiert und unabhéingig von A, = o((7T, 7)(2)) sind. Dann erfiillt

(X(Hreo) = (f)nxjm(t»)

t€[0,1]

die Gleichung (2.2)) nicht nur in Verteilung, sondern punktweise fast sicher.
Entsprechend kennen wir X an den zufilligen Stellen dj, k =1,..., N.
Es gilt

k
X(d) = T;X;(1), k=1,...,N.
j=1

(3): Seien m € N. Mit der Ulam-Harris Notation aus Abschnitt erwei-
tern wir unser Vorgehen aus (2) und betrachten die m-fache Iteration der

Gleichung (2.2)).

Hierzu seien X, [u] = m unabhéingige Losungen von ({2.2)), die auf demselben
Raum definiert und unabhéngig von A,, = o((T,7)(v) : |v| < m) sind.

Setze
(X))o = (Y vav<ry<t>>)t€[o . (2.7)
[v]=m ’

(4): Mit den Intervallen I,,v € V aus Abschnitt sind fiir v € V mit
I, # 0 durch die (7,),ev dann implizit stetige streng monoton wachsende
(bijektive)

0 o Iy — (0,1]
gegeben.
Fiir festes ¢ € (0,1] erfiillt X™ aus (2.7) dann
X = (30 LoXolD)) + i X (u (1), (28)
|v|=m
U<'LUm,t

wobei w,,; das Element w € V,, ist, sodass t € I,, und wir summieren iiber
alle v € V,,,, die beziiglich der Ordnung “=<" aus Abschnitt strikt kleiner

sind als wy, ¢.
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Anschaulich n&hern wir uns mit dem ersten Summanden aus (2.8) fiir grofer

werdendes m von links an X (™ (t) an, wihrend gleichzeitig der zweite Sum-
mand aus (2.8) “klein” wird.

Fiir den ersten Summanden aus ([2.8)) nutzen wir, dass wir die Verteilung von
X.(1) kennen.
Sei (Y(t));>0 der zu Y aus (2.6)) assoziierte strikt a-stabile Lévy-Prozess, i.e.

Y (1) < Y, der auf demselben Raum wie die X, definiert und unabhéngig
von A,, ist. Weiter seien Y,,, |v| = m unabhéngige Kopien von (Y (t)):>o, die
ebenfalls auf demselben Raum wie die X, definiert und unabhéngig von 4,
sind.

Wir ersetzen X, (1) durch [W]¥/*Y,(1) und erhalten

> LML Y LW m Ly (Y e,

[v]=m [v[=m [v|=m
V=<Wm,t 'U<wm,t V=Wt

Im néchsten Schritt wollen wir den oben angedeuteten Grenziibergang
“m — 00” formulieren.

Wir nutzen die spezielle Struktur von W, genauer, dass

W= Ly[W], fs. (2.9)

[v[=n

fiir alle n € Ny gilt, um uns von der m-ten Generation zu losen:
Sei n € N. Fiir festes t € (0, 1] wihlen wir v,(t) € V wie folgt

vi(t) == igf{v I, #0,d, <t}
und rekursiv

Upp1(t) == igf{v = u(t) : Ly # 0, dy,) < dy <t}

Wir durchlaufen den Baum Generation fiir Generation von links nach rechts
und suchen das erste Intervall [, das vollstandig links von ¢ liegt und nennen
den assoziierten Knoten v, (). Das jeweils néchste Intervall I, | (v, Wéhlen wir
dann an das vorherige Intervall I,,, ;) angrenzend, d.h. d,,, ) = ¢y, (1), sodass

I vollstédndig links von ¢ liegt.

Un41(t)
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Anschaulich erhalten wir dann den angedeuteten Grenziibergang “m — c0”

lim Z LYW, = Z Ly o Wlen @)

m—00
[v|l=m neN
’U<'LUm,t

indem wir die Partitionierung der Intervalle 7, die in jedem Iterationsschritt
entsteht, mittels (2.9) riickgdngig machen. Wir setzen also das Intervall I,

aus den Intervallen I, )1, ... [, @neny Wieder zusammen.
]@ t
m =10 = -
0 1
I I, I3
m =1 € ¥ ¥ 3
0

=92 4 a4 X X X X h'a h'a h'a 3

m = K K K 1< K 1< X X X 3
I311

_3 Y v v Y vy Y v vY v v ¥ v v Y v v V¥ Yyl vV v v VY vy v 3

Abbildung 2.1: Auswahl der Knoten v;(t)

Beispiel. Abbildung veranschaulicht die Auswahl der Knoten v;(t) an-
hand der deterministischen Teilung in jeweils drei Intervalle. Gemdaf der
Ordnung “X 7 durchlaufen wir den Baum generationenweise.

In Generation m = 1 liegt t im Intervall I3 und die Intervalle I, und Iy ent-
sprechend vollstindig links von t. Wir wihlen vi(t) := 1 und vy(t) := 2.

Fiir die Wahl von vs(t) kommen nun lediglich jene Knoten v in Frage, deren
zugehorige Intervalle I, rechts von I, liegen. Diese sind I3, I3y, I32, I33, I311
usw. .

Da t in I3 liegt gehen wir zur Generation m = 2 dber. Dort liegen I31, I3o
und I3z rechls von I, allerdings liegt t in I3, und entsprechend liegl keines
der in Frage kommenden Intervalle vollstindig links von t.

In Generation m = 3 ist also 1311 das erste Intervall, das sowohl rechts von
Ly, als auch vollstindig links von t liegt. Wir wdhlen vs(t) := 311.

Da t in I315 liegt, missen wir fir die Wahl von vy(t) zu einer hoheren Gene-
ration tbergehen.
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Bemerkung. Wie in Abbildung 2.1 veranschaulicht, kénnen durchaus meh-
rere Knoten v;(t) in einer Generation ausgewihlt werden, genauso kann es
vorkommen, dass in einer Generation kein Knoten ausgewéhlt wird.

Beispiel. Die Abbildung[2.3 zeigt den zu Abbildung[2.1] gehorigen Baum. Die

ausgewdhlten Knoten vy(t),v2(t) und vs(t) sind dabei rot hervorgehoben.

() (12 (19 Gy ) G) D D D

OOO0OEEOOEEOOOOOOOOD(HNOVYOVY®Y
Abbildung 2.2: Der zur Auswahl der v;(t) gehoérige Baum
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2.1.2 Formal: Die Existenz einer Losung

In diesem Abschnitt formalisieren wir die Erkenntnisse des vorangegangenen
Abschnitts.
Wir betrachten die Gleichung ((2.2)

te[o,l]'

(X(8))refo) = (iTij(Tj (ﬂ))

Wir nehmen stets an, dass die Bedingungen - und fiir den Fall
o = 1 zusitzlich erfiillt sind.

Mit der Ulam-Harris Notation aus Abschnitt [L4.I] und den Intervallen aus
Abschnitt [[.4.3] definieren wir:

Vv .={veV: I, #0}

sowie fir m € N

Vi) ={veV, I, #0}.
Fiir festes ¢ € (0,1] definieren wir v,(t) € V* n € N, wie folgt:

ui(t) = inf{v € v 4, <t} (2.10)

und rekursiv
Ung1(t) :== igf{v eV v w,(t), dyy < dy <t} (2.11)

Abschliefiend definieren wir f(0) := 0 und fiir ¢ € (0, 1]
f(t) = Z Ly oy Wlon ) (2.12)
neN
wobei « der charakteristische Exponent (von T') ist und W aus ((1.14)).

Bemerkung. Nach Konstruktion ist f streng monoton wachsend in t. Fiir
s < t € (0,1] existieren fiir hinreichend grokes m Konten w < v € V7
derart, dass s € I,, und t € I,,. Weiter sind die Pfadgewichte L, > 0.
Nach Konstruktion hat f Pfade in D_.

Sei a der charakteristische Exponent (von 7') und Y ein strikt a-stabiler
Lévy-Prozess mit caglad-Pfaden, der auf dem gleichen Raum wie f definiert
und unabhingig von A, = o((T,7)(v) : v € V) ist.
Unser Kandidat fiir eine Losung von ([2.2)) ist dann

(B(t))iepo) := (Y (f(t)))seo, - (2.13)
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Theorem 2.1. Seien (AI)-(Ad) und fir den Fall & = 1 zusdtzlich (A
erfillt. Sei f durch (2.12) gegeben. Dann definiert (R(t))ico,1) aus (2.13
eine Losung von (2.2)) in D_.

Den Beweis von Theorem 2.1l unterteilen wir in zwei Schritte.

(1) Wir bestimmen die endlich-dimensionalen Verteilungen von R aus ({2.13)).

(2) Wir bestimmen die endliche-dimensionalen Verteilungen von R einge-
setzt in die rechte Seite von ({2.2)), i.e.

<iTjRj(Tj(t))>te[0,1]’

wobei die R; unabhéngige Kopien von R und unabhéngig von (7', 7)(2)
sind.

Seien n € N, sowie tg == 0 < t; < t5 < --- < t, < 1. Bedingt auf A,
kennen wir die Positionen der Intervalle /;,7 = 1,..., N und entsprechend
die Positionen der ?; in den jeweiligen Intervallen:

Formal sei S; fiir alle j € N definiert als S; :=={k <n:t, € [;} C{1l,...,n}
und wir setzen S := Ui>j Si. Fiir S; # 0 existieren dann weiter $; <5; € S;
derart, dass fiir alle £ € .S; gilt 5; < k <35;.

Beispiel. Zur Veranschaulichung betrachten wir den in Abbildung dar-
gestellten Fall N = 3,n = 5.

I I I3
t§1 t81 t§3 t93
0 t1 to ts3 ty ts 1

Abbildung 2.3: S; = {1,2},5, = 0,53 = {3,4,5}

Nach obiger Definition der S; ist Sy = {1, 2} und entsprechend t, = t,, sowie
ty = ts,. Sy = 0, da kein ty in Iy liegt und S3 = {3,4,5} mit t3 = t,, und
t5 == tgs.
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Notation:

(1) Der Ubersichtlichkeit halber schreiben wir fiir Vektoren der Form (By, . . ., ()
kurz (B;) fir k < L.

(2) Wir schreiben gb‘;‘/ fiir die charakteristische Funktion der bedingten Ver-
teilung von X bedingt auf A’, i.e. P(X € -|A’) fiir eine Unter-o-Algebra
A’ C A (siche Anhang|A.2)).

(3) Fiir n € N und Vektoren X = (X,...,X,) und 6 € R" schreiben wir

0x(0) = Dx)10 (O1)1:0) = B[ exp(i{(Xi) 1, (01)1:0))] = E[ exp (i Z X;0;)]

Proposition 2.2. Sei X eine Lisung von (2.2) mit Werten in D_. Wei-
ter seien X1, Xo,... unabhdngige Kopien von X und unabhdingig von A..

Bezeichne
= T X 7 )
( tG [0,1] ( E ] 1e[0,1]

mit (T,7)(2) wie oben. Dann gilt

O(z(t)1. (0 [Hﬂ{s AV s s ()5, Tis Y OT5)

kESs

+]1{sj=@}¢|)é°(°1)( Z Hkiy)} (2.14)

k€S>j

Beweis. Sei 0 € R™. Mit der Darstellung der 7; als ¢; aus (2.3) gilt

Ot (0) = E :eXp <i i Z<t’“>9’“)}

n

:E:exp< Z (éTJXJ 7; (k) >Qk>}

:E:exp< ” (i [Loer, TjX; %(tk))+1tk61>jﬂxj(1)})9’“>]

k=1  j=1

3

- IE i {IN_[ exp <1 ﬂtkteEXj(@j(tk)) + ]ltk€f>jTij(1)}9k> ‘AOOH

j=1 k=1
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bedingt auf A, hiangen die Faktoren des Produkts jeweils nur von einem der
X ab und sind entsprechend unabhangig voneinander. Wir erhalten

=K :ﬁE[GXP <lzn: [Loyer, T5 X (05 () + ﬂtkebjj}Xj(l)]Hk) |A°°H
=1 k=1

_F :ﬁE[eXP (1[ > TX(i(tk)0k + > TJ‘XJ'(UQ’“D‘A‘”H

kes; kesS-,
=E HH{S D o (t)e, 5, 250 (O, T i D 0Ty
keS-;
Aco
+]1{Sj=@}¢‘xj(1)( Z ekT‘J):|

k€S>j

Die letzte Gleichheit ergibt sich aus der Unterscheidung ob S; # 0 ist, also
die Summe >, o T;X;(p;(tx))0r # 0 und entsprechend X; auftaucht, oder
ob S; = 0 und entsprechend > kes; 12X (0 (k)0 = 0 ist. O

Fiir die endlich-dimensionalen Verteilungen von (R(t))ieo] aus (2.13) gehen
wir dhnlich vor:

Proposition 2.3. Sei (R(t))icjoq] = (Y (f(1)))icpa) wie in (2.13), also Y ein
strikt a-stabiler Prozess unabhdingig von f und Ay sowie [ wie in (2.12]),
also insbesondere A..-messbar. Dann gilt

n

PRt () = E[exp ( =Y (ftn) - f(tkl))‘lly(i 91))], (2.15)

k=1
wober Wy der charakteristische Exzponent von'Y ist.

Beweis. Aus der Definition der charakteristischen Funktion erhalten wir

Sy 6) = E e (3" Rite)6r)| =B {exp@y o)

~E :E[exp (i Y<f<tk>>ek)} s

k=1
— IAoo

Es geniigt also die charakteristische Funktion der bedingten Verteilung
¢‘(¢?}(ti)))1:n zu kennen. Hier nutzen wir, dass Y ein stabiler Prozess ist und
somit unabhéngige Zuwachse hat. Da weiter f streng monoton in ¢ ist, bleiben

3
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Zuwichse unter f erhalten, d.h f(t) — f(s) > 0 fiir t — s > 0.
Betrachten wir die charakteristische Funktion der Zuwéchse

Am R
E |90 Tyt @] = BB exp (D00 (F() = Y (F(1)))6e ) A |
k=1
bedingt auf A, sind die Zuwéchse von Y unabhéngig und wir erhalten

= B[ JTE[exp (107 (£(t0) = Y (£ 1)) | A
Lo L
weiter kennen wir die Verteilung der Zuwichse

~ B[ [T = [ewp (10(s00) - 0017000 1A

[T A
=E| ] o0 -sa (9’6)}
k=1

in Termen von Wy erhalten wir

= ]E[Hexp(—(f(tk) — f(tk—l))‘IjY<6k))]

_ E[exp ( “ST(ft) — f(tk,l))\py(ek))]

Wir nutzen die Identitét
AY(f(t:) =Y (f (i) = (Y (f () 1n

mit
10 0 --- 0
11 0 -~ 0
A=\ ¢ . .. | eR™.
11 -+ 1 0
1 1 -+ - 1

Mit der Eigenschaft charakteristischer Funktionen

Py (f(t)) 1 (0) = PA(Y V()i (0) = G (£t =Y (F(ti-1))1m (AT0)

folgt insgesamt also

Pr(t)sa (0) = E[¢(Y(f( i (? )] [%(ftk (f(tH)))M(ATe)]

3
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Beweis (Theorem [2.1)). Wir zeigen, dass die charakteristische Funktion aus
(2.14), also die Verteilung der rechten Seite von (2.2)), und die charakteristi-
sche Funktion aus (2.14), wenn wir X; durch unabhéngige Kopien (Y; o f;)

ersetzen, iibereinstimmen.

Sei (Z(1))eipa) = (zji X Tij(Tj(t))) .y i€ in Proposition . Weiter
tefo,1
seien Y7,Y5,... unabhingige Kopien von Y, die unabhéingig von A, sind,

sowie fi, fo,... unabhéingige Kopien von f, die auf demselben Raum wie die
Y; definiert, unabhéngig von den Y; und A.,-messbar sind.

Wir betrachten ¢(z,)),... Analog zu Beweis von Proposition [2.2]ist

Sz [H]E[exp (i[> mxs(e o+ Y- 1,00 )14

kESj k’GS>]‘

Wir ersetzten X; durch Yj o f; und erhalten

Ozt (0 [HE[exp([Z V(i st 3o T (58] )14 |

keS; k€S
Fiir ein festes j € {1,..., N} betrachten wir die Faktoren gesondert

[exp( [Z Y;(f(5(te) 0 + Z ))ekD\Aw} — (+)

kes, kESs;

Ahnlich zum Beweis von Proposition unterscheiden wir die Fille S; = ()
und S; # 0.

Fiir S; = 0 erhalten wir

1= o (£ 70000 =6 3 01

kESs; kESs;

:exp(_fj@)qu( > m)) ZGXP(—fj(l)Tﬁ‘Py( > 0).

k’ES>]‘ kES>j

Fiir Sj # ) erhalten wir

() = B[ exp (i [ZTJYJ Fieit+ D T (1) ) | Axe|

keSs
[Aoo
¢(Y'fyhnk ;Y5 (f5(1)) 013 % ZE: HET
keSs;
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analog zum Beweis von Proposition [2.3| gehen wir zu den Zuwéchsen iiber

Ace ‘
= P, 5 oy () =Y 5 o5ty 5, Y3 (3 (D)=Y5 (5 05,)) Zel o5 2o O6T)
k‘65>j

und mit der Darstellung aus erhalten wir

—exp (= | (it )70y Zez

- Z (i3 (te)) — Fi(ps (b)) T30y (D 6)

+ (1) = filestsNTRey (D 0)]).
l€Ss;
Zusammengefasst ergibt sich
Dzt (0) = E[Hexp ( - [ﬂ{sﬁé@}((fg(% )Ty 291
£ Ulest) — BT (306)
k=s;+1 =k
(1) = s 0 5 (0t NTE0r (3 8)]) ] (216)
l€S;

Wir wihlen spezielle Versionen von f;

fit) = (fe7 ' () = fle)T®, j=1.2,...
Diese sind wohldefiniert, da die ¢; nach Konstruktion stetige Bijektionen
von I; — (0,1] sind. ¢; " bildet (0,1] auf I; ab und f(¢;'(t)) — f(c;)) ist
der Zuwachs von f auf I;. f; “startet” also in ¢; statt in 0. Wir skalieren mit

T, dem Inversen des Pfadgewichts zu I; aus der Definition von f. Die f;
unabhéngig und verteilt wie f.

Setzen wir die f; in die rechte Seite von (2.16) ein, erhalten wir Gleichheit
mit der rechten Seite aus ([2.15)).

Liegen t;, und t;_; in einem Intervall [}, also k — 1,k € S ist offenbar

(fi(i(tk)) = Filei () )Ty (D 0) = (f(te) — f(tro1) Ty (D 61).

=k
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Bleibt also zu kléren, was beim Uberschreiten der Intervallgrenzen passiert.
Am Ubergang von I; zu I;, fiir ein j € {1,..., N — 1} kann jeweils einer
der folgenden Fille eintreten:

1) S5 =0=>5n

(2) S] = @ und Sj+1 7& @
(3) Sj# 0 und Sji1 =10
(4) S; #0# Sjna

Wir behandeln zunéchst die Félle (2) und (3) gemeinsam. Dazu betrachten
wir fiir ein festes j € {2,..., N — 1} die aufeinander folgenden Intervalle
I;_1,I; und I;;; und nehmen an, dass S;_1 # 0 # Sj41 und S; = 0.

Abbildung [2.4] stellt die oben beschriebene Situation dar:

I dj1 = ¢ I d;

=

Abbildung 2.4: Ausschnitt der Intervalle I, 1, I; und ;44

Dann gilt S.; 1 = S5 = {s;,4,...,n}, insbesondere ist also
Uy () 0) =Ty () 6)=Ty( > 6)
l€S>]',1 l€S>j l=§j+1

Der letzte Zuwachs in [;_; ist durch

(kj=1) = (=1 (1) = i (jmr (s NI Ty () 6)
leSsj 1

n

= (f(dj—l) - f(tgj—1))\ljy( Z 01)

l=s; 11

gegeben.
Da S; = 0), triigt das Intervall ;

() = HOTETy (Y 6:) = (f(d) = Fle) Ty (D 6)

k€S>j
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bei. Der erste Zuwachs in [;;; ist durch

n

(#j01) = (frea (@i (ts, NTE Ty (D 6)

=511

= (f(ts,.,) = i) Ty (Y 6)

gegeben.

Da d;_1 = ¢; und d; = c;1 gilt, bleibt insgesamt der gewiinschte Zuwachs

(x-1) + (x5) + (1500) = (f(ts,,,) = Fts,_,) Ty ( Z 01).

T+

Die nétigen Rechnungen fiir die Félle (1) und (4) lassen sich nun leicht aus
Obigem ableiten.
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2.2 Eindeutigkeit der Losung

Aus dem vorangegangenen Abschnitt geht bereits hervor, wie wir eine
explizite Losung der Prozess-Gleichung mit Werten in D_ konstruieren
konnen. In diesem Abschnitt zeigen wir, dass sich alle Losungen von (12.2)
mit Werten in D_ wie in beschrieben darstellen lassen. Wie schon
in Abschnitt R.1] vollziehen wir dies in zwei Schritten. Im ersten Unterab-
schnitt beschreiben wir heuristisch unser Vorgehen und formalisieren unsere
Uberlegungen im zweiten Unterabschnitt.

2.2.1 Eine heuristische Betrachtung

Wir adaptieren unser Vorgehen aus der heuristischen Vorbetrachtung zur
Existenz von Losungen aus Abschnitt und greifen auf die dort etablier-
ten Ergebnisse und Notationen zuriick:

Sei X eine Losung von (2.2) mit Werten in D_.

(1) Wir bestimmen/kennen die Verteilung von X an der Stelle ¢t = 1.

(2) Anschliefend nutzen wir die rekursive Struktur aus (2.2)), um eine Aus-
sage iiber X an den Stellen dy,k = 1,..., N in Termen von X (1) zu
treffen.

(3) Wir erweitern unseren Ansatz aus (2): Wir nutzen die Ulam-Harris No-
tation aus Abschnitt [[.4.1] und beschreiben das m-fache Iterieren der

Gleichung (22.2).

Damit kennen wir X auf der zufilligen Menge 2, = {d, : v € V71
(4) Im Grenzwert kennen wir X dann auf einer zufélligen abzéhlbaren Menge
2 = {d, : v € V) die in (0,1] dicht ist. Mit der Forderung, dass

X Werte in D_, also insbesondere links-stetige Pfade hat, sind diese
dadurch eindeutig bestimmt.

Die Schritte (1)-(3) sind hierbei identisch zu denen in Abschnitt

Eine Erginzung zu (3): In (2.7) haben wir X(™ geschrieben als

(X O = (3 LXu(n(®)))

t€[0,1]
[v[=m.
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und fiir festes t € (0, 1] erfiillte X ™ dann

X(m)(t) = ( Z Lva(1)> + Ly X, (Promi (£)),
[v|=m

V=Wm,t

wobei w,, ; das Element w € V,,, war, sodass t € [, und wir summieren iiber
alle v € V,,,, die beziiglich der Ordnung “=<" aus Abschnitt strikt kleiner
sind als wy, ¢.

Fiir v* € V7? erhalten wir daraus

X(dy) = Y LoXo(1),

lv]=m
v=0v*

da d,~ gerade die rechte Intervallgrenze von I, ist.

(4): Es ist also zu zeigen, dass eine Version von X, zu (7,7)(v),v € V
existiert, sodass

(Xo®hecton = (T3 X7 (1)) (2.17)

te(0,1
= €[0,1]

fast sicher fiir alle v € V gleichzeitig erfiillt ist.

2.2.2 Formal: Die Eindeutigkeit der Losung

Wir beginnen mit der Konstruktion der in (2.17)) beschriebenen Version einer
Losung von (2.2). Hierzu nutzen wir den Erweiterungssatz von Kolmogorov:

Sei (D_,D,p) der Raum der caglad-Funktionen mit Wert 0 an der Stelle
t = 0 versehen mit der Borel-o-Algebra D und einem Wahrscheinlichkeits-
maf p, das eine Losung von ({2.2)) ist. Bezeichne mit D_ ., C D_ die Teilmenge
der monoton wachsenden Funktionen.

Weiter sei auf (Rxo x D_ )Y, (B(Rxo) ® D)") das Wahrscheinlichkeitsmaf
v durch die gemeinsame Verteilung von (7, 7)(2) gegeben.

Wir definieren

(D_,D,p) firi eV,

i) = {((R>0 x D__ )", (B(Rxp) @ D), v)  firi € E.
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Fiir eine Menge J C VU E definieren wir weiter den Produktraum
(QJaA.hMJ HQJ7®A],®,M]
jeJ jeJ jeJ

mit der Produkt-o-Algebra und dem Produktmak. Die Projektionen bezeich-
nen wir mit @y : Qy = Qg fir K C J CVUE.

Sei m € N und setze I,,, :=V,, U E_,, sowie I,, := Ve UE .
Wir schreiben fiir den zu [,,, gehorigen Produktraum kurz

(s Ay i) = (.., Az, 17,,) und analog fiir den zu I,,, gehorigen Pro-
duktmessraum (Q,,, A,) := (7 , A7 ).

Die Abbildung A : DY x (Rsq X D_/)N — D_
h((z)>1, (a;,b5)j>1)( Z aja;(b
j>1

sei wohldefiniert. Fir w € V,,, sei

XM=, e (D)

w

sowie fiir e,, € E,,

(T, 7)(w) = (T}, 7))iz1 = (PF,, fwawiy) jo1 € (Rzo X D)™

und wir definieren rekursiv fiir alle v € V_,,,
X - h((Xv] )]217 ((T} ) T ))]21)'

Auf (Q,,, A,,) definieren wir ein Maf fi,,, indem wir die Werte von i, auf
den Zylindermengen

11 o7 A, A EA T C I,,, endlich,
jedJ

angeben.
Fir J C I,, endlich und A; € A;,j € J sei

in(]] 7! oy (A9) = g ( N X™Medin () {T.10) € Al).

jeJ €IV, JEINE<m

Lemma 2.4. Die Wahrscheinlichkeitsriume (Qp, Am, fim), m € N bilden ei-
ne projektive Familie.

Der projektive Grenzwert ezistiert und kann als (Qvug, Avug, bvor) gewdhit
werden.
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Beweis. Fiir den Nachweis einer projektiven Familie miissen wir zeigen, dass
die (fim)men die Eigenschaft (A.1) erfiillen. Es reicht also zu zeigen, dass
(4)) = Fm(4)

Hon41 (‘I) !

1 m—+1, Im
fiir alle m € N und alle Zylindermengen A € A,, gilt.

Sei m € N. Nach Konstruktion reicht es zu zeigen, dass die x{mry
unter fi,,.1 unabhingig und wie p verteilt sind.

Wir betrachten also fiir J C V,,

v eV,

A=]J27' . (A), A, €A,

Es gilt

Fim1 ((bi'riA*l I'm (A>) = Hm1 (CI)I 1+1 Im ( l;[fq)[ﬂlu{v} (Av)))
- /7m+1 ( H (I)Ij:l_’_ljm ((I)ijlh{v} (Av)))
veJ

= (]] 270 1) (A0)

ved

= fm1 ( m{XvSmH) € A})

ved

=ttt ([VERUX ) jon, (TF 7)) 51) € A)

veJ

= Hﬂmﬂ {h((X mH )J217 (T]v’ ;))J21> € Av})'

ved

Die Unabhéingigkeit folgt dabei direkt aus der Konstruktion iiber das Pro-
duktmak 11,11, also der Unabhéngigkeit der X (m+1) ,j € Nund (17, 77);>1-

Da p als Losung von (2.2) gewéhlt war, sind d1e X y e V,, ebenfalls
nach p verteilt.

Die Riume (Q,,,.A,,),m € N sind als abziéhlbare Produktriume polnischer

Ridume wiederum polnische Rdume. Mit dem Kolmogorov'schen Erweite-
rungssatz (Theorem [A.1]) folgt die Behauptung. O
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Theorem 2.5. Es seien (Al) - (A4) erfillt und weiter sei (AD) erfillt, falls

a=1.
Die stochastische Fizpunktgleichung (2.2))

X 2 (3 1X,050)

tel0,1
pa €l0.1]

hat dann genau eine Losung in D_, sodass die Verteilung von X (1) gegeben
st durch

Eexp(—0“W\9|°‘[1—i6‘%tan(%)]) fir a ¢ {1,2},
¢x(1)(0) = { Eexp(iuW b — aW|0)) fiir a =1, (2.18)
E exp(—c?W6?) fir a =2,

wobei o > 0,6 € [—1,1] fir o ¢ {1,2}, p € R,o >0 fira=1und o >0
fir a =2 und W eine nicht-triviale, nicht-negative Losung von (1.7)).

Beweis. Sei (X(t))icp,) eine Losung von (2.2) in D_ mit £(X(1)) wie in
(2.18) mit o dem charakteristischen Exponenten (von 7).

Wir nutzen die Konstruktion aus Lemma 2.4k
Sei X, = Oyup (v fiir v € Vund ((T7,77)j>1) = Pvug fe,) fiir e, € E.
Diese erfiillen dann

(Xu®econ = (3T Xus (1))

tel0,1
= €[0,1]

fast sicher fiir alle v € V gleichzeitig (unter uyyg).

Weiter sei Y ein zur rechten Seite in (2.18)) assoziierter strikt a-stabiler Lévy-
Prozess, der auf demselben Raum definiert und unabhéingig von A ist, sowie
(Y, )vev unabhéngige Kopien von Y, die ebenfalls auf demselben Raum defi-
niert und unabhéngig von A, sind.

Notation: Wir schreiben Moo fijp L beziiglich P> (sieche Anhang |A.2).

Dann gilt

XM LZY W) sowie X,(1)<Y,(W],)
und
X1 "2y W) sowie X, (1) "2 v, ((w],)

fiir alle v € V, da W und [W], messbar sind beziiglich A..
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Seien I, = (cy, dy], v € VP die Intervalle aus Abschnitt Wir bezeichnen

die (zufillige) Menge der Intervallgrenzen mit

2 = {d,: veV?h
und fiir m € N bezeichnet

Dy = {dy: v eV}

die (zufillige) Menge der Intervallgrenzen in der m-ten Generation.
Offenbar gilt fiir alle m € N

D C Drps1-

(i): Wir zeigen zuniichst, dass fiir alle m € N und v™, w™ € V7 mit
dwm < dv'm gllt

dlAce

X(dy) = X(dw) =" Y (f(dv) = f(dw))-

Seien m € N und w™ < v™ € V7. Dann gilt
X(dym) = X(dyn) = > LyXy(1)
|v|=m

wm<Lv=v"

sowie fiir alle 8 € R

‘j?(ocivm)—X(dwm)(0> = E(exp (i@ Z Lva(l)) ’Aoo>

|v|=m
wm<v=v™

(2.19)

(2.20)

die L, sind messbar beziiglich A., und bedingt auf A, sind die X,(1)-Terme

unabhéngig voneinander

= JI E(exp(i0L,X,(1))|Ax)

|v|=m
wT,L_<,Uj/UTTL

W1/ Y, (1)
= J] E(exp(OL,[W])/*Y,(1))Ax)

wir nutzen X, (1) A

|v[=m.

wm<v=v™

Ao @
= II e erwi/
w"L:‘j;nvm
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die Y, sind unabhingig von A

= H by, (1) (0 Ly [W]ql/a)

|v|=m
wm<v=v"

die charakteristische Funktion ¢y, (1) schreiben wir in Termen des charakte-
ristischen Exponenten Wy,

— H exp(—\I’YU(QLv[W]zl)/a))

|v|=m
wm<v=v™

da die Y, Kopien von Y sind, ist ¥y, = Uy

= H exp(—Lg[W], ¥y (0))

lv|=m
wm<Lv=v"

—exp (- h;n Le[W], Wy (6))

= exp (= (f(dom) = f(dm)) ¥y ().

Analog ist
Ottt () = E(exp(=10 (f(dum) = [(dym)))| A )
= B (exp(—i0(/ (dw) = f(dym))) Y (1)] Axc)
= O (O(f (dum) — f(dum))'/)
= Sy (0(f (dum) — f(dum))"*)
= exp ( — Uy (0(

F(dym) = Fldum))M))
~ [ () Wy (6)).

(i’): Mit den Voraussetzungen aus (1) erhalten wir analog ebenfalls

X(dye) "2 Y (f(d)).

(ii): Als néchstes zeigen wir, dass fiir alle m,n € N und alle
v < - < v, € V72 die Zuwichse X(d,,) — X(d,,_,),i = 1,...,n (mit
dy, := 0) bedingt auf A., unabhéngig sind.

Seien m,n € N, sowie v; < -+ < v, € VZZ@. Wir setzen d,,, := 0 und vy := @.
Dann sind die Zuwiéchse

X(dy) = X(dy_) = Y LX(1), i=1,...,n,

lv|=m
v¢,1<vjvi
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bedingt auf A, als Funktionen unabhéngiger Zufallsgréfen unabhingig.

(ii’): Mit den Voraussetzungen aus (ii) sind die Zuwiéchse

Y(f(dvz)) _Y(f(dv¢_1))7 L= 17"'7”7

bedingt auf A, unabhéngig, da Y ein Lévy-Prozess ist.

(iii): Abschliekend zeigen wir, dass fiir alle n € N und
O:to<t1<"'<tn§1gﬂt

(X(t) = X(tir)) "2 (V) — F(tmn) (2.21)

Seien n € N, sowie 0 =ty < t; < ... <t, < 1. Fiir my € N hinreichend grofs
existieren dann v < -+ < v € V7? sodass

ti71<dv,m0 <t Z:L,?’L
Fiir alle m > myq definieren wir neu
vt = su VA . 4, <t =1
To=sup{v eV’ d,<t}, i=1,...,n

Dann gilt
(dymy ..o dym) 7 (t1, .o th)

fast sicher fiir m — oo.

(1): Betrachten wir zunéchst den Vektor der Zuwichse

(X (dop) = X(dupr,)) (2.22)

1in’

Bedingt auf A, sind die Eintréige von (2.22)) unabhéngig und aus der Links-
Stetigkeit von X folgt

f-8.|Aso
_—

1:n

(X (dym) = X (dym ) (X(t:) — X(tic1)),, (2.23)
flir m — oo.

(2): Fiir den Vektor der Zuwéchse

gilt analog



fiir m — oo, da Y Werte in D_ hat, also insbesondere links-stetig ist und
nach Annahme unabhéngig von A ist.

Insgesamt erhalten wir aus (i), (i), (i) und (i)
(X (dup) = X (duge)) 0 " (V(F(dugp) = F(due ), (2.25)
und mit und
(X(dp) = X(dupr)) e W= (Y(F(dup) = F(dur))),,,
f.5. ] As 5. Ass
(X(t) = X(ti1)),,, (Y(f(t) — F(timn)),,

Es folgt
(X(t:) = X(ti)),, 25 (V1) = F(tica))
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2.3 Beispiel: Eine Charakterisierung der Brown’schen
Bewegung

Als Anwendungsbeispiel der vorangegangenen Abschnitte betrachten wir die
homogene Prozess-Gleichung in D_

(BO)ewy £ (VUB(A ) + VI DIBOVED) o (220

wobei U, By, By unabhéngig, U gleich-verteilt auf (0,1) und By, By verteilt
sind wie B mit Werten in D_.

An der Stelle ¢t = 1 erhalten wir die reell-wertige Gleichung mit B(1) )

DL VUD, +/(1=U)D,, (2.27)

wobei Dy, Dy unabhéngig und verteilt sind wie D.
Die Losungen von (2.27) lassen sich dann darstellen als
D £ W'y,
wobei W wie in Abschnitt die eindeutige nicht-triviale, nicht-negative

Losung von

WL VU W+ /(1 =U)'W,
ist und Y eine strikt a-stabile Zufallsgrofe.
Der Stabilitdtsindex av = 2 bestimmt sich aus

1=m(a) =ENU ++/(1=0)]

und wir konnen ohne Einschrankung der Allgemeinheit W = 1 wéhlen.

Die (strikt) 2-stabilen Lévy-Prozesse sind genau die Brown’schen Bewegun-
gen, genauer ist Sy(o,0,0) = N(0,20?).

Die Pfadgewichte L,,v € V#? entsprechen jeweils der Linge des zum Knoten
v assoziierten Intervalls I, also L, = |I,| = (d, — ¢).

Entsprechend gilt fiir f aus (2.12)):
)= owl =D (du, — o) = lim du,

neN neN

Nach Theorem aus Abschnitt definiert fiir jeden strikt 2-stabile Lévy-
Prozess Y, i.e. eine Brwon’sche Bewegung, Y o f =Y eine Lésung von ([2.26]).
Weiter sagt Theorem [2.5 aus Abschnitt [2.2] dass sich alle Losungen so dar-
stellen lassen.
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Kapitel 3

Die inhomogene Gleichung auf
D_

Wir behalten die Notationen und Voraussetzungen aus Kapitel [2| bei und
untersuchen in diesem Kapitel das inhomogene Gegenstiick zu ((2.1)

(X(Oeon £ (3 TX,(m(0) + C0)) (3.1)

t 1
= €(0.1]

auf Losungen in D_, wobei C' eine Zufallsgrofe mit Werten in D_ ist.

Das inhomogene Gegenstiick zu (2.2)) ist dann

(X(Dewy 2 (L TX () +CO) - (3.2)

t€(0,1]

In Termen von ¢ erhalten wir aus (3.2)) das inhomogene Gegenstiick zu ([2.4)):

(X())repp) = <2{:1}(ﬂﬁeg}ﬁ%(wj@))+ﬂ{ug>ﬁ)Q(1D-*C%ﬂ) (3.3)

A te0,1]
7j=1

Es sollte nicht weiter iiberraschen, dass wir zusétzlich Bedingungen an C'

stellen miissen um die Existenz (und Eindeutigkeit) von Losungen zu ge-

wéhrleisten.
Im Folgenden nehmen wir an, dass die (X;),>; und ((7}, 7j);>1, C') unabhén-
gig sind und ||C||e, < ¢, < oo fiir ein p > « und ein ¢, > 0, wobei « der

charakteristische Exponent (von T) ist.

Wir fordern, dass die Funktion C von (X;);>; unabhéngig ist, nicht aber von
(T3, 75)521-
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3.1 Existenz von Losungen

In diesem Abschnitt zeigen wir die Existenz einer Losung zu (3.2)). Wir nutzen
die Ulam-Harris Notation aus Abschnitt und konstruieren eine explizite
Losung von (3.2)) als den gleichméifiigen Grenzwert Z

2 =Ry = lim Rug, = lim ) £,(C)

UEVgn

in der || - ||oop-Norm. Dabei sind die £, Pfadgewichte und die C, spezielle
Modifikationen der Funktion C (siehe (3.8)). Genauer ersetzen wir die Terme

Ler yT5X5(1) <= Lper. y 157,

von (3.3) durch spezielle Versionen (siehe (3.5))) und fassen diese als zusétz-
liche Kosten auf.

3.1.1 Eine spezielle Losung an der Stelle ¢t =1

Um diese speziellen Versionen Z; von X;(1) zu konstruieren, betrachten wir

die Gleichung an der Stelle t = 1. Dies liefert mit X(1) < V und
C(1) = D die inhomogene reell-wertige Fixpunktgleichung (mit denselben
T;)
VENTV, + D, (3.4)
Jj=1

wobei ((7});>1, D), (V;);>1 unabhingig und die (V});>; wie V verteilt sind.

Sind (A1))-(A4) und im Fall a = 1 zusétzlich (A5]), sowie eine der Bedingun-
gen (C1]) oder (C2)) aus Abschnitt

m(1l) < oo, E|C| < 0o und
(Y"(d0))n>0 ist beschrinkt in L? fiir ein p > 1. (C1)

m(B) < 1 und E|C|? < oo fiir ein 0 < § < 1. (C2)
erfiillt, konnen wir (3.4)) nach Abschnitt 16sen.
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Wir interessieren uns fiir eine Version einer solchen reellen Losung Z, die
Z,=Y T}Z;+D, (3.5)
Jj=>1

fast sicher erfiillt fiir alle v € V gleichzeitig.

Wir konstruieren eine solche Version wie in Lemma mittels projektiver
Familien. Analog zu Abschnitt

Sei p ein Wahrscheinlichkeitsmak auf (R, B(R)), das eine Losung von ({3.4)
ist. Weiter sei auf (RY,, (B(Rxo))") das WahrscheinlichkeitsmaR v durch die
gemeinsame Verteilung von 7'(@) gegeben.

Wir definieren

(i, Ay, i) == {( B(R), p )> firi eV,

(RY,, (B(Rso)Y,v)  fiir i € E.

Fiir eine Menge J C VU E definieren wir weiter den Produktraum
(QJvAJaMJ) = (HQJ7®A]’®H’])
jed  jed jeJ
mit der Produkt-o-Algebra und dem Produktmaf. Die Projektionen bezeich-
nen wir mit ®;x : Q;y — Qg fir K C J CVUE.

Sei m € N und setze I,,, :=V,, U E_,, sowie I, := Ve U E .
Wir schreiben fiir den zu I,,, gehorigen Produktraum kurz

(s Ay i) = (,,,, Ar,,., f11,,) und analog fiir den zu I,, gehorigen Pro-
duktmessraum (Q.,, A,,,) := (7, A; ).

m

Die Abbildung h : RN x RYj — R

h((25) 21, (t5)5>1) Zt Zj

j>1
sei wohldefiniert. Fir w € V,,, sel
X0 = 4 €R™

sowie fiir e,, € F,,

T(w) = ((T})j21 = (PF,, {(was)}) ;51 € (RY)"™
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und wir definieren rekursiv fiir alle v € V,,

X = h((X0])21, (T])j21) + D
Auf (Q,,, A,,) definieren wir ein Maf 7, indem wir die Werte von i, auf
den Zylindermengen

11 e A, A EA; T C I,,, endlich,

jeJ

angeben.
Fir J C I,, endlich und A; € A;,j € J sei

an ([T 27} (40 () (xX™earn () {TG)€A4}).

jeJ Jemvgm jEJNEcm

Wir erhalten das Analogon zu Lemma [2.4}

Lemma 3.1. Die Wahrscheinlichkeitsriume (Qp,, Ap, Tim ), m € N bilden ei-
ne projektive Familie.

Der projektive Grenzwert existiert und kann als (Qvug, Avug, pvor) gewdhlt
werden.

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma O
Wir wihlen
Zv = (DVUE,{U} sowie (T;))]EN = (I)VUE,{ev} (36)

fiir alle v € V.
Diese Z, definieren eine Losung von (3.4]) und erfiillen ebenso (3.5)), also

Z,=Y T'Z,;+D, (3.7)

j>1

fast sicher erfiillt fiir alle v € V gleichzeitig.
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3.1.2 Eine spezielle Losung der inhomogenen Prozess-
gleichung
Wie in Abschnitt angekiindigt, nutzen wir die Z, aus (3.6) und fassen

diese als zusétzliche Kosten auf.
Definiere

Coi=Co+ Y Ny TV 7, (3.8)

Jj=1

fir alle v € V mit den Intervallen I.; wie in (2.3).

Wir nutzen diese modifizierte Funktion C und konstruieren im Folgenden eine
Losung Z von (13.2) mittels gewichteter Verzweigung.
Sei n € N. Wir betrachten den Teilbaum V<, und darauf

T(V<n) = (T(0))weve, = (T}")j21)weve,
Sei Top : D_ — D_ die Raum-Zeit-Transformation
Tos(z) —a-wob, (3.9)

wobeia € D_,b € D_ . Diese bilden mittels Hintereinanderausfiihrung eine
Halbgruppe
7:1,1; o 72,(1 = 7:1-cob,dob

Wir definieren mit der Notation der Intervalle aus Abschnitt die zufél-
ligen Kantengewichte £, ,, mit Werten in D~ wie folgt:
Seien

Loy =Tia und L,,;:=T,

a’u,’uj7b'u,vj

wobel
(]ltelj".fT;), 77(t)) fir v e Vo,

(av,vj (t>7 bv,vj (t)) = {(()7 0) sonst

fir allev € Vund j € N. Fiirz € D_ und v € V., ist
Lopj(x)(t) = Liepp T} x(7} (1))

Definiere rekursiv

Ev,vwx = £v,vw o va,vwx

fiir v,w,z € V.
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Fiir v,w € V definiere die Zufallsgrofe
RU,Uw = Ev,vw(cvw) (310)
mit Werten in D_.

Unser Ziel ist es zu zeigen, dass die Folge

va<n: Z vaw%vaV —Zvaw

wEVSn weV

fiir n — oo fast sicher absolut in der Supremumsmetrik gegen einen Grenz-
wert R, v mit Werten in D_ konvergiert.

Proposition 3.2. Seien p > 0 und k € N. Dann gilt

E( Y IL.J) = m(p)* (3.1)

veEVy

mit m(6) = (ZJ \TY) aus (L5).

Beweis. Fiir festes k € N gilt

E<Z|Lv|p> :E<§: > |Lj|p|Lj,jv|p) ( [Z|L P> Ll }AID

veEVY j=1veVi_4 veEVE_1

=E(§\LJ~V’E[ > sl |41

veEVE_1

die L; j, sind unabhéngig von A,

w(S e X 15P)

veEVE_1

=m(p)-E( Y ILP)

veEVE_1

und induktiv

= m(p)".
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Lemma 3.3. Seien K,,v € V, Zufallsgrifien mit Werten in D_, die von Ay,
unabhéingig sind und F, : (RY))Y — Rso,v € V, messbar.

Weiter seien sup,cy || Ku|lcop < kp < 00 und

supyey [|[Fo([T(V<n)]o)llp, < Kp < 00 fir ein p > a mit m(p) < 1, wobei
« der charakteristische Exponent (von T) ist. Sei F, : Q — D_ mit Wert
F.([T(V<n)ly) und K, := K, + F, die Zufallsgrifie mit Werten in D_.

Dann gilt fir Ry = Ly pw(Kow)

|| Z |Rv,vw’||oo,p < (l{fp + /Qp)m(p)(k/\(k/p))

weV
fur alle k € N sowie

(kp + Kp)
1> Rusulloon < = m(p) A7)

weV

fir allev €'V.

Beweis. Fir Ry g =: Ry, v € \Y%al gilt
R, = L,(K,) =17,L,(Ky 0 py).

Da fiir alle £ € N die [,,v € Vfw eine Partition von (0, 1] bilden, die ¢,
Bijektionen auf (0, 1] sind und L, > 0 sind, gilt weiter

| Z [ Rollloo < sup [|Rolloc < sup Lo|KCy |
veEVE vEV

vEV

Fir E|| > |R,|]|%, folgt damit

vEVy

E| Y IR < E(swp LK, 1) <E( Y ZZIKI2)
VEVE

veVy veEV

E(E| Y LI |4 )

veVy

E( Y LE[IK)2 | A))

veVY

67



die K,,v € Vi sind nach Definition tiber K, und [-], unabhéngig von Ay

—E( Y LIE|K.I)

veEVy

—E( Y LEIK, + F%)

vEVy

B(Y L2l + D)

veVy
(V1)
<E( S LKl + IETV<)l)l) ™)
vEVY
mit sup,ey || Ko lloop < kp und sup,ey [|F([T'(V<n)]o) |, < 5y folgt
< (ky + ) " VE( S L2)
veVy
und mit (3.11])

= (kp + ’fp)(p\/l)m(p)k'

Damit folgt

1D 1Rlloor = 11Y0 Y Rolloos < D0 11 Y [Rollloos

veV keNg veVy keNg wveVy

mit der Abschitzung von || 3_, oy [Rl[locp und m(p) < 1 folgt

< Z (kp + /ﬁ}p)m(p)(k/\(k/p))
keNg

_ (kp + £p)
1— m(p)(l/\(l/l')) )

]

Das Lemma [3.3| wollen wir jetzt auf R aus (3.10) mit C aus (3.8]) anwenden.

Fiir
Nv—1

ICllop <cp <00 und B (T(V<)ly) = Y T} 2]
j=1

wird die Kostenfunktion C, durch die Funktion

‘Cv| < |Cv| “"ZTJ”Z’UH

j>1
dominiert.
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Um Lemma anwenden zu konnen reicht es also, dass

N’U
I T} 1 Zusllly < p < 00

=1

fiir ein k, > 0.
Dabei unterscheiden wir die Falle p < 1 und p > 1.
Fir p <1 gilt:

N’U

HZT”IZwIHp—E ZT;\ZW) <E( Y (1)12,1)

=1

v

—E E[Z (T3 V120" Ay )

NV

(
(S ar)sa

]:

= m(p)[| Zllp-

Fiir den Fall p > 1 greifen wir auf die Woyczynski-Ungleichung (vgl. [32]
Prop. 2.1]) zuriick:

—_

NV NV
1Y TN Zuglllp = 1D T3 1 Z0s| — Bl Zuj| + E|Zug] Il
j=1 i=1

N Nv
<D TP Zoj| = Bl ZogDllp + 11 TVEI Zug
j=1 j=1

und mit der Woyczynski-Ungleichung fiir zentrierte Zufallsgréf&en

v

< (mE( X @r(2, - 2lza0r)) " +HZT“E! Zuslln

wobei die Konstante M, < co nur von p abhangt
N
< MyPm(p) 2] = EIZlp + 1 Y Tl 20
j=1
Definiere
- {m(p)HZup, fir 0 < p< 1,

M m(p) 11 2) ~ E|Z I, + | S Tyl 20, i 1 <.
(3.12)
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Proposition 3.4. Seien k € N, a der charakteristische Exponent (von T)
und p > a mit m(p) < 1 sowie ||Z T;ll, < oo und |||Z] — E|Z|||, < oo.
Weiter seien C, wie in (3.8) und R, wie in - definiert. Dann gilt mit K,

| Z Rovwlllocp < (cp+ “p)m(p)(k/\(k/p)) <00 (3.13)
weV
sowie
(cp + Fp)
|| ZV|RUUUJ|HOOP — 1 ( )(1/\(1/1))) < o0 (314)
we
fiir allev €'V,
Beweis. Lemma [3.3] O

Mit Proposition erhalten wir das folgende Theorem:
Theorem 3.5. Mit den Voraussetzungen aus Proposition 3.4 gilt:
Die Folge
va<n Z Rv , oW — ZRU vw T Rv oV (315)

wEVSn weV

konvergiert fast sicher fiir n — co und alle v € 'V absolut in der Supremums-
metrik gegen einen Grenzwert R, v mit Werten in D_.

Beweis. Nach Proposition sind Ry v_,,n € N, und R, v wohldefiniert
und die Behauptung folgt mit monotoner Konvergenz. O

Es bleibt also zu zeigen, dass der in (3.15]) definierte Prozess R, ,v,v € V,
tatsdchlich eine Losung von (3.2)) definiert.

Theorem 3.6. Die Familie

Z, = Rvﬂjv, veV (316)
aus (3.15) erfallt
Z,= Loi(Z) +C, (3.17)
j>1

fast sicher fiir allev € V.
Beweis. Es gilt

va<n Z vaw C +Z Z vag Ujv]w(cv]w))

’wEVS,L 7>1 wEVSn 1
=Co+ D Lowi(Rujujve, ).
Jj>1
Mit n — oo folgt die Behauptung. m
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Korollar 3.7. Fir Z aus (3.16) und Z aus (3.6|) gilt

zZ) Lz

Beweis. Nach Theorem [3.0] erfiillen die Z, (3.17). An der Stelle ¢ = 1 liefert
dies
Z,(1) =) Lowi(Z0)(1) +Cu(1)
i>1
mit den Definitionen von £, ,; und C,

Nv—1

= T Zone (1) + Co(1) + Y T} Zy.
j=1

Hier bezeichnet NY wieder die (zufillige) Anzahl der realisierten Nachkom-
men im Knoten v und entsprechend ist v/ NV der “letzte” Nachkomme von v.

Weiter erfiillen die Z, (3.7)), also
Zy =Y T} Zy+ Cu(1).
i>1

Es folgt
Z,(1) = Z, = TR (Zyne (1) = Zynw). (3.18)

Definiere die Knoten w,, € V,n € N durch
wy =N und rekursiv Wyt = wy, N
Wir iterieren und erhalten
Z(1) = Z =Tn(2n(1) = ZN) = Lu, (2w, (1) — Zu,)

= Ly, (24, (1) — Zy,).

Sei p > a mit m(p) < 1. Dann gilt fiir n € N

p

E[Z(1) - Z|" = E|Ly, (Z0,(1) = Zu,)

wir bedingen auf A,

= E[E(|Lu,["[ 20, (1) = Zu,["[An)]
Ly, ist messbar beziiglich A, und |Z,,, (1) — Z,, | ist bedingt auf A, verteilt
wie |Z(1) — Z|

E(L%, B(|20,(1) = Zu,["144))
=E(L% ) E|Z(1) - Z|".
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Weiter folgt mit Proposition

E(L5, ) <E( Y L2) = (m(p)" —0
[v|=n

fir n — oo, da m(p) < 1. O

Das Korollar zeigt also, dass die Z,,v € V eine Losung von (3.2]) definie-

remn.
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3.2 Alle Losungen der inhomogenen Gleichung

Wir kombinieren im Folgenden die Ergebnisse der vorangegangenen Kapitel
und Abschnitte und formulieren das Hauptresultat dieses Kapitels und der
gesamten Arbeit.

Wir erinnern uns kurz an die Eigenschaften [I] - 3] strikt stabiler Verteilungen
aus Kapitel [Il Wir konnen eine beliebige strikt stabile Verteilung S, (o, 3,0)
fir a # 1 bzw. S4(0,0, 1) fiir & = 1 durch Skalierung und Verschiebung auf
eine standardisierte Verteilung S,(1,3,0) fiir a # 1 bzw. S,(1,0,0) fiir
a = 1 zuriickfiihren.

Entsprechend sprechen wir von einem standardisierten strikt stabilen Pro-
zess X, falls der charakteristische Exponent Wy von X der einer standardi-
sierten stabilen Verteilung ist.

Weiter konnen wir einen beliebigen strikt stabilen Prozess Y fiir passende
a,b € R,a > 0, schreiben als

Y = aX + bl,
wobei X der standardisierte stabile Prozess zu Y ist und I die Identitét [30].

Mit dieser kurzen Voriiberlegung kénnen wir nun unser Hauptresultat for-
mulieren.

Theorem 3.8. Mit den Voraussetzungen aus Theorem[2.1) und[2.5 und Pro-
position ist jede Losung der stochastischen Fixpunktgleichung (3.2)) in D_
eindeutig als die Verteilung von

Z+(aY +bl)of, abeR,a>0, (3.19)

gegeben.

Dabei ist Z die Losung aus (3.16), Y ein unabhingiger standardisierter a-
stabiler Lévy-Prozess, wobei o der charakteristische Fxponent (von T) ist, 1
die Identitat und f wie in (2.12)) definiert.

Beweis. Dass die in (3.19)) definierten Prozesse eine Losung von (3.2]) sind,
folgt direkt aus Theorem 2.1 und Korollar
Zur Eindeutigkeit: Seien p eine Lésung von (3.2) und p die Verteilung von Z

aus (B.10).

Seien weiter X7, Xo, ... unabhingig und nach p verteilt, sowie Z;, Zs, ... un-
abhingig und nach p verteilt, jeweils unabhéngig von (C, (11, 1), (Ts, 72), . . .).
Wir wéhlen die Versionen

X =) Tj(Xjom)+C (3.20)

Jj1
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und mit denselben (7, 7)(2),C
Z:=> Ty(Zjor)+C. (3.21)

Jj21

Dann ist X aus (3.20) verteilt wie p und Z aus (3.21)) ist verteilt wie p.
Weiter erfiillt

R:=(X-2)=) Tj(R;o1) (3.22)
i>1
mit R; := (X; — Z;) die homogene Gleichung (2.2).
Mit Theorem [2.5] folgt die Behauptung. O
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3.2.1 Beispiel: Alle Losungen der Quicksort-Prozess-Gleichung
(Beweis von Theorem [0.1)

Abschliefsend wenden wir die Ergebnisse der vorangegangen Abschnitte auf
die Quicksort-Prozessgleichung an:
Betrachte erneut

(Z(t)epo £ (VA A ) + (1= 10)Z(0V =5) + C(U,1)) ©)

tef0,1)’

wobei U, Zy, Z5 unabhéngig, U gleich-verteilt auf (0,1), Z;, Z, wie Z verteilt
sind mit Werten in D_ und C': [0, 1] x [0,1] — R aus (0.11).

An der Stelle t = 1 erhalten wir aus die reell-wertige Quicksort-Gleichung
aus (0.7) wobei @ 2 Z(1),

QEUQi+(1-U)Q:+C(U)
fiir U gleich-verteilt auf (0, 1), U, Q1, Q2 unabhéngig und @, Qs verteilt wie

Q mit C aus (0.6).
Die Losungen von lassen sich dann darstellen als
Q= Wy,
wobei W die eindeutige nicht-triviale, nicht-negative Losung von
W £ UQi+ (1-U)*Q,

ist, a der charakteristische Exponent (von U) und Y eine strikt a-stabile
Zufallsgrofe.
Der Stabilitatsindex a = 1 bestimmt sich aus (A3])

1 =m(a) =E[U*+ (1-U)"]

und wir kénnen ohne Einschrankung der Allgemeinheit W = 1 wéhlen.

Analog zu unseren Uberlegungen aus Abschnitt zur Brown’schen Bewe-

gung ist f aus (2.12)) die Identitét:
Die Pfadgewichte L,,v € V#? entsprechen jeweils der Linge des zum Konten

v assoziierten Intervalls I, also L, = |I,| = (d, — ¢,).
Entsprechend ist

f(t) = Z |Ivn(t)| = Z(dv"(t) o CUn(t)> = nh_)IIolo dvn(t) =t

neN neN
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Der Quicksort-Prozess R aus Theorem [0.1] (vgl. [29, Theorem 9/10]) ist dann
die in Abschnitt [3.1] konstruierte Losung Z von (Q)).

Theorem [0.1] aus Abschnitt ist damit ein Spezialfall von Theorem
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3.3 Der Ubergang von D_ zu D

Unser motivierendes Beispiel, der Quicksort-Prozess wie in [25], hat kei-
ne deterministischen Spriinge, i.e P(Y (t+) # Y (t—)) = 0 fiir alle ¢t € (0,1)
(siche [29]). Entsprechend haben die cadlag- bzw. caglad-Version dieselbe
Verteilung.

Im folgenden zeigen wir, dass, falls C' keine deterministischen Spriinge hat,
also P(C(t+) # C(t—)) = 0 fiir alle t € (0,1) gilt, die Losungen X der in-
homogenen Gleichung ebenfalls keine deterministischen Spriinge haben
konnen, also P(X (t+) # X (t—)) = 0 fir alle t € (0,1) gilt.

Lemma 3.9. Sei f wie in (2.12)) und es ezistiere ein p > o mit m(p) < 1.
Dann gilt

P(f(t+) # f(t=)) =0
fir alle t € (0,1).

Beweis. Seit € (0,1). Fiir alle & € N bilden die I,,v € V}, eine Partition von
(0,1] und es existiert genau ein Knoten wy(t) € V,f@, sodass

te ]wk = (ka(t)7 dwk(t)]'
Aus der Monotonie von f folgt weiter

f(t+) - f(t_) S f(dwk(t)) - f(cwk.(t))
und mit der Definition von f

w [W} wi ()

wi(t)

Sei € > 0. Dann folgt

P(|f(t+) = f(t=)] > &) < P(Lg, () [Wlww) > €) <

Ly, ) ist Ap-messbar und bedingt auf Ay ist [W],, ) verteilt wie W. Wir
erhalten also
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Sei p > a mit m(p) < 1 und definiere p/a =: ¢ > 1. Dann gilt mit Proposition

dass

E(Luy, ) <E(sup L) < (E(( sup Lg)q)>1/q _ (E( - L€)>1/q

|v|=k |v|=k lv|=k
1/
< (B(X ) " = (mwf)" —0
lv|=k
fiir k — oo, da m(p) < 1. O

Proposition 3.10. Seien T C R zusammenhingend, (Zy)ier ein Prozess
mit caglad-Pfaden, g ein Prozess mit Pfaden in D_ 0T und unabhingig
von Z, sodass Z o g ein wohldefinierter Prozess mit Pfaden in D_ ist. Weiter
gelte

P(Z(t+) # Z(t—)) =0
fir alle t € T sowie
P(g(t+) # g(t=) = 0
fir alle t € (0,1).
Dann gilt
P((Zog)(t+) # (Zog)(t—)) =0

fir alle t € (0,1).
Beweis. Seit € (0,1). Dann gilt

P((Z o g)(t+) # (Z 0 g)(t—)) = P(lim(Z o g)(s) # lin(Z © g)(u ))

s\t
/ (Lim(Z o h)(s 7£hm(Zoh)( ))P?(dh)
- [Pz
</
=P(g

s\t
hmh ) # Z(hm h(u)))P9(dh)

Ltim,, h(s)timy, - h(u)} P9 (D)
(t+) # g(t—)) = 0.

Theorem 3.11. Sei X eine Losung von (3.1) in D_ und es gelte
P(C(t+) # C(t—)) = 0 fiir alle t € (0,1). Dann gilt

P(X(t+) # X(t—)) =0

fir alle t € (0,1).
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Beweis. Seien ¢ € (0,1) und & > 0. Wir Schreiben
X=Z+(Yof)
wie in Theorem [3:8] Es folgt
P(X(t+) — X ()] > ) <P(|Z(t+) — Z(t—)| > /2)
+B(|(Y o f)(t+) — (Y o f)(t=)| > £/2).

Der zweite Summand ist nach Proposition gleich Null.
Es reicht also zu zeigen, dass

P(|Z(t+) — Z(t—)| > ) =0

ist.
Hierzu iterieren wir die Gleichung (3.1) mit Z. Fiir k¥ € N erhalten wir

Z=) LJ(Z,0m)+ Y Ly(Cyom).

veVy veEV

Es folgt

P(|Z(t+) — Z(t—)| > €) gp(’ S Lo((Zy0m)(t4) = (2,0 Ty)(t—))\ > 6/2)

VeV

+IP’<‘ Z ((Cyom)(t+) — (CUOTU)(t—))‘ >5/2>.

veEV

Wir betrachten die Summanden einzeln.
Zum ersten : Fiir alle £ € N bilden die I,,v € V}, eine Partition von (0, 1]
und es existiert genau ein Knoten wy(t) € V,f@, sodass t € I, ;). Die Summe

Z L’U((Z’U o T’U)<t+> - (ZU © Tv)(t_»

veVy

lasst sich also auf den Summanden

Lus(t) ((Zune(®) © Tuoe0) (t+) = (Zuot) © Tw (1)) (=)

reduzieren.
Weiter konnen wir

| L) (Zun(t) © Tuop®)) ) = (Zut) © Tune() (=) | < 2 Lu(y | Zu 1o

79



abschétzen. Hier ist || 2y, 4)|lc = SUDge(o,1] | Zw )] (5)-
Insgesamt ist also

P(| 2 Lol(Zoom) ) = (Z,0m)(1-))] > ) < B(12Ll| Zmill| > <)

veEVy

Sei p > a mit m(p) < 1. Ly, ) ist Ax-messbar und bedingt auf Ay ist Z,,, ¢
verteilt wie Z. Es folgt

E(Ly, ol 2w 5) = E(E(LY, o 12w 15 Ar))
(Lik(t)E(HZwk(t) Hgo |Ak)>

(L0 B2 %)

Weiter ist E(|| Z],) < oo und mit Proposition (3.2| folgt

E =

B(Liy) S E(sup L8) B( 3 LE) = (m(p)" — 0
vi=k jo|=k

fiir k — oo, da m(p) < 1.

Fiir den zweiten Summanden reicht es zu zeigen, dass fiir alle v € V_,
P((Cyom)(t+) # (Co o) (t—)) =0

gilt.

Dies folgt direkt mit Proposition da C, und 7, unabhéngig sind, die 7,
fast sicher stetig sind, also insbesondere

P(ry(t+) # 1(t—)) = 0
fiir alle t € (0,1) gilt und wir angenommen hatten, dass
P(C(t+) #C(t—)) =0

fiir alle ¢t € (0,1) gilt.
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Anhang A

Mathematische Hilfsmittel

A.1 Projektive Familien und der Satz von Kol-
MOgorov

Die in diesem Abschnitt prisentierten Standards zu Produktmafen und pro-

jektiven Grenzwerten konnen unter Anderem in [4] und [I9] gefunden werden.

In unseren Ausfithrungen orientieren wir uns an [4, Kap. VIII] und verweisen
fiir weitere Details darauf.

Sei (X;)ier ein stochastischer Prozess auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) mit beliebiger Indexmenge I und beliebigem Zustandsraum (E, B).
Fiir jede nicht-leere Teilmenge J C I bezeichne E7 die Menge aller Abbil-
dungen von J in E, also die Produktmenge Hjej E. Bezeichne mit B’ die

Produkt-o-Algebra )., B auf E”. Ferner sei
X;=Q)X;: Q- E’
jer

die Produktabbildung. Diese ist eine (E7, B/)-ZufallsgréRe. Die gemeinsame
Verteilung der Familie (X),e; ist die Verteilung von X, ndmlich

P; .= PX/,

Bemerkung. Fiir jeden polnischen Raum F, die zugehorige Borelsche o-
Algebra B(E) und jede endliche Menge J # () gilt

B(E’) = B(E)’
fiir den ebenfalls polnischen Produktraum E”. Allgemeiner gilt

B(E, x - x E,) = B(E) @ ® B(E,)
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fiir je endlich viele polnische Raume FEj, ..., E, und deren stets polnischen
Produktraum EFy := F; x --- x E,,.

Zwischen den Wahrscheinlichkeitsriumen (E7, B7, P;) besteht eine einfache
Beziehung:
Hierzu seien J C H C I Teilmengen (jeweils nicht-leer) und

Oy BT — B’

die stetigen und somit BY — B/-messbaren Projektionen. Diese ordnen jedem
Element von E*!, also jeder Abbildung von H in E, deren Restriktion auf .J
zu. Fiir H = I schreiben wir abkiirzend

(I)J = (I)LJ.

Da nun fiir je zwei nicht-leere Teilmengen J C H C [ die Beziehung
Xj=®p o Xy gilt, erhalten wir

Py =y ;(Pp) (A.1)
sowie fiir H = I insbesondere
Py =®,(P).

Fiir jede endliche Teilmenge J = {ji,...,jn} C I lésst sich das Mak P;
einfach interpretieren: Fiir je n Mengen By,..., B, € B gilt

Py(By x ---x B,) =P(X;, € By,...,X;, € By).

Bezeichnet H(I) die Menge aller nicht-leeren, endlichen Teilmengen von I,
so wird klar, warum (Pj) ey () die Familie der endlich-dimensionalen
Verteilungen des Prozessen genannt wird.

Im Sinne der folgenden Definition ist diese Familie projektiv:

Besteht fiir eine Familie (Py) ey von Wahrscheinlichkeitsmafken auf den
Messriiumen (E7, B7) die Beziehung (A.1) fiir je zwei Mengen J, H € H(I)
mit J C H, so heifit die Familie (P;)jey (1) projektiv.

Bemerkung. Es geniigt die Bedingung nur fiir Mengen J C H aus
H(I) zu fordern, fiir welche H \ J aus genau einem Element besteht. Besitzt
ndmlich H \ J genau n > 1 Elemente, so existieren Mengen Hy, Hy, ..., H,
derart, dass Hy=J C H, C --- H, = H gilt und jede der Mengen H; \ H;_;
einelementig ist. Dann folgt die Behauptung aus

(I)H,J = ‘le,Ho © ®H2,H1 ©---0 ®Hn7Hn—1'
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Entscheidend fiir die Konstruktion von stochastischen Prozessen ist nun die
Frage, ob unter geeigneten Voraussetzungen an den Messraum (FE,B) und
die Menge I jede projektive Familie (Pj)jep ) von Wahrscheinlichkeitsma-
fsen die Familie der endlich-dimensionalen Verteilungen eines stochastischen
Prozesses auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum und mit Zustands-
raum (F, B) und Parametermenge I ist.

Diese Frage wird im folgenden Theorem und seinem Korollar in fiir uns aus-
reichender Allgemeinheit beantwortet. Als zusdtzliche Bedingung wird E als
polnischer Raum vorausgesetzt. Im folgenden bezeichnet B stets die Borel-
sche o-Algebra von E.

Theorem A.1 (Kolmogorov’scher Erweiterungssatz).
Ist E ein polnischer Raum und I eine beliebige nicht-leere Menge, so existiert

zu jeder projektiven Familie (Pj) ey von Wahrscheinlichkeitsmafen iber
E genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf Pr auf (ET, BY) mit

O,(Pr) =Py firalle J € H(I).
Man nennt P; den projektiven Limes der Familie (P;) ey ) und schreibt

l'gl PJIZT&HPJI:P[.
JEH()

Korollar. Ist E/ ein polnischer Raum und ist I eine beliebige nicht-leere Men-
ge, so existiert zu jeder projektiven Familie (Py) ey von Wahrscheinlich-
keitsmafen tiber E ein stochastischer Prozess mit Zustandsraum E und Para-
metermenge I derart, dass (Py)jen(r) die Familie seiner endlich-dimensionalen
Verteilungen ist.

A.2 Reguliare bedingte Wahrscheinlichkeiten

In diesem Abschnitt sammeln wir einige niitzliche Resultate zu reguléren be-
dingten Wahrscheinlichkeiten im Zusammenhang mit bedingten Erwartungs-
werten. Die hier prasentierten Resultate sind unter anderem in |19, Kapitel
8] und [18, Kapitel 5| zu finden.

Sei im Folgenden stets (2,.4,P) der zugrundeliegende Wahrscheinlichkeits-
raum, F C A eine Unter-o-Algebra und X € £}(Q, A, P).

Eine Zufallsgrofe Y =: E(X|F) heift bedingte Erwartung von X gege-
ben F, falls gilt:
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(i) Y ist F-messbar.
(ii) Fiir jedes A € F gilt E(1,X) =E(14Y).

Fir B € A heift P(B|F) := E(1|F) die bedingte Wahrscheinlichkeit
von B gegeben F.

Theorem. E(X|F) existiert und ist fast sicher eindeutig.

Bemerkung. Die Abbildung
A3 A— PA|F)(w), w e Q fest,

ist im allgemeinen — d.h. ohne weitere Voraussetzungen an die o-Algebra A
— noch kein Wahrscheinlichkeitsmajf auf A, da:
Fiir feste Mengen A, Aq, A, ... in A gilt zwar

(i) 0 <P(A|F) <1,
(i) P(QF) =1,
(iii) Aj;,i > 1 paarweise disjunkt: P(U,5, AilF) = > P(Ai|F)

fast sicher, die Nullmengen in (i) und (iii) héngen dabei aber jeweils von
den betrachteten Mengen A, Ay, As, ... ab und konnen im Allgemeinen nicht
zu einer grofen Nullmenge zusammengefasst werden, beziiglich der (i) - (iii)
fiir eine beliebige Wahl von Mengen A, Ay, As,... in A giiltig wiren. Hier
schafft der Begriff einer reguldiren Version der bedingten Wahrscheinlichkeit
oder bedingten Verteilung Abhilfe.

Sind (Q4,.A1), (Q2, A2) Messraume, so heifst x : Qy x Ay — [0, 00] ein
o-endlicher Ubergangskern (von Q; nach €,), falls

(i) wy — K(wr, Ag) ist Aj-messbar fiir alle Ay € Ay,
(i) Ag — r(wy, Ay) ist ein o-endliches Maf auf (£29,.45) fiir alle wy € Q.

Ist das Maf in (ii) ein Wahrscheinlichkeitsmaf fiir alle w; € €2y, so heift &
stochastischer Kern oder Markovkern.

Sei Y eine Zufallsgrofe mit Werten in einem Messraum (£, £). Ein stochas-
tischer Kern sy r von (€2, A) nach (E, £) heifst reguldre Version der be-
dingten Verteilung von Y gegeben F, falls

kyr(w, B) =P({Y € B}|F)(w)

fiir fast alle w € © und fiir alle B € €.
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Theorem. IstY : (Q, A) — (R, B(R)) reell-wertig, dann existiert eine requ-
lare Version ky x der bedingten Verteilung P({Y € -}|.F).

Das Ergebnis aus dem vorangegangenen Theorem lésst sich auf eine grofsere
Klasse von Wertebereichen von Y ausdehnen.

Zwei Messrdume (E, &) und (E’',E’) heiken isomorph, falls es eine bijekti-
ve Abbildung ¢ : E — E’ gibt, sodass ¢ messbar ist beziiglich £ — & und
die Umkehrabbildung ¢! messbar ist beziiglich £ — £. Wir nennen dann ¢
einen Messraum-Isomorphismus. Sind zudem p und g/ Make aus (F,E) und
(E',&") und gilt ' = po o, soist ¢ ein Mafraum-Isomorphismus und die
Mabrédume (E, &, p) und (E', &', 1) heiken isomorph.

Ein Messraum (E, £) heifst Borel’scher Raum, falls es eine Borel’sche Men-
ge B € B(R) gibt, sodass (E, &) und (B, B(B)) isomorph sind.

Theorem. Ist E ein polnischer Raum mit Borel’scher o-Algebra £, dann ist
(E, &) ein Borel’scher Raum.

Theorem A.2. Sei Y eine Zufallsgréfie mit Werten in einem Borel’schen

Raum (E,E). Dann ezistiert eine requlire Version ky x der bedingten Ver-
teilung P{Y € -}|F).

Theorem A.3. Sei X eine Zufallsgrofie auf (2, A,P) mit Werten in einem
Borel’schen Raum (E,E). Seien weiter kx x eine regulire Version der beding-
ten Verteilung von X gegeben F und f : E — R messbar mit E(| f(X)|) < oo.
Dann gilt

E(f(X)|F)(w) = /f(x)kax,;(w,dx) fast sicher.

Korollar. Sind X,Y Zufallsgrifen auf (2, A,P) mit Werten in einem Bo-
rel’schen Raum (E,E), Ky eine regulire Version der bedingten Verteilung
von'Y gegeben F und f : E x E — R messbar mit E(|f(X,Y)]) < oo und X
ist messbar beziglich F, dann gilt

EXfCYﬂWLF)ZL/f(XJDﬁxfﬂ¢w)

fast sicher.
Sind zusdtzlich Y und F unabhdngig, so gilt weiter

MﬂXﬂWfﬁa/ﬂmeGYe@n

fast sicher.
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