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Einleitung

Zeitkritisch sind viele informationstechnische Systeme, wie z. B. die Steuerung fiir
die Schranke an einem Bahniibergang, die Steuerung fiir die Ampel an der nachsten
Kreuzung oder der Autopilot eines Jets. Die Informatik setzt sich mit der formalen
Beschreibung — der Spezifikation — und der Uberpriifung der Korrektheit — der
Verifikation — solcher Systeme auseinander.

Im Mittelpunkt der vorliegenden Abhandlung stehen solche Formalismen zur Be-
schreibung des Verhaltens zeitabhangiger Systeme, die eine effektive Behandlung er-
lauben. Es werden strukturell einfache Modelle, sogenannte Automaten, und geeignete
Logiken untersucht. Zum einen geht es um die Frage, wie entsprechende Automaten
und Logiken aussehen und welche Figenschaften sie auszeichnen, zum anderen darum,
die Grenzen aufzuzeigen, innerhalb derer ein effektiver Umgang mit Automaten und
Logiken zur Beschreibung zeitabhidngiger Systeme moglich ist.

Formalismen zur Beschreibung zeitabhéngigen Verhaltens benutzen als formales
Modell Zustandsverlaufe (,timed state sequences’, ,observation sequences‘). Dabei
handelt es sich um Folgen der Form

(50 t0)(s1,11) (52, 82) . .. | (0.1)

in denen s; jeweils ein Zustand und tg,%;,%s,... eine streng monoton steigende, mit
Null beginnende Folge von reellen Zahlen, sogenannten beobachtbaren Zeitpunkten,
ist. In der vorliegenden Arbeit werden wir uns, wie dies auch in vielen anderen Ar-
beiten geschieht, auf eine endliche Zustandsmenge beschrinken.! Wir werden Folgen
wie in (0.1) als reelle Zustandsverldufe bezeichnen. Fine Einschrankung auf ganzzah-
lige Werte ¢; fithrt zu sogenannten ganzzahligen Zustandsverldufen, und wenn nur
die Folge 0, 1, 2, ... fiir to, t1, ta, ... zugelassen wird, dann sprechen wir von dis-
kreten Zustandsverldufen. Dann kann (0.1) unmittelbar mit der Folge sq, s1, s9, ...
identifiziert werden.

Formal ist ein zeitabhéngiges Verhalten durch eine Menge von reellen Zustands-
verldaufen gegeben.

'Einen entgegengesetzten Ansatz wihlt Leslie Lamport in [AL91] und [Lam93).

Vil
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Historische Einfihrung

Die zuerst entwickelten Formalismen zur Beschreibung des Verhaltens zeitabhangiger
Systeme sind geeignete logische, sogenannte zeitlogische Sprachen. So benutzen Ron
Koymans, Jan Vytopil und Willem Paul de Roever schon 1983 in [KVdRS83] (spéter
in [KdR86]) eine Spezifikationssprache, die man gemaf der Klassifizierung von Alur
und Henzinger ([AH91b]) als eine lineare Zeitlogik mit beschrankten Zeitoperatoren
bezeichnen wiirde. Weitere zeitlogische Spezifikationsformalismen folgten: RTL (,real-
time logic®, [JM86]), RTTL (,real-time temporal logic*, [Ost87] und [Ost90]), GCTL
(,global clock temporal logic', [Har88]), ;metric temporal logic* ([Koy89] bzw. [Koy90])
und ECTL (explicit clock temporal logic', [Zho93]). Zum Teil werden diese Logiken,
wie z. B. RTTL, nur iiber ganzzahligen Zustandsverlaufen interpretiert.

Aus prinzipieller Sicht kénnen zeitlogische Sprachen und ihre jeweilige Ausdrucks-
stdrke danach bewertet werden, ob die entsprechende Theorie entscheidbar ist, d. h.,
ob die Menge aller (in allen Zustandsverlaufen) giiltigen Formeln eine entscheidbare
Menge bildet. In ihrer wegweisenden Arbeit [AH90], in der es um die Ausdrucksstirke
von Zeitlogiken geht, konnten Rajeev Alur und Thomas Henzinger nachweisen, daf
die Theorien der bislang aufgezéhlten Logiken unentscheidbar sind. Die meisten Theo-
rien sind sogar Ilj-schwierig. Einige Zeitlogiken, die {iber ganzzahligen Zustands-
verldaufen interpretiert werden und deren Theorie entscheidbar ist, wurden in den Jah-
ren 1989 und 1990 entwickelt: TPTL (jtimed propositional temporal logic', [AH89a]
und [AH89b]), MTL (,metric temporal logic’, [AH90]) und XCTL (explicit clock
temporal logic', [HLP91]).

Die Frage nach der Entscheidbarkeit der Theorie einer unter Negation abgeschlos-
senen Logik ist d&quivalent zu der Frage, ob eine gegebene Formel ein Modell besitzt,
also zu dem sogenannten Erfiillbarkeitsproblem. Anschaulich gesprochen handelt es
sich dabei um die Frage, ob eine gegebene Spezifikation in dem Sinne konsistent ist,
daf sie mindestens ein giiltiges Verhalten zulafit (und damit nicht die leere Menge
spezifiziert).

Im Kontrast zu den angesprochenen negativen Ergebnissen zu dem Problem der
Entscheidbarkeit von zeitlogischen Theorien stehen Resultate, die das sogenannte
Modellproblem betreffen. Dabei wird danach gefragt, ob ein gegebenes System S
ein vorgegebenes Verhalten V zeigt. Genauer lautet die Frage: Ist die Menge der
Zustandsverlaufe, die S beschreiben, eine Teilmenge der Zustandsverlaufe, die durch
V gegeben sind? In der Regel werden fiir die Beschreibung des Systems und die
Beschreibung des gewiinschten Verhaltens unterschiedliche Formalismen verwendet.

In den Arbeiten [ACD90] und [Lew90] werden zeitabhangige Systeme durch Gra-
phen — man kénnte auch von Automaten sprechen — (jtimed graphs® bzw. timed
state diagrams‘) beschrieben und die Spezifikationen in verzweigenden zeitlogischen
Sprachen (TCTL, timed computation tree logic‘, in [ACD90]; die Logik in [Lew90] ist
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namenlos) formuliert.? In beiden Féllen stellt sich heraus, dafi das Modellproblem ent-
scheidbar ist. Ein vergleichbares Resultat wurde in [HNSY92] fiir die Logiken TCTL
bzw. Ty (jtimed p-calculus') und GCP (,guarded-command real-time programs*) er-
zielt.

Dem Ergebnis von Rajeev Alur, Costas Courcoubetis und David Dill (JACD90])
liegt ein Automatenmodell (,timed automata‘) zur Erkennung von Mengen reeller Zu-
standsverlaufe zugrunde, das in [AD90] von Alur und Dill vorgestellt wurde und fiir
das in der gleichen Arbeit als wichtigste Eigenschaft die Entscheidbarkeit des Leer-
heitsproblems nachgewiesen wurde. Im wesentlichen handelt es sich bei dem Modell
um einen endlichen Automaten, der mit nicht anhaltbaren Stoppuhren versehen ist.
Normalerweise schreiten diese mit der Systemzeit voran, sie kénnen aber auch mit ei-
ner Transition des Automaten zuriickgesetzt werden. Auflerdem kann das Durchfiithren
einer Transition von den aktuellen Uhrenstanden abhéngig gemacht werden. Und zwar
diirfen die Uhrenstdnde mit natiirlichen Zahlen verglichen werden. Diese Automaten
aus [AD90] wollen wir Uhrenautomaten nennen, und durch sie definierbare Mengen
von reellen Zustandsverlaufen sollen als uhrenerkennbar (;regular® in der Sprechweise
von [ADO91]) bezeichnet werden.

In [AFH91] (siehe auch [Alu91]) nutzen Alur, Toméas Feder und Henzinger dann
die Entscheidbarkeit des Leerheitsproblems fiir Uhrenautomaten aus, um die erste
Zeitlogik mit entscheidbarer Theorie zu entwickeln: MITL (,metric interval temporal
logic'). Die Sprache resultiert (syntaktisch gesehen) aus der in [AH90] vorgestellten
Logik MTL (,metric temporal logic') dadurch, dal diejenigen beschrankten Zeitope-
ratoren verboten werden, die exakte Messungen zeitlichen Abstands erlauben.?® Einen
alternativen, tibersichtlicheren Beweis fiir die Entscheidbarkeit von MITL geben Alur
und Henzinger in [AH92], wo sie Zweiwege-Uhrenautomaten vorstellen. Dort beweisen
sie sogar die Entscheidbarkeit der Theorie von MITLP, einer Erweiterung von MITL
um Vergangenheitsoperatoren.

Motivierender Hintergrund und zentrale Fragestellung

Aus der Theorie der diskreten Zustandsverldufe und Zustandsbaume sind fundamen-
tale Zusammenhinge zwischen endlichen Automaten und monadischen Logiken zwei-
ter Stufe bekannt, die schon in den sechziger Jahren im Zusammenhang mit Fragen
der mathematischen Logik erkannt wurden: J. Richard Biichi und Calvin C. Elgot
konnten nédmlich zeigen, daf eine Menge von diskreten Zustandsverlaufen von einem
endlichen Automaten (Biichi- bzw. Rabin-Scott-Automat) genau dann erkannt wird,

?Dies erfordert eine differenziertere Sichtweise bei der Definition des Verhaltens eines Systems.
Anstelle einer mit Zeitpunkten versehenen Zustandsfolge wie in (0.1) arbeitet man mit einem ent-
sprechenden Zustandsbaum.

3Es sei hier noch einmal angemerkt, daf auch MTL zu den Logiken gehért, deren Theorie I13-
schwierig ist (wenn sie {iber reellen oder rationalen Zustandsverldufen interpretiert wird).
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wenn sie durch einen Satz in der Logik S1S (;monadic second-order logic with one
successor’) definiert wird (siehe [Biic60], [Elg61] und [Biic62]). Erwahnenswert ist
hier, daf§ Biichi- bzw. Rabin-Scott-Automaten aus Uhrenautomaten durch Weglas-
sen der Uhren entstehen. Michael O. Rabin konnte nachweisen, dal Automaten auf
unendlichen Badumen (Rabin-Automaten) gleichwertig mit der Logik S25 (,monadic
second-order logic with two successors‘) sind (siehe [Rab69]). Dariiberhinaus ist in
beiden Féllen die Konstruktion eines ,dquivalenten® Automaten aus einer gegebenen
Formel bzw. die Konstruktion einer ,dquivalenten® Formel aus einem gegebenen Au-
tomaten effektiv durchfithrbar. Die Entscheidbarkeit des Leerheitsproblems fiir das
jeweilige Automatenmodell bringt damit auch die Entscheidbarkeit der entsprechen-
den Theorie mit sich, woraus die Entscheidbarkeit des Erfiillbarkeitsproblems und
die Entscheidbarkeit aller Modellprobleme, bei denen Formalismen beteiligt sind, die
in die jeweiligen Automaten oder in S1S bzw. S2S eingebettet werden kénnen, fol-
gen. Dazu gehéren die folgenden linearen und verzweigenden Zeitlogiken, die in dis-
kreten Zustandsverlaufen interpretiert werden: PTL (,propositional temporal logic*,
[Pnu77]), ETL (,extended temporal logic’, [Wol83]), CTL (,computation tree logic’,
[CES86]), CTL* (,full branching time logic*, [EH86]).

Fiir reelle Zustandsverlaufe war bislang keine monadische Logik bekannt, die die
universelle Rolle von S15 oder S2S hétte ibernehmen kénnen. Hier setzt die vorlie-
gende Arbeit an. Hauptanliegen ist die Entwicklung und Untersuchung monadischer
Logiken,

1) die vollstdndig in dem Sinne sind, daf sie das Verhalten zeitabhéngiger Systeme,
inshbesondere das Verhalten der Uhrenautomaten, exakt charakterisieren, und
dariiberhinaus

2) die Interpretation der Ergebnisse tiber reelle Zeitlogiken in dem Sinne erlauben,
wie dies bei diskreten Zeitlogiken durch S15 bzw. S2S geschehen kann.

Hauptergebnisse

Um Ziel 1) zu verwirklichen, wird in dieser Arbeit ein abstraktes, parametrisiertes
Automatenmodell eingefiihrt und parallel dazu eine Familie von korrespondierenden
monadischen Logiken entwickelt, deren existentiell-monadische Sétze die durch das
jeweilige Automatenmodell erkannten Mengen charakterisieren. Das abstrakte Auto-
matenmodell ist dergestalt, dafl sich bei geeigneter Parameterwahl konkrete Automa-
tenmodelle ergeben, die mit bekannten Automaten zur Beschreibung zeitabhangiger
Systeme tibereinstimmen. Insbesondere gibt es einen Satz von Parametern, der genau
das Modell des Uhrenautomaten trifft.

Ziel 2) wird dadurch erreicht, dal MITLP in die zu den Uhrenautomaten korre-
spondierende Logik (genauer: deren existentiell-monadische Satze) eingebettet wird,
womit ein alternativer Beweis fiir das zentrale Ergebnis aus [AH92] gegeben wird.
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Ferner gelingt der Nachweis, dal die von Zohar Manna und Amir Pnueli in [MP93]
vorgestellte Logik TLr eine entscheidbare Theorie besitzt.

Im folgenden sollen die Themenbereiche, mit denen sich die vorliegende Arbeit
im einzelnen auseinandersetzt, kurz angerissen und jeweils die wichtigsten Ergebnis-
se vorgestellt werden. Am Schlufl der Einleitung ist eine knapp gehaltene Gliede-
rungsiibersicht zu finden.

FEine monadische Logik mit entscheidbarem Erfilllbarkeitsproblem

Ein Hauptergebnis dieser Arbeit ist die Definition einer monadischen Logik, deren
Ausdrucksstarke mit der Atgdrucksstérke der Uhrenautomaten iibereinstimmt. Wir
bezeichnen sie mit AMSOIl d , wobei ,MSO® fiir ,,monadic second-order® steht, ,,3“
ausdriickt, dafl wir uns auf existentiell-monadische Formeln beschrianken und II die
zugrundeliegende Signatur bezeichnet, die mit der von S15 tibereinstimmt. Das Suffix
,» d ¢ steht fiir die speziellen Pradikate, die es erlauben, zeitliche Abstande zu messen:
,d* steht fiir die zeitliche Abstandstfunktion, und der Linkspfeil ,,«* deutet an, daf
Abstandsmessungen relativ zur Vergangenheit erfolgen. Wir nennen IMSOIl d auch
schwache Abstandslogik, wobei der Zusatz ,,schwach® darauf hindeuten soll, dafl nur
existentiell quantifizierte Formeln zugelassen sind und dafl durch die spezielle Form
der speziellen Pradikate nur eingeschrankt Abstandsmessungen durchgefiihrt werden
konnen, was weiter unten erliutert wird. Durch die Aquivalenz mit den Uhrena&to—
maten erhalten wir die Entscheidbarkeit des Erfiillbarkeitsproblems fiir IMSOIIl d .

Bei der Konstruktion einer monadischen Logik fiir reelle Zustandsverldaufe (mit
entscheidbarem Erfiillbarkeitsproblem) mufl man behutsam vorgehen, wie schon Uber-
legungen in [AH90] nahelegen: Alur und Henzinger zeigen, daf die Logik, die aus S1S
dadurch entsteht, dafl ein zusatzliches, zweistelliges Pradikat mit der Bedeutung ,der
zeitliche Abstand zweier beobachtbarer Zeitpunkte ist genau Eins® hinzugenommen
wird, eine I1}-schwierige Theorie hat. Dies ist sogar schon fiir die entsprechende Logik
erster Stufe der Fall. Daraus kann man schlieflen, dal mogliche Kandidaten fiir die
gesuchte Logik keinen direkten Bezug zu zeitlichen Abstéinden nehmen diirfen.*

Die Losung, die in dieser Arbeit vorgestellt wird, liegt in einer indirekten Zeitmes-
sung unter Verwendung von existentiell quantifizierten Mengenvariablen. Anstelle von
Pradikaten erster Stufe, etwa der Form d(x,y) = 1 oder d(x,y) > 3, in denen d fiir
den zeitlichen Abstand zweier Zeitpunkte steht, erlauben wir Pradikate wie

d(X,z) = 1,° (0.2)

iFiir die Zwecke dieser Einleitung stelle man sich das Universum einer dem Zustandsverlauf
(0.1) entsprechenden préadikatenlogischen Struktur als die Menge {to,%1,%2,...} der beobachtbaren
Zeitpunkte vor.
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in dem X fiir eine Mengenvariable steht und das die folgende Bedeutung hat: ,,Der
zeitliche Abstand zwischen x und dem letzten beobachtbaren Zeitpunkt vor x, der zu
der Menge X gehort, ist genau Eins.* Auflerdem beschranken wir uns auf existentiell-
monadische Formeln, d. h. auf Formeln, die ein Prafix aus existentiell quantifizierten
Mengenvariablen haben, auf das ein ,Kern® ohne Quantifizierungen von Mengenva-
riablen folgt. Man kann zwar z. B. fir d(«,y) = 1 alternativ die Formel , X ist die
Einermenge {z} und d(X,y) = 1“ benutzen, die mit einem existentiellen Mengen-
quantor auskommt, wird aber {iber x universell quantifiziert, so kann dieser Quantor
nicht als existentieller Mengenquantor wie gefordert in das Prafix der gesamten Formel
geschoben werden.

Weitere monadische Logiken zur Beschreibung zeitabhdngiger Systeme

Die Konzeption der Logik IMSOIT'd unterliegt einem allgemeinen Prinzip, das in
dieser Arbeit im einzelnen dargestellt wird. Es ermoglicht unter anderem auch die
exakte Charakterisierung komplizierterer zeitabhdngiger Automaten, die in jiingeren
Studien behandelt werden: die sogenannten hybriden Automaten. Dabei handelt es
sich um Uhrenautomaten, die zusdtzliche Register benutzen, deren Inhalt sich konti-
nuierlich mit der fortschreitenden Systemzeit dndert. Hierbei ist die Wertefolge jedes
Registers eine lineare Funktion der Zeit (mit ganzzahliger Steigung), die an den be-
obachtbaren Zeitpunkten einer gegebenen Zustandsfolge Sprungstellen besitzen und
ihre Steigung dndern darf. Hybride Automaten werden z. B. in [KPSY93] unter dem
Begriff ,constant slope hybrid system‘ und in [ACHH93] unter dem Namen Jlinear hy-
brid automaton® gefithrt. Die in der vorliegenden Arbeit definierte Logik zur exakten
Charakterisierung von hybriden Automaten tragt die Bezeichnung IMSOIIL .

In AMSOILS sind nicht nur Abstandsterme wie in (0.2) erlaubt, sondern kompli-
ziertere Ausdriicke, die eine Integration tiiber die Zeit erlauben. Beispielhaft soll hier
die Formel

/2Y—4Z > 3 (0.3)
X

betrachtet werden. Die Bedeutung der Formel kann wie folgt erklart werden: (0.3)
ist erfiillt, wenn es einen beobachtbaren Zeitpunkt in X gibt, der kleiner als der
beobachtbare Zeitpunkt « = ¢; ist, und wenn fiir den grofiten Zeitpunkt dieser Art,
etwa t;, gilt:

> 2t —t) = > Mk —t) > 3.

1<t/ <ju' €Y 1<t/ <gu'€Z

®Da, es sich hier nicht um eine kommerzielle Arbeit handelt, sollten Formeln nicht abschrecken
— ein Phdnomen, das in Stephen W. Hawking, Eine kurze Geschichte der Zeit: Die Suche nach der
Urkraft des Universums, Reinbek bei Hamburg: Rowohlt, 1988, beschrieben wird.
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Das duBlerliche Erscheinungsbild von (0.3) erinnert sehr an Formeln des ,duration
calculus’ (siehe [CHR91], [HC91] und [RRH93]). Die Bedeutungen, die dem Integral-
zeichen in beiden Formalismen zukommen, sind vergleichbar. Man beachte jedoch,
dafl im ,duration calculus® keine explizite Quantifizierung iiber die Integralgrenzen
moglich ist.

Da das Leerheitsproblem fiir hybride Automaten unentscheidbar ist (siehe z. B.
[KPSY93]), kommt eine effektive Behandlung im Sinne der Arbeiten von Alur, Cour-
coubetis, Dill, Feder, Henzinger, Lewis u. a. (siehe oben) nicht in Frage. Das jiingst
in [ACHO93] von Alur, Courcoubetis und Henzinger erzielte Ergebnis zeigt jedoch, daf}
sehr starke Einschriankungen des Modells — oder sehr schwache Erweiterungen des
Modells des Uhrenautomaten — unter Beibehaltung eines entscheidbaren Leerheits-
problems méglich sind.

Dieses Ergebnis versetzt uns in die Lage, eine Teilklasse der Sprache FIMSOIL [
auszusondern, die ausdrucksstarker als AMSOIL d ist und dennoch ein entscheidbares
Erfiilllbarkeitsproblem besitzt.

Fine Klasse von Mengen reeller Zustandsverldufe mit guten Eigenschaften

Die Klasse der durch Uhrenautomaten erkennbaren Mengen von reellen Zustands-
verlaufen ist nicht gegen Komplementbildung abgeschlossen, und das zu dem Leer-
heitsproblem duale @iversalitétsproblem ist fiir Uhrenautomaten unentscheidbar.
Damit kann IMSOII d auch keine unter (semantischer) Negation abgeschlossene Lo-
gik sein, und sie kann auch keine entscheidbare Theorie besitzen. Wiirde man sie unter
Negation abschlieflen, so wiirde man die Entscheidbarkeit des Erfiillbarkeitsproblems
verlieren. Eine interessante Fra&e in diesem Zusammenhang ist also die Frage nach
Einschrankungen von dIMSOII d, die gegen Negation abgeschlossen sind bzw. die
Frage nach einem Automatenmodell unterhalb des Modells des Uhrenautomaten, das
Komplementabschlufl besitzt. Diese Frage wurde schon in [AH91a] aufgeworfen:

LLet a real-time property be a set of timed state sequences (reeller Zu-
standsverlauf, Anmerkung des Autors). The main question we would like
to see answered asks:

Is there an agreeable notion of ‘finite-state real-time property’?
The set of such properties ought to be closed under all boolean
operations, have an elementary decidable emptiness problem,
and be, in a suitable sense, ‘maximal’.“

Eine Antwort versuchen Alur und Henzinger in [AH92] selbst zu geben. Dort
stellen sie Zweiwege-Uhrenautomaten vor und zeigen, dafl eine Teilklasse der deter-
ministischen Zweiwege-Uhrenautomaten, die durch eine semantische Bedingung aus-
gezeichnet ist, eine Klasse von Mengen von reellen Zustandsverlaufen beschreibt, die
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die gewlinschten Eigenschaften besitzt. Wie jedoch in der vorliegenden Arbeit ge-
zeigt wird, ist die semantische Eigenschaft, mit der Alur und Henzinger arbeiten,
nicht entscheidbar, d. h., es ist nicht entscheidbar, ob ein gegebener deterministischer
Zweiwege-Uhrenautomat zu der betreffenden Klasse gehort. Insofern ist der Wert ihrer
Antwort zumindest fraglich.

Auch in der vorliegenden Arbeit kénnen wir leider keine erschépfende Antwort
auf die interessante und vermutlich schwierige Frage aus [AH91a] geben. Wir versu-
chen, uns einer Losung dadurch anzundhern, dafl wir zeigen, daf} die Logik MITLP
um Automatenoperatoren erweitert werden kann, ohne dafl dabei die Eigenschaft,
eine entscheidbare Theorie zu besitzen, verloren geht. Damit zeichnen wir eine grofle
Klasse aus, die den Anforderungen von Alur und Henzinger — abgesehen von der
Maximalitdt — gentigt.

Auflerdem werfen wir die Frage auf, ob nicht die Klasse der eindeutigen Uhren-
automaten in die N&he der gesuchten Automatenklasse kommt. Dazu stellen wir fest,
dafl alle Mengen, die durch die von Alur und Henzinger untersuchten Zweiwege-
Uhrenautomaten erkannt werden, auch durch eindeutige Uhrenautomaten erkannt
werden. Weiterhin schlieffen wir aus, daf} die Klasse der durch eindeutige Uhrenau-
tomaten erkannten Mengen mit der Klasse aller uhrenerkennbaren Mengen {iberein-
stimmt. Dariiberhinaus zeigen wir, daf} gerade die Beispielmengen, die dazu dienen,
den Nichtabschlufl der Klasse aller uhrenerkennbaren Mengen unter Komplement-
bildung nachzuweisen, nicht eindeutig erkennbar sind. Die Frage nach dem Kom-
plementabschluf fiir die von eindeutigen Automaten erkannten Mengen miissen wir
unbeantwortet lassen. Wir zeigen aber, dafl die ebenfalls semantische Bedingung der
Eindeutigkeit entscheidbar ist.

Abschwichung des Modells der reellen Zustandsfolge

Die Unentscheidbarkeit des Universalitdtsproblems fiir Uhrenautomaten ist im we-
sentlichen darin begriindet, dafl bei reellen Zustandsverlaufen beliebig viele beob-
achtbare Zeitpunkte in ein Intervall fester Lange fallen kénnen. Wir untersuchen des-
halb, wie sich die Situation verhélt, wenn man Uhrenautomaten fiir eine vorgegebene
natiirliche Zahl k& ausschlieBlich {iber reellen Zustandsverlaufen interpretiert, in denen
zwei Zeitpunkte, zwischen denen mindestens & — 1 beobachtbare Zeitpunkte liegen,
einen zeitlichen Abstand haben, der gréfler als Eins ist, d. h., wir betrachten Zustands-
verlaufe, in denen t;,; — t; > 1 fiir jedes ¢ gilt. Wir sprechen von Zustandsverlaufen
mit beschrankter Variation k. Man beachte, dafl dies nicht beliebig kleine zeitliche
Abstande zwischen zwei benachbarten Beobachtungszeitpunkten verbietet (sofern k
grofler als Eins ist).

Auf der positiven Seite verbuchen wir, dafl die Klasse der uhrenerkennbaren Men-
gen von Zustandsverldufen einer beschrinkten Variation gegen Komplementbildung
abgeschlossen ist. Aus logischer Sicht bedeutet dies, dafl eine Erweiterung von 515
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um direkte Abstandsvergleiche der Form d(x,y) ~ d, in denen ~ eine der Vergleichs-
relationen =, #, <, <, >, > und d eine natiirliche (ganze) Zahl ist, bei Interpretation
in reellen Zustandsverldufen einer beschrénkten Variation zu einem entscheidbaren
Erfiilllbarkeitsproblem und damit auch zu einer entscheidbaren Theorie fithrt. Die
Logik wird volle Abstandslogik genannt und erhélt die Bezeichnung MSOIId. Im
Kontrast dazu steht das Ergebnis, daf§ fiir die in dem hier vorgegebenen Rahmen
einfachsten Erweiterungen des Uhrenautomatenmodells das Leerheitsproblem wieder
unentscheidbar ist, auch wenn man sich auf reelle Zustandsverlaufe einer beschrankten
Variation zuriickzieht.

Automatentheoretische Untersuchungen

Die herausragende Rolle, die der schwachen Abstandslogik IMSOI'd aufgrund der
Ergebnisse dieser Arbeit zukommt, motiviert eingehende Untersuchungen ihrer Aus-
drucksstérke. Die Korrespondenz zw1schen uhrenerkennbaren Mengen von reellen Zu-
standsverlaufen und durch IMSOII d -Formeln definierbaren Mengen erlaubt es, diese
Untersuchungen zuerst an Uhrenautomaten durchzufithren und dann eine Ubertra—
gung auf die logische Ebene vorzunehmen. In der vorliegenden Arbeit werden zwei in
dieser Hinsicht interessante Resultate erzielt: Zum einen wird mit Hilfe eines Itera-
tionslemmas fiir Uhrenautomaten zum ersten Mal ein Beweis fiir der<1_ Nichtabschluf3
unter Komplementbildung und damit den Nichtabschlufl von AMSOII d unter Negati-
on gegeben. Zum anderen wird gezeigt, dafl die Anzahl der Uhren in Uhrenautomaten
nicht beschrankt werden kann was auf logischer Seite zu einer unendlichen Hierarchie
fiithrt, wenn man JMSOII ‘d -Formeln nach der Anzahl der existentiell quantifizierten
Mengenvarlablen mifit. In diesem Zusammenhang wird auch ein aus automatentheo-
retischer Sicht interessantes Ergebnis erzielt: Nimmt man als Maf fiir die Komplexitat
eines Uhrenautomaten die Anzahl seiner Uhren, so kann es kein effektives, an diesem
Maf orientiertes Minimierungsverfahren geben.

Das abstrakte, parametrisierte Automatenmodell

Das eingangs erwéhnte abstrakte, parametrisierte Automatenmodell, das Grundlage
dieser Arbeit ist, soll zum Abschluf} dieser Einleitung naher erldutert werden.

Die besagten Automaten arbeiten nicht auf herkémmlichen Wortern (Folgen von
Buchstaben), sondern auf bewerteten Wortern: Jedem Vorkommen eines Buchstabens
wird ein Wert aus einer vorgegebenen Wertemenge (diese ist einer der Parameter) zu-
geordnet. Auflerdem stehen jedem Automaten zur Verarbeitung der Bewertung eines
Buchstabens Register, die Elemente eines vorgegebenen Speicherbereichs (dieser ist
der zweite Parameter) aufnehmen konnen, zur Verfiigung. Die Registerinhalte wer-
den beim Lesen eines bewerteten Wortes in Abhangigkeit von ihrem aktuellen Inhalt
und der Bewertung des aktuellen Buchstabens unter Mitwirkung sogenannter Schritt-
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funktionen einer vorgegebenen Menge (dem dritten Parameter) verdndert. Auflerdem
konnen sie auf ausgewdhlte Elemente des Speicherbereichs (dem vierten Parameter)
zurlickgesetzt werden. Schliefilich kann eine Transition abhingig von dem Ausgang
sogenannter Registertests (des fiinften und letzten Parameters) gemacht werden.

Im Falle zeitabhdngiger Systeme wird die Menge aller positiven reellen Zahlen als
Wertemenge genommen. Dem Zustandsverlauf aus (0.1) entspricht dann das bewer-
tete Wort

(So,tl)(Sl,tQ — tl)(SQ,tg — tz)(837t4 — tg) Ce

Es wird auch als Ereignisverlauf bezeichnet. Denn wir wollen eine solche Folge als
zeitlich aufeinander folgende Ereignisse der Dauer ¢4, t; —t1, t3—13, ... und des Typs
S0, S1, S2, ... ansehen.

Der Speicherbereich ist in diesem Fall die Menge der reellen Zahlen, d. h., ein Re-
gister eines Automaten kann beliebige reelle Zahlen autnehmen. Der einzige erlaubte
Riicksetzwert ist Null. Im Spezialtall der Uhrenautomaten ist die Additionsfunktion
als einzige Schrittfunktion erlaubt. D.h., dal beim Lesen eines bewerteten Buchsta-
bens (s,1) — in unserer spateren Sprechweise: eines Ereignisses des Typs s und Dau-
er t — jedes Register um die Dauer des Ereignisses vorgestellt wird. Daraus resultiert
auch die Bezeichnung ., Uhr* fiir ein Register in diesen Automaten. Im Spezialtall der
hybriden Automaten lassen wir zu, dafl auf ein Register ein ganzzahliges Vielfaches
der Dauer des aktuellen Ereignisses addiert wird. Die Registertests sind jeweils von
der Form r ~ d, wobei r fiir ein Register steht, ~ fiir eine der Vergleichsrelationen
=, #, <, <, >, > und d eine ganze Zahl ist. Also kann ein Register mit jeder ganzen
Zahl verglichen werden.

An dieser Stelle sind einige Bemerkungen zur bestehenden Literatur iiber abstrak-
te (parametrisierte) Automatenmodelle angebracht. Dana Scott stellt in [Sco67] einen
allgemeinen Begriff von Maschine und Programm vor, dessen Universalitat auch eine
Modellierung des hier vorgestellten Begriffs des Y- Automaten erlaubt. Die charakteri-
stischen Figenschaften unseres Automatenmodells, die sich mafigeblich in seiner logi-
schen Charakterisierung niederschlagen, verlieren sich aber in Scotts Modell. Auch das
aus [EH93] bekannte allgemeine Automatenmodell des ,X-automaton‘ unterscheidet
sich in einem entscheidenden Punkt von dem hier vorgestellten Automatenkonzept:
Es verarbeitet nur herkémmliche, diskrete Wérter ohne Bewertung.

Gliederungsiibersicht

Die Arbeit teilt sich in zwei Teile. Im ersten wird das abstrakte, parametrisierte
Automatenmodell mit seinen wichtigsten Eigenschaften vorgestellt (Kapitel 1) und
die allgemeine logische Charakterisierung erzielt (Kapitel 2). Dieser Teil ist absichtlich
knapp gehalten. Er wird als die notwendige Voraussetzung fiir die im zweiten Teil der
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Arbeit erfolgende Auseinandersetzung mit Automaten und Logiken zur Beschreibung
zeitabhdngiger Systeme betrachtet.

Der zweite Teil besteht aus drei Kapiteln, von denen das erste (Kapitel 3) bekann-
te Automatenmodelle mit Zeitabhéngigkeit in das Schema einordnet, das in Kapitel 1
durch die Definition des abstrakten, parametrisierten Automatenmodells vorgegeben
wurde. Das folgende Kapitel (Kapitel 4) ist automatentheoretischen Aspekten der Uh-
renautomaten und ihrer Abwandlungen gewidmet, wiahrend das letzte Kapitel (Kapi-
tel 5) die monadischen und temporalen Logiken zur Beschreibung von zeitabhangigen
Systemen behandelt. Dort fiigen sich in natiirlicher Weise die automatentheoretischen
Ergebnisse aus Kapitel 4 ein.
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Notation

Folgen — endliche oder unendliche — werden durch Unterstreichen gekennzeichnet;
so steht m fiir mg, mq, mo,..., wobei die drei Piinktchen ,...“ auch eine endliche
Aufzidhlung zulassen. Sind m und n Folgen gleicher Lange, so ist (m,n) eine Kurz-
schreibweise fiir die Folge (mo,ng), (m1,n1), (ma,ns),... Fir die Indexmenge einer
Folge m wird |m| geschrieben. Da wir die von-Neumannsche Darstellung der natiirli-
chen Zahlen wihlen, d.h., daff die natiirliche Zahl n fiir die Menge {0,...,n — 1}
steht, bezeichnet |m| dann auch die Lange der Folge. Das Symbol € steht fiir die leere
Folge. Wird im Text eine Variable v mit fortlaufenden Indizes versehen, so steht v fiir
die entsprechende Variablenfolge.

Ein Segment einer Folge m ist ein Paar (i,7) natiirlicher Zahlen, fiir das ¢ < j <

|m| gilt. (Insbesondere ist also im Falle unendlicher Folgen auch j = w erlaubt.) Mit

dem Segment (7, ) wird die Teilfolge m;, miy1, My, ... assoziiert, falls j unendlich
ist, und m;, m;41,...,mj_1 andernfalls. Diese Teilfolgen werden jeweils mit m(z,7)
bezeichnet. Mit m(¢,*) ist das Segment m;, m;11, Miy2,... gemeint; es handelt sich

also um eine alternative Schreibweise fiir m(¢, |m|). Ist (7, j) ein Segment und j endlich,
dann steht m(y,7) fiir m(¢,5) in umgekehrter Reihenfolge. Die Linge eines Segmentes
ist die Lange der mit ihm assoziierten Folge.

Fiir die Potenzmenge einer Menge M wird o(M ) geschrieben. Sind A und B zwei
Mengen, dann steht AP wie iiblich fiir die Menge aller totalen Funktionen B — A.
Der Definitionsbereich einer Funktion f wird mit dom(f) bezeichnet.

Die Menge der natiirlichen Zahlen, ganzen Zahlen, reellen Zahlen, positiven reel-
len Zahlen, nichtnegativen reellen Zahlen wird mit N, Z, R, P bzw. Py bezeichnet.
Erweiterung um eine der oder beide uneigentlichen Zahlen +o00 und —oo wird durch
einen entsprechenden Index angezeigt. Tritt N als Indexmenge einer Folge auf, so
schreiben wir abweichend w fiir IN.
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Kapitel 1

Automaten auf bewerteten
Wortern

In diesem ersten Kapitel wird das abstrakte, parametrisierte Automatenmodell ein-
gefithrt, das Grundlage aller weiteren Untersuchungen der vorliegenden Arbeit ist. Wir
beginnen mit der Definition der Begriffe ,bewertetes Wort* und ,Sprache bewerteter
Wortert (Abschnitt 1.1), fahren mit der Definition des Begriffes ,¥-Automat‘ und der
von einem Y-Automaten ,erkannten‘ Sprache fort (Abschnitt 1.2). Daran anschlielend
studieren wir grundlegende Abschlufleigenschaften der von ¥-Automaten erkannten
Sprachen (Abschnitt 1.3) und die Besonderheiten, die sich bei deterministischen -
Automaten ergeben (Abschnitt 1.4), und gehen schliefilich auf eine alternative Defi-
nitionsmoglichkeit fiir den Begriff des ¥-Automaten ein (Abschnitt 1.5).

1.1 Bewertete Worter

Es sei A eine endliche Symbolmenge, auch Alphabet genannt. Thre Elemente werden
als Buchstaben bezeichnet. Auflerdem sei W eine beliebige, nichtleere Menge, die
Wertemenge heifit. Beide Mengen, A und W, werden festgehalten.

Ein diskretes Wort iber A ist eine endliche oder unendliche Folge von Buchsta-
ben aus A. Im iiblichen Sprachgebrauch werden diskrete Wérter schlicht als ,Worter
bezeichnet.

Ein W-bewertetes Wort iiber A oder auch kurz W-Wort iiber A ist eine endliche
oder unendliche Folge von Paaren (a,w) mit a € A und w € W. Ein solches Paar
wird auch W-Buchstabe genannt. Seine erste Komponente ist der Buchstabenname,
die zweite Komponente ist der Buchstabenwert. Ist v = (a,w) ein W-Wort, so wird
das diskrete Wort a Beschriftung und die Folge w Bewertung von u genannt.

Eine diskrete Sprache iiber A ist eine Menge von endlichen, von ¢ verschiedenen'

!Da Strukturen mit leeren Universen Umsténde bereiten, ist es im Zusammenhang mit der logi-

3
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oder eine Menge von unendlichen diskreten Wortern. Entsprechend ist eine W -Sprache
iiber A eine Menge von endlichen, von € verschiedenen oder eine Menge von unend-
lichen W-Wértern iiber A. Damit ist jede W-Sprache iiber A auch eine W-Sprache
iiber A’ wenn A’ ein A umfassendes Alphabet ist. Die diskrete Projektion einer W -
Sprache L ist die Menge der Beschriftungen aller Worter aus L.

Wir nehmen die einelementige Menge triv = { L} als gegeben hin und identifizieren
in natiirlicher Weise die diskreten Wérter iiber A mit den triv-Wortern tiber A. Ist L
eine Sprache diskreter Worter, so sei das W-Urbild von L die Menge aller W-Worter
mit Beschriftung in L.

Ist das Alphabet A einelementig, dann sprechen wir von einem undren Alphabet
und von undren Wértern. In diesem Falle ist bei W-Wortern in der Regel nur die
Bewertung von Bedeutung, weshalb wir fiir (¢, w) einfach w schreiben. (Man beachte,
dafl a dann eine konstante Folge ist.)

1.2 Y-Automaten

In diesem Abschnitt wird der klassische Begriff des endlichen Automaten zur Er-
kennung von Sprachen bewerteter Worter erweitert. Dazu werden Mechanismen ein-
gefithrt, die eine Verarbeitung der Elemente des vorgegebenen Wertebereichs erlau-
ben. Dies geschieht durch Einbeziehung von ,Berechnungsstrukturen®.

1.2.1 Definition (Berechnungsstruktur) Eine W-Berechnungsstruktur ¥ ist ein
Quadrupel

Y = (D,Dy,C,F),

bestehend aus einer Menge D, ihrem Speicherbereich mit den Speicherelementen, dem
Anfangsbereich Dy C D mit den Anfangselementen, einer Menge C von Teilmengen
C C D, sogenannten Testprdidikaten, und einer Menge F von Schrittfunktionen D X
W — D. Die Mengen D, Dy und F diirfen nicht leer sein.

Sind Dg, C und F endlich, so heifit ¥ endliche Berechnungsstruktur.

Ist ¥ = (D, D;,C', F') eine W-Berechnungsstruktur mit D C Dy, ¢’ C C und
F' C F, so heifit X' Unterstruktur von 3.

Der angesprochene Mechanismus zur Verarbeitung der Bewertung eines Wortes
arbeitet mit Registern, die Elemente des Speicherbereichs D aufnehmen und mit den
Werten des Anfangsbereichs initialisiert werden kénnen. Wir gehen im folgenden von
einer endlichen Menge R von Registern aus.

Eine Registerbelegung ist eine Funktion p: R — D.

schen Charakterisierung von Sprachen angebracht, auf das leere Wort zu verzichten.
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Ein Registertest ist ein boolescher Ausdruck in atomaren Formeln der Form C'r
mit C' € C und r € R. (Insbesondere sind die logischen Konstanten, verum, in Zeichen
tt, und falsum, in Zeichen £f, erlaubt.) Ein atomarer Registertest der Form Cr wird
von p erfillt, falls p(r) € C gilt. Die Erfiillbarkeitsrelation setzt sich in kanonischer
Weise auf zusammengesetzte Registertests fort.

Wir betrachten zwei Arten von Registeroperationen. Zum einen kénnen Register
zurlickgesetzt werden, zum anderen kénnen sie mit Hilfe der Schrittfunktionen der
Berechnungsstruktur fortgeschrieben werden.

Eine partielle Funktion (: R — Dy heifit Ricksetzung. Thre Anwendung auf eine
Registerbelegung p liefert eine mit p¢ bezeichnete Registerbelegung:

((r), fallsr e dom((),
p(r), sonst,

firr € R.

(pO)(r) =

Eine (totale!) Funktion 6: R — F heifit Fortschreibung. Sie kann nur im Zusam-
menhang mit einem Wert w der Wertemenge W auf eine Registerbelegung angewendet

werden. Dann ergibt sich eine neue Registerbelegung, die die Bezeichnung p 9 erhilt
und definiert ist durch:

(0 0)(r) = O(r) (plr),w)  fiirr € R,
1.2.2 Definition (¥-Automat) Ein X-Automat A iiber A ist ein Quintupel
A = (Q,R,(s,0),AF), (1.1)

das aus einer endlichen Zustandsmenge (), einer endlichen Menge R von Registern, ei-
ner Anfangskonfiguration (s, o) mit einem Anfangszustand s € S und einer Anfangsbe-
legung o: R — Dy, einer endlichen Ubergangsrelation A und einer Endzustandsmenge
F C @ besteht. Die Ubergangsrelation enthalte ausschlieflich Transitionen der Form

(q7 a? 07 ¢7 C? q’)? (1.2)

wobei gelten soll: ¢ und ¢’ sind Zustande, « ist ein Buchstabe des Alphabets, 6 ist
eine Fortschreibung, ¢ ist ein Registertest und ( ist eine Riicksetzung.

Im folgenden beziehen wir uns auf den ¥-Automaten 2 aus (1.1).

Die Zustande ¢ und ¢’ werden auch Quell- bzw. Zielzustand der Transition (1.2)
genannt und der Buchstabe a heifit Beschriftung der Transition.

Eine Konfiguration des Automaten ist ein Paar (¢, p), bestehend aus einem Zu-
stand ¢ und einer Registerbelegung p, also ein Element von @ x D,

Durch Lesen eines bewerteten Buchstabens (a,w) kann der Automat von einer
Konfiguration (g, p) zu einer Folgekonfiguration (¢', p') tibergehen. Wir schreiben

(4:0) (4" /)

(a,w)



6 KAPITEL 1. AUTOMATEN AUF BEWERTETEN WORTERN

fiir eine Transition 6 = (¢,a,0,9,(,q'), falls p IHU den Test ¢ erfiillt und p' = p b} ¢
gilt. D.h., zuerst wird die Fortschreibung angewendet, dann wird iiberpriift, ob der
Test erfiillt ist, und falls das der Fall ist, dart zum n&chsten Zustand tibergegangen
werden, wobei noch die Riicksetzung nachgeschaltet wird.

Diirfen wir

1) ) S S
(90,p0) — (q1,p1) = .. == (Gu1,pm—1) ~=  (Gm,pm)  (1.3)
(a07w0) (a1,w1) (am—27wm—2) (am—lywm—l)

schreiben und ist v = (a, w) ein endliches W-Wort, so heifit (1.3) eine durch po und &
gegebene Berechnung von A auf u; die Folge ist ndmlich durch u, 6 und py eindeutig
bestimmt. Sie erfiillt die Anfangsbedingung, wenn (qo, po) die Anfangskonfiguration
von A ist, sie erfiillt die Endbedingung, wenn ¢, ein Endzustand ist, und sie heif}t
akzeptierend, falls sie sowohl die Anfangs- wie auch die Endbedingung erfiillt. Ein
endliches W-Wort u wird von 2 akzeptiert, wenn es eine endliche akzeptierende Be-
rechnung von A auf u gibt.

Fir unendliche Worter erfolgt die Definition sinngemafl bei Verwendung einer
geanderten Endbedingung. Gilt

(40, po) = (q1,p1) 5 (g2, p2) 2 ... (1.4)

(a0 ,wo) (a1,w1) (az,w2)

und ist u = (@, w) ein unendliches W-Wort, so heifit die Folge (1.4) eine durch py und
6 bestimmte Berechnung von 2 auf u. Sie erfiillt die Anfangsbedingung, wenn (qo, po)
die Anfangskonfiguration ist, sie erfiillt die Endbedingung, wenn es unendlich viele ¢
gibt, fiir die ¢; ein Endzustand ist, und sie heifit akzeptierend, wenn sie sowohl die
Anfangs- wie auch die Endbedingung erfiillt. Ein unendliches W-Wort v wird von 2L
akzeptiert, wenn es eine unendliche akzeptierende Berechnung von 2 auf v gibt. (Es
wird demnach die Biichische Akzeptierbedingung (siehe [Biic62]) verwendet. Weiteres
dazu in Abschnitt 1.4.)

Ist von einer durch eine Transitionsfolge bestimmten Berechnung die Rede, ohne
dafB eine Registerbelegung fiir die erste Konfiguration der Berechnung erwahnt wird,
dann wird dafiir die Anfangsbelegung des Automaten genommen und es ist dafiir ge-
sorgt, daf} der Quellzustand der ersten Transition der Anfangszustand des Automaten
ist.

Die in (1.3) und (1.4) auftretenden Transitionsfolgen werden konsistent® genannt.
Allgemein heifit eine Transitionsfolge konsistent, wenn der Zielzustand jedes Gliedes
der Quellzustand des néchsten Gliedes ist, sofern es dies gibt.

Ein ¥-Automat 2, der ein unendliches W-Wort akzeptiert, akzeptiert immer auch
ein endliches W-Wort. Da wir aber entweder an dem endlichen oder dem unendlichen
Verhalten von 2, nicht aber jedoch an der Kombination beider interessiert sind, legen
wir fest:
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1.2.3 Definition (Y¥-erkennbare Sprache) Sei 2 ein ¥-Automat. Sprechen wir
von 2 als einem Y-Rabin-Scott-Automaten, so wird mit L(2) die Menge aller von
2 akzeptierten endlichen W-Worter bezeichnet. Sprechen wir von 2 als einem -
Biichi-Automaten, so wird mit L(2() die Menge aller von 2 akzeptierten unendlichen
W-Warter bezeichnet. Die Sprache L(21) heifit jeweils die von 2 erkannte Sprache end-
licher bzw. unendlicher Worter. Fine W-Sprache L heifit X-erkennbar, falls L = L(2)

fiir einen ¥-Automaten gilt.

Ist in Zukunft von einem »-Automaten die Rede, so wollen wir uns je nach Zu-
sammenhang entweder einen ¥-Rabin-Scott-Automaten, einen Y-Biichi-Automaten
oder beides vorstellen.

Zwei Automaten heiflen dquivalent, wenn sie die gleichen Sprachen erkennen. Heif}t
es, dal es zu einem »-Automaten 2l einen dquivalenten ¥-Automaten mit einer ge-
wissen Eigenschaft gibt, dann ist damit gemeint, dafl es einen ¥-Rabin-Scott- und
einen Y-Biichi-Automaten gibt, so dafl der erste die von 2 erkannte Sprache endli-
cher Wérter und der zweite die von 2 erkannte Sprache unendlicher Worter erkennt.

1.2.4 Bemerkung 1) Ist L eine W-Sprache iiber A und eine W-Sprache iiber
einem anderen Alphabet A’ so ist L genau dann Y-erkennbar iiber A, wenn L
Y-erkennbar iiber A’ ist.

2) Ist X' eine Unterstruktur von ¥ und ist L eine ¥'-erkennbare W-Sprache, so ist
L auch Y-erkennbar.

Eine weitere Bemerkung betrifft den Zusammenhang mit regularen Sprachen dis-
kreter Worter. Offensichtlich kann jeder diskrete endliche Automat (d. h. jeder Rabin-
Scott-Automat bzw. jeder Biichi-Automat im eigentlichen Sinne) von einem X-Auto-
maten simuliert werden, der einfach die Bewertung eines Eingabewortes ignoriert:

1.2.5 Bemerkung 1) Das W-Urbild jeder regulédren Sprache diskreter Worter ist
Y-erkennbar.

2) Fir die triviale Berechnungsstruktur ¥y, = (triv, triv, f, {triv}) mit triv = {L}
und f(L, L) = L gilt: Die ¥,-erkennbaren Sprachen korrespondieren zu den
reguldren Sprachen diskreter Worter.

Wegen Punkt 1) kann jede regulare Sprache diskreter Worter auch als ¥-erkenn-
bare Sprache aufgefaBit werden. Die Umkehrung von Punkt 1) — daf die diskrete
Projektion einer ¥-erkennbaren Sprache immer regular ware — gilt nicht (vgl. 3.4.3).

Die letzte Bemerkung ist informeller Art und betrifft die Reihenfolge der Register-
operationen in einer Transition. Auf den ersten Blick mutet es vielleicht sonderbar
an, daf} der Test erst nach der Fortschreibung durchgefithrt wird. Dies 148t sich nicht
vermeiden, denn andernfalls hdtte man ndmlich im Fall der endlichen Wérter kei-
ne Kontrolle iiber den Wert des letzten Buchstabens eines bewerteten Wortes (und
miiite einen Endmarker einfithren).
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1.3 Abschlufleigenschaften

Die Klasse der reguléren Sprachen diskreter Worter besitzt eine grofie Zahl von sprach-
theoretischen Abschlufleigenschaften. Sie ist z. B. unter booleschen Operationen, unter
Homomorphismen, unter inversen Homomorphismen, unter dem Shuffle-Produkt, der
Konkatenation, dem Kleene-Stern, der Quotientenbildung, usw. abgeschlossen.

Nicht willkiirlich stehen der Abschlufl unter den booleschen Operationen und der
Abschlufl unter Homomorphismen an erster Stelle der Aufzdhlung, denn sie finden
Entsprechungen in den elementaren logischen Operationen: Durchschnitt, Vereinigung
und Komplement korrespondieren zu ‘und’-Verkniipfung, ‘oder’-Verkniipfung bzw.
Negation, wahrend der Abschlufl unter Homomorphismen (genauer: Projektion) der
existentiellen Quantifizierung von Mengenvariablen entspricht.

Es wird in diesem Abschnitt bewiesen, dafl die Klasse der X-erkennbaren W-
Sprachen unter Vereinigung, Schnitt und Projektion abgeschlossen ist. Der Komple-
mentabschluf ist im allgemeinen nicht gegeben (vgl. 4.2.5).

1.3.1 Lemma Die Klasse der Y-erkennbaren W-Sprachen endlicher bzw. unendli-
cher Waorter ist effektiv unter der Bildung von endlichen Durchschnitten und endli-
chen Vereinigungen abgeschlossen.

Unter ,effektiv® ist hier zu verstehen, dal man aus zwei gegebenen ¥-Automaten
effektiv einen dritten konstruieren kann, der die Vereinigung bzw. den Durchschnitt
der Sprachen erkennt, die von den beiden gegebenen Automaten erkannt werden.

Damit eine solche Behauptung Sinn ergibt, miissen Dy, C und F abz&hlbare Men-
gen sein, denn andernfalls ist die Menge aller Y- Automaten zu méchtig, um als Finga-
bemenge fiir einen Algorithmus dienen zu kénnen. Ist eine der Mengen nicht abzihl-
bar, dann wollen wir in Behauptungen wie der aus dem Lemma den Zusatz iiber die
Effektivitit ignorieren.

Bewels. Seien zwei Y- Automaten
A=(Q,R,(s,0),A,F) und A'=(Q",R, (s d"),A F)

iiber A gegeben.

1) Durchschnitt: Wir beschreiben einen ¥-Rabin-Scott-Automaten 2, der L(2()N
L(2U') erkennt, und erlautern daran anschliefend, welche Modifikationen im Falle der
unendlichen W-Wéorter nétig werden. Der Automat A~ simuliert gleichzeitig beide
Automaten. Dazu benétigt er sowohl die Register von 2 als auch die Register von 2,
weshalb wir o. B. d. A. davon ausgehen, dal R und R’ disjunkt sind.

Die Zustandsmenge von 2l ist das kartesische Produkt ) x )’, die Registermenge
von 2n ist die Vereinigung RUR'. Der Automat simuliert 2l in der ersten Komponente
des Zustandsraumes und auf dem Registersatz R, wahrend 21" in der zweiten Kompo-
nente und auf dem Registersatz R’ simuliert wird. Deshalb wird ((s,s'), (c Uo’)) als
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Anfangskonfiguration fir A~ gewdhlt. Und es wird in die Transitionsrelation von An
die Transition

((¢:4"),a, 000" . 6N (UL, (d,q"))

aufgenommen, Wenn

(¢,0,0,0,C,¢") und (¢",a,0,¢'.(',¢")

Transitionen aus A bzw. A’ sind.

Im Fall der unendlichen Wérter ist zu beachten, dafl bei der Simulation beider
Automaten Endzustande nicht notwendigerweise gleichzeitig in beiden Komponenten
erreicht werden. Deshalb muf} in die endliche Kontrolle ein zusatzlicher Mechanismus
eingebaut werden. Die bekannte, fiir diskrete Biichi-Automaten benutzte Konstruk-
tion 148t sich unmittelbar iibertragen (siehe [Tho90a]).

2) Vereinigung: Wir gehen wie im Fall der Durchschnittsbildung vor und beschrei-
ben zuerst einen ¥-Rabin-Scott-Automaten 2, der L(A)UL(A’) erkennt. Er simuliert
in jeder seiner Berechnungen, startend von einem neuen Anfangszustand g¢g, einen
der beiden Automaten 21 und 2, fiir den er sich in der ersten Transition nichtdeter-
ministisch entscheidet. Da prinzipiell in beiden Anfangsbelegungen o und o’ véllig
unterschiedliche Werte moglich sind, mufl der Automat mit der Berechnung auf dem
gemeinsamen Registersatz R U R’ beginnen, wobei wieder o. E. angenommen wird,
dafl R und R’ disjunkt sind. Nach der ersten Transition, mit der er sich fiir einen
der beiden Automaten entschieden hat, wird dann auf dem Registersatz des anderen
beliebig operiert, d. h., es wird eine beliebige Fortschreibung angewendet.

Der Zustandsraum von A ist also Q) U Q' U {qo}, wobei o. E. vorausgesetzt wird,
daBl @ und Q" disjunkt sind und ¢o ¢ Q U Q' gilt.

Die neue Anfangskonfiguration ist (go, o U o). Von ¢o geht fiir jede Transition
(s,a,0,9,(,q) aus A eine Transition

(QOaaan%a(iﬁaCaq/) (15)

aus, wobei 0: R" — Dy beliebig gewahlt wird. Diese Transition trifft eine Entschei-
dung fiir 2A. Analog gibt es in Ay fiir jede Transition (s',a,6,¢,(,q¢') aus A’ eine
Transition

(qo,a,HOUG’,qﬁ,C,q'), (16)

wobei diesmal 0y: R — Dy beliebig gewédhlt wird. Mit dieser Transition wird eine
Entscheidung fiir 21’ getroffen.

Ansonsten werden die Transitionen von 2 und 2’ ibernommen, wobei wie in (1.5)
und (1.6) auf dem jeweils anderen Registersatz beliebig operiert wird. Die Endzu-
standsmenge ergibt sich als Vereinigung der Endzustandsmengen von 2l und 2('.



10 KAPITEL 1. AUTOMATEN AUF BEWERTETEN WORTERN

Im Falle der unendlichen Wérter kann offensichtlich die gleiche Konstruktion be-
nutzt werden. [

Eine Funktion 7, die jedes W-Wort iiber einem Alphabet B auf ein W-Wort {iber A
abbildet, heifit Projektion, wenn es eine Funktion 7’: B — A gibt, so daf} fiir jedes
W-Wort u = (bg, wo)(by,wy) ... iber B gilt:

m(u) = (7'(bo),wo)(7'(b1), wi)(7'(by),ws) ... (1.7)

Die Funktion = ist offensichtlich durch 7’ bestimmt und jede Funktion 7": B — A
bestimmt durch (1.7) eine Projektion. Deshalb identifizieren wir 7 und 7" meistens.

Wie iiblich werden Projektionen auf Sprachen erweitert: Ist L eine W-Sprache
tiber B, so ist die Menge {7(u) | u € L} die Projektion von L unter «.

1.3.2 Lemma Die Klasse der Y-erkennbaren W-Sprachen ist effektiv unter Projek-
tion abgeschlossen.

Beweis. Man ersetze die Beschriftung einer jeden Transition durch ihr Bild unter der
Projektion. [ |

1.4 Deterministische Automaten
und Komplementierung

Zu Beginn des letzten Abschnittes wurde schon erwéhnt, daff es im allgemeinen X-
erkennbare W-Sprachen gibt, deren Komplement nicht ¥-erkennbar ist. Schrankt man
sich jedoch auf deterministische Automaten ein, so hat man den Abschlufl unter Kom-
plementbildung. Damit ist die Situation mit der bei Kellerautomaten und polynomiell
zeitbeschrankten Turingmaschinen vergleichbar (wenngleich noch nicht bewiesen wur-
de, daB NP nicht unter Komplementbildung abgeschlossen ist). Allerdings mufl man im
Falle der unendlichen W-Wérter — wie das auch schon von deterministischen Auto-
maten fiir unendliche diskrete Worter bekannt ist — von Biichi- zu Muller-Automaten
iibergehen, d. h., die Akzeptierbedingung &ndern.

1.4.1 Definition (Muller-Automat) Ein ¥-Muller-Automat ist ein Quintupel der
Form (@, R, (s,0),A,§), dessen vier erste Komponenten wie bei einem ¥-Automaten
sind und dessen letzte Komponente § eine Menge von Endzustandsmengen ist, d. h.
eine Teilmenge von p(Q).

Y-Muller-Automaten werden nur zum Erkennen von Sprachen unendlicher bewer-
teter Worter benutzt. Eine unendliche Berechnung erfiillt die Endbedingung, wenn
die Zustande, die unendlich oft in der zugehérigen Transitionsfolge auftreten, eine

Menge aus § bilden.
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1.4.2 Lemma Fine W-Sprache ist genau dann durch einen X-Muller-Automaten er-
kennbar, wenn sie von einem X-Biichi-Automaten erkannt wird.

Beweis. Ubliche Konstruktionen fiir diskrete Wérter kénnen iibernommen werden.

Ist (@, R,(s,0),A, F)ein ¥-Biichi-Automat, so erkennt der ¥-Muller-Automat

die gleiche Sprache.

In der anderen Richtung ist die Konstruktion etwas aufwendiger: Der Biichi-
Automat simuliert den gegebenen Muller-Automaten, rat zusdtzlich am Anfang die
Endzustandsmenge, die fiir das Akzeptieren des Wortes verantwortlich sein kénnte,
und tiberpriift deterministisch wiahrend der (nichtdeterministischen) Simulation, ob
die geratene Menge gerade die Menge der Zustande ist, die in dem gewéahlten Lauf
unendlich oft auftreten. Letzteres ist mit Hilfe der Biichischen Akzeptierbedingung
moglich. |

Zur Definition des Begriffs ,Determinismus® benutzen wir die Schreibweise
5
(¢:0) —,
die angibt, daf} es eine Konfiguration (¢/, p") mit (¢, p) i>(q’, p') gibt:

1.4.3 Definition (Determinismus) Ein Y-Automat ist deterministisch, wenn es
fiir jede Konfiguration (¢, p) und jeden bewerteten Buchstaben (a,w) hochstens eine

Transition ¢ mit (g, p) LN gibt. Ein ¥-Automat heifit vollstindig, wenn es jeweils

)

mindestens eine Transition mit der angegebenen Eigenschaft gibt.

Sprechen wir im folgenden von einem deterministischen Y-Automaten, so ist ein
deterministischer ¥-Rabin-Scott-Automat bzw. ein deterministischer ¥-Muller-Au-
tomat gemeint. Eine W-Sprache heifit deterministisch Y-erkennbar, wenn es einen
deterministischen Y- Automaten gibt, der sie erkennt.

Aus dem Beweis von 1.4.2 ergibt sich sofort:

1.4.4 Bemerkung Jede von einem deterministischen -Biichi-Automaten erkannte
Sprache ist deterministisch uhrenerkennbar.

Trivialerweise gilt, dafl die Klasse der durch vollstdndige, deterministische - Au-
tomaten erkannten Sprachen gegen Komplementbildung abgeschlossen ist: Um zum
Komplement einer Sprache iiberzugehen, vertausche man in einem Rabin-Scott-Au-
tomaten einfach End- mit nicht-Endzustdnden, wahrend man in einem X-Muller-
Automaten das System der Endzustandsmengen komplementiere.

Wir wollen uns klar machen, dafl die Voraussetzung der Vollstindigkeit nicht not-
wendig ist:
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1.4.5 Lemma Zu jedem deterministischen X-Automaten ldfit sich effektiv ein dqui-
valenter vollstindiger, deterministischer X-Automat konstruieren.

Beweis. Sei 2 = (Q, R,(s,0),A, F) bzw. A = (Q, R, (s,0),A,F) der gegebene de-
terministische Automat.

Nehmen wir an, dafl es in 2 fiir jeden Zustand ¢ und jeden Buchstaben a h6chstens
m Transitionen mit Quellzustand ¢ und Beschriftung a gebe. Dann soll der neue Au-
tomat auBer dem Registersatz R genau m — 1 weitere Kopien R’ mit 0 < ¢ < m von R
benutzen. Der urspriingliche Registersatz werde mit R® bezeichnet. Die Anfangskon-
figuration werde so erweitert, daf} fiir die Kopien gleiche Anfangswerte angenommen
werden. Jede Transition (g, a, 8, ¢, (,¢") werde in trivialer Weise auf die Kopien fort-
gesetzt: Die neue Transitionsrelation enthalte die Transition (¢, a, 6, ¢,(’,¢"), wobei
0" auf R arbeite wie § auf R und (' auf R wie ( auf R. Dadurch wird die erkannte
Sprache nicht gedndert und der Automat bleibt deterministisch. Zusétzlich hat er
aber noch die Eigenschaft, dafl zu jedem Zeitpunkt jeder Registerinhalt m-mal zur
Verfiigung steht, ndmlich in jedem Registersatz einmal.

Nun wird zur Zustandsmenge ein neuer Zustand ¢o hinzugefiigt, eine sogenannte
Senke. Und fiir jede Kombination aus Zustand ¢ (von ¢o verschieden) und Buchsta-
ben a wird die Transition

(Q7a707¢7C7q0)7 (18)

die im folgenden genauer spezifiziert wird, zu der neuen Transitionsrelation hinzuge-
nommen: Fiir jede Transition (q,a, 0, ¢',(’,¢') € A nehme man einen Registersatz R,
lasse 0 fiir jedes ¢ < m auf R' wie ' auf R operieren und nehme zu ¢ ein Konjunkti-
onsglied ¢” hinzu, welches aus ¢’ durch Negieren und Substitution der Register aus R
durch die entsprechenden Register aus R’ entstehe.

Damit ist sichergestellt, dafl in jeder Konfiguration (¢, p) mit einem Zustand ¢ € @
zu jedem bewerteten Buchstaben genau eine Transition ausgetithrt werden kann. Die
zusitzliche Transition (1.8) kann ndmlich nach Konstruktion genau dann schalten,
wenn dies keine der anderen Transitionen aus A kann.

Fiir ¢o wird dies dadurch erreicht, dafl schlieBlich fiir jeden Buchstaben a eine
Transition der Form (qo,a,0,tt,0,go) mit beliebiger Fortschreibung 6 hinzugefiigt
wird.

Die Effektivitat der Konstruktion ist trivialerweise gegeben. |

1.4.6 Korollar Die Klasse der deterministisch Y-erkennbaren W -Sprachen endli-
cher bzw. unendlicher Wérter ist effektiv gegen Komplementbildung abgeschlossen.

Daraus erhalten wir:

1.4.7 Satz Die Klasse der deterministisch Y-erkennbaren W -Sprachen ist effektiv
gegen Anwendung der booleschen Operationen abgeschlossen.
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Beweis. Es braucht hier lediglich bemerkt zu werden, dafl der im Beweis von 1.3.1
konstruierte Automat 2An zur Erkennung des Durchschnitts zweier ¥-erkennbarer W-
Sprachen deterministisch ist, sofern dies auch die beiden Ausgangsautomaten sind.
(Beachte, daff dies nicht fiir den Automaten 2, gilt.) [

Ist die Klasse der Y-erkennbaren W-Sprachen nicht unter Komplementbildung
abgeschlossen, dann erkennen die deterministischen ¥-Automaten weniger Sprachen
als die nichtdeterministischen. Die Potenzmengenkonstruktion, die bei endlichen dis-
kreten Wortern zur Determinisierung benutzt wird, fithrt oftmals deshalb nicht zum
Erfolg, weil mit den erreichbaren Zustanden auch die jeweils erreichbaren Register-
belegungen verfolgt werden miifiten und diese im Fall einer unendlichen Wertemenge
nicht in endlich vielen Registern abgelegt werden kénnen. Werden dagegen in einem
gegebenen Automaten in jedem Schritt einer Berechnung unabhéngig von der bislang
getroffenen Auswahl an Transitionen die gleichen Fortschreibungen und die gleichen
Riicksetzungen angewendet, so kann eine modifizierte Potenzmengenkonstruktion zur
Determinisierung benutzt werden.

1.4.8 Definition (Registerdeterminismus) Ein Y-Automat heifit registerdeter-
ministisch, wenn es eine Aquivalenzrelation = auf seiner Zustandsmenge gibt, die
folgende Eigenschaften aufweist:

1) Transitionen mit dquivalenten Quellzustanden und gleicher Beschriftung benut-
zen die gleiche Fortschreibung.

2) Sind (¢,a,0,6,(,q¢") und (¢",a,0,¢", (', ¢"") Transitionen mit &quivalenten Quell-
zustdnden und gleicher Beschriftung und gibt es ein w € W und eine Register-

belegung p, so daf} p sowohl ¢ wie auch ¢ erfillt, dann gelten ¢ = (' und
q/ = q///‘

Als direkte Konsequenz aus dieser Definition halten wir fest:

1.4.9 Bemerkung Ist 2 ein registerdeterministischer ¥-Automat und sind

(qO,po)(g)(ql,pl)(g)(qwz) R

a0 ,Wo a1,w1 (a2,w2)

und
st 5! 5!

(9,00) — (q1,01) — (q5,09) — ...
(a0,wo) (a1,w1) (az,w2)

Berechnungen von 2 auf einem W-Wort v = (@, w), die beide die Anfangsbedingung
erfiillen, dann gelten o; = p; und ¢; = ¢ fiir jedes 1 < |ul.

Diese Beobachtung nutzen wir nun aus:



14 KAPITEL 1. AUTOMATEN AUF BEWERTETEN WORTERN

1.4.10 Lemma Zu jedem registerdeterministischen Y-Automaten kann effektiv ein
dquivalenter vollstindiger, deterministischer ¥-Automat konstruiert werden.

Beweis. Wegen 1.4.5 reicht es, einen deterministischen Automaten zu konstruieren.
Wir beginnen mit einem Beweis fiir endliche Wérter.
Sei A = (Q, R, (s,0),A, F) ein registerdeterministischer ¥-Rabin-Scott-Automat
mit Aquivalenzrelation = (wie in 1.4.8). Der neue Automat 2" habe dann die Form

A = (@(Q),R,({S},O‘),A/,{PCQ|PmF7£®})7

wobei die neue Transitionsrelation A’ wie folgt bestimmt wird: Sei P eine Teilmen-
ge einer Aquivalenzklasse von =. Fiir jeden Buchstaben a werde eine Aufzihlung
(g0, @, 0, 60, C0sq0)s -« -+ (Gm-1, 0,0, rn—1, Cm-1, ¢, _,) der Transitionen aus A mit Quell-
zustand ¢; aus P und Beschriftung a ermittelt. Dann werde fiir jede nichtleere Teil-
menge M von m mit ¢ € M die Transition

5/ = (Pvav(quvbMvCi?{Q; |] EM})

Y /\</5j/\ /\ =0,

JEM jeEM\M

in A" aufgenommen. (Eine leere Indexmenge in der zweiten Konjunktion ergebe tt.)

Dann gilt namlich (P, p) (5—/>)(P’,p’) in A" genau dann, wenn P’ die Menge al-

a,w

ler Zusténde ¢ ist, fiir die es ein ¢ € P und eine Transition ¢ in 2 gibt, so daf

q, LN q, p') erfiillt ist. Dies sichert, dal 2’ zu 2 dquivalent ist.
P (o) P

Die spezielle Konstruktion der Registertests ¢y, garantiert den Determinismus
von ', denn bei festem P und unterschiedlichen Mengen M und M’ ist 1ar N opp
nicht erfiillbar.

Fir unendliche Worter ist die Konstruktion weitaus aufwendiger. Wir skizzie-
ren sie im folgenden. Aus einem Y-Biichi-Automaten 2 = (Q, R, (s,0), A, F') werde
ein diskreter Biichi-Automat 2" konstruiert, indem jede Transition (¢, a, 8, ¢,(,¢') zu
(¢,(q,a,0,0,(,q¢),q") zusammengefaBt wird. Dann werde eine Determinisierung fiir
2" durchgefiihrt, wie sie z. B. in [Saf88] zu finden ist. Das Ergebnis sei 2”. Nun werde
in A" jede Transition (p, (¢, a,8,6,(,q"),p") in die Transition ((p, q),a,0,6,(, (P, ¢"))
umgewandelt, wodurch ein ¥-Muller-Automat, etwa 24", entsteht, der dquivalent zu
2 ist. Dieser kann wieder nichtdeterministisch sein. Der Nichtdeterminismus kann
jedoch eliminiert werden, indem auf der zweiten Komponente des Zustandsraumes
von A" die Konstruktion durchgefithrt wird, die im ersten Teil des Beweises (fiir
Y-Rabin-Scott-Automaten) vorgestellt wurde. |
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1.5 Einfache Transitionen

Eine Transition eines Y-Automaten ist insofern ein kompliziertes Gebilde, als bei
ihrer Anwendung jeweils eine Fortschreibung, ein Test und eine Riicksetzung wirken.
Es stellt sich die Frage, ob man nicht mit einfacheren Transitionen auskommen kann.

Man konnte sich zum Beispiel die Transition (¢, a, 0, ¢, (, ¢') als ein Folge von drei
Transitionen, etwa

(q7a707q0)7(QO7¢7Q1)7(Q17C7Q/) (19)

vorstellen, wobei man ¢o und ¢ als neue Stiitzzustinde und fiir jede Transition eine
entsprechend modifizierte Semantik annehmen wiirde.

Diese Idee wollen wir in diesem Abschnitt verfolgen. Das Ziel ist es, die Aquivalenz
beider Modelle, des Modells mit den normalen und des Modells mit den einfachen
Transitionen, nachzuweisen.

1.5.1 Definition (einfache Transition) Eine Transition heifit einfach, wenn sie
eine der drei folgenden Formen annimmt: (¢, a,0,¢'), (¢, ¢,q’) oder (¢,(,q'), wobei ¢
und ¢’ fiir Zustédnde stehen, a ein Buchstabe sein soll, § eine Fortschreibung, ¢ ein
Registertest und ( eine Riicksetzung sein mégen. Die Transitionen werden als Buch-
stabentransition, Testtransition und Riicksetztransition bezeichnet. Test- und Riick-
setztransitionen heiflen auch e-Transitionen.

Ein ¥-Automat mit einfachen Transitionen ist ein gew6hnlicher Y- Automat, des-
sen Transitionsrelation ausschliellich aus einfachen Transitionen besteht.

Der Begriffsapparat, den wir fiir ¥-Automaten in Abschnitt 1.2 entwickelt haben,
kann auf ¥-Automaten mit einfachen Transitionen sinngeméaf} tibertragen werden. Fiir
die Erweiterung der dem Begriff der Berechnung zugrunde liegenden Einzelschrittre-
lation wollen wir dies beispielhaft vorfithren. Dazu sei (¢, p) eine Konfiguration. Dann
schreiben wir

)

(q,p q.p0

(a;w)
bei einer Buchstabentransition,

(3:6.0)
(q,0) =2'(d,p)

wenn p den Test ¢ erfiillt, und

(2,64
(q:p) =", pC)
bei einer Riicksetztransition.
Aus der anfanglichen Uberlegung zum Aufbrechen einer Transition in einfache
Transitionen (siehe 1.9) ergibt sich unmittelbar:
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1.5.2 Bemerkung Zu jedem Y-Automaten 1at sich effektiv ein &quivalenter Y-
Automat mit einfachen Transitionen konstruieren.

Die Umkehrung dieser Bemerkung, ndmlich dafl es zu jedem X-Automaten mit
einfachen Transitionen einen dquivalenten ,normalen® ¥-Automaten gibt, gilt auch,
ihr Beweis ist jedoch schwieriger und langwierig. Thm ist der Rest des Abschnitts
gewidmet.

Damit die Effektivitdt der noch vorzustellenden Konstruktion gewahrt werden
kann, muf} eine zusatzliche Annahme {iber die Berechnungsstruktur gemacht werden:

1.5.3 Definition (effektive Berechnungsstruktur) Fine Berechnungsstruktur
Y = (D, Dy,C,F) heiit effektiv, wenn Dy und C sowie F abzahlbar sind und effektiv

iberpriifbar ist, ob fiir dy € Dy und C' € C der Test ,dy é C* positiv ausfallt.
Wir wollen folgendes zeigen:

1.5.4 Lemma 1) Zu jedem Y-Automaten mit einfachen Transitionen gibt es einen
dquivalenten YX-Automaten.

2) Ist ¥ eine effektive Berechnungsstruktur, so kann die Umwandlung gemdf 1)
effektiv erfolgen.

Die wesentliche Problematik liegt darin, dafl in einem X-Automaten in jedem
Schritt ein bewerteter Buchstabe gelesen wird, wéhrend bei ¥-Automaten mit ein-
fachen Transitionen beliebig viele e-Transitionen zwischen dem Lesen zweier Buch-
staben ausgefiihrt werden koénnen. Bei Automaten fiir diskrete Worter kann man
e-Transitionen einfach zusammenziehen, wobei fiir w-Wérter noch eine Zusatzkon-
struktion nétig ist, die die Wahrung der Akzeptierbedingung sichert. Prinzipiell kann
man nun bei ¥-Automaten in der gleichen Weise vorgehen, muf} sich nur klar machen,
daf} jeweils eine Folge von Registertests und Riicksetzungen durch einen einzigen Regi-
stertest, gefolgt von einer Riicksetzung, ersetzt werden kann. Dann kann namlich eine
Buchstabentransition, gefolgt von einer Folge von Riicksetzungen und Registertests,
durch eine herkémmliche Transition ersetzt werden, die zuerst die Fortschreibung an-
wendet und dann den Ersatztest und die Ersatzriicksetzung anschlieft. Auflerdem
muf} man sich iiberlegen, wie die Registertests und die Riicksetzungen, die vor dem
Lesen des ersten bewerteten Buchstabens eines Wortes ausgefithrt werden, behandelt
werden kénnen.

Das Redukt von Riicksetzungen und Tests. Sei R ein fester Registersatz.

Das Redukt einer endlichen Folge k von Riicksetzungen und Registertests, das ein
Paar, bestehend aus einem Registertest und einer Riicksetzung, ist, wird induktiv
iiber die Lénge von k definiert.
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Ist & die leere Folge, so sei das Redukt von k das Paar (tt,0). Ist £ = £’ und
(¢, () das Redukt von £, so bestimme sich das Redukt (¢, (') von £ in Abhangigkeit

von dem Typ von k wie folgt:

Riicksetzung: Ist x eine Riicksetzung, so sei ¢’ = ¢ und

C(r), falls r € dom(() \ dom(x),
('(r) = k(r), falls r € dom(k), firr € R.

undefiniert, sonst,

Registertest: Ist k ein Registertest, so sei (! = ( und ¢’ die Konjunktion aus ¢ und dem
Test, der dadurch entsteht, daff in ¢ jede atomare Subformel Cr mit r € dom(x)
durch den Wahrheitswert von ,x(r) € C* ersetzt wird.

Die beschriebene Konjunktion kann also nur dann effektiv berechnet werden, wenn

die Tests der Form ,x(r) é C* effektiv durchgefithrt werden kénnen, was unter der
Voraussetzung, daf eine effektive Berechnungsstruktur ¥ vorliegt, auch moglich ist.
Das Redukt einer konsistenten Folge von e-Transitionen ist das Redukt der korre-
spondierenden Folge von Registertests und Riicksetzungen.
Die entscheidende Eigenschaft des Redukts einer Folge von e-Transitionen wird in
der folgenden Bemerkung festgehalten:

1.5.5 Bemerkung Ist

(907 Ko, q1)(q17 R1, 92) s (Qm—lv Rm—1, Qm) (110)

eine Folge von e-Transitionen mit Redukt (¢, () und p eine Folge von m + 1 Register-
belegungen, so gilt genau dann

90,K0,91) (¢m—1,Km—1,9m)

(
(g0, po) Gms P ) »

€

wenn py den Test ¢ erfiillt und p,,, = po( gilt.

Damit kann in einer Berechnung die Folge (1.10) durch
(qO7 ¢7 Q)(Q7 C? qm)

ersetzt werden, sofern mit Hinblick auf die Biichische Akzeptierbedingung fiir unend-
liche bewertete Worter das Auftreten von Endzustdnden geeignet beriicksichtigt wird,
indem z. B. der Stiitzzustand ¢ genau dann zu einem Endzustand gemacht wird, wenn
in {¢1,...,qm-1} ein Endzustand liegt.

Prinzipiell braucht die Anzahl der Redukte, die sich entlang von konsistenten e-
Transitionsfolgen in einem Automaten ergeben, nicht endlich zu sein. Dennoch kann
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man sie durch eine entsprechend gewihlte Aquivalenzrelation in endlich viele Klassen
unterteilen, ohne die in ihnen enthaltene wesentliche Information zu verlieren.

Zwei Redukte (¢,() und (¢, (") heien dquivalent, falls ( = (' gilt und ¢ und
¢’ logisch dquivalent sind, wenn man in ihnen unterschiedliche atomare Registertests
durch unterschiedliche aussagenlogische Variablen ersetzt. (Man konnte hier auch
direkte logische Aquivalenz verlangen, was u. U. eine grobere Einteilung, d. h. weniger
Aquivalenzklassen, liefern wiirde. Mit Hinblick auf eine effektive Berechnung miifte
dann jedoch die starke Voraussetzung, dafl die von den Testpradikaten aus C in D
erzeugte boolesche Algebra effektiv sein moge, gemacht werden.)

Zwei endliche konsistente e-Transitionsfolgen § und ¢ heiBen dquivalent, wenn
ihre Redukte dquivalent sind, beide mit dem gleichen Zustand beginnen und auf den
gleichen Zustand enden. Bei Biichi-Automaten hat man noch die Zusatzbedingung,
daB in § genau dann ein Endzustand auftrete, wenn in §' ein Endzustand auftritt.

Wir halten fest:

1.5.6 Lemma Sei A ein YX-Automat mit einfachen Transitionen.

1) Es gibt nur endlich viele Aquivalenzklassen von konsistenten e- Transitionsfolgen

in 2A.

2) Fin Reprdisentantensystem der Aquivalenzklassen aller in A auftretenden end-
lichen konsistenten e-Transitionsfolgen kann effektiv berechnet werden.

Beweis. 1) Jede Aquivalenzklasse mit Reprisentant

(907 Ko, 91)(%7 K1, Q2) .- (qm—h Rm—1, Qm)

ist durch qo, ¢, die Aquivalenzklasse des Reduktes (¢,¢) von & und im Falle der
Biichi-Automaten die Angabe, ob ¢ einen Endzustand enthélt, bestimmt. Fiir die
letzte Angabe und die beiden ersten kommen insgesamt 2|Q]* Moglichkeiten in Frage.
Ist m die Anzahl der Elemente aus Dy, die in Riicksetztransitionen von 2l auftreten,
so gibt es fiir ¢ hochstens (m + 1)IFl Moglichkeiten. (Beachte, da auch der Wert
sundefiniert® auftreten kann.) Ist weiterhin n die Anzahl der in 2 vorkommenden
atomaren Registertests, so gibt es fiir ¢ (beziiglich aussagenlogischer Aquivalenz)
héchstens 22" Moglichkeiten. Insgesamt ergibt sich als obere Schranke fiir die Anzahl
der Aquivalenzklassen 2|Q[? x (m + 1)IFl x 22",

2) Bei dem Problem, die Repréasentanten der auftretenden Aquivalenzklassen zu
finden, handelt es sich wegen der nach 1) gegebenen endlichen Anzahl der Aqui-
valenzklassen um eine Instanz des allgemeinen Wegeproblems, die mit dem Kleene-
Algorithmus 16sbar ist. Man beachte, dafl die Berechnung von Redukten sowie der
Aquivalenztest fiir Redukte effektiv durchfiihrbar sind. [ |
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Beweis von 1.5.4. Zuerst geben wir einen Beweis fiir einen -Rabin-Scott-Au-
tomaten 2 = (@, R,(s,0),A, F') mit einfachen Transitionen an und gehen daran
anschliefend auf die fiir Biichi-Automaten notwendigen Modifikationen ein.

Die Konstruktion besteht aus drei Schritten. Nach der Beschreibung von Schritt 1)
wird eine Betrachtung zur Vorbereitung der weiteren Konstruktion angestellt.

Schritt 1) Man berechne ein Reprasentantensystem R der in 2 auftretenden Aqui-
valenzklassen von endlichen e-Transitionsfolgen (vgl. 1.5.6) und bestimme die Teilmen-
ge Ry von R, die die Transitionsfolgen mit Redukt (¢, () enthalt, die mit s beginnen
und fiir die o den Test ¢ erfiillt.

Falls ¢ ein Repréasentant aus R\ Ry ist, so beginnt keine akzeptierende Berechnung
von 2 mit einem Stiick, das durch eine zu ¢ 4quivalente Transitionsfolge bestimmt ist.
Fiir die Transitionsfolgen ¢ aus Ry ist dies jedoch moglich. Ist (¢, () das Redukt eines
Elementes ¢ von Ry, so 1aft sich jede Berechnung, die durch die Belegung o( und
eine Transitionsfolge, die mit dem letzten Zustand von ¢ beginnt, bestimmt ist und
die Endbedingung erfiillt, durch Vorschreiben der durch ¢ bestimmten Berechnung zu
einer akzeptierenden Berechnung auf dem gleichen Wort fortsetzen. (Beachte, daf &
definitionsgem&B nur aus e-Transitionen besteht.)

Diese Uberlegung fithrt zu der folgenden Definition: Sei § ein Element von Ry.
Dann sei Ls die Sprache der Wérter, fiir die es eine akzeptierende Berechnung von 2l
gibt, die durch eine Transitionsfolge bestimmt ist, die mit einer zu ¢ dquivalenten
Transitionsfolge beginnt und dann mit einer Buchstabentransition fortfahrt.

Dann gilt:

L) = |J Ls. (1.11)

$€Ro

Schritt 2) Fiir jedes 6 € Ry konstruiere man wie folgt aus 2 einen Automaten s,
der Ls erkennt, wobei angenommen wird, dafl ¢ der letzte Zustand von 6 sei und (¢, ()
das Redukt von ¢: Man wéhle (¢, 0() als Anfangskonfiguration. Auflerdem werde fiir
jede Buchstabentransition (¢,a,,¢’) und jede Transitionsfolge n € R mit erstem
Zustand ¢, letztem Zustand ¢” und Redukt (¢’,(’) die Transition (¢',a,8,¢’, (', ¢")
in die Transitionsrelation von s aufgenommen.

Schritt 3) Man konstruiere mit Hilfe von 1.3.1 den Automaten, der die Vereinigung
der von den Automaten 25 erkannten Sprachen erkennt.

Die Korrektheit der Konstruktion ist durch 1.5.5 und (1.11) gesichert. Die Effek-
tivitat ist nur an einer Stelle zweifelhaft, wenn namlich in Schritt 1) jeweils {iberpriift
werden muf}, ob o den Test ¢ erfiillt. Dies ist aber unter der Voraussetzung, dafl die
Berechnungsstruktur effektiv ist, effektiv méglich.

Fiir ¥-Biichi-Automaten verfahrt man in den Schritten 1) und 3) analog, jedoch
mufl man beim Zusammenziehen der Transitionsfolgen in Schritt 2) jeweils beriick-
sichtigen, ob in 7 ein Endzustand aufgesucht wird oder nicht. Dies fithrt zu einer etwas
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komplizierteren Konstruktion, die in einer Vergroflerung des Zustandsraumes resul-
tiert, aber unmittelbar der Konstruktion nachempfunden werden kann, die tiblicher-
weise zur Elimination von e-Transitionen in Biichi-Automaten auf diskreten Wortern
eingesetzt wird. |

Bei der Beschreibung konkreter Automaten wird es oftmals niitzlich sein, wenn
wir in einem Automaten sowohl herkémmliche wie auch einfache Transitionen be-
nutzen kénnen. Manchmal werden sogar kombinierte Transitionen von Vorteil sein.
Darunter wollen wir Transitionen verstehen, die aus einer herkémmlichen Transition
durch Entfernen einzelner Komponenten (der Fortschreibung, des Tests, der Riickset-
zung) oder sogar aller entstehen, z. B. (¢, ¢, (, ¢') oder (¢,¢’). Aus 1.5.2 und 1.5.4 geht
hervor, dafl auch dieses liberale Automatenmodell zu dem Modell des ¥-Automaten
effektiv aquivalent ist.



Kapitel 2

Monadische Logiken auf
bewerteten Wortern

Das Ziel dieses Kapitels ist eine logische Charakterisierung der -erkennbaren W-
Sprachen fiir eine beliebige Wertemenge W und eine beliebige Berechnungsstruktur X.

In den Arbeiten [Biic60] und [Elg61] wird gezeigt, dafi jede erkennbare Sprache
endlicher diskreter Worter durch einen Satz in einer geeigneten monadischen Lo-
gik zweiter Stufe (S1S, ;monadic second-order logic with one successor‘) beschrieben
werden kann und dal umgekehrt jeder Satz dieser Logik eine Menge von endlichen
diskreten Wortern beschreibt, die erkennbar ist. Vergleichbare Resultate wurden fiir
Mengen von endlichen Badumen ([TW68], [Don70]) und endlichen Spuren ([Tho90b])
erzielt. Fiir die erkennbaren Mengen der jeweiligen unendlichen Objekte (w-Worter,
unendliche Baume und unendliche Spuren) sind entsprechende Ergebnisse bekannt
([Biic62], [Rab69], [EMI3]).

Im Fall der ¥-erkennbaren W-Mengen kann man nicht auf eine Beschreibung durch
eine volle Logik hoffen, da eine solche mit einer Formel auch ihr Negat enthielte und
damit eine unter Komplementbildung abgeschlossene Klasse von Sprachen beschrie-
be. Jedoch ist die Klasse der ¥-erkennbaren W-Sprachen im allgemeinen nicht un-
ter Komplementbildung abgeschlossen (vgl.4.2.5). Auch die Klasse der erkennbaren
Bildsprachen, die in [GR92] eingefiihrt wurde, ist nicht unter Komplementbildung ab-
geschlossen. Dennoch 1483t sie eine stabile logische Charakterisierung zu: In [GRST94]
wird gezeigt, dafl eine Bildsprache genau dann erkennbar ist, wenn sie durch einen exi-
stentiell monadisch quantifizierten Satz definiert wird. Ein &hnliches Ergebnis werden
wir fiir Y-erkennbare W-Sprachen erzielen.

Zuerst wiederholen wir die klassischen Definitionen und Ergebnisse fiir diskre-
te Worter (Abschnitt 2.1). Dann erldutern wir den allgemeinen logischen Rahmen,
in dem wir arbeiten werden (Abschnitt 2.2), und daran anschliefend formulieren
wir das Hauptergebnis dieses Kapitels, den sogenannten Charakterisierungssatz (Ab-
schnitt 2.3). Der Beweis des Satzes umfafit die drei ndchsten Abschnitte, an die

21
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sich der Beweis einer Verallgemeinerung des Charaktersierungssatzes anschliefit (Ab-
schnitt 2.7). Zum Schluf} geht es um die Frage, unter welchen Umstanden der Leer-
heitstest fiir ¥-Automaten entscheidbar und die Projektionen jeder Y-erkennbaren
Sprache regular ist (Abschnitt 2.8).

2.1 Monadische Logiken zweiter Stufe und Biichis
Ergebnisse

Im allgemeinen ist die Syntax einer monadischen Logik zweiter Stufe durch eine
herkémmliche Signatur erster Stufe vorgegeben, die Symbole fiir Funktionen (ein-
schliefllich Konstanten) und Relationen auf dem Universum enthélt. Die Terme der
Sprache sind die gleichen wie die der Sprache der ersten Stufe in der gegebenen Si-
gnatur. Die Formeln werden in der t{iblichen Weise aus atomaren Formeln induktiv
durch die Anwendung boolescher Operationen und die Quantifizierung tiber Element-
und Mengenvariablen (!) gebildet, wobei aufier den atomaren Formeln der Sprache
der ersten Stufe fiir jede Mengenvariable X und jeden Term ¢ der Ausdruck Xt zuge-
lassen wird und die Bedeutung ,,¢ ist Element von X* erhélt. Standardmé&fig werden
Elementvariablen und (Element-)Terme mit Kleinbuchstaben und Mengenvariablen
mit Grofbuchstaben bezeichnet.

Eine Formel der Gestalt 3Xy...3X,,_1¢0, bei der ¢y keine Mengenquantoren
enthéalt, wird iiblicherweise existentiell-monadische Formel genannt. Demgegeniiber
sprechen wir von einer beliebigen Formel der monadischen Logik zweiter Stufe in der
gegebenen Signatur als einer monadischen Formel.

2.1.1 Definition Sei  eine Signatur (wie oben beschrieben). Die Menge der mona-
dischen Q-Formeln wird mit MSO() bezeichnet, wahrend IMSOS) tiir die existentiell-

monadischen §2-Formeln steht.

Um tber diskrete Wérter tiber dem Alphabet A sprechen zu kénnen, betrachten
wir die Signatur II erster Stufe, die aus einem zweistelligen Relationssymbol < (in
Infixschreibweise) und einem einstelligen Buchstabenprddikat P, fiir jeden Buchsta-
ben a aus A besteht. Wird die Signatur auf der Grundlage eines mit einem von A
verschiedenen Buchstaben bezeichneten Alphabets gebildet, so tritt ein entsprechen-
des Argument, z. B. wie in II(B), hinzu.

Aus jedem diskreten Wort v = g tiber A gewinnt man in natiirlicher Weise eine
[I-Struktur, die mit u'! bezeichnet wird: Die Menge |u]| ist das Universum von u'l,
das Symbol < wird durch die natiirliche Kleiner-als-Relation auf dem Universum und
P, durch {i < |u| | a; = a} interpretiert. Man stelle sich also das Universum als
die Indexmenge des Wortes ¢ — im eigentlichen Sinne als Folge betrachtet — vor.
Der Vorstellung, daf} es sich bei einem Wort um ein geometrisches Objekt (raumliche
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Aneinanderreihung von Buchstaben) handelt, entspringt die Bezeichnung Stelle fiir
ein Element des Universums.

Jede dieser 1I-Strukturen wird als II- Wortstruktur oder diskrete Wortstruktur be-
zeichnet.

Grundsétzlich werden Formeln aus MSOII nur in II-Wortstrukturen interpre-
tiert und zwar getrennt nach endlichen bzw. unendlichen Wértern, wie wir es von
den Automaten her kennen: Die Menge aller endlichen II-Wortmodelle eines Sat-
zes ¢ aus MSOII wird mit Mod(¢), die Menge aller unendlichen II-Wortmodelle
mit Mod,(¢) bezeichnet. Falls nur Mod(¢) geschrieben wird, so ist je nach Zusam-
menhang Mod(¢), Mod,(¢) oder beides gemeint. (Vgl. die Festlegung im Anschluf}
an 1.2.3.)

2.1.2 Definition (definierbare Sprache) Eine Sprache L von diskreten Wortern
heilt monadisch Il-definterbar, falls es einen monadischen 1I-Satz ¢ gibt, fiir den
Mod(¢) = L gilt. Sie heifit existentiell-monadisch Il-definierbar, wenn ¢ existentiell-
monadisch gewdhlt werden kann.

Der fundamentale Zusammenhang zwischen definierbaren und erkennbaren Spra-
chen diskreter Worter ist in dem folgenden Satz zusammengefaft:

2.1.3 Satz ([Biic60][Elg61][Biic62]) 1) Sei L eine Sprache diskreter Worter.
Dann sind die drei folgenden Aussagen dquivalent.

(a) L ist monadisch 1-definierbar.
(b) L ist existentiell-monadisch 1l-definierbar.

(¢) L wird durch einen Rabin-Scott- bzw. durch einen Biichi-Automaten er-
kannt.

Die jeweiligen Umwandlungen (von Formeln in Formeln, von Formeln in Au-
tomaten und zurick) konnen effektiv erfolgen.

2) FEs ist entscheidbar, ob ein gegebener monadischer 11-Satz ein endliches 11-
Wortmodell hat und ob er ein unendliches 11-Wortmodell hat.

Da II-Formeln nur in II-Wortstrukturen interpretiert werden, definieren wir (logi-
sche) Aquivalenz auch nur beziiglich TI-Wortstrukturen: Zwei monadische II-Formeln
heiflen dquivalent, wenn jede Interpretation in einer II-Wortstruktur genau dann die
eine Formel erfiillt, wenn sie die andere erfiillt. Und ein monadischer II-Satz ¢ heif}t
dquivalent zu einem Automaten A, wenn Mod(¢) = L(2A) gilt.

Mit anderen Worten besagt 2.1.3 also, dafl man zu jedem diskreten Automaten
effektiv einen aquivalenten (existentiell-)monadischen II-Satz konstruieren kann und
umgekehrt.
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2.2 Erweiterte monadische Logiken zweiter Stufe

Fir die Beschreibung von erkennbaren Sprachen bewerteter Worter reichen die an-
fangs des letzten Abschnitts vorgestellten monadischen Logiken zweiter Stufe nicht
aus. Sie miissen um Relationen, die zwischen Elementen und Mengen des Universums
bestehen kénnen, erweitert werden. Formal lassen wir deshalb in einer erweiterten Si-
gnatur auler Symbolen fiir Funktionen und Relationen aut dem Universum eine dritte
Art von Symbolen zu, die erweiterte Symbole genannt werden. Die Signaturfunktion
ordnet jedem der erweiterten Symbole einen Typ (m, n) zu und jedes erweiterte Sym-
bol vom Typ (m,n) wird in einer Struktur mit Universum M durch eine Teilmenge
von o(M)"™ x M™ interpretiert, d.h., ein solches Symbol steht fiir eine erweiterte
Relation mit m Mengen- und n Elementargumenten. Man kann also jedes n-stellige
Relationssymbol auch als erweitertes Symbol des Typs (0,n) auffassen.

Zu den Regeln fiir die Bildung der monadischen Formeln tritt eine weitere: Falls
FE ein erweitertes Symbol des Typs (m,n) ist, Xo, ..., X,,—1 Mengenvariablen sind
und tg, ..., t,_1 Terme, dann ist auch

E(Xo, e 7Xm—17t07 e 7tn—1)

eine atomare Formel, eine sogenannte erweitert-atomare Formel.
Die Bezeichnungen MSOQ und IMSO€ aus 2.1.1 werden fiir erweiterte Signaturen
beibehalten.

2.3 Die Sprache MSOIIY und der
Charakterisierungssatz

Sei ¥ wiederum eine W-Berechnungsstruktur.
Fiir die Beschreibung von Y-erkennbaren Sprachen wird die Signatur II (aus Ab-
schnitt 2.1) um erweiterte Symbole ergénzt.

2.3.1 Definition (Signatur 1Y) Es ist I[IX die erweiterte Signatur, die aufler den
Symbolen aus II fiir jedes [ > 0, jede mit den Teilmengen von [ indizierte Familie
F = {fp}pci von Schrittfunktionen aus F, jede mit den Teilmengen von [ indizierte
Familie H = {hp}pc; von Anfangselementen und jedes Testpradikat C' aus C ein
erweitertes Symbol E¢ g des Typs ({4 1,1) enthalt.

Im folgenden wird beschrieben, wie man aus einem W-Wort u = (g, w) eine [1X-
Struktur «''* gewinnt.

Zuerst werden das Universum und die Interpretation der Symbole, die auch in
der Signatur II enthalten sind, derart gewéhlt, daB das Redukt «"* | II mit der aus
Abschnitt 2.1 bekannten Wortstruktur ¢ iibereinstimmt. Mit anderen Worten, das



2.3. DIE SPRACHE MSOIIY UND DER CHARAKTERISIERUNGSSATZ 25

Universum von u'™ ist |u|, das Symbol < steht fiir die natiirliche Kleiner-als-Relation
auf dem Universum und es ist «'™* = {i < |u| | a; = a}.

Fiir die Interpretation eines erweiterten Symbols E¢ g des Typs (14 1,0) in 11X
definieren wir zundchst Hilfstunktionen.

Ist N C N eine Menge von natiirlichen Zahlen und m € N, so ist der Vorgdnger
von m in N die Zahl max({m’ € N | m’ <m}U{—1}), die mit vg(m, N) bezeichnet
wird.

Sind F' = {fp}pc; und H = {hp}pc; wie in 2.3.1, so sei
Ef g p(lu)™ x {(m,n) € ({=1} U [u])* [m <n} — D

die Funktion, die durch Induktion iiber die Differenz n — m wie folgt definiert ist
(wobei M fiir eine [-gliedrige Folge von Teilmengen von |u]| stehe):

Big(M,m,m) = hgjmenm,)
E%,H(Mv m,n + 1) = f{i|n—|—1€M¢}(E%7H(M7 m, n)v wn-l—l) .
(Beachte, dafi dadurch immer Ef (M, —1, 1) = hy gilt.)

_—

D.h., der Wert E} (M, m, n) kann auf die folgende Weise errechnet werden: Man
bestimmt zuerst, zu welchen Mengen aus M die Stelle m gehort. Daraus ergibt sich
dann vermége H das Speicherelement, mit dem die Berechnung gestartet wird. Dann
bestimmt man nacheinander fiir e = m+1,....n jeweils die Mengen von M, zu denen
¢ gehért. Dadurch sind vermége F' Fortschreibungen vorgegeben. Diese wendet man
nacheinander auf den Startwert an, wobei jeweils als zweites Argument der Reihe
nach einer der Werte w,,, ..., w, genommen wird.

Das erweiterte Symbol E¢ gz werde in u!'™® durch die Menge aller Tripel (N, M, m)
interpretiert, fiir die E}, ;7 (M, vg(m, N),m) € C gilt. Damit gehért (N, M, m) genau
dann zu der Interpretation von E¢ py in ul'™, wenn das Speicherelement, das man
auf die oben beschriebene Weise auf dem Wege vom Vorgénger von m in N zu m
erhélt, zu C' gehort.

Die Beschreibung von '™ ist somit vollsténdig.

Die aus W-Woértern gewonnenen IIY-Strukturen werden als Y- Wortstrukturen
bezeichnet.

Genauso wie in Abschnitt 2.1 festgelegt wurde, daff II-Formeln nur in II-Wort-
strukturen interpretiert werden, so sollen II¥-Formeln nur in 113-Wortstrukturen in-
terpretiert werden. Demgemiafl mogen auch die Begriffe monadisch 11X-definierbar,
existentiell-monadisch 11X -definierbar und der Begriff der ,Aquivalenz’ sowie die Be-
zeichnung Mod(¢) verstanden werden.

Das fundamentale Ergebnis dieser Arbeit ist eine Beschreibung der -erkennbaren
Sprachen durch 11¥-Formeln:

2.3.2 Charakterisierungssatz Sei L eine W-Sprache. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:
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1) L ist existentiell-monadisch 11X-definierbar.

2) L ist Y-erkennbar.

Die jeweiligen Umwandlungen (von Formeln in Automaten und Automaten in For-
meln) konnen effektiv erfolgen.

Der Beweis dieses Satzes ist umfangreich. Der néchste Abschnitt beschéftigt sich
mit der Implikation von 2) nach 1), wahrend sich die darauffolgenden Abschnitte 2.5
und 2.6 mit der Implikation von 1) nach 2) auseinandersetzen.

2.4 Logische Beschreibung von akzeptierenden
Berechnungen

Wir zeigen die Implikation von 2) nach 1) in 2.3.2, dem Charakterisierungssatz.

2.4.1 Lemma Zu jedem Y-Automaten ldf§t sich effektiv eine dquivalente existentiell-
monadische I1X-Formel konstruieren.

Beweis. Wir geben zuerst einen Beweis fiir W-Sprachen unendlicher Wérter. An-
schliefend werden wir die fiir den Fall der endlichen Woérter notwendigen Modifika-
tionen erlautern.

Sei A = (Q, R, (q,p), A, F) ein ¥-Biichi-Automat mit s Registern rq, ..., r,_; und
t Transitionen no, ..., n;—1 der jeweiligen Form n; = (g;, a;,0;, 65, (5, ¢}).

Wir konstruieren nun eine existentiell-monadische I13-Formel akz mit der Figen-
schaft Mod,,(akz) = L(2).

Dazu wird der folgende Ansatz gewéhlt:

akz £ 3X,...3X, ,3Y,...3Y,_ ,akzBer.

Die Formel akzBer soll eine Formel ohne Mengenquantoren werden. Sie soll genau
dann in einer Interpretation (u!™, v) mit einer Variablenbelegung v erfiillt sein, wenn
es eine durch eine Transitionsfolge ¢ bestimmte akzeptierende Berechnung von 2 auf
u gibt, so daB fiir jedes k € N, jedes j <t und jedes ¢ < s gilt:

kewv(Y;) gdw. b6 =n;, (2.1)
kev(X;) gdw. & setzt r; zuriick. (2.2)

Die Formel akzBer werden wir als eine Konjunktion der Bedingungen, die an eine
akzeptierende Berechnung gestellt werden, erhalten. Als Abkiirzung werden verwen-
det:
r<yAVz(ex<z—-z<y),

—Jy(y < x).

> >
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Zuerst wollen wir die notwendigen Nebenbedingungen, die sich direkt aus der
Forderung an die Art der Kodierung ergeben, formulieren.
Die Mengen Y; mit 7 < ¢ bilden eine Partition des Universums:

Partition = Va(\/ Yz A A\(Yiz — A -Yyz)).
i<t i<t J'<g
AufBlerdem ergeben sich die Belegungen der Mengen X; direkt aus den Belegungen der
Mengen Y;:

RiickPkt £ /\ Va( Xz < \/ Yjx).

i<s J<t: my setzt r; zuriick

Damit die kodierte Berechnung akzeptierend ist, miissen Anfangs- und Endbedin-
gung erfiillt sein:

AnfBed = \/ Va(0 =2 — Yjz),
Ji=4q

EndBed = Vady(z<yA \/ Yjy).

j:qjeF

Die Transitionsfolge muf} konsistent sein und ihre Beschriftung muff mit der Be-
schriftung des gegebenen Wortes iibereinstimmen:

konsTransFolge = VaVy(suc(z,y) — \/ (YjzAYjy)),

3atal=ay

Beschriftung = Vo A (Poz — \/ Yjz).

acA Jiay=a

SchlieBlich miissen alle Registertests erfiillt sein. Um dies zu beschreiben, benutzen
wir die erweiterten Pradikate aus I1X. Wir betrachten ein Register r; und definieren

F'={fp}pce und H' = {h¥%}pc; wie folgt:

£ { 0:(r;), falls P ={j}, (2.3)

beliebig, sonst,

Ci(ri), falls P = {j} und r; € dom((;),
hp = ¢ p(r),  falls P =9, (2.4)
beliebig, sonst.

Dann hat

B (v(Xo), v(Yo), s v(Yie), ve(v(2), (X)), v(2)
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genau den Wert des Registers r;, den dieses bei dem durch ¢ bestimmten Lauf von
2 auf u nach der Verarbeitung der ersten « 4+ 1 Ereignisse enthélt (sofern (2.1) und
(2.2) erftllt sind). Deshalb setzen wir fiir jedes Testpradikat C:

%/’Z'O = EO,Fi,Hi(Xthw)-

Auflerdem entstehe die Formel ¢ aus ¢;, indem jede atomare Formel C'r; durch i
ersetzt werde. Dann wird die Erfiillung der Registertests durch die Formel

Test £ Va A\(Yjz — ¢)
J<t
ausgedriickt.

Damit sind alle Bedingungen an die Kodierung einer akzeptierenden Berechnung
formuliert und akzBer ergibt sich als Konjuktion dieser. Die gesamte Formel ist Ab-
bildung 2.1 zu entnehmen.

Im Fall der endlichen bewerteten Wérter bzw. Rabin-Scott-Automaten kann die
Formel akz prinzipiell iibernommen werden. FEs muf} lediglich der anderen Endbedin-

gung Rechnung getragen werden.
Offensichtlich kann akz aus 2 effektiv bestimmt werden. [ |

Fir die spatere Verwendung wollen wir noch eine wichtige Figenschaft der Formel
akz festhalten. Dazu sei der E-Rang einer 113-Formel ¢ die Anzahl der in ¢ auf-
tretenden erweitert-atomaren [1¥-Formeln, wobei ein Unterschied in dem benutzten
Testpradikat nicht gerechnet wird. (Die Formel E¢ gy (X, Y, 2) A Ecr p (X, Y, x) hat
z.B. E-Rang Eins.) Der E-Rang einer II3-definierbaren W-Sprache sei der minimale
E-Rang aller existentiell-monadischen I1X-Formeln, die L definieren.

2.4.2 Bemerkung Ist L eine W-Sprache, die von einem Y-Automaten mit s Regi-
stern erkannt wird, so ist ihr F-Rang kleiner oder gleich s.

2.5 Interpretation in diskreten Strukturen

Fiir den Beweis der Implikation von 1) nach 2) im Charakterisierungssatz (siehe 2.3.2)
benutzen wir den Biichischen Satz. Eine existentiell-monadische I13-Formel ¢ tiber-
fithren wir in eine in gewissem Sinne dquivalente monadische II-Formel ¢* (die iiber
diskrete Worter spricht), benutzen dann 2.1.3, um einen zu ¢* aquivalenten diskreten
Automaten 2 zu konstruieren, und wandeln schliellich den diskreten Automaten 2(
in einen Automaten 2l um, der auf bewerteten Wértern arbeitet und zu der urspriing-
lichen Formel ¢ dquivalent ist. In diesem Abschnitt geht es um den Schritt von ¢ zu
¢*, wihrend im néchsten Abschnitt die Konstruktion von A aus A vorgestellt wird.
Es sei Xy, Xi,... ein unendlicher Vorrat an unterschiedlichen Mengenvariablen
und z eine feste Elementvariable. Fiir jede natiirliche Zahl m sei W,, die Menge

(Xos.., Xt 1.
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akz

akzBer

Partition
RiickPkt
AnfBed

EndBed

konsTransFolge

Beschriftung
Test

mit
/
J
e

[I>

[I>

[I>

[I>

[I>

[I>

[I>

[I>

[I>

3Xo...3X,_13Yy ... 3Y;_,akzBer
Partition A RiickPkt A AnfBed A EndBed

A konsTransFolge A Beschriftung A Test

Va(\ Yo A AV = A\ ~Yi)

J<t J<t J'<y
/\ Va(Xa < /\ Yjx)
i<s J<t: my setzt r; zuriick
\/ V(0 =2 — Yjo)
714=q;
Vaedy(x <y A \/ Yiy)
j:qjeF
VaWy(suc(z,y) — \/ (Y AYy))
5hy'ay=ay
Vzx /\(Pax — \/ Yjx)
a€A Jiay=a
J<t
¢;i[0f /Cri]

EC,Fi,Hi(Xiaza $)

. (9]‘(7“2'), falls P = {]},
fi =
beliebig, sonst,
Ci(ri), falls P = {j} und r; € dom((;),
hy = p(ri), falls P = 0),
beliebig, sonst.
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Abbildung 2.1: Die Formel akz zur Beschreibung einer akzeptierenden Berechnung
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Wir stellen zuerst zwei Voriiberlegungen an.

2.5.1 Lemma Zu jeder erweitert-atomaren 11X-Formel Ec pp(X:, Y, x) mit Men-
genvariablen aus Wi, gibt es Familien F' und H', so daff Ec prg(Xi, Xo, ..., Xine1, @)
und Ec p(X;, Y, ) dquivalent sind.

Beweis. Dies ist eine einfache Folgerung aus den beiden folgenden Behauptungen, die
unmittelbar einsichtig sind. Dabei sei E ein erweitertes Symbol vom Typ (I+1,1) aus
1Y, weiterhin sei Y eine k-gliedrige und es sei Y eine k’-gliedrige Folge von Variablen

aus W,,.

Behauptung 1 Die beiden Formeln
Eorn(Xe, Y, Y x) und  Eepop(Xe, Y, X, Y, x)

sind dquivalent, wenn man fp = fpr und b’y = hps fiir jedes P C [ setzt und dabei
P’ wie folgt wahlt:

P = (PNnkU{i—1]|i>kAie P}.

Behauptung 2 Die beiden Formeln
Eorn(Xe, Y, X, Y, X Y" 2) und  Egpm(X:, Y, XY X, Y" 2)

sind &quivalent, wenn man fp = fp: und hlp = hps fiir jedes P C [ setzt und dabei
P’ wie folgt wahlt:

PU{I\{k+F+1}, fallsk+k +1€ P, aber k¢ P,
P = PU{k+ K +1}\{k}, fallske P aber k+k +1¢ P,
P

, sonst.

AuBlerdem gilt:

2.5.2 Bemerkung Ist y eine von @ verschiedene Variable und E (Y, y) eine erweitert-
atomare I1X-Formel, dann ist E(Y,y) adquivalent zu Ja(z = y A E(Y, x)).

Also kénnen wir davon ausgehen, daf} in jeder existentiell-monadischen I13-Formel
mit Variablen aus W,, jede erweitert-atomare Formel von der Gestalt

E(XZ',X(), . ,Xm_l,l')

ist. Solche Formeln mégen m-normal heiflen.
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Im folgenden sei 7 eine endliche Menge von m-normalen erweitert-atomaren I13-
Formeln und B,,(7) das Alphabet A x o(7) x p(m). Weiterhin sei 3,, MSOIIY(7) die
Bezeichnung fiir die Menge aller m-normalen II1¥-Formeln, in denen jede erweitert-
atomare Teilformel ein Element aus 7 ist.

Es sei u = (a, w) ein W-Wort und M eine m-gliedrige Folge von Mengen M; C |u.
Die (m, T )-Kodierung von v und M soll das diskrete Wort

v o= (Clo,To,No)(Cll,Tl,Nl)(GQ,TQ,NQ)...

tiber B,,(7) sein, wobei fiir ¢ < |u| die Menge N; durch N; = {k | i € M} gegeben sei
und fiir jede Interpretation (u'®,v) mit einer Variablenbelegung v, die v(X;) = M;
fiir ¢« < m erfilllt, gelte:

(u,v) Fa gdw. o€ T,y fir a € 7T.

Sprechen wir von einem Wort v als einer (m, 7T )-Kodierung eines Wortes u, dann
meinen wir, dafl es ein Folge M gibt, so dafl v die (m, 7 )-Kodierung von u und M
ist.

Wir definieren eine Funktion

*:3,,MSOIIS(T) — IMSOIL(B,,(T)).

Ist ¢ = 3Y ¢ ein Element von 3,,MSOIIX(T), so sei ¢* die Formel, die man aus ¢
durch Entfernen des Prafixes Y und durch Ersetzen

o jeder atomaren Formel P,y durch \/ PNy,
(b,T,N):a=b

e jeder atomaren Formel X;y durch \/ Parny,
(a,T,N)ieN

e und jeder erweitert-atomaren Formel a € 7 durch \/ PN
(a,T,N):a€eT
erhélt. )
Die Vertraglichkeit von (m, 7 )-Kodierungen mit der Ubersetzungsfunktion * ergibt
sich unmittelbar (per Induktion tiber den Formelaufbau):

2.5.3 Lemma Sei ¢ € 3, MSOIIX(T). Dann gilt fir jedes W-Wort w: Fine Inter-
pretation (w'™,v) erfillt genau dann 6, wenn (VW' v) = ¢* gilt, fir die (m,T)-
Kodierung v des bewerteten Wortes u und der Folge v(Xy),...,v(Xpu-1) und mit
" = 1(B,.(7)). |

Die hier vorgestellte ,Kodierung®, die Funktion * und 2.5.3 sind angelehnt an den
Interpretierbarkeitsbegriff, wie er in der Modelltheorie der Logik erster Stufe Ver-
wendung findet (siehe z. B. [Hod93]). Hier wurde er den Notwendigkeiten, die bei der
Betrachtung existentiell-monadischer Formeln entstehen, angepaft. In Abschnitt 2.7.2
werden wir diese Idee wieder aufgreifen und um den Aspekt der Biinterpretierbarkeit
erganzen.
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2.6 Konstruktion von Y-Automaten aus diskreten
Automaten

Zu einem gegebenen diskreten Rabin-Scott- bzw. Biichi-Automaten 2 iiber dem Al-
phabet B, (7T ) konstruieren wir (effektiv) einen ¥-Automaten 2, der genau die Menge
aller W-Worter akzeptiert, die eine (m, 7T )-Kodierung besitzen, die von 2 akzeptiert
wird.

Wir gehen von einem diskreten Automaten 2 iiber B,,(7) aus, der in der Form
A =(Q,s,A, Fy) gegeben sei, und beschreiben 2A mit A = (Q, R, (s,0), A, Fy). Die
Registermenge R beinhalte fiir jedes Tripel (i, F, H), fir das es ein Testpradikat
C gibt, so daB Ec pu(X;, X,2) z2u T gehort, ein Register r; py. Die Anfangsbele-
gung sei durch p(r;pp) = hy fir jedes r;pg € R definiert. Fiir jede Transition
6=1(q,(a,T,N),q') aus A gebe es in A’ eine Transition 6= (¢,a,0,¢,(,q¢) mit

O(rirm) = fn fir r;, p € R,
0] £ /\ a A /\ -,
a€eT a€T\T
hn, falls 2 € IV,
C(ripn) = N fir r; py € R.
undefiniert, sonst,

Der konstruierte Automat hat die gewiinschten Eigenschaften, wie aus dem fol-
genden Lemma ersichtlich ist:

A

2.6.1 Lemma Sei A ein diskreter Automat iber B, (T ). Dann gilt u € L(2) fir ein
W-Wort u iber A genau dann, wenn es eine (m,7T )-Kodierung von u gibt, die zu

L(2() gehort.

Beweis. Ist (a,w) ein W-Wort und diirfen wir

(907/)0)(L)(%apl)(&)(%apz)(&)--- (2-5)

schreiben, wobei (qo, po) die Anfangskonfiguration von A sei, so gilt nach Konstruktion
mit den Bezeichnungen é; = (¢;, (a;, T, Ni), giy1) und M; = {k | j € Ni} fiir jedes k <
|(a, w)| und jedes in Frage kommende Tripel (¢, F, H):

By g (M, ve(k, M), k) = fn,(pr(riFm), wi), (2.6)

EY (M, veg(k, M;), k), fallsté& N
N { (M, ve(k, M), k) ¢ Ve .

hy, , sonst,



2.6. KONSTRUKTION VON ¥-AUTOMATEN 33

was man durch Induktion iiber k leicht nachweist. Ebenso gilt fiir jedes o« € 7 mit

o = EC,F,H(XM X, l’):
E%,F,H(Miv M? k) gdW acTy. (28)
Also ist (a,T, N) eine Kodierung von (a,w) und M, fiir die wir

o % g N og (2.9)

(a0,f0,No) = (a1,f1,N1) = (a2,f2,N2)

in 2 schreiben diirfen. Daraus folgt die eine Implikation des Lemmas.

Diirfen wir umgekehrt (2.9) fiir eine Kodierung (a,1', N) eines W-Wortes (a,w)
und einer Folge M schreiben, so auch (2.5), wobei wieder (2.6) bis (2.8) gelten. Daraus
folgt die umgekehrte Richtung der Behauptung. |

Nun kénnen wir den Beweis des Charakterisierungssatzes 2.3.2 vollenden.

Beweis der Implikation von 1) nach 2) im Charaktersieriungssatz. Wegen
2.5.1 und 2.5.2 kénnen wir davon ausgehen, dafl ein m-normaler [I13-Satz vorliegt.
Es sei 7 die Menge aller in ¢ auftretenden erweitert-atomaren Formeln. Es sei 2 der
nach 2.1.3 (Satz von Biichi und Elgot) zu ¢* 4quivalente Automat iiber B,,(7 ). Dann
gilt:

u € Mod(¢)
gdw. Jv (vist (m,7)-Kodierung von v und v € Mod(¢*)), (nach 2.5.3)
gdw. Jv (v ist (m,7T)-Kodierung von u und v € L(2)), (nach 2.1.3)
gdw. ue L), (nach 2.6.1)

womit A der gesuchte Automat ist.

Die Effektivitiit der Konstruktion des Automaten 2 ergibt sich zum einen aus dem
Zusatz in 2.1.3, zum anderen aus der Moglichkeit, die Umwandlung einer existentiell-
monadischen [I13-Formel in eine m-normale Formel effektiv durchfithren zu kénnen. W

Die Konstruktion von 2 ist derart, dafl die Anzahl der Register mit dem FE-Rang
von ¢ iibereinstimmt.

Es sei der Registerindex eines Y- Automaten die Anzahl seiner Register und der Re-
gisterindex einer ¥-erkennbaren Sprache der minimale Registerindex aller die Sprache
erkennenden ¥-Automaten.

Dann erhalten wir aus 2.4.2 zusammen mit der obigen Beobachtung:

2.6.2 Bemerkung Der Registerindex und der F-Rang einer ¥-erkennbaren (bzw.
existentiell-monadisch II¥-definierbaren) Sprache sind gleich.
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2.7 Wortstrukturen, erweitert-existentielle
Formeln und Mengenterme

Zuweilen ist es glinstig, wenn man sich beim tatséchlichen Schreiben von Formeln
einen gewissen Komfort erlauben kann. So haben wir z. B. in Abschnitt 2.4 beim
Schreiben der Formel akz mehrfachen Gebrauch von der Abkiirzung suc gemacht. In
diesem Sinne werden in diesem Abschnitt Spracherweiterungen von IMSOIIY stu-
diert, die zwar die Ausdrucksstdrke nicht dndern, aber in spateren Kapiteln beim
Notieren von Formeln nicht nur Platz sparen, sondern vor allem zur Ubersichtlichkeit
beitragen werden.

Zum einen wird die Signatur Il (aufler um ein eigenes Relationssymbol fiir suc)
um Funktionssymbole und Konstanten erweitert, die einen einfachen Umgang mit
der den Wortstrukturen zugrundeliegenden diskreten Ordnungsrelation erlauben (Un-
terabschnitt 2.7.4). Zum anderen werden zur leichteren Handhabung von Mengen
sogenannte ,Mengenterme® eingefiithrt (Unterabschnitt 2.7.3). Beide Erweiterungen
sind unproblematisch, denn es ist leicht einzusehen, daf} sie die Ausdrucksstiarke von
AMSOIIY nicht vergréfern. Demgegeniiber ist die dritte Erweiterung, die wir be-
handeln, komplizierter: An gewissen Stellen werden in existentiell-monadischen IT3-
Formeln Allquantoren erlaubt.! Um zu zeigen, daf diese Spracherweiterung keine Ver-
groflerung der Ausdrucksstarke mit sich bringt, greifen wir auf die Implikation von 1)
nach 2) in Satz 2.1.3 zurlick, d.h., wir machen von der Tatsache Gebrauch, daf} in
monadischen II-Formeln (interpretiert in diskreten Wortstrukturen) auf Allquantoren
verzichtet werden kann. Aus logischer Sicht handelt es sich bei dem Ergebnis um eine
Quantorenelimination (Unterabschnitt 2.7.2).

Alle Erweiterungen werden in (fast) voller Allgemeinheit vorgestellt, weshalb wir
mit neuen Begriffsbildungen beginnen.

2.7.1 'Wortsignaturen

Unter einer Wortsignatur wollen wir eine erweiterte Signatur verstehen, die das zwei-
stellige Symbol < enthdlt und ansonsten nur erweiterte Symbole mit einem oder
keinem Elementargument. (D.h., fiir jedes erweiterte Symbol gibt es eine Zahl k, so
daB es vom Typ (k,0) oder (k, 1) ist.) Insbesondere ist fiir eine Berechnungsstruktur ¥
die Signatur II¥ eine Wortsignatur, wenn man die Buchstabenpridikate als erweiterte
Pradikate des Typs (0, 1) auffaft.

Im Rest des Abschnitts sei © eine Wortsignatur, sofern nichts anderes vermerkt
ist.

Eine Q-Struktur heile Wortstruktur, wenn ihr Universum ein Anfangsstiick der

'Wie schon eingangs dieses Kapitels dargelegt wurde, ist i.a. nicht zu erwarten, dafl sogar jede
beliebige monadische II3-Formel zu einer existentiell-monadischen I1X-Formel dquivalent ist.
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natiirlichen Zahlen (insbesondere N selbst) ist und < mit der natiirlichen Ordnungs-
relation auf dem Universum iibereinstimmt. Man beachte, dafl diese Definition nicht
mit dem Begriff der [IX-Wortstruktur in Konflikt gerdt. Denn jede I13-Wortstruktur
ist auch eine Wortstruktur in dem hier definierten Sinn.

Monadische -Formeln mégen im Rest dieses Abschnitts entweder nur in endlichen
oder nur in unendlichen Wortstrukturen interpretiert werden, wie wir es von II- und
IT3-Formeln gewohnt sind.

2.7.2 Erweitert-existentielle Formeln

Wir beginnen mit der Spracherweiterung um Allquantoren.

2.7.1 Definition (erweitert-existentielle Formel) Eine monadische Q-Formel
der Gestalt 34Xy ... 3dX;_1¢0, in der jede in einer erweitert-atomaren Teilformel gebun-
dene Mengenvariable von dem Prifix 3X,...3X;_; gebunden wird, heiflit erweitert-
existentielle Formel.

7. B. ist die Formel
AX VX1 (F(Xo, X1) A E(X1, X3))
keine erweitert-existentielle Formel, dagegen aber
AXo3IXGV X2 (E(Xo, X1) A Jzg Xawo),

wobei angenommen wird, dafl £ ein erweitertes Symbol vom Typ (2,0) ist.
Wir zeigen nun:

2.7.2 Lemma Jede erweitert-existentielle Q-Formel kann effektiv in eine dquivalente
existentiell-monadische Q-Formel umgewandelt werden.

Beweis. Wir benutzen wieder die Idee der Interpretation von Strukturen zusammen
mit Folgen von Teilmengen des Universums in diskreten Wortstrukturen.

O.E. nehmen wir an, dafl die Signatur ) keine erweiterten Symbole des Typs
(k,0) besitze. (Hat sie diese doch, so gehen wir zu der Signatur iiber, die anstelle
jedes erweiterten Symbols £ des Typs (k,0) ein entsprechendes Symbol £’ des Typs
(k,1) hat.)

Es sei = wieder eine feste Elementvariable.

Eine erweitert-existentielle -Formel ¢ heifie (I, m)-normal, wenn sie von der Ge-
stalt 43Xy ...3X;_1¢0 ist und die folgende Eigenschaften besitzt:

o Die freien Mengenvariablen in ¢ sind unter X;, ..., X,,_1.

o Ist F(Y,x) eine erweitert-atomare Teilformel von ¢, so gilt @ = y.
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e Keine der Variablen aus W,, = {X,..., X,,_1} wird in ¢¢ quantifiziert.

Es sei 7y eine endliche Menge von erweitert-atomaren (I, m)-normalen Formeln,
T =TU{Xz|i<m}und B = (7). Die T-Kodierung einer Q-Wortstruktur 9t
und einer m-gliedrigen Folge von Teilmengen von M (dem Universum von 901) sei das
Wort T iiber dem Alphabet B, das M als Indexmenge hat und dergestalt ist, daf} fiir

jede Interpretation (9, v) gilt:

M,v) Ea gdw. ae T,y firae 7.

*und ", die eine (/,m)-normale Formel in eine

Wir definieren zwei Funktionen,
monadische 1I( B)-Formel ohne Variablen aus W,, bzw. eine existentiell-monadische
II( B)-Formel ohne Variablen aus W,, in eine existentiell-monadische Q-Formel um-
wandeln.

Es sei ¢* die Formel, die aus ¢ durch Entfernen des Prafixes 4Xy...4X;_; und
durch Ersetzen jeder Formel o € 7 durch

\/ PTJ}
T:a€T
entsteht.
Es sei ¢ die Formel, die aus ¢ durch Vorschreiben des Préfixes X, ...3X;_; und

durch Ersetzen jeder atomaren Formel Pyy durch

Jx(z=yA Nan A -a)
a€eT a€T\T
entsteht.
In Analogie zu 2.5.3 ergibt sich nun:

Behauptung 1) Sei ¢ eine (I, m)-normale Formel. Dann gilt fir jede Q2-Wort-
struktur 9% Fine Interpretation (90, v) erfilllt genau dann ¢, wenn fiir die
T-Kodierung v von u und v(Xy), ..., v(X,_1) die Beziechung (v 1) |= ¢*
gilt.

2) Sei ¢ eine lI( B)-Formel ohne Mengenvariablen aus W,,. Dann gilt fiir jede €2-
Wortstruktur 91: Eine Interpretation (9, v) erfiillt genau dann ¢, wenn fiir
die 7-Kodierung v von u und v(Xy), ..., v(X,,_1) die Bezichung (v, v) |=
o gilt.

Um nun aus einer beliebigen erweitert-existentiellen 2-Formel ¢ eine dquivalente
existentiell-monadische ()-Formel zu konstruieren, geht man zuerst zu einer &quivalen-
ten (I, m)-normalen Formel ¢’ iiber, tiberfiihrt ¢"* mit Hilfe von 2.1.3 in eine dquiva-
lente existentiell-monadische Formel i) ohne Variablen aus W,, und konstruiert dazu

. ]
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Zwei Dinge seien hier kurz angemerkt. Erstens ist durch die beiden Funktionen
*und " und durch die obige Behauptung eine Art Biinterpretierbarkeit von {2- und
II( B)-Wortstrukturen gegeben. Zweitens erscheint die hier vorgenommene Kodierung
einfacher als die, die in Abschnitt 2.5 vorgestell wurde: das Alphabet B ist nur eine
Menge von atomaren Formeln und nicht, wie B,,(7), ein kartesisches Produkt aus
drei Mengen. Die etwas aufwendigere Konstruktion in Abschnitt 2.5 erleichtert die

spatere Konstruktion des Automaten 2 in Abschnitt 2.6.

2.7.3 Mengenterme

Generell kann man in der Sprache der monadischen Logik in einer beliebigen (erwei-
terten oder nicht erweiterten) Signatur 0 mehr Freiziigigkeit im Umgang mit Mengen
erlauben, ohne daf} die Ausdrucksstiarke gedndert wird. An den Stellen, wo normaler-
weise eine Mengenvariable steht, konnen auch ,Mengenterme* zugelassen werden.

Formal fithrt man in der induktiven Definition der Syntax eine zusétzliche Regel
fiir die Konstruktion von (Mengen-)Termen ein und erweitert die Regel zur Konstruk-
tion atomarer Formeln:

Mengenterm: Ist ¢ eine bislang konstruierte Formel und z eine Elementvariable, so
ist

{z | ¢} (2.10)

ein Mengenterm, dessen freie Variablen die Variablen von ¢, ausgenommen x, sind.
Atomare Formel: Ist E ein Pradikat vom Typ (m,n), sind Ty, ..., T,—1 Mengenterme
oder Mengenvariablen und sind g, ..., t,_1 herkémmliche Terme, dann ist

E(To, ceey Tm—17t07 e 7tn—1)
eine erweitert-atomare Formel.

(Man beachte, daf dadurch eine Schachtelung von Formeln und Termen méglich ist:
In einer atomaren Formel kann ein Mengenterm auftreten, in dem wieder eine atomare
Formel steht, die wiederum einen Mengenterm als Argument hat, usw.)

Die Semantik wird dann in entsprechender Weise definiert. In einer gegebenen
Interpretation (9, v) wird dem Term (2.10) die Menge

{ke M| (M v]5]) o)
zugeordnet. (Hierbei steht v [f] fiir die Belegung, die aus v entsteht, indem der Wert
an der Stelle x zu k abgedndert wird.)

Man kann nun zeigen, dafl jede monadische Formel mit Mengentermen zu ei-
ner Formel ohne Mengenvariablen dquivalent ist. Im allgemeinen gilt dies nicht fiir
erweitert-existentielle oder existentiell-monadische Formeln. Es diirfen nur gewisse
Mengenterme zugelassen werden:
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2.7.3 Definition (erweitert-existentielle Formel mit Mengentermen)

Eine monadische Q)-Formel mit Mengentermen heifit erweitert-existentiell, falls in je-
dem Mengenterm, der als Argument in einer erweitert-atomaren Teilformel auftritt,
keine freie Elementvariable vorkommt und an freien Mengenvariablen nur solche auf-
treten, die entweder gar nicht oder durch das existentielle Préfix der ganzen Formel
gebunden werden.

Wir zeigen nun:

2.7.4 Lemma Jede erweitert-exvistentielle Q-Formel mit Mengentermen kann effektiv
in eine dquivalente erweitert-existentielle Formel ohne Mengenterme umgewandelt
werden.

Beweis. Dazu nehmen wir an, daf} ¢ 2 3X,...3X,,_4 ¢o eine erweitert-existentielle
Formel mit mindestens einem Mengenterm sei. O. E. enthalte ¢y keine Quantifizie-
rungen von Variablen aus X. Dann gibt es in ¢ auch einen Mengenterm T' = {x | ¢},
so daf ¢ ohne Mengenterme ist, d. h., T ist ein innerster Mengenterm. Wir schreiben
¢o in der Form ¢g = ¢o(T').

Definitionsgeméaf} gibt es in ¥ aufler x keine freie Elementvariable und es werden
alle in ¢ gebundenen Mengenvariablen von # (erst) durch die Variablen im Prafix 3.X
gebunden. Dann ist ¢ aber zu der Formel

¢ 2 AYIX(Va (Y < ) A do(Y))

dquivalent, wenn Y eine neue Mengenvariable ist.

In der neuen Formel ¢ kommt ein Mengenterm weniger als in der urspriingli-
chen Formel ¢ vor. Durch wiederholte Anwendung des Verfahrens kann also ¢ von
Mengentermen befreit werden. |

Wir fiithren einige hilfreiche Abkiirzungen ein. Fiir den Term {x | Xa V Y&}
schreiben wir einfach X U Y. In diesem Sinne moégen auch X NY, X UY U Z, usw.
verstanden werden. Auflerdem wird P, fiir {z | P,z} benutzt werden, und es wird {)
fiir {z | ££} stehen.

2.7.4 Erweiterte Wortstrukturen

Die Signatur IT wurde in Abschnitt 2.3 absichtlich sparsam gewé&hlt, um in Beweisen
nicht unnétige Fallunterscheidungen durchfithren zu miissen. Hier zeigen wir nun, dafl
die iiblichen Erweiterungen die Ausdrucksstarke nicht verdndern.

Die Signatur T enthalte auler dem zweistelligen Symbol < das zweistellige Symbol
suc, die Konstante 0 und die einstelligen Funktionssymbole +1 und —1 (in Postfix-
schreibweise).

Im folgenden enthalte die Signatur € keine Symbole aus T und Q U {<} sei eine
Wortsignatur.
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Ist nun 9M eine (Q U {<})-Wortstruktur, so gewinnt man aus ihr in natiirlicher
Weise eine (2 U T)-Struktur durch die folgenden Festlegungen: Wir setzen suc™ =
{(G, e+ 1) |1+ 1< |9} und 0™ = 0. AuBerdem gelte

, 7, falls M endlich und 5 = |M| -1,
HPG) = 0 .
741, sonst,
, 0, falls 7 =0,
1) = ¢
3 —1, sonst,
fir j < |M]|.

Die in dieser Weise entstehenden Strukturen heiflen erweiterte Wortstrukturen.

2.7.5 Lemma Zu jeder existentiell-erweiterten (@ U Y)-Formel ¢ lifit sich effektiv
eine existentiell-erweiterte (QU{<})-Formel konstruieren, die genau dann von einer
Wortstruktur erfillt wird, wenn die zugehdrige erweiterte Wortstruktur ¢ erfillt.

Beweis. Wir beschreiben, wie eine gegebene erweitert-existentielle (€ U T)-Formel
0] 23X,... X, 4 ¢ schrittweise umgewandelt werden kann. Die Effektivitat des Ver-
fahrens wird offensichtlich sein.
Wieder mégen o. E. in ¢g keine Quantifizierungen von Variablen aus W, auftreten.
Zuerst werden die Vorkommen der Konstanten 0 eliminiert: Enthélt ¢ eine atomare
Teilformel ¢» £ <)(t), in der ein konstanter Term der Form ¢ = #(0) auftritt, so kann
Y durch die Formel

Fy($((y)) A~ suc(z, y))

aquivalent ersetzt werden, wenn y eine Variable ist, die in ¢ nicht auftritt. [terierte
Anwendung des Verfahrens 1at das Symbol 0 verschwinden.

Sei nun ¢ eine Formel mit einer atomaren Teilformel ¢» = ¢ (t), in der ein Term ¢
der Form ¢t = t' + 1 oder t =t — 1 enthalten ist. Im ersten Fall kann ¢ durch

Fy(suc(t',y) A d(y))

ersetzt werden. Im anderen Fall nimmt man stattdessen die Formel

Jy(suc(y, ') Av(y)) vV (-3y suc(y, ') Av(t)).

Wiederholte Anwendung des Ersetzungsprozesses liefert eine Formel ohne die Symbole
0, +1 und —1.

SchlieBlich kann man jede atomare Formel suc(z,y) durch

r<yN-Jz(z<zAz<y)
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ersetzen und gelangt dadurch zu der gewiinschten Formel. |

Das Konstantensymbol 0 steht fiir das kleinste Element in einer (erweiterten)
Wortstruktur. In endlichen Wortstrukturen hat man auch ein gréfites Element. Fiir
dieses fithren wir das Symbol max ein. Dann gilt 2.7.5 entsprechend auch fiir endliche
erweiterte Wortstrukturen und Formeln in der Signatur @ U T U {max}.

Aus 2.7.2, 2.7.4 und 2.7.5 ergibt sich nun:

2.7.6 Korollar Jede erweitert-existentielle (QUT)- bzw. (QUYT U{max})-Formel mit
Mengentermen lif$t sich effektiv in eine dquivalente existentiell-monadische (QU{<})-
Formel umwandeln.

Die Untersuchungen dieses Abschnitts schlagen sich in einer zusitzlichen Aquiva-
lenz in der Formulierung des Charakterisierungssatzes nieder. Der leichteren Lesbar-

keit wegen schreiben wir fiir IIX U Y bzw. [I¥ U T U {max} einfach II'X.

2.7.7 Erweiterter Charakterisierungssatz Sei L eine W-Sprache. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent.

1) L ist existentiell-monadisch 11X-definierbar.

2) L ist definierbar durch eine erweitert-existentielle 1I'S-Formel mit Mengenter-
men.

3) L ist Y-erkennbar.

Die jeweiligen Umwandlungen kénnen effektiv erfolgen.

Dementsprechend sind die meisten Ergebnisse, die wir im weiteren Verlauf der
Arbeit fiir existentiell-monadische 113-Formeln erzielen werden, auch fiir erweitert-
existentielle II'Y-Formeln mit Mengentermen giiltig. Weil wir die Formeln als Abkdir-
zungen fir AIMSOIIY-Formeln verstehen wollen, werden die entsprechenden Ergeb-
nisse nicht mit aufgetithrt werden.

Als abkiirzende Schreibweisen fithren wir ein: 1 fiir den Term 0+ 1, 2 fir O+ 141,
usw., ebenso wie x + 2 fir a + 1+ 1, x + 3 fir  + 1 + 1 4+ 1, usw. Entsprechendes
gelte fiir —1.

2.8 Erfiillbarkeit und Regularitit diskreter Pro-
jektionen

Es ist bekannt, dafl das Leerheitsproblem, also die Frage danach, ob ein gegebener Au-
tomat kein Wort akzeptiert, fiir diskrete Biichi-Automaten entscheidbar ist ([Biic62]).
Dies gilt nicht allgemein fiir ¥-Automaten (vgl. Abschnitt 4.7, siehe z. B. 4.7.10) —
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hier spielt die Starke bzw. die Schwache der gegebenen Berechnungsstruktur 3 eine
wesentliche Rolle.

Auf der logischen Seite entspricht dem Leerheitsproblem das FErtiilllbarkeitspro-
blem: Besitzt eine gegebene Formel eine Interpretation, in der sie giiltig ist?

Da durch den Charakterisierungssatz eine effektive Korrespondenz zwischen -
Automaten und existentiell-monadischen ¥-Sétzen gegeben ist, sind das Leerheits-
problem fiir ¥-Automaten und das Erfiillbarkeitsproblem fiir existentiell-monadische

IT3-Formeln gleich schwierig, d. h.:

2.8.1 Satz Das Erfillbarkeitsproblem fiir existentiell-monadische 11%-Formeln ist ge-
nau dann entscheidbar, wenn das Leerheitsproblem fiir ¥-Automaten entscheidbar ist.

Beweis. Nach 2.3.2, 2)=-1), kann man jeden X-Automaten 2 effektiv in einen aqui-
valenten existentiell-monadischen [1¥-Satz ¢ umwandeln. Also ist die von 2 erkannte
Sprache genau dann leer, wenn ¢ nicht erfiillbar ist. Das Leerheitsproblem kann also
auf das Erfiillbarkeitsproblem reduziert werden. In diesem Sinne kann auch durch
die auf S.33 vorgestellte Konstruktion eines ¥-Automaten aus einem existentiell-
monadischen I113-Satz benutzt werden, um die Reduzierbarkeit des Erfiillbarkeitspro-
blems auf das Leerheitsproblem zu zeigen. (Beachte, dafi es geniigt, die Behauptung
fiir Satze zu zeigen. Denn trivialerweise kann jede existentiell-monadische Formel

0] £ dX ¢o mit freien Variablen Yg, ..., Y,,_1 und xq, ..., x;_1 in den existentiell-
monadischen II1¥-Satz XYz ¢y umgewandelt werden, der das gleiche Erfiillbar-
keitsproblem hat.) [ |

Dieser Satz erlaubt die direkte Ubertragung von automatentheoretischen Ergeb-
nissen in die Logik, wovon wir in Kapitel 5 Gebrauch machen werden.

Daneben setzt uns die spezielle Form der benutzten Umwandlung von existentiell-
monadischen I1¥-Formeln in Automaten tiber die Biichische Logik in die Lage, fiir die
Entscheidbarkeit des Erfiillbarkeitsproblems ein interessantes hinreichendes Kriterium
in logischer Formulierung anzugeben. Auflerdem erhalten wir ein Kriterium fiir die
Regularitat der diskreten Projektionen von Y-erkennbaren Sprachen.

2.8.2 Satz 1) Giibt es zu jeder natirlichen Zahl m und jeder endlichen Menge
T’ von m-normalen erweitert-atomaren 11X-Formeln eine endliche Obermen-
ge T wvon m-normalen erweitert-atomaren 1IX-Formeln und einen 1(B,,(T))-
Satz Interpretation,,,(7), so daf fir jedes diskrete Wort v iber B, (T) gilt:

v [= Interpretation,, (7)
gdw. v ist die (m,T)-Kodierung eines W-Wortes,

dann st die diskrete Projektion jeder Y-erkennbaren Sprache reguldr.

2) Sind die Voraussetzungen von Punkt 1) gegeben und lassen sich zusdtzlich die
Sdtze Interpretation,, (7) effektiv bestimmen, dann
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(a) lifit sich zu jedem Y-Automaten U effektiv ein diskreter Automat konstru-
ieren, der die diskrete Projektion von L(2) erkennt;

(b) sind das Leerheitsproblem fiir ¥-Automaten und das Erfillbarkeitsproblem
fiir existentiell-monadische 11X-Formeln entscheidbar.

Mit anderen Worten: Sind die Mengen der Kodierungen von W-Wértern endlich
axiomatisierbar, so ist die diskrete Projektion jeder Y-erkennbaren Sprache regular.
Sind die Axiome uniform, so sind auch das Leerheitsproblem fiir ¥-Automaten und
das Erfiillbarkeitsproblem fiir erweitert-existentielle ¥-Formeln entscheidbar.

Beweis. 1) Zu einem gegebenen Y-Automaten 2 konstruiere man eine dquivalente
m-normale existentiell-monadische I1Y¥-Formel ¢ 23X,... X,y do (siehe 2.4.1, 2.5.1
und 2.5.2). Es sei 7' die Menge der in ¢y enthaltenen erweitert-atomaren Formeln
und 7 die Menge aus der Voraussetzung. Dann enthalt Mod(y) mit

L

% @™ A Interpretation,, (7)

nach 2.5.3 nur (m, 7 )-Kodierungen von W-Wbértern aus L(2() und auch mindestens
eine (m, 7 )-Kodierung von jedem solchen Wort. Die natiirliche Projektion der Spra-
che Mod(x) auf A ist deshalb genau die diskrete Projektion von L(2(). Da Mod(y)
nach 2.1.3 (Satze von Biichi und Elgot) eine regulare Sprache diskreter Worter ist, ist
auch jede ihrer Projektionen reguldr, inshesondere die natiirliche Projektion auf A.

2)(a) Wir beschreiben ein effektives Konstruktionsverfahren: Ein gegebener exi-
stentiell-monadischer I13-Satz werde zuerst in einen dquivalenten m-normalen 113-
Satz ¢ umgewandelt. Dann werde die Menge 7’ der erweitert-atomaren Teilformeln
aus ¢ bestimmt und y wie im Beweis von 1) konstruiert. Danach wandle man y in
einen diskreten Automaten 2 gemaf 2.1.3 (Satze von Biichi und Elgot) um. Schlielich
konstruiere man aus 2 einen Automaten, der die natiirliche Projektion von L(2l) auf
A erkennt (was trivialerweise moglich ist).

3)(b) Da eine W-Sprache genau dann leer ist, wenn ihre diskrete Projektion leer
ist, und das Leerheitsproblem fiir diskrete Automaten entscheidbar ist, folgt die Ent-
scheidbarkeit des Leerheitsproblems fiir ¥-Automaten aus 3)(a). Die Entscheidbarkeit
des Erfiillbarkeitsproblems fiir existentiell-monadische 113-Formeln folgt aus der Ent-
scheidbarkeit des Leerheitsproblems mit 2.8.1. |
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Kapitel 3

Zeitabhingige Automaten und ihre
logische Beschreibung

Zur Beschreibung zeitabhéngiger Systeme sind in den letzten Jahren eine Reihe un-
terschiedlicher, im weitesten Sinne als Automaten zu bezeichnende Formalismen ent-
wickelt worden. Das erste, wohl auch einfachste und am besten studierte Modell geht
auf Alur und Dill zurtick ([AD90]) und ist unter der Bezeichnung ,timed automaton’
bekannt. Dabei handelt es sich um einen klassischen endlichen Automaten, der durch
die Hinzunahme einer endlichen Zahl von Uhren an die Belange, die bei der Beschrei-
bung zeitlichen Verhaltens auftreten, angepafit wurde. Sein Studium hat mittlerweile
zu einem neuen Gebiet in der Automatentheorie und der Theorie formaler Sprachen
gefithrt, u. a. auch zu dem Begriff timed regular language® (siehe [AD91] und [AD]).

Zeitgleich wurden in [Lew90] von Harry R. Lewis jtimed state diagrams‘ ein-
gefithrt. Darauf folgten weitere Modelle: timed transition systems® ([HMP91]), ,in-
terval automata‘ ([Alu91]), ,parallel timer processes’ (mit oder ohne ;memory cells*,
[Cer92]), ,action timed graphs‘ ([NSY91] bzw. [NSY93]) und ,guarded-command real-
time programs’ ([HNSY92]).

Alle diese Systeme sind insofern von gleicher Konzeption, als sie mit einem wie
auch immer gearteten Mechanismus versehen sind, der es erlaubt, gleichzeitig eine
begrenzte Anzahl zeitlicher Abstédnde verfolgen und messen zu kénnen. Es ist deshalb
auch nicht verwunderlich, dafl aut den ersten Blick héchst unterschiedliche Syste-
me dieser Art, wie z. B. timed automata’ und timed state diagrams‘, gleiche Aus-
drucksstéarke besitzen, was in [Kro93] bewiesen wurde. Wir wollen diese Automaten
unter dem Begriff Abstandsautomaten zusammenfassen.

Zur Beschreibung komplizierterer zeitlicher Zusammenhénge, in denen auch abge-
sehen von zeitlichen Abstanden sich mit der Zeit verdndernde Groflen eine wichtige
Rollen spielen, sind Abstandsautomaten zu schwach. An ihre Stelle treten Automa-
ten, die allgemein als hybride Automaten‘ bekannt sind (siehe [GNRR93]). Diese

liegen genauso wie ihre einfachen Vorgidnger in unterschiedlichsten Formen vor. Die

45
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wichtigsten Modelle, die auch im Zusammenhang mit der automatischen Verifikation
von hybriden Systemen studiert werden, sind ,constant slope hybrid systems® und

Jintegration graphs' (beide [KPSY93]) sowie ,(linear) hybrid automata® ([ACHH93]).

Die zeitlichen Abhéngigkeiten, die das Verhalten eines hybriden Systems bestim-
men, werden in hybriden Automaten durch reelle Variablen modelliert, deren Bele-
gungen sich (stiickweise) kontinuierlich verdndern. Meistens werden — wie auch in
den angegebenen Féallen — nur lineare Abhéangigkeiten in Betracht gezogen.

Die Vielfalt der Modelle zur Beschreibung zeitlichen Verhaltens, sowohl durch Ab-
standsautomaten wie auch durch hybride Automaten, vergroflert sich standig. Da es
sich um komplexe Mechanismen handelt, die in den Automaten ablaufen, ergeben
sich viele Freiheiten bei der Definition, von denen reichlich Gebrauch gemacht wird.
Die Situation erinnert in dieser Hinsicht an Turingmaschinen, von denen zahlreiche
Varianten bekannt sind: Einband- und Mehrbandmaschinen, on-line und off-line Ver-
sionen, Maschinen mit beidseitig oder einseitig unbeschriankten Bandern, usw. Im Fall
der Turingmaschinen ist man in der gliicklichen Lage, sich in jedem Einzelfall davon
tiberzeugen zu kénnen, daf} die gleiche Sprachklasse definiert wird. Zumindest fiir Ab-
standsautomaten gibt es, wie oben angedeutet wurde, Anzeichen dafiir, daf sich in
dhnlicher Weise ein stabiler Begriff von erkannter Sprache in Form der timed regular
languages® (siehe [AD90], [AD]) entwickelt. Fiir hybride Automaten ist die Situation
verschwommener und es ist noch kein Ergebnis bekannt, daB mit dem Aquivalenzsatz
aus [Kro93] vergleichbar ware. Dennoch scheint sich ein allgemeines Verstandnis von
dem entwickelt zu haben, was unter einem hybriden Automaten verstanden werden
sollte.

In diesem Kapitel werden die aus der Literatur bekannten Automatenmodelle fiir
zeitabhdngige Systeme in den Rahmen, der durch den Begriff des ¥-Automaten vor-
gegeben ist, eingeordnet. Dazu definieren wir drei geeignete Berechnungsstrukturen,
Yua, Yuar und ¥pa, die uns zu ,Uhrenautomaten® (Abschnitt 3.2), ,Uhrenautoma-
ten mit Haltemoglichkeit® (Abschnitt 3.3) bzw. hybriden Automaten® (Abschnitt 3.4)
fiihren werden. In Abschnitt 3.6 werden die Inklusionsverhéltnisse zwischen den Klas-
sen der jeweils erkannten Sprachen untersucht.

Fiir Uhrenautomaten ist die Aquivalenz zu timed automata‘ offensichtlich. Fiir
Yua-Automaten werden wir nachweisen, daf} sie zu CSHS mit sogenannten .single
integrator tests dquivalent sind (Abschnitt 3.5). Das Modell des Uhrenautomaten
mit Haltemoglichkeit ist durch den in [éer92] eingefithrten Begriff des ,parallel timer
process with memory cells’ motiviert.

Durch das Hauptergebnis des ersten Teils, des Charakterisierungssatzes, werden
wir dann in die Lage versetzt, eine logische Beschreibung des Verhaltens der drei
Automatenmodelle zu geben (Abschnitt 3.7).

Wir beginnen mit der Einfithrung des Modells des zeitlichen Verhaltens, das dieser
Arbeit zugrunde liegt.
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Abbildung 3.1: Graphische Illustration des Begriffes ,Intervallwort

3.1 Intervallworter

Wir spezialisieren uns im gesamten Kapitel auf die Wertemenge P der positiven reellen
Zahlen.

Jeder P-Buchstabe hat definitionsgeméf die Gestalt (a,w), wobei a ein Element
des Alphabets und w eine positive reelle Zahl ist. Ein P-Buchstabe wird im folgenden
als ein Ereignis interpretiert. Dabei verstehen wir den Namen des Buchstabens als
den FEreignistyp und den Wert als die zeitliche Dauer des Ereignisses.

In diesem Sinne wird ein P-Wort v = (g, w) als eine Folge von Ereignissen interpre-
tiert, die zeitlich direkt aufeinander folgen, mit ag, a1, as, ... fortlaufend bezeichnet
sind und deren Dauern der Folge wq, wy, wy, ... entnommen werden kénnen. Nehmen
wir an, daf} das erste Ereignis zum Zeitpunkt Wy = 0 beginnt, so beginnt das zweite
Ereignis zum Zeitpunkt W; = wq, wéhrend das erste Ereignis zu diesem Zeitpunkt
aufthért. Das zweite Ereignis wiederum endet am Zeitpunkt Wy = wy + wy und das
dritte Ereignis beginnt zu diesem Zeitpunkt, usw. Die Situation ist in Abbildung 3.1
illustriert.

Generell wird Wy = 0 und W,y = W; + w; fiir jedes ¢ < |u| gesetzt. Jeder
dieser Werte wird beobachtbarer Zeitpunkt oder auch Moment von u genannt. Die
zugehorigen Indizes heiflen Positionen (im Gegensatz zu Stellen).

Die Gesamtdauer eines P-Wortes v = (a,w) ist die Summe der Dauern aller
Einzelereignisse (a;, w;) und wird mit ||u|| bezeichnet: Ist u endlich von der Lange m,
so ist ||u]| = Wiy1; ist w unendlich, so ist ||u|| = lim;_., W;.

3.1.1 Definition (Intervallwort) Ein [Intervallwort ist ein P-Wort. Ein unendli-
ches P-Wort, dessen Gesamtdauer unendlich ist, wird als unbeschrinktes Intervallwort
bezeichnet.

Mit anderen Worten, ein unbeschréanktes Intervallwort hat die Eigenschaft, daf
in jedes beschrankte Intervall der positiven reellen Achse jeweils nur endlich viele
Momente fallen. Denkt man an die Modellierung von realen Systemen, so wiirde ein
beschranktes unendliches Intervallwort ein chaotisches Verhalten widerspiegeln.
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Offenbar ist die Zuordnung zwischen Intervallwortern und Paaren (a, W) aus ei-
ner Folge a von Buchstaben und einer gleich langen, streng monoton steigenden Folge
W mit Wy = 0 eineindeutig und umkehrbar. Eingeschrankt auf unbeschrankte In-
tervallworter liefert sie eine Korrespondenz zu den Paaren, bei denen die Folge W
zusdtzlich divergent ist. Die Gesamtheit dieser Paare bildet entsprechend der Termi-
nologie in [AD90] die Menge der ,timed words* iiber dem Alphabet A.! Damit sind
beide Begriffe, ,unbeschrianktes Intervallwort® und timed word®, gleichwertig und Fr-
gebnisse der vorliegenden Arbeit und Ergebnisse aus [AD90] und Folgearbeiten wer-
den vergleich- und aufeinander iibertragbar. So kann und wird im folgenden eine
Janguage of timed words® im Sinne von [AD90] mit einer Sprache unbeschrankter
Intervallworter identifiziert und umgekehrt.

An dieser Stelle ist eine weitere Anmerkung hinsichtlich der Angemessenheit des
benutzten Modells zeitlichen Verhaltens, des ,Intervallwortes®, angebracht. Zuweilen
(z.B. in [AFHO91], [ACHH93] oder in [ACH93]) werden Folgen von gefarbten, end-
lichen reellen Intervallen zur Beschreibung eines Freignisverlaufs verwendet. Dabei
tibernimmt die Farbung die Rolle des Ereignistyps und das endliche reelle Intervall
die Beschreibung seiner zeitlichen Ausdehnung. Benutzt man aber Intervalle (und
nicht einfach nur Dauerangaben), so ist man gezwungen, auch iiber Intervallrander
zu sprechen: Ist ein Intervall rechtsoffen, so kann das darauffolgende Intervall nur
linksabgeschlossen sein, damit nicht ein Zeitpunkt verloren geht; ist umgekehrt ein
Intervall rechtsabgeschlossen, so muf} das nachfolgende Intervall linksoffen sein, damit
kein Zeitpunkt doppelt belegt wird.

Dadurch, daf§ wir in unserem Modell keine Zuordnung der beobachtbaren Zeit-
punkte zu Ereignissen vornehmen, vermeiden wir eine derartige Diskussion um Inter-
vallrander und brauchen keine entsprechenden Konsistenzforderungen aufzustellen.
Das heifit nicht, dal die hier vorgestellte Modellierung durch Intervallworter soweit
abstrahierte, dafl die aus der Literatur bekannte Modellbildung nicht mehr im einzel-
nen nachahmbar wéare. Es bleibt dem ,Benutzer® iiberlassen, eine geeignete Kodie-
rung bzw. Interpretation vorzunehmen. So kann man z. B. das gegebene Alphabet A
durch das kartesische Produkt 2 x A x 2 ersetzen und erste und letzte Komponente
eines komplexen Buchstabens des neuen Alphabets jeweils als ,offen® bzw. ,geschlos-
sen® interpretieren und die zweite Komponente wie gewohnt als Freignistyp. Dann
muf} nur noch dafiir Sorge getragen werden, dafl die Betrachtungen auf solche Inter-
vallworter beschrankt werden, die den entsprechenden Konsistenzbedingungen an die
Intervallrdnder geniigen. Das ist weiter nicht problematisch, da Forderungen dieser
Art lokaler Natur sind und nicht auf die Dauern Bezug nehmen und damit allein
durch Zustédnde (in einem Automaten) kontrolliert werden konnen.

!Das in [AD90] benutzte Modell der timed state sequence’ oder timed observation sequence’
wird auch in vielen anderen Arbeiten (u.a. schon in [KVdR83] und in [Lew90]) verwendet, allerdings
unter anderen Namen, wie z. B. jexecution’ oder timed path®. Vgl. auch die Bemerkungen in der
Einleitung.
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Formal wird dies in der folgenden Bemerkung festgehalten.

3.1.2 Bemerkung Die Sprache aller Intervallwérter ((z, a, j),w) iiber dem Alphabet
2 x A x 2, die der Bedingung j, +¢,41 = 1 fiir alle n mit n + 1 < |u| gentigen, ist das
P-Urbild einer regularen Sprache diskreter Worter.

In [AFH91] werden sogar Freignisse der Dauer 0, sogenannte (transient states‘,
zugelassen. Da keine zwei solcher Ereignisse aufgrund der Konsistenzbedingungen
aufeinander folgen konnen (das Intervall eines transienten Zustands ist beidseitig ge-
schlossen!), kann man durch eine leichte Modifikation der oben beschriebenen Kodie-
rung auch diesen Aspekt modellieren.

SchlieBlich werden wie z. B. in [ACHH93] in manchen Arbeiten auch Verhaltensmo-
delle mit unendlicher Dauer, aber einer endlichen Anzahl von Ereignissen in Betracht
gezogen, indem fiir das letzte Ereignis eine unendliche Dauer zugelassen wird. Dies
1Bt sich im Rahmen des hier benutzten Begriffsapparates durch einen Ubergang zu
P -bewerteten Wortern modellieren.

3.2 Uhrenautomaten

In diesem Abschnitt entwickeln wir in der Terminologie der ¥-Automaten das Au-
tomatenmodell, das von Alur und Dill als timed automaton‘ in [AD90] eingefiihrt
wurde und das Paradebeispiel fiir einen Abstandsautomaten ist. Wir wollen diesem
Modell den anschaulichen Namen ,Uhrenautomat® geben.

Wir beginnen mit der Definition der Berechnungsstruktur ¥y, .

Der Speicherbereich von Yy, ist die Menge Py der nichtnegativen reellen Zahlen
und Null das einzige Anfangselement.

Als Testpréadikate werden Teilmengen von Py benutzt, die durch eine Kombination
aus einer der Vergleichsrelationen <, <, >, >, =, # und einer natiirlichen Zahl
beschrieben werden, die auch Vergleichswert genannt wird. So steht z. B. < 4 fiir das
reelle Intervall [0,4), wahrend # 3 fiir [0,3) U (3, o) steht. Die Menge der Teilmengen
von Py, die auf diese Weise zustande kommen, werde mit 7 bezeichnet.

Die Menge der Schrittfunktionen von Xy, ist einelementig. Sie enthdlt nur die

Additionsfunktion add: Py x P — Py mit add(z,y) = = + v.

3.2.1 Definition (Berechnungsstruktur fiir Uhrenautomaten) Die Berech-
nungsstruktur Yy, ist definiert durch:

Yua = (Po,{0},{add}, 7).

Ist A = (Q,R,(s,0),A, F) ein Yys-Automat, so sind in ihm offensichtlich eini-
ge Angaben tberfliissig. Da Yya nur ein Anfangselement, ndmlich Null, besitzt, ist
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o identisch Null. Aulerdem gibt es in Xy nur eine Schrittfunktion, so dafl bei fe-
stem Registersatz nur eine Fortschreibung moglich ist. Schlieilich kommt bei jeder
Riicksetzung nur ein Wert in Frage, auf den zuriickgesetzt werden kann.

Das fiithrt uns zu der folgenden vereinfachenden Definition:

3.2.2 Definition (Uhrenautomat) Ein Uhrenautomat 2 ist ein Quintupel
Ql = (Q?R7S7A7F)7

bei dem (), R und F' wie bei einem Yya-Automaten sind, s € () Anfangszustand
genannt wird und A aus Transitionen der Form (¢, a, ¢, (,¢") besteht. Er wird mit
dem XYya-Automaten (Q, R, (s,0), A", F) identifiziert, fiir dessen Anfangsbelegung
o(r) = 0 fir alle r € R gilt und dessen Transitionsrelation A’ fiir jede Transition
(¢,a,0,(,q") aus A die Transition (q, a, 8, ¢,(,q¢’) enthilt, wobei §(r) = add fiir jedes
r € R gewdhlt wird.

Sinngemafl mogen die Begriffe deterministischer Uhrenautomat, Uhrenautomat mit
einfachen Transitionen und Uhrenautomat mit kombinierten Transitionen verstanden
werden.

Eine Sprache von Intervallwortern wird whrenerkennbar genannt, wenn sie von
einem Uhrenautomaten erkannt wird. Die Klasse aller uhrenerkennbaren Sprachen
wird mit NTL (,non-deterministic timed languages‘) bezeichnet.

Mit dem Begriff ,Uhrenautomat® hat es folgende Bewandnis: Legt man fir P-
Woérter die ,Ereignis-Dauer®-Interpretation zugrunde, wie wir sie im letzten Ab-
schnitt kennengelernt haben, so kann man jedes Register eines Xya-Automaten als ei-
ne (Stopp-)Uhr auffassen, die jeweils um die Dauer des aktuellen Ereignisses vorlauft,
die auf 0 zuriickgesetzt und mit natiirlichen Zahlen verglichen werden kann. Deshalb
werden wir auch in Zukunft von Registern in Uhrenautomaten als Uhren sprechen.
Dementsprechend werden Registerbelegungen auch als Uhrenstinde bezeichnet.

Bevor wir zum ersten konkreten Beispiel eines Register- bzw. Uhrenautomaten
kommen, wollen wir uns auf die Art der graphischen Darstellung einigen. Dazu ein

Finschub:

Die graphische Darstellung von Register- und Uhrenautomaten.  Grund-
satzlich ist zu bemerken, daf fiir die graphische Darstellung von ¥-Automaten im all-
gemeinen und Uhrenautomaten im speziellen die bekannten Darstellungen von endli-

chen diskreten Automaten (siehe [HU79]) Vorbild sind.?

2Damit folgen wir hier der Mehrheit der Arbeiten, die sich mit Uhrenautomaten und dhnlichen
Systemen beschaftigen. Es sollte jedoch erwihnt werden, daf3 gerade bei der Darstellung von hybriden
Automaten auch der modulare Darstellungsformalismus der statecharts benutzt wird [PK92], der
urspriinglich fiir diskrete endliche Automaten eingefiihrt wurde [Har87]. Die fiir csHs in [KPSY93]
benutzte Darstellungsform wird in Abschnitt 3.5 eingefiihrt.
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Ein Zustand ¢ wird durch einen mit ¢ beschrifteten Kreis oder ein mit ¢ beschrif-

tetes Oval
O, )

dargestellt, eine Transition mit Quellzustand ¢ und Zielzustand ¢’ durch einen be-
schrifteten Pfeil zwischen den Zustdnden:

©

Um die Beschriftung o des Pfeils beschreiben zu kénnen, nehmen wir an, dal R =
{ro,...,rm-1} die Registermenge des Automaten und (¢, a,0,,(,q’") die darzustel-

lende Transition sei. Weiterhin wollen wir annehmen, daf} die Riicksetzung ¢ durch
¢ =A{(rig,do), ..., (ri._;,di._,)} gegeben sei. Dann ergibt sich die Beschriftung o wie
folgt:

a = a:ref(ro),...,rm_10(rm-1); @75 riy — doy ... i, — di_, .

Wird anstelle des Buchstabens a der Groflbuchstabe A geschrieben, dann vertritt
er alle Buchstaben des Alphabets, d.h., es gibt dann fiir jeden Buchstaben des Al-
phabets eine Transition mit dem gleichen Quellzustand, dem gleichen Zielzustand,
der angegebenen Fortschreibung, dem angegebenen Registertest und der angegebe-
nen Riicksetzung.

Die Beschriftung fiir eine kombinierte Transition (im Sinne der Erlduterung am
Ende von Abschnitt 1.5) ergibt sich in natiirlicher Weise.

Aus Platzgriinden wird die Beschriftung eines Pfeils zuweilen auf den Platz ober-
halb und unterhalb der Linie verteilt.

Endzustédnde sind durch doppelte Kreise markiert:

wahrend auf den Anfgangszustand ein Pfeil ohne Quelle zeigt, der mit einer der An-
fangsbelegung entsprechenden Riicksetzung versehen ist:

g < do,...,rm_l — dm—l

>
-

Hat die Berechnungsstruktur nur ein Anfangselement, wie im Falle der Uhrenauto-
maten, so kann die Angabe der Anfangsbelegung entfallen. O
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Arr=1
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Abbildung 3.2: Ein Uhrenautomat, der die Menge aller unbeschréankten Inter-
vallworter erkennt

Wir fahren mit der Untersuchung von Uhrenautomaten fort und wenden uns einem
ersten Beispiel zu. Es sei vorher noch angemerkt, daff die Anwendung der Schrittfunk-
tion add auf ein Register r bei der graphischen Darstellung von Uhrenautomaten in
der Form r = 1 notiert wird, was seinen Grund darin hat, daf} die partielle Ableitung
von add nach der zweiten Komponente die konstante Funktion Eins ist: %Z(f’y) =1.
3.2.3 Beispiel Formal beschreibt man den Automaten aus Abbildung 3.2 durch das
Quintupel ({0,1},{r},0,A,{1}) mit

A = {(0,a,0)|ae AU{(0,a,r>1,{(r0)},1)|a€ A} U{(1,0)}.

Man beachte, dafl hier von kombinierten Transitionen Gebrauch gemacht wird.

Offensichtlich erkennt dieser Automat, als Biichi-Automat aufgefafit, die Menge
aller unbeschrankten Intervallworter iiber dem gegebenen Alphabet A. Einen dquiva-
lenten deterministischen Biichi-Automaten erhédlt man, indem man die Schleife mit
dem Test r < 1 versieht und aus der unteren Transition eine normale Transition
macht. Fin dquivalenter deterministischer Muller-Uhrenautomat ist in Abbildung 3.3
zu sehen.

Aus diesem Beispiel geht hervor, dafl die Menge aller unbeschrankten Intervallwor-
ter deterministisch uhrenerkennbar ist. Daraus folgt unter Einbeziehung der Ab-
schluleigenschaften der Klasse der Yy, -erkennbaren Sprachen:

3.2.4 Bemerkung Ist 2 ein Biichi-Uhrenautomat oder ein deterministischer Muller-
Uhrenautomat, so ist die Sprache der von ihm akzeptierten unbeschrankten Inter-
vallworter uhrenerkennbar bzw. deterministisch uhrenerkennbar.

Eine Sprache unbeschrankter Intervallworter ist also schon dann uhrenerkennbar,
wenn es eine uhrenerkennbare Sprache unendlicher Intervallworter gibt, deren unbe-
schrankter Anteil mit der vorgegebenen Sprache iibereinstimmt.
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Abbildung 3.3: Ein deterministischer Uhrenautomat, der die Menge aller unbeschrank-
ten Intervallworter erkennt

Die beiden Hakchen an den Zustdnden sollen andeuten, dafi beide Zustinde zu ein und derselben
Endzustandsmenge gehéren. D.h., das System der Endzustandsmengen soll hier {{0, 1}} sein.

Der in [AD90] definierte Begriff des ,timed Biichi automaton® stimmt mit dem Be-
griff des Biichi-Uhrenautomaten iiberein, jedoch wird jeder .timed Biichi automaton’
in [AD90] iiber unbeschrankten Intervallwortern interpretiert. Wegen 3.2.4 kénnen
wir demnach schlieflen:

3.2.5 Satz (timed automata) Fine Sprache von unbeschrinkten Intervallwortern
ist genau dann uhrenerkennbar, wenn sie im Sinne von [AD90] von einem timed
Biichi automaton® erkannt wird, d. h., wenn sie im Sinne von [AD] eine timed regular
language® ist.

Damit ist eine Unterscheidung zwischen von Uhrenautomaten und von timed
Biichi automata® erkannten Sprachen hinféllig; im weiteren Verlauf der Arbeit wird
deshalb nur noch von uhrenerkennbaren Sprachen die Rede sein.

Wir wollen uns noch eine weitere Beispielsprache ansehen.

3.2.6 Beispiel Derin Abbildung 3.4 dargestellte Uhrenautomat erkennt die Sprache
aller Intervallworter, die ausschliefllich aus Freignissen der Dauer Fins bestehen.

Hier wird das Akzeptieren, da es nur einen einzigen Zustand gibt und dieser auch
Endzustand ist, nicht direkt durch die Akzeptierbedingung abgefangen, sondern da-
durch, daf} es iiberhaupt eine Berechnung gibt.

3.3 Uhrenautomaten mit Haltemoglichkeit

Durch Uhren, wie wir sie im letzten Abschnitt kennengelernt haben, kann man le-
diglich den zeitlichen Abstand zweier Momente bestimmen. Dariiberhinaus ist man
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Abbildung 3.4: Ein Uhrenautomat, der die Intervallworter erkennt, die aus Ereignissen
mit Finheitsdauer bestehen

manchmal aber auch daran interessiert, die Gesamtdauer einer Reihe von Ereignissen
zu bestimmen, die nicht unmittelbar aufeinander folgen. Dazu miifite man Uhren an-
halten und spater weiterlaufen lassen kénnen. Das soll in diesem Abschnitt modelliert
werden.

Die Idee von Uhren, die zwischenzeitlich angehalten werden diirfen, verfolgt auch
Karlis Cerans in seiner Arbeit [éer92], wo er von ,parallel timer processes with memory
cells® spricht. Die ;memory cells® sind dort die Uhren, die man anhalten kann.

Zu Beginn dieses Kapitels hatten wir eine Unterscheidung zwischen einfachen Ab-
standsautomaten und komplizierten hybriden Automaten getroffen. Die Automaten,
die wir im folgenden vorstellen werden, sind zwischen diesen beiden Modellen anzu-

siedeln.
Es sei id: Py x P — Py mit id(x,y) = « die identische Schrittfunktion.

3.3.1 Definition (Berechnungsstruktur fiir Uhrenautomaten mit Halte-
moglichkeit) Die Berechnungsstruktur Yyax ist definiert durch:

Suas = (Po, {0}, {add,id}, 7).

Wie im vorigen Abschnitt bei Uhrenautomaten ist die Angabe der Anfangsbele-
gung tberfliissig. Jedoch gibt es im allgemeinen mehrere Méglichkeiten, eine Fort-
schreibung zu bilden.

3.3.2 Definition (Uhrenautomat mit Haltemoglichkeit)  Ein Uhrenautomat
mit Haltemdoglichkeit ist ein Quintupel

Ql = (Q?R7S7A7F)7

bei dem ), R, A und F' wie bei einem Yya+-Automaten sind und s € () Anfangszu-
stand genannt wird. Er wird mit dem Yys«-Automaten (@, R, (s,0), A, F') identifi-
ziert, fiir dessen Anfangsbelegung o(r) = 0 fiir alle r € R gilt.

Die Klasse aller durch Uhrenautomaten mit Haltemoglichkeit erkennbaren Spra-
chen wird mit NTL* bezeichnet.
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Bei der graphischen Darstellung von Uhrenautomaten mit Haltemé&glichkeit steht
r = 1 wieder fiir die Anwendung der Schrittfunktion add. In diesem Sinne koénn-
ten wir die Anwendung der Funktion id auf das Register r als ¥ = 0 notieren. Der
Einfachheit halber vereinbaren wir aber, daf§ id immer dann angewendet wird, wenn
keine Schrittfunktion angegeben ist. (Beachte, dafl diese Vereinbarung auch mit der
Semantik der e-Transitionen nicht in Konflikt geréat.)

Um die Funktionsweise von Uhrenautomaten mit Haltemoglichkeit zu verstehen,
wollen wir uns an einem Beispiel iiberlegen, wie die Menge der echten Teiler von Eins
durch einen Uhrenautomaten mit Haltemoglichkeit erkannt werden kann. Es ist eine
unare Sprache L endlicher Intervallwérter gesucht, die durch einen Uhrenautomaten
mit Halteméoglichkeit erkannt wird und die folgende Figenschaft besitzt:

(*) Fiir jedes n > 1 gibt es ein Wort w in L, das mit L beginnt, d.h., fiir das
wy = % gilt. Und falls w zu L gehort, so soll es eine natiirliche Zahl n mit
n > 1 geben, so daf} wy = % gilt.

3.3.3 Beispiel (Teiler von Eins) Sei n > 1 und § = X. Wir betrachten das unire
Wort u,,, das die Gestalt u,, = vgvy...v,_1 hat, wobel vg = é und v,_; = 6,1 — 6 sind
und zuséatzlich

v; = 6,10, (n—1—1)6,0,16,(n—1i—1)6

fiir jedes 2 mit 0 < ¢ <n —1 gilt.

Dann erfiillt die Sprache {u, | n > 1} die Bedingung (*). Auerdem wird sie von
dem in Abbildung 3.5 dargestellten Uhrenautomaten mit Haltemoglichkeit erkannt,
was wir kurz erlautern wollen.

Die Transition von 0 nach 1 liest vy, die beiden Transitionen zwischen 1 und 8
lesen v,_1. Jedes Wort v; mit 0 < ¢ < n — 1 wird durch die grofie Schleife (von 1
nach 1) gelesen.

Der Automat ist derart konstruiert, daff in Zustand 1 alle Register bis auf ry und
s auf Null stehen. Das Register ry enthédlt dann 6 und sq den Wert 6, wenn bislang
vg...v;—1 gelesen wurde. Nach dem Durchlaufen des rechten Astes enthilt ro den
Wert ¢ und sy den Wert (i 4 1)6. Beide werden im linken Ast wieder in die Register
ro und sg kopiert.

3.4 Hybride Automaten

Allgemein versteht man unter einem hybriden System ein zeitabhingiges System,
dessen Beschreibungsgrofien reelle Wert annehmen und sich — abgesehen von iso-
lierten Sprungstellen — kontinuierlich mit der Zeit d&ndern, was oft durch Angabe
entsprechender Differentialgleichungen beschrieben wird.
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a: 19=1
50:1
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{rs =6 ANsy = (1 4+ 1)6 A ,die iibrigen Register sind 0“}
Abbildung 3.5: Ein Uhrenautomat mit Haltemoglichkeit, der die Menge der , Teiler

von Fins“ erkennt

Die exakte Beschreibung der von dem Automaten erkannten Sprache und eine Erlduterung seiner
Funktionsweise sind in 3.3.3 zu finden.
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Bei einfachen Modellen hybrider Systeme beschriankt man sich auf konstante Dif-
ferentialgleichungen, d. h., die Groflen dndern sich linear mit der Zeit. Eine weitere
Einschrankung auf ganzzahlige (oder rationale) Steigungsverhéltnisse fithrt zu hybri-
den Automaten, wie sie z. B. in [KPSY93] und [ACHH93] zu finden sind.

Fiir die Entwicklung eines Modells fiir hybride Systeme im Rahmen des Konzeptes
der ¥-Automaten definieren wir eine neue Berechnungsstruktur, die die Bezeichnung
ZHA erhalt.

Der Speicherbereich von ¥pa sind die reellen Zahlen R, das einzige Anfangsele-
ment ist Null. Als Testpradikate sind die reellen Intervalle (also die Teilmengen von R)
zugelassen, die sich wie in Abschnitt 3.2 als ~ d schreiben lassen, wobei hier allerdings
fiir d alle ganzen Zahlen eingesetzt werden diirfen. Die Menge dieser Testpradikate
werde mit J bezeichnet. Fiir jedes k € Z ist die Funktion add; mit add(x,y) = «+ky
eine Schrittfunktion von Xgy.

3.4.1 Definition (Berechnungsstruktur fiir hybride Automaten) Die Be-
rechnungsstruktur Yy, ist gegeben durch:

ZHA = (Po,{O},{addk | k - Z},j) .

Wie bei Uhrenautomaten (mit oder ohne Haltemoglichkeit) ist die Angabe der
Anfangsbelegung nicht notwendig.

3.4.2 Definition (hybrider Automat) Ein hybrider Automat ist ein Quintupel
Ql = (Q?R7S7A7F)7

bei dem ), R, A und I wie bei einem Y -Automaten sind und s € Q) Anfangszustand
genannt wird. Er wird mit dem YXpa-Automaten (@, R, (s,0), A, F) identifiziert, fiir
dessen Anfangsbelegung o(r) = 0 fiir alle r € R gilt.

Die Klasse aller durch hybride Automaten erkannten Sprachen wird mit NHL
(,non-deterministic hybrid languages) bezeichnet.

Bei der graphischen Darstellung von hybriden Automaten wird die Anwendung
einer Schrittfunktion add; auf ein Register » im Einklang mit den Schreibweisen aus
den beiden vorangehenden Abschnitten durch r = k notiert.

3.4.3 Beispiel Der in Abbildung 3.6 dargestellte hybride Automat erkennt die Spra-
che {(a,1)"(b,1)" | n > 0}, deren diskrete Projektion die kontextfreie, nicht regulare
Sprache {a"b" | n > 0} ist.

Im néchsten Abschnitt soll nun gezeigt werden, wie sich das hier vorgestellte Mo-

dell eines hybriden Automaten zu dem Modell aus [KPSY93] verhdlt. Wir werden
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arr=t=1;t=12;t+«0

arr=1=1 bir=—1,1t=1
© -0 -©

t=17t«0 t=1Ar=07

bir=—1,t=1;t=17t 0

Abbildung 3.6: Ein hybrider Automat, der eine Sprache erkennt, deren diskrete Pro-
jektion nicht regulér ist

Der dargestellte hybride Automat erkennt die Sprache {(a, 1)”(b,1)” | n > 0}, deren diskrete Pro-
jektion die kontextfreie, aber nicht reguldre Sprache {a™b” | n > 0} ist.

zeigen koénnen, dafl beide Modelle im wesentlichen — was noch genau erlautert wird
— gleichwertig sind.

Bevor wir dazu iibergehen, soll noch bemerkt werden, daf} ein anderes ,,einfaches®
Modell hybrider Systeme, das Modell des fault-tolerant hybrid automaton‘, fiir das
in [Ho93] ein semientscheidbares Verifikationsverfahren vorgestellt wurde, dagegen
nicht durch das Konzept des ¥-Automaten zu fassen ist. Selbst dann nicht, wenn
man zu anderen Berechnungsstrukturen tibergeht. Wesentliches Merkmal der von Ho
beschriebenen Systeme ist ndmlich ein Nichtdeterminismus in der Auswahl der Fort-
schreibung, die entlang einer Transition aus unendlich — sogar iiberabzdhlbar —
vielen getroffen werden kann. Die Klasse der Funktionen, aus denen ausgewahlt wer-
den kann, wird jeweils implizit durch die Angabe einer Differential(un)gleichung, etwa
in der Form 0.9 < & < 1, beschrieben, so daf} die Systeme selbst effektiv darstellbar
sind.

3.5 ,Constant slope hybrid systems®

Das in [KPSY93] vorgestellte Modell des ,constant slope hybrid system‘ (¢SHS) weicht
in seiner formalen Definition stark von dem hier vorgestellten Modell des hybriden
Automaten ab. Unter anderem liegt dies daran, dafl Ereignisse nicht von Transitionen
gelesen werden, sondern geschehen, wéhrend sich der Automat in einem Zustand
befindet. Transitionen werden dagegen in einem CSHS nur in den Momenten, die
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zwischen zwei Ereignissen liegen, durchschritten. Wir geben eine Definition von CSHS
in der bislang fiir Registerautomaten entwickelten Terminologie.

CSHS werden nur iiber endlichen Zustandsverlaufen interpretiert. Deshalb betrach-
ten wir in diesem Abschnitt ausschlieilich endliche Intervallwérter und Rabin-Scott-
Automaten. Bei diesen gehen wir o. B. d. A. davon aus, daf in den Anfangszustand kei-
ne Transition hineinfithrt und aus den Endzustdnden keine Transitionen heraustiihren.
Ein Zustand, der weder Anfangs- noch Endzustand ist, wird innerer Zustand genannt.
Eine Schleife ist eine Transition mit gleichem Quell- wie Zielzustand.

3.5.1 Definition (Berechnungsstruktur fiir csus) Die Berechnungsstruktur
Yesus 18t gegeben durch:

Seqs = (R, Z, {addy | k € Z},7).

3.5.2 Definition (CcsHS) Fin CSHS ist ein Ycgys-Automat mit kombinierten Transi-
tionen und folgenden Eigenschaften:

1) Jede Transition ist eine kombinierte e-Transition der Gestalt (¢, ¢, (,¢’), wobei
¢ ein Registertest und ( eine Riicksetzung ist, oder eine Ereignistransition.

2) Von jedem inneren Zustand geht genau eine Ereignistransition aus, und jede
Ereignistransition ist eine Schleife.

3) Registertests haben die Form
GOT0—|— —|—Cl5_1T5_1 ~ d, (31)

wenn {rg,...,rs_1} die Registermenge ist und wobei aq, ..., a;_1 ganze Zahlen
sind. Sie werden als lineare Tests bezeichnet und mit der natiirlichen Seman-
tik versehen. (Beachte, dafi diese Tests in eigentlichen Ycgus-Automaten nicht
erlaubt sind.)

AuBlerdem wird die folgende semantische Forderung gestellt:

4) In jeder Berechnung darf keine Schleife, die aus einer Ereignistransition gebildet
wird, zweimal hinereinander durchlaufen werden.

Ein Test wie in (3.1) heifit einfach®, wenn es ein i mit i < s gibt, so daB a; = 1 und
a; = 0 fir jedes j mit ¢ # 7 gilt, d. h., wenn er von der Form r; ~ d ist. Einfache Tests
sind also Ycgys-Registertests im iiblichen Sinne.

3In der Sprechweise von [KPSY93] handelt es sich um sogenannte single integrator tests‘.
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Bedingung 4) ist wesentlich. Durch sie wird die Menge der in Frage kommenden
Berechnungen eingeschrankt. Die Menge der Berechnungen eines ¥cqus-Rabin-Scott-
Automaten, der den Bedingungen 1) bis 3) geniigt, ist im allgemeinen echt grofier
als die Menge der Berechnungen, die der gleiche Automat erkennt, wenn er als CSHS
interpretiert wird.

Bei der graphischen Darstellung von ¢SHS wird die Beschriftung der jeweils ein-
deutigen Schleife, die an jedem inneren Zustand angebracht ist, in den Zustand ge-
schrieben. Anfangs- und Endzustdnde sind kleine, schwarz ausgefiillte Kreise.

3.5.3 Beispiel (Gasbrenner) Wir wollen das schon in [CHR91] vorkommende Bei-
spiel des Gasbrenners betrachten, das auch in [KPSY93] zu finden ist.

Man stelle sich einen Gasbrenner vor, der entweder kein Gas ausstromen 1a3t oder
aber leck ist. Eine solche lecke Phase soll héchstens eine Zeiteinheit andauern und
nach einer solchen Phase soll frithestens 30 Zeiteinheiten spéter erneut eine solche
Phase beginnen.

Als sicher wird der Gasbrenner erachtet, wenn er zu jedem Zeitpunkt hochstens
fiinf Prozent der Zeit, die seit dem Beginn des Beobachtungszeitraums vergangen ist,
in der lecken Phase verbracht hat, sofern der betrachtete Zeitpunkt mindestens 60
Zeiteinheiten vom Beginn der Zeitrechnung entfernt ist.*

Das in Abbildung 3.7 dargestellte ¢SHS soll den Gasbrenner modellieren. Das
System erkennt alle Phasenverldufe, die in einem unsicheren Zustand enden.

Nun wollen wir den Zusammenhang zwischen ¢SHS und hybriden Automaten un-
tersuchen.

Zuerst tiberlegen wir uns, dafl die vergroflerte Menge von Anfangselementen, die
in CSHS zugelassen sind, nicht notwendig ist.

3.5.4 Lemma Jedes CSHS kann effektiv in ein dquivalentes CSHS umgewandelt wer-
den, in dem nur noch Null als Riicksetzwert auftritt. Sind die in einem gegebenen
CSHS auftretenden Registertests einfach, so auch in dem konstruierten.

Beweis. Anstelle einer Riicksetzung auf den Wert d fithrt man eine Riicksetzung
auf Null durch, merkt sich den Wert d in der endlichen Kontrolle und bei einem
nachfolgenden Registertest verrechnet man den Wert richtig.

Formal ersetze man den Zustandsraum () eines gegebenen ¢sHS durch das kar-
tesische Produkt @ x M%, wobei M die Menge der ganzen Zahlen sei, die in den
Riicksetzungen und der Anfangsbelegung des Automaten vorkommen, und R fiir die
Registermenge stehe. Dann nehme man fiir jede Ereignsitransition (¢, a, 8, ¢) und fiir

4In [CHRY1] werden beliebige Teilintervalle des Beobachtungszeitraums, die mindestens die Linge
60 haben, betrachtet. Wir behandeln hier die einfachere Bedingung, die auch dem in [KPSY93]
beschriebenen CSHS zugrunde liegt.
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Abbildung 3.7: Ein ¢SHS zur Modellierung des Gasbrenners

In zp wird die Systemzeit gemessen. Das Register z; enthélt die Gesamtzeit, die das System im
Zustand ,leck® verbracht hat, wihrend zz jeweils mifit, wie lange sich das System schon in seinem
aktuellen Zustand befindet.
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jede Funktion f: R — M die Ereignistransition ((q, f),a,,(q, f)) in die Transitions-
tabelle des neuen Automaten auf. Fiir jede kombinierte e-Transition (¢, ¢, (,¢’) und
jede Funktion f: R — M gehore die Transition ((q, f),¢’, (', (¢, f()) zu der neuen

Transitionsrelation, wobei (' durch

O = 0, falls ((r) definiert ist, fie r € R,

undefiniert, sonst,
definiert und ¢’ von der Gestalt

apro+ ...+ as_1rs—1 ~d+ f(ro) + ... f(rs—1)

sei, wenn ¢ die Form (3.1) hat. (Man beachte, daff die Elemente aus M % auch als Re-
gisterbelegungen aufgefafit werden kénnen und der Ausdruck f( deshalb wohldefiniert
ist.)

Ist (s,0) die Anfangskonfiguration des ¥-Automaten, so sei ((s,0),{(r,0) | r €
R}) die Anfangskonfiguration des neuen Automaten. Die Endzustandsmenge des neu-

en Automaten sei /' x M, wenn F' die Endzustandsmenge des gegebenen Automaten
ist. |

Die gleiche Konstruktion ist auch bei herkémmlichen ¥g5- Automaten erfolgreich:

3.5.5 Bemerkung Jeder ¥ gs-Automat kann effektiv in einen dquivalenten hybri-
den Automaten umgewandelt werden.

Nun zeigen wir, dafl cSHS mit einfachen Tests und hybride Automaten gleichwertig
sind.

3.5.6 Lemma Jeder hybride Automat lifit sich effektiv in ein dquivalentes CSHS um-
wandeln, in dem nur einfache Tests auftreten. Und umgekehrt lifit sich jedes CSHS
mit einfachen Tests effektiv in einen hybriden Automaten umwandeln.

Beweis. (=) O.E. nehmen wir an, daf ein hybrider Automat mit einfachen Transi-
tionen gegeben ist.

Da jede Konjunktion von Registertests durch Hintereinanderausfithren realisiert
und jede Disjunktion durch Nichtdeterminismus aufgebrochen werden kann, kénnen
wir iberdies davon ausgehen, daf jeder Registertest atomar oder die Negation eines
atomaren Registertests ist. (Dies gilt allgemein fiir ¥-Automaten mit einfachen Tran-
sitionen.) Da aber das Komplement (bzgl. R) eines jeden Elementes von J wieder zu
J gehort, kann schlieBllich jeder Registertest als atomar angenommen werden. Und
jeder atomare Registertest ist auch ein einfacher Test.

Eine Testtransition (¢, ¢, ¢’) kann auch als kombinierte e-Transition in der Form
(¢, 6,0,¢") geschrieben werden, genau wie jede Riicksetztransition (¢, (,¢’) trivialer-
weise durch (¢,tt,(, ¢') ersetzt werden kann. Damit ist die Forderung 3.5.2.1) erfiillt.
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Um 3.5.2.2) zu erfiillen, ersetzt man zuerst jede Ereignistransition (¢, a, 8, ¢') durch
drei Transitionen:

(Q7 tt7 Q)v qo)(qov a, 07 qo)(qov tt7 Q)v q/) )

wobel ¢o ein jeweils neuer Stiitzzustand sei. Die Stiitzzustdnde erfiillen Bedingung
3.5.2.2) dann offensichlich. Von den inneren Zustanden des urspriinglichen Automaten
gehen keine Buchstabentransitionen mehr aus. Deshalb wird an diese eine ., Leerschlei-
fe* gelegt, die nicht durchlaufen werden soll. Um dies zu garantieren, wird ein neues
Register r eingefithrt, auf das in Leerschleifen die Schrittfunktion add; angewendet
wird und in allen anderen addy. Dann mufl zum Schlufl nur getestet werden, ob der
Wert von r gleich Null ist, um festzustellen, ob auch keine Leerschleife benutzt wurde.
Dafiir wird jeder Endzustand zu einem inneren Zustand des neuen Automaten und
erhélt eine Leerschleife. Auflerdem wird ein neuer Endzustand eingefiihrt, in den von
den alten Endzustédnden eine kombinierte e-Transition mit Test r = 0 fiihrt.

Damit die semantische Bedingung 3.5.2.4) nicht zu einer Einschrankung fiihrt,
verdoppelt man alle inneren Zustdnde, so dafl ein mehrfaches Durchlaufen der glei-
chen Ereignistransitition durch abwechselndes Durchlaufen zweier Ereignistransitio-
nen simuliert werden kann. D.h., man ersetzt die Schleife (¢, a, 8, ¢) einfach durch die
Transitionen

(¢,a,0,9), (¢'ya,0,4¢"), (¢, tt,0,¢") und (¢',tt,0,¢)

mit einem jeweiligen neuen Zustand ¢'.

(<) Nach 3.5.4 kénnen wir davon ausgehen, dafl in einem gegebenen CSHS nur
Null als Riicksetzwert auftritt. Das mehrfache Durchlaufen einer Ereignistransition
(vgl.3.5.2.4)) kann in der endlichen Kontrolle iiberwacht und verhindert werden. W

3.5.7 Korollar (csHs) Fine Sprache von endlichen Intervallwértern wird genau
dann von einem hybriden Automaten erkannt, wenn sie von einem CSHS mit einfachen

Tests im Sinne von [KPSY93] erkannt wird.

Es stellt sich die Frage, ob ¢sus mit beliebigen linearen Tests ausdrucksstarker als
hybride Automaten sind. Beildufig erwidhnen die Autoren von [KPSY93], dies sei nicht
der Fall. Threr Meinung nach kann man sich ndmlich auf einfache Tests beschrinken

[KPSY93, S.188], was angesichts des folgenden Beispiels fraglich ist.

3.5.8 Beispiel Das in Abbildung 3.8 dargestellte csus erkennt die Sprache aller
unéren endlichen Intervallworter w = wyq . . . wa,_1, die

J
szi +weip = 1 firj <n (3.2)

=0
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y—0

<
<

x4+y=17

Abbildung 3.8: Illustration zu einer Behauptung in [KPSY93]

Das dargestellte ¢sHS erkennt die Sprache aus 3.5.8, die belegen soll, dafi ¢sHS nicht mit einfachen
Tests auskommen kénnen.

erfiillen.

Das informelle Argument, dafl den Autor zu der Vermutung veranlafit, dafl die
angegebene Sprache nicht durch einen hybriden Automaten erkannt werden kann, ist
wie folgt: Die Teilsummen, die auf der linken Seite von (3.2) stehen, kénnen offensicht-
lich nicht auseinander hervorgehen, wenn nicht gerade die Werte von wy;44 gliicklich
ausfallen. Also miifite zur Uberpriifung von (3.2) fiir jedes j < n ein anderes Register
zustandig sein. Es gibt in einem festen Automaten aber nur endlich viele Register.

Der lineare Test 20x; — x7 > 0, der in dem CSHS aus 3.5.3 vorkommt, ist nicht
einfach. Dennoch kann er durch einen einfachen Test ersetzt werden. Man benutzt
ein Register, das standig den Wert 20x; — 27 vorhélt, und testet dieses Register
anstelle des ganzen Ausdrucks. Entscheidend fiir den Erfolg dieser Konstruktion ist
die Tatsache, dafl die in dem Test beteiligten Register 2; und a1 nie zuriickgesetzt
werden.®

Hat man diese Verdnderung durchgetiihrt, so erhédlt man ein ¢SHS mit einfachen
Tests, zu dem es geméaf 3.5.6 einen dquivalenten hybriden Automaten geben miifite.

Ein solcher ist in Abbildung 3.7 zu finden.

3.6 Inklusionsbeziehungen

Da die Berechnungsstruktur ¥ys eine Unterstruktur von ya+ ist, wird jede uhren-
erkennbare Sprache auch von einem Uhrenautomaten mit Haltemd&glichkeit erkannt.
Jeden Uhrenautomaten mit Haltemé&glichkeit kann man aber auch als hybriden Au-
tomaten auffassen, wenn man die Schrittfunktionen id und add mit addg bzw. add;
identifiziert.

Daraus ergeben sich die folgenden Inklusionsverhaltnisse:

3.6.1 Bemerkung FEs gilt
NTL C NTL* € NHL.

Das hier beschriebene Verfahren stammt aus [KPSY93] und soll allgemein anwendbar sein. Wie
man sich leicht iiberzeugt, fithrt es aber in 3.5.8 nicht zum Erfolg.
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Abbildung 3.9: Ein hybrider Automat zur Modellierung des Gasbrenners

Der dargestellte hybride Automat erkennt die gleiche Sprache wie das ¢SHS in Abbildung 3.7. Der
lineare Test 20xz; — zp > 0 ist hier durch zx > 0 ersetzt worden, wobei dafiir gesorgt wird, dal i
jewells den Wert des Ausdrucks 20x; — 7 beinhaltet. Das Register x; selbst ist dann tiberfliissig. In
der Abbildung steht g fiir ,,geschlossen® und 1 fiir ,,leck®.

Es soll bewiesen werden, dafl die Inklusionen echt sind.

Beide Beweise nutzen die Tatsache, dafi die Menge 7 (bzw. J) der verwendeten
Testpradikate eine gewisse ,,Grobheit® besitzt.

Auf Py definieren wir die Aquivalenzrelation =, die zwei Zahlen = und y als dqui-
valent betrachtet, wenn fiir jede natiirliche Zahl & die beiden folgenden Bedingungen
erfiillt sind: * < k gdw. y < k und = > k gdw. y > k. Registerbelegungen p und p’
sind aquivalent, in Zeichen p = p’, wenn p(r) = p'(r) fiir jedes Register r gilt.

Mit diesen Bezeichnungen la8t sich nun die ,Grobheit* der Testpradikate aus-
driicken.

3.6.2 Bemerkung Ist ¢ ein Registertest und sind p und p’ Registerbelegungen mit
p = p, so erfiillt p den Test ¢ genau dann, wenn p’ den Test ¢ erfiillt.

3.6.3 Lemma 1) Es gilt {wowiws | wog+ wy =1} € NTL*\ NTL.

2) Es gilt {wowy | wg = w;} € NHL \ NTL*.

Beweis. 1) Ein Uhrenautomat mit Haltemoglichkeit, der die angegebene Sprache
erkennt, ist Abbildung 3.10 zu entnehmen.
Nehmen wir an, es gibe einen Uhrenautomaten, der die Sprache erkennen wiirde.
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a:r =1 a:r =0 a:r=1;r=17

@ - (D—2 -@ -0

Abbildung 3.10: Ein Uhrenautomat mit Haltemdoglichkeit, der NTL ; NTL* belegt

Dargestellt ist ein Uhrenautomat mit Haltemdoglichkeit, der die Sprache {wowiwy | wo + we = 1}
erkennt, die nicht uhrenerkennbar ist.

Dann wiirde der Automat das Wort 0.2,0.5,0.8 ¢ akzeptieren und es giibe eine akzep-
tierende Berechnung der Form

8o &1 &o
(40, po) (m)(ql, 1) (m)(% p2) (@)(%, p3) .

Wir wollen zeigen, dafl dann durch ¢ auch eine akzeptierende Berechnung fiir das
Wort 0.2,0.5,0.9 gegeben wére.

Um das zu zeigen, nehmen wir weiter an, dal 6 von der Form (¢, a, ¢, (,qs)
ware. Wir betrachten die Registerbelegungen p und p’ mit p(r) = pa(r) + 0.8 und
p'(r) = p(r)+ 0.9. Es wiirde dann p den Test ¢ erfiillen. Fiir jede Uhr r kénnte po(r)
nur die Werte 0, 0.5 und 0.7 annehmen, also p die Werte 0.8, 1.3 und 1.5, entsprechend
p' die Werte 0.9, 1.4 und 1.6. Damit wiirde nach 3.6.2 auch p’ den Test ¢ erfiillen und
wir diirften

50 51 62 !
(g0, po) (m)(qh 1) (rog)(% p2) (ﬁ)(% p'C)

schreiben, was implizieren wiirde, dafl 0.2,0.5,0.9 zu der Sprache gehéren wiirde, was
nicht der Fall ist. Widerspruch!

2) Einen hybriden Automaten, der die angegebene Sprache erkennt, findet man in
Abbildung 3.11.

Mit &hnlichen Argumenten wie im Beweis von 1), iiber die Fallunterscheidung
nach den moéglichen Registerwerten und unter Benutzung von 3.6.2, zeigt man, daf
jeder Uhrenautomat mit Haltemoglichkeit, der 0.2,0.2 akzeptieren wiirde, auch 0.2,0.3
akzeptieren miifite. Widerspruch! |

3.6.4 Korollar (Inklusionsbeziehungen) Fs gilt
NTL ; NTL" ; NHL.
Damit sind die Inklusionsverhéltnisse zwischen den Sprachfamilien der uhrener-

kennbaren Sprachen, der Sprachen, die durch Uhrenautomaten mit Haltemd&glichkeit
erkannt werden, und solchen, die durch hybride Automaten erkannt werden, geklart.

SIn dieser Arbeit wird das im Deutschen gebrauchliche Dezimalkomma durch den Dezimalpunkt
ersetzt, damit Folgen wie die angegebene lesbar bleiben.
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a:r =1 a:r=—1;r=07

-©O— -O -Q

Abbildung 3.11: Ein hybrider Automat, der NTL* ; NHL belegt

Dargestellt ist ein hybrider Automat, der die Sprache {wow; | wg = w1} erkennt, die weder von
einem Uhrenautomaten noch von einem Uhrenautomaten mit Haltemdoglichkeit erkannt wird.

3.7 Logische Beschreibung durch Abstands-,
Dauer- und Integralformeln

Die Einordnung der bislang vorgestellten Automatenmodelle zur Beschreibung zeit-
abhéngiger Systeme in den Rahmen, der durch den Begriff des -Automaten vor-
gegeben ist, ermoglicht eine Anwendung des Hauptergebnisses aus dem ersten Teil
der Arbeit, des Charakterisierungssatzes. Wir gewinnen kanonische Logiken fiir die
Beschreibung des Verhaltens von Uhrenautomaten (mit oder ohne Haltemoglichkeit)
und hybriden Automaten: Eine Sprache von Intervallwortern ist genau dann uhren-
erkennbar, wenn sie durch einen existentiell-monadischen I1¥ys-Satz definiert wird,
sie wird genau dann von einem Uhrenautomaten mit Haltemé&glichkeit erkannt, wenn
sie durch einen existentiell-monadischen [I¥ys+-Satz definierbar ist, und sie wird ge-
nau dann von einem hybriden Automaten erkannt, wenn sie durch einen existentiell-
monadischen [1¥ys-Satz definiert wird.

Anstelle der in den kanonischen Signaturen [IXy,, [IXya* und X, vorkommen-
den erweiterten Préadikate wollen wir andere, in gewissem Sinne dquivalente erweiterte
Pradikate verwenden, die fiir die spatere Anwendung von Vorteil sind. Insbhesondere
werden die Formeln durch Benutzung der neuen erweiterten Pradikate lesbarer.

3.7.1 Abstandsformeln und Uhrenautomaten

Wir beginnen mit einer Untersuchung von I13y4.

Definitionsgemaf enthalt 11Xy, fiir jede natiirliche Zahl [, fiir jede mit den Teil-
mengen von [ indizierte Familie F' von Schrittfunktionen aus {add}, jede mit den
Teilmengen von [ indizierte Familie von Elementen aus {0} und jedes Element [ € 7
ein erweitertes Symbol Ej g p. Dessen Bedeutung in einem Intervallwort u = (a,w)
war in Abschnitt 2.3 vermdge der Funktion Ej.p, erklirt worden. Fiir Ej . ergibt
sich fiir jede [-gliedrige Folge M von Mengen M; C |u| und m,n mit m < n und
m,n € |ulU{-1}:

%,H(Mov SRR Ml—h m, n) = Z w; = Wn-l—l - Wm-l—l s (33)
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d.h., B} (Mo, ..., Mi_1,m,n) ist der zeitliche Abstand des Zeitpunktes an Position
m + 1 von dem Zeitpunkt an Position n + 1. Dafiir wollen wir einfach d“(m + 1,n)
schreiben. Insbesondere stellen wir fest, dafl die Mengen My, ..., M;_1 keinerlei Be-
deutung haben. Ist das Intervall I durch ~ ¢ gegeben, dann gilt wegen (3.3):

(v,v) E Errp(X, X, 2) gdw. d“(vg(r(z),rv(X))+ 1,v(z)) ~c. (3.4)
Von [I¥ya gehen wir nun zu der Signatur 'd iiber.

3.7.1 Definition (Signatur HHLDie Signatur I'd entsteht aus I durch Hinzu-
nahme eines erweiterten Symbols d .. des Typs (1, 1) fiir jede natiirliche Zahl ¢ und
jede Vergleichsrelation ~.

Aus jedem Intervallwort v = (a,w) erhalten wir eine IT'd -Struktur uHH, indem

wir wie fiblich w19 | T = a'! setzen und auBerdem festlegen, dafl (M, m) genau dann

zu der Interpretation von HNC in ud gehoren soll, wenn d“(vg(m, M)+ 1,m) ~ ¢

gilt. Fir HNC(X, x) schreiben wir deshalb auch:
d(X,z) ~ ¢ (3.5)

und bezeichnen solche Formeln als relative Abstandsformeln. Um auszudriicken, daf}
die Mengenvariable in (3.5) in der ersten Komponente auftritt, sprechen wir auch von
Vergangenheitsfomieln.

Monadische 11 d -Formeln mégen nur iiber Wortstrukturen interpretiert werden,
die auf die angegebene Weise aus Intervallwortern entstehen.

Dann ergibt sich aus dem (allgemeinen) Charakterisierungssatz 2.3.2 und (3.4)
zusammen mit 3.2.5:

3.7.2 Spezieller Charakterisierungssatz fiir Uhrenautomaten Fir eine Spra-
che L von Intervallwértern sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1) L ist uhrenerkennbar.

2) L ist definierbar durch einen existentiell-monadischen 'd -Satz.

Ist L eine Sprache von unbeschrinkten Intervallwdrtern, so tritt die folgende Aqui-
valenz hinzu:

3) L ist eine timed reqular language® im Sinne von [AD]. [ |

Die jeweiligen Umwandlungen von Formeln in Automaten und umgekehrt kénnen
effektiv erfolgen.
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Hinsichtlich des Registerindexes emer uhrenerkennbaren Sprache treffen wir die
folgende Festlegung: Der d-Rang einer 11 ‘d -Formel sei die Anzahl der in der Formel
vorkommenden erweitert-atomaren Formeln, wobei unterschiedliche Vergleichswerte
und unterschiedliche Vergleichsrelationen nicht zdhlen. Der d-Rang einer uhrenerkenn-
baren Sprache sel der minimale d-Rang eines die Sprache definierenden existentiell-
monadischen II'd -Satzes.

Dann gewinnen wir aus 2.6.2:

3.7.3 Bemerkung Ist [ eine uhrenerkennbare Sprache, so stimmen d-Rang und
Registerindex iiberein.

Zum Abschlufl dieses Unterabschnitts wollen wir eine konkrete existentiell-mona-

dische TT'd -Formel angeben.

3.7.4 Beispiel (3.2.3 fortgef.) Die Sprache aller unbeschréankten Intervallworter
ist duch die existentiell-monadische IT'd -Formel

AXVaedy(e <y A Xy Ad(X,y) > 1)

definiert.
Die Formel fordert die Existenz einer unendlichen Menge, in der immer wieder
zwei aufeinanderfolgende Elemente einen Abstand haben, der gréfler als Eins ist.

3.7.2 Integralformeln und hybride Automaten
Wir beginnen mit der Definition einer neuen Signatur.

3.7.5 Definition (Signatur IIf) Die Signatur Il entsteht aus Il durch Hinzunah-
me eines erweiterten Symbols I, .4 des Typs ({41, 1) fiir jede positive natiirliche Zahl
[, jede [-gliedrige Folge ¢ von ganzen Zahlen, jede Vergleichsrelation ~ und jede ganze

Zahl d.

Mit jedem Intervallwort u wird genau eine IIf-Struktur WS assoziiert. Dabei
ist das Universum von u'J wie in Abschnitt 2.3 die Menge |u| und die Symbole
aus II erhalten die gleiche Interpretation, d.h., das II-Redukt nl [ I stimmt mit
a" iiberein. Es ist also nur noch zu beschreiben, wie die erweiterten Symbole in Wy
interpretiert werden.

Fiir jede Wahl einer [-gliedrigen Folge ¢ ganzer Zahlen wird eine Funktion

L p(lul U {=1})" x {(m,n) € (lu] U {=1})* [ m < n}
definiert. Ist M eine [-gliedrige Folge von Mengen M; C |u| und ist y; die charakteri-
stische Funktion von M; fir jedes ¢ < [, so wird

L) = 3w Y e

i=m+1 <l
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gesetzt. Als einfache und anschauliche Schreibweise fiir IE(M, m,n) wollen wir

n

/CoMO + ...+ Cl_lMl_ldu

m

benutzen.
Die Interpretation des Symbols I, 4 in WS enthalte alle Tripel (N, M,n), fir die

n

/ CoM0—|—...—|—Cl_1M[_1du ~ d

vg(n,N)

gilt. Fiir die erweitert-atomare Formel I, o4(X, Xo, ..., Xj_1, 2) schreiben wir deshalb
auch

/CoX0—|—...—|—Cl_1X[_1 ~ d.

X

Wir nennen diese Formeln auch relativierte Integralformeln.
Es ergibt sich der folgende fundamentale Zusammenhang:

3.7.6 Spezieller Charakterisierungssatz fiir hybride Automaten  Flir eine
Sprache L von Intervallwértern sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1) L wird von einem hybriden Automaten erkannt.

2) L wird durch einen existentiell-monadischen 11 [-Satz definiert.

Ist L eine Sprache von endlichen Intervallwértern, so tritt die folgende dquivalente
Aussage hinzu:

3) L wird von einem CSHS mit einfachen Tests erkannt.

Die jeweiligen Umwandlungen von Formeln in Automaten und umgekehrt kénnen
effektiv erfolgen.

Beweis. 1)=2) Wegen des Charakterisierungssatzes reicht es, zu zeigen, daf} jeder
existentiell-monadische [1X 5 -Satz effektiv in einen dquivalenten existentiell-monadi-
schen IIf-Satz umgewandelt werden kann.

Dazu nehmen wir an, daf} ¢ 2 3X,... 3X,._1¢9 ein existentiell-monadischer m-
normaler [I¥s-Satz sei. Wir fithren fiir jede Teilmenge P C m eine zusétzliche
Mengenvariable Zp ein, die in einer Interpretation (qu, v) mit der Menge

ﬂz/(Xi)ﬂ ﬂ NZ/(XZ)

epP tem\P
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belegt werden soll. Das sichert die Formel

a = ‘v’x/\(/\XixHpr/\ /\ X,z & —~Zpx).

PCm i€P tem\P
Den zu ¢ aquivalenten Il f-Satz wahlen wir wie folgt:

EIXO ce EIXm_ﬁIZ(oz A ¢6) .

Dabei entstehe ¢f aus ¢o durch Substitution der erweitert-atomaren Formeln nach
folgendem Verfahren: Jede Formel Fe pp(X;, X, 2) mit C = {r € R | r ~ d} und
fp = add., fir jedes P C m werde durch

/ZCPZP ~ d

ersetzt.
2)=1) Offensichtlich sind die erweitert-atomaren Formeln

xr

/COXO +.. .+ Xie ~ d
X

und

E{TER|T~d},F,H(X7 X, 51?)

dquivalent, wenn man fp = Y ;cp ciﬁnd hp = 0 fiir jedes P C [ wéhlt. Deshalb 148t
sich jeder existentiell-monadische Il d -Satz effektiv in einen existentiell-monadischen
I¥pa-Satz umwandeln. Daraus ergibt sich mit dem (allgemeinen) Charakterisierungs-
satz die fragliche Implikation.

1)<3) Dies ist die Aussage von 3.5.7. |

Auch fiir den Fall der hybriden Automaten soll beispielhaft eine schon bekannte,
von einem hybriden Automaten erkennbare Sprache durch eine II[-Formel beschrie-
ben werden.

3.7.7 Beispiel (3.4.3 fortgef.) Die Sprache {(a,1)"(b,1)" | n > 0} wird durch die

nachfolgende existentiell-monadische II’ [-Formel mit Mengentermen beschrieben:

F2Vy((y < — Pay) A (z <y — Ppy))

A Ve / 1{:1;|tt}:1/\/1Pa—|-(—1)Pb:0.
{z|tt} 0

Das erste Konjunktionsglied fordert die Existenz einer Stelle, links von der nur a
auftritt und rechts von der nur b auftritt. Damit ist fiir die richtige Reihenfolge der
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Buchstaben Sorge getragen. Das zweite Konjunktionsglied sorgt dafiir, dafl alle Ereig-
nisse von Einheitsdauer sind, wihrend das dritte sichert, daf§ die Anzahl der vorkom-
menden a-Ereignisse gleich der Anzahl der vorkommenden b-Ereignisse ist, indem die
Gesamtdauer der a-Ereignisse von der Gesamtdauer der b-Ereignisse abgezogen und
das Ergebnis auf Null iiberpriift wird.

3.7.3 Dauerformeln und Uhrenautomaten mit Haltemd&glich-
keit

Aus dem allgemeinen Charakterisierungssatz 2.3.2 wissen wir, daf} eine Sprache von
Intervallwortern genau dann von einem Uhrenautomaten mit Haltemoglichkeit er-
kannt wird, wenn sie durch einen existentiell-monadischen I1Xy5+-Satz definiert wird.

Bei genauerer Betrachtung des Beweises von 3.7.6 stellt man fest: Jede existentiell-
monadische 11X ya+-Formel 188t sich effektiv in eine dquivalente existentiell-monadi-
sche 11 [-Formel umwandeln, in der nur Integralformeln der Gestalt

/xn/ ~ ¢ (3.6)

vorkommen. Umgekehrt 148t sich auch zu jeder existentiell-monadischen II-Formel
mit Integralformeln wie in (3.6) effektiv ein &quivalenter existentiell-monadischer
I[I¥yax-Satz finden.

Formel (3.6) driickt aus: ,Die Gesamtdauer der Ereignisse, die zwischen dem letz-
ten Ereignis vor z, das zu X gehort, und z liegen und zu Y gehoren, erfiillt die
Beziehung ~ ¢.“ Deshalb schreiben wir fiir (3.6) auch

dur(X,Y,2) ~ ec.

Diese Formeln wollen wir relative Dauerformeln nennen.
Die angestellten Uberlegungen fithren zu der folgenden Definition.

3.7.8 Definition (Signatur IIdur) Die Signatur lIdur entsteht aus II durch Hinzu-
nahme eines erweiterten Symbols D.. des Typs (2,1) fiir jede Vergleichsrelation ~
und jede natiirliche Zahl c.

Wie in den vorangehenden beiden Unterabschnitten moége fiir jedes Intervallwort
u eine entsprechende Ildur-Wortstruktur v definiert werden, wobei D..(X,Y, )
die Bedeutung von (3.6) erhalten soll. Dann gilt:

3.7.9 Spezieller Charakterisierungssatz fiir Uhrenautomaten mit Halte-
moglichkeit Fine Sprache von Intervallwortern wird genau dann von einem Uhren-

automaten mit Haltemdglichkeit erkannt, wenn sie durch einen existentiell-monadi-
schen Ildur-Satz defintert wird. [ |
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Da d(X,z) ~ ¢ aquivalent zu dur(X,{z | tt},2) ~ ¢ und dur(X,Y,2) ~ ¢
aquivalent zu [ 1{x | tt} ~ c ist, erlauben wir in lldur-Formeln auch relative Ab-
X

standsformeln und in I f-Formeln sowohl relative Abstandsformeln wie auch relative
Dauerformeln.

Zum Abschlufl des Kapitels werden wir ein schwierigeres Beispiel betrachten und
zu den ,Teilern von Eins“ zuriickkehren.

3.7.10 Beispiel (3.3.3 fortgef.) Hier wollen wir eine zu dem Automaten aus Ab-
bildung 3.5 dquivalente existentiell-monadische Ildur-Formel angeben. Sie hat die
Gestalt:

ElXO e E|X7(Zstd(X0, e ,X7) A TeSt(Xo, e ,X7)) .

Die Formel Zstd kodiert die Zusténde, die in einem akzeptierenden Lauf angenommen
werden. Die Formel Test iiberpriift, ob die Registertests erfiillt sind.

Die Variable X; soll mit den Stellen belegt werden, an denen ein Ereignis steht,
das der Automat liest, wenn er in Zustand ¢ ist. Dies wird durch die folgende Formel
erreicht:

Zstd = X0 A Xi1AXemax AVa( A\ —Xiz A Xj2)
1<j<8

AVa(z+1<max— N (X o Xpq(e+1))).

1:0<e<7

Hierbei steht [¢ + 1] fiir ¢ + 1, auBer im Falle ¢ = 6, dann sei [t + 1] gleich Eins.

Fiir die Konstruktion von Test fithren wir eine Fallunterscheidung nach dem er-
reichten Zustand durch, wobei es zum Teil eine Rolle spielt, ob ein Zustand zum ersten
Mal aufgesucht wird:

Test =

Ve (Xsz Ae =3 — d(Xo,z) =1 Adur(Xs, XoUXo U X3,2) = 1)

AN(XszAhae>8—=d(Xe,z)=1Adur( X5, Xy U Xy U X5,2)=1

A dur( X5, Xy U X5 U X3 U Xs,2)=1)
A (Xer — d(Xs,2) =1 Adur(XoU X6, X3 U X5 U Xg,2) =1

A dur(Xo U Xg, Xo U X5 U Xg,2) = 1)
AN(XizAXr(e+1) = d(XoU X a)l =1)
AN ( Xz Aae=2— dur(Xo, XoU X7, 2) = L Adur(Xe, X1 U X7, 2) = 1)
AN Xz Aa>2— dur( Xy, Xy U X7 2) =LA dur(Xe, X3 U X7, 2) = 1))



Kapitel 4

Uhrenautomaten

In diesem Kapitel wird das Modell des Uhrenautomaten eingehend studiert. Klassische
automatentheoretische Fragen stehen in der ersten Hélfte im Vordergrund, wahrend
im zweiten Teil Aspekte der in der Einleitung vorgestellten, von Alur und Henzin-
ger formulierten Frage nach einer ,maximalen®, gegen die booleschen Operationen
abgeschlossenen und effektiv (und effizient) handhabbaren Klasse von Sprachen von
Intervallwortern (siehe [AH91a]) studiert werden.

Zuerst wiederholen wir die grundlegenden, uhrenerkennbare Sprachen betreffenden
Sachverhalte, die schon in der einfithrenden Arbeit [AD90] von Alur und Dill zu finden

sind:
1) Die diskrete Projektion jeder uhrenerkennbaren Sprache ist regulér.'

2) Das Leerheitsproblem fiir Uhrenautomaten ist entscheidbar (aber PSPACE-voll-
standig).

3) Das Inklusionsproblem, das Aquivalenzproblem und das Universalititsproblem
sind nicht entscheidbar.

4) Die Klasse der deterministisch uhrenerkennbaren Sprachen ist echt in der Klasse
der uhrenerkennbaren Sprachen enthalten.

Aus der Entscheidbarkeit des Leerheitsproblems und der Unentscheidbarkeit des
Universalitdtsproblems kann man sofort schlieflen, dafl es kein effektives Verfahren
gibt, dafl zu einem Uhrenautomaten 2 einen neuen Uhrenautomaten 2" konstruiert,
der das Komplement von L(2() erkennt. Damit ist allerdings noch nicht gesagt, daf
es auch eine uhrenerkennbare Sprache gibt, deren Komplement nicht uhrenerkennbar
ist. Eine entsprechende Behauptung wird von Alur und Dill in [AD90] und [Alu91]
durch Angabe einer Beispielsprache aufgestellt und begriindet, jedoch geben sie keinen

'Hier sei schon darauf hingewiesen, daf wir innerhalb des logischen Rahmens im néchsten Kapitel
einen Alternativbeweis fiir dieses und das unter Punkt 2) genannte Ergebnis geben werden.
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formalen Beweis. In Abschnitt 4.2 entwickeln wir deshalb ein Iterationslemma fiir
Uhrenautomaten, das auch von eigenem Interesse ist, letztlich aber benutzt wird, um
die Behauptung von Alur und Dill zu beweisen.

In Abschnitt 4.3 wollen wir den Registerindex, der im Falle der Uhrenautomaten
als Uhrenindex bezeichnet wird, als das Mafl der Komplexitat einer uhrenerkennba-
ren Sprache betrachten. Wir beweisen, dafl es Sprachen beliebiger Komplexitat gibt,
d.h., daB es zu jeder natiirlichen Zahl n eine uhrenerkennbare Sprache gibt, so daf}
jeder Uhrenautomat, der die Sprache erkennt, mindestens n Uhren benétigt. Das
Komplexitatsmafl des Uhrenindexes teilt NTL also in eine unendliche Hierarchie ein.
Auflerdem werden wir zeigen, dafl der Uhrenindex insofern zur effektiven Minimierung
von Uhrenautomaten ein unbrauchbares Maf ist, als er nicht berechenbar ist.

Die oben aufgezdhlten ,klassischen® Ergebnisse auf dem Gebiet der Uhrenauto-
maten zeigen deutlich, dafl die Klasse NTL in ihren sprachen- bzw. automatentheo-
retischen Eigenschaften komplizierter als die Klasse der von endlichen Automaten
erkannten diskreten Sprachen ist. Denn die reguldren Sprachen sind effektiv unter
der Anwendung boolescher Operationen abgeschlossen, das deterministische und das
nichtdeterministische Automatenmodell sind gleichwertig und der Leerheitstest ist in
quadratischer Zeit durchfithrbar. Dartiberhinaus gibt es im Fall der endlichen Wérter
zu jeder regularen Sprache einen eindeutigen (zustands-)minimalen deterministischen
Automaten, der in Zeit O(nlogn) aus einem beliebigen deterministischen Automaten
bestimmt werden kann.

Aus dieser Beobachtung resultierte die in der Einleitung erwdhnte Frage von Alur
und Henzinger nach einer ,maximalen® Klasse von Sprachen von Intervallwortern,
die gegeniiber booleschen Kombinationen abgeschlossen ist und ein elementar ent-
scheidbares Leerheitsproblem hat. Eine einfache aber unbefriedigende Antwort ist die
folgende: Man nehme die Klasse aller uhrenerkennbaren Sprachen, deren Komple-
ment auch uhrenerkennbar ist. Wir wollen diese Klasse den iiblichen Konventionen
folgend mit NTL N co-NTL bezeichen. Die Antwort ist insofern unbefriedigend, als
bislang kein effektives Verfahren bekannt ist, das entscheiden wiirde, ob eine durch
einen Uhrenautomaten gegebene Sprache zu NTL N co-NTL gehort. Genauso wenig
sind Formalismen — wie z. B. ein geeignetes Automatenmodell — bekannt, die diese
Klasse beschreiben wiirden.

Auf der Suche nach einer geeigneten Teilklasse von NTL wurde von Alur und
Henzinger in [AH92] ein Modell eines Zweiwege-Uhrenautomaten analysiert. Durch
eine hinzugenommene semantische Einschridnkung konnte durch diesen Automatentyp
tatsédchlich eine relevante, unter den booleschen Operationen abgeschlossene Teilklasse
(2DTL,) ausgesondert werden. In Abschnitt 4.4 werden wir diese Klasse vorstellen
und beweisen, daf} die semantische Bedingung aus [AH92] unentscheidbar ist, was
zeigt, dafl die Definition der Klasse nicht effektiv ist.

In Abschnitt 4.5 betrachten wir mit Hinsicht auf die Fragestellung von Alur und
Henzinger die Klasse der Sprachen, die die von eindeutigen Uhrenautomaten erkann-
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ten Sprachen enthélt und die wir mit UTL bezeichnen wollen. Sie wird in dieser
Arbeit zum ersten Mal behandelt. Es ist offen, ob UTL gegen Komplementbildung
abgeschlossen ist. Wir kénnen jedoch zeigen, daf} es entscheidbar ist, ob ein gegebe-
ner Uhrenautomat eindeutig ist, daf§ die Inklusion 2DTL, C UTL gilt und daf die
uhrenerkennbare Sprache, die wir benutzen, um den Nichtabschlufi von NTL unter
Komplementbildung zu belegen, nicht zu UTL gehért. Aus letzterem folgt dann auch
UTL & NTL.

Den Abschluf des Kapitels (Abschnitt 4.7) bilden Betrachtungen, die ebenfalls
von dem von Alur und Henzinger ausgesprochenen Wunsch geleitet sind, einen an-
sprechenden Begriff von zeitabhéngigem Verhalten zu finden. Doch anstatt das Mo-
dell des Uhrenautomaten einzuschranken, schlagen wir vor, Erkennbarkeit relativ zu
Teilsprachen der Sprache aller Intervallworter iiber einem gegebenen Alphabet zu
studieren. Die einfachste Finschrankung fithrt uns zum Begriff der beschrankten Va-
riation und zum Erfolg in dem Sinne, dafl wir eine Klasse von Sprachen erhalten,
die gegen boolesche Kombinationen abgeschlossen ist und effektiv behandelt werden
kann. Zum Schluf} des Abschnitts 4.7 werden wir dann noch zeigen, daf} die besagte
Einschrankung bei starkeren Automatenmodellen nicht zum Erfolg fiihrt.

Der Vollsténdigkeit halber sollte hier noch erwdhnt werden, dafl tiber die oben
genannten Ergebnisse hinausreichende Untersuchungen auf dem Gebiet der Uhren-
automaten zwei Themen betreffen: probabilistische Varianten des Automatenmodells
(siehe [ACDI1] und [ADCI1]) und Minimierungsfragen. Letztere werden in [YL93]
und in [ACD%92] behandelt und beschranken sich ausschlieflich auf das Problem der
Zustandsminimierung.

Wir beginnen mit technischen Vorbereitungen.

4.1 Aquivalente Folgen von Uhrenstinden

Zuerst fiihren wir eine neue Schreibweise fiir die Anwendung von Fortschreibungen in
Uhrenautomaten ein.

Sei R eine Uhrenmenge und n: R — Py die Funktion, die jede Uhr auf Null abbilde.

Ist p: R — Py ein Uhrenstand und w € P, so schreiben wir p + w fiir den Uh-
renstand p’ mit p'(r) = p(r) + w fiir jedes r € R. Damit kann die Anwendung der in
Yua einzig moglichen Fortschreibung, der Funktion 6, die jede Uhr auf add abbildet,
vereinfacht geschrieben werden: Es gilt p 0= p+ w.

Wir wiederholen noch einmal die Definition der in Abschnitt 3.6 auf der Menge
aller Uhrensténde iiber einem festen Registersatz eingefithrten Aquivalenzrelation =
und vergrobern sie geeignet. Fiir nichtnegative reelle Zahlen r und s schreiben wir
r = s, falls fiir jede natiirliche Zahl [ die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

r<l gdw. s<! und r>1[ gdw. s>1. (4.1)
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Sind p und p’ Uhrenstinde, dann wird p = p’ und p = p’ geschrieben, wenn p(r) =
p'(r) fiir jedes r € r gilt.

Gilt die angegebene Bedingung (4.1) fiir alle [, die kleiner oder gleich einer vor-
gegebenen natiirlichen Zahl k sind, so schreiben wir r =, s baw. p(r) = p'(r). Wir
sprechen auch von der k-Klasse einer Zahl oder einer Registerbelegung.

4.1.1 Bemerkung 1) Ist ¢ ein Uhrentest mit grofitem Vergleichswert [, gilt [ < k
und gilt p =, p’ fiir zwei Registerbelegungen p und p’, dann erfiillt p den Test ¢
genau dann, wenn p’ den Test ¢ erfiillt.

2) Ist R eine Uhrenmenge der Méchtigkeit s, dann gibt es 2°(k + 1)° verschiedene
=;-Klassen von Uhrenstdnden.

Wir wollen uns tiberlegen, unter welchen Voraussetzungen eine Transitionsfolge,
die zusammen mit einer Registerbelegung eine Berechnung auf einem Wort bestimmt,
auch eine Registerbelegung auf einem anderen Wort v’ mit der gleichen Beschriftung
(und gleichen Lange) definiert.

Sei dazu u = (a,w) eine Intervallwort, ¢ eine konsistente Transitionsfolge mit
6; = (¢i, @iy ¢, Gy ¢iv1) und p ein Uhrenstand. Die Transitionsfolge und der Uhrenstand
bestimmen zwei Folgen p und p' von Uhrenstinden durch die Regeln py = p und
pi = pi +w; sowie pipq = pi¢; fitr 7 < |u|. (Damit sind die Langen von p und p’ durch
lp| =1+ |u| und |p/| = |u| gegeben.)

Die Bedingungen, die wir in Abschnitt 1.2 an eine Berechnung gestellt haben,
erlauben uns nun, genau dann

8o 51 8
(90, p0) —= (q1,p1) — (q2,p2) — ...
(a0,wo) (a1,w1) (a2,w2)
zu schreiben, wenn p! den Test ¢; fiir jedes ¢ < |u| erfiillt.

Sei nun v’ = (g, w’) ein weiteres Wort mit gleicher Beschriftung (und damit auch
mit gleicher Lange) wie u. Dann bestimmt ¢ zusammen mit p in gleicher Weise zwei
Folgen o und ¢’ von Uhrenstdnden (mit o = p).

Ist k eine obere Schranke tiir die Vergleichswerte, die in Uhrentests von ¢ auftreten,
dann bestimmt nach 4.1.1 die Transitionsfolge ¢ zusammen mit p eine Berechnung
auf u’, wenn p! =, o! fiir jedes @ < |u]| gilt.

Dies tithrt zu der folgenden Definition:

4.1.2 Definition (dquivalente Folgen von Uhrenstdnden) Seien p und o Fol-
gen von Uhrenstanden iiber der gleichen Uhrenmenge und sei & eine natiirliche Zahl.
Die Folgen heiflen dquivalent, wenn sie gleiche Lange haben und p; = o; fiir jedes
1 < |£| gilt. Sie heiflen k-dquivalent, wenn jeweils p; = o; gilt. Es wird p = & bzw.

p =k o geschrieben.
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Der mazimale Vergleichswert eines Uhrenautomaten sei das Maximum aus Null
und den Vergleichswerten, die in den Uhrentests der Transitionen des Automaten
auftreten.

Aus der obigen Betrachtung erhalten wir nun das folgende Kriterium:

4.1.3 Bemerkung Sei 2 ein Uhrenautomat mit maximalem Vergleichswert [ und sei
k > 1. Sei ¢ eine konsistente Transitionsfolge und seien v und v’ Intervallworter mit
gleicher Beschriftung wie 9.

Sind p und p’ sowie ¢ und ¢’ die durch einen beliebigen Uhrenstand und die
Transitionsfolge & auf u bzw. u’ bestimmten Folgen von Uhrenstinden und gilt p’ =,
o', so ist durch ¢ genau dann eine Berechnung auf u gegeben, wenn durch é eine
Berechnung auf v’ gegeben ist. In diesem Fall sind entweder beide Berechnungen

akzeptierend oder keine von beiden ist es.

4.2 Beschleunigungen von Intervallwortern

[terationslemmata sind aus der Theorie der formalen Sprachen diskreter Woérter u.a.
fiir regulére, lineare und kontextfreie Sprachen bekannt (siehe z. B. [HU79]). Sie wer-
den in der Regel benutzt, um von konkreten Sprachen zu zeigen, daf} sie nicht zu der
betreffenden Sprachklasse gehdren. Auflerdem verleihen sie eine gewisse Einsicht in
die Schwachen des betrachteten Automatenmodells (bzw. des Grammatiktyps), denn
typischerweise erlauben sie, von einem gegebenen Automaten und einem akzeptierten
Wort auf die Existenz weiterer akzeptierter Worter zu schlieflen, die durch , Iterieren®
aus dem gegebenen entstehen und die der Automat von dem gegebenen Wort nicht
unterscheiden kann.

Entscheidend fiir das jeweilige Iterationslemma ist nun, unter welchen Voraus-
setzungen ein Wort auf welche Weise iteriert werden kann. Im Falle der endlichen
diskreten Automaten z.B. kann jedes Wort iteriert werden, das ein gewisse Min-
destlénge tiberschreitet. Ist dies der Fall, dann besteht die mé&gliche Iteration in der
Wiederholung eines Teilwortes, fiir das gewisse Lingengarantien gegeben werden.

Im Falle der Uhrenautomaten ist die Situation vergleichbar. Wir werden ndmlich
zeigen, daf} ein Intervallwort iteriert werden kann (wir werden den Vorgang ,beschleu-
nigen‘ nennen), wenn in ein kurzes Intervall viele Momente des Wortes fallen. Dann
besteht die Iteration in einer Wiederholung eines Teilwortes, fiir das eine Mindestléange
garantiert wird. Allerdings miissen bei der Wiederholung gewisse Dauerbeschrankun-
gen eingehalten werden: Im wesentlichen mufy die Gesamtdauer der Wiederholungen
mit der Dauer des ausgewéhlten Teilwortes iibereinstimmen.
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4.2.1 Das Beschleunigungslemma

Falls nicht anders vermerkt, seien Segmente eines Wortes in diesem Abschnitt immer
endlich. Dem Segment eines Intervallwortes wird als Dauer die Dauer des assoziierten
Teilwortes zugeordnet.

Eine Stauchung eines Intervallwortes u = (g, w) ist ein Intervallwort v = (a, w’)
mit der Eigenschaft w] < w; fir alle 1 < |u|. Eine Deformation von v ist ein Inter-
vallwort mit gleicher Beschriftung.

4.2.1 Definition (Beschleunigung) Sei e eine positive natiirliche Zahl. Eine Be-
schleunigung mit Fxponenten e eines Intervallwortes v an aufeinanderfolgenden, nicht-
leeren Segmenten (¢, 7) und (7, k) ist ein Wort

u(0,2)vvg . .. Ve_gu(J, *),

wobei v eine Stauchung von u(¢, j) und jeweils v; eine Deformation von u(y, k)u(z, )
ist und zuséatzlich

[lovo - vesl| = [[u(z,7)]] (4.2)

gilt.

Anschaulich gesprochen entsteht die Beschleunigung durch das FErsetzen beider
Segmente durch sich abwechselnde deformierte Kopien, wobei die erste Wiederho-
lung des ersten Segmentes eine Stauchung und die letzte Wiederholung des zweiten
Segmentes exakt sein muf.

Ist L eine Sprache von Intervallwértern und w ein Intervallwort in L, so sagen wir,
daBl u an den aufeinanderfolgenden Segmenten 3 und ~ bzgl. L beschleunigt werden
kann, falls alle Beschleunigungen von » an # und + zu [ gehéren.

4.2.2 Beschleunigungslemma Zu jedemm Uhrenautomaten 20 und jeder positiven
natirlichen Zahlt gibt es eine Zahl t' mit der FEigenschaft, daf fir jedes Intervallwort
u € L(A) gilt: Jedes Segment mit Linge > t' und Dauer kleiner als Fins enthdlt zwei
aufeinanderfolgende Segmente, von denen das erste eine Mindestlinge von t hat, an
denen u bzgl. L(A) beschleunigt werden kann.

Beweis. Wir stellen zuerst eine kombinatorische Uberlegung an. Dazu betrachten wir
diskrete endliche Worter {iber einem Alphabet B und markieren sie mit Elementen
aus einer endlichen, nichtleeren Menge M. Formal verstehen wir unter einem solchen
markierten Wort ein Paar (u, p), bestehend aus einem endlichen diskreten Wort u
tiber B zusammen mit einer Markierungsfunktion p: |u| — p(M).

Zwei aufeinanderfolgende Segmente (7,5) und (j, k) eines markierten endlichen
Wortes (u, ) mit u = a heiflen gut, falls a; und aj_; gleich sind und falls jede Marke,
die im Segment (¢, ) auftritt, auch im Segment (j, k) vorkommt.
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Behauptung 1 Sei ¢ eine positive natiirliche Zahl. Dann gibt es in jedem mar-
kierten Wort der Lange |B||M|t + 1 mindestens zwei aufeinanderfolgende gute
Segmente, von denen das erste mindestens die Lange ¢ hat.

Beweis. Sei (u, ) ein markiertes endliches Wort mit v = a. Wir legen fiir jeden
Buchstaben a € B eine Zahl p, fest: p, = max({—=1} U {¢ | u; = a}). Aulerdem
definieren wir die Funktion f:|u| — B X @(M) mit den Komponentenfunktionen fo
und f; wie folgt:

fo(l) = dq,
p()U .. Up(pa,), falls i < p,,

h) =
0, sonst.
Offensichtlich gibt es in u zwei aufeinander folgende gute Segmente, von denen
das erste mindestens die Lénge ¢ hat, wenn es ein ¢ mit folgender Eigenschaft gibt:

(+) Es gibt ein j mit j —¢ >t und f(i) = f(j).

Dann sind namlich die Segmente (7, j) und (j, p,, + 1) gute Segmente.
Wir stellen folgendes fest: Aus ¢ < j und fo(7) = fo(y) folgt fi(7) € fi(¢). Deshalb
gibt es in jedem Wort mit einer Mindestlange von |B||M|t 4+ 1 eine Position ¢ mit

Figenschaft (+). O

Im folgenden setzen wir voraus, dafl 2 ein Uhrenautomat mit einer nichtleeren
Registermenge R, Zustandsmenge () und maximalem Vergleichswert m sei. Weiterhin
sei u ein Intervallwort aus L(2) und (¢, ¢’) ein Segment von v mit ¢/ — ¢ > tg und mit
Dauer kleiner als % Sei auflerdem eine akzeptierende Berechnung von % auf « durch
die konsistente Transitionsfolge ¢ gegeben. Es seien p und p' die zugehdrigen Folgen
von Uhrenstédnden, und es sei ¢ die zugehorige Folge von Zustanden.

Zunichst halten wir folgendes fest: Fiir jede Uhr r &ndern sich die m-Klassen
(Aquivalenzklassen beziiglich =,,) der Werte p._,(r), ..., pl_,(r) an hochstens drei
Stellen. Denn nachdem eine Uhr zuriickgesetzt wurde, kann sie in einem Segment
mit Dauer kleiner als Eins den Wert Eins nicht mehr erreichen. Und bevor sie in
einem Segment mit Dauer kleiner als Eins zuriickgesetzt wird, kann sie héchstens
eine ganzzahlige Grenze beriihren.

Ist also to > 1,4!Fl (sehr grobe Abschitzung), so gibt es ein Segment (d, d'), das in
(¢, ') enthalten ist, dessen Lange mindestens #; ist und in dem fiir jede Uhr r gilt:

(*) Die m-Klassen der Werte von r in (d,d") sind alle gleich. D.h., alle Uh-
renstande pi(r) mit d — 1 < < d' — 1 sind m-&quivalent.
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Wir wollen Behauptung 1 auf das aktuelle Segment (d,d’) anwenden. Dazu sei
B das kartesische Produkt aus der Zustandsmenge () und den m-Klassen der Uh-
renstande und M = R. Wir betrachten das markierte Wort (v, ) mit

vi = (Qatis Pryio =k) fiir i < d' — d,
n(0) = 0,
p(i) = A{r|pa(i) =0} fir 0 <i<d—d.

Aus Behauptung 1 kénnen wir nun schlieflen, da es gute Segmente (g, ¢’) und (¢, g”)
gibt, wobei ¢ — ¢ > t + 1 ist, wenn wir

= |QI(2m + 2)[R|(1+1) +1 (4.3)
wéhlen. Wir setzen i = d+g¢g,7 =d+¢ —1 und k = d + ¢” — 1. Dann heifit ,gut‘ zu

sein:

(**) Es ist ¢; = qx, und, ist r eine Uhr und n eine Position mit 1 < n < j und
pn(r) = 0, so gibt es auch eine Position n’ mit j < n’ < k und p.(r) = 0.
D.h., wird eine Uhr an einer Position des Segmentes (¢ + 1, j) zuriickgesetzt,
so auch an einer Position des Segmentes (j + 1, k).

Behauptung 2 Die konsistente Folge &' = §(0,7)8(¢, k)°6(k, *) bestimmt eine
akzeptierende Berechnung jeder Beschleunigung «’ mit Exponenten e an (i,7)

und (7, k).

Beweis. Sei u’ eine Beschleunigung mit Exponenten e an (¢, 7) und (j, k). Aufer-
dem seien 5 und 5’ die durch ¢’ bestimmten Folgen von Uhrensténden.

Zuerst halten wir fest, dafl ' und «’ nach Konstruktion die gleiche Beschriftung
haben. Da ¢ eine akzeptierende Berechnung aut u bestimmt und der erste und letzte
Zustand von (¢, k) iibereinstimmen, ist ¢ eine akzeptierende konsistente Transitions-
folge und wir brauchen nur noch zu iiberpriifen, ob die Uhrentests erfiillt sind.

Da sowohl v und u’ wie auch § und ¢ auf dem Segment (0,7) iibereinstimmen,
sind auch die Uhrenstédnde die gleichen und folglich werden auf diesem Stiick auch
alle Uhrentests erfiillt.

Wegen 4.1.1 reicht es, fir jede Uhr r die folgenden Beziehungen nachzuweisen:

Pon(r) = Mg (r) firn < ecundn < ki (1.4)
sowie
p;c—l—n—l (T) = nzl'—l—e(k—i)—l—n—l (T) fir £ +n< |u| . (45)

Dazu fithren wir eine Fallunterscheidung danach durch, ob fiir eine gegebene Uhr r
in dem Segment (¢ + 1, ) von u zurlickgesetzt wird.
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1. Fall, v wird nicht in dem Segment (i + 1,j) von u zurickgesetzt. Dann wird r
wegen (#+) auch nicht im Segment (j+ 1, k) zuriickgesetzt. Aus (4.2) folgt dann sofort
(4.5). AuBerdem erhalten wir aus (4.5) die Ungleichungskette

pica(r) = mig(r) < () < 772/'—|—e(k—i)—1(r) = Pral(r).

fir jedesn mit e —1 < n <i+e(k—1i)—1. Da wegen (*) die Beziehung p/,(r) =, pl,(r)
fir alle n und n’ mit ¢ — 1 < n <n’ <k —1 gilt, ist auch n/(r) =, pl.(r) fir alle n
und ' mit i — 1 <n <n' <i+e(k—1)— 1 erfillt, woraus (4.4) folgt.

2. Fall, v wird in dem Segment (1 4+ 1,7) von u zurickgesetzt. Dann wird r wegen
(**) auch im Segment (j + 1, k) zuriickgesetzt. Daraus kénnen wir dann sofort auf
Miye(h—i)—1(r) = pl_q1(r) schlieBen, woraus (4.5) folgt. Wegen (*) und weil r zuriick-
gesetzt wird, gilt fir n mit ¢ — 1 < n < k — 1 die Ungleichung 0 < pl(r) < 1
und deshalb aufgrund der Bedingung, die an eine Stauchung gestellt wird, auch
0<n(r) <pu(r)<lfiri—1<n<k—1. Darin (¢, k) zuriickgesetzt wird, gilt we-

gen Wy —W; < § auch nj_,(r) < 3. Davon ausgehend kann nun fir n’ =1,...,(e—1)
induktiv 0 < 77;+n,(k_i)+n_1(r) < % fir n und »’ mit n’ < e und n < k — ¢ gezeigt
werden, woraus (4.4) folgt. O

Wahlen wir also ¢’ grofler als
2 x 4AB(Q|(2m + 2)|R|(t + 1) + 1),

so stimmt die Behauptung. |

4.2.2 Nichtabschlufl unter Komplementbildung
Wir beginnen mit dem Beispiel, das in [AD90] und [Alu91] zu finden ist:

4.2.3 Beispiel Es sei L. die Sprache aller unbeschrankten Intervallworter w, fiir die
es zwel Positionen ¢ und 7 mit 0 <z < jy und W; — W, =1 gibt. In Abbildung 3.4 ist
ein Automat dargestellt, der die Uhrenerkennbarkeit von L. belegt.

Das Komplement dieser Sprache enthilt ein unédres unbeschranktes Intervallwort
w genau dann, wenn fiir jede Position ¢ mit ¢ > 0 gilt: W, + 1 ¢ {W; 11, Wiyo,...}.

Wir zeigen nun:
4.2.4 Lemma Das Komplement der Sprache L. aus 4.2.3 ist nicht uhrenerkennbar.

Beweis. Nehmen wir an, das Komplement von L. wiirde von einem Uhrenautomaten
2 erkannt und ¢’ ware die aus dem Beschleunigungslemma kommende Zahl (fiir t = 1).
Wir setzen ¢ = ' + 3 sowie § = 1% und betrachten das Wort w mit w; = g. Dieses

Wort gehort zu dem Komplement von L., denn: Géabe es ¢ und j mit % — ?‘5 =1, so
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r«—0 r=17

Abbildung 4.1: Ein Uhrenautomat aus [AD90], der den Nichtabschlufi von N'TL unter
Komplementbildung belegt

Der Uhrenautomat aus [AD90] und [Alu91], der die Sprache L. erkennt, deren Komplement nicht
uhrenerkennbar ist.

wiirde auch (j —7)(¢+ 1) = ¢* gelten. Diese Gleichung ist aber nicht durch natiirliche
Zahlen zu erfiillen.

Das Segment (1 4 ¢,2¢) hat mindestens die Lange ' und eine Dauer, die kleiner
als Eins ist. Damit ist das Beschleunigungslemma anwendbar, etwa an den Segmenten
(¢,7) und (j,k) mit ¢« > 1 + ¢q. Es gehort aber jede Beschleunigung mit Exponenten

grofler als Fins, in der die Stauchung v (vgl. (4.2)) mit einem Ereignis der Dauer %

beginnt, nicht zu dem Komplement von L., weil W; 4+ 5 — Wi, =1 gilt. [ |

Die Beispielsprache L. und der vorstehende Beweis lassen sich unmittelbar auf
endliche Intervallworter {ibertragen. Deshalb kénnen wir festhalten:

4.2.5 Korollar Die Klasse der uhrenerkennbaren Sprachen endlicher, unendlicher
bzw. unbeschrinkter Intervallwérter ist nicht gegen Komplementbildung abgeschlossen.

4.3 Uhrenindex

Die Komplexitét einer uhrenerkennbaren Sprache kann man danach messen, wieviel
Uhren in einem sie erkennenden Automaten nétig sind. Dies ist auch in Hinblick auf
die Durchfithrung des Leerheitstests eine verniinftige Gréfe, da die Anzahl der Uhren
in die Laufzeit-Komplexitat des Tests exponentiell eingeht (siehe [AD90]).

Es wird im folgenden zuerst gezeigt, dal das Problem, die minimale Anzahl der
zum FErkennen einer Sprache benétigten Uhren zu bestimmen, unentscheidbar ist.
Insbesondere kann es also fiir Uhrenautomaten kein effektives Minimierungsverfahren
geben, das sich an der Anzahl der benutzten Uhren orientiert. Danach wird bewiesen,
daf die ,Uhrenhierarchie® unendlich ist, d. h., es wird zu jeder natiirlichen Zahl eine
uhrenerkennbare Sprache vorgestellt, die nur von Uhrenautomaten erkannt werden
kann, die mindestens soviele Uhren besitzen, wie die Zahl vorgibt.
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Vorab geben wir die fiir diesen Abschnitt fundamentale Definition:

4.3.1 Definition (Uhrenindex) Ist & = (Q, R, s, A, F') ein Uhrenautomat, so ist
|R| sein Uhrenindex, in Zeichen U(2A). Ist L eine uhrenerkennbare Sprache, so ist

U(L) = max{U) | A Uhrenautomat mit L() = L}
der Uhrenindex von L.

Damit ist der Uhrenindex eines Uhrenautomaten gleich dem Registerindex des korre-
spondierenden Yya-Automaten und der Uhrenindex einer uhrenerkennbaren Sprache
der Registerindex dieser Sprache, betrachtet als Yya-erkennbare Sprache.

4.3.1 Nichtberechenbarkeit des Uhrenindexes

4.3.2 Satz Der Uhrenindexr von uhrenerkennbaren Sprachen ist nicht berechenbar.
(Dies gilt sowohl fiir Sprachen endlicher als auch fir Sprachen unendlicher oder un-
beschrinkter Intervallworter. Vorausgesetzt wird in allen Fillen ein mindestens drei-
elementiges Alphabet.)

Mit anderen Worten: Die Funktion 2 — U(L(2)), die jedem Uhrenautomaten
den Uhrenindex der von ihm erkannten Sprache zuordnet, ist nicht berechenbar.

Beweis. Wir reduzieren das Universalitatsproblem fiir Uhrenautomaten, was in je-
dem der drei Félle unentscheidbar ist, sofern die genannte Voraussetzung iiber die
Alphabetgrofie zutrifft (siehe [AD]), auf das gegebene Problem. Dabei nutzen wir die
Tatsache aus, dafl man zu jedem Uhrenautomaten 2 effektiv einen diskreten Auto-
maten konstruieren kann, der die diskrete Projektion von L(2l) erkennt (siehe [AD90],
vgl.5.1.6.2)) und dafl das Universalitatsproblem fiir diskrete Rabin-Scott- und Biichi-
Automaten entscheidbar ist (siehe z. B. [HU79] bzw. [Tho90al).

Wir stellen die Reduktion fiir endliche Wérter vor. In den beiden anderen Fallen
verfahrt man in gleicher Weise.

Nehmen wir an, der Uhrenindex einer Sprache (die oben angegebene Funktion)
ware berechenbar und 2 wire ein Rabin-Scott-Uhrenautomat {iber A, fiir den wir
tiberpriifen wollten, ob L(2() alle endlichen Intervallworter iiber A enthélt. Dies konn-
ten wir dann folgendermafien tun.

Zuerst wiirden wir ¢« = U(2() bestimmen. Falls ¢ > 0 wére, so konnte L(2() nicht alle
endlichen Intervallwoérter iber A enthalten, da der Uhrenindex der Sprache aller end-
lichen Intervallworter offensichtlich Null ist. Wére ¢ = 0, so miifite mit jedem Wort u
auch jedes Wort v’ mit gleicher Beschriftung in L(21) liegen, d. h., es wiirde L(2) mit
dem W-Urbild der diskreten Projektion von L(2() {ibereinstimmen. Also wiirde in die-
sem Fall L(2) genau dann alle endlichen Intervallworter enthalten, wenn die diskrete
Projektion von L(2() mit AT {ibereinstimmen wiirde. Um das zu entscheiden, wiirde
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man zu einem diskreten Automaten fiir die diskrete Projektion von L(2l) iibergehen
(siehe 5.1.6) und den dort entscheidbaren Universalitatstest durchfiithren. |

4.3.3 Korollar (Nichtberechenbarkeit von minimalen Automaten) FEs gibt
keine berechenbare Funktion, die zu jedem Uhrenautomaten 2 einen dquivalenten Uh-

renautomaten A" mit U(A') = U(L(A)) konstruiert.

Damit ist das Minimierungsproblem fiir Uhrenautomaten unentscheidbar, wenn
man den Uhrenindex als Maf} fiir die Komplexitat einer uhrenerkennbaren Sprache
heranzieht.

4.3.2 Der Hierarchiesatz

In diesem Unterabschnitt werden grundséatzlich Sprachen unendlicher Intervallworter
betrachtet. Alle Definitionen, Beispiele, Lemmas usw. iibertragen sich unmittelbar auf
Sprachen endlicher Intervallworter. Es muf} lediglich jeweils eine Zusatziiberlegung fiir
das Wortende angestellt werden.

Um den Hierarchiesatz einfach formulieren zu kénnen, tithren wir neue Bezeich-
nungen ein.

4.3.4 Definition (Uhrenhierarchie) Fiir jede natiirliche Zahl m ist NTL™ die
Menge aller uhrenerkennbaren Sprachen mit Uhrenindex kleiner als oder gleich m.

Wir wollen zeigen, dal NTL®, NTL!, NTL?, ... eine echte, unendliche Hierarchie
bildet:

4.3.5 Uhrenhierarchiesatz FEs gill

NTL’ C NTL' G NTL? € ... (4.6)

Zur Vorbereitung des Beweises beginnen wir mit der Beschreibung der ,,Zeugen*

fiir die Echtheit der Kette in (4.6).

4.3.6 Beispiel Die unare Sprache L, enthalte alle unendlichen Intervallworter w,
die folgende Eigenschaft besitzen: Fiir jedes 5 € N gilt W4,, — W, = 1.

In Abbildung 4.2 ist ein Automat dargestellt, der L., erkennt und mit 2A™ bezeich-
net wird. Er benutzt m Uhren, woraus U(L,,) < m folgt.

4.3.7 Lemma Fir jedes m > 0 gilt

U(L,) = m.
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ry — 0 re «— 0 Tmo1 < 0

— D G

ro=17;rg«— 0

A

r = 1?7 re = 17 Tm_1 = 1?7
ry — 0 re «— 0 Tmo1 < 0

Abbildung 4.2: Der Uhrenautomat 2™, der NTL™~! ; NTL™ belegt

Dargestellt ist der Automat 2™, der die Sprache L,, aus 4.3.6 erkennt, fir die L, € NTL™ \
NTL™~! gilt und die damit die Echtheit der Uhrenhierarchie belegt. Jeder Pfeil ist mit der zusétz-
lichen Beschriftung a: 7y = ... = #,,—1 = 1 zu versehen. Diese wurde der Ubersichtlichkeit halber
weggelassen.

Beweis. Aus Beispiel 4.3.6 erhalten wir die Abschatzung U(L,,) < m fir jedes
m € N. Fiir die Abschatzung in die andere Richtung fithren wir die Annahme des
Gegenteils zum Widerspruch.

Nehmen wir im Widerspruch zur Behautpung an, es wiirde U(L,,) < m gelten.
Dann gébe es einen Uhrenautomaten 2l mit m — 1 Uhren, der L,, erkennen wiirde.
Wir betrachten das Wort w mit w; = % fiir jedes ¢ € N. Es gehort offensichtlich
zu L,,, womit es eine akzeptierende Berechnung von 2 auf w geben miifite. Nehmen
wir an, diese Berechnung wére durch die Transitionsfolge 6 gegeben und es gehérten
die Folgen p und p’ von Uhrenstanden dazu.

Das Wort w enthilt im Intervall [0,1) genau m Positionen, ndmlich 0,...,m — 1.
Deshalb tritt einer der beiden folgenden Félle ein:

1) Fiir jede Uhr r gibt es eine Position j mit 0 < 7 < m und p;(r) = 0.

2) Es gibt eine Position j mit 0 < j < m und der Eigenschaft: Fiir jede Uhr r mit
pi(r) = 0 gibt es eine Position k mit j < k < m, fiir die p(r) = 0 gilt.

Nach diesen beiden Fillen fithren wir eine Fallunterscheidung durch.

Fall 1) Wir betrachten v’ = ﬁ, %, %, ... und behaupten, dafl durch ¢ eine ak-
zeptierende Berechnung von 2 auf w’ gegeben wére. Seien ¢ und ¢’ die Folgen der
Uhrenstande, die durch ¢ fiir w’ vorgegeben waren. Fiir k < m wiirde sowohl p.(r) < 1
wie auch o (r) < 1 fir jede Uhr r gelten. Fiir & > m héitte man wegen der Voraus-

setzung und wy, = wj, die Gleichheit p(r) = o (r) fir jede Uhr r. Damit wéaren die
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Folgen p’ und ¢’ &quivalent, wodurch nach Bemerkung 4.1.1 auch w’ von 2 akzeptiert
wiirde, aber es gilt w’ ¢ L. Widerspruch!

Fall 2) Wir betrachten w’ mit w;_; = ﬁ sowie w; = % und wj, = % firk<j—1
und k& > j. Wie im ersten Fall 1488t sich zeigen, dafl fiir & < m sowohl p(r) < 1
wie auch op(r) < 1 fiir jede Uhr r gelten wiirde. Ist r eine Uhr mit p;(r) = 0, so
folgt aus der Voraussetzung p! _ (r) = o! _,(r), da r zwischen j und m noch einmal
zurlickgesetzt wiirde. Daraus wiirde dann aber auch pi(r) = o)(r) fir alle £ > m
folgen. Ist r eine Uhr mit p;(r) # 0, so gilt pi(r) = oi(r) und es wiirde p}(r) = op.(r)
fiir jedes k > j folgen. Damit wiren die Folgen p’ und ¢’ &quivalent, wodurch w’

von A akzeptiert wiirde. Aber es gilt wieder w’ ¢ L,,. Widerspruch! |
Damit ist auch der Hierarchiesatz 4.3.5 bewiesen. |

Aus dem Beweis erhalten wir noch einen Alternativbeweis fiir die Behauptung,
dal NTL nicht unter Komplementbildung abgeschlossen ist (siehe 1.4.6).

4.3.8 Beispiel Wir betrachten die Sprache L, die alle unendlichen unéren Intervall-
worter w enthélt, fiir die es eine Position ¢ mit W, + 1 ¢ {W,, Wi, Wy, ...} gibt. Die
Sprache L enthéalt also ein unendliches Wort, wenn es in ihm einen Moment x gibt,
fiir den gilt, daBl = + 1 kein Moment des Wortes ist. -

Die Sprache L ist uhrenerkennbar, denn sie wird durch den folgenden AMSOII d -
Satz definiert:

IXFe(Xae A-Fy(e <y AXy)AVy(z <y —d(X,y) #1).

Man stelle sich @ als die gesuchte Position ¢ und X als die Einermenge {i¢} vor.
Das Komplement von L enthélt ein unendliches Intervallwort, wenn es mit jedem
Moment & auch den Moment « + 1 hat, d. h., es enthélt alle Intervallworter w, fiir die

W; + 1 fiir jedes ¢ in der Menge {Wy, Wy, Wy, ...} liegt.
4.3.9 Lemma Das Komplement von L aus 4.3.8 ist nicht uhrenerkennbar.

Beweis. Wiirde das Komplement von L von einem Uhrenautomaten 2 mit m — 1
Uhren erkannt werden, wo miifite 2l auch das Wort w aus dem Beweis von 4.3.7 akzep-
tieren. Mit den gleichen Argumenten wie in dem Beweis von 4.3.7 wiirde dann auch
das dort konstruierte Wort w’ akzeptiert werden, was aber nicht zum Komplement
von L gehort. |

4.4 Zweiwege-Uhrenautomaten von
Alur und Henzinger

In der Einleitung der vorliegenden Arbeit hatten wir schon auf das Problem hinge-
wiesen, das von Alur und Henzinger in [AH91a] gestellt wurde: Man finde eine Klasse
von Sprachen von Intervallwortern, die
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(Bool) gegen boolesche Operationen abgeschlossen ist,
(Leer) ein elementar entscheidbares Leerheitsproblem besitzt und

(Max) ,maximal® mit diesen Eigenschaften ist.

Offensichtlich ist mit (Bool) der effektive (1) Abschluff unter den booleschen Opera-
tionen gemeint, woraus mit (Leer) auch die Entscheidbarkeit des Universalitits- und
des Inklusionsproblems folgen wiirde. Auflerdem ist es sinnvoll (und sicherlich auch
im Sinne von Alur und Henzinger), zusétzlich die folgende Forderung aufzustellen:

(Eff) Die Klasse soll durch einen entscheidbaren Beschreibungsformalismus gegeben
sein.

Dieser Bedingung sollte jeder ,verniinftige® Formalismus geniigen.

Die Klasse DTL aller deterministisch uhrenerkennbaren Sprachen erfiillt die Be-
dingungen (Bool), (Leer) und (Eff). Ebenso werden diese drei Bedingungen von den
Sprachen erfiillt, die durch Formeln der Logik MITLP (siehe Abschnitt 5.4) definiert
werden. Doch beide Klassen sind unvergleichbar und beide enthalten fundamentale
Beispielsprachen, die jeweils nicht zu der anderen Klasse gehéren, womit man berech-
tigterweise sagen kann, daf fiir beide die Bedingung (Max) nicht erfiillt ist.

Alur und Henzinger definieren in Zusammenhang mit der Zeitlogik MITLP in ih-
rer Arbeit [AH92] ein Modell eines Zweiwege-Uhrenautomaten. Sie schranken ihre
Betrachtungen auf solche Automaten ein, die deterministisch sind und die eine obe-
re Schranke fiir die Anzahl der Lesevorgidnge jedes Ereignisses besitzen. Wir wollen
die Klasse der Sprachen, die durch diese Automaten erkannt werden, mit 2DTL,
bezeichnen. Alur und Henzinger zeigen, dafl 2DTL, gegen boolesche Operationen
abgeschlossen ist und dafl das Leerheitsproblem fiir die Automaten in exponentieller
Zeit gelost werden kann. Damit sind (Bool) und (Leer) erfiillt. Dariiberhinaus gilt die
Inklusion DTL C 2DTL, und sie zeigen ferner, daf} jede durch eine MITLP-Formel
definierte Sprache zu 2DTL, gehort. Das deuten sie als einen Beleg fiir (Max). Ins-
gesamt sehen sie 2DTL,, als einen geeigneten Kandidaten fiir die Beantwortung ihrer
Frage an. Wir werden jedoch nachweisen, da 2DTL, der Bedingung (Eff) nicht
genigt.

Es wird hier auf eine formale Definition des von Alur und Henzinger vorgeschla-
genen Zweiwege-Modells verzichtet — dafiir wird auf die angegebene Quelle verwie-

sen —. stattdessen wird seine Funktionsweise mit ausreichender Prizision informell

b
erlautert.

Wie ein herkémmlicher endlicher Zweiwegeautomat aus einem Rabin-Scott- Auto-
maten entsteht, so entsteht auch ein Zweiwege-Uhrenautomat aus einem herkémmli-
chen Uhrenautomaten. D.h.; in jeder Transition wird jeweils noch die Laufrichtung

fiir den nédchsten Leseschritt angegeben und jedes Eingabewort mit Anfangs- und
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Endmarken versehen. Lauft der Automat nach links, so laufen die Uhren nicht wei-
ter, sondern zuriick. Dadurch kénnen auch negative Uhrenstdnde entstehen, weshalb
als Testpradikate die Menge J zugelassen wird. D.h., Uhrenstande kénnen auch mit
negativen ganzen Zahlen verglichen werden.

Determinismus bedeutet hier wie iiblich, dafl in jeder Konfiguration des Auto-
maten jeweils héchstens eine Transition bei vorgegebenem, zu lesendem Ereignis an-
wendbar ist.

Alur und Henzinger sprechen von einem k-beschrinkten Zweiwege-Uhrenautoma-
ten, wenn jeder Lauf des Automaten die Eigenschaft hat, daf} er jede Stelle héchstens
(2k + 1)-mal passiert (also jedes Ereignis hochstens (2k 4+ 1)-mal liest). Die Klasse
der von deterministischen k-beschrinkten Automaten erkannten Sprachen wird mit
2DTL;, bezeichnet, insbesondere gilt also 2DTLy = DTL. Die Klasse der beschrdnk-
ten Zweiwege-Uhrenautomaten enthélt diejenigen Zweiwege-Uhrenautomaten, die fiir
eine natiirliche Zahl k die Bedingung erfiillen, daf} sie k-beschrankt sind. Die Klasse
der durch sie erkannten Sprachen wird mit 2DTL, bezeichnet, d. h.,

2DTL, = |J2DTL,.
k<w
Neben den oben aufgetithrten Ergebnissen beweisen Alur und Henzinger die Korrekt-
heit der folgenden Inklusionskette:

2DTL0; 2DTIL, ; 2DTL, ; ; NTL. (4.7)

Dazu muf} gesagt werden, daff in [AH92] fiir die Definition von NTL ein Automaten-
modell benutzt wird, das gegeniiber dem Modell des gewéhnlichen Uhrenautomaten
erweitert ist. Damit umgehen die Autoren Schwierigkeiten, die bei der Simulation
eines deterministischen k-beschrankten Uhrenautomaten durch einen nichtdetermi-
nistischen Uhrenautomaten auftreten. Sie treffen keine Aussage dariiber, ob das all-
gemeinere Automatenmodell zu dem tiblichen &quivalent ist. Wir werden mit Hilfe
des Charakterisierungssatzes in Unterabschnitt 5.1.4 eine starkere Inklusionsbezie-
hung beweisen, aus der insbesondere 2DTL,, ; NTL im eigentlichen Sinne folgt
(siehe 4.5.2).

Hier sei angemerkt, daff in [AH92] nur Sprachen endlicher Intervallwérter betrach-
tet werden. Die Autoren weisen darauf hin, dafl die meisten Ergebnisse — und dazu
zéhlen auch die hier genannten — unmittelbar auf unbeschriankte und unendliche
Intervallworter iibertragen werden kénnen.

Wir kommen nun zu dem angekiindigten Ergebnis tiber die Nichteffektivitat von

2DTL,.

4.4.1 Satz Relativ zur Klasse aller deterministischen Zweiwege-Uhrenautomaten ist
die Klasse der beschrinkten deterministischen Zweiwege-Uhrenautomaten nicht ent-
scheidbar. (Dabei wird vorausgesetzt, dafi das Alphabet mindestens drei Elemente be-
sitzt.)
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D.h., es ist nicht entscheidbar, ob ein gegebener, deterministischer Zweiwege-
Uhrenautomat beschrankt ist.

Beweis. Wir reduzieren das Problem, ob eine Zweiregistermaschine eine haltende
Berechnung hat, auf das gegebene. Zuerst beschreiben wir eine Reduktion fiir den
Fall der endlichen Wérter. Im Anschluff daran gehen wir auf unendliche bzw. unbe-
schrankte Intervallworter ein.

Wir bendtigen den Begriff der Kodierung einer Berechnung einer Zweiregister-
maschine, der auch schon in [Alu91] benutzt wird, um die Unentscheidbarkeit des
Universalitatsproblems fiir Uhrenautomaten nachzuweisen.

Wir nehmen dabei an, daf} jedes Programm M einer Zweiregistermaschine die
folgende Gestalt hat:

Oag; 1Tag; ...; r—1la,_1; rstop. (4.8)

Dabei sei jede Anweisung «; von der Form x:=x+1, y:=y+1, if x=0 then j else
x:=x-1oder if y=0 then j else y:=y-1mitj <r. O.B.d. A. nehmen wir an, daf
kein Sprung in die gleiche Zeile fiihrt.

Wir benutzen der Ubersichtlichkeit halber das Alphabet A = {z,y,0,...,7} mit
zwei unterschiedlichen, von allen Elementen von r 4+ 1 verschiedenen Buchstaben x
und y. Man kann sich {iberlegen, dal man bei einer sparsameren Kodierung mit einem
dreielementigen Alphabet auskommt (vgl. auch den Beweis der Unentscheidbarkeit
des Universalitdtsproblems fiir Uhrenautomaten in [AD]).

Eine Kodierung der Berechnung eines solchen Programmes ist nun ein endliches
Intervallwort u = vg ... v, iiber A, das sich aus Teilwortern v; zusammensetzt, die die
folgende Gestalt haben:

v = (4, 1)(z,wo) ... (x,w)(y, wp) ... (y,w),),

wobei wo+. . .+w, = 1 und wjy+. . .—I—w;, = 1 gelte. AuBerdem werden in Abhéngigkeit
von ¢ Bedingungen an v;;q mit

Vg1 = (1/71)($7t0)($7tq)(y7t/0)(y,t;/),
gestellt:

o Ist o; die Anweisung x:=x+1,s0 gelte ' =1+ 1, ¢=p+ 1, ¢ = p und t;, = wy
fir k& < p sowie t}, = w), fir k < p'.

o Ist a; die Anweisung if x=0 then j else x:=x-1, dann unterscheiden wir
zwei Falle:

— Ist p>0,dann gelte /! =14+ 1, ¢=p—1,¢ =p und t}, = w, fir k< p—1
sowie t; = wj, fir k < p'.
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— Ist p =0, dann gelte @' = j, ¢ = p, ¢ = p' und t;, = wy, fir & < p sowie

/

= wy, fur & <p'.
e Anweisungen mit y werden entsprechend behandelt.

Damit kodiert jedes Wort v; eine Konfiguration der Zweiregistermaschine, wobei
die Registerinhalte durch die Anzahl der mit @ bzw. y beschrifteten Ereignisse (p bzw.
q) wiedergegeben werden. Die Dauervorgaben, die eine Korrespondenz zwischen den
Positionen in v; und vy herstellen, ermdglichen die Konstruktion eines determini-
stischen Zweiwege-Uhrenautomaten 2, der die Kodierungen der Anfangsstiicke von
Berechnungen von M erkennt: Die Uberpriifung der Beschriftungen erledigt er mit
seiner endlichen Kontrolle und das Erhéhen und Vermindern der Register wird durch
hiufiges Hin- und Herlaufen zur Uberpriifung der Korrespondenz erledigt. (Vgl. die
Ausfithrungen von Alur und Henzinger in [AH92] zur Arbeitsweise von Zweiwege-
Uhrenautomaten und den Beweis der Unentscheidbarkeit des Universalitatsproblems
fiir Uhrenautomaten in [AD].) Dabei ist die Anzahl der Passagen einer Stelle in v
linear abhangig von p + ¢. Handelt es sich also um eine haltende Registermaschine,
dann ist der Automat beschrankt. Umgekehrt gilt: Ist der Automat nicht beschrankt,
dann hélt die Registermaschine nicht. Ist er doch beschréankt, dann gibt es eine obere
Schranke fiir die Registerwerte von M, so dafl man durch Simulation der Maschine
und sukzessives Heraufsetzen einer méglichen Schranke fiir den maximalen Register-
wert effektiv feststellen kann, ob die Maschine hélt oder in eine Endlosschleife lauft.
Damit kénnten wir unter der Voraussetzung, daf sich die Figenschaft eines determi-
nistischen Zweiwege-Uhrenautomaten, beschriankt zu sein, effektiv bestimmen liefe,
entscheiden, ob eine Zweiregistermaschine halt. Widerspruch!

Im Falle der unendlichen Intervallworter konstruiert man einen Automaten, der die
Menge aller unendlichen Intervallwérter {iber dem angegebenen Alphabet enthilt, die
mit einem Anfangsstiick einer Kodierung einer Berechnung der gegebenen Zweiregi-
stermaschine anfangen und dann trivial zu einem unendlichen Intervallwort fortgesetzt
werden (z. B. durch Anhéngen von (a, 1)“.) Dann fiihrt die gleiche Argumentation zum

Erfolg. |

4.5 Eindeutige Uhrenautomaten

Auf der Suche nach einer Teilklasse von NTL, die die Eigenschaften (Bool) bis (Eff)

erfilllt, wenden wir uns nun den ,eindeutigen® Uhrenautomaten zu.

4.5.1 Definition (Eindeutigkeit) Ein Uhrenautomat heifit eindeutig, wenn es fiir
jedes akzeptierte Wort genau eine akzeptierende Berechnung gibt. Fine Sprache von
Intervallwortern ist eindeutig uhrenerkennbar, wenn sie von einem eindeutigen Uhren-
automaten erkannt wird. Die Klasse aller eindeutig uhrenerkennbaren Sprachen wird

mit UTL bezeichnet.
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Offensichtlich ist die Klasse UTL gegen disjunkte Vereinigung und Durchschnitt-
bildung abgeschlossen. Wire sie gegen Komplementbildung abgeschlossen, so auch
gegen die Bildung beliebiger (endlicher) Vereinigungen. Beides ist bislang offen. Wir
werden jedoch zeigen, dafl eine der typischen uhrenerkennbaren Sprachen, die zu
NTL\ co-NTL gehort und damit den Nichtabschluff von NTL unter Komplement-
bildung belegt, nicht eindeutig uhrenerkennbar ist. Deshalb fehlen vorerst geeigne-
te Kandidaten, um beweisen zu kénnen, dafl UTL nicht unter Komplementbildung
abgeschlossen ist. In diesem Zusammenhang ist auch erw&hnenswert, dafl die Au-
tomaten, die in dem Beweis der Unentscheidbarkeit des Universalitatsproblems fiir
Uhrenautomaten von Alur und Dill in [AD] konstruiert werden, nicht eindeutig sind
und wesentlich von Nichtdeterminismus Gebrauch machen.

Auflerdem beweisen wir in diesem Abschnitt, dafl UTL die Bedingung (Eff) erfiillt.
Bedingung (Leer) ist trivialerweise erfiillt, da eindeutige Uhrenautomaten auch nicht-
deterministische Automaten sind und fiir diese (Leer) gilt. Als Argument dafiir,
da UTL der Bedingung (Max) gentigt, werden wir die Giiltigkeit der Inklusion
2DTL, C UTL nachweisen, allerdings erst in Unterabschnitt 5.1.4. Wir wollen den
entsprechenden Satz jedoch schon hier formulieren:

4.5.2 Satz (Beweis in Unterabschnitt 5.1.4) Fs gilt 2DTL, C UTL.

Wir beginnen mit der Untersuchung der Findeutigkeitseigenschatft.

4.5.1 Entscheidbarkeit der Eindeutigkeitseigenschaft fiir Uh-
renautomaten

4.5.3 Lemma FEs ist entscheidbar, ob ein gegebener Uhrenautomat eindeutig st oder
nicht.

Beweis. Wir betrachten noch einmal die Formel akz aus Abschnitt 2.4, die d&quivalent
zu einem gegebenen Y-Automaten 2 ist. Sie ist von der Form

akz £ 3X,...3X, ,3Y,...3Y,_ ,akzBer.
Aus der Konstruktion der Formel ist klar, dafl 2 genau dann nicht eindeutig ist, wenn
akzBer £ akzBer(Xo,..., Xs1,Y0,.. ., Yi 1)
zwei erfiillende Belegungen hat, mit anderen Worten, wenn die Formel
eindeutig = akzBer(X,Y') A akzBer(X', Y') A (\/ X, £ X/ v\Y; # Y]')
1<s J<t

erfiillbar ist. (Es steht X # Y fir J2((Xa A -Ya)V (=Xa AYz)).) Dies ist aber ent-

scheidbar, wie wir im nachsten Kaptel sehen werden (siehe 5.1.6). Da die Formel akz
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und damit auch die Formel eindeutig nach 2.4.1 effektiv aus einem Uhrenautomaten
gewonnen werden kénnen, kann die Eindeutigkeit des gegebenen Automaten 2 also
effektiv getestet werden. |

4.5.2 Eine erblich mehrdeutige Sprache

Im Rest des Abschnitts wollen wir von der im folgenden Beispiel definierten Sprache
Ly zeigen, daf} sie nicht eindeutig uhrenerkennbar ist.

4.5.4 Beispiel Es sei L, die Sprache aller endlichen Intervallworter u, die
1) |Ju]] < 2 erfiillen,
2) sich in der Form v = zyz mit ||z|| > 0 und ||y|| = 1 schreiben lassen und
3) eine Zerlegung der Form v = xy mit ||z|| = 1 erlauben.

Die Bedingungen 2) und 3) lassen sich auch in einer etwas anderen Weise formu-
lieren, wenn man u in der Form w annimmt:

2*) Es gibt zwei Positionen ¢ und j mit 0 < i < j, so dal W, — W, = 1 gilt.
3*) Es gibt eine Position ¢ mit W; = 1.

Die Sprache L, ist uhrenerkennbar. In Abbildung 4.3 ist ein entsprechender Uh-
renautomat zu finden.

4.5.5 Lemma Die Sprache Ly, ist nicht eindeutig uhrenerkennbar.

Die Mehrdeutigkeit von L. ist darin begriindet, da man die Zerlegung eines
gegebenen Wortes in axyz mit ||y|| = 1 und [|z]| > 0 (nichtdeterministisch) raten
muf} und nicht eindeutig bestimmen kann. Der formale Beweis erstreckt sich iiber
mehrere Seiten. Thm liegt im wesentlichen eine Analyse der Menge der akzeptierenden
Berechnungen der die Sprache L, erkennenden Automaten zugrunde. Es wird gezeigt,
wie man eine Berechnung mit einem diskreten Wort identifizieren kann, und benutzt,
dafBl die Menge der so entstehenden diskreten Worter regular ist.

Beweis. Wir beginnen mit einer Definition, die fiir den Beweis hilfreich ist. Ein Uhren-
automat heifle normiert, wenn er L, erkennt und die beiden folgenden Eigenschaften
besitzt:

1) Es gibt eine Uhr, die durch keine Transition zuriickgesetzt wird.
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ro < 27

Abbildung 4.3: Ein Uhrenautomat, der eine erblich mehrdeutige Sprache erkennt

Dargestellt ist ein Uhrenautomat, der die uhrenerkennbare Sprache L, aus 4.5.4 erkennt, die von
keinem eindeutigen Uhrenautomaten erkannt wird. Jeder Pfeil ist zusatzlich mit a: 7o = 71 = 1 zu
versehen.

2) Ist durch die Transitionsfolge 6 eine akzeptierende Berechnung auf einem Wort w
aus Ly, gegeben und ist ¢ die Position mit W; = 1, so setzt keine der Transitionen
6; mit y > ¢ eine Uhr zuriick.

Auf die Betrachtung von normierten Automaten werden wir uns im folgenden ein-
schranken, was unwesentlich ist:

Behauptung 1 Falls es einen eindeutigen Uhrenautomaten géabe, der L. erken-
nen wiirde, dann gébe es auch einen normierten, eindeutigen Automaten, der L,
erkennen wiirde.

Beweis. Wir nehmen an, es gibe einen eindeutigen Automaten %A, der L. er-
kennen wiirde, und konstruieren aus ihm einen dquivalenten normierten, eindeutigen
Automaten 2'.

Um Bedingung 1) geniige zu tun, wird einfach eine neue Uhr zu der bestehenden
Uhrenmenge von 2 hinzugefiigt, ohne daf} die Transitionen oder andere Teile von
2 gedndert werden. Um Bedingung 2) Rechnung zu tragen, simuliert der Automat
A" den Automaten 2A, wobei er jedoch auf Riicksetzungen nach dem Zeitpunkt Eins
verzichtet. Von dem Zeitpunkt ab, an dem die erste Riicksetzung einer Uhr r erfolgt
ware, wird r in ' nicht mehr benutzt. Der Automat 2" merkt sich in der endlichen
Kontrolle, dal A die Uhr r zuriickgesetzt hitte, und jeder folgende Registertest wird
ausgewertet, als hitte r einen beliebigen Wert zwischen Null und Eins angenommen.
Diese Annahme ist aufgrund der Langenbeschrankung aller Worter (4.5.4.1)) aus Ly
korrekt.
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Formal sieht die Konstruktion von 2" = (@', R',s', I’ F') aus A = (Q, R, s, [, F)
wie folgt aus: Die Menge R’ entstehe aus R durch Hinzufiigen einer neuen Uhr ry.
Die Menge ()’ sei das kartesische Produkt aus ¢) und der Potenzmenge von R, also
Q' = Q x p(R). Weiterhin sei s’ = (s,{0}) und I’ = I' x p(R). Fiir jede Transition
(¢,a,0,(,q") in A gehoren alle Transitionen der Form

((g; M), a, 6" Nip, (', (¢, M'))

zu A, die eine der folgenden Bedingungen erfiillen:
o Esist 1) 275 <1, und es gelten ¢ = ¢ und ¢ = (' sowie M = M.

e Esist v 2 rg > 1Ar, < 2und ¢! = 0 sowie M' = M U dom((), und ¢’
entsteht aus ¢ durch Ersetzen jedes atomaren Tests r; ~ d mit r; € M durch
den Wahrheitswert von 0.5 ~ d. (Hier steht 0.5 stellvertretend fiir alle Werte
zwischen 0 und 1.)

Offensichtlich erfiillt der in dieser Weise konstruierte Automat die beiden Forderun-
gen, ist &quivalent zu dem urspriinglichen und ist eindeutig, falls es der urspriingliche
war. 0

Im Rest des Beweises nehmen wir an, dafl ein normierter Uhrenautomat 2 mit
Registersatz R = {ro,...,rs_1} gegeben sei, wobei rq eine Uhr sei, die nicht zuriick-
gesetzt werde.

Jeder akzeptierenden Berechnung von 2 wird jetzt ein diskretes Wort zugeordnet,
in dem die wichtigsten Informationen aus der Berechnung festgehalten werden: an
welcher Position eine Uhr zum letzten Mal den Wert Null zeigt und an welcher Position
sie zum ersten Mal einen Wert gréfler oder gleich Fins hat. Dabei wird unterschieden,
ob eine Uhr (mindestens) einmal genau den Wert Eins zeigt oder nie.

Wir benutzen 3s — 1 Marken: Ny, ..., Ny_y, Eo, ..., Fs_1, g1, ..., gs—1. Dabei
steht die Marke N; fiir ,,r; zeigt zum letzten Mal den Wert Null®, die Marke £, fiir
.1 zeigt den Wert Eins® und die Marke g¢; fiir ,,r; hat zum ersten Mal einen Wert
grofer als oder gleich Fins und dieser ist echt grofler als Fins®“. Die Menge B bestehe
aus allen Mengen, die aus diesen Marken gebildet werden kénnen.

Seinun ¢ eine Transitionsfolge, die eine akzeptierende Berechnung mit zugehoérigen
Uhrensténden p und B/ auf einem Wort w bestimmt. Das von ¢ und w induzierte
Wort b iiber B habe die gleiche Lange wie w und fiir jedes ¢ < |w| sei die Menge der
Marken, die zu b; gehdren, durch die folgenden Regeln bestimmt:

e Falls 7 4+ 1 die grofite Zahl mit p(r;) = 0 ist, so sei N; € b;.
o Falls pi(r;) =1 gilt, so sei F; € b;.

e Falls pi(r;) > 1 und pl_,(r;) < 1 gelten, so sei g; € b;.
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Die Menge der in dieser Weise erhaltenen Worter werde mit L' bezeichnet. (Be-
achte, dal L’ von 2 abhéngt.)

Wir sagen, dafl ein Wort u iiber B zu einem Wort w aus L. pafft, wenn es eine
Transitionsfolge 6 gibt, so dal v das von ¢ und w induzierte Wort ist. (Insbesondere
muf} dann w ein Element von L, und ¢ eine konsistente Transitionsfolge sein, die eine
akzeptierende Berechnung auf w bestimmt.) Um zu zeigen, da} L, nicht eindeutig
uhrenerkennbar ist, brauchen wir also nur nachzuweisen, daf es in L, ein Wort gibt,
zu dem zwei verschiedene Worter aus L' passen.

Behauptung 2 Die Sprache L' ist regulér.

Beweis. Aus 2 148t sich ein Uhrenautomat konstruieren, der die Menge
L" = {(bw) | b paBt zu w}

erkennt. (Das letzte Zuriicksetzen einer Position rat der Automat nichtdetermini-
stisch.) Dann gewinnt man die gewiinschte Sprache, indem man die diskrete Projek-
tion der Sprache L” bildet. Daraus folgt aber die Regularitat von L', da die diskrete
Projektion jeder uhrenerkennbaren Sprache regular ist ([AD90], siehe 5.1.6.1)). O

Behauptung 3 Fiir jedes Wort b aus L' gilt:

1) Es existiert genau eine Position p mit Fo € by.
2) Fiir jedes j kleiner als s gibt es hochstens eine Position ¢ mit N; € b;.

3) Fiir jedes j kleiner als s gibt es hochstens eine Position ¢ mit E; € b; oder
95 - bZ

Beweis. Die erste Eigenschaft folgt aus der Bedingung, daf ro nicht zuriickgesetzt
wird und aus 4.5.4.3). Die zweite Eigenschaft ist durch die Konstruktion der Worter
aus L' gesichert, wihrend die dritte Eigenschaft eine Folgerung aus der Forderung,
dafl nach dem Zeitpunkt Eins keine Uhr mehr zuriickgesetzt werde, ist. g

Im folgenden sei nun b ein festes Wort aus L'. Fiir dieses kénnen wir aufgrund der
vorangehenden Behauptung die folgenden Festlegungen treffen.

Es sei p die eindeutige Zahl mit der Eigenschaft Fy € b,_1. Es sei N:s — 1 4 [}
folgendermafBen definiert: Wenn es fiir j eine Position ¢ mit N; € b; gibt, so sei
N(j) = ¢+ 1, andernfalls sei N(j) = 0. Weiterhin sei F:s — 1 4 |b] die partielle
Funktion, die fiir jedes j definiert sei, fiir das es ein ¢ mit E; € b; gibt. Dann sei
E(j) = i+ 1. SchlieBlich sei g:s — 1 + |b| die partielle Funktion, die fiir jedes j
definiert sei, fiir das es ein ¢ mit g; € b; gibt. Dann sei g(j) = + 1.

Mit diesen Bezeichnungen kann dann die Menge aller Positionen in b, an denen
nicht () steht, beschrieben werden:



4.5. EINDEUTIGE UHRENAUTOMATEN 97

Behauptung 4 Es ist
{N({G)—1|j<stU{E()—1] E(y) ist definiert} U{g(7) — 1 | g(y) ist definiert}
die Menge der Positionen in b, an denen nicht () steht.

Beweis. Dies ist eine direkte Folgerung aus 3 und den Definitionen von N, E
und g¢. O

In der folgenden Behauptung wird ein hinreichendes Kriterium dafiir, dafl ein
Intervallwort zu einem gegebenen Wort aus L' pafit, formuliert:

Behauptung 5 Sei w ein Intervallwort aus L,. mit der gleichen Lénge wie b.
Auflerdem seien die folgenden Bedingungen erfiillt:

1) Esist W, = 1.
2) Fiir jedes j kleiner als s gilt:
(a) Sind weder E(j) noch g(j) definiert, so gilt ||w|| — Wy < 1.
(b) Ist E(j) definiert, so gilt Wy — Wy = 1.
(c) Ist g(y) definiert, so gelten Wg(;—1 — Wy < 1 und Wgy — W) > L

Dann pafit w zu b.

Beweis. Da b aus L’ stammt, gibt es ein Intervallwort w’ aus Ly, und eine Tran-
sitionsfolge ¢, so das w’ die gleiche Lange wie b hat, ¢ eine akzeptierende Berechnung
auf v’ bestimmt und b das durch w’ und § induzierte Wort ist.

Durch ¢ und w' sind Folgen p und p’ von Uhrenstinden bestimmt, genauso wie
durch ¢ und w Folgen o und ¢’ bestimmt sind. Nach 4.1.1 braucht also lediglich
gezeigt zu werden, dafl ¢’ und p’ dquivalent sind.

Die in der Behauptung genannten Bedingungen werden aufgrund der Konstruktion
von b auch von w' erfiillt. (Man denke sich w’ fiir w.) Man kann sogar die Werte der
Folge p’ bis auf Aquivalenz aus b ablesen:

1) Fiir jedes ¢ < |w]| gilt pi(r;) < 2.
2) Fir jedes j < s gilt:

(a) Fiir alles < p—1 gilt 0 < pi(r;) < 1.

(b) Esist p;_;(r;) = 1 genau dann, wenn FE; € b,_; gilt. Andernfalls ist 0 <
P;—l(rj) < L.

(c) Ist weder E(j) noch ¢(j) definiert, so ist 0 < pi(r;) < 1 fiir alle ¢ > p.
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(d) Ist E(j) definiert, so gilt 0 < pi(r;) < 1 fir p <@ < E(j) — 1, weiterhin
Pr()-1(r;) =1 und auBerdem 1 < pi(r;) < 2 fiir £(j) <.

(e) Ist ¢g(j) definiert, so gilt 0 < pl(rj) < 1 firp <i < g(j)—1und 1 <
pi(ry) < 2 fiir g(r;) —1 <.

In gleicher Weise ergeben sich dann unter Beachtung der in der Behauptung genannten
Bedingungen auch die Werte fiir ¢’. Damit sind dann p’ und ¢’ dquivalent, was w € Ly
beweist. O

Wir werden gleich das Iterationslemma fiir reguldre Sprachen auf L’ anwenden.
Dafiir brauchen wir die folgende kombinatorische Aussage.

Behauptung 6 Es sei (' das dreielementige Alphabet 3. Fiir jede natiirliche Zahl
r und jede natiirliche Zahl ¢ gibt es eine Zahl M = M(r,t) mit folgender Eigen-
schaft:

Ist # = 2'12” ein diskretes Wort iiber C' in dem 1 genau einmal und 2 héchstens r-
mal auftritt und |2'| > M(r,t) sowie |2"| > M(r,t) gelten, so 148t sich a schreiben
als 2M0m 220724 mit m > ¢ 4 |2?| und so da 2 den Buchstaben 1 enthilt.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung per Induktion tiber r fir M(r,t) = 47(t 4 2).

Ist r = 0, so reicht es, M gleich ¢t + 2 zu wéahlen. Also stimmt die Behauptung fiir
r=0.

Nehmen wir also r > 0 an und schreiben 2/ in der Form 0™z’ und 2" in der Form
Z"0™" mit jeweils maximalem m/ bzw. m”. Ohne Einschrankung nehmen wir m/ < m/
an.

Ist n —m'— 1> M(r —1,t), so folgt die Behauptung aus der Induktionsvoraus-
setzung. Andernfalls ist n —m’ — 1 < M(r — 1,1), also m" > n— M(r —1,t) — 1,
und |21z < 2M(r — 1,t) + 1. Wegen M(r,t) = 4M(r — 1,1 — 1) folgt dann aber
m' > 4M(r — 1,t) — M(r — 1,1) — 1. Daraus ergibt sich mit M(s,t) > ¢ 4 2 fiir alle
s die Abschatzung m’ > 2M(r — 1) + 1 4+ ¢, woraus m' > |2'12"| + t folgt. Aus der
Annahme m’ < m” folgt dann auch m” > |2'12"| + ¢, was zeigt, daf} eine zulassige
D) = 212" gewahlt
werden. O

Zerlegung gegeben ist, wenn () = ¢ und +® = 0™~ sowie z!

Nehmen wir an, ein L’ erkennender endlicher Automat habe & Zustinde. Dann
wihlen wir eine natiirliche Zahl [ mit [ > M(s, k*) und eine sehr kleine positive reelle

Zahl e (kleiner als %)
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Wir betrachten das Wort w der Linge 4/ — 1 mit

<, falls 0 < i < 2[,
Lte, fallsi=2l,
EE falls 21 < 1 < 3,

) il ralsi—3l,
L4e, fallsi=30+1.
2%, falls 3/ +1 <2 < 4/.

Damit gehort w zu Lye. Das nach 4.5.4.2) geforderte Teilwort der Dauer Eins ist
eindeutig und befindet sich zwischen Position [ und Position 3I.

Wir betrachten ein zu w passendes Wort b aus L’ und iibernehmen sinngeméaf die
Definitionen von N, £ und g.

Behauptung 7 Fiir b gilt:

) le{N(@)|Jj<s}
2) Fiir jedes j, fiir das N(j) definiert ist und [ # N(j) sowie N(j) < 2 gelten,
ist g(y) definiert, und es gilt g(5) = N(y) + 21.

3) Fiir jedes j, fiir das N(j) definiert ist und N(j) = [ gilt, ist E(j) definiert,
und es gilt F(j) = 3.

Beweis. Die erste Eigenschaft folgt aus der Eindeutigkeit des Teilwortes der Dauer
Eins in w. Wiirde [ nicht zu der genannten Menge gehéren, so wiirde auch jedes Wort
von A akzeptiert werden, das aus w durch minimales Verschieben des Momentes [
nach links oder rechts entsteht. Diese Worter gehdren aber definitionsgemaf nicht
zu Lye. Die beiden anderen Eigenschaften ergeben sich direkt aus der Konstruktion
von w. O

Sei nun b = zby eine Zerlegung von b mit Fy € b.

Das Wort x hat an Position [ einen von () verschiedenen Buchstaben, etwa ¥'.
AuBerdem gibt es hochstens s — 1 weitere Positionen, die mit einem von () verschiede-
nen Buchstaben besetzt sind. Schliefilich ist [ > M (s, k*). Deshalb 148t sich x wie folgt
aufteilen, wenn man in Behauptung 6 fiir 0 die Menge () und fiir 1 den Buchstaben ¥’
wahlt:

2 = 2O @pm )

wobei m grofer als |2(?|4k* ist und z(?) die Position [ von z enthilt. Dementsprechend
gibt es nach Behauptung 7 eine korrespondierende Zerlegung

y o= 0Py gy, ®)
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von y. Damit kann b in der Form

b= 2P @ @)y (Dgm, @gm,©)

geschrieben werden.

Da L’ von einem endlichen Automaten mit & Zustinden erkannt wird, kann « in
den Teilwortern 0™ gepumpt werden, allerdings moglicherweise mit unterschiedlichen
Perioden pg, p1, p2, ps. Alle diese Perioden kénnen < k gewéhlt werden, so daf} sich
eine gemeinsame Periode ¢ < popipeps < k* ergibt.

Aufgrund der Voraussetzung iiber die Grofle von m 1a8t sich nun ein Vielfaches
m’ von ¢ finden, fiir das m’ < m und m’ > |2 gelten. Das Wort

[ x(l)@m—m’x(2)®m+m'x(3)by(1)@m_m/y(2)®m+m/y(3)

gehort damit zu L', AuBerdem gilt wieder aufgrund der Lange von m':

(*) Es gibt keine Position, die in 0"z @™ und ¢~ @™+ mit zwei von
) verschiedenen Buchstaben aus B besetzt ist. Gleiches gilt auch fiir die
entsprechenden Worter mit Mittelstiick y(?.

Nun andern wir w zu w’ ab, indem ws;_,,/_; durch % — ¢ und wsj_,, durch % +e
ersetzt werden. Dann passen nach Behauptung 5 sowohl b wie auch &' zu w’, wenn
man (*) bertlicksichtigt. Damit kann 2( nicht eindeutig sein und der Beweis von 4.5.3
ist beendet. |

Es sei hier angemerkt, dafl sich 4.5.3 bei entsprechender Anpassung der Sprache
Ly auch unmittelbar auf unendliche und unbeschrankte Intervallwérter tibertragen

1aBt.

4.5.6 Korollar Es gilt

UTL ¢ NTL.

4.6 Die Feinstruktur von NTL

Zum Abschluff der Untersuchungen von Teilklassen von N'TL wollen wir die Inklu-
sionsbeziehungen, die zwischen ihnen bestehen, zu einem Gesamtbild, das die Fein-
struktur von NTL erkennen 1a8t, fiigen.

Aus der Ungleichungskette (4.7) erhalt man mit 4.5.2 die echte Inklusion DTL ;
UTL. Aus 4.5.6 ergibt sich UTL ; NTL. Wir kénnen also festhalten:

DTL ; UTL ; NTL. (4.9)

Nimmt man zu (4.9) die Inklusionskette (4.7) hinzu und zieht auBerdem den Hier-
archiesatz (siehe 4.3.5) in Betracht, so ergibt sich ein Bild, wie es in Abbildung 4.4
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zu finden ist. Dort stehen durchgezogene Linien fiir strikte und gestrichelte Linien
fiir schwache Inklusionen, d. h., fiir Inklusionen, deren Striktheit noch offen ist. Mit
DTL* wird die Klasse der Sprachen bezeichnet, die durch einen deterministischen
Uhrenautomaten mit héchstens & Uhren erkannt werden. Die strikte Inklusion

DTL® & DTL' & DTL? &
folgt ebenfalls aus dem Satz iiber die Uhrenhierarchie (siehe 4.3.5): Da der in Abbil-
dung 4.2 fiir die Beispielsprache L,, angegebene Uhrenautomat A deterministisch
ist, gilt sogar L,, € DTL™ \ NTL™™! (fiir jedes m > 0).

Diagramm 4.4 ist insofern unvollstdndig, als nichtverbundene Klassen nicht unbe-
dingt unvergleichbar sein miissen.

Es sei noch einmal daraut hingewiesen, daf} alle Inklusionen unabhéngig davon, ob
man endliche, unendliche oder unbeschrankte Intervallworter in Betracht zieht, und
alle strikten Inklusionen schon fiir ein unéres Alphabet gelten.

Zum Abschluf3 sei bemerkt, dafl die Situation bei regulédren Sprachen diskreter
Wérter viel einfacher ist. Fiir endliche diskrete Wérter kollabiert die Hierarchie wegen
der Aquivalenz von Determinismus und Nichtdeterminismus sofort. Bei unendlichen
diskreten Wortern ist die Situation etwas komplizierter: Betrachtet man Automaten
mit der Biichischen Akzeptierbedingung, so fallen Determinismus und Nichtdeter-
minismus auseinander (siehe z. B. [Tho90al), wahrend in [Arn83] gezeigt wird, daf
Eindeutigkeit und Nichtdeterminismus gleichwertig sind. Legt man die Mullersche
Akzeptierbedingung zugrunde, so ergibt sich wieder die Aquivalenz von Determinis-
mus und Nichtdeterminismus [McN66] und damit ein Zusammenfallen des Graphen
auf einen Knoten.

4.7 FErkennbarkeit unter zusatzlichen
Bedingungen an die Ereignisdauer

Fithrt man sich einmal die Beweise der Unentscheidbarkeit des Universalitdtspro-
blems, der Echtheit der Uhrenhierarchie, der Existenz einer inherent mehrdeutigen
Sprache und des Nichtabschlusses von NTL unter Komplementbildung vor Augen,
so stellt man fest, dafl alle Beweise die ,,Dichte” der Intervallworter ausnutzen: Es
gibt keine obere Schranke fiir die Anzahl der beobachtbaren Zeitpunkte, die in einem
Intervall fester Lange auftreten kénnen.

In diesem Abschnitt wollen wir deshalb der Frage nachgehen, wie sich die Situa-
tion verdndert, wenn man sich bei der Betrachtung von Uhrenautomaten auf eine
Menge von Intervallwortern beschrankt, die die beschriebene Dichteeigenschaft nicht
besitzt. Es werden drei unterschiedlich starke Einschrankungen untersucht, die in
aufsteigender Starke im folgenden aufgezahlt sind:
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e

NTL N co-NTL UTL
AN /S
N/
2DTL,
NTL?
2DTL,
NTL?
2DTL,
NTIL?
2DTL, = DTL o
/
~ NTL!
DTL? -
/
/
DTL!
DTL? = NTL®

Abbildung 4.4: Feinstruktur der Klasse NTL

Durchgezogene Linien stehen fiir echte Inklusionen. Bei gestrichelten Linien ist die Echtheit der
jeweiligen Inklusion noch offen. Es steht DTLF fiir die Klasse der Sprachen, die durch einen deter-
ministischen Uhrenautomaten mit £ Uhren erkannt werden.
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Beschrinkte Variation: Intervallworter, bei denen in jedem Intervall der Lange kleiner
als Eins hochstens k — 1 beobachtbare Zeitpunkte liegen,

Mindestdauer: Intervallworter, deren Freignisse die Mindestdauer Eins haben,

FEinheitsdauer: Intervallworter, deren Ereignisse samtlich die Dauer Eins haben.

Das positive Hauptergebnis, das wir in dem néachsten Unterabschnitt erzielen
werden, besagt, dafl die Einschrankung ,beschrinkte Variation® zum Abschlufl un-
ter Komplementbildung fithrt. Daran schliefit sich unmittelbar die Frage an, wie es
sich mit starkeren Automatenmodellen, z. B. Uhrenautomaten mit Haltemoglichkeit
oder hybriden Automaten, verhélt, wenn man auch sie beziiglich beschrankter Va-
riation betrachtet. Wir werden zeigen, daf} schon fiir die kleinste Erweiterung des
Automatenmodells selbst bei der starksten Einschriankung (auf Einheitsdauer) das
Leerheitsproblem unentscheidbar ist oder aber ,uninteressante® Sprachklassen be-
schrieben werden.

Um die Ergebnisse exakt formulieren zu kénnen, fithren wir neue Begriffe ein. Wir
setzen allgemein voraus, dafl ¥ eine P-Berechnungsstruktur sei.

4.7.1 Definition (relative Erkennbarkeit) Sei M eine Menge von Intervallwor-
tern. Ist 2 ein ¥-Automat, so heifit M N L(A) die von A relativ zu M erkannte
Sprache. Eine Sprache L von Intervallwortern heifit Y-erkennbar relativ zu M, wenn
es einen Y-Automaten gibt, der L relativ zu M erkennt.

Wir sprechen in diesem Zusammenhang auch von der Menge der relativ zu M
Y-erkennbaren Sprachen. Sagen wir, dafl diese Menge unter Komplementbildung ab-
geschlossen ist oder eine boolesche Algebra bildet, so meinen wir jeweils Komplement-
bildung beziiglich M. Wir sprechen von einem effektiven booleschen System, wenn die
booleschen Operationen auf den zugehoérigen Automaten effektiv durchfithrbar sind,
das heifit z. B., daf} sich zu jedem Automaten 2 effektiv ein Automat 2’ konstruieren
lassen muB, so dafl M N L(A") = MN~L(A) gilt. Wir sprechen von einem streng ef-
fektiven booleschen System, wenn zusatzlich der relative Leerheitstest, d. h., die Frage
WM N LA = 0« effektiv beantwortet werden kann.

In Abschnitt 3.2 haben wir, ohne es weiter auszufiihren, schon relative Erkenn-
barkeit studiert, als wir Uhrenautomaten iiber unbeschrankten Intervallwortern be-
trachtet haben.

Fiir jede Menge P C Z von Parametern sei die P-Berechnungsstruktur ¥p fest-
gelegt durch:

Yp = (Rv{o}v{addk|kep}7j)
Wir benutzen die Schreibweise —N fiir die Menge {—n | n € N}.

Offensichtlich ist eine Sprache von Intervallwértern genau dann uhrenerkenn-
bar, wenn sie X(y-erkennbar ist. Entsprechendes gilt fiir Uhrenautomaten mit Hal-
temoglichkeit und Y1y sowie hybride Automaten und Xz.
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4.7.1 Beschrankte Variation

Wir beginnen mit der Definition der ,Variation® eines Intervallwortes.

4.7.2 Definition (Variation) Fiir jedes Intervallwort u = (a, w) ist die mit var(u)
bezeichnete Variation von u diejenige Zahl aus N, die durch

var(u) = max{k+ 1| Fi(e+k—1<]|ul AWy — W, <1)}

gegeben ist. Ein Intervallwort u ist von beschrinkter Variation k, wenn var(u) < k
gilt.

Ein Intervallwort u = (a,w) ist also genau dann von beschrankter Variation k,
wenn fiir alle ¢ mit ¢ + k — 1 < |u| die Ungleichung Wy, — W; > 1 gilt. Insbeson-
dere gilt W;1 1 — W; > 1, falls die Variation Eins ist. Auflerdem ist die Variation
jedes endlichen Intervallwortes endlich und die Variation eines beschrankten unend-
lichen Intervallwortes unendlich. (Beachte, daff die Variation eines unbeschrankten
Intervallwortes sowohl endlich als auch unendlich sein kann.)

4.7.3 Beispiel Es sei V¥ die Menge, die durch
VF = {u|var(u) <k}

gegeben ist, d.h., V¥ ist die Menge aller Intervallworter von beschrinkter Variation .
Anders ausgedriickt: Ein Intervallwort u gehort zu V¥, wenn fiir jede Zerlegung u =
xyz aus ||y|| < 1 die Abschatzung |y| < k folgt. In Abbildung 4.5 ist ein Uhrenautomat
mit k& Uhren zu sehen, der V* deterministisch erkennt. Er ist an den Automaten in

Abbildung 4.2 angelehnt.

Da der Automat ®B* ein deterministischer Biichi-Uhrenautomat ist, kénnen wir
aufgrund von 1.4.4 festhalten:

4.7.4 Bemerkung Die Menge V" ist deterministisch uhrenerkennbar und hat Uh-
renindex < k.

Da die Klasse der uhrenerkennbaren Sprachen unter Durchschnittbildung abge-
schlossen ist, gilt:

4.7.5 Bemerkung Jede Sprache, die relativ zu V* uhrenerkennbar ist, ist auch selbst
uhrenerkennbar.

Es gilt sogar noch mehr:

4.7.6 Lemma Zu jedem Uhrenautomaten A lifit sich effektiv ein vollstindiger, de-
terministischer Uhrenautomat A’ konstruieren, der die von A relativ zu V* erkannte
Sprache erkennt.



4.7. ERKENNBARKEIT UNTER ZUSATZLICHEN BEDINGUNGEN 105

re «— 0 e < 0

— o

ro=>17; rg +— 0

A

lel? TQZl? Tk_lzl?
ooO———— - ——— =
ry — 0 re «— 0 rp_1 < 0

Abbildung 4.5: Der Uhrenautomat B*, der die Wérter von beschrénkter Variation k
erkennt

Der angegebene Automat erkennt die Sprache V¥ Es ist an jedem Pfeil A: 79 = ... =rp_1 =1 zu
erganzen.

Beweis. Wir gehen von einem Uhrenautomaten 2 mit 2 = (Q, R, s, A, F') und R =
{ro,...,rs_1} aus.

Wegen 1.4.10, 4.7.4 und der Tatsache, dafl die Klasse der deterministisch uhren-
erkennbaren Sprachen effektiv gegen Bildung von Durchschnitten abgeschlossen ist,
reicht es, einen registerdeterministischen Uhrenautomaten 20" zu konstruieren, fiir den
LAY NVE =LA) NV gilt.

Wir nehmen an, dafl m der maximale Vergleichswert von 2 ist und betrachten
das Verhalten von 2 beim Lesen eines Wortes aus V*. Jede Uhr, sofern sie nicht
zurlickgesetzt wird, zeigt nach km + 1 Leseschritten einen Wert an, der grofler als m
ist. Dann ist ihr Wert bis zur néchsten Riicksetzung nicht weiter von Belang: Bei der
Auswertung von Registertests kann fiir die Uhr ein Wert von z. B. m+1 angenommen
werden, da alle Werte, die groier als m sind, auch m-aquivalent sind (vgl.4.1.1).

Diese Uberlegung fithrt zu dem folgenden Ansatz fiir die Konstruktion von 2A":
Der Automat 24" simuliert den alten Automaten 2, wobei er jedoch km + 1 Uhren
Ty - .., rrp. benutzt, deren Menge mit R’ bezeichnet werde. Die Uhr ! wird an den
Positionen j mit j mod (km+1) = ¢ zuriickgesetzt, also jeweils nach km+1 Schritten.
Wiirde in 2 eine Uhr r; an einer Position [ zuriickgesetzt und ist j der Rest von [
modulo mk + 1, so merkt sich " die Uhr r; als Referenz fiir r; (in der endlichen
Kontrolle) und wertet die nachfolgenden Registertests so aus, als wiirde r’ den Wert
von r; haben. Wiirde r; in 2 nicht nach &m Schritten zuriickgesetzt, so merkt sich 2",
daBl r; einen Wert grofer als m anzeigen wiirde und ersetzt in jedem nachfolgenden
Registertest den Wert von r; durch m + 1.
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Offensichtlich ist durch das angegebene Verfahren der Registerdeterminismus des
Automaten gesichert.

Nun wenden wir uns der formalen Konstruktion von A" = (@', R',s', A", F') zu.
Entsprechend der obigen Uberlegungen setzen wir wie folgt:

QN = Qxgp(s (mk+1)° xmk+1,
F' = Fxgp(s (mk+1)° xmk+1,
s’ = (s5,0,{(:,0) |2 € 5},0).

) X g
) X g

In der ersten Komponente des neuen Zustandsraumes wird der Zustand des alten
Automaten verfolgt, die zweite Komponente merkt sich, welche der alten Uhren den
Wert m {iberschritten hédtten, die dritte Komponente stellt die Zuordnung der alten
Uhren zu den neuen dar und die vierte Komponente zahlt modulo mk 4 1. Fiir jede
Transition (¢, a, ¢, (,¢') aus A, jede Teilmenge M von s, jede Funktion f:s — mk+1
und jedes 1 < mk + 1 werde die Transition

((q, M, fri), 0, 6", {(li + 11,00}, (¢, M7, [/, [+ 1]))

M= MU{j|f()=E+13\{j|Jj€dom(()},

{ [e+1], falls r; € dom((), o
fir y <s

f(j),  sonst,

in A" aufgenommen. Dabei stehe [z 4+ 1] fiir den Rest von ¢ + 1 modulo mk 4+ 1 und es
entstehe ¢’ aus ¢ durch Ersetzen eines Testes r; ~ d durch den Test r}(j) ~d, falls j
nicht zu M gehoért, und durch den Wahrheitswert von m + 1 ~ d, andernfalls. |

Damit erhalten wir aus 1.4.6:

4.7.7 Satz Die Menge der relativ zu V* uhrenerkennbaren Sprachen bildet ein streng
effektives boolesches System, das auch effektiv unter Projektion abgeschlossen ist.

Beweis. Der effektive Abschluff unter Durchschnitt und Vereinigung sowie Projek-
tion folgt aus 1.4.7. Aus 4.7.6 und der Entscheidbarkeit des Leerheitsproblem fiir
Uhrenautomaten folgt die Entscheidbarkeit des relativen Leerheitsproblems. |

Das Resultat 4.7.6 1463t sich noch verbessern.

4.7.8 Lemma Ist P eine Menge mit P C N\ {0} oder P C —N\ {0}, so lif§it sich
zu jedem Yp-Automaten U effektiv ein vollstindiger, deterministischer Yp-Automat
A" konstruieren, der die von U relativ zu V* erkannte Sprache erkennt.
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Beweis. Die Idee aus dem Beweis von 4.7.6 kann prinzipiell iibernommen werden. Da
nach km+1 Leseschritten ohne Riicksetzung jedes Register einen Wert hat, der grofier
als m ist, kann man sich darauf beschranken, Register nur km-+1 Schritte zu verfolgen.
Weil aber in den Automaten mehrere Schrittfunktionen zur Anwendung kommen
kénnen, reicht es nicht aus, an jeder Position nur ein Register zuriickzusetzen und
neu zu starten. Stattdessen setzt man soviele Register zuriick, wie nétig sind, um alle
Registerbelegungen verfolgen zu kénnen, die in km+1 Leseschritten ohne Riicksetzung
entstehen kénnen. Benutzt der Automat [ verschiedene Schrittfunktionen, so sind
dies [F+1 verschiedene Méglichkeiten, jeweils gegeben durch eine Folge von km + 1
Schrittfunktionen. Insgesamt werden also (km+1)I*"*! verschiedene Register notig. W

Als Folgerung erhalten wir:

4.7.9 Korollar Fir jede Menge P mit P C N\ {0} oder P C —IN\ {0} bildet die
Menge der relativ zu V¥ Yp-erkennbaren Sprachen ein effektives boolesches System,
das auch effektiv unter Projektionsbildung abgeschlossen ist.

Es stellt sich die Frage, ob das Leerheitsproblem in diesen Fallen entscheidbar ist,
d.h., ob die Menge der relativ zu V* ¥ p-erkennbaren Sprachen von Intervallwértern
ein streng effektives boolesches System bilden. Dies ist nicht der Fall, wie wir im
nachsten Unterabschnitt sehen werden.

4.7.2 Mindestdauer

Wir setzen k& = 1, d.h., wir beschiftigen uns mit der Menge V! der Menge aller
Intervallworter mit Variation Fins. Offensichtlich gilt

VU= {law) | Vili < ()] — w2 1}

Dadurch unterscheidet sich V' von V2, V3, ... in einem wesentlichen Punkt: Jedes
in einem Intervallwort aus V! vorkommende Ereignisse hat eine Mindestdauer.

4.7.10 Satz Fiir jede mindestens zweielementige Menge P mit P C N oder P C —N
ist das Leerheitsproblem fiir Y p-Automaten relativ zu V' unentscheidbar. Es ist Y} -
vollstindig fiir unendliche Worter.

Die in [ACHH93] und [Cer92] vorgestellten Beweise fiir den allgemeinen Fall be-
liebiger Intervallwérter kénnen hier nicht unmittelbar {ibernommen werden, da sie
Intervallworter groferer Variation benutzen.

Beweis. Wir beschrianken uns darauf, die Behauptung fiir den Fall P = {1,2} nach-
zuweisen. Die anderen Félle konnen in dhnlicher Weise behandelt werden.

Der Beweis erfolgt durch Reduktion des Problems, ob eine Zweiregistermaschine
eine haltende bzw. eine rekurrente Berechnung hat, auf das gegebene. Dazu konstruie-
ren wir aus jedem Programm M fiir eine Zweiregistermaschine mit Registern « und y
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einen Y p-Automaten 2, der genau dann eine akzeptierende Berechnung auf einem
Wort aus V! hat, wenn M eine rekurrente Berechnung besitzt.

Wir nehmen dabei an, dafi das Programm M die Gestalt (4.8) hat und o. B.d. A.
keine Sprunganweisung auf ihre eigene Zeile zeigt.

Der Wert n eines Registers der Zweiregistermaschine soll in 2 dadurch représen-
tiert werden, dafl zwei Registerinhalte die Differenz 1 4+ 27" haben. Genauer gesagt,
der Zustandsraum des Automaten soll {0,...,r} enthalten, und es soll fiir jeden Zu-
stand 7 < r+1 Registerpaare (x;, «}) und (y;, y!) geben, so daf} die folgenden Aussagen
aquivalent sind:

1) Es gibt eine Berechnung von M, die Zeile i erreicht und in der dann @ den Wert
k hat und y den Wert [.

2) Es gibt eine Berechnung von 2, die eine Konfiguration (7, p) erreicht, so daf}
gelten:

(%) plai) = plag) = 1+ 27" und p(y;) — p(yi) = 1 + 27,
(") p(r) <20 fir r € {@, 25, yi, 41},
() p(r)

Die Konstruktion von 2 erfolgt dadurch, daf} fiir jede Additionszeile ¢ x:=x+1
von M eine Transitionsfolge zwischen die Zustédnde ¢ und ¢« + 1 (mit Hilfszustdnden)
gesetzt wird, die die entsprechende Programmpzeile simuliert. Fiir eine Sprung- bzw.
Subtraktionszeile ¢+ if x=0 then j else x:=x+1 wird eine ,Transitionsgabel® zwi-

p
p

=0 fur r Qﬁ {xi,xﬁayi,yf}-

schen ¢ und 7 + 1 bzw. j gesetzt.

Wir wollen die Konstruktion fiir die Additionszeile ¢ x:=x+1 vorstellen. Die Kon-
struktion fiir y verlauft analog. Die im Falle der Subtraktionszeile notwendigen Mo-
difikationen werden am Schluf} erlautert.

Wir betrachten Abbildung 4.6, in der die gesuchte Transitionfolge, die zwischen
den Zustédnden ¢ und 141 verlauft und die Zeile ¢ x : =x+1 simulieren soll, dargestellt ist.
Jede der Transitionen setze ein Register r zuriick, wende auf es die Schrittfunktion
add; an und trage zu dem Registertest das Konjunktionsglied » > 1 A r < 2 bei.
Dadurch ist garantiert, daff jedes Ereignis eine Dauer zwischen Eins und Zwei (beide
Werte eingeschlossen) hat.

Die Formel ¢(x,2') sei durch

o(x,2') = \/ (x=iAa =i)
1<40

gegeben. Steht dieser Test an einer Transition, die  und z’ mit add; fortschreibt,
so kann die Transition nur dann genommen werden, wenn x und 2’ vor der Anwen-
dung der Transition beide gleichen Inhalt haben. Mit Hilfe dieses Tests kénnen also
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zwel Register auf ihre Gleichheit iiberpriift werden, sofern ihre Werte nicht schon 40
iiberschritten haben. Dies ist eine der wesentlichen Ideen in der Konstruktion.

Auf der linken Seite der Transitionsfolge, die wir mit ¢ bezeichnen wollen, sind die
Transitionen durch Angabe der Fortschreibungen, Registertests und Riicksetzungen
genau angegeben. Register, die nicht aufgefithrt sind (abgesehen von r) werden nicht
getestet und mit der letzten Transition zuriickgesetzt, sofern es sich nicht um x4,
Ti, 1, Yi1 oder yi; handelt. Jede fehlende Schrittfunktion ist entgegen der iiblichen
Konvention durch add; zu interpretieren. Auf der rechten Seite der Transitionsfol-
ge ist verzeichnet, wie die Dauer der Ereignisse ist, wenn die Transitionsfolge ganz
durchschritten wird.

Es soll nun die Korrektheit der Konstruktion begriindet werden. Dazu geniigt
es, nachzuweisen, daf fiir jede Registerbelegung von 2 mit (*), (**) und (***) die
folgende Behauptung Richtigkeit hat:

1) Es gibt ein unéres Wort w und eine Registerbelegung p’, so daf gelten:

(#

(+
(++
(+++

5 .
(2,p) ;(Hl,p’),
pl(xip1) — p'(2iq) =14 275 und p'(yip1) — p'(yiy) = 14270,
p( ) <20 fir r € {@, 2}, yi, vl

2) Ist p’ eine Registerbelegung und w ein unires Wort, so dafl (#) gilt, dann sind
auch (+), (+4) und (+++) erfiillt.

)
)
)
)

Wir begriinden zuerst die Giiltigkeit von 2) und nehmen dazu (#), die Existenz
des undren Wortes w und der Registerbelegung p’ an.
Da ¢(x;,2}) an Zustand C gelten muB, folgt p(x;) + wo + w1 + we = p(a}) + 2we +

wy + wa, also

wy = plag)—plah) =1427F. (4.10)
Genauso folgt

w, = 14+27", (4.11)

woraus sich sofort p'(yi41) — p'(yl4) = 14+ 27/, also der eine Teil von (+) ergibt. Da
an Zustand F der Test ¢(a,a’) erfiillt sein muB, folgt 2ws 4 wy = w3 + 2wy, also

W3 = Wy . (412)
Weiterhin muf} offensichtlich

wg = 1 (4.13)
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gelten. Damit ergibt sich wegen des Tests ¢(f, f') an Zustand ¢ 4 1:
2w + w1 + wy + w3 + wy + ws + 2ws = wo + wy + wy + 2wz + 2wy + ws + we .

Einsetzen der Gleichungen (4.12) und (4.13) und Subtraktion von wy, wy und ws auf
beiden Seiten liefert :

2Wg +2ws +2 = wog+4ws+1.
Weiteres Vereinfachen ergibt dann:
wo+1 = 2Zws,
woraus mit (4.10)
wy = 14271

und damit auch p/(zi41) — p'(2)4,) = 1+ 27571, also der andere Teil von (+) folgt.
Weil w; < 2 jeweils gilt und jedes der Register z;1q, 2}, yiy1 und yi,, in 6 einmal
zuriickgesetzt wird, ist auch (4+4) erfiillt. SchlieBlich gilt nach Konstruktion immer
(+++).

Um 1) zu zeigen, muf man sich nur noch klar machen, daff wq, ws und w7 geeignet
gewahlt werden kénnen, wenn man die anderen Glieder aus w mit den Werten aus der
obigen Herleitung belegt. Eine geeignete Wahl von ws, ws und wr ist aber aufgrund
der in ¢ auftretenden hohen Vergleichswerte méglich.

Im Falle einer Subtraktionszeile : if x = 0 then j else x:=x-1 verzweigt der
Automat ausgehend vom Zustand ¢ in zwei ,, Transitionsaste®, ndmlich in einen, der
zu ¢ + 1 tithrt und ausgefiihrt wird, wenn x grofler als Null ist, und in einen anderen,
der zu j fithrt und ausgefithrt wird, wenn x gleich Null ist.

Wegen (*) ist x genau dann Null, wenn p(z}) — p(z;) = 1 gilt. Dies kann mit
Hilfe einer geeigneten Transitionsfolge unter Verwendung von ¢ (nichtdeterministisch)
getestet werden kann. Ob andernfalls 1 < p(z}) — p(x;) < 2 gilt, kann in &hnlicher
Weise unter Verwendung einer zu ¢ dualen Formel iiberpriift werden.

Nach dem Test brauchen in dem Ast, der nach j fiihrt, lediglich die Inhalte von
x und y gerettet zu werden. Dafiir kann die bei der Additionszeile fiir y benutzte
Konstruktion genutzt werden. Der Ast, der nach ¢ + 1 verzweigt, kann nach dem Test
prinzipiell wie die ganze Transitionsfolge tiir die Additionszeile aufgebaut werden. Der
Subtraktion mufl dadurch Rechnung getragen werden, dafl die Rollen von z; und !
vertauscht werden.

Im Falle der endlichen Wérter wird r der Endzustand des Automaten, im Falle der
unendlichen Wérter wird der Zustand, zu dem die korrespondierende Programmzeile
in M immer wieder aufgesucht werden soll, als Endzustand ausgezeichnet. |
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©

Ph=f=2
yZ-I—l Hy;_l_l H0 Y w0:1+2_k
Yigr = 2 wy =1+ 27!
o(xi, xp) Aoy, yi)? W
a—a «0 !
= =9
¢ f / w3 = 1+ Q_k_l
Litl < Liyq Y
i=[= wy = 142751
éla,a’)?
b0 il s
F=20=17 | ws=1
o(f, f')? wr

a
—

Abbildung 4.6: Simulation einer Addition einer Zweiregistermaschine

Jedes an einem Pfeil nicht aufgefiihrte Register wird mit addy fortgeschrieben. Auflerdem wird jeder
Pfeil zusétzlich mit » = 1 und » > 1 A r < 2 beschriftet. Die unterste Transition setzt alle Register
bis auf x;41, ®,, yiy1 und y;,, zuriick.
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4.7.3 Einheitsdauer

Die letzte Menge von Intervallwortern, relativ zu der wir Erkennbarkeit durch ¥p-
Automaten studieren wollen, ist die Menge I aller Wérter, deren Ereignisse die Dauer
Eins haben, d.h., wir setzen:

E = {(a.w) | Vili < |w| — w = 1)}.

Diese Intervallworter erinnern sehr an diskrete Worter, was auch durch den fol-
genden Satz bestatigt wird:

4.7.11 Satz Fir eine Sprache L von Intervallwértern mit L C FE und eine belie-
bige Parametermenge P mit P C N oder P C —N, die mindestens ein von Null
verschiedenes Element enthdlt, sind die drei folgenden Aussagen dquivalent:

1) Die diskrete Projektion von L ist reguldr.
2) L ist Yp-erkennbar.
3) L ist Yp-erkennbar relativ zu F.
Die jeweiligen Umformungen kénnen effektiv erfolgen.

Beweis. Aus Symmetriegriinden kénnen wir uns auf den Fall P C N beschranken.
Es sei n ein von Null verschiedenes Element aus P.

1) = 2) Aus jedem beliebigen endlichen Automaten B fiir die diskrete Projektion
von L kann auf triviale Weise ein ¥ p-Automat 2 gewonnen werden, der L erkennt:
Man fiigt ein Register r zu 21 hinzu, wendet in jeder Transition auf dieses die Schritt-
funktion add, an, tiberpriift den Test r = n und setzt das Register wieder zuriick.

2) = 3) Diese Behauptung ist wegen L C F trivialerweise richtig.

3) = 1) Sei dazu A ein ¥ p-Automat mit Registermenge R und maximalem Ver-
gleichswert m. Da 2l nur iiber Woértern aus I interpretiert wird, kénnen als Register-
werte nur natiirliche Zahlen in Frage kommen. Da auflerdem keine Schrittfunktionen
mit negativem Parameter erlaubt sind, brauchen die Registerwerte nur bis zum ma-
ximalen Vergleichswert verfolgt zu werden. Damit reicht es also, zwischen den Regi-
sterwerten 0, 1, ..., m 4+ 1 zu unterscheiden, was leicht in der endlichen Kontrolle
durchgefithrt werden kann.

Dieser Idee folgend gewinnt man nun einen Automaten fiir die diskrete Projektion
von L, wenn man wie folgt verfadhrt: Man versieht die Zustandsmenge von 2l mit einer
zusdtzlichen Komponente, die alle Registerbelegungen p: R — m 42 enthélt. Fiir jede
Transition (¢, a,0,¢,(,q’) aus A und jede Registerbelegung p nimmt man dann die
Transition ((¢, p),a, (¢, p') in die Transitionsrelation des neuen Automaten auf, wenn

1 1
p O den Test ¢ erfiillt und sich p’ aus p 4 ( ergibt, indem jeder Wert m + 2 durch
m + 1 ersetzt wird. Der Rest der Konstruktion ist kanonisch. [ |
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Demgegeniiber steht ein Lemma, das schon in [KPSY93] bewiesen wurde: Ist P
eine Berechnungsstruktur, die mindestens eine positive und eine negative Zahl enthalt,
dann ist das Leerheitsproblem fiir ¥p- Automaten relativ zu £ unentscheidbar. Denn
man kann in vergleichbar einfacher Weise das Halteproblem fiir Zweiregistermaschinen
auf das vorgegebene Problem reduzieren.

Die wesentlichen Ergebnisse dieses Abschnittes sind der Ubersichtlichkeit halber
noch einmal in Abbildung 4.7 dargestellt.

Die Uhrenautomaten sind in der Tabelle in der Zeile zu finden, die mit |P| = 1,
0 ¢ P beginnt, denn sie benutzen nur eine Schrittfunktion, namlich add;, und der
zugehorige Parameter ist von Null verschieden.

Es ist auf den ersten Blick ersichtlich, weshalb die Uhrenautomaten eine herausra-
gende Rolle spielen. Durch den einzig schwécheren Automatentyp (eine Zeile dariiber)
werden nur uninteressante Sprachen beschrieben, da in ihnen keine zeitlichen Bedin-
gungen ausgedriickt werden kénnen. Und schon der nichststarkere Automatentyp (ei-
ne Zeile darunter) fithrt zu einem unentscheidbaren Leerheitsproblem in allen Fillen
bis auf die Einschrankung auf Einheitsdauer, und in diesem Fall werden wieder nur
uninteressante Sprachen beschrieben. Fiir alle anderen, stirkeren Automatentypen
ist das Leerheitsproblem unentscheidbar, unabhéangig davon, relativ zu welcher Klas-
se von Intervallwortern man Erkennbarkeit betrachtet.

Fiir die Uhrenautomaten ist auler dem allgemeinen Fall — der Interpretation iiber
beliebigen Intervallwértern — die Einschrankung auf beschrankte Variation von Inter-
esse. Teile der Dichteeigenschaft gehen bei dieser Einschrankung zwar verloren, doch
dafiir erh&lt man ein streng effektives boolesches System, insbesondere den Abschluf}
unter Komplementbildung. (Vgl. auch die Betrachtungen im Restimee am Schluf} der

Arbeit.)
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beschrankte Variation R
Einheitsdauer beheblg“e
Mindestdauer Intervallworter
P=1
oder reg. reg. reg.
P ={0}
LP rek.
|[Pl=1,0¢ P reg. str. eff. BS kein Kompl.
Projektion C
Projektion
PCN
oder reg. LP n.rek. LP n.rek.
pl>2| PES-N
P mit pos. LP n.rek. LP n.rek. LP n.rek.
u. neg. Element

Abbildung 4.7: Zusammenfassung der Frgebnisse zu relativer Erkennbarkeit

Die Parametermenge P gibt die Berechnungsstruktur Xp vor.
LP: Leerheitsproblem,

str. eff. BS: streng effektives boolesches System,
kein Kompl.: kein Abschlufl unter Komplementbildung,
Projektion: effektiver Abschlufl unter Projektionsbildung,

rek.: entscheidbar (,,rekursiv®),
n.rek.: nicht entscheidbar (,,nicht rekursiv®),
reg.: jede Sprache von Intervallwortern der betrachteten

Finschriankung ist das (relative) Urbild einer re-
guldren Sprache.



Kapitel 5

Ausdrucksstarke Logiken zur
Beschreibung zeitabhingiger
Systeme

Nach den allgemeinen Vorbereitungen im ersten Teil der Arbeit und den speziellen
automatentheoretischen Untersuchungen des letzten Kapitels sind wir jetzt in der
Lage, die zentrale Frage dieser Arbeit anzugehen: Wie sehen ausdrucksstarke Logiken
zur Beschreibung zeitabhangiger Systeme aus, die eine entscheidbare Theorie besitzen
oder zumindest ein entscheidbares Erfiillbarkeitsproblem? Und welche Eigenschaften
besitzen derartige Logiken?

Aus der Entscheidbarkeit des Leerheitsproblems fiir Uhrenautomaten und dem
speziellen Charakterisierungssatz fiir Uhrenautomaten gewmnen wir die Entscheid-
barkeit des Erfiillbarkeitsproblems fiir die Logik IMSOII ‘d. Die These, daB es sich
hierbei um eine ausdrucksstarke Logik mit entscheldbarem Erfillbarkeitsproblem han-
delt, wollen wir durch ,,Abschitzungen® von dAMSOII ‘d nach oben und unten be-
grunden Zum einen zeigen wir mit Hilfe der Unentscheldbarkeltsergebmsse aus Ab-
schnitt 4.7, daB die natiirlichen Erweiterungen von IMSOII ‘d ein unentscheidbares
Erfiillbarkeitsproblem besitzen (Abschnitt 5.2). Zum anderen werden wir zeigen, daf
die bislang starkste bekannte Logik zur Beschreibung zeltabhanglger Systeme, die
eine entscheidbare Theorie besitzt, namlich MITLP, in AMSOII 4 eingebettet wer-
den kann. Dariiberhinaus werden wir sogar zeigen, dafl man bei einer Erweiterung
von MITLP um Automatenoperatoren zu den gleichen Ergebnissen kommt (beides
in Abschnitt 5.4) und daf die von Manna und Pnueli in [MP93] betrachtete Logik
TLr eine Teilklasse der von IMSOII ‘d definierten Mengen definiert und ebenfalls eine
entscheidbare Theorie besitzt (Abschnitt 5.3).

Das erst jiingst von Alur, Courcoubetis und Henzinger erzielte Ergebnis iiber
eine Erweiterung des Modells des Uhrenautomaten, das auch ein entscheidbares Leer-
heitsproblem besitzt, steht im Mittelpunkt des Abschnitts 5.5. Dort werden wir das
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automatentheoretische Ergebnis aus logischer Sicht verwerten und dadurch eine Teil-
klasse von AMSOII [ aussondern kénnen, die ein entscheldbares Erfiilllbarkeitsproblem
besitzt, aber dennoch ausdrucksstarker als AMSOI d ist.

Die spezielleren Ergebnisse des letzten Kapitels iiber Uhrenautomaten werden uns
in Abschnitt 5.1 zu einem tieferen Verstindnis von IMSOTI'd verhelfen. Zum emen
wird gezeigt, dafl durch die Anzahl der Mengenvariablen in Formeln aus IMSOII 4
eine unendliche Hierarchie gegeben ist. Zum anderen wollen wir uns mit dem Abschluf}
unter Negation beschéaftigen und IMSOII ‘d mit der vollen Logik MSOITI 4 vergleichen
(beides Unterabschnitt 5.1.2). In Abschnitt 5.1 wird aulerdem em logischer Beweis fiir
die Entscheidbarkeit des Erfiillbarkeitsproblems von AMSOII ‘d unter Zuhilfenahme
des Entscheidbarkeitskriteriums 2 8.2 gegeben (Unterabschnitt 5.1.1). Weiterhin soll
die Asymmetrie der in IMSOII ‘d auftretenden Integralformeln, die darin liegt, daf3
die obere Grenze explizit durch eine Elementvariable und die untere jedoch implizit
durch eine Mengenvariable vorgegeben ist, untersucht werden. Wir werden beweisen,
dafl auch die Hinzunahme der dualen Pradlkate (mit impliziter Vorgabe der oberen
Grenze und expliziter Angabe der unteren) die Ausdrucksstarke von IMSOII ‘d nicht
vergroBert (Unterabschnitt 5.1.3). Schliefllich wird der Beweis der Inklusion 2DTL,, C
UTL (siehe 4.4.1) nachgeholt, den wir im letzten Kapitel schuldig geblieben sind
(Unterabschnitt 5.1.4).

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wollen wir die Auswirkungen, die der Kom-
plementabschlufl der uhrenerkennbaren Sprachen relativ zu der Menge der Inter—
vallworter einer beschrankten Variation (siehe Unterabschnitt 4.7.1) auf EIMSOH 4
hat, genau studieren. Es wird sich zum einen herausstellen, daf} AMSOIT'd und
MSOH 4 die gleiche Ausdrucksstarke haben, wenn man 1hre Formeln in Wértern
einer beschrankten Variation interpretiert. Zum anderen werden wir beweisen, daf}
die in Formeln von 515 unter Hinzunahme von direkten Abstandsmessungen formu-
lierbare Theorie der Intervallwérter einer beschrankten Variation entscheidbar ist.

5.1 Die schwache Abstandslogik IMSOTLd

Wir beginnen mit einer Namengebung:

5.1.1 Definition (schwache Abstandslogik) Die Sprache AMSOI'd wird auch
als schwache Abstandslogik bezeichnet.

Das Attribut ,,schwach® wird hier dem Namen hinzugesetzt, um zu verdeutlichen,
daf nicht die Volle monadische Logik zweiter Stufe in der Signatur 11 d zur Verfugung
steht und daB nur relative Abstandsmessungen moglich sind. In Abschnitt 5.2 werden
wir die ,,volle Abstandslogik® kennenlernen.

Aus der Entscheidbarkeit des Leerheitsproblems fiir Uhrenautomaten iiber end-
lichen, unendlichen und unbeschrankten Intervallwortern (siehe [AD90]) kénnen wir
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aufgrund des speziellen Charakterisierungssatzes fiir Uhrenautomaten (siehe 3.7.2)

und 2.8.1 schlieflen:
5.1.2 Satz Das Erfillbarkeitsproblem fir AMSOTI'd st entscheidbar.

In gewisser Hinsicht kann man die Benutzung des Ergebnisses von Alur und Dill
umgehen, wenn man das Entscheidbarkeitskriterium 2.8.2 verwendet. Das soll im
nachsten Unterabschnitt demonstriert werden.

5.1.1 Alternativbewels zur Entsgheidbarkeit des Erfiillbar-
keitsproblems von AMSOIId

Die wesentliche Idee des Beweises fiir die Entscheidbarkeit des Leerheitsproblems
fiir Uhrenautomaten in [AD90] ist eine Einteilung der unendlichen Menge der Uh-
renstiande eines gegebenen Automaten in endlich viele Aquivalenzklassen.

In diesem Abschnitt wird diese Idee vorgestellt und erléuteﬁ, wie man sie benutzen
kann, um die Entscheidbarkeit der Erfiillbarkeit von AMSOIl d ,direkt” zu beweisen.
Als Korollar erhalten wir dann die Entscheidbarkeit des Leerheitsproblems fiir Uhren-
automaten und den Satz, dafl die diskrete Projektion jeder uhrenerkennbaren Sprache
regular ist.

Nach dem Entscheidbarkeitskriterium 2.8.2 ist es hinreichend, wenn die Menge
der Kodierungen aller Intervallworter in uniformer Weise endlich axiomatisiert wer-
den kann. Daf} dies zutrifft, werden wir hier beweisen. Demnach ist unser Ziel der
Nachweis, dafl die Voraussetzungen von 2.8.2 im Falle der Berechnungsstruktur ua
erfiillt sind.

Es seien s und k natiirliche Zahlen und s = {0,...,s — 1} eine Uhrenmenge.

Wir betrachten die Menge R der Uhrenstdnde p:s — Py. Sie wurde schon in
Abschnitt 1.2 mit zwei Operationen versehen, namlich mit Riicksetzungen und Fort-
schreibungen. Fiir letztere wollen wir hier die in Abschnitt 4.1 eingefithrte Schreib-
weise verwenden.

Es sei 5 der Uhrenstand mit n(r) = 0 fiir alle r < s.

Wir versehen R mit einer Verfeinerung Ay von =g. Es gelte pAgp’, falls die fol-
genden Bedingungen ertiillt sind:

1) Fir jedes r mit r < s und jede natiirliche Zahl ¢ mit ¢ < k gilt p(r) > ¢ genau
dann, wenn p'(r) > ¢ gilt, und es gilt p(r) = ¢ genau dann, wenn p'(r) = ¢ gilt.

2) Fir r und " mit r,r’ < s ist frac(p(r)) < frac(p(r’)) genau dann, wenn
frac(p'(r)) < frac(p/(r’)) gilt. Dabei stehe frac(e) fiir den Nachkommaanteil
der reellen Zahl c.

Eine Aquivalenzklasse von A, wird Region genannt.
Im Gegensatz zu =i ist Ay auller mit Tests und Riicksetzungen auch mit Fort-
schreibungen vertraglich:
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5.1.3 Bemerkung Seien p und p’ aus R mit pAgp'.

1) Ist ~ eine Vergleichsrelation und d eine natiirliche Zahl nicht grofer als k, dann
gilt fiir jedes Register r die Beziehung p(r) ~ d genau dann, wenn p'(r) ~ d
gilt.

2) Fir jede Riicksetzung ¢ gilt (p{)Ar(p'¢).
3) Fiir jedes w mit w € P existiert ein w’ mit w’ € P und (p + w)Ax(p’ + w').

Punkt 1) fithrt zu der folgenden Festlegung: Fiir jede Region H und jedes Re-
gister r gelte H(r) ~ d genau dann, wenn p(r) ~ d fiir einen Uhrenstand p € H
gilt.

Aus 2) folgt, dafi Riicksetzoperationen auch sinnvoll auf die Menge R/Aj aller
Regionen {ibertragen werden kénnen: Man setzt einfach (p/Ax)C = (p¢)/Ak.

Punkt 3) fithrt zur Definition einer Nachfolgerrelation auf der Menge der Regionen:

Or = {(p/Ar (p+w)/Ar) [weP}. (5.1)
Ist p eine Folge von Uhrenstdnden, so schreiben wir p/A,, fiir die Folge

po/ Nk pr/ Ak, p2 /A, ...

Zwei Folgen H und ' von Regionen stimmen mit einer Folge ¢ von Riicksetzungen

iiberein, wenn gilt:

Ho = n/Ag,
Hi-l—l = HZ/CZ fiir 7 < |ﬂ|

Es soll |H' = (| gelten und [H| = 1 + |H'|. Die Folge ( ist dann allein durch H’
bestimmt. B B

Sei w ein unéares Intervallwort und ¢ eine gleich lange Folge von Riicksetzungen.
Dann bestimmen w und ¢ in natiirlicher Weise zwei Folgen pund p’ von Uhrensténden:

po = 1
pio= pitw fir ¢ < |wl,
piv1 = piG fiir 7 < |w].

Die beiden Folgen p/Aj und p'/Aj, stimmen mit { {iberein.
Das entscheidende Lemma in diesem Zusammenhang ist das folgende:
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5.1.4 Lemma ([AD]) Sind H und H' Folgen von Regionen, die mit einer Folge ¢
iibereinstimmen, so gibt es ein undres Wort w, das zusammen mit ¢ Folgen p und p'

bestimmt, fir die H = p/Ay, und H' = p' | Ay, gilt.

Der Beweis wird induktiv iiber die Lange der Folgen gefithrt und nutzt 5.1.3.3)
im Induktionsschritt aus.
Mit Hilfe dieses Lemmas wollen wir nun zeigen:

5.1.5 Lemma Zu jeder natirlichen Zahl m und jeder endlichen Menge T von m-
normalen erweitert-atomaren Yya-Formeln lifit sich effektiv ein MSOI(B,,(7T))-Satz

Interpretation,,,(7)

konstruieren, wobei T eine endliche Obermenge von T' mil m-normalen erweitert-
atomaren Yya-Formeln ist, so daf fir jedes diskrete Wort v iber B, (T) gilt:

v = Interpretation,, (7)

gdw. v ist die (m,T)-Kodierung eines Intervallwortes.

Beweis. Fiir jede endliche Menge 77 von m-normalen erweitert-atomaren Yya-For-
meln gibt es eine natiirliche Zahl £, so daf} jede Formel aus 7' von der Gestalt
d(Xi, ) ~d mit d <k und ¢ < m ist. (Wir identiﬁ(z_ieren dabei die erweiterten Sym-
bole von Yya mit den erweiterten Symbolen von I1'd .) Fiir 7 wihlen wir die Menge
dieser Formeln. Dann ist B,,,(7) die Menge A x o(7) x p(m), die wir abkiirzend mit
B bezeichnen wollen.

Fiir die folgenden Untersuchungen wird die Menge m = {0,...,m —1} als Uhren-
menge zugrunde gelegt.

Behauptung Sei (a,7', ) ein Wort iiber B und ( die Folge von Riicksetzungen,
die durch ¢; = {(s,0) | s € N;} definiert ist. Dann sind die beiden folgenden
Aussagen dquivalent:

1) Das Wort (a,T', N) ist eine (m, T )-Kodierung.

2) Es gibt Folgen 4 und H' von Regionen, die mit ¢ iibereinstimmen und so

daB fiir jedes jede Formel o 2 d(X,,x) ~ d aus 7 und jedes i < (] gilt:
aeT;, gdw. Hir)~d. (5.2)

Beweis. Sei M durch M, = {i | r € N;} mit r < m gegeben.
1)=2) Ist (a,1, N) die Kodierung eines Intervallwortes v = (g, w), so bestimmt
w zusammen mit ¢ zwei Folgen p und p’ von Uhrenstinden, so daB

d*(vg(i, M,),7) = pi(r) fir r < m und ¢ < |ul
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gilt, was man durch Induktion iiber : einsieht. Ist demnach v eine Belegung mit
v(X;) = M; fir i <mund o 2 d(X,,2) ~d aus T, dann gilt
W v o gdw.  pl () ~d.
Da (a,1, N) eine Kodierung von v und M ist, folgt daraus:
a €Ty gdw. pl,(r)~d.
Es gilt also
a €Ty gdw.  (pla/Ar)(r) ~d.

Deshalb ist 2) erfiillt, wenn wir H = p/Aj, und H' = p'/Aj wéhlen.

2)=1) In der umgekehrten Richtung geht man von den Folgen H und H' aus und
gewinnt aus ihnen unter Benutzung von 5.1.4 zwei Folgen p und p’ von Uhrenstdnden
und ein undres Wort w. Wir setzen v = (g, w). Durch Induktion iiber i weist man

5.3) nach. Wegen H' = i gilt also
h. Wegen H' = p'/ A, gilt al
d*(vg(i, M,),i) ~d gdw. H(r)~d fir r <m, d < kund ¢ < |ul.

Fiir jede Belegung v mit v(X;) = M; fiir i < m und jede Formel & £ d(X,,z) ~ d
aus T ergibt sich demnach

(uHH, v)Ea gdw. Hi(r)~d.
Mit (5.2) folgt schlieBlich:
(uHH, v)Ea gdw. d(X,,x)~deT;.

Also ist (a,T, N) eine Kodierung von v und M. O

In der Formel Interpretation,,(7) braucht also nur Bedingung 2) der obigen Be-
hauptung formuliert zu werden.

Sei Ko, ..., K,—1 eine Aufzahlung der Aj-Klassen mit Ko = n/Ay. Seien weiterhin
J und J’ Folgen von jeweils ¢ neuen Variablen.

Wir konstruieren Interpretation,,(7) in der Form 3J3J. Es soll fiir ein Wort
v = (a, T, N) mit ¢ wie in der obigen Behauptung genau dann (u,v) |= 1 gelten,
wenn es Folgen H und H' gibt, die Bedingung 2) der obigen Behauptung erfiillen,
und wenn zusatzlich fiir ¢ < ¢ und j < |u] gilt:

j - Z/(JZ) gdW Hj+1 = [(27
jev(J,) gdw. H:=K;.

Dann ist 3.J3.J" offensichtlich die gesuchte Formel.
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die J bilden eine Partition des Universums
und die J' bilden eine Partition des Universums
und es existiert ein ¢ mit KyOK; und 0 gehort zu J!
und fiir jedes x gilt:
fiir jedes ¢ < ¢ gilt:
wenn Jlz und « < @ + 1, dann J;(x + 1) fiir ein j mit K;0:K;
fir jedesa € A, T C 7 und N C m gilt:
wenn J{x und P, 7 n)z, dann K; € Kr
wenn Jyz und P, 7 7, dann Jix fiir das j mit K; = K:(n

Abbildung 5.1: Eine Formel, die die Menge der Kodierungen aller Intervallworter
definiert

Der Beweis schlieft mit einer halbformalen Beschreibung von ¢, die in Abbil-
dung 5.1 zu finden ist. Dabei sei fiir jede Menge N C m die Riicksetzung (n durch
(v ={(r,0) | r € N} definiert und es sei fiir jedes T' C 7 die Menge K1 die Menge
aller Regionen H mit

d(X,,2)~d € T gdw. H(r)~d fir r < m.
Quantifizierte Ausdriicke wie ,fiir jedes a € A* kénnen als Konjunktion geschrieben
werden. |
Aus diesem Lemma, dem speziellen Charakterisierungssatz fiir Uhrenautomaten

3.7.2 und dem Entscheidbarkeitskriterium 2.8.2 gewinnen wir:

5.1.6 Korollar 1) Das Erfillbarkeitsproblem der Logik AMSOTI'd st entscheid-

bar.
2) Das Leerheitsproblem fir Uhrenautomaten ist entscheidbar ([AD90]).

3) Die diskrete Projektion jeder uhrenerkennbaren Sprache ist requlir. Fin sie er-
kennender Automat kann effektiv aus einem Uhrenautomaten fir die gegebene

Sprache gewonnen werden ([ADI0]).

5.1.2 Nichtabschlufl unter Negation und
Quantorenhierarchie

Dtgch die Korrespondenz zwischen Uhrenautomaten und existentiell-monadischen
ITd -Formeln kénnen wir das Wissen, das wir uns im letzten Kapitel iiber Uhren-
automaten angeeignet haben, auf IMSOIlL d tibertragen. Die Aussagen gelten jeweils
fiir endliche, unendliche und unbeschrankte Intervallworter, was wir der Ubersicht-
lichkeit halber nicht jedesmal erwdhnen werden.
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Zum einen koénnen wir daraus, dafl die Klasse NTL der uhrenerkennbaren Spra-
chen nicht unter Komplementbildung abgeschlossen ist (siehe 4.2.5), schlieflen:

5.1.7 Satz (NlchtabschluB unter semantischer Negation) Die schwache Ab-
standslogik AMSOII ‘d st nicht unter Negation abgeschlossen.

Damit ist gememt daB es eine existentiell-monadische TI'd Formel gibt, deren Negat
(als MSOII Fl -Formel) zu keiner existentiell-monadischen II ‘d -Formel aquivalent ist.
Eine solche Formel kénnen wir 4.2.3 entnehmen:

3XFe(Xae A-Fy(e <y AN Xy)AVy(z <y —d(X,y) #1)).
Da die Menge MSOII'd aller monadischen II'd -Formeln definitionsgemé&f schon

syntaktisch unter Negation abgeschlossen ist, erhalten wir auflerdem:
5.1.8 Korollar Die Logik MSOII'd ist ausdrucksstirker als IMSOTI d .

Unter anderem hatten wir in 3.7.3 gesehen, daf} die Analogie zwischen existentiell-
monadischen II'd -Formeln und Uhrenautomaten so weit geht, dafl d-Rang und Uh-
renindex einer uhrenerkennbaren Sprache {ibereinstimmen.

Aus 4.3.5 erhdlt man deshalb als Folgerung:

5.1.9 Satz (Quantorenhierarchie) Fir jedes m > 0 ist die Sprache L,, (siehe
4.3.6) durch einen existentiell-monadischen 11 d -Satz definierbar, der m monadische
Existenzquantoren besitzt, aber durch keinen existentiell-monadischen 11 d -Satz mit
weniger Mengenquantoren.

Beweis. Die obere Schranke fiir die Anzahl der benutzten Quantoren ist dem nach-
folgenden Beispiel (siehe 5.1. 10) zu entnehmen. Angenommen, man kénnte L, durch
eine existentiell-monadische IT d -Formel mit m — 1 Quantoren beschreiben. Dann
kénnte diese Formel auch so gewéhlt werden, dafl eine feste Variable x als obere
Schranke in allen erweitert-atomaren Teilformeln erscheinen wiirde. Dies wiirde je-

doch 3.7.3 und 4.3.7 widersprechen. [ |

5.1.10 Beispiel (4.3.6 fortgef.) Die Sprache L,, wird durch den folgenden Satz
mit m monadischen Existenzquantoren definiert:

X, ... 39X,
(vx A N ~(Xiz A Xpe) A(XoOA X3 A ..o A Xy (m — 1)
1<m 1<’ <m
AN Ve(Xje o Xj(z+m) A A Va(Xz - d(Xj,e+m—1)=1)).
Jj<m j<m

Man beachte, dafl bei der Umwandlung in eine reine existentiell-monadische md-
Formel keine zusatzlichen Mengenvariablen eingefiihrt werden miissen. (Vgl. dazu
den Beweis von 2.7.5.)



5.1. DIE SCHWACHE ABSTANDSLOGIK EIMSOHH 123

Das Ergebnis 5.1.9 steht im Kontrast zu einem Satz von Wolfgang Thomas (siehe
[Tho82]), der besagt, daf jede regulire Sprache (endlicher oder unendlicher) diskre-
ter Worter durch einen existentiell monadischen II-Satz mit einer Mengenvariablen
definierbar ist.

5.1.3 Abstandsmessung in die Zukunft

Definitionsgeméf sind die in AMSOII'd benutzten erweitert-atomaren Formeln von
der Gestalt

d(X,z) ~ d. (5.3)

Eine solche Formel bedeutet: ,Die Gesamtdauer der Ereignisse zwischen dem Er-
eignis = (einschlieBlich) und dem letzten Ereignis davor (ausschliefilich), das zu der
Menge X gehort, ertiillt die Bedingung ~ d. Gibt es kein solches Ereignis, so erfiillt
die Gesamtdauer aller Ereignisse vom Beginn des Wortes bis zum Ereignis « (ein-
schliefilich) die Bedingung ~ d.“ Von x aus gesehen wird also eine Dauer- oder auch
Abstandsmessung in die Vergangenheit vorgenommen. Es stellt sich damit sofort die
Frage, ob man auch Abstandsmesgmgen in die Zukunft zulassen darf, ohne daf sich
die Ausdrucksstarke von AMSOIl d &ndert.

Wir wollen in diesem Abschnitt beweisen, daf} jede Abstandsmessung in die Zu-
kunft auf Abstandsmessungen in die Vergangenheit zuriickgefithrt werden kann.

Die zu (5.3) duale Version ist:

d(z,X) ~ d. (5.4)

Wir erweitern die Signatur md jeweils um ein neues erweitertes Symbol ?Nd des
Typs (1,1) und bezeichnen die entstehende Signatur mit nd.

Um formal die Bedeutung der neuen Symbole erklaren zu kénnen, definieren wir
zuerst die zu vg duale Funktion nf: Ist M eine Menge von natiirlichen Zahlen und
m eine natiirliche Zahl, so ist der Nachfolger von m in M, in Zeichen nf(m, M), die
kleinste Zahl aus M, die gréfer als m ist, sofern es eine solche gibt, ansonsten sei

nf(m, M) undefiniert.

Mit jedem Intervallwort w assoziieren wir eine I1'd -Struktur ung, die eine Ex-
tension von u? sein soll. Die Interpretation von H)Nd in w1 sei die Menge, die
(M,m) enthalte, wenn nf(m, M) definiert ist und d“(M,m,nf(m, M)) ~ d gilt oder
wenn nf(m, M) nicht definiert ist, u endlich ist und d“(M,m,|u| + 1) ~ d gilt. Fir
d ~a( X, ) schreiben wir (5.4). Eine solche Formel ist auch eine relative Abstandsfor-
mel, eine sogenannte Zukunftsformel in X.

Damit bedeutet (5.4): , Es gibt eine Stelle in X, die goer als x ist, und die Gesamt-
dauer der Ereignisse zwischen x (einschlieflich) und dem néchsten Ereignis danach

(ausschliefilich), das zu X gehort, erfiillt die Bedingung ~ d. Oder das gegebene Wort
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ist endlich, es gibt kein auf x folgendes Ereignis, das zu X gehort, und die Gesamtdau-
er der Ereignisse von « (einschlieflich) bis zum Ende des Wortes erfiillt die Bedingung
~ d‘ [14

Die Gleichwertigkeit von AMSOIT'd und IMSOI'd wird in dem folgenden Satz

ausgedriickt:

5.1.11 Satz Jeder AMSOII'd -Satz kann effektiv in einen dquivalenten IMSOTId -

Satz umgewandelt werden.

Beweis. Nach 2.7.6 reicht es, eine dquivalente existentiell-monadische 1''d -Formel
mit Mengentermen zu konstruieren.

Sei dazu ¢ 2 3X,... 3X,_1¢¢ eine EIMSOHH)—Formel, die als Teilformel eine Zu-
kunftsformel in X enthalte. Wir konstruieren eine zu ¢ dquivalente Formel ¢, die
keine neuen Zukunftstormeln und zuséatzlich keine Zukunftsformel in X enthé&lt. Fine
wiederholte Anwendung der Konstruktion liefert dann die gewiinschte Formel.

Wir behandeln den Fall der unendlichen Intervallworter und erlautern am Ende des
Beweises die Modifikationen, die im Fall der endlichen Intervallwérter vorgenommen
werden miissen.

Es sei m eine obere Schranke fiir die Vergleichswerte, die in den Teilformeln von ¢,
die Zukunftsformeln in X sind, auftreten.

Die gesuchte Formel # soll die Gestalt

3Xo ... X;13Gy. .. 3G, 3E,y ... 3E,, K (Kodierung,, (G, £, K, X) A ¢;)

haben. Dabei soll fiir jede Interpretation J die Beziehung J |= Kodierung,, genau dann
gelten, wenn die beiden folgenden Bedingungen fiir jedes ¢ mit ¢ < m erfiillt sind:

JEVYe(Ea o dx,X)=¢) und JTEVe(G.a«dz,X)>c);

und es soll A’ mit den Elementen belegt sein, die keinen X-Nachfolger besitzen. Die
E-Variablen sollen also die ,gleich‘-Bedingungen und die G-Variablen die ,gréfiert-
Bedingungen kodieren. Die Formel ¢f entstehe aus der Formel ¢y durch Substitution
der erweitert-atomaren Formeln der Gestalt d(y, X) ~ ¢ durch a geméaf folgender

Tabelle:

Q@ H FE.y ‘ Gy ‘ -FyN-G.yAN-Ky ‘ EyVv Gy ‘ -Gy AN -Ky ‘ —FEyN-Ky

~| == < | = | = | ¢

Aus der Konstruktion von ¢ wird ersichtlich, daf§ die neue Formel ¢ zu ¢ aqui-
valent ist, sofern Kodierung,, die geforderten Eigenschaften hat. Es reicht also, ein
Konstruktionsverfahren fiir Kodierung,, anzugeben.

Wir wéhlen ein induktives Verfahren und beginnen mit m = 0. In diesem sei

Kodierungy 2 Va(—FEor A (Kz & —Jy(z <y A X)) A (Gox « ~Kz))
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Kodierung,,_; und
fiir alle z aus X gilt:
falls es ein y unter x mit E,,y gibt, so gilt:
y ist eindeutig
und d(F,, — L,z —1)=m
und G,y fir alle y’ unter x mit y’ < y
und G,y fiir kein ¢’ unter @ mit y <y’
und falls es kein y unter * mit F,,y aber eins mit G,y gibt,
gilt fiir das grofite dieser Art:
d(G, =1,z —=1)>m
und y + 1 = x oder nicht d(G,,,x — 1) > m
und G,y fir alle y’ unter x mit y’ < y
und falls es kein y unter * mit K,y oder G,y gibt, gilt:
nicht d(X — L,z —1)>m
und fiir alle x aus K gilt:
x gehort weder zu E,, noch zu G,

Abbildung 5.2: Zur Eliminierung von Zukunftsformeln

Es steht ,ein y liegt unter «* dafiir, dafl y kleiner als z 1st und dafl zwischen y und z kein Element
aus X liegt. Auflerdem ersetzt 7 — 1 den Mengenterm {z |~z =2+ 1A Z(x + 1)}.

(Beachte, da d(x, X)) = 0 nie gilt und d(z, X) > 0 nur dann nicht, wenn es kein
Element in X gibt, das grofier als x ist.)

Der Ubersichtlichkeit halber wihlen wir im Induktionsschritt (m >£) eine halb-
formale Darstellung der Formel, die ohne weiteres in eine reine AMSOII’ d -Formel mit
Mengentermen umgesetzt werden kann. Die Formel ist in Abbildung 5.2 zu finden.

Wir benutzen die Sprechweise ,ein y liegt unter %, die bedeuten soll, dafl y kleiner
als x ist und dafl zwischen y und « kein Element aus X liegt. (Dies kann z. B. durch
r < yA-Jdd(x < 2 < y A Xa') ausgedriickt werden.) Es stehe 7 — 1 fiir den
Mengenterm {x | mx =a + 1 A Z(x + 1)}.

Im Fall der endlichen Intervallwérter ist die Variable K {iberfliissig, da definiti-
onsgemaf fiir jede Stelle ohne X-Nachfolger stattdessen max genommen wird. Dem-
entsprechend muf die universelle Quantifizierung in Abbildung 5.2 nicht nur alle Ele-
mente aus X durchlaufen, sondern es mufl auch max in Betracht gezogen werden. B

5.1.4 Eindeutigkeit

In Abschnitt 4.5 haben wir eindeutige Uhrenautomaten eingehend untersucht. Auf der
logischen Seite entspricht einem eindeutigen Automaten eine eindeutige® existentiell-
monadische Formel:
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5.1.12 Definition (eindeutige Formeln) Sei Q) eine Wortsignatur. Eine existen-
tiell-monadische Q-Formel ¢ = 3X,...3X,._1¢o heiBt eindeutig, wenn es fiir jede
Q-Wortstruktur 9t hochstens eine erfiillende Interpretation (91, v) von ¢q gibt.

Wir beweisen zuerst dle Korrespondenz zwischen eindeutigen Uhrenautomaten

und eindeutigen IMSOII ‘d -Formeln.

5.1.13 Lemma FEine uhrenerkennbare Spmche ist genau dann eindeutig erkennbar,
wenn sie durch einen eindeutigen AMSOII d -Satz defintert wird.

Beweis. Zuerst bemerken wir, dafl die im speziellen Charakterisierungssatz fiir Uh-
renautomaten (siehe 3.7.2) Vorgestellten Konstruktionen zur Umwandlung von exi-
stentiell-monadischen >y5-Formeln in existentiell-monadische 11 ‘d -Formeln und um-
gekehrt die Eigenschaft der Eindeutigkeit erhalten. Es reicht also, wenn wir anstelle
von II'd -Formeln Yua-Formeln betrachten.

(=) Die Formel akzBer aus Abschnitt 2.4 hat fiir ein gegebenes Intervallwort u ge-
nauso viele erfiillende Interpretationen (u™v4, v), wie es akzeptierende Berechnungen
des gegebenen Automaten auf u gibt. (Vgl. auch den Beweis von 4.5.3.)

(<) Um dies einzusehen, analysieren wir die Konstruktion im Beweis der Im-
plikation von 1) nach 2) im Charakterisierungssatz 2.3.2, siehe S.33. Dazu sei eine
eindeutige existentiell-monadische Yya-Formel ¢ gegeben. Aus 2.5.3 folgt, daB fiir je-
des Intervallwort héchstens eine Kodierung die Formel ¢* erfiillt. Also wird auch von
dem zu ¢* dquivalenten Automaten 2 héchstens eine Kodierung eines Intervallwortes
erkannt. Aus der Konstruktion von 2 (vgl. auch den Beweis von 2.6.1) ergibt sich
dann aber, daf} 2 hochstens eine akeptierende Berechnung auf jedem Intervallwort
ausfiihrt. |

Es sei nebenbei bemerkt, daff man sich mit der gleichen Uberlegung leicht davon
iiberzeugen kann, dafl dieses Lemma allgemein fiir ,eindeutige® ¥-Automaten und
eindeutige IMSOIIY-Formeln gilt.

Bevor wir zum Beweis von 4.4.1 {ibergehen, wollen wir noch eine wichtige Eigen-
schaft der im Beweis von 5.1.11 konstruierten Formel festhalten:

5.1.14 Lemma [st ¢ eine eindeutige exzstentzell—monadzsch(i md -Formel, so gibt es
dazu eine dquivalente eindeutige existentiell-monadische 11 ‘d -Formel.

Beweis. Man betrachte dazu die im Beweis von 5 1.11 vorgestellte Konstruktion
zur Umwandlung einer ex1stentlell monadischen T1'd -Formel ¢ in eine aquivalente
existentiell-monadische T1'd -Formel ¢': Die Formel Kodierung,, ist derart, daf} die
nach dem Verfahren zur Elimination von Mengentermen (siehe 2.7.4) entstehende
aquivalente IMSOII ‘d -Formel eindeutig ist. AuBlerdem ist ¢ eindeutig, sofern die
Ausgangsformel eindeutig ist. Damit ist die gesamte Formel eindeutig. |
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Beweis von Satz 4.4.1 Wegen 5.1.13 und 5.1.14 reicht es, wenn wir zu jedem
beschréglkten, deterministischen Zweiwege-Uhrenautomaten eine dquivalente eindeu-
tige Il d -Formel konstruieren. Mit einigen Abadnderungen versehen kann die in Ab-
schnitt 2.4 konstruierte Formel akz iibernommen werden, die die Existenz einer akzep-
tierenden Berechnung beschreibt. Dabei werden Mengenvariablen fiir die Kodierung
der die Berechnung bestimmenden Transitionsfolge und Abstandsformeln zur Uber-
prifung der Registertests benutzt.

Durch die k-Beschrankung wird die Kodierung der Transitionsfolge méglich. Man
benutzt die k-fache Anzahl von Mengenvariablen zuziiglich von Hilfsvariablen, die
die Umkehrpunkte eines Laufes beschreiben. Entscheidend bei der Uberpriifung der
Uhrentests ist, dal auch Abstandsvergleiche in die Zukunft zur Verfiigung stehen.
Diese erméglichen namlich die Uberpriifung eines Uhrentests an Stellen, an denen
eine Uhr getestet werden soll, die zum letzten Mal an einer Stelle rechts von der
aktuellen Stelle zuriickgesetzt wurde.

Die Eindeutigkeit der Formel wird durch den Determinismus des gegebenen Zwei-
wege-Uhrenautomten garantiert. |

5.2 Unentscheidbare Erweiterungen und Modifi-
kationen von dMSOIId

Ausschlaggebend fiir die Entscheidbarkeit des Erfiillbarkeitsproblems von AMSOI d
ist der Umstand, dafl direkte Abstandsvergleiche zwischen beliebigen Momenten nicht
moglich sind. Wir wollen dies exakt formulieren.

5.2.1 Definition (Signatur IId) Die Signatur IId entsteht aus II durch Hinzunah-
me eines bindren Symbols d... fiir jede Vergleichsrelation ~ und jede natiirliche Zahl ¢.

I1

Aus jedem Intervallwort u = (@, w) erhalten wir nun eine I1d-Struktur «', indem

wir festlegen, daf d.. in u!'" durch die Menge
{(0,5) |1 <G AWigr = Wj ~c}

interpretiert wird und «"® | I = o fordern. D.h., d..(z,y) trifft zu, wenn der
Abstand zwischen Position « und Position y 4+ 1 die Bedingung ~ ¢ erfiillt. Deshalb
schreiben wir fiir d..(x,y) auch einfach

d(z,y) ~ c.
Diese Schreibweise steht mit den Vereinbarungen in Unterabschnitt 3.7.1 in Einklang.

5.2.2 Definition (volle Abstandslogik) Die Sprache MSOIId wird auch als volle
Abstandslogik bezeichnet.
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Offensichtlich 1a8t sich die Formel d(X,x) ~ ¢ aquivalent in

Jy(y < e AXyA-Fy(y <y ANy <aAXy)Ad(y,x) ~c)
V (~Iy(Xy Ay <z)Ad(0,2) ~ ¢)

umformen. Daraus folgt:

5.2.3 Bemerkung Jeder existentiell-monadische 1'd -Satz ist dquivalent zu einem
existentiell-monadischen I1d-Satz.

In [AFHO91] ist nun schon das folgende Resultat zu finden:

5.2.4 Satz ([AFH91]") Die in der Sprache der ersten Stufe in der Signatur 11 U
{d=1} formulierbare Theorie der Intervallworter ist unentscheidbar. (Dies gilt sowohl
fiir endliche wie auch fir unendliche und unbeschrinkte Intervallwérter. FEs wird je-
weils vorausgesetzt, daf$ das Alphabet mindestens drei Elemente besitzt.)

Die Theorie der unendlichen bzw. der unbeschrinkten Intervallwérter ist sogar
111 -schwierig.

Der Beweis erfolgt durch Reduktion des Halteproblems fiir Zweiregistermaschinen

(vgl. 4.4.1). u

Ein weiteres negatives Ergebnis iiber mogliche Erweiterungen der schwachen Ab-
standslogik erhalten wir aus den Untersuchungen in Abschnitt 4.7 (vgl. auch Abbil-
dung 4.7):

5.2.5 Satz Ist P cine Teilmenge von Z, die mindestens zwei Elemente besitzt, dann

ist das Erfillbarkeitsproblem von AMSOIYp unentschetdbar. |

Damit ist IMSOIT'd zumindest in dem Rahmen, der durch hybride Automaten
und Y-Automaten vorgegeben ist, die ausdruckstirkste Logik mit entscheidbarem
Erfiilllbarkeitsproblem.

Abschlielend sei noch erwéhnt:

5.2.6 Satz Die MSOTI'd - Theorie der endlichen, unendlichen bzw. unbeschrinkten
Intervallworter ist unentscheidbar.

Beweis. Dazu wird das fiir Uhrenautomaten unentscheidbare Universalitdtsproblem
(siehe [AD90] bzw. [AD]) auf das gegebene Problem reduziert:gu einem gegebenen
Uhrenautomaten konstruiere man einen dquivalenten AMSOII d -Satz ¢ und iiber-
priife, ob —¢ erfiillbar ist. Ist dies der Fall, dann ist die Antwort auf das Universa-
litdtsproblem ,jnein‘, andernfalls ,ja‘.

n der angegebenen Arbeit [AFH91] wird dieses Ergebnis fiir die Logik MTL formuliert, ist aber
auf die hier angegebene Logik erster Stufe direkt iibertragbar.
Man vergleiche hierzu auch die klassischen Ergebnisse [TM51] und [She75] iiber die rellen Zahlen.
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Fir die Unentscheidbarkeit des Universalitatsproblems wird in [AD] ein minde-
stens dreielementiges Alphabet vorausgesetzt. Auf diese Einschrankung kann hier ver-
zichtet werden, weil Buchstabenpradikate durch entsprechende monadische Variablen
ersetzt werden koénnen. |

5.3 PTL und Erweiterungen um Zeitoperatoren
nach Manna und Pnueli

Die temporalen Logiken mit Zeitabhangigkeit, die in diesem und im néchsten Unter-
abschnitt behandelt werden sollen, kénnen aus syntaktischer und semantischer Sicht
als Erweiterung der propositionalen Zeitlogik PTL ([Pnu77]) angesehen werden, wes-
halb wir diese noch einmal kurz vorstellen wollen.

5.3.1 PTL

Die Syntax von PTL ist durch das Regelsystem in Abbildung 5.3 beschrieben, in dem
¢ und v fiir Formeln stehen und « fiir einen Buchstaben des Alphabets steht.

t8 [ pa | oY [ 20 | O | O¢ | oUp | 659

Abbildung 5.3: Die Syntax von PTL

PTL-Formeln werden in diskreten Wortern interpretiert. Ist © = a ein diskretes
Wort und ¢ < |u|, so wird das Paar (u,) als Interpretation bezeichnet. Induktiv wird
(u,?) = ¢ nach folgenden Regeln definiert:

Es gilt immer (u,7) = tt, und es gilt (u,i) E pa, falls a; = @ gilt. Damit steht
po fir: ,Ereignis ¢ hat den Typ a“. Negation und Konjunktion werden wie tiblich
behandelt.

Es gilt (u,2) = O, falls ¢ + 1 < Ju| ist und (u,i+ 1) = ¢ gilt. Entsprechend gilt
(u,7) | O, falls ¢ > 0 ist und (u,2 — 1) | ¢ gilt. Damit steht O fir die nichste
Stelle und © fiir die vorhergehende.

Es gilt (u,2) | éU, wenn es eine Stelle 7 mit j > ¢ gibt, so daB (u,j) | ¢
und zusatzlich (u,:') | ¢ fiir jede Stelle ¢/ mit ¢ < ¢’ < j gilt. Entsprechend gilt
(u,7) E ¢S, wenn es eine Stelle j gibt, die kleiner als oder gleich ¢ ist und so daf
(u,j) | % und zusatzlich (u,j’) | ¢ fir jede Stelle j' mit j < j* < ¢ gilt. Es steht
also oU fir ,es gilt ¢, bis irgendwann spater ¥ gilt* und ¢ Sy fiir: ,es gilt ¢, seit
irgendwann vorher einmal i galt®.
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Ein Wort u erfillt eine PTL-Formel ¢, ist ein Modell von ¢, falls (u,0) = ¢ gilt.
Dadurch definiert eine PTL-Formel eine Sprache von diskreten Wértern, namlich die
Menge ihrer Modelle.

In [Wol83] wurde PTL um sogenannte Automatenoperatoren erweitert, was eben-
falls kurz erldutert werden soll. Die Elemente der Menge 2", also die Funktionen
n — 2, werden im folgenden auch als Spaltenvektoren mit n Zeilen und Eintrégen
aus {0, 1} geschrieben.

Unter einer Automatenformel versteht man Formeln der Gestalt

Ql+(¢0,...,¢n_1) oder Ql_(¢0,...,¢n_1), (55)

wobei 2 fiir einen Rabin-Scott-Automaten {iber dem Alphabet 2" steht und ¢, ...,
®n_1 schon konstruierte Formeln sind.

Eine Automatenformel ist an einer Stelle wahr, wenn sie beim Lesen der Wahr-
heitswerte der Formeln, aus denen sie zusammengesetzt ist, einen Endzustand erreicht.
Dabei 1afit man den Automaten nach rechts (4) oder links (—) laufen. Dies wird im
folgenden formalisiert.

Ist u ein Wort und ist ¢g, ..., ¢,_1 eine Folge von Formeln, so kodieren wir die
Wahrheitswerte, die die Aussage (u, %) = ¢; jeweils annimmt, in einem diskreten Wort
z liber 2" geméf der folgenden Gleichung:

L, falls (u,i) = 6,

ri(j) =
0, falls nicht (u,?) E ¢;.
Damit ist die j-te Komponente im i-ten Vektor genau dann Eins, wenn (u,?) |= ¢,
gilt. Das Wort & wird mit [u, ¢] bezeichnet.

Ist J = (u,1) eine Interpretation und ¢ = A+ (o, ..., d,_1), so gilt T |= ¢, falls es
eine Position j mit j > ¢ gibt, so dafB [u, ¢](,7 + 1) zu der von 2 erkannten Sprache
gehort. D. h., die Formel ¢ ist wahr an Stelle ¢, wenn es eine Stelle 7 in der Zukunft
gibt, so daf} die Wahrheitswerte der Formeln aus ¢ zwischen beiden Positionen ein
Wort ergeben, das von 2 akzeptiert wird.

Symmetrisch dazu gilt 3 = A (o, ..., ¢n-1), Wwenn es eine Position j mit j <4
gibt, so daB [u, ¢](z + 1, j) von 2 akzeptiert wird. (Man beachte die Konventionen zur

Beschreibung von Segmenten aus dem ersten Abschnitt der Arbeit, ,Notation®.)

Hat man Automatenformeln zur Verfiigung, so werden der Bis- und der Seit-
Operator sowie () und © entbehrlich:

5.3.1 Bemerkung 1) Ist 2 ein endlicher diskreter Rabin-Scott-Automat, der die

Sprache 22((3) + G))*((?) + G)) erkennt, so ist dU zu AT (p,¢) und ¢ S zu
A~ (¢,1) aquivalent.
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2) Ist *B ein endlicher diskreter Rabin-Scott-Automat, der die Sprache, die die
beiden Worter 01 und 11 der Lange 2 enthélt, erkennt, so ist ()¢ zu B+ () und
O¢ zu B~ (¢) aquivalent.

5.3.2 Die Erweiterung um den Altersoperator

Die erste Erweiterung von PTL um zeitabhidngige Konstrukte, die hier betrachtet
wird, heiit TLp (siehe [MP93]). Man erhélt ein Regelsystem fiir TLr, indem man zu
dem System in Abbildung 5.3 die Regel

[(¢) ~ d

hinzunimmt, wobei ~ eine der iiblichen Vergleichsrelationen und d eine natiirliche
Zahl ist.

Eine Formel dieser Logik wird dhnlich wie eine PTL-Formel iiber einem Intervall-
wort zusammen mit einem seiner Stellen interpretiert.

Sei also J = (u, ) eine entsprechende Interpretation mit v = (@, w). Die schon aus
PTL bekannten Sprachkonstrukte behalten ihre Bedeutung, wobei man die Bewertung
von u einfach ignoriert.

Auf die Bewertung wird einzig und allein durch den sogenannten Altersoperator
(,age'-Operator) I' Bezug genommen: Falls J |= ¢ nicht gilt, so gelte (u,2) = ['(¢) ~ d,
falls 0 ~ d gilt. Andernfalls gibt es eine kleinste natiirliche Zahl j mit der Eigenschaft,
daf fiir alle 7/ mit j < 57 < ¢ die Beziehung (u,j') = ¢ erfilllt ist. Dann gelte
(u,2) E I(¢) ~ d, falls Wiy — W; ~ d gilt. Damit gibt I'(¢) an, wie lange ¢ an der
Position 7 4+ 1 schon giiltig ist, in gewissem Sinne also das , Alter” von ¢.

Ein Intervallwort erfiillt eine TLp-Formel ¢, falls ¢ an der Stelle Null erfiillt ist.
Damit ist die Modellmenge einer TLp-Formel ¢ genau wie bei PTL durch {u | (u,0) =
o} gegeben.

In [MP93] werden TLp-Formeln zur Spezifikation zeitabhdngiger Systeme benutzt,
und zur Verifikation geben Manna und Pnueli ﬁchluﬁregeln an. Wir kénnen durch
eine effektive Finbettung von TLpr in IMSOIId die Entscheidbarkeit der Theorie
von TLr nachweisen. Insbesondere ergibt sich daraus, dal das Modellproblem fiir
Uhrenautomaten und TL entscheidbar ist.

5.3.2 Lemma Jede TLp-Formel kann effektiv in eine dquivalente 'd -Formel mit

Mengentermen umgewandelt werden, die ohne Mengenvariablen auskommdt.

Beweis. Induktiv wird zu jeder TLp-Formel ¢ eine 11"'d -Formel ¢* = ¢*(x) konstru-
iert, die die Menge aller Stellen definiert, an denen ¢ wahr ist: Es soll (u,¢) = ¢ genau
dann gelten, wenn (uH/H, v) | ¢* fiir eine (jede) Belegung v mit v(x) = ¢ gilt. Dann
ist die Formel ¢*(0) zu ¢ dquivalent.

Fiir tt ist die Behauptung trivial. Ist ¢ gleich p,, so setzt man ¢* = P,z. Kon-
junktion und Negation tibertragen sich wie {iblich.
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Fiir ()¢ verfahrt man wie folgt, wenn ¢* schon konstruiert wurde:

(O¢)(x) & —z=a+1Ad(x+1).

Dementsprechend wird auch (©¢)* konstruiert.
Fiir das Bis-Konstrukt ergibt sich

(dUY) = Fy(z <y A= (y) AVa'(z <2’ <y — ¢*(2)).

Eine entsprechende Konstruktion wird fiir eine Seit-Formel angewandt.

Zum Schluff behandeln wir den Altersoperator. Dazu betrachten wir die Formel
I'(¢) ~ d. Die Formel (I'(¢) ~ d)* trifft eine Fallunterscheidung danach, ob ¢ an der
jeweiligen Stelle gilt oder nicht:

(T(¢) ~d)” = (=¢7(x) = 0~ d) A(¢™(x) = d({z | =¢"(2)},2) ~ d).

Hierbei stehe 0 ~ d fiir den entsprechenden Wahrheitswert. |

5.3.3 Satz 1) Das Erfillbarkeitsproblem ist fir TLp entscheidbar.
2) Die TLp-Theorie der Intervallwéorter ist entscheidbar.

3) Es ist entscheidbar, ob ein durch einen Uhrenautomaten gegebenes zeitabhdingi-
ges System eine Spezifikation in TLp erfillt.

Beweis. 1) Dies folgt aus 5.3.2 und der Entscheidbarkeit des Erfiillbarkeitsproblems
fitr IMSOIL d (siehe 5.1.6) unter Beachtung der Ergebnisse iiber Spracherweiterungen
existentiell-monadischer Logiken, die wir in Abschnitt 2.7 erzielt haben.

2) Dies ist eine Folgerung aus 1), da TLr unter Negation abgeschlossen ist.

3) Wir skizzieren ein Entscheidungsverfahren fiir das fragliche Modellproblem.
Dazu gehen wir von einem Uhrenautomaten Ql und einer TLp-Spezifikation ¢ aus. Zu
2 konstruieren wir eine dquivalente IMSOII ‘d -Formel » und zu ¢ die Formel (—¢)*
wie im Beweis von 5.3.2. Dann ist

X 2 PA(-9)

cine existentiell-monadische IT''d -Formel mit Mengentermen, die genau dann erfiillbar
ist, wenn es ein Intervallwort gibt, das von 2 erkannt wird und @ nicht erfiillt, d. h.,
wenn 2 die Spezifikation ¢ nicht erfiillt. Wir brauchen also y nur in eine dquivalente
ITd -Formel umzuwandeln und anschliefend die Antwort auf den Erfiillbarkeitstest
zu negieren, um eine Antwort auf das Modellproblem zu erhalten. [ |
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5.3.3 Die Erweiterung um den Daueroperator

In [MP93] wird auBer der Logik TLr auch die umfassendere Logik TLFf betrachtet.

Diese gewinnt man aus TLr unter Hinzunahme der Regel

/ o ~ d. (5.6)
Eine Interpretation (u,t) erfiillt diese Formel, falls
Z w; o~ d (57)
i<ix(u,g)Ed
gilt. Damit steht (5.6) fiir die Aussage: ,,die Gesamtdauer der Ereignisse, die an Stel-
len stehen, an denen ¢ galt, zuziiglich der Dauer des aktuellen Ereignisses, falls ¢

momentan gilt, erfiillt die Bedingung ~ d*.
Analog zu 5.3.2 kénnen wir hier zeigen:

5.3.4 Lemma Jede TLFI-Formel laft sich effektiv in eine dquivalente 11'dur-Formel

mit Mengentermen umwandeln, die ohne Mengenvariablen auskommt.

Beweis. Wie im Beweis von 5.3.3 konstruiert man zu jeder TLFI—Formel ¢ eine

IIdur-Formel ¢* £ ¢*(z), die die Menge aller Stellen definiert, an denen ¢ wahr ist.
Aufgrund der schon im Beweis von 5.3.3 angestellten Uberlegungen, reicht es hier,
wenn wir den Induktionsschritt fiir den Daueroperator durchfiithren.

Dazu sei ¢ = [ ¢g ~ d gegeben. Dann ist

dur(f,{z | g5}, 2) ~ d
die gesuchte Formel. |
Daraus kénnen wir schliefien:

5.3.5 Satz Zu jedem TLFI-SatZ lafst sich effektiv ein dquivalenter Uhrenautomat mit

Halteméglichkeit konstruieren.

Beweis. Dies folgt aus 5.3.4 unter Verwendung des speziellen Charakterisierungs-
satzes fir Uhrenautomaten mit Haltemoglichkeit 3.7.9 und den Ergebnissen aus Ab-
schnitt 2.7. |

5.4 Metrische Zeitlogiken

Im Gegensatz zu der Erweiterung von PTL durch zusétzliche Operatoren, die auf
die Bewertung der zugrundeliegenden Intervallworter zuriickgreifen, werden in den
sogenannten metrischen Logiken die schon vorhandenen logischen Quantoren Bis und
Seit mit zeitlichen Einschrénkungen versehen, die durch reelle Intervalle angegeben
werden.
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5.4.1 Definition (reelle Intervalle) Es ist K die Menge aller nichtleeren (offenen,
halboffenen, geschlossenen) Intervalle in Py mit Grenzen in N.,. Mit Ky wird die
Teilmenge von K bezeichnet, die aus den Intervallen besteht, die mindestens zwei
Elemente besitzen. Diese Intervalle werden auch als nichtsingulir bezeichnet.

7.B. gehoren die Intervalle [3,3], (0,5] und [13,00) zu K, nicht aber jedoch [3, 3]
zu K.

5.4.2 Bemerkung Fiir jedes Intervall I aus K gibt es Vergleichsrelationen ~¢ und
~1 und natiirliche Zahlen dy und dy, so dall I = {r € Po | r ~o dog A7 ~7 dy} gilt.

5.4.1 Metrische Zeitlogiken nach Alur und Henzinger

Die Logiken MTL (,metric temporal logic), MITL (,metric interval temporal logic*)
und MITLP (;metric interval temporal logic with past operators) wurden in [AH90],
[Alu91] bzw. [AH92] eingefiihrt. Ein einheitlicher Zugang wird durch die Einfithrung
von MTLP gewéhrleistet. Die Syntax dieser Sprache ist in dem Diagramm in Abbil-
dung 5.4 wiedergegeben. Darin stehen ¢ und ¢ fiir Formeln, es steht [ fiir ein Intervall
aus K und a fiir einen beliebigen Buchstaben des Alphabets.

| pa | AV | 26 | QUK | 651
Abbildung 5.4: Die Syntax von MTLP

Aus MTLP ergibt sich MTL durch Weglassen der letzten Regel (siehe [AH90]),
MITLP durch die Einschrankung auf nichtsingulére Intervalle (also auf Intervalle aus
Ko, sieche [AH92]) und MITL durch Weglassen der letzten Regel und zusétzliche Ein-
schrankung auf nichtsingulare Intervalle (sieche [AFH91]).

Wie bei TLr und TL[p werden die Formeln von MTLP in einem Intervallwort

zusammen mit einer Stelle interpretiert. Die Bedeutung der atomaren Formeln und
der booleschen Kombinationen wird iibernommen.

Zur Erlduterung der anderen Sprachkonstrukte setzen wir eine Interpretation J =
(u,?) als gegeben voraus.

Es gilt 3 |= ¢Uryp genau dann, wenn es ein j gibt, so dafl j > ¢, W,y — W, € 1,
(u,j) = ¢ und (u,i') | ¢ fir alle ¢/ mit ¢ <4/ < j gelten. Entsprechend erfolgt die
Interpretation von ¢ Sy): Es gilt J = ¢ Spb genau dann, wenn es eine Position j gibt,
sodaB j <4, Wiy — W, € I, (u,j) E ¢ und (u,j’) | ¢ fir alle 3’ mit j < 3/ <@
gelten. Es steht also ¢ Uy fiir die Aussage: ,es gilt ¢, bis irgendwann in der Zukunft
Y gilt, und der Abstand dieses Zeitpunktes zur Gegenwart liegt in I, wihrend ¢ Sy
ausdriickt: jes gibt einen Zeitpunkt in der Vergangenheit, zu dem 1 galt, seitdem ¢
gilt und dessen Abstand zur Gegenwart in das Intervall I fallt.”
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Insbesondere bezieht sich die Intervalleinschriankung in einer Formel der Gestalt
(=tt)Urtt immer auf die Lange des aktuellen Ereignisses.

Wenn singuldre Intervalle als zeitliche Einschrankungen genutzt werden kénnen,
dann erhdlt man Logiken mit grofler Ausdrucksstirke:

5.4.3 Satz ([AH90]) Die MTL-Theorie der Intervallworter ist unentscheidbar.

Demgegeniiber steht die Entscheidbarkeit des Erfiillbarkeitsproblems fiir MITL
und MITLP (siehe [Alu91] und [AH92]), aus dem auch die Entscheidbarkeit der ent-
sprechenden Theorien folgt.

Die entscheidende Eigenschaft nichtsingularer Intervalle, die in den Beweisen von
Alur und Henzinger die tragende Rolle spielt, ist die folgende:

5.4.4 Bemerkung Ist I € Ky, r € Py und sind e und f zwei weitere reelle Zahlen
mit den folgenden Figenschaften: e < r < f und f — e < 1, dann gilt e € I oder
fel.

Diese Eigenschaft erlaubt eine effektive Einbettung von MITLP in EIMSOHH),
aus der dann ebenfalls die Entscheidbarkeit des Erfiillbarkeitsproblems folgt. Diese
Einbettung kann allerdings fiir eine noch gréflere und ausdrucksstarkere Formelklasse
durchgefithrt werden, womit das Ergebnis aus [AH92] verbessert wird. Beides, die
Spracherweiterung und die Einbettung, wird im folgenden Abschnitt vorgestellt.

5.4.2 Erweiterung um Automatenoperatoren

Um MITLP zu EMITLP (extended metric interval temporal logic') zu erweitern, wer-
den neue Regeln fiir Automatenoperatoren hinzugenommen, die aus den herkémmli-
chen Automatenoperatoren durch Hinzufiigen einer Intervalleinschrankung entstehen:

Ql}—(¢07"'7¢n—1) | Ql;(¢07---7¢n—1)7 (5-8)

wobei 2 wie in (5.5) fiir einen diskreten Rabin-Scott-Automaten tiber dem Alphabet
2" und [ fir ein Element aus Ky steht.

Die Semantik der neuen Formeln ergibt sich in natiirlicher Weise: Ist 3 = (u,¢)
eine Interpretation mit v = (a,w) und ¢ = AF (do, ..., 1), so gilt T = ¢, falls es
eine Position j mit j > ¢ gibt, so dafB [u, ¢](,7 + 1) zu der von 2 erkannten Sprache
gehért und Wiy — W, € I gilt. Entsprechendes gilt fiir Vergangenheitsformeln.

Bevor wir uns dem zentralen Satz in diesem Abschnitt zuwenden, wollen wir ein

Beispiel fiir eine EMITLP-Formel nadher betrachten.

5.4.5 Beispiel Wir wollen eine Formel konstruieren, die folgendes aussagt: ,, Auf je-
des zweite Ereignis des Typs a folgt ein Ereignis des Typs b innerhalb der nichsten
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fiinf Zeiteinheiten.” Wegen der Zahlbedingung ,,jedes zweite Ereignis® kann keine For-
mel aus MITL oder MITLP diese Bedingung ausdriicken. Gerade die Z&hlbedingung
kann aber durch einen entsprechenden Automatenoperator erfait werden.

Wir benutzen die folgenden Abkiirzungen:

amAnfang = —Ap ) (E1),

<>[0,5]¢ ttUp 50,
qu £ —'(‘t‘tu[opo)—'qb).

[I>

Dabei soll 2 die Sprache {iber dem Alphabet 2 erkennen, die alle Wérter der Lange
zweil enthélt. Dann ist die Formel amAnfang nur an der ersten Stelle wahr. Die Formel
<>[075]</$ besagt, daB ¢ in den néichsten fiinf Zeiteinheiten wahr werden wird, und [l¢
steht dafiir, dafl ¢ immer wahr ist.

AufBlerdem bendtigen wir einen Automaten B, der die Sprache M, die durch M =
(((1)) (8) ) ((1)) (8) *)* ((1)) (8) ) (G) + ((1)) (8)* ((1))) gegeben ist, erkennt. Eine endliche Folge
von zweizeiligen Vektoren iiber {0, 1} gehort zu M, wenn in der zweiten Komponente
nur am Schluf} eine FEins steht und in der ersten Komponente geradzahlig viele Einsen
auftreten. Dann beschreibt ‘B[_Opo)(pa, amAnfang) jedes zweite Ereignis des Typs a.

Insgesamt kann die besagte Eigenschaft dann wie folgt ausgedriickt werden:

O (B}5.... (pa: amAnfang) — Opospps) -

Eine weitere Ausdrucksschwéche der Logik MITLP liegt darin, daf in ihr keine Be-
dingungen tiber die Dauer einer festen Anzahl von aufeinander folgenden Ereignissen
formulierbar sind. Z. B. kann man nicht sagen: .die néchsten fiintf FEreignisse haben
eine Gesamtdauer von hochstens drei Zeiteinheiten.” Solche Sachverhalte sind aber
offensichtlich unter Benutzung von Automatenoperatoren in EMITLP beschreibbar.

Wir wollen nun zeigen:

5.4.6 Satz Jede EMITLP-Formel lift sich effektiv in eine dquivalente AMSOII' d -

Formel mit Mengentermen tberfihren.

Beweis. Wg konstruieren induktiv zu jeder EMITLP-Formel ¢ eine erweitert-existen-
tielle (1) I d -Formel ¢* £ ¢*(X) mit Mengentermen, so daB fiir jedes Intervallwort
u gilt:

1) Es gibt eine Variablenbelegung v, so dafl (u,v) | ¢* gilt.
2) Ist v eine Belegung mit (u, v) | ¢, so gilt fiir jedes ¢ < |ul:

(u,)) = ¢ gdw. i€ p(X).
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Dann ist 3X(¢* A X0) die gesuchte, zu ¢ adquivalente Formel. (Beachte, da die
Menge der erweitert-existentiellen Formeln unter (semantischer) Konjunktion, Dis-
junktion und existentiell-monadischer Quantifizierung abgeschlossen ist.)

Der Induktionsanfang ist trivial, denn fiir kann einfach die Formel Vo X und fiir
p: £ pi(X) kann Vo (X < P,z) genommen werden.

Der Induktionsschritt braucht wegen 5.3.1 (das analog auch fiir Formeln mit Inter-
vallbeschrankungen gilt) nur fiir Automatenformeln, Konjunktionen und Negationen
durchgefithrt zu werden. Die beiden letzten Fille sind leicht abzuhandeln:

Sind fiir EMITLP-Formeln ¢ und + die Formeln ¢* = ¢*(Y) und ¢* 2 *(Z)

schon konstruiert, so setzen wir
(6AL)(X) & IYIZ(Ve(Xz = Y A Zz) A" Ap™).

Ist ¢* 2 ¢*(Y') schon konstruiert, so wihlt man fiir (=¢)* einfach
(=6)"(X) & Y (Va(Xz o ~Ya)Ao™).

Der Rest des Beweises behandelt den komplizierten Fall der Automatenformeln.
Aus Symmetriegriinden beschrdnken wir uns darauf, die Konstruktion fiir eine Formel

¢ = Ql}—(¢07 .. '7¢n—1)

vorzustellen. (Beachte, dafl uns Vergangenheits- wie Zukunftsformeln zur Verfiigung
stehen.) Die geringfiigige Asymmetrie, die bei unendlichen Wértern dadurch entsteht,
daf sie kein rechtes Ende haben, erfordert eine kleine Zusatziiberlegung. Der Uber-
sichtlichkeit halber nehmen wir zuerst an, daf§ die Formel nur in unbeschréankten
Intervallwortern interpretiert wird. Die Modifikationen, die fiir beschriankte unend-
liche und endliche Intervallworter notwendig sind, werden am Schlufl des Beweises
beschrieben.

Nach der Induktionsvoraussetzung sind die Formeln ¢5(Xo), ..., ¢5_;(X,—1) schon
konstruiert. Wir nehmen an, daf 2 = (Q, 5,6, F') ein deterministischer Rabin-Scott-
Automat ist, fiir den 0. E. Q = {0,...,p — 1} gilt.

Die Uberlegungen zur Konstruktion von ¢* gliedern sich in zwei Teile. Im er-
sten Teil wird eine semantische Bedingung herausgearbeitet, die die Giiltigkeit der
Formel ¢ an einer Stelle beschreibt, und zwar in Abhéngigkeit von der Art des Inter-
valls 1. Im zweiten Teil wird dann begriindet, weshalb die gefundene Bedingung in
eine Formel der gewiinschten Art umsetzbar ist.

Die angesprochene Unterscheidung der Intervalle ist wie folgt: Die Menge Ky ent-
halte alle beschrankten Intervalle mit linker Grenze gréfler als Null, Ky enthalte alle
unbeschréankten Intervalle mit linker Intervallgrenze grofler als Null und K5 enthalte
alle Intervalle mit linker Intervallgrenze Null und rechter Intervallgrenze Eins.

Jedes Intervall aus Ky féallt dann in eine der Mengen Ky, Ky oder K3, oder es
1aBt sich als Vereinigung eines Intervalls aus K3 mit einem Intervall aus Ky oder K,
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schreiben. Damit reicht es also, fiir I die Intervalle aus K1, Ky oder K3 in Betracht
zu ziehen.

Sei u = (a,w) ein unbeschranktes Intervallwort.

Das Raster von u ist eine streng monoton steigende Folge rg, ry, ... von Positionen,
die wie folgt induktiv definiert ist:

1) Esist rqg =0.

2) Ist die Menge {j | j > r; A W; — W,, < 1} nicht leer, so sei r;yy ihr Maximum,
das wegen der Annahme, dafl u ein unbeschranktes Intervallwort ist, existiert.

3) Gilt W41 — W, > 1, s0 sei ripqg =1 + 1.
Die Elemente von r werden Rasterpunkte genannt. Sie moégen die Menge R bilden.

Behauptung 1 Fiir jeden Index ¢ und jede von Null verschiedene natiirliche

Zahl k gilt W, ., — W, > k.

i+2k

Beweis. Die Definition von r sichert die Behauptung fiir £ = 1. Daraus folgt die
gesamte Behauptung per Induktion. O

Sei M eine Menge von Positionen. Dazu definieren wir zwei partielle Funktionen
e:N — M und f: N — M: Falls fiir ein ¢ die Menge {k | r; < k < r;1} N M nicht
leer ist, so sei e(¢) ihr kleinstes und f(¢) ihr grofites Element. Andernfalls seien beide
Funktionen an der Stelle ¢ undefiniert.

Behauptung 2 Es sei [ ein Intervall aus Ky mit oberer Schranke m. Weiterhin
sel 7 eine Position mit r,_; <17 < ry.

Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

1) Es gibt eine Position j in M mit W; — W; € I.

2) Esgibt ein [ < 2m, so daB e(k+/) und f(k+1) definiert sind und Wi;—W, 4y €
I oder Wiy — Wi € 1 gilt.

Beweis. Aus 2) folgt trivialerweise 1). Fiir den Beweis der umgekehrten Implika-
tion nehmen wir an, daf} j eine Position aus M ist, fiir die W; — W; € I gilt. Dann
gibt es nach Behauptung 1 ein [ mit ry4; < j < rppipr und [ < 2m. Dann sind e(k+1)
und f(k + 1) definiert und es gilt e(k +1) < j < f(k+1). Sei € = e(k + 1) und
f'=flk+1).Ist ff—¢€ < 1,50 folgt j =€ oder j = f’', womit die Behauptung in
diesem Fall bewiesen ist. In dem anderen Fall, wenn f' — ¢’ > 2 ist, muf} aufgrund
der Konstruktion des Rasters Wy — W, < 1 gelten, weshalb nach 5.4.4 eine der
Beziehungen Wy — W; € I oder W; — W, € I gilt. O

Sei nun v = [u, ¢]. Sei weiterhin fiir jedes ¢ € @ der Automat 2, durch A, =
(Q,q,6,F) definiert und I ein Intervall aus einer der Mengen K;, K5 oder Ks. Im
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ersten Fall sei zusétzlich m eine obere Schranke fiir I und im zweiten Fall die untere
Grenze kleiner oder gleich m.

Fiir jeden Zustand ¢ werden zwei Mengen, F, und F), definiert: Es gehore eine
Stelle ¢ mit ry <1 < rpqq zu By, wenn das Wort v(rg,¢) von 2, akzeptiert wird, aber
keines der Worter v(ry, j) mit rp < j < i. Entsprechend gehore ¢ zu F,, falls v(ry, 1)
von 2, akzeptiert wird, aber keines der Worter v(ry, j) mit ¢ < j < rpyqq.

Nun werden die Mengen E, und £} jeweils durch eine endliche Anzahl von Mengen
iiberdeckt. Fiir jede Zahl [ mit [ < 2m sei

E, = E,0 J{k ] reminis <k S remgnise
JEN

Es gilt also

<2m

In gleicher Weise sei fiir jedes [ mit [ < 2m die Menge Fql definiert.

Behauptung 3 Ist [ in Ky, so sind fiir eine Position ¢ mit rp_y < 7 < ri die
beiden folgenden Aussagen &quivalent:

1) Es gilt (u,?) E ¢.
2) Es gibt ein [ mit [ < 2m und ein ¢ mit ¢ € @) und eine Stelle j, so daB gilt:

q = 0(s,0(1, k1))

j = nf(i,Eé) oder j = nf(s, F!),
Tert < J < Thgigs

W, —W; € I.

Beweis. Trivialerweise gilt die Implikation von 2) nach 1). Die umgekehrte Impli-
kation folgt aus Behauptung 2 und (5.9) und der entsprechenden Gleichung fir F,,. O

Ist [ unbeschrankt, so kommen aufler den unter 2) betrachteten Positionen auch
die groferen in Frage:

Behauptung 4 Ist [ in K5, so sind fiir eine Position ¢ mit r,_y < 7 < ri die
beiden folgenden Aussagen &quivalent:

1) Es gilt (u,?) E ¢.

2) Es gilt 2) wie in Behauptung 3 oder: Es gibt eine Position j, fiir die v(¢, )
von A akzeptiert wird und die grofler als ryyom,11 ist. O

Fiir den Fall, dafl I zu der Menge K5 gehért, ist die Situation &hnlich:
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Behauptung 5 Ist [ aus K5 ein Intervall, das Null nicht enthélt, so sind fiir eine
Position ¢ mit rp_y < ¢ < ry die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

1) Es gilt (u,?) E ¢.
2) Es gilt 2) aus Behauptung 3 oder: Es gibt eine Position j mit i < j < ry,

fir die v(z, ) von A akzeptiert wird, wobei im Falle j + 1 = r; zusétzlich

Wi — W, € I erfiillt ist. O

Damit braucht die gesuchte Formel ¢*(X) nur auszudriicken, dafl @ genau dann
zu X gehort, wenn @ in Abhéngigkeit von [ eine der drei Bedingungen 3.2), 4.2) bzw.
5.2) erfiillt, wobei man sich ¢ durch « ersetzt vorstellen muf.

Wir wihlen den folgenden Ansatz fiir ¢*, wobei E fiir die Folge FJ, ..., E;Tl sowie
I fiir die Folge F2, ..., F;i”l stehen soll:

¢"(X) £ IRIEIF (65 A ... Ny
A Raster(R) A Hilfsmengen(R, E, F') A Bedingung(X, R, £, F)).

Raster soll das Raster des jeweiligen Wortes definieren, Hilfsmengen soll unter Zuhil-
fenahme des Rasters die Mengen Eé und Fql bestimmen, und Bedingung soll mit Hilfe
der in den obigen Behauptungen herausgearbeiteten Bedingungen, des Rasters und
der Hilfsmengen die gesuchte Menge X zur Verfiigung stellen.

Wir kénnen die Formel Hilfsmengen konstruieren, wenn wir in der Lage sind, Be-
dingungen, die an Laufe des Automaten 2 gestellt werden, zu formulieren und modulo
2m + 1 zu zdhlen. Beides bereitet keine Schwierigkeiten, da wir auf die volle mona-
dische Logik in der Signatur II zuriickgreifen diirfen (vgl. die Satze von Biichi und
Elgot, siehe 2.1.3). Die Eingabe fiir den Automaten wird aus den Mengenvariablen in
X gebildet, denn diese liefern nach Induktionsvoraussetzung die Wahrheitswerte, die
die Formeln ¢, ..., ¢,_1 annehmen.

Die in den Behauptungen 3, 4 und 5 herausgearbeiteten Bedingungen, die die
Menge X definieren, greifen auf das Raster, die Hilfsmengen Eé und Fql und auf
den Automaten 2 zuriick und benutzen Abstandsmessungen. Die Hilfsmengen wer-
den durch die entsprechende Formel Hilfsmengen zur Verfiigung gestellt, der Automat
kann — wie im letzten Absatz begriindet wurde — unter Benutzung monadischer
Formeln in der Signatur II vollstdndig beschrieben werden, und die Abstandsmes-
sungen erfolgen immer zwischen einer Position und einem ihrer Nachfolger in einer
der Hilfsmengen, also reichen dafiir Zukunftsformeln. Deshalb kann Bedingung durch
eine erweitert-existentielle Formel realisiert werden, sofern das Raster eines Wortes
definiert werden kann. Das wollen wir abschlieflend zeigen:

Behauptung 6 Es gibt eine existentiell-monadische 11" -Formel Raster(X') mit
Mengentermen, die die folgende Figenschaft hat: Ist w ein unbeschranktes Inter-
vallwort, so gibt es genau eine erfiillende Belegung von X, die mit dem Raster von
u iibereinstimmt.
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Beweis. Man erhélt die geforderte Formel als Konjunktion zweier Formeln fein(.X)
und grob(X'), von denen die erste sagt, dafl das Raster nicht zu grob ist, und die zweite,
daf} es nicht zu fein ist, d. h.,

Raster(X) = fein(X) A grob(X).

In fein soll ausgedriickt werden, dafl 0 zu X gehért und mit jedem Element x auch

ein grofleres, das der direkte Nachfolger von z ist oder aber einen Abstand zu x hat,

der kleiner als Eins ist. Die Formel grob soll ausdriicken, daf der Abstand d(z,y)

grofer als Eins ist, wenn = und y zwei aufeinanderfolgende Flemente von X sind.

Dann ergibt die Konjunktion beider Formeln offensichtlich die gewiinschte Aussage.
Die Formulierung von fein ist nicht weiter schwierig:

fein(X) £ X0OAVe(Xe — (d(z, X) <1V X(z+1))).

Die Konstruktion von grob ist schwieriger, denn die relativen Abstandsterme
d(X,y) und d(z, X) liefern d(a 4+ 1,y) bzw. d(x,y — 1), wenn « und y zwei auf-
einanderfolgende Elemente von X sind.

Wir benutzen deshalb eine Unterscheidung danach, ob y ein Element von X mit
geradzahliger Nummer oder ungeradzahliger Nummer ist, und spalten X in zwei dis-
junkte Mengen, die Menge der Elemente mit geradzahliger Nummer und die Menge
der Elemente mit ungeradzahliger Nummer auf. Dafiir benutzen wir die Formel

gerade(X,Y,7) 2 Va((Xz < (Ya A=Zz)V (=Yz A Zz)))
AVy(XeAXyAe <yA-Fd'(z <2’ <yAXz)— (Yoo —Zy)))
die X in Y und Z aufspaltet. AuBerdem benutzen wir Y +1 fiir {z | 2 > 0Az—1 € YV}

und entsprechend 7 4+ 1 fiir {z |2 >0Az —1 € Z}.
Die Formel grob 1483t sich dann in der Form

grob(X) £ 3Y3Z(gerade(X,Y, 7)
AVe(Ye —d(x,Z4+1) > 1) A (Ze = d(z, Y +1) > 1))

schreiben. O

Im Falle endlicher Worter mufi auch das maximale Element der zugehérigen
Wortstruktur in das Raster aufgenommen werden. Im Falle beschrédnkter unendlicher
Worter muf} in die Formulierung der Bedingung 2) von Behauptung 3 eine dhnliche Al-
ternativbedingung aufgenommen werden, wie sie in Bedingung 2) von Behauptung 4
zu finden ist, damit der Tatsache Rechnung getragen wird, daf} das Raster in diesem
Falle endlich, die Menge der Positionen aber unendlich ist. |

Als Folgerung erhalten wir sofort wie im Falle von TLp (vgl.5.3.3):
5.4.7 Korollar 1) Das Erfillbarkeitsproblem fir EMITLP ist entscheidbar.
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2) Die EMITLP-Theorie der Intervallworter ist entscheidbar.

3) Das Modellproblem ist fiir Uhrenautomaten und EMITLP entscheidbar.

Eine genaue Analyse des Bewelses von 5.4.6 zeigt, daB die zu einer EMITLP-Formel
konstruierte dquivalente II’ ‘4 -Formel mit Mengentermen eine eindeutige Formel ist.
Deshalb folgt zusammen mit 5.1.13 und 5.1.14 sogar:

5.4.8 Korollar Jede durch eine EMITLP-Formel definierbare Sprache von Intervall-
wortern ist eindeutig uhrenerkennbar.

5.5 Eine entscheidbare Erweiterung von IMSOTLd

In Abschnitt 4.7 haben wir gesehen, daf} die natiirlichen Erweiterungen der Berech-
nungsstruktur ¥y, zu Automatenmodellen fithren, die ein unentscheidbares Leerheits-
problem besitzen. Es stellt sich die Frage, ob man diese starken Modelle nicht durch
geschickt gewdhlte Zusatzbedingungen so weit einschrinken kann, dafl das Leerheits-
problem wieder entscheidbar wird, die Klasse der erkannten Sprachen jedoch noch
echt grofer als die Klasse der uhrenerkennbaren Sprachen ist.

Eine Untersuchung in dieser Richtung ist in [ACH93] zu finden, wo eine ,klei-
ne* FErweiterung des Modells des Uhrenautomaten vorgestellt wird, die noch ein
entscheidbares Leerheitsproblem besitzt. Zu dem dort benutzten Automatenmodell
korrespondiert in naturhcher Weise eine Teilklasse der Formeln in AMSOIL[, die aus-
drucksstéirker als IMSOII'd ist, aber aufgrund der Entscheidbarkeit des Leerheits-
problems fiir das entsprechende Automatenmodell ein entscheidbares Erfiillbarkeits-
problem besitzt. Dies soll hier gezeigt werden.

In diesem Unterabschnitt werden nur endliche Intervallworter betrachtet. Aufler-
dem gehen wir o. B.d. A. immer von Uhrenautomaten bzw. hybriden Automaten aus,
die einen isolierten Anfangszustand und isolierte Endzustdnde haben, d. h., in denen
keine Transition in den Anfangszustand fithrt und keine aus einem Endzustand her-
ausfithrt. Eine Endtransition ist eine Transition, deren Zielzustand ein Endzustand
ist. Alle anderen Transitionen heiflen innere Transitionen. Fin Register eines hybriden
Automaten wird Uhr genannt, wenn jede Transition die Schrittfunktion add; auf das
Register anwendet.

In [ACH93] wird gezeigt, dafl das Leerheitsproblem fiir Uhrenautomaten auf end-
lichen Intervallwértern auch dann entscheidbar ist, wenn man sie mit einem einzigen
zusitzlichen Register versieht, auf das beliebige Schrittfunktionen aus {addy | k € N}
angewendet werden konnen, das nicht zuriickgesetzt wird und dessen Wert nur beim
Lesen des letzten Ereignisses abgefragt werden kann. Formal bedeutet dies, dafl nur
in Endtransitionen Registertests benutzt werden diirfen, in denen das zuséatzliche Re-
gister auftritt. Zum Beweis wird die Idee der Regionen, die wir in Abschnitt 5.1.1
kennengelernt haben, wieder aufgegriffen und ausgefeilt.
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Das Resultat kann wie folgt interpretiert werden:
5.5.1 Satz Das Erfillbarkeitsproblem ist entscheidbar fiir Formeln der Gestalt
3Xo...3X—1(Po A V),

bei denen dXo...dX,,_1¢0 eine existentiell-monadische HH-Formel ist und fir die
es natirliche Zahlen ag, ..., a,_1 gibt, so daff ¢ eine boolesche Kombination von
relativen Integralformeln der Gestalt

max

/ CloXo + ...+ Clm_le_l ~ d (510)
0

1st.

(Man beachte, daff die Koeffizienten a; in allen atomaren Teilformeln von ¢ gleich
sind.)

Beweis. Wir beschreiben ein Verfahren, dafl aus einem Satz der angegebenen Art
einen dquivalenten Uhrenautomaten konstruiert, der die oben angefithrten Forderun-
gen erfiillt.

Es sei B das Alphabet A x 2™,

Die Formel ¢ wandeln wir zuerst in eine Formel iiber B um, in der die Men-
genvariablen in den Buchstabenpradikaten kodiert sind. Dazu ersetzen wir in ¢¢ jede
Teilformel X;2 durch \, Pyx, wobei b alle Tupel (a,po, ..., pm-1) mit p; = 1 durch-
laufe. Entsprechend wird P,x durch V, Pyx ersetzt, wobei b alle Elemente aus B mit
a in der ersten Komponente annehme.

Die entstehende Formel kann nach dem speziellen Charakterisierungssatz 3.7.6 in
einen dquivalenten Uhrenautomaten 21 umgewandelt werden, von dem wir o. B. d. A.
annehmen koénnen, daf} er einen isolierten Anfangszustand und isolierte Endzustinde
hat. Es sei R die Registermenge von 2 und

kp = Zai fir P C m.
1eP
Aus A gewinnen wir den gewiinschten hybriden Automaten, indem wir ein neues
Register ro zu R hinzufligen und jede Transition

(Q7(a7p07'"7pm—1)7057§7q/) durch (Q7a707aAﬂ7C7q/)

ersetzen, wobei 6§ durch

o) — addq, falls r € R,

falls r = ro,

addk{um:l}’

bestimmt sei. Der Test 3 sei tt, falls ¢’ ein innerer Zustand ist, andernfalls entstehe
(3 aus ¢ durch Ersetzen jeder Teilformel wie in (5.10) durch ro ~ d. |
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5.5.2 Satz Die in 5.5.1 vorgestellte Logik ist echt ausdrucksstirker als AMSOTId .

Beweis. Wir betrachten die Sprache L = {wowjw; | we + wy = 1} aus dem Beweis
von 3.6.3. In diesem Beweis wird gezeigt, dal L nicht uhrenerkennbar ist. Aus dem spe-
ziellen Charakterisierungssatz kénnen wir deshalb schlielen, daf L nicht IMSOIIL d -
definierbar ist. Aber L wird durch die Formel
IX(max = 2 A X0 A-X1AX2A / X=1)
0

definiert, die offensichtlich dquivalent in eine Formel der angegebenen Logik umge-
wandelt werden kann. [

In [KPSY93] werden zwei Einschrankungen des Modells des ¢SHS betrachtet. In
beiden wird eine Menge Ry von Uhren ausgezeichnet, so dafl in inneren Transitionen
nur Register aus Ry zuriickgesetzt und abgefragt werden und gilt:

(*) Die Registertests der inneren Transitionen sind Konjunktionen von Tests der
Formr > d und r < d mit r € R,.

Unter diesen Annahmen sprechen wir von einem csHs vom Typ (A), wenn Rq
einelementig ist. Wir sprechen von einem ¢sHs vom Typ (B), wenn jeder Registertest
einer Endtransition eine Disjunktion von Tests der Form agro + ...+ @y 171 ~ d,
also eine Disjunktion von linearen Tests ist.

Kesten, Pnueli, Sifakis und Yovine zeigen nun, daf fiir csus vom Typ (A) oder (B)
das Leerheitsproblem entscheidbar ist. Im Beweis wird wesentlich daraus Nutzen ge-
zogen, daf in den Registertests der inneren Transitionen nur schwache Vergleiche (<
bzw. >) auftreten und Negationen nicht erlaubt sind (vgl. (*)). Insofern kénnen die
beschriebenen Automaten schon einfache zeitliche Abhéngigkeiten nicht ausdriicken.
Z.B. ist die Sprache aller endlichen Intervallworter w mit w; < 1 fiir alle ¢ < |w)|
durch kein ¢sHS des Typs (A) oder (B) beschreibbar (ohne Beweis).

Beide Typen erkennen allerdings die Sprache aus 3.6.3, die nicht uhrenerkennbar
ist, aber durch einen Uhrenautomaten mit Haltemoglichkeit erkannt wird. Damit
sind die Sprachklassen, die durch ¢sus des Typs (A) bzw. (B) bestimmt sind, mit der
Klasse der uhrenerkennbaren Sprachen unvergleichbar.

Einer ansprechenden Deutung aus logischer Sicht, wie wir sie fiir das Frgebnis
aus [ACHO93] erzielt haben, entziehen sich die Resultate aus [KPSY93], weil in Regi-

stertests von inneren Transitionen Negationen verboten sind (siehe (*)).

5.6 Beschrankte Variation und die volle Abstands-
logik MSOIId

Sei k eine natiirliche Zahl gréfer als Null.
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In Abschnitt 4.7 haben wir gesehen, dafl die durch Uhrenautomaten relativ zu
V% erkennbaren Sprachen ein streng effektives boolesches System bilden, das zusétz-
lich effektiv unter Projektion abgeschlossen ist. Diese Tatsache erlaubt eine elegante

SchluBfolgerung, die die in Abschnitt 5.2 vorgestellte volle Abstandslogik MSOIId
betrifft.

5.6.1 Lemma Zu jedem Satz ¢ aus MSOIld ldfit sich effektiv ein Uhrenautomat A
konstruieren, fir den L(A) N VF = Mod(¢) N V* gilt.

Beweis. Da MSOIId auch die Allquantifizierung von Mengenvariablen erlaubt, kann
man auf Elementvariablen weitgehend verzichten, indem man jede Elementvariable
durch eine Mengenvariable ersetzt und dafiir sorgt, daf diese nur durch einelementige
Mengen interpretiert wird. (Siehe auch den Beweis in [Tho90a] fiir den Satz, daf
jede S1S-Formel in einen dquivalenten Biichi-Automaten umgewandelt werden kann.)
Deshalb kénnen wir o. B. d. A. davon ausgehen, dafl ¢ aus Formeln der Gestalt

Je(Xa A =Jy(—x =y A Xy)) (5.11)
Je(Xa A Pya) ( )
Je(Xa A Ya) (5.13)
Jedy(Xae AYyAa <y) (5.14)
JeTy(Xae A Yy Ad(z,y) ~ ¢ (5.15)
durch Anwendung boolescher Operationen und Quantifizierung von Mengenvariablen
entsteht. Induktiv tiber den Formelaufbau konstruieren wir nun zu jeder solchen For-
mel ¢ = ¢(Xo, ..., Xpm_1) einen Uhrenautomaten 2 iiber dem Alphabet B = A x 2™,

so daf fiir ein Intervallwort u = (a,w) aus V* und eine Belegung v die beiden folgen-
den Aussagen dquivalent sind:

1) Es gilt (v, v) |= 4.
2) Der Automat 2 erkennt das Wort (b, w), wobei fiir jedes ¢ < |u| der Buchstabe
b; = (ai, pos ..., pm—1) wie folgt bestimmt ist:
p; =1 gdw.i€v(X;) fir j < m.
Fiir den Induktionsanfang miissen (5.11) bis (5.15) behandelt werden. Wir fithren die
Konstruktion nur fiir (5.15), den einzig schwierigen Fall, an einem Beispiel vor. Es

148t sich leicht auf den allgemeinen Fall erweitern.
In Abbildung 5.5 findet man einen Automaten fiir

(X0, X1, X,) 2 FaTy(Xox A Xyy Ad(z,y) =5).

Im Induktionsschritt miissen die booleschen Kombinationen und die Mengenquan-
tifizierungen behandelt werden. Fiir erstere reicht es, darauf hinzuweisen, daf} die
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Klasse der relativ zu V* uhrenerkennbaren Sprachen ein effektives boolesches System
bildet. Fiir letzteres reicht die Bemerkung, daf die Klasse der relativ zu V* uhren-

erkennbaren Sprachen effektiv unter Projektion abgeschlossen ist. (Beides ist in 4.7.7
[

zu finden.)

B:r=1;r«0 B:r=1

A

(1, )r=1

B:r=1
Abbildung 5.5

Hier steht - fiir einen beliebigen Buchstaben aus A bzw. fiir ein beliebiges Element aus {0, 1}.

Als Folgerung erhalten wir:

5.6.2 Korollar Die MSOIId-Theorie der endlichen, unendlichen bzw. unbeschrink-

ten Intervallwérter einer beschrinkten Variation (aus Vk) st entscheidbar.



Resiimee und Ausblick

Die vorliegende Arbeit vermittelt die Einsicht, daf (existentiell-)monadische Logiken
zweiter Stufe zur Beschreibung zeitlicher Zusammenhénge gewinnbringend eingesetzt
werden konnen. Zuerst konnten wir zeigen, dafl sie in natiirlicher Weise das Verhal-
ten von Automaten charakterisieren, die zur Modellierung zeitabhéngiger Systeme
benutzt werden. Uber die Verbindung zu den Automaten gelang es uns dann, eine
ausdrucksstarke, zur Formulierung zeitlicher Zusammenhénge geeignete und dariiber-
hinaus mit einem entscheidbaren Erfullbarkeltsproblem versehene Logik zu definieren:
die schwache Abstandslogik IMSOII ‘d. Wir konnten uns davon tiberzeugen, daf} diese
Logik in gewissem Sinne eine ,maximale” Logik mit den aufgefithrten Figenschaften
ist, denn fiir natiirliche Erweiterungen haben wir jeweils die Unentscheldbarkelt des
Erfullbarkeltsproblems nachgewiesen. Die grofe Ausdrucksstirke von IMSOII d er-
laubt die Einschédtzung zeitlogischer Spezifikationsformalismen: Wir konnten zeigen,
daf die Logiken TLr sowie EMITLP (eine echte Erweiterung der schon bekannten Lo-
gik MITLP) eine entscheldbare Theorie besitzen. Stukturelle Eigenschaften der schwa-
chen Abstandslogik AMSOII 4 , der durch die in dieser Arbeit erzielten Ergebnisse eine
grundlegende Rolle zukommt, konnten wir wieder durch Riickgriff auf bekannte oder
neu gewonnene Erkenntnisse aus dem Gebiet der Automatentheorie ermitteln.

Dem Finsatz der beiden ausdrucksstérksten Logiken mit entscheidbarem Erfull—
barkeitsproblem, die in der vorliegenden Arbeit behandelt wurden, namlich IMSOII 4
und EMITLP, sind in der Praxis aus Effizienzgriinden Grenzen gesetzt: Das Leer-
heitsproblem der Uhrenautomaten ist PSPACE-vollstandig (siehe [AD90]), womit das
Erfilllbarkeitsproblem fiir IMSOII ‘d PSPACE- schwierig ist, wahrend das Erfillbar-
keitsproblem fiir MITL schon EXPSPACE-vollstandig ist (snehe [AFH91]), woraus
folgt, daBl das Erfiillbarkeitsproblem fiir EMITLP sogar EXPSPACE-schwierig ist.

Die Suche nach effizient handhabbaren Formalismen zur Beschreibung zeitabhén-
giger Systeme kénnte mit zweien, schon in der vorliegenden Abhandlung untersuch-
ten Logiken beginnen: mit TLr und mit der vollen Abstandslogik MSOIId bei Ein-
schrankung auf Intervallworter beschréankter Variation. Diese FEinschrankung ist aus
praktischer Sicht nicht unrealistisch: Geht man von der Annahme aus, daf es in einem
gegebenen System fiir jede atomare Aktion eine untere zeitliche Schranke gibt, dann
hat das gesamte System, sofern es aus endlich vielen atomaren Aktionen aufgebaut

147
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ist, die Eigenschaft, daf es eine obere Schranke fiir die Anzahl der in einem Einheits-
intervall moglichen Ereignisse gibt, d.h., die Menge der Intervallworter, die durch
das System definiert wird, ist eine Menge beschrankter Variation. Es gilt dagegen
offensichtlich nicht — man denke hier nur an sich in ihrem Ablauf {iberschneidende
Aktionen —, daf es fiir den Abstand zweier Ereignisse eine untere zeitliche Schranke
gibt.

Einerseits verursacht die unemgeschrankte Benutzung von monadlschen Existenz-
quantoren die Ineffizienz von AMSOII d andererseits verdankt IMSOIT'd den mona-
dischen Existenzquantoren ihre Ausdrucksstarke und ohne Mengenvariablen kénnen
in 1hr keine zeitlichen Zusammenhénge ausgedriickt werden. Ein sinnvoller Ausgleich
zwischen beiden Extremen — keine Mengenvariablen oder existentielle Mengenquan-
tifizierung — konnte in solchen Logiken gelingen, die sich Mengenkonstruktoren be-
dienen. Denn diese liefern im allgemeinen unmittelbar den Abschlufl unter Kom-
plementbildung und bringen einen gewissen Grad von Determinismus mit sich, wie
dies z. B. aus der Komplexitatstheorie bekannt ist: Dort studiert man die Klassen
P und NP der deterministisch bzw. nichtdeterministisch in Polynomzeit akzeptier-
baren Sprachen. Nach allgemeiner Ansicht enthélt P ausschlielich effizient 16sbare
Probleme, wahrend es in NP auch Probleme gibt, die sich einer effizienten Loésung
entziehen. Die Klasse NP kann durch eine entsprechende existentielle Logik zweiter
Stufe beschrieben werden, wahrend P durch eine Logik charakterisiert werden kann,
die sich des LFP-Operators (least fixpoint operator) bedient, der eine Konstruktion
von Relationen erlaubt (siehe [Imm87a] und [Imm87h]).

Hinsichtlich einer ,,max1malen Logik mit entscheidbarem Erfiillbarkeitsproblem,
die im Gegensatz zu IMSOII ‘d auch unter Negation abgeschlossen ist, haben wir
Untersuchungen auf dem Gebiet der Uhrenautomaten angestellt und das Modell des
eindeutigen Uhrenautomaten, das zwischen dem deterministischen und nichtdetermi-
nistischen Modell liegt, studiert. In diesem Zusammenhang wurde die wichtige Frage
aufgeworfen, ob die Klasse der eindeutig uhrenerkennbaren Sprachen gegen (effektive)
Komplementbildung abgeschlossen ist.

Ein anderer Fragenkomplex betrifft die Verallgemeinerung der FErgebnisse der vor-
liegenden Arbeit auf den Fall eines verzweigten Zeitmodells nach dem Vorbild des
Satzes von Rabin {iber die Entscheidbarkeit der monadischen Theorie zweiter Stu-
fe des unendlich verzweigten bindren Baumes. Erstrebenswert sind Resultate iiber
entsprechende monadische Logiken, die eine Interpretation der schon bekannten Ent-
scheidbarkeitsergebnisse tiir verzweigte Zeitlogiken, das Modellproblem fiir einfache
zeitabhidngige Systeme betreffend (siehe [ADC91] und [HNSY92]), und die Charak-
terisierung des Verhaltens noch zu definierender ,zeitabhdngiger Baumautomaten*®
erlauben.
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