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1 Einleitung

Seit vielen Jahren gewinnen auch im industriellen Umfeld die Korrektheit und Zuverlissigkeit
von Software und die Verwendung von formalen Methoden zu ihrer Erstellung immer stirkere
Bedeutung. Die Griinde hierfiir sind vielfiltig. Man denke etwa an den Einsatz von Software in
duflerst sicherheitskritischen Bereichen. Dieser ist oft nur dann noch zu verantworten, wenn eine
weitgehende Risikofreiheit gegeben werden kann. Aber auch Wirtschaftlichkeit ist mittlerweile
ein Grund fiir Korrektheit, da die Folgekosten fiir die nachtréigliche Beseitigung von Fehlern
die Gesamtkosten eines Produkts oft unangemessen erhohen. Korrektheit ist natiirlich auch
unabdingbar fiir hiufig wiederverwendete Software. Zuletzt sei noch auf den Zusammenhang
von Korrektheit, Zuverléssigkeit und Schutz vor unbefugten Manipulationen hingewiesen, denn
solche nutzen im Normalfall Fehler in den Programmen aus.

Es ist allgemein anerkannt, dal Prototypen sehr wichtige Bestandteile bei der Entwicklung
von Software insbesondere im Hinblick auf Korrektheit, Qualitéitssicherung und Risikominde-
rung sind; siehe [20, 40]. Das Ziel von Prototyping beim Software-Entwurf ist die schnelle und
billige Realisierung eines geplanten Programms durch einen ausfithrbaren Prototyp. So eine Erst-
implementierung ist beispielsweise ein wichtiges Hilfsmittel zur Ermittlung und zum Studium
des funktionalen Verhaltens beim Erstellen der Anforderungsdefinition, etwa anhand von aus-
gewihlten Tests. Prototypen sollen mit sehr geringem Aufwand erstellbar und leicht verdnderbar
sein, denn Experimentieren spielt in dieser Phase eines Software-Projekts oft eine grofie Rolle.
Dies zeigt, dafl tkonomisches Prototyping nicht ohne entsprechende Werkzeuge moglich ist.

In diesem Bericht befassen wir uns mit der formalen und rechnergestiitzten Erstellung von
Prototypen fiir Programme auf diskreten Strukturen, die in einfacher Weise durch Relationen
modelliert werden konnen. Beispiele fiir solche Strukturen findet man sehr hiufig sowohl an den
Hochschulen als auch in industriellen Anwendungen. Man denke nur an Graphen, die man oft
durch Relationen auf Knoten und/oder Pfeilen beschreibt. Sie werden in den beiden genann-
ten Bereichen hiufig zur Visualisierung abstrakter Konzepte oder komplex strukturierter und
vielfach verzahnter Sachverhalte verwendet, aus der sich dann Einsichten und Ideen zu Pro-
blemldsungen gewinnen lassen. Graphentheoretische Probleme sind an den Hochschulen auch
sehr beliebt in Vorlesungen iiber Algorithmen und Datenstrukturen, da man an ihnen nicht nur
sehr schon die verschiedenen Methoden zum Entwurf von effizienten Algorithmen demonstrie-
ren kann, sondern auch die Unmoglichkeit, gewisse Probleme effizient zu 16sen. In Verbindung
mit Relationen sollten weiterhin Petri-Netze und Ereignis-Strukturen (event structures) genannt
werden, die hiufig bei der Modellierung von konkurrierenden Prozessen Verwendung finden. Die
statische Struktur eines Petri-Netzes ist im Grunde ja nichts anderes als die graphentheoretische
Verkleidung eines Paars von Relationen von den Stellen (Bedingungen) zu den Hiirden (Ereignis-
sen) und umgekehrt. Auch eine Ereignis-Struktur ist abstrakt ein Paar von Relationen, ndmlich
einer Kausalitits- und einer Konfliktrelation auf Ereignissen.

Der Bericht ist wie folgt gegliedert. Zuerst stellen wir in Abschnitt 2 kurz die benétigten
relationenalgebraischen Grundlagen zusammen. In Abschnitt 3 beschreiben wir dann das an
der Universitit Kiel entwickelte Computersystem RELVIEW zum prototypischen Manipulieren
von Relationen. Die folgenden drei Abschnitte 4, 5 und 6 sind der Kern dieses Berichts. Hier
zeigen wir anhand von ausgewéihlten Beispielen, wie Relationen es erlauben, grundlegende Da-
tenstrukturen zu modellieren, wie man aus formalen pridikatenlogischen Problembeschreibun-
gen schnell und einfach zu relationalen Spezifikationen als Prototypen kommen kann, und wie es
durch Anwendung des relationalen Kalkiils in Kombination mit Programmentwicklungstechniken
schlielich moglich ist, daraus effiziente und per Konstruktion korrekte relationale Programme
zu gewinnen, die ohne groffen Aufwand in eine gingige imperative Programmiersprache (wie
C oder Modula-2) iibertragbar sind. Dariiberhinaus demonstrieren wir in diesen Abschnitten



auch Anwendungen von RELVIEW. Abschnitt 7 enthilt einige weitere RELVIEW-Programme,
die geeignet sind, die vielfiltige Verwendbarkeit des Systems zu demonstrieren. Im Gegensatz zu
den Abschnitten 5 und 6 verzichten wir jedoch auf formale Herleitungen. In Abschnitt 8 zeigen
wir auf, wie durch eine Implementierung von Relationen mittels geordneter bindrer Entschei-
dungsdiagramme die Effizienz der relationalen Spezifikationen und Programme teils betréchtlich
erhoht werden kann. Schliellich gehen wir in Abschnitt 9 noch auf die bisher mit dem Ansatz
und dem System gemachten Erfahrungen und zukiinftige Arbeiten ein.

2 Relationenalgebra

Eine Relation R mit Urbildbereich X und Bildbereich Y ist eine Teilmenge des direkten Produkts
X x Y. Im folgenden bezeichnen wir mit [X < Y] die Menge (den Typ) dieser Relationen und
schreiben R : X « Y statt R € [X < Y]. Falls Urbild- und Bildbereich nicht leer und endlich
sind (ersteres nehmen wir im folgenden immer an, um pathologische Fille zu vermeiden) und
Kardinalitdt m bzw. n besitzen, so kann man R als Boolesche Matrix mit m Zeilen und n Spalten
auffassen. Diese Matrixinterpretation ist sowohl zur graphischen Darstellung von Relationen als
auch zur Beschreibung von relationalen Eigenschaften bzw. Manipulationen sehr gut geeignet.
Sie wird auch in RELVIEW verwendet. Aus diesem Grund schreiben wir im folgenden wie bei den
Matrizen Ry, statt (z,y) € R und iibernehmen auch fiir Relationen die Matrix-Sprechweisen
Zeilen und Spalten.

Wir setzen voraus, dafl der Leser mit den folgenden Basisoperationen auf den Relationen
vertraut ist: Vereinigung R U S, Durchschnitt R N S, Produkt (Komposition) RS, Negation
(Komplement) R und Transposition R'. Die Ordnung auf den Relationen [X < Y] gleichen
Typs ist durch die Inklusion R C S gegeben. Schliellich bezeichnen, polymorph getypt, O
die leere Relation, L die Allrelation und | die identische Relation. Neben der eben aufgezihlten
Basis werden wir uns in diesem Bericht noch auf R* (reflexiv-transitive Hiille) und R™ (transitive
Hiille) beziehen, sowie einige weitere relationale Konstruktionen an geeigneten Stellen einfiihren.

Fir die eben aufgezéhlten Operationen und Konstanten gelten eine Fiille von komponenten-
freien algebraischen Gesetzen, die man als den relationalen Kalkiil bezeichnet. Wir setzen im
folgenden fundamentale Gesetze als bekannt voraus, z. B.

RT"=R RCS= RTCST

(RS)T = STRT RT =R

RCS=QRCQS RCS=RQCSQ (1)
QERNS)CQRNQS QRUS)=QRUQS

(RNS)T =RTNST (RUS)T =RTUST,

Weiterhin setzen wir voraus, dafl dem Leser die grundlegendsten Eigenschaften von Relationen
und ihre algebraischen Beschreibungen vertraut sind, wie beispielsweise Reflexivitit (I C R),
Irreflexivitit (R C 1), Symmetrie (R = RT), Transitivitit (R R C R), Eindeutigkeit (RT R C I)
und Totalitdt (RL = L). Speziellere Gesetze fiir und Eigenschaften von Relationen, die dem
Leser vielleicht nicht geldufig sind, werden wir erst dort angegeben, wo sie beno6tigt werden.
Beziiglich der Axiomatisierung des relationalen Kalkiils, d.h. des Begriffs der (abstrakten) Rela-
tionenalgebra, miissen wir auf die Literatur verweisen, etwa auf [44, 23] oder die Biicher [41, 19].

Relationenalgebra in ihrer Grundform kennt keinerlei mengentheoretische Operationen wie
xz € X und X C Y. Sie kénnen jedoch einfach eingefithrt werden, indem man Mengen durch
Vektoren darstellt, das sind spezielle Relationen v : X < Y, fiir die vL = v gilt. In der Ma-
trixinterpretation heifit v = v L, dafl die Boolesche Matrix zeilenkonstant ist, d.h. jede Zeile nur



Nullen oder nur Einsen enthélt. Damit wird der Bildbereich irrelevant. Im folgenden betrachten
wir deshalb oft Vektoren v : X <> 1 mit einem speziellen einelementigen Bildbereich 1 und un-
terdriicken dann in der oben eingefiithrten Indexschreibweise den zweiten (konstanten) Index. So
ein Bildbereich kann algebraisch durch vT v = | charakterisiert werden, denn v" v = L gilt immer
und eine nichtleere Menge ist einelementig genau dann, wenn auf ihr L und | zusammenfallen.
In der Matrixinterpretation heif3t dies, dal wir uns auf Boolesche Spaltenvektoren beschrianken.
Ein Vektor v : X > 1 stellt somit die Menge {z € X : v, } dar.

3 Das Computersystem RELVIEW

RELVIEW ist ein in den letzten sechs Jahren an der Universitit Kiel entwickeltes interaktives und
bildschirmorientiertes Computersystem zum prototypischen Manipulieren von diskreten Struk-
turen, die auf Relationen basieren. Es ist in der Programmiersprache C geschrieben und liuft
unter X-Windows mit intensiver Verwendung der graphischen Benutzeroberfliche. Das Kieler
RELVIEW System stellt eine Neuimplementierung und wesentliche Erweiterung des urspriinglich
an der Universitit der Bundeswehr Miinchen entwickelten Systems (siehe [11]) dar. Es ist welt-
weit in Gebrauch und wurde mehrmals auf anerkannten internationalen Tagungen vorgefiihrt,
zuletzt auf der FASE 98 im Rahmen von ETAPS ’98; siehe [6].

In RELVIEW werden alle Daten als Relationen dargestellt, fiir die es wiederum zwei Vi-
sualisierungen gibt. Einerseits kann man Relationen auf dem Bildschirm als Boolesche Matrizen
anzeigen und mit der Maus bzw. entsprechenden Kommandoknopfen editieren. Stimmen Urbild-
und Bildbereich iberein, so ist fiir diese sogenannten homogenen Relationen auch eine Darstel-
lung durch gerichtete Graphen moéglich. Um einen Eindruck von der Benutzeroberfliche von
RELVIEW zu vermitteln, ist nachfolgend ein Bildschirm-Abzug angegeben.
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In dieser Abbildung sehen wir links das Meniifenster des Systems, welches die Bedienungsele-
mente zur Steuerung und die Kommandoknopfe fiir benutzerdefinierte relationale Funktionen
und vordefinierte relationale Operationen enthilt. Daneben befindet sich das Verzeichnisfenster,
das den jeweiligen Zustand des Systems angibt, also die definierten Relationen (derzeit T und
E), Funktionen (derzeit keine), Programme (derzeit Kruskal und Prim) und Bereiche (derzeit
keine). Die rechten beiden Fenster dienen schlielich der oben erwéhnten Darstellung von Rela-
tionen als Graphen bzw. Boolesche Matrizen. Alle Fenster sind in ihrer Position und Grofie zu
verdndern und die entsprechenden Voreinstellungen kénnen {iber eine Datei den eigenen Vor-
stellungen angepafit werden.

Fiir die Darstellung von Relationen durch gerichtete Graphen sind im RELVIEW System ei-
ne Reihe von verschiedenen Verfahren zum ,schénen“ Zeichnen von sowohl beliebigen als auch
speziellen Graphen (wie DAGs, planaren Graphen oder Baumen) implementiert. In der obigen
Abbildung ist zu sehen, was einer der Zeichenalgorithmen von RELVIEW, der schichtenwei-
se vorgeht, als Graphdarstellung fiir die Relation E produziert. Dabei ist, um eine zusitzliche
Eigenschaft des Systems hervorzuheben, in dem dargestellten Graphen noch ein gerichteter span-
nender Baum als Teilgraph durch die fetten Pfeile hervorgehoben. Das linke der nachfolgenden
zwei Bilder zeigt eine andere Graphdarstellung der obigen Relation E, die in der Literatur auch
orthogonale Zeichnung genannt wird, und das rechte Bild zeigt die Relation T des spannenden
Baums, wie sie durch den Baumzeichen-Algorithmus von RELVIEW dargestellt wird.
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Das RELVIEW-System kann gleichzeitig soviele Relationen als Boolesche Matrizen und Gra-
phen verwalten, wie die Grofle des Arbeitsspeichers erlaubt. Wie schon erwadhnt, konnen Rela-
tionen mit der Maus und durch Kommandos manipuliert werden. Die Kommandos beinhalten
insbesondere alle in Abschnitt 2 erwéhnten Operationen auf den Relationen. Dariiber hinaus ist
es moglich, die den Kommandos entsprechenden Basisfunktionen des Systems zu relationalen
Termen zu komponieren, aus denen man durch Abstraktion dann relationale Funktionen erhilt.
Durch Hinzunahme der grundlegendsten Kontrollstrukturen imperativer Programmiersprachen
erreicht man schliellich relationale Programme, die &hnlich den Funktionsprozeduren von Pascal
oder Modula-2 sind. Ein Beispiel fiir eine relationale Funktion ist nachfolgend angegeben:

tik(R) : [X & X] = [X & X] tik(R) = RN RR* . (2)

Ist R in der Graphinterpretation kreisfrei, was man relationenalgebraisch durch Rt C 1 aus-
driicken kann, so berechnet diese Funktion den transitiv-irreduzible Kern von R, das ist die
kleinste Relation S mit S C R und ST = R™. In der Syntax des RELVIEW-Systems (mit den



Bezeichnungen &, - und trans fiir die Bildung von Durchschnitt, Negation und transitive Hiille)
sieht die relationale Funktion tik aus (2) wie folgt aus:

tik(R) = R & -(R*trans(R)).

Das nachfolgend angegebene Beispiel fiir ein einfaches relationales Programm in RELVIEW ver-
wendet den senkrechten Strich | fiir die Vereinigungsoperation und das Zeichen ~ fiir die Ope-
ration zum Transponieren. Weiterhin benutzt es eine Basisfunktion empty, die testet, ob eine
Relation leer ist. Durch das Programm reach werden fiir einen endlichen gerichteten Graphen
mit Relation R : X <+ X und eine durch den Vektor s : X <> 1 dargestellte Knotenmenge die
von dieser Menge aus erreichbaren Knoten in der Vektordarstellung (R")* s : X <+ 1 berechnet.

reach(R,s)
DECL u, v
BEG u = s;
v =-u& R *u;
WHILE -empty(v) DO
u=ul v;
v=-u&R *xv 0D
RETURN u
END.

An dieser Stelle mufl auf eine Besonderheit von RELVIEW hingewiesen werden. Wie schon
erwihnt, werden alle Daten als Relationen dargestellt. Insbesondere entsprechen die beiden ein-
zigen Relationen O, L von [1 <+ 1] den Wahrheitswerten ,falsch“ und ,,wahr“. Diese Darstellung
ist motiviert durch ein Resultat aus [12]. Hier wird, nur auf die Basisoperationen von Abschnitt
2 aufbauend, in expliziter Weise eine einfache relationale Funktion zum Testen von Relationen-
inklusion angegeben, d.h.:

incl : [ X Y] x[X+<Y]—=[1<1] RCS < incl(R,S)=L. (3)

Diese Funktion ist in RELVIEW als Basisfunktion gleichen Namens vorhanden. Als eine Konse-
quenz kann man im System alle aussagenlogischen Formeln iiber Inklusionen ausdriicken, bei-
spielsweise einen Gleichheitstest durch die RELVIEW-Funktion

eq(R,S) = incl(R,S) & incl(S,R),

da auf den zwei Relationen L und O von [1 <> 1] die Operationen U,N, und C genau den
logischen Junktoren V,A,— und — entsprechen.

Eine Beschreibung von RELVIEW, die auch ein Benutzermanual und eine Sammlung von
Anwendungsbeispielen enthilt, ist [5]. Fiir weitere Informationen, insbesondere weitere Beispie-
le, sei auf die Web-Seite http://www.informatik.uni-kiel.de/"progsys/relview.html zum
RELVIEW-System an der Universitit Kiel verwiesen.

4 Relationale Modellierung von Datenstrukturen

Wir haben schon erwihnt, dafl es mittels Relationen einfach méglich ist, die beiden Wahr-
heitswerte und auch Teilmengen eines Universums zu modellieren. Letzteres fiihrt unmittelbar
auch zur Modellierung von einzelnen Elementen einer Menge, da diese genau den einelementi-
gen Teilmengen entsprechen. In der Literatur werden die speziellen, einelementige Teilmengen



darstellende Vektoren auch (relationale) Punkte genannt. Sie entsprechen in der Matrixinter-
pretation denjenigen zeilenkonstanten Booleschen Matrizen, die genau eine Zeile besitzen, die
nur Einsen enthélt. Die relationenalgebraische Charakterisierung eines Punkts p ist gegeben
durch p = pL (Vektoreigenschaft), pp" C | (Injektivitit) und p' L = L (Surjektivitit); daraus
herleitbare Rechenregeln findet man beispielsweise in [41].

Verwendet man Vektoren und Punkte zur Modellierung von Mengen und Elementen, so ent-
sprechen sich genau die Booleschen Operationen der relationalen und der mengentheoretischen
Seite. Stellt also beispielsweise der Vektor v : X <> 1 eine Teilmenge Y von X dar und der
Punkt p : X <+ 1 ein Element & von X, so modellieren trivialerweise v U p das Einfiigen von z
inY und v N p das Entfernen von z aus Y. Neben den Booleschen Operationen haben sich noch
zwei weitere Operationen auf Mengen als sehr bedeutsam fiir die Formulierung von relationalen
Spezifikationen und Programmen herausgestellt. Die erste betrifft die Auswahl eines Elements
aus einer nichtleeren Menge. Relational wird diese modelliert durch eine Funktion

point : [X <> 1] = [X < 1], (4)

die zu einem nichtleeren Vektor v : X <« 1 einen Punkt point(v) mit point(v) C v liefert. Die
zweite Operation betrifft die injektive Einbettung einer nichtleeren Menge Y in eine Obermenge
X mittels der identischen Funktion ¢d : Y — X. Ist Y durch einen nichtleeren Vektor v : X < 1
beschrieben, so ergibt sich diese Funktion als eindeutige und totale Relation inj(v) : ¥ < X,
indem man aus der identischen Relation | : X < X all jene Zeilen entfernt, die in v einen
0-Eintrag besitzen. Sowohl point aus (4) als auch die relationale Funktion

inj : [ X 1] =Y & X] (5)

sind in RELVIEW vorhanden. Ihre relationenalgebraische Charakterisierung findet man in der
Beschreibung [5] des Systems.
Das Gegenstiick zur relationalen Funktion point auf der Ebene der allgemeinen Relationen
ist gegeben durch
atom : [ X < Y] = [X < Y]. (6)

Mittels dieser, auch in RELVIEW vorhandenen, Funktion wird zu einer nichtleeren Relation R
ein in R enthaltenes Atom atom(R) berechnet, also eine Relation atom(R) C R, die genau ein
Paar enthéilt. Diese letzte Eigenschaft kann man beispielsweise dadurch beschreiben, dafl man
sowohl den Definitionsbereich atom(R)L als auch den Wertebereich atom(R)" L von atom(R)
als Punkt fordert. In der graphentheoretischen Interpretation von Relationen wird durch den
Aufruf atom (R) ein einzelner Pfeil des nichtleeren gerichteten Graphen g = (X, R) geliefert, was
in zahlreichen Algorithmen Anwendung findet.

Weiterhin als sehr bedeutend bei relationaler Spezifikation und Programmentwicklungen ha-
ben sich die Bildung von direkten Produkten und direkten Summen herausgestellt. Ihre rela-
tionale Modellierung erfolgt im ersten Fall durch die beiden Projektionen 7; : X XY < X
und 72 : X XY < Y und im zweiten Fall durch die beiden Injektionen 7; : X <+ X 4+ Y und
19:Y < X +Y. RELVIEW erlaubt die Deklaration von direkten Produkten und Summen und
stellt auch Basisfunktionen zur Berechnung der Projektionen, Injektionen und einigen weiteren
in diesem Zusammenhang wichtigen Konstruktionen zur Verfiigung. Beziiglich der Details und
auch einer relationenalgebraischen Charakterisierung der Projektionen und Injektionen verwei-
sen wir wiederum auf die Beschreibung [5] des RELVIEW-Systems.

Durch die Verwendung von direkten Produkten wird es insbesondere moglich, jede beliebige
Formel der Logik erster Stufe in einen gleichwertigen relationalen Term zu iiberfithren. Dies ist
sehr bedeutend zur Gewinnung von relationalen Spezifikationen. Mittels direkter Summen ist es



beispielsweise moglich, bipartite Graphen zu modellieren, wie sie etwa Petrinetzen zugrundelie-
gen. Eine weitere Anwendung ist die relationale Modellierung von Sequenzen von Mengen, die
wir nun in der sehr einfachen Form angeben, wie wir sie spéter brauchen werden.
Wir benétigen im folgenden das Konzept der relationalen Summe. Sind R : X < Z und
S :Y < Z zwei Relationen mit gleichem Bildbereich, so kann mit Hilfe der beiden Injektionen
11: X X+Yundw :Y < X +Y ihre Summe R+ S : X +Y <« Z definiert werden durch
die Gleichung
R+S=u"RU1'S. (7)

Die mittels (7) definierte relationale Summe verhilt sich wie die Relation R fiir alle Elemente, die
aus X kommen, und wie die Relation S fiir alle Elemente, die aus ¥ kommen. Nachfolgend sind
in der Darstellung des RELVIEW-Systems, in welchem natiirlich auch die relationale Summe als
Basisfunktion + vorhanden ist, zwei Relationen R und S sowie ihre Summe R+.S angegeben. Zum
besseren Verstindnis der Konstruktion sind in den drei Bildern zusétzlich noch die Zeilen und
Spalten der Booleschen Matrizen mit den Elementen der Urbildbereiche bzw. des Bildbereichs
markiert.

z1
z2
z3
z4
z5

x1

N MW x2

— N MW NN x3
N N N N N yl 7
x1 y2 zz
X3 y4 y4

Kehren wir nun zur relationalen Modellierung von Sequenzen von Mengen zuriick. Man kann
eine Relation R : X < Y mit |Y| = n auch als eine Sequenz von Vektoren v; : X < 1
auffassen, wobei der Vektor v; als die i-te Spalte von R definiert ist (1 < ¢ < n). In dieser
Sichtweise modelliert R die nichtleere Sequenz der durch ihre Spalten dargestellten Mengen. Der
Konkatenationsoperation auf den Sequenzen entspricht dann auf relationaler Ebene die Funktion

conc: [X Y] x[X & Z] = [X &Y+ 2] conc(R,S) = (RT+8T)". (8

Die RELVIEW-Version von (8) werden wir spéter nur fiir den Spezialfall ben6tigen, dafl wir einen
Vektor v : X < 1, der eine Menge von Knoten eines gerichteten Graphen g = (X, R) darstellt,
von rechts als zusétzliche Spalte an eine Relation anfiigen, was der bekannten Sequenzoperation
,postfix“ entspricht. Damit werden wir schlielich eine Relation S : X < {1,...,n} erhalten,
die eine Sequenz Y7, ...,Y, von Knotenmengen beschreibt.

Der eben beschriebene Ansatz kann aber auch verwendet werden, um beispielsweise Sequen-
zen von Pfeilmengen eines gerichteten Graphen g = (X, R) zu modellieren. Dies ist dadurch
begriindet, man vergleiche mit [41], da} jede Pfeilmenge durch eine Teilrelation S von R dar-
gestellt wird und zwischen den Relationen [X <« X]| und den Vektoren [X x X < 1] eine
eineindeutige Beziehung besteht. Die erste Richtung ist gegeben durch die relationale Funktion

rel2vec : [X < X] = [X x X + 1] rel2vec(R) = (mp RNm) L, 9)

wobei m; und 79 die beiden Projektionen des direkten Produkts X x X sind. Auch die andere
Richtung kann mit Hilfe von 71 und me wie folgt beschrieben werden:

vecZrel : [ X x X + 1] = [X + X] vec2rel(v) = w1 " (mpNwl). (10)

Als letzte Datenstruktur modellieren wir nun noch die Erzeugung einer endlichen Menge X
durch ein initiales Element und eine Nachfolgeroperation. Diese Konstruktion hat sich ebenfalls
als sehr bedeutend fiir den von uns gewéhlten relationalen Ansatz zur Programmentwicklung



erwiesen. Wir orientieren uns an der Charakterisierung der natiirlichen Zahlen durch eine rela-
tionale Variante der Peano-Axiome, wie sie beispielsweise in [9] angegeben ist, modellieren also
das initiale Element und die Nachfolgeroperation durch ein Paar

init : X <1 succ: X & X, (11)

wobei init ein Punkt und succ eine eindeutige und injektive Relation mit (suce’)* init = L
sind. Die Gleichung (succ’)* init = L beschreibt, dal von dem durch init dargestellten Element
jedes Element von X beziiglich der Nachfolgerrelation succ erreichbar ist. Sowohl init als auch
succ sind in RELVIEW mittels Basisfunktionen gleichen Namens realisiert. Im Gegensatz zur
Typisierung in (11) bendtigen diese jedoch noch einen Vektor als Argument, durch dessen Ur-
bildbereich die zu erzeugende Menge definiert ist. Beispielsweise produziert RELVIEW mittels
der Aufrufe init(v) und succ(v) fiir einen beliebigen Vektor v mit 10 Spalten den folgenden
initialen Punkt und die folgende Nachfolgerrelation:

HN(‘VJ#LO(OI\wma
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Ist die Menge X durch init und succ endlich erzeugt und p : X <> 1 ein Punkt, der ein Element z
von X darstellt, so bezeichnet succ! p als Punkt den Nachfolger von z, falls ein solcher existiert.
Andernfalls ist succ! p leer. Dies fiihrt zu einer relationalen Nachfolger-Funktion

next : [X < 1] = [X + 1] next(p) = succ' p (12)

die nur fiir Punkte definiert ist. Sie ist im RELVIEW-System unter dem gleichen Namen ebenfalls
als Basisfunktion enthalten.

5 Von Problemen zu relationalen Spezifikationen

Die Gewinnung einer relationalen Spezifikation ist der erste Schritt beim Prototyping in dem in
diesem Bericht gewidhlten Anwendungsbereich. Man startet dazu oft mit einer pridikatenlogi-
schen Problembeschreibung, die man durch Formalisierung der in der Regel natiirlichsprachlich
gestellten Aufgabe gewinnt. Dann transformiert man die logische Formel in eine relationale
Form. Dies geschieht schrittweise durch die Anwendung von einfachen Beziehungen zwischen
den relationalen Basisoperationen und den Junktoren und Quantoren der Logik, wodurch nach
und nach logische durch relationale Konstrukte ersetzt werden. Die erreichte relationale Form ist
oft ein indizierter relationaler Term, was durch Abstraktion zu einer relationalen Funktion und
einem anschlieBenden Ubergang nach RELVIEW zu einem Prototyp in Gestalt einer relationalen
Spezifikation fiihrt.

Die Ersetzung der logischen Junktoren Disjunktion, Konjunktion usw. durch Vereinigung,
Durchschnitt usw. auf relationaler Seite ist nach Definition der relationalen Operationen of-
fensichtlich. Wir behandeln deshalb nachfolgend nur noch die Ersetzung von Quantoren durch
gleichwertige relationale Konstruktionen. Aufgrund von

(RS)zy < F2: Ry, ARy (13)

10



lassen sich Existenzquantoren mittels Produktbildung entfernen. Die wichtigsten Regeln zur
Elimination von Allquantoren stiitzen sich auf die relationalen Residuen S /R = S RT (Links-
residuum) und R\ S = RT S (Rechtsresiduum). Aus (13) folgen néimlich die Beziehungen

(S/R)yz <= Vz:Ry, — Sy, (R\S)gy <= V2z:R;py = S,y. (14)

Eine Kombination der beiden Residuen fiihrt zur Definition des symmetrischen Quotienten
syq(R,S) = (R\ S) N (R" /ST). Damit erhalten wir aus (14) unmittelbar die Eigenschaft

sYyq(R,S)ay <= V2 : R,y < Syy. (15)

Im folgenden demonstrieren wir die schrittweise Herleitung von relationalen Spezifikationen
nach der oben skizzierten Methode anhand von einigen einfachen Beispielen aus der Graphen-
theorie; fiir weitere solchgeartete Beispiele vergleiche man mit [12, 14]!. Beispiele aus anderen
Bereichen fiir dieses Vorgehen findet man in [10] (Verbandstheorie), [46, 13, 7] (Petrinetze) und
[35] (endliche Automaten).

5.1 Spezifikation der Quellen. Gegeben seien ein gerichteter Graph ¢ = (X, R) mit Knoten-
menge X und Relation (Pfeilmenge) R : X <> X und eine Teilmenge s von Knoten. Wir wollen
die Quellen von s bestimmen, d.h. diejenigen Knoten von s, die keinen Vorgénger in s besitzen.
Um einen Prototyp zu erhalten, starten wir mit der pridikatenlogischen Formalisierung

T E€ESAVY:Ryy —y¢&s (16)

der Eigenschaft, dafl der Knoten z eine Quelle in der Menge s ist. Dann stellen wir die gegebene
Teilmenge als Vektor s : X <> 1 dar und bekommen die das Problem spezifizierende Formel (16)
in der dquivalenten Form s; AVy : Ry, — 5,. Eine Elimination des Quantors in dieser Formel
ist durch (14) moglich und bringt

(sN(R\ 5))s. (17)

Abstrahieren wir in (17) nach dem Index z, so erhalten wir in der Sprache des RELVIEW-Systems,
welche auch die beiden Residuen zur Verfiigung stellt, schliellich

sources(R,s) = s & (R \ -s)

als relationale Spezifikation zur Berechnung der Quellen einer Menge von Knoten eines gerich-
teten Graphen. O

Wir haben im letzten Beispiel aus einer pradikatenlogischen Problembeschreibung eine relatio-
nale Funktion zur Berechnung eines Vektors hergeleitet. In graphentheoretischer Sprechweise
haben wir also eine Menge von Knoten spezifiziert. Nachfolgend demonstrieren wir nun anhand
eines einfachen Beispiels, wie man auf die gleiche Weise eine Relation berechnen kann, was
graphentheoretisch der Spezifikation einer Pfeilmenge entspricht.

5.2 Spezifikation der isolierten Pfeile. Wir betrachten das Problem, in einem gerichteten
Graphen g = (X, R) die Menge aller isolierten Pfeile zu bestimmen, d.h. aller Pfeile, die mit
keinem anderen Pfeil einen Knoten gemeinsam haben. Ein Paar x,y von Knoten bildet genau
dann einen isolierten Pfeil, falls die Formel

RyyN(Vz:Ry;VRyy = 2=y)ANNV2z: Ry, V Ry = 2=2) (18)

!Dabei setzen wir voraus, da8 die zu behandelnden Graphen immer endlich sind. Weiterhin nehmen wir an,
daB der Leser die grundlegendsten Begriffe der Graphentheorie kennt; ansonsten verweisen wir z.B. auf [2, 31].
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gilt. Formen wir die beiden Quantifizierungen von (18) um zu Vz : (RU RT),; — 1., baw. zu
Vz:(RURT),, — |z, so werden die Beziehungen (14) anwendbar und wir bekommen schlieflich
die gleichwertige Version

(RN ((RURH\D)N(I/(RURT)))ay. (19)

Damit sind wir im Prinzip fertig. Denn abstrahieren wir in dem indizierten relationalen Term
(19) nach den beiden Indizes x und y und gehen dann zu RELVIEW iiber, so erhalten wir

isolated(R) =R & ((R | R") \ I(R)) & (I(R) / (R | R7))

als einen Prototyp zur Berechnung derjenigen Relation, welche genau die Knotenpaare enthilt,
die einen isolierten Pfeil bilden. In dieser RELVIEW-Funktion berechnet I(R) eine identische
Relation mit gleicher Zeilen- und Spaltenanzahl wie R. O

Im né#chsten Beispiel benttigen wir das mengentheoretische Symbol € auch als Relation auf
der Objektebene. Wir setzen also € : X ¢ 2% so voraus, daB fiir alle Elemente z aus X und
Teilmengen s von X die Beziehung e, genau dann gilt, wenn x ein Element von s ist. Weiterhin
verwenden wir noch die reflexiv-transitive Hiille. Fiir beide Konstrukte stellt RELVIEW entspre-
chende Basisfunktionen bereit. Zur Berechnung der Potenzmengenrelation € : X < 2% gibt es
im System eine Basisfunktion epsi. Diese hat, analog zur Basisfunktion init zur Berechnung
des Punkts init aus (11), einen Vektor als Argument, welcher durch seinen Urbildbereich die
Menge X spezifiziert. Die reflexiv-transitive Hiille R* kann mittels der Basisfunktionen trans
fiir die transitive Hiille R und ref1l fiir die reflexive Hiille R U | berechnet werden.

5.3 Spezifikation der Knotenbasen. In einem gerichteten Graphen heifit eine inklusionsmini-
male Menge von Knoten, von der aus alle anderen Knoten erreichbar sind, eine Knotenbasis. Wir
wollen einen RELVIEW-Prototyp zur Berechnung aller Knotenbasen eines gerichteten Graphen
g = (X, R) entwickeln. Dazu starten wir mit der Formel

Vo dy:y €bAR,,, (20)

die besagt, dafl von der Menge b aus jeder Knoten von g erreichbar ist. Dann verwenden wir die
Definition von ¢ zusammen mit (13) und (14) und transformieren (20) in die gleichwertige Form

(T R*) /L)y (21)

mit L : 1 «< X, in der Matrixinterpretation also einem Booleschen Zeilenvektor. Abstraktion
n (21) nach dem Index b zeigt, daB durch den Vektor (" R*) /L : 2% « 1 die Menge aller
Teilmengen von X dargestellt wird, von denen aus jeder Knoten erreichbar ist. In RELVIEW
fiithrt diese Abstraktion unter Verwendung einer relationalen Funktion

rtc(R) = refl(trans(R))
zur Berechnung der reflexiv-transitiven Hiille zu der folgenden relationalen Spezifikation:
allreach(R) = (epsi(Lnl1(R))~"*rtc(R)) / Lin(R).

In der RELVIEW-Funktion allreach berechnet epsi(Ln1(R)) die passende Potenzmengenrela-
tion €. Dabei liefert der Aufruf Ln1(R) der Basisfunktion Lnl einen einspaltigen Allvektor mit
gleicher Zeilenanzahl wie R, der den Urbildbereich der Potenzmengenrelation festlegt. Weiterhin
wird durch L1n (R) ein passender transponierten Allvektor L (man vergleiche mit (21)) bestimmt.
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Nun beachten wir, dafl zu einer irreflexiven Ordnungsrelation und einem Vektor den mini-
malen Elementen der durch den Vektor dargestellten Menge genau die Quellen in einer gra-
phentheoretischen Auffassung der Ordnung entsprechen. Unter Verwendung einer Relation incl
fiir die Mengeninklusion, einer passenden identischen Relation I, der RELVIEW-Spezifikation
sources aus dem Beispiel 5.1 und allreach erhalten wir also

base(R) = sources(incl & -I, allreach(R))

als RELVIEW-Funktion zur Berechnung des Vektors der Knotenbasen. Der Rest wird nun durch
(14) erledigt, denn diese Beziehung zeigt, dafl die Mengeninklusion als Relation auf der Objekt-
ebene gleich dem Residuum ¢\ € ist, was eine Berechnung von incl mittels der Basisfunktionen
epsi und \ erlaubt. O

Wir haben im letzten Beispiel die relationale Spezifikation des Problems der Knotenbasis in der
Form von drei RELVIEW-Funktionen angegeben, um mdglichst nahe bei den mathematischen
Funktionen zu bleiben. Um Mehrfachberechnungen der Potenzmengerelation zu vermeiden, bie-
tet sich natiirlich an, statt der Funktionen ein relationales Programm mit einer Variablen zur
Speicherung der Potenzmengenrelation zu verwenden.

Auch im néchsten Beispiel benttigen wir wiederum das mengentheoretische Symbol € als
Potenzmengenrelation ¢ : X «» 2% auf der Objektebene und die reflexiv-transitive Hiille. Wei-
terhin kommt noch der symmetrische Quotient ins Spiel, der in RELVIEW als Basisfunktion syq
vorhanden ist.

5.4 Spezifikation der starken Zusammenhangskomponenten. Gegeben sei ein gerichteter
Graph g = (X, R). Eine starke Zusammenhangskomponente ¢ von g kann durch die folgende
Eigenschaft beschrieben werden: Es gibt einen Knoten z, so dafl jeder Knoten y genau dann in
¢ enthalten ist, wenn er von z aus erreichbar ist und z von ihm aus erreichbar ist. Als Formel
schreibt sich dies wie folgt:

Jx Vy:y€cer (Ryy ARy, (22)

Unter Verwendung der Definitionen von ¢ und des symmetrischen Quotienten, siehe (15), kénnen
wir (22) gleichwertig durch 3z : syg(e, R* N (R*)"). beschreiben. Eine Entfernung des verblei-
benden Quantors erlaubt letztendlich (13) in Verbindung mit einem Vektor L : X <« 1. Das
Resultat ist der indizierte relationale Term

(sya(e, R* N (R")T)L).. (23)

Die Abstraktion von (23) nach dem Index ¢ liefert syq(e, R* N (R*)T)L: 2% 1 als Vektor zur
Darstellung der starken Zusammenhangskomponenten von g. In RELVIEW fiihrt dies schliellich
zur relationalen Spezifikation

scc(R) = syq(epsi(Lni(R)),rtc(R) & rtc(R)") *xLnl(R),

wobei noch, zur Verbesserung der Effizienz, die Multiplikation mit dem Allvektor von rechts
durch einen Aufruf der Basisfunktion dom ersetzt werden kann, die den Definitionsbereich einer
Relation als Vektor berechnet. O

Der bisher vorgestellte Ansatz zur Gewinnung von ausfiihrbaren relationalen Spezifikationen
ist natiirlich nicht immer so einfach anwendbar. Seine Anwendung kann auch in komplexen
und deshalb nur schwer zu durchschauenden Spezifikationen enden. Letzteres ist h&ufig der
Fall bei relationalen Spezifikationen, die Gebrauch von direkten Produkten machen. Beispiele
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findet man in [12]. Nachfolgend geben wir nun ein Beispiel an, wo der bisherige Ansatz iiber eine
logische Formel und einen indizierten relationalen Term zur Verwendung von direkten Produkten
und zu einer komplexen Spezifikation fithren wiirde, die Verwendung von direkten Summen
hingegen eine einfache und auch einigermafien effizient ausfithrbare relationale Spezifikation
erlaubt. Dieses Beispiel berechnet einen Vektor als n-fache relationale Summe von einzelnen
Wahrheitswerten und ist leicht zu verallgemeinern. Es macht fiir eine Relation R : X < X
und einen Vektor v : X < 1 Gebrauch von der Konstruktion inj(v) R inj(v)", welche wir, zur
Verbesserung der Lesbarkeit, mit R, abkiirzen. Ist R die Relation eines Graphen g = (X, R)
und kennzeichnet der Vektor v eine Teilmenge Y der Knoten, so ist R, genau die Relation des
von Y erzeugten Untergraphen.

5.5 Spezifikation der Trennknoten. Es sei ein ungerichteter Graph ¢ = (X, R) voraus-
gesetzt, d.h. R : X <> X ist eine symmetrische und irreflexive Relation. Ein Knoten z heifit
ein Trennknoten (man findet in der Literatur auch die Bezeichnung Artikulationsknoten) von
g, wenn der Untergraph von g, der durch das Entfernen von z entsteht, mindestens eine Zu-
sammenhangskomponente mehr als g besitzt. Aus dieser Definition folgt unmittelbar, dafl z ein
Trennknoten von ¢ genau dann ist, wenn es zwei verschiedene Knoten y und z aus X \ {z} gibt,
so daB z auf jedem Weg von y nach z in g liegt.

Zur Entwicklung einer relationalen Spezifikation fiir den Vektor der Trennknoten stellen wir
den Knoten z durch einen Punkt p : X <+ 1 dar. Weiterhin betrachten wir die Relation R des
durch die Knotenmenge X \ {z} erzeugten Untergraphen von g. Dann gilt die Inklusion

(Rp)"NTC(RY)pNT, (24)

denn die linke Seite von (24) setzt zwei Knoten y und z aus X \ {z} genau dann in Beziehung,
wenn y # z gilt und ein Weg von y nach z im dem von X \ {z} erzeugten Untergraphen
existiert, wihrend die rechte Seite von (24) zwei Knoten y und z aus X \ {z} genau dann in
Beziehung setzt, wenn y # z gilt und ein Weg von y nach z im Originalgraphen g existiert.
Diese Uberlegungen zeigen auch, da die Umkehrung der Inklusion (24) exakt ausdriickt, daf
es verschiedene Knoten y und z aus X \ {z} sowie einen Weg von y nach z in g gibt, auf dem z
nicht liegt.

Wechseln wir nun von den Knoten des Graphen zu den relationalen Punkten, so erhalten wir
durch Kontraposition des bisher erzielten Resultats die Aquivalenz

(R)TN1#(RY)5 N1 <= p beschreibt einen Trennknoten . (25)

Mit Hilfe des auf den Inklusionstest incl aufbauenden Gleichheitstests eq, den wir in Abschnitt
3 in RELVIEW formuliert haben, und einer relationalen Funktion ip(R) = RN | zur Berechnung
des irreflexiven Anteils von R bekommen wir also aus (25) sofort die relationale Funktion

iscut 1 [X < XX [X < 1] = [1 1] iscut(R,p) = eq(ip((Rp)™),ip(RT)5)) (26)

zum Testen, ob ein einzelner Punkt einen Trennknoten beschreibt. Den gesuchten Vektor zur
Darstellung aller Trennknoten kénnen wir nun als relationale Funktion

cuts : [X & X] = [X & 1] cuts(R) = iscut(R, init) + ... + iscut(R, next" (init)) (27)

spezifizieren, wobei n+1 die Méchtigkeit von X ist. Wir erzeugen also die endliche Knotenmenge
X mittels des initialen Punkts init von (11) und der Nachfolger-Funktion nezt von (12) in
Form einer Sequenz nezt'(init), 0 < i < m, von Punkten, wenden die relationale Funktion
iscut auf jeden dieser Punkte an und bilden schlieffilich die relationale Summe der erhaltenen
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Wahrheitswerte. In RELVIEW ist die Summation von (27) mittels einer Schleife moglich. Auf
diese Weise bekommen wir schliefllich

cuts(R)

DECL ip(R) = R & -I(R);
del(R,v) = inj(-v) *R*inj(-v)";
iscut(R,p) = -eq(ip(trans(del(R,p))),ip(del(trans(R),p)));
c, p

BEG p = init(Lni(R));
c = iscut(R,p);
WHILE -empty(next(p)) DO

p = next(p);
¢ =c¢ + iscut(R,p) 0D
RETURN c

END

als ein relationales Programm zur Berechnung des Vektors aller Trennknoten eines ungerichteten
Graphen. O

Aufbauend auf das zweite der eben vorgestellten Beispiele behandeln wir nun eine konkrete
Anwendung von RELVIEW. Wir verbinden dies damit, zu demonstrieren, wie man mit Hilfe
des Systems auch Objekte hoherer Stufe, in diesem Fall Vektoren mit einer Potenzmenge als
Urbildbereich, auf anschauliche Weise darstellen kann.

5.6 Visualisierung von Potenzmengenvektoren. Wir betrachten den in dem folgenden
Bild angegebenen gerichteten Graphen g = (X, R):

® ®

® ®

Wenden wir die in Beispiel 5.3 entwickelte RELVIEW-Funktion base auf die Relation dieses
Graphen an, so liefert das System als Resultat auf dem Bildschirm einen die Knotenbasen
darstellenden Vektor v : 2% < 1, also einen Booleschen Spaltenvektor mit 2'3 Komponenten, in
dem jede Komponente fiir ein Element von 2% steht und genau die Knotenbasen mit 1 markiert
sind. Daraus konnten wir dann die Knotenbasen erhalten, indem wir v komponentenweise mit
den 2'3 Spalten der Matrixdarstellung von ¢ : X ¢ 2% vergleichen. Praktisch ist das eben
beschriebene Verfahren bei der gegebenen Groflenordnung jedoch nicht mehr durchfithrbar. Und
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tatséichlich gibt es in RELVIEW auch eine viel einfachere Moglichkeit, Mengen von Mengen
zu visualisieren. Im Fall der Knotenbasen berechnen wir zuerst durch die Basisfunktion inj die
injektive Einbettung inj(v) : B <+ 2% von der durch v dargestellten Menge B der Knotenbasen in
die Potenzmenge 2% der Knoten. Dann transponieren wir inj(v) und multiplizieren das Resultat
von links mit der Potenzmengenrelation. Das Ergebnis ¢ inj(v)" : X B sieht in RELVIEW,
versehen mit einer geeigneten Markierung der Zeilen und Spalten, wie folgt aus:

Basel
Base2
Base3
Based
Base5
Base6
Base7
Base8
Base9
Basel0

Basell
Basel2

O©oO~NOADWNE

Diese Boolesche Matrix setzt einen Knoten mit einer Knotenbasis genau dann in Beziehung,
wenn der Knoten in der Knotenbasis enthalten ist. Ihre Spalten stellen somit, als Sequenz von
einzelnen Vektoren betrachtet, genau die 12 Knotenbasen des obigen Graphen dar. O

Wir wollen zum Ende dieses Abschnitts noch auf die Bedeutung von RELVIEW bei der Gewin-
nung von relationalen Spezifikation eingehen. Der Hauptanwendungsbereich des Systems ist hier
nach unserer Erfahrung die Uberpriifung der relationalen Problemspezifikation durch stichpro-
benartige Tests, wobei insbesondere auch Randfiille wie leere Graphen (Relationen) und Mengen
(Vektoren) abgedeckt werden sollten. Prototypische Tests ermdglichen einen Vergleich der re-
lationalen Spezifikation sowohl mit der ihrer Entwicklung zugrundeliegenden formal-logischen
Spezifikation als auch mit der ganz urspriinglich in der Intuition verankerten und informellen
Problemstellung. Durch den Vergleich der relationalen und der logischen Spezifikation kann
man insbesondere die Korrektheit der Herleitung der ersten aus der zweiten iiberpriifen; man
gewinnt also zusétzliche Sicherheit beziiglich der durchgefiihrten Rechnungen. So ist es etwa
bei der Charakterisierung eines Trennknotens x wichtig, dafl es zwei verschiedene Knoten y
und z aus X \ {z} gibt, so daBl = auf jedem Weg von y nach z liegt. Verzichtet man auf die
Forderung y # z, so werden auch Knoten mit nur einem Nachbarn zu Trennknoten, im Wi-
derspruch zur originalen Forderung, dal durch das Entfernen von Trennknoten die Anzahl der
Zusammenhangskomponenten sich echt vergroffert. Der stichprobenartige Vergleich der relatio-
nalen Spezifikation und der intuitiven Problemstellung hingegen erlaubt es zu iiberpriifen, ob
die relationale Formalisierung die Intuition hinreichend genau beschreibt.

Nach den von uns gemachten Erfahrung ist es wesentlich, dafl bei einem relationen-basierten
Ansatz mehrere leicht verstindliche und intuitive Visualisierungen von Relationen zur Verfiigung
stehen, die es erlauben, gleiche Sachverhalte auch unter verschiedenen Blickwinkeln zu betrach-
ten. Bei RELVIEW sind drei solche in der Form der Booleschen Matrizen, der gerichteten Graphen
und der sogenannten Korrespondenzgraphen (siehe [5]) vorhanden, welche noch durch verschie-
dene Markierungsmechanismen fiir Knoten, Pfeile, Zeilen und Spalten erweitert werden. Um als
Prototyping-System geeignet zu sein, sind natiirlich auch noch andere Eigenschaften notwendig,
die unabhingig vom Anwendungsbereich ,,Relationen® sind. Dies betrifft insbesondere die enge
Integration der einzelnen Komponenten des Systems, um verschrinktes Editieren, Ausfithren
und Analysieren zu erlauben. Auch in dieser Hinsicht ist RELVIEW unserer Meinung nach schon
ziemlich ausgereift.
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6 Von relationalen Spezifikationen zu relationalen Programmen

Entwickelt man eine relationale Spezifikation wie im letzten Abschnitt vorgestellt, so kann es in
glinstigen Fillen, wie etwa im Beispiel der Quellen eines gerichteten Graphen, durchaus vorkom-
men, daf} die resultierende relationale Funktion mittels RELVIEW eflizient ausgewertet werden
kann. Dann ist man im Prinzip fertig und kann den RELVIEW-Prototyp in die gewiinschte im-
perative Programmiersprache iibertragen. Es gibt aber auch Félle, in denen der Prototyp noch
sehr ineffizient ist. Dies ist etwa bei den Knotenbasen und den starken Zusammenhangskompo-
nenten der Fall, da hier jeweils die relationale Spezifikation dem Generieren aller Teilmengen
mittels einer Potenzmengenrelation gefolgt von der Aussonderung der gewiinschten Teilmengen
entspricht. Hier ist es oft moglich, durch eine Kombination des relationalen Kalkiils mit Pro-
grammentwicklungstechniken einen effizienten RELVIEW-Prototyp in Gestalt eines relationalen
Programms zu gewinnen, also, nach dessen Ubertragung, beispielsweise ein effizientes Programm
in C oder Modula-22.

Nachfolgend demonstrieren wir anhand von einigen Beispielen die Entwicklung von relationa-
len Programmen aus Spezifikationen; weitere Beispiele findet man etwa in [14, 32, 7, 15, 16, 17].
Um die Vorgehensweise nicht sofort durch einen iibermifigen Gebrauch von technischen re-
lationenalgebraischen Rechnungen zu iiberdecken, beginnen wir mit zwei einfachen Beispielen,
welche nur fundamentale Gesetze des relationalen Kalkiils verwenden. Das erste davon greift das
Problem aus dem Beispiel 5.3 fiir eine spezielle Klasse von gerichteten Graphen noch einmal auf.

6.1 Berechnung der Knotenbasis eines kreisfreien Graphen. Wiederum sei ein gerichte-
ter Graph g = (X, R) vorausgesetzt. Wir betrachten den Vektor RTL : X « 1, der die Menge
aller Knoten ohne Vorgénger darstellt. Dieser Vektor ist in allen eine Knotenbasis darstellenden
Vektoren v : X < 1 enthalten. Ein relationaler Beweis ist nicht schwierig: Dafl von v aus alle
Knoten erreichbar sind, heifit relational (RT)* v = L. Daraus folgt die Inklusion

RTLCL=RYv=(1URHHv=0vU (R,

also RTL N (RT)*v C v. Nun zeigt (R")Tv = RT (R")*v = RT L die gewiinschte Inklusion
RTL C v. Wenn also (RT)* RTL = L gilt, so ist die Menge der Knoten ohne Vorgiinger die
einzige Knotenbasis von g und wird somit durch die RELVIEW-Funktion

basel(R) = -(R"*Ln1(R))

berechnet. Die Vorbedingung (RT)* RT L = L zur Korrektheit von basel besagt, dafl von jedem
Knoten aus durch endliches ,Riickwértsschreiten“ ein vorgingerloser Knoten erreicht werden
kann. Sie trifft damit insbesondere fiir endliche kreisfreie Graphen zu. O

Hat man ein effizientes Verfahren, um die Knotenbasis eines kreisfreien Graphen zu bestimmen,
so ist das Problem im Prinzip auch fiir alle Graphen effizient gelost. Wir werden darauf in
Abschnitt 7 zuriickkommen.

Als zweites Beispiel greifen wir das RELVIEW-Programm reach von Abschnitt 3 noch ein-
mal auf, das zu einem gerichteten Graphen g = (X, R) und einem Vektor s : X < 1 den
Vektor (RT)*s : X <+ 1 der von s aus erreichbaren Knoten berechnet. Im Vergleich zu einer

2Es sollte an dieser Stelle aber auch bemerkt werden, daB relationale Problemspezifikationen nicht immer
ausfiithrbar sein miissen, etwa wenn sie, wie in [19] anhand von einigen Beispielen gezeigt wird, Quantifizierungen
iiber Relationen, Fixpunktbildungen oder dhnliche Konstrukte enthalten. Hier bietet sich an, solche Spezifikationen
als Programm-Nachbedingungen zu verwenden und direkt mit der Entwicklung eines relationalen Programms zu
beginnen. Aus diesem ergibt sich dann in unmittelbarer Weise ein RELVIEW-Prototyp.
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sich direkt aus dem Erreichbarkeitsvektor ergebenden relationalen Funktion, wird die Berech-
nungskomplexitit von reach nicht durch die Kosten zur Berechnung der reflexiv-transitiven
Hiille dominiert. Wie man leicht erkennt, ist durch eine geeignete Implementierung von Relatio-
nen in einer gingigen imperativen Programmiersprache dadurch sogar eine O(]X|?)-Version des
RELVIEW-Prototyps reach moglich.

6.2 Berechnung der erreichbaren Knoten. Bei der nachfolgenden Entwicklung des re-
lationalen Programms reach kombinieren wir die bekannte Invariantentechnik fiir imperative
Programme (man vergleiche beispielsweise mit [24, 28]) mit dem relationalen Kalkiil. Zur Spe-
zifikation des Problems setzen wir zwei Eingabevariablen R und s und eine Resultatvariable u
voraus und betrachten die Nachbedingung

u=(R")*s. (28)

Eine Vorbedingung ist nicht notwendig, da wir von R und s nichts fordern, aufier der richtigen
Typisierung und der zur Terminierung notwendigen Endlichkeit der Menge, auf der sie definiert
sind.

Wir wollen, beginnend mit u = s, iterativ u solange um seine Nachfolger RT u vergréBern,
bis auf diese Weise keine neuen Knoten mehr erreicht werden. Eine Formalisierung dieser algo-
rithmischen Idee verwendet

sCuC(R")*s N RTuCu (29)

als Verstarkung der Nachbedingung (28), den ersten Teil von (29) als Schleifeninvariante und
den zweiten Teil von (29) als Negation der Schleifenbedingung. Relational ist einfach zu zeigen,
daB (28) von (29) impliziert wird, denn aus RT u C u folgt (RT)* u C u durch Induktion, also
(RT)*s C u wegen s C u. Wird » mit s initialisiert, so gilt die Schleifeninvariante trivialerweise.
Nun erfiille v die Schleifeninvariante s C u C (R7)* s. Dann gilt

sCuURTu C(R)*sURT(RT)*s=((RT)*URT(RT)*)s =(R")*s

wegen RT (RT)* = (RT)* C (RT)*. Somit erfiillt auch « U RT u die Schleifeninvariante, d.h. die
Zuweisung dieses Terms an u erhélt als Schleifenrumpf ihre Giiltigkeit. Insgesamt haben wir also
gezeigt, daB, nach einer Umformung der Schleifenbedingung RT v ¢ v in @ NR" u # O und dem
Ubergang zu RELVIEW, das nachfolgende Programm den Erreichbarkeitsvektor bestimmt:

reachl(R,s)
DECL u
BEG u = s;
WHILE -empty(-u & R”™*u) DO
u=u| R *u 0D
RETURN u
END.

Von reachl kommen wir nun zum Programm reach von Abschnitt 3, indem wir eine zweite Va-
riable v zur inkrementellen Berechnung von @ NR' u einfiihren. (In der Literatur wird dies auch
Fortschreibungstechnik oder formales bzw. endliches Differenzieren genannt; siehe [39, 42].) Im
Hinblick auf die Schleifeninvariante geschieht dies dadurch, dafi wir (29) zu

v=TNR u ANsCuC(R")*s N RTuCu (30)

ergidnzen. Die Initialisierung und auch die Fortschreibung von v sind damit offensichtlich und
entsprechen genau den beiden Zuweisungen in reach. Wegen (30) ist weiterhin @ N R" v # O
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aquivalent zu v # O, womit wir die Schleifenbedingung von reachl zu der von reach vereinfa-
chen diirfen. Eine weitere Konsequenz von (30) ist die Gleichheit

wUR"u=@wUE)N(wUR uw)=uU(ZNR u)=uUuwv,

wodurch sich schliefflich auch noch die Zuweisung an u in der Schleife von reachl zu der von
reach vereinfacht. O

Im folgenden Beispiel 6.3 greifen wir den Prototyp von Beispiel 5.4 zur Bestimmung der starken
Zusammenhangskomponenten noch einmal auf. Wir wollen ein effizientes RELVIEW-Programm
entwickeln, das zu einer Aquivalenzrelation R : X < X die Menge K aller Aquivalenzklassen
in Form einer Relation C : X < K spaltenweise berechnet. Haben wir dies erreicht, so kénnen
wir natiirlich auch die starken Zusammenhangskomponenten eines gerichteten Graphen g =
(X, S) spaltenweise berechnen, da diese ja gerade die Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation
$* N (8*)7 sind.

Zur Herleitung eines relationalen Programms zur Bestimmung der Aquivalenzklassen reichen
die als bekannt angenommenen fundamentalen Gesetze des relationalen Kalkiils nicht mehr aus.
Wir benétigen zusitzlich noch die sogenannten Schréder-Aquivalenzen

QRCS «<— Q"SCR «<— SR'CQ. (31)

Bei einer axiomatischen Behandlung von Relationen werden die Schroder-Aquivalenzen (31) in
der Regel als eines der Axiome der Relationenalgebra definiert; man vergleiche etwa mit [41].
Weiterhin werden wir einige Eigenschaften des symmetrischen Quotienten anwenden, die wir
nachfolgend zusammengestellt haben:

p Punkt, pTp=1 = syq(Rp,Rp) =
p Punkt = syq(R,S)p = syq(R,Sp)
v Vektor = syq(R,v) Vektor (32)
R Aquivalenzrelation = syq(S, R) R = syq(S, R)
v # O Vektor, RLC 7 = syq(R,v) =0

Alle diese Implikationen kann man recht einfach aus bekannten Eigenschaften des symmetri-
schen Quotienten ableiten, die man etwa in [41] findet. Schliefilich benttigen wir noch einige
Beziehungen der in (8) definierten Konkatenations-Funktion conc. Um die Lesbarkeit zu erleich-
tern, werden wir im folgenden, der Programmiersprache ML folgend, die Konkatenation mit dem
Infix-Symbol @ bezeichnen. Mit dieser Schreibweise gilt dann die Implikation

syq(R, R) =1, syq(S,5) =1, syq(R,5) =0 = syq(RQS,RQS) =1 (33)
und weiterhin haben wir die beiden Gleichungen

syq(R, SQT) = syq(R,S) @ syq(R,T) (34)
(R@S)L = RLUSL.

Die Beweise von (33) und (34) sind nicht viel schwieriger als die von (32), erfordern zusitz-
lich jedoch noch die Axiome der relationenalgebraischen Charakterisierung der Injektionen einer
direkten Summe. Es sollte an dieser Stelle nachdriicklich betont werden, dafl die Beziehun-
gen (33) und (34) nicht vom Himmel fallen, sondern die relationalen Beschreibungen von recht
anschaulichen Eigenschaften von Sequenzen darstellen. Wir wollen dies am Beispiel der Impli-
kation (33) demonstrieren. Aus der Beziehung (15) erkennt man unmittelbar: Die Gleichungen
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syq(R,R) =1, syq(S,S) = | baw. syg(R@ S, R@Q S) = | beschreiben, daf alle Spalten von R, S
bzw. R @ S paarweise verschieden sind, und die Gleichung syq(R, S) = O driickt aus, dafi R und
S keine gemeinsame Spalte besitzen. Somit besagt (33) in Worten: Sind alle Spalten von R und
S paarweise verschieden und besitzen beide Relationen keine gemeinsame Spalte, so sind auch
alle Spalten ihrer Konkatenation paarweise verschieden.

Nach diesen relationenalgebraischen Vorbereitungen kommen wir nun zum schon angekiin-
digten Beispiel.

6.3 Berechnung der Aquivalenzklassen. Es sei R : X < X eine Aquivalenzrelation auf
einer endlichen Menge X, d.h. es gelte

ICRAR=R" A RRCR. (35)

Wir wollen mittels der Invariantentechnik ein relationales Programm herleiten, welches die Men-
ge K der Aquivalenzklassen von R als Sequenz von Vektoren in Form einer Relation C' : X < K
berechnet. Formal besitzt das gesuchte Programm also eine Eingabevariable R und eine Resul-
tatvariable C' und die Eigenschaft (35) entspricht genau seiner Vorbedingung.

Wir haben vor der Herleitung zuerst noch die Nachbedingung des gesuchten Programms re-
lationenalgebraisch zu formulieren. Dazu erinnern wir uns an die relationale Spezifikation der
starken Zusammenhangskomponenten in Beispiel 5.4. Mit der Potenzmengenrelation € : X <+ 2%
erhalten wir als Verallgemeinerung davon den Vektor syq(e, R)L : 2% < 1 zur Darstellung der
Aquivalenzklassen von R als Elemente der Potenzmenge 2% . Eine erste aus dieser Darstellung
sich ergebende Forderung an das Resultat C ist die Gleichheit syq(e, R) L = syq(e,C) L, denn
diese beschreibt, daf die Spalten von C genau die Aquivalenzklassen von R darstellen. Damit
haben wir jedoch noch nichts iiber die Vielfachheit der Spalten von C gesagt. Beabsichtigt ist
natiirlich, daB alle Spalten von C paarweise verschieden sind, d.h. im Resultat keine Aquiva-
lenzklasse mehrfach auftaucht. Wie wir oben schon gesehen haben, kann man diese Eigenschaft
relationenalgebraisch sehr einfach mit Hilfe des symmetrischen Quotienten ausdriicken. Fassen
wir die bisherigen Uberlegungen zusammen, so ergibt sich

syq(e, R)L = syq(e,C)L A syq(C,C) = (36)

als Nachbedingung des gesuchten relationalen Programms.

Der néchste Schritt ist nun die Verstirkung der Nachbedingung (36), um eine geeignete Schlei-
feninvariante und auch die Abbruchbedingung der Schleife zu bekommen. In dem vorliegenden
Fall bietet sich an, eine zusétzliche Variable v des Typs [X <> 1] einzufiihren, in der die noch
nicht abgearbeiteten Elemente von X festgehalten werden. Dies fithrt zu

syq(e, R) v = syq(e,C)L A syq(C,C)=1 AN RonCL=0 A v=0. (37)

Nach der Intention hinter v wird die Negation der letzten Gleichung von (37) zur Schleifenbe-
dingung und der Rest zur Schleifeninvariante. In Worten besagt letztere, dafl die Spalten von
C genau die Aquivalenzklassen der schon abgearbeiteten Elemente sind (erste Gleichung), al-
le Spalten von C paarweise verschieden sind (zweite Gleichung) und kein Element einer noch
nicht berechneten Aquivalenzklasse in einer der Spalten von C vorkommt (dritte Gleichung).
Es ist offensichtlich, daf die Nachbedingung (36) von (37) impliziert wird. Wir haben also noch
eine Initialisierung von v und C zu finden, welche die Schleifeninvariante etabliert, sowie einen
Schleifenrumpf, der die Giiltigkeit der Schleifeninvariante erhilt.

Wir beginnen mit der Initialisierung. Hier bietet sich an, mit einer beliebigen Aquivalenzklasse
zu starten, d.h. C' durch R point(L) mit L : X <> 1 zu initialisieren. Eine Konsequenz davon ist,
da8 v mit C zu initialisieren ist. Mit dieser Initialisierung gilt die Schleifeninvariante. Fiir die
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Beweise der entsprechenden drei Gleichungen kiirzen wir point(L) zu p ab. Die erste Gleichung
zeigt man wie nachfolgend angegeben:

syq(e,R) Rp = syq(e,R)p = syq(e, Rp) = syq(e, Rp) L.

Dabei werden der Reihe nach die vierte Implikation von (32) in Verbindung mit der Vorbedin-
gung (35), die zweite Implikation von (32) und die dritte Implikation von (32) verwendet. Die
zweite Gleichung

syq(Rp, Rp) =
folgt unmittelbar aus der ersten Implikation von (32), denn p ist ein Punkt und wegenp : X < 1
ist pT p = I; man vergleiche mit der Bemerkung am Ende von Abschnitt 2. Zum Beweis der

dritten Gleichung starten wir mit der offensichtlichen Aquivalenz
RRpNRpL=0 < RRpC Rp

und haben dessen rechte Seite zu beweisen. Aus der Symmetrie und der Transitivitit von R,
also der Vorbedingung (35), erhalten wir RT R C R. Dies impliziert R" Rp C Rp. Nun zeigen
die Schréder-Aquivalenzen (31) die Behauptung.

Als niichstes entwickeln wir einen Schleifenrumpf. Da das Resultat C' die Aquivalenzklas-
sen spaltenweise ,aufzihlen“ soll und v die Elemente von X beschreibt, deren Klassen noch
nicht Spalten von C sind, ist eine sich direkt anbietende Vorgehensweise, mittels der Zuwei-
sung von C' Q (R point(v)) an C dem Resultat eine neue Klasse als Spalte anzufiigen und v zu
v N Rpoint(v) abzuindern. In RELVIEW sieht das vollstindige Programm dann wie folgt aus:

classes(R)

DECL C, v
BEG C = R*point(Lni(R));
v = -C;

WHILE -empty(v) DO
C = conc(C,R*point(v));
v =v & -(R*point(v)) 0D
RETURN C
END.

Zur Korrektheit von classes ist noch zu verifizieren, daf die beiden Zuweisungen des Schleifen-
rumpfs die Giiltigkeit der Schleifeninvariante erhalten. Es gelte also die Schleifeninvariante fiir
C und v. Fiir die Beweise der ersten drei Gleichungen von (37) fiir die neuen Werte von C' und
v sei p eine Abkiirzung fiir point(v). Hier ist der Beweis fiir die erste Gleichung;:

syq(e,R) v Rp = syq(e, R) T Usyq(e,R) Rp
= syq(e, R) v Usyq(e,R)pL (35), (32) vierte Impl., p=pL
= syq(e,R) v Usyq(e,Rp) L (32) zweite Impl.
= syq(e,C)LUsyq(e, Rp)L Schleifeninvariante
= (syq(e,C)Q@Qsyq(e,Rp))L (34) zweite Gleichung
= syq(e,CQRp)L (34) erste Gleichung.

Wir wollen die Implikation (33) zum Beweis der zweiten Gleichung
syg(CQRp,CQRp) =

anwenden, haben also deren drei Pramissen zu zeigen. Die Gleichung syq(C,C) = | gilt wegen
der Schleifeninvariante. Der Beweis von syq(Rp, Rp) = | wird durch die erste Implikation von
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(32) erbracht, denn p ist wiederum ein Punkt mit p' p = I. Die dritte Primisse folgt schlieBlich
aus Rv N CL = 0, denn dieser Teil der Schleifeninvariante und p C v implizieren CL C Rv C
Rp und in Verbindung mit der Vektoreigenschaft von Rp und O # p C Rp (hier gehen die
Surjektivitdt von p und die Reflexivitit von R ein) zeigt die fiinfte Implikation von (32) das
Gewdlinschte. Zum Beweis der dritten Gleichung

RvN Rv)N(CQRp)L=0

mit den neuen Werten der Variablen C' und v des Programms classes starten wir mit der
Inklusion

R(wvN Rp)N(CQRp)L=R(wN Rp)N(CLURpL) (34) zweite GL
C RvNR Rp N(CLURp) p=plL
=RRpnN((RvNCL)U(RvNRp))
=RRpNRp Invariante, p C v.

Es bleibt somit noch R Rv N Rp = O zu zeigen. Doch dies folgt, analog zur Etablierung der
Schleifeninvariante, aus der Inklusion RT Rp C Rp gefolgt von einer Anwendung der Schréder-
Aquivalenzen. O

In den letzten beiden Beispielen 6.2 und 6.3 kombinierten wir die Invariantentechnik mit dem
relationalen Kalkiil zur Gewinnung von relationalen Programmen. Nachfolgend demonstrieren
wir nun die Anwendung einer weiteren, aber ganz anders gearteten Programmentwicklungstech-
nik, ndmlich der transformationellen Programmierung. Diese Technik wurde in den 80er Jahren
insbesondere im Rahmen des Miinchner CIP-Projekts untersucht; man vergleiche beispielswei-
se mit [3, 4]. Bei den entsprechenden relationenalgebraischen Rechnungen werden wir von der
sogenannten Dedekind-Regel

QRNSC(QNSRN)(RNQTS) (38)

Gebrauch machen. Diese wird manchmal an Stelle der Schroder-Aquivalenzen (31) bei einer
axiomatischen Behandlung von Relationen verwendet. Weiterhin werden wir benutzen, daf} die
reflexiv-transitive Hiille R* der kleinste Fixpunkt der monotonen Funktion 77(Q) = 1 U R Q ist.
Wegen des Tarski’schen Fixpunktsatzes (siehe [45]) folgt daraus unmittelbar, daf 7z(S) C S die
Inklusion R* C S impliziert.

6.4 Berechnung der reflexiv-transitiven Hiille. Wir wollen mittels transformationeller
Programmierung ein relationales Programm entwickeln, das die relationale Funktion

rtc : [X < X] = [X & X] rtc(R) = R* (39)

fiir endliche Mengen X implementiert, dabei aber keinen Bezug auf eine eventuell vorhandene
Basisoperation zur Berechnung von R* nimmt.

Beim Ansatz der transformationellen Programmierung ist es {iblich, zuerst eine rekursive Ver-
sion der urspriinglichen Spezifikation zu entwickeln, d.h. diese durch ein funktionales Programm
zu implementieren. Der Terminierungsfall

rtc(0) =1 (40)

der relationalen Funktion rtc von (39) ergibt sich unmittelbar aus der Definition der reflexiv-
transitiven Hiille. Im verbleibenden Fall R # O versuchen wir nun, die Berechnung von R*
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rekursiv auf die Berechnung der reflexiv-transitiven Hiille einer echten Teilrelation von R zuriick-
zufithren. Grundlegend hierzu ist, dafl die Implikation

SLSCS = (QUS) =Q"UQ*SQ* (41)

fiir alle Relationen @ und S gilt. Die Inklusion “2” ihrer rechten Seite folgt aus Q* C (Q U S)*,
S C (QUS)* und der Transitivitdt von (Q U S)*. Zum Beweis von “C” der rechten Seite von
(41) verwenden wir | C Q* U Q* S Q* und

(RUS)RTUERSYY) = RRTURER* SR USQR*USQ*SQ*
CRUESRTUSR*SQ* RE"CQ 1CQ*
C Q*UQ*SQ* SLSCS, ICQ*.

Somit haben wir 7gus(Q* UQ* S Q*) C Q*UQ* S Q*, was in Kombination mit der unmittelbar
vor diesem Beispiel gemachten Bemerkung die Behauptung zeigt.

Fiir R # O erfiillt atom(R) die in (41) an S gestellte Vorbedingung. Aus der Beschreibung
der relationalen Funktion atom in Abschnitt 4 folgt namlich, dal sowohl atom(R)L als auch
atom(R)" L Punkte sind. Daraus erhalten wir atom(R) L atom(R)" C | und weiterhin

atom(R) L atom(R) C L atom(R) N atom(R)L
C (LN atom(R) L atom(R)") (atom(R) N L atom(R) L) Dedekind
C

atom(R) siehe oben.

Zerteilen wir also die nichtleere Relation R durch das Abtrennen eines einzelnen Atoms in
RN atom(R) und atom(R), so zieht dies

rtc(R) = rtc(RN atom(R) ) U rtc(R N atom(R) ) atom(R) rtc(R N atom(R) ) (42)

nach sich. Nun fassen wir die beiden Gleichungen (40) und (42) mittels einer Fallunterschei-

dung zusammen und fiihren noch eine Hilfsfunktion ¢(Q,S) = Q U Q S @ zur Vermeidung von
mehrfachen Aufrufen von rtc ein. Dies bringt

tc(RN atom(R tom(R)) : R#O

m(R):{ p(rte( aom|< ), atom(R)) RfO (43)

Die durch (43) gegebene rekursive Beschreibung der originalen Spezifikation (39) stellt einen Al-
gorithmus zur Berechnung der reflexiv-transitiven Hiille dar, der auch unmittelbar in die Sprache
von RELVIEW iibertragen werden konnte, da diese Rekursion erlaubt. Unser Ziel ist jedoch ein
noch effizienteres imperatives RELVIEW-Programm. Dazu wenden wir auf die Rekursion (43) die
Transformation der Funktionsumkehrung (siehe [3]) an und zwar in einer speziellen auf Mengen
(also auch Relationen) zugeschneiderten Form, wie sie in [8] bewiesen wird. Diese Transformati-
on bettet die nichtrepetitive Funktion rtc in eine repetitive Funktion F' ein, welche, ausgehend
vom Endwert |, durch die Umkehrfunktion zu R — RN atom(R) die ,hingende“ Operation ¢
auf Parameterposition berechnet. Wir erhalten

rtc(R) = F(R,0O,1) (44)
mit der dreistelligen repetitiv-rekursiven relationalen Funktion F', definiert durch

F(R,SUatom(RN S),p(C,atom(RN S))) : S#R

C : S=R. (45)

F(R,S,C) = {
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Damit ist die intellektuelle Arbeit der Programmentwicklung erledigt. Die durch (45) be-
schriebene Rekursion fiihrt nimlich in Verbindung mit der Einbettung (44) in schematischer
Weise unmittelbar zu einer imperativen Version mit einer Initialisierung und einer anschlieffen-
den while-Schleife. Eine entsprechende Transformation findet man wiederum in [3]. Expandiert
man in dem aus (45) sich ergebenden imperativen relationalen Programm den Aufruf der re-
lationalen Funktion ¢, fiihrt dann eine Variable zur Abspeicherung von atom (R N S) ein, um
Mehrfachberechnungen dieses Terms zu vermeiden, und geht anschlieflend noch zur Syntax von
RELVIEW iiber, so ist das Resultat das nachfolgend angegebene RELVIEW-Programm zur Be-
rechnung der reflexiv-transitiven Hiille:

rtc(R)
DECL S, C, a
BEG S = 0(R);
C=1IMR);
WHILE -eq(S,R) DO
a = atom(R & -S);
S =S a;
C=C | CxaxC 0D
RETURN C
END.

Die Aufspaltung einer nichtleeren Relation R durch das Abtrennen eines einzelnen Atoms
atom(R) ist nicht die einzige Moglichkeit, die Implikation (41) zur Gewinnung einer Rekursion
fiir die urspriingliche Spezifikation (39) anzuwenden. Wegen der Eigenschaft

UUTRLUUTRQULUTRZUUTR

fiir Vektoren v kann man beispielsweise durch die Auswahl eines im Definitionsbereich RL von R
enthaltenen Punkts p auch eine nichtleere Zeile pp" R von R abtrennen®. Diese Vorgehensweise
fithrt auf die nachfolgende Variante des bekannten Algorithmus von Warshall (siehe [48]); wir
verzichten an dieser Stelle auf eine formale Herleitung, da diese im wesentlichen aus den gleichen
Schritten bestehen wiirde, wie die eben erbrachte:

rtcl(R)
DECL s, C, p
BEG s = Oni(R);
C=1IR);

WHILE -eq(s,dom(R)) DO

p = point(dom(R) & -s);

s =s | p;

C=C | (Cxp)*((p~*R)*C) OD
RETURN C

END.

Die Klammerung in der dritten Zuweisung des Schleifenrumpfs des RELVIEW-Programms rtcl
ist wesentlich, um bei einer Matriximplementierung von Relationen, wie sie bei der derzeitigen
Systemversion verwendet wird, eine quadratische Laufzeit fiir den Schleifenrumpf zu erzielen.
Insgesamt fiithrt dies fiir eine Relation R : X <+ X zu einem Aufwand O(] X|?) fiir das Programm

3 Analog ist es natiirlich mittels eines Punkts p aus dem Wertebereich R' L von R mdoglich, eine einzelne Spalte
Rpp" von der nichtleeren Relation R abzutrennen.
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rtcl. Im Vergleich dazu hat das obige Programm rtc fiir eine Eingaberelation R : X < X
eine Laufzeit von O(|R| » | X|?). Eine Laufzeit von O(|R| * | X|?) kann jedoch erreicht werden,
wenn man, unter Verwendung der gewohnten mathematischen Schreibweise, den Term C'a C' in
der dritten Zuweisung des Schleifenrumpfs durch (C (aL)) ((LT @) C) mit L : X < 1 ersetzt,
da, wegen der Klammerung, der letztgenannte Term nur Multiplikationen von Relationen mit
Spalten- und Zeilenvektoren beschreibt, was in der Matriximplementierung in quadratischer Zeit
moglich ist.

In [16] wird mittels der Invariantentechnik das nachfolgende relationale Programm zur Be-
rechnung der reflexiv-transitiven Hiille hergeleitet; sein Rumpf entspricht dabei genau dem
Warshall-Verfahren zur Berechnung der transitiven Hiille:

rtc2(R)
DECL s, C, p
BEG C = R;
s = Ln1(R);
WHILE -eq(s,0(s)) DO
p = point(s);
] s & —p;
C=C | (Cxp)*x(p~*C) OD
RETURN C | I(R)
END.

Ein Nachteil des obigen Programms rtcl im Vergleich zu rtc2 ist dadurch gegeben, dafl bei
jedem Schleifendurchlauf zuséitzlich ein Zeilenvektor mit einer Relation multipliziert wird. Die-
ser Nachteil wird jedoch bei Relationen mit vielen leeren Zeilen (die gerichteten Graphen mit
vielen Knoten ohne Nachfolger, z.B. gerichteten Biumen, entsprechen) in der Regel mehr als
aufgehoben durch die Tatsache, da8 fiir solche Eingaben das Programm rtcl weit weniger
Schleifendurchlidufe benétigt als rtc2. O

Wir haben am Ende von Abschnitt 5 die Bedeutung von RELVIEW bei der Erstellung einer rela-
tionalen Spezifikation erwidhnt und wollen nun diesen Abschnitt mit einigen Bemerkungen zum
Prototyping der entwickelten relationalen Programme mittels des Systems und zur Verwendung
von RELVIEW bei relationenalgebraischen Beweisen beschliefen.

Obwohl die hergeleiteten relationalen Programme theoretisch per Konstruktion korrekt be-
ziiglich der Spezifikation sind, ist auch hier ein stichprobenhaftes Testen durchaus noch sinnvoll.
So liefert es zusétzliche Sicherheit. Selbst bei relationenalgebraischen Rechnungen sind, sofern
sie in der iiblichen Weise mit Papier und Bleistift durchgefiihrt werden, in der Praxis trotz der
duflerst formalen Vorgehensweise Rechenfehler nie auszuschliefen. Deren Auswirkungen wer-
den dann eventuell beim Testen in Form von nicht erwarteten Resultaten entdeckt. Weiterhin
werden durch das Prototyping und das Durchspielen von Programmablidufen manchmal Opti-
mierungsmoglichkeiten erkennbar. Dies kann etwa eine effizientere relationale Modellierung der
Daten betreffen. Man kann aber auch eine neue Invariante entdecken, die eine Laufzeitopti-
mierung erlaubt, beispielsweise durch eine geeignete Fortschreibung wie im Fall der Erreichbar-
keitsprogramme reachl und reach. Zwar ist der Gewinn beim Ubergang von reachil zu reach
innerhalb von RELVIEW noch nicht sehr bedeutend, nach einer Ubertragung der beiden Pro-
gramme in eine gingige imperative Programmiersprache mit einer geeigneten Implementierung
von Relationen ist der durch die Fortschreibung erzielte Effizienzgewinn jedoch betréchtlich. Auf-
grund der Flexibilitdt und der vielfiltigen Visualisierungsmoglichkeiten des RELVIEW-Systems
ist es im Allgemeinen sehr einfach, Alternativen durchzutesten und auf ihre Konsequenzen hin
zu untersuchen.
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RELVIEW ist ein System zur Manipulation von Relationen und kein Beweisassistent. Trotz-
dem hat sich RELVIEW auch bei der Durchfiihrung von relationenalgebraischen Beweisen, wie sie
in dem vorliegenden Anwendungsbereich insbesondere bei der Herleitung von relationalen Pro-
grammen aus Spezifikationen auftreten, als grofie Hilfe erwiesen. Das System erlaubt ndmlich —
man vergleiche mit den Bemerkungen am Ende von Abschnitt 3 — die Giiltigkeit von relationen-
algebraischen Formeln zu testen. Dabei konnen die Testdaten entweder interaktiv durch einen
Kommandoknopf oder im Rahmen eines RELVIEW-Programms durch Basisfunktionen zufillig
mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit erzeugt werden. Besonders die zweite Vorgehensweise
ermoglicht es, innerhalb kurzer Zeit in einfacher Weise viele Tests durchzufiihren. Diese kénnen
beispielsweise dazu dienen, Gegenbeispiele fiir Behauptungen zu suchen, von deren Giiltigkeit
man (noch) nicht iiberzeugt ist. Man kann sie auch verwenden, um sich vor dem Beweis einer
nicht offensichtlichen aber doch als zutreffend eingeschétzten relationenalgebraischen Aussage
von deren Giiltigkeit noch mehr zu {iberzeugen. Beispiele fiir solche Aussagen sind die Implika-
tion (33) und die Gleichungen (34). Tests zeigen schlieBlich auch oft erst Eigenschaften auf, die
sich fiir die weitere Programmentwicklung dann als sehr niitzlich erweisen.

7 Einige weitere relationale Programme

In den letzten beiden Abschnitten haben wir anhand von zahlreichen Beispielen aufgezeigt, wie
man formal von Spezifikationen zu relationalen Programmen kommen kann und welche Vorteile
sich bei diesem Prozefl aus der Benutzung von RELVIEW ergeben kénnen. Nachfolgend geben
wir nun noch einige weitere RELVIEW-Programme an, verzichten aber auf die formalen Herlei-
tungen. Ziel dieser Beispiele ist es, die groflen Moglichkeiten zu demonstrieren, die RELVIEW
auch bietet, wenn man es als Implementierungssystem fiir Algorithmen verwendet, die in der
gingigen semiformalen Art angegeben werden. In Verbindung mit den vielseitigen Visualisie-
rungsmoglichkeiten des Systems scheint diese Anwendung insbesondere fiir Ausbildungszwecke
sehr geeignet zu sein.

7.1 Knotenbasen von beliebigen Graphen. In Beispiel 6.1 haben wir gezeigt, dafl ein
kreisfreier gerichteter Graph genau die Menge aller Knoten ohne Vorgénger als einzige Knoten-
basis besitzt. Damit ist das Problem der Bestimmung einer Knotenbasis im Prinzip aber auch
fiir alle Graphen g = (X, R) gelost. Durch Betrachtung des kreisfreien reduzierten Graphen
gred = (C,@TR®N 1) von g = (X, R), wobei ® : X ¢ C der kanonische Epimorphismus von X
in die Menge C der starken Zusammenhangskomponenten ist, kann man ndmlich recht einfach
den folgenden Sachverhalt zeigen: Sind Cj, 1 < ¢ < n, die initialen starken Zusammenhangs-
komponenten von g, d.h. diejenigen Mengen aus C, in die keine Pfeile fithren, und z; € C; fiir
1 <i<n,soist {z1,...,z,} eine Knotenbasis von g.

Um mittels RELVIEW eine Knotenbasis von g = (X, R) in einer Vektordarstellung zu erhalten,
bietet sich beispielsweise die folgende Vorgehensweise an: Wir bestimmen zuerst den kanonischen
Epimorphismus ®. Dies ist moglich durch einen Aufruf des relationalen Programms classes
von Beispiel 6.3 mit dem Argument R* N (R*)T, denn die Matrixdarstellung der Relation ®
ist, wie man sich leicht klar macht, genau die spaltenweise Darstellung der Menge der starken
Zusammenhangskomponenten. Im zweiten Schritt entfernen wir dann aus ¢ alle Spalten, die
nicht initiale starke Zusammenhangskomponenten darstellen. Dazu betrachten wir zuerst den
Vektor

v= (®TRT®NI)L (46)

zur Darstellung der vorgingerlosen Knoten des reduzierten Graphen g,.q. Da g,¢q kreisfrei ist, ist
der mittels (46) definierte Vektor v : C <+ 1 nicht leer und somit die durch v induzierte injektive
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Einbettung inj(v) : Cini <> C der Menge Cjyi; der initialen starken Zusammenhangskomponenten
in die Menge C aller starken Zusammenhangskomponenten definiert. Die gesuchte spaltenweise
Darstellung C' : X ¢ Cjyis der initialen starken Zusammenhangskomponenten ergibt sich nun in
einfacher Weise mittels der Gleichung

C=dinj(v)". (47)

SchlieBlich wéhlen wir in einem dritten Schritt noch aus jeder Spalte der spaltenweisen Dar-
stellung (47) der initialen starken Zusammenhangskomponenten genau einen Punkt aus und
vereinigen alle diese Punkte zu einem eine Knotenbasis von g darstellenden Vektor.

Als ein konkretes Beispiel betrachten wir nun den gerichteten Graphen aus 5.6. Durch An-
wendung der beiden Gleichungen (46) und (47) auf seine Relation erhalten wir fiir die Relation
C die nachfolgend angegebene RELVIEW-Darstellung:

Compl
Comp2
Comp3
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Wihlen wir in jeder Spalte dieser Booleschen Matrix den obersten Eintrag aus, so fithrt dies zur
Knotenbasis {3,2, 1}; insgesamt besitzt der gerichtete Graph 12 verschiedene Knotenbasen.

Ein RELVIEW -Programm zur Realisierung der oben aufgefiithrten drei Schritte zur Berech-
nung einer Knotenbasis ist nachfolgend angegeben:

base(R)
DECL Phi, v, C, b, p
BEG Phi = classes(rtc(R) & rtc(R)");
-dom(ip(Phi~ *R~ *Phi)));
Phi*inj(v)~;
p = init(0n1(C™));
b = point(C*p);
WHILE -empty(next(p)) DO
p = next(p);
b = Db | point(C*p) OD
RETURN b
END.

v
C

In diesem Programm ist ip die schon in Beispiel 5.5 bei der Spezifikation der Trennknoten
verwendete relationale Funktion zur Berechnung des irreflexiven Anteils einer Relation. Die
Variable p durchliuft alle Punkte des Typs [Cinit <> 1], wobei mittels der Konstruktion C'p
jeweils eine Spalte von C' ausgewihlt wird. Wegen p = init wird anfangs die erste Spalte von C
ausgewahlt, dann, da nun p = nezt(init), die zweite Spalte usw. O

In (2) haben wir eine relationale Funktion #ik zur Berechnung des einzigen transitiv-irredu-
ziblen Kerns einer kreisfreien Relation angegeben. Diese Funktion war unmittelbar in eine
RELVIEW-Funktion tik iibertragbar. Wir behandeln nun die Bestimmung eines transitiv-ir-
reduziblen Kerns einer beliebigen Relation mit Hilfe des RELVIEW-Systems.
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7.2 Transitiv-irreduzible Kerne von beliebigen Graphen. In [37] wird von Noltemeier
ein Verfahren zur Berechnung eines transitiv-irreduziblen Kerns eines beliebigen gerichteten
Graphen vorgeschlagen, das aus drei Schritten besteht und das wir nachfolgend in der Sprache
von RELVIEW beschreiben wollen.

Zuerst behandelt Noltemeier das Problem fiir den Spezialfall eines stark zusammenhéngen-
den gerichteten Graphen g = (X, R), d.h. fiir R* = L. Ist die Knotenmenge einelementig, so
stimmen R und der transitiv-irreduzible Kern von ¢ offensichtlich iiberein. Nun habe der Graph
mindestens zwei Knoten. Ubertragen in die Sprache der Relationen schliigt Noltemeier dann die
folgende Vorgehensweise vor: Es sei R = r1U. ..Ury, die Vereinigung von paarweise verschiedenen
Atomen r;, 1 <14 < m (wobei jedes Atom genau einem Pfeil entspricht). Man startet die Berech-
nung mit der Relation By = RN 7y und prift fiir alle 7, 1 <7 < m, ob die Gleichung R} = L gilt.
Wenn ja, dann setzt man R; 1 = R; N 711 . Andernfalls definiert man R;q = (R; Ur;) N g1 .
Dabei wird fiir den letzten Schritt 7,11 = O angenommen.

Wenn wir das eben beschriebene Verfahren in die Sprache von RELVIEW iibertragen, dann
erhalten wir das folgende relationale Programm:

tiksc(R)
DECL S, K, a, b
BEG IF eq(I(R),L(R)) THEN X = R
ELSE a = atom(R);
S =R & -a;
K =85;
WHILE -empty(S) DO
b = atom(S);
IF eq(rtc(K),L(K)) THEN K = K & -b
ELSE K = (K | a) & -b FI
S =S & -b;
a =b 0D;

IF -eq(rtc(X),L(K)) THEN K = K | b FI FI
RETURN K
END.

Nun sei ¢ = (X, R) ein beliebiger gerichteter Graph. Der zweite Schritt von Noltemeiers
Verfahren besteht, wiederum ausgedriickt unter Verwendung relationaler Sprechweisen, in der
Bestimmung eines transitiv-irreduziblen Kerns fiir jede starke Zusammenhangskomponente von
g als eine Relation des Typs [X <> X] und der Vereinigung aller dieser Relationen. Ein entspre-
chendes RELVIEW-Programm sieht wie nachfolgend angegeben aus:

tiksccs(R)
DECL Phi, Inj, K, p
BEG Phi = classes(rtc(R) & rtc(R)");
p = init(On1(Phi"));
Inj = inj(Phi*p);
K = Inj~ *tiksc(Inj*R*Inj") *Inj;
WHILE -empty(next(p)) DO
p = next(p);
Inj = inj(Phi*p);
K = K | Inj" *tiksc(Inj*R#*1Inj")*Inj OD
RETURN K
END.
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Dieses relationale Programm berechnet zuerst die spaltenweise Darstellung der starken Zu-
sammenhangskomponenten, d.h. den kanonischen Epimorphismus ® : X < C. Dann werden
alle Spalten der Relation ® durchlaufen, wobei dies, analog zu Beispiel 7.1 der Knotenba-
sen, durch das Durchlaufen der Punkte p von [C <+ 1] und eine jeweilige Produktbildung
® p realisiert wird. Fiir jede Spalte v = ®p, die eine starke Zusammenhangskomponente C
darstellt, wird ein transitiv-irreduzibler Kern des durch C induzierten gerichteten Graphen
gc = (C,inj(v) Rinj(v)") als Relation des Typs [C « C] bestimmt und, durch Multiplikation
mit inj(v)  von links und ingj(v) von rechts, zu einer Relation des Typs [X <> X] erweitert. In
der Matrixinterpretation von Relationen entspricht letzteres einer entsprechenden Erweiterung
der Dimension und einer Auffiillung mittels Nullen. Die Vereinigung aller dieser Erweiterungen
geschieht ebenfalls im Rahmen der while-Schleife.

Zur Verdeutlichung ist nachfolgend das RELVIEW-BIild eines gerichteten Graphen angegeben,
wobei der durch das Programm tiksccs berechnete Anteil eines transitiv-irreduziblen Kerns
vom System mittels fetter Pfeile markiert wurde:

59 1
N

e

®

7\

Durch den zweiten Schritt des Verfahrens von [37] wird derjenige Teil eines transitiv-irredu-
ziblen Kerns von g = (X, R) bestimmt, der genau aus den Pfeilen von R besteht, die jeweils
innerhalb derselben starken Zusammenhangskomponente von g liegen. Der dritte Schritt bein-
haltet schlielich noch die Bestimmung des Rests dieses transitiv-irreduziblen Kerns und die
Vereinigung mit dem schon berechneten Teil. Zur Berechnung des Rests betrachtet Noltemeier
den kreisfreien reduzierten Graphen ¢,eq = (C,®T R® N 1) von g und bestimmt zuerst dessen
eindeutig bestimmten transitiv-irreduziblen Kern. Jeder Pfeil (C;, C;) dieser Relation représen-
tiert die Relation R;; : X <+ X derjenigen Pfeile (z,y) von R, fiir die z € C; und y € C; gelten.
Der gesuchte Rest des transitiv-irreduziblen Kerns besteht nun gerade aus je einem Pfeil aus
jeder der Relationen R;;.

®

In dem nachfolgenden Programm tikrest ist die Relation des reduzierten Graphen mit
Red bezeichnet. Ein transitiv-irreduzibler Kern von g4, in tikrest mit Kr bezeichnet, ergibt
sich somit durch den Aufruf der friitheren relationalen Funktion tik mit dieser Relation als
Argument. Durch die while-Schleife von tikrest werden schliellich alle Pfeile o = (C;, C;) von
Kr durchlaufen und dabei wird jeweils ein Pfeil von R;; zur anfangs leeren Resultatrelation K
hinzugefiigt. Die Bestimmung von R;; selbst ist sehr einfach mdéglich mit Hilfe des kanonischen
Epimorphismus ®. Hier ist Noltemeiers Verfahren zur Bestimmung des Rests eines transitiv-
irreduziblen Kerns in der RELVIEW-Implementierung:
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tikrest (R)
DECL Phi, Red, Kr, K, a
BEG Phi = classes(rtc(R) & rtc(R)");
Red = ipa(Phi”~ *R*Phi);
Kr = tik(Red);
K = 0(R);
WHILE -empty(Kr) DO
a atom(Kr) ;
K = K | atom(Phi*a*Phi~ & R);
Kr = Kr & -a 0D
RETURN K

END.

Wie schon erwihnt, ergibt sich ein transitiv-irreduzibler Kern eines beliebigen gerichteten
Graphen durch die Vereinigung der Resultate der Aufrufe von tiksccs und tikrest. Das
néchste RELVIEW-Bild zeigt noch einmal den obigen gerichteten Graphen, wobei nun aber auch
noch der restliche Teil des transitiv-irreduziblen Kerns markiert ist:

®

Um den von tiksccs berechneten Teil von dem von tikrest berechneten Teil unterscheiden zu
kénnen, haben wir das System angewiesen, die Pfeile des zweiten Teils mittels fetter punktierter
Linien hervorzuheben. O

Im néchsten Beispiel behandeln wir ein Problem fiir ungerichtete Graphen. Gegensétzlich zum
fritheren Beispiel der Trennknoten miissen wir diesmal aber Bezug nehmen auf einzelne Kan-
ten. Wir fassen einen ungerichteten Graphen als ein Paar ¢ = (X, R) mit einer symmetrischen
und irreflexiven Relation R : X <> X auf und eine Kante von ¢ als eine Relation der Form
atom(R) U atom(R)™. Da Aufrufe der relationalen Funktion atom mit gleichen Argumenten
gleiche Resultate liefern, besteht eine Kante somit aus zwei entgegengerichteten Pfeilen, was in
RELVIEW bildlich durch eine Linie mit je einer Pfeilspitze an einem Ende ausgedriickt wird und
durch die Funktion
edge(R) = atom(R) | atom(R)~

“Eine Kante als zweielementige Knotenenge {x,y} im iiblichen graphentheoretischen Sinn wird also in dieser
relationalen Auffassung zur zweielementigen Relation.
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die Auswahl einer Kante aus einem nichtleeren ungerichteten Graphen erlaubt. Weiterhin wer-
den wir im nichsten Beispiel den Begriff einer Briicke benttigen. Eine Briicke des ungerichte-
ten Graphen g = (X, R) ist eine Kante e : X <> X, durch deren Entfernung die Anzahl der
Zusammenhangskomponenten echt erh6ht wird, was wiederum relationenalgebraisch durch die
Bedingung e ¢ (RN €)T charakterisiert werden kann. Aus dieser Bedingung erhalten wir so-
fort eine einfache RELVIEW-Funktion zum Testen der Briickeneigenschaft, die wir nachfolgend
verwenden.

7.3 Eulersche Kreise. Von Euler stammt eine Charakterisierung der zusammenhingenden
ungerichteten Graphen (heutzutage Eulersch genannt), die man ohne Absetzen des Bleistifts
zeichnen kann, d.h. fiir die ein einfacher Kreis existiert, der alle Kanten genau einmal durchlduft.
Genau diejenigen zusammenhéingenden ungerichteten Graphen sind Eulersch, wo jeder Knoten
einen geraden Grad besitzt.

Fiir das Problem, in einem Eulerschen Graphen einen einfachen Kreis zu konstruieren, der
alle Kanten genau einmal durchliuft, sind die Algorithmen von Fleury und Hierholzer aus dem
19. Jahrhundert die bekanntesten Losungsverfahren. In [2] findet man beispielsweise eine Be-
schreibung des Verfahrens von Fleury zum Eingabegraphen g = (X, R), die wir nachfolgend
mit geringfiigigen Anderungen wiedergeben: Man startet mit einem beliebigen Knoten 1. Nun
sei der Anfang ¢ = (z1,...,z;) eines Eulerschen Kreises von g bereits konstruiert und g; der
Restgraph, der aus g durch Entfernen der Kanten {z;,z;11}, 1 <j <i— 1, von c entsteht. Ist
gi leer, so ist das Verfahren beendet und ¢ das Resultat. Ansonsten wihlt man unter den mit
x; inzidierenden Kanten eine, die keine Briicke in g; ist, solange dies moglich ist, und fiigt den
anderen Endknoten rechts an ¢ an. Dies wird solange wiederholt, bis der Restgraph leer ist.

Das nachfolgend angegebene relationale Programm stellt eine RELVIEW-Implementierung
der eben beschriebenen Vorgehensweise dar:

eulercycle(R)
DECL isbridge(R,e) = -incl(e,trans(R & -e));
5, C, E, e, p

BEG p = point(Lni(R));
S = R;
E =p;

WHILE -empty(S) DO
C=52%& (pxLin(S) | Ln1(8) *p~);

IF empty(C & -edge(C)) THEN e = C
ELSE e = edge(C);
C=C& -e;
WHILE isbridge(S,e) DO
e = edge(C);
C=C& -e 0D FI;
p = e*p;
S =85S & -e;
E = conc(E,p) 0D
RETURN E

END.
In diesem Programm wird die Variable F zur spaltenweisen Konstruktion des Eulerschen Kreises

verwendet und die Variable S beinhaltet die Relation des oben erwdhnten Restgraphen. In der
ersten Zuweisung der dufleren while-Schleife wird die Menge der Kanten, die mit dem durch den
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Punkt p dargestellten Knoten inzidieren, in C' abgespeichert. Zu einer Kante e aus C ist dann
ep derjenige Punkt, der den verbleibenden Knoten von e darstellt.

Als eine konkrete Anwendung dieser RELVIEW-Implementierung des Algorithmus von Fleury
betrachten wir nun den in dem folgenden Bild dargestellten Eulerschen Graphen g = (X, R).

® ® ® ® ® ®

@ ® ® ®

Wenden wir das relationale Programm eulercycle auf die Relation R an, so erscheint auf dem
Schirm des RELVIEW-Systems die folgende 12 x 21 Boolesche Matrix:
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Die Sequenz von 21 Punkten, welche durch diese Matrix spaltenweise modelliert wird, stellt
genau den Eulerschen Kreis (1,2,3,4,5,6,12,11,4,10,5,11,10,9,2,8,3,9,8,7,1) von g dar. O

Wir kommen nun zur relationalen Formulierung eines der fundamentalsten Prinzipien fiir Gra-
phenalgorithmen, der Tiefensuche (englisch Depth-first search oder kurz DFS). Im nachfolgenden
Beispiel wird diese zuerst in RELVIEW formuliert. Dann werden einige , klassische“ Anwendun-
gen von Tiefensuche angegeben. Dabei behandeln wir sowohl gerichtete als auch ungerichtete
Graphen.

7.4 Tiefensuche mit Anwendungen. Bei der Tiefensuche durchlduft man, ausgehend von
einem Startknoten, einen vorliegenden Graphen nach der folgenden Strategie: Suche solange in
die Tiefe (Pfeil fiir Pfeil bzw. Kante fiir Kante), bis ein Knoten ohne unbesuchte Nachfolger bzw.
Nachbarn erreicht ist. Gehe dann zuriick bis zum ersten Knoten mit einem noch nicht besuchten
Nachfolger bzw. Nachbarn und starte bei diesem wieder die Tiefensuche.

In der Literatur, beispielsweise in [43, 1, 26], wird die Methode der Tiefensuche iiblicherwei-
se als rekursive Prozedur formuliert. Dabei werden die Strukturinformationen, die man beim
Durchlaufen gewinnt, insbesondere der durch das Durchlaufen erhaltene gerichtete Wald (ge-
nannt DFS-Wald), die Reihenfolge der Knoten, in der sie beim Durchlaufen besucht werden
(genannt DFS-Numerierung), und die Klassifizierung der Pfeile bzw. Kanten, in geeigneten glo-
balen Datenstrukturen (meistens Feldern) abgespeichert. Die Sprache von RELVIEW erlaubt
Rekursion. Sie kennt jedoch keine Prozeduren, sondern nur Funktionsprozeduren im Sinne von
Pascal oder Modula-2, die Werte berechnen. Dies bedingt, da3 nur jeweils eine der Strukturinfor-
mationen als entsprechendes Resultat abgeliefert werden kann. Von besonderer Wichtigkeit ist
hier der DFS-Wald. Es hat sich ndmlich gezeigt, daf bei einem relationalen Ansatz zur Tiefen-
suche aus diesem alle weiteren gingigen Strukturinformationen sehr einfach mittels relationaler
Terme berechnet werden kénnen.

32



Das nachfolgende rekursive RELVIEW-Programm dfs durchlduft einen gerichteten bzw. un-
gerichteten Graphen g = (X, R) ausgehend von dem durch den Punkt p : V' <+ 1 beschriebenen
Knoten, wobei der Vektor v : X <> 1 die Menge der schon (durch Tiefensuchen ausgehend
von anderen Knoten) besuchten Knoten darstellt. Sein Resultat ist, als ein Teil des spiteren
Gesamtergebnisses der Tiefensuche, die Relation eines gerichteten Baums mit dem durch p be-
zeichneten Knoten als Wurzel. Die Formulierung von dfsvisit ergibt sich unmittelbar aus der
Ubertragung der entsprechenden Prozedur von beispielsweise [43] in RELVIEW-Notation:

dfsvisit(R,p,v)
DECL T, u, w, q
BEG T = 0(R);
u=v | p;
w =R *p & -u;
WHILE -empty(w) DO

q = point(w);
T=T]| pxq~ | dfsvisit(R,q,u);
u=u | dom(T");
w=R"*p & —u 0D
RETURN T

END.

Auch das folgende RELVIEW-Programm dfs, das, als Hauptprogramm, die Tiefensuche fiir den
gesamten Graphen durchfiihrt und die Relation F' eines DFS-Waldes f = (V, F') abliefert, ergibt
sich unmittelbar aus der Ubertragung der entsprechenden DFS-Hauptprogramme der Literatur:

dfs(R)
DECL F, v, p
BEG F = 0(R);
v = On1(R);

WHILE -empty(-v) DO
p = point(-v);
F =F | dfsvisit(R,p,Vv);
v=v | p | dom(F*) OD
RETURN F
END.

Eine schon erwihnte Strukturinformation, die man bei einer Tiefensuche gewinnt, ist die
Klassifizierung der Pfeile bzw. Kanten. Schlingen bereiten hier gewisse Schwierigkeiten, deshalb
setzen wir zur Pfeilklassifizierung eines gerichteten Graphen g = (X, R) die Relation R als
irreflexiv voraus. Die erste Klasse von Pfeilen sind die des DFS-Waldes f = (X, F'). Sie werden
auch Baumpfeile genannt. Neben den Baumpfeilen gibt es als zweite Klasse die Vorwdrtspfeile.
Diese sind keine Pfeile von F', gehoren aber zur transitiven Hiille von £, d.h. iiberbriicken einen
Weg mit Mindestlinge 2 im DFS-Wald. Der unmittelbar aus dieser Beschreibung sich ergebende
relationale Term RN F N F* fiir die Vorwértspfeile fithrt zu

farcs(R,F) = R & -F & trans(F)
als entsprechende RELVIEwW-Funktion. Das Gegenstiick zur Klasse der Vorwirtspfeile ist die

Klasse der Riickwdrtspfeile. Diese fithren von einem Knoten x zu einem anderen Knoten y,
wobei z von y aus im DFS-Wald f = (X, F') erreichbar ist, d.h. Fy*;: gilt. Auch diese Definition
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fiihrt, iiber den relationalen Term R N (FT)T, unmittelbar zu einer Berechnung der Klasse in
RELVIEW mittels
barcs(R,F) = R & trans(F~).

Die Pfeile der verbleibenden Klasse werden Seitwdrtspfeile oder auch Querpfeile genannt und ver-
binden Knoten von verschiedenen gerichteten Badumen des DFS-Waldes. Sie konnen in RELVIEW
leicht mit Hilfe von dfs, farcs und barcs berechnet werden.

Das folgende RELVIEW-Bild zeigt einen gerichteten Graphen, wobei die Pfeilklassifizierung
anhand der verschiedenen Markierungsmoglichkeiten des Systems vorgenommen wurde. Alle
Baumpfeile sind fett und mit durchgezogenen Linien gezeichnet. Die Vorwirtspfeile sind ebenfalls
fett gezeichnet, aber mit gepunkteten Linien versehen. Zum Zeichnen der Riickwértspfeile und
Seitwértspfeile wurde die normale Strichstirke verwendet; die Unterscheidung geschieht hier
ebenfalls durch gepunktete (Riickwirtspfeile) bzw. durchgezogene (Seitwirtspfeile) Linien.
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Eine Anwendung von Tiefensuche bietet sich hiufig fiir Zusammenhangsprobleme an. Zwei
klassische Beispiele hierzu sind beispielsweise die Bestimmung der Trennknoten bzw. der Briicken
eines ungerichteten Graphen g = (X, R), welche wir nun relational behandeln. Die entschei-
dende Strukturinformation zur Losung dieser beiden Probleme ist die auf Tarjan [43] zurtick-
gehende lowpoint-Funktion. Thre Definition erfolgt {iblicherweise unter Verwendung der DFS-
Numerierung als Funktion von der Knotenmenge X in die natiirlichen Zahlen; man vergleiche
etwa mit der oben angegebenen Literatur. Man kann jedoch, aufbauend auf die Relation F' des
DFS-Waldes f = (X, F) von g und die Relation B = RN (FT)* der Riickwirtspfeile beziiglich
f, diese Funktion mittels

lowpoint(xz) = minp+{y € X :x =y Vv 3Iz: F;, N By} (48)

auch direkt auf den Knoten definieren, wobei der Index bei der Minimumsbildung ausdriickt, daf3
diese beziiglich der irreflexiven Ordnungsrelation F'* erfolgt. Die Eindeutigkeit des Minimums
in (48) folgt aus der Tatsache, dal die Menge {y € X : Fj;, } der Vorfahren von z im DFS-Wald
beziiglich F* linear geordnet ist®.

Unser Ziel ist es, die Funktion lowpoint von (48) als eindeutige und totale Relation des Typs
[X <> X] durch einen relationalen Term in F' und B zu beschreiben. Dazu benétigen wir zuerst
die relationale Funktion

min : [X ¢ X] x [X < X] = [X & X] min(Q,S) =SN(Q\ S). (49)

SUmgangssprachlich ist lowpoint(z) unter allen Knoten, zu denen es von x aus einen Weg in dem gerichteten
Graphen mit der Relation F' U B gibt, der aus einer (moglicherweise leeren) Sequenz von Baumpfeilen besteht
gefolgt von genau einem Riickwartspfeil, derjenige Knoten y, der am frithesten beim Durchlaufen besucht wird.
Dies gilt jedoch nur, wenn y nicht nach x besucht wird. Ansonsten definiert man lowpoint(z) = x.
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Diese berechnet zu einer irreflexiven Ordnungsrelation ) und einer Relation S diejenige Rela-
tion, deren einzelne Spalten, als Vektoren des Typs [X <> 1] aufgefafit, genau die minimalen
Elemente der entsprechenden Spalten von S darstellen. Die erste Spalte von min(Q, S) stellt also
beispielsweise die minimalen Elemente der durch die ersten Spalte von S dargestellten Teilmenge
von X beziiglich @ dar. Mit Hilfe der durch (49) definierten relationalen Funktion bekommen
wir nun fiir die gesuchte Relation lowpoint : X <> X die komponentenbehaftete Beschreibung

lowpoint ,, <= min(F*,1U (F* B)T)yx, (50)

denn die einem Knoten x entsprechende Spalte der Relation | U (F™* B)T stellt als Vektor, wie
man sich sofort klar macht, genau die Menge derjenigen y dar, deren Minimum in (48) zu
bestimmen ist. Aus (50) bekommen wir schliefflich durch Transposition und Abstraktion nach
den beiden Indizes die gewiinschte relationenalgebraische Darstellung

lowpoint = min(FT,1U (F* B)T)T (51)

von lowpoint. Die Gleichung (51) fithrt aber auch sofort zu einer Realisierung der lowpoint-
Berechnung in RELVIEW durch das nachfolgende Programm:

lowpoint (R,F)
DECL min(Q,S) =S & (Q \ -S);
B, Q, S
BEG B = barcs(R,F);
Q = trans(F);
S=IMR | (B Qx*B)~

RETURN min(Q,S)"
END.

Eine Anwendung von dfs und lowpoint ist in dem nachfolgenden Bild angegeben. Es zeigt den
DFS-Wald des obigen gerichteten Graphen und die dadurch induzierte lowpoint-Relation, wobei
die Pfeile des DFS-Waldes fett und die Pfeile von lowpoint in normaler Strichstirke gezeichnet
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Dieses Bild demonstriert anhand der zwei Pfeilpaare (1,3), (3,1) und (11, 14), (14, 11) auch eine
der Moglichkeiten, in RELVIEW entgegengesetzte Pfeile zu markieren.

Wir kommen nun zur ersten der oben erwédhnten Anwendungen der Tiefensuche bei Zusam-
menhangsproblemen, der Berechnung der Trennknoten eines ungerichteten Graphen g = (X, R).
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Mit Hilfe der Relation lowpoint kann man eine Teilmenge der Pfeile des DFS-Waldes f = (X, F))
von g wie folgt auszeichnen: Ein Baumpfeil (x,y) heift ein Leitpfeil, falls, unter Verwendung der
originalen Funktionsnotation fiir lowpoint, die Beziehung lowpoint(y) € {z,y} gilt. Die Leitpfeile
von f sind zur Bestimmung der Trennknoten von g duflerst hilfreich, denn es gilt (siehe beispiels-
weise [26]), daBl eine Quelle des DFS-Waldes genau dann ein Trennknoten ist, falls von ihr mehr
als ein Leitpfeil ausgeht, und eine Nichtquelle des DFS-Waldes genau dann ein Trennknoten ist,
falls von ihm mindestens ein Leitpfeil ausgeht.

Um aus den bisherigen Uberlegungen ein RELVIEW-Programm zur Berechnung der Trennkno-
ten zu erhalten, bieten sich die folgenden Schritte an. Man beschreibt zuerst relationenalgebraisch
die Relation larcs : X <+ X der Leitpfeile mittels

larcs = F N (lowpoint T U F lowpoint ). (52)

Diese Gleichheit ergibt sich aus der obigen sprachlichen Definition der Leitpfeile in unmittelbarer
Weise. AnschlieBend formuliert man (52) als ein relationales Programm in der Sprache des
RELVIEW-Systems, was ebenfalls offensichtlich ist und zu

larcs(R,F)
DECL Lp
BEG Lp = lowpoint(R,F)
RETURN F & (Lp~ | FxLp~)
END

fithrt. Im dritten Schritt stellt man die zwei Mengen der Knoten, von denen mehr als ein
Leitpfeil ausgeht bzw. mindestens ein Leitpfeil ausgeht, durch zwei Vektoren dar. Der erste
Vektor entspricht genau dem Definitionsbereich des sogenannten mehrdeutigen Anteils (man
vergleiche beziiglich dieser relationalen Konstruktion mit [41]) von larcs und ergibt somit zu
(larcs N larcs 1) L; der zweite Vektor entspricht genau dem Definitionsbereich von larcs, ist al-
so larcs L. Aus der obigen Charakterisierung ergibt sich der Vektor der Trennpunkte schlief}-
lich, indem man den ersten Vektor mit dem Vektor FTL der Quellen von f schneidet, den
zweiten Vektor mit dem Vektor F'T L der Nichtgellen von f schneidet und beide Resultate ver-
einigt. In RELVIEW sieht dies, unter Verwendung der Basisfunktion dom zur Berechnung des
Definitionsbereichs-Vektors, wie folgt aus:

cuts1(R)
DECL F, La, c
BEG F = dfs(R);
La = larcs(R,F);
¢ = (-dom(F~) & dom(La & La*-I(R))) | (dom(F~) & dom(La))
RETURN c
END.

Wir haben oben als zweite Anwendung von Tiefensuche noch die Berechnung der Briicken
angesprochen und kommen nun zu diesem Problem. Die Relation der Briicken eines ungerichteten
Graphen g = (X, R) kann man ebenfalls mit Hilfe von lowpoint sehr einfach bestimmen. Unter
Verwendung der originalen funktionalen Schreibweise gilt ndmlich: Eine Kante ¢ : X < X ist
genau dann eine Briicke, wenn sie einen Baumpfeil (z,y) mit lowpoint(y) = y enthilt. Die
Menge der Pfeile, deren Endknoten Fixpunkte der lowpoint-Funktion sind, kann man, wenn
man lowpoint als Relation auffafit, relationenalgebraisch durch L (lowpoint N1) beschreiben. Die
Relation der Briicken ist die Symmetrisierung des Durchschnitts der Relation F' der Baumpfeile
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mit L (lowpoint N1) und dies fihrt sofort zu

bridges(R)
DECL F, Lp, Br
BEG F = dfs(R);
Lp = lowpoint(R,F);
Br = F & L(R) * (Lp & I(R))
RETURN Br | Br~

END

als RELVIEW-Programm zur Berechnung der Briicken eines ungerichteten Graphen. O

Nach diesen Beispielen soll zum Abschlufl dieses Abschnitts noch kurz ein spezieller Aspekt von
RELVIEW im Hinblick auf die Ausbildung in Algorithmik angesprochen werden. Gegenwirtig er-
folgt an den Hochschulen die Vermittlung des algorithmischen Grundwissens in den entsprechen-
den Vorlesungen in der Regel durch die Erarbeitung von Algorithmen in der gewohnten mathe-
matischen Vorgehensweise und deren Formulierung in einer semiformalen Art unter Verwendung
von Schreibweisen géngiger Programmiersprachen zu Strukturierungszwechen; man vergleiche
etwa mit den Bemerkungen in [31], Abschnitt 2.4. Auf eine ,lauffihige“ Implementierung, bei-
spielsweise in Programmiersprachen wie C oder Modula-2, wird normalerweise verzichtet. Dies
gilt insbesondere fiir graphentheoretische Algorithmen, wenn vielfiiltige Datenstrukturen einen
grofen Implementierungsaufwand erforden wiirden.

Es gibt zwar in der Forschung Informatiker, die grundsétzlich auf Implementierungen verzich-
ten und eine Algorithmenentwicklung vor allem als intellektuelle Leistung betrachten®, aber die
meisten von uns wollen doch sehen, was die Ausfithrung eines Algorithmus auf einem Rechner
bewirkt. Die Erfahrungen an den Hochschulen zeigen zudem, daf, besonders bei sehr kom-
plizierten Algorithmen, durch das konkrete und interaktive Ausfithren und Visualisieren von
Zwischen- und/oder Endergebnissen bei den Studierenden in der Regel auch eine Verbesserung
des algorithmischen Verstindnisses erreicht werden kann. Anhand der Beispiele insbesondere
dieses Abschnitts sollten Hinweise dafiir gegeben werden, wie man RELVIEW auch als ein Werk-
zeug in dieser Richtung verwenden kann, sofern es sich um Probleme auf diskreten Strukturen
handelt, die relativ einfach durch Relationen modelliert werden konnen. Gleichzeitig sollte aber
an dieser Stelle auch betont werden, dafl der Anwendungsbereich des Systems bei der Algo-
rithmenentwicklung eindeutig auf dieses Gebiet beschrénkt ist, um so von vorneherein falsche
Erwartungen der Benutzer zu verhindern.

8 Implementierung von Relationen mittels OBDDs

In der aktuellen Implementierung von RELVIEW koénnen gewisse Anwendungen nur fiir relativ
kleine Eingaben durchgefiihrt werden. Der Grund dafiir liegt oft in der Gréfle der bendtigten
Zwischenergebnisse, deren interne Darstellung als Boolesche Felder sehr viel Speicherplatz in
Anspruch nimmt. Die Berechenbarkeit scheitert bei relationalen Spezifikationen zum Beispiel
hiiufig daran, daB die zu einer Menge X zugehorige Potenzmengenrelation € : X <+ 2% benutzt
wird. Wenn wir davon ausgehen, dafl zur Darstellung eines Relationeneintrags 1 Bit im Spei-
cher benétigt wird, nimmt eine solche Potenzmengenrelation als Boolesches Feld fiir | X| = 25
bereits iiber 100 MByte Speicherplatz in Anspruch. Da der Bildbereich der Potenzmengenrela-
tion exponentiell wichst und bei der Hinzunahme von einem zusétzlichen Element in X mehr

SE.W. Dijkstra schreibt beispielsweise in einer Einleitung zu einem seiner Biicher: ,None of the programs in
this monograph, needless to say, has been tested on a machine“.
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als doppelt so viel Speicherplatz zur Darstellung bendtigt wird, sind ca. 25 Elemente in der
Grundmenge X bei einer durchschnittlich ausgestatteten Hardware eine obere Schranke fiir die
Darstellbarkeit von €. Dies ist fiir viele Anwendungen nicht befriedigend. Somit stellt sich die
Frage nach einer besseren Implementierung von Relationen. In diesem Abschnitt skizzieren wir,
wie Relationen und zugehorige Operationen mittels geordneter bindrer Entscheidungsdiagram-
me dargestellt werden kénnen und welche Vorteile dies fiir praktische Anwendungen bedeutet.
Wir stellen zunichst die Datenstruktur und ihre grundlegenden Eigenschaften vor. Anschlie-
end beschreiben wir eine Moglichkeit, Relationen mit ihrer Hilfe darzustellen, und erldutern
an Beispielen die Implementierung von relationalen Konstanten und Operationen. Am Ende
des Abschnitts demonstrieren wir schlieflich am Beispiel der Kernberechnung bei gerichteten
Graphen die Vorteile einer solchen Implementierung von Relationen.

8.1 Geordnete bindre Entscheidungsdiagramme. Zur Darstellung von Booleschen Funk-
tionen entwickelte R. Bryant in den 80er Jahren (siehe [21]) die neue graphenbasierte Daten-
struktur der geordneten bindren Entscheidungsdiagramme (ordered binary decision diagrams,
kurz OBDDs). Ist 7 eine lineare Ordnung auf den Variablen einer n-stelligen Booleschen Funk-
tion f, dargestellt durch die Sequenz z1,...,z, der Variablen, so ist ein OBDD bzgl. 7 ein
gerichteter azyklischer Graph mit genau einer Wurzel und den folgenden Eigenschaften:

e Ls gibt genau zwei Knoten ohne ausgehende Pfeile, die mit den beiden Konstanten 0 bzw.
1 markiert sind. Wir bezeichnen diese Knoten als die 0- bzw. 1-Senke.

e Jeder andere Knoten ist mit einer Variablen z; markiert und hat genau zwei ausgehende
Pfeile: einen 1-Pfeil und einen 0-Pfeil.

e Die Reihenfolge der Variablen auf jedem Weg ist mit der Variablenordnung 7 konsistent,
d.h. fiihrt von einem mit x; markierten Knoten ein Pfeil zu einem mit x; markierten
Knoten, so gilt z; <, z;.

Ein Berechnungspfad zu einer Eingabe (by,...,b,) € B" ist der Weg von der Wurzel zu ei-
ner Senke des OBDDs, der in jedem mit z; markierten Knoten dem b;-Pfeil folgt. Mit OBDDs
kénnen nun Boolesche Funktionen dargestellt werden, indem man die folgende Festlegung trifft:
Ein OBDD reprisentiert genau dann eine Boolesche Funktion f : B” — B, wenn der Berech-
nungspfad jeder Eingabe (by,...,b,) € B" zur Senke mit der Markierung f(by,...,by,) fiihrt.
Die Boolesche Funktion

3 _
g:B =B 9(z1, 72, 73) = T273 + 117273,

wobei wir im folgenden, wie in der Literatur iiblich, Negation durch Uberstreichung, Disjunkti-
on durch Addition und Konjunktion durch Multiplikation darstellen, wird zum Beispiel durch
die nachstehenden zwei OBDDs reprisentiert, in denen, wiederum wie iiblich, die 0-Pfeile mit
gestrichelten und die 1-Pfeile mit durchgezogenen Linien dargestellt sind.
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Zu jeder Booleschen Funktion existiert ein OBDD, der sie représentiert, da alle moéglichen
Berechnungspfade einfach einzeln dargestellt werden konnen. Wie man aber an den obigen Bei-
spielen sieht, miissen Berechnungspfade fiir verschiedene Eingaben nicht disjunkt sein. Dies ist
auch der Schliissel zur Kompaktheit der Darstellung von Booleschen Funktionen bei der Benut-
zung von OBDDs. Isomorphe Untergraphen eines OBDDs kénnen “zusammengelegt” werden
und Knoten, die mit Variablen beschriftet sind, deren Belegung keinen Einflul auf den Funk-
tionswert hat, konnen entfallen. Solche Redundanzen kénnen mit Hilfe der folgenden Reduk-
tionsregeln entfernt werden:

e Eliminationsregel: Wenn 1- und 0-Pfeil eines Knotens v auf den gleichen Knoten v zeigen,
dann eliminiere v und lenke alle eingehenden Pfeile auf « um.

e Isomorphieregel: Sind zwei Knoten u und v mit der gleichen Variablen markiert und fithren
ihre 1-Pfeile bzw. ihre 0-Pfeile jeweils zum gleichen Knoten, dann eliminiere v oder v und
lenke alle eingehenden Pfeile auf den anderen Knoten um.

0 . H

O O O

Kann keine der beiden Regeln angewendet werden, so heifit das OBDD reduziert. Auf diesem
Wege 148t sich die zunéchst fehlende Eindeutigkeit der Darstellung von Booleschen Funktionen
durch OBDDs erreichen. Man kann nimlich zeigen, dafl reduzierte OBDDs, die bzgl. einer fe-
sten Variablenordnung dieselbe Funktion reprisentieren, bis auf Isomorphie gleich sind. Anders
verhilt es sich, wenn wir verschiedene Variablenordnungen betrachten. In diesem Fall sind die
reduzierten OBDDs nicht nur verschieden, sondern kénnen in der Anzahl der Knoten sehr stark
variieren. Im Extremfall hiingt die Anzahl der OBDD-Knoten exponentiell von der Variablen-
anzahl ab, was fiir viele Anwendungen inakzeptabel ist. Leider ist das Finden einer optimalen
Variablenordnung fiir OBDDs ein NP-vollsténdiges Problem. Verfahren zur heuristischen Kon-
struktion guter Variablenordnungen stehen daher im Mittelpunkt der Forschungsarbeiten.

Da die Eindeutigkeit der Darstellung fiir eine effiziente Implementierung eine entscheiden-
de Rolle spielt, gehen wir im folgenden immer von reduzierten OBDDs aus. Bevor wir auf die
algorithmischen Eigenschaften eingehen, sind noch einige weitere Bemerkungen zur Grofle von
OBDDs angebracht. Die Anzahl der Knoten in einem reduzierten OBDD héngt nicht von der
Anzahl der verwendeten Variablen ab, wie das zum Beispiel bei einer Tabellendarstellung von
Booleschen Funktionen der Fall ist. Die konstanten Funktionen 0 und 1 werden immer durch
OBDDs mit nur den beiden Senken beschrieben, egal welche Stelligkeit sie haben. Bei OBDDs
kommt es nur darauf an, wie viele Redundanzen im Sinne der Reduktionsregeln in der darzu-
stellenden Funktion vorhanden sind. Betrachtet man alle Funktionen einer festen Stelligkeit, so
steigt zunichst die Grole der zugehorigen reduzierten OBDDs mit der Anzahl der 1-Werte, bis
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diese die Hélfte aller moglichen Werte annimmt. Wichst die Anzahl der 1-Werte dann weiter,
so sinkt die Grole der OBDDs. Dies ist dadurch zu erkliren, daf zunéchst viele gleiche Un-
terfunktionen existieren, die 0 liefern. Dank der Isomorphieregel werden diese durch nur einen
Untergraphen dargestellt. Gibt es wiederum mehr 1- als 0-Werte, so hat man die Reduktionen
auf der Seite der Unterfunktionen, die konstant 1 ergeben. Die Gréflenverteilung der OBDDs ist
also generell bei Funktionen gleicher Stelligkeit symmetrisch bzgl. der 50%-Marke beim “Fiill-
grad” mit 1-Werten und nimmt bei dieser Marke ihr Maximum an. Gibt es nur Einsen bzw.
Nullen als Werte, so handelt es sich um die konstante 1-Funktion bzw. 0-Funktion, die beide mit
OBDDs minimaler Grofie (zwei Knoten) darstellbar sind.

Neben der Kompaktheit der Darstellung zahlt die gute algorithmische Handhabbarkeit von
OBDDs zu den entscheidenden Vorteilen dieser Datenstruktur. Sie ist unter anderem darauf
zuriickzufithren, daf§ die sogenannte Shannon-Zerlegung einer Booleschen Funktion in einem
zugehorigen OBDD widergespiegelt wird. Betrachten wir eine Variable z;, so ist die Shannon-
Zerlegung von f : B" — B gegeben durch

wobei fg, = f(x1,...,%i—1,1,Tit1,...,2,) der positive und fz = f(z1,...,2i-1,0,Tit1,...,%n)
der negative Cofaktor von f bzgl. z; sind. In einem f reprisentierenden OBDD mit x; als der
Wurzel finden wir die Cofaktoren als Untergraphen wieder, die unter dem mit x; beschrifteten
Knoten liegen:

Die meisten Operationen auf OBDDs kénnen damit durch Rekursion realisiert werden, indem
zunéichst das Ergebnis fiir die beiden Cofaktoren berechnet wird und anschliefend daraus das
gesamte OBDD gebildet wird. Als ein einfaches Beispiel betrachten wir eine binire Boolesche
Operation * (beispielsweise Konjunktion oder Disjunktion von Wahrheitswerten) und zwei Boo-
lesche Funktionen f,g : B® — B. Mit Hilfe der Shannon-Zerlegung 148t sich dann die auf die
Ebene der Booleschen Funktionen ,geliftete* Operation f x g mittels

f*xg= xz(fxz *gﬂvi) +$_l(f$7*gﬁ)

berechnen. Bei einer rekursiven Berechnung der OBDDs F; fiir fg, * gz, und F fiir fz; * gz
erhilt man das OBDD fiir f * g, indem ein neuer mit z; markierter Knoten eingefithrt wird,
dessen 1-Pfeil auf die Wurzel von F} und dessen 0-Pfeil auf die Wurzel von F;, zeigen.

Setzt man dieses rekursive Verfahren direkt um, so miissen allerdings zuerst 2" — 2 Zwischen-
ergebnisse berechnet werden, was keine befriedigenden Laufzeiten liefert. Die Redundanzen in-
nerhalb der OBDDs erlauben jedoch eine effiziente Implementierung: Um f % g zu berechnen,
miissen alle Kombinationen f'x ¢’ fiir jede Unterfunktion f’ von f und jede Unterfunktion g’ von
g vorhanden sein. Da aber jede Unterfunktion mit genau einem OBDD-Knoten korrespondiert,
ist die Anzahl der auszufithrenden Berechnungen durch das Produkt der Knotenanzahlen der
f und g représentierenden OBDDs beschrinkt. Wiahrend der Berechnung miissen dafiir nur die
bereits vorhandenen Zwischenergebnisse in einer Tabelle vermerkt werden, damit sie bei Bedarf
wiederverwendet werden konnen. O
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Eine Reihe weiterer Designiiberlegungen erlaubt es, OBDDs effizient zu implementieren (siche
etwa [18]), womit sie neben ihrer Kompaktheit fiir praktische Anwendungen mit Booleschen
Funktionen insgesamt eine sehr vorteilhafte Datenstruktur bieten. Beziiglich einer genaueren
Darstellung von OBDDs sei auf die Literatur verwiesen, beispielsweise [22, 36, 25].

8.2 Anwendung auf die Darstellung von Relationen. Jede Relation kann duch binire
Codierung des Urbild- und Bildbereichs auf naheliegende Weise als Boolesche Funktion aufgefafit
werden. Wir wollen das anhand eines Beispiels erldutern: Es seien X = {a,b,c,d}, Y = {r, s}
und R: X + Y mit R = {(a,r), (c,7),(c,s)}. In RELVIEW haben wir also die Darstellung von
R wie in dem linken der beiden nachfolgenden Bilder gegeben:

[ O -
a 00
b 01
c 10
d 11

Nun codieren wir die Elemente des Urbild- und Bildbereichs durch binére Zahlen in der Reihen-
folge, wie sie in der Booleschen Matrix auftreten; man vergleiche mit dem rechten obigen Bild.
Wir benutzen also die folgenden biniren Codierungen ¢; : X — B? und ¢z : Y — B:

ci(a) = 00 cr) = 0
c(b) = 01 c(s) = 1
ci(c) = 10
Cl(d) = 11

Die charakteristische Funktion xg : X x Y — B von R, definiert durch xgr(z,y) = 1 falls Ry,
und xr(z,y) =0 falls Ry, kann unter Verwendung der Codierungen durch die Festlegung

Flar,ma,m1) = xr(er (21, 22),¢5 " (1)) (53)

direkt in eine Boolesche Funktion f : B? x B — B umgesetzt werden, um dann als ein OBDD
bzgl. der Variablenordnung z; < z2 < y; wie folgt dargestellt zu werden:

Ty x2 oy || flz,22,41)
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 0

Diese direkte Umsetzung einer Relation in ein OBDD ist nur dann méglich, wenn die entstan-
dene Boolesche Funktion total ist, d.h. nur dann, wenn die Grofien des Urbild- und Bildbereichs
der Relation Zweierpotenzen sind. Trifft diese Einschrinkung nicht zu, so miissen die Undefi-
niertheiten der durch die Codierung entstandenen Funktion beriicksichtigt werden.

Mit Hilfe von OBDDs kénnen auch partielle Boolesche Funktionen dargestellt werden, indem
man zusétzliche Knoten einfiithrt. Diesen Aufwand kann man aber bei einer Implementierung

41



von Relationen umgehen. Wie man schon an dem obigen Beispiel sieht, ist der Urbild- und
Bildbereich einer Relation aus der OBDD-Darstellung nicht erkenntlich. Es ist daher notwendig,
diese Grolen neben dem OBDD auch zu speichern. Will man nun eine Relation R darstellen,
die durch Codierung analog zu (53) nur eine partielle Funktion f liefert, so kann man zu einer
totalen Funktion fr iibergehen, die an den in f undefinierten Stellen den Wert 0 annimmt.
Der OBDD fiir fr zusammen mit der Dimension der dargestellten Relation liefern dann alle
notigen Informationen, die die urspriingliche Relation R betreffen. Dieser methodisch etwas
unsaubere Ansatz hat hier im Hinblick auf die GroBle der OBDDs den Vorteil einer effizienteren
Implementierung, an der wir letztendlich in erster Linie interessiert sind. Bei dieser Lésung muf
man allerdings immer darauf achten, dafl der “irrelevante” Bereich des OBDDs immer den Wert
0 liefert, was eventuell mit zusétzlichem Aufwand verbunden ist. Dies ist aber notwendig, da
bei beliebigen Werten in diesem Bereich einige relationale Operationen wie zum Beispiel die
Komposition falsche Ergebnisse liefern wiirden.

Um im folgenden eine Relation R durch ein OBDD darzustellen, betrachten wir also Codie-
rungen ¢; : X — B” und ¢ : Y — B™ laut obiger Beschreibung und die Boolesche Funktion
fr:B" x B" — B definiert durch

I XR(cl_l(wl,...,xn),cgl(yl,...,ym)):1
aym) -

fR(xl,..-,$nay1v"' 0 : sonst.

Die Relation R wird dann durch ihre Dimension und das zu fr zugehoérige OBDD Fr bzgl. der
Variablenordnung z; < 2 < ... < z, < y1 < ... < yp, reprisentiert. O

Bei der oben geschilderten Darstellung von Relationen durch OBDDs haben wir eine Varia-
blenordnung gewéhlt, die zunéchst willkiirlich ist. Da die iiblichen Algorithmen auf OBDDs
gleiche Variablenordnung der Operanden verlangen und eine Anderung der Variablenordnung
zur Laufzeit sehr aufwendig wird, ist es sinnvoll, bei der OBDD-Implementierung von Rela-
tionen in RELVIEW mit einer festen Variablenordnung zu arbeiten. Aber welche Ordnung soll
man wihlen? Im Hinblick auf die beliebige Gestalt der Relationen, die in RELVIEW verwendet
werden konnen, bietet keine Variablenordnung besondere Vorteile, da es immer Relationen gibt,
die zu groffen OBDDs fiihren. Die Wahl der Variablenordnung kann aber durch die Gréfe oft
verwendeter relationaler Konstanten motiviert werden. Wir orientieren und dabei an der fiir
Spezifikationszwecke sehr oft verwendeten Potenzmengenrelation, die aber bei einer Implemen-
tierung durch Boolesche Felder bereits fiir Mengen ab ca. 25 Elementen nicht mehr dargestellt
werden kann.

8.3 Potenzmengenrelationen als OBDDs. Zu einer endlichen nichtleeren Menge X ist die
Potenzmengenrelation € : X <> X definiert durch e,y genau dann, wenn z € Y. In RELVIEW
wird fiir die Darstellung als Boolesche Matrix eine feste Ordnung auf 2% gewihlt, die zu einer
regelméBigen Struktur fithrt. Fiir X = {1,2,3,4,5} erhalten wir zum Beispiel das folgende Bild:

b WNE

Wie man sich an diesem Beispiel klar machen kann, entsteht die Boolesche Matrix fiir n Elemente
in X bildlich dadurch, daf§ die Matrix fiir n — 1 Elemente einmal oben durch eine 0-Zeile und
einmal durch eine 1-Zeile ergiinzt wird und beide nebeneinander gesetzt werden. Soll nun eine
solche Relation durch einen OBDD dargestellt werden, indem die in 8.2 beschriebene Codierung
durchgefiihrt wird, so tritt ein Phinomen auf, das sich sehr giinstig auf die Griéfle des OBDDs
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auswirkt. Durch die vorgegebene Ordnung auf 2% entspricht die Codierung jeder Spalte genau
dem , Inhalt“ dieser Spalte. Ein Eintrag in der zu einem Element i zugehorigen Zeile hiingt also
nur davon ab, ob die i-te Variable y; zur Codierung des Bildbereichs den Wert 0 oder 1 annimmt.
Die Belegung aller anderen Variablen hat hier keinen Einflufl mehr.

Im zugehorigen reduzierten OBDD entspricht also einer Zeile fiir das Element ¢ ein Unter-
graph, der bis auf die 0- und 1-Senke nur einen mit y; markierten Knoten enthilt. Fiir die obige
Beispielrelation erhélt man folgendes OBDD:

sl

Bei n Elementen in X werden weniger als 2xn Knoten im OBDD benétigt, um die Aufschliisse-
lung nach Zeilen darzustellen (im Beispiel mit z-Variablen markierte Knoten). Insgesamt erhilt
man also einen OBDD mit weniger als 3 xn Knoten, womit nur ein lineares Wachstum bzgl. | X|
gegeben ist. Damit ist es moglich, die Potenzmengenrelation fiir alle in der Praxis relevanten
endlichen Mengen darzustellen. O

Auch die weiteren in RELVIEW vorimplementierten relationalen Konstanten O,L und | haben
als OBDDs bei der in 8.2 angegebenen Variablenordnung eine befriedigende Gréfle. Es ist daher
vorteilhaft in RELVIEW mit der durch die Potenzmengenrelation motivierten festen Variablen-
ordnung zu arbeiten.

Als néchstes wollen wir nun anhand der Komposition und der Transposition skizzieren, wie
relationale Operationen auf OBDDs realisiert werden koénnen. Da wir uns im wesentlichen auf
eine OBDD-Implementierung von Relationen und relationalen Konstrukten konzentrieren wol-
len, gehen wir davon aus, daf} eine Implementierung von OBDDs zur Verfiigung steht. Es gibt
mittlerweile viele sehr effiziente OBDD-Pakete, die auch die Implementierung derjenigen grund-
legenden Operationen auf Booleschen Funktionen beinhalten, welche wir im weiteren ohne eine
nihere Erliuterung benutzen wollen. Mehr Details findet man zum Beispiel in [36].

8.4 Komposition und Transposition auf OBDDs. OBDD-basierte Algorithmen fiir relatio-
nale Konstrukte konnen oft durch Zuriickfiihrung auf Boolesche Operationen realisiert werden.
Ein Beispiel dafiir ist die relationale Komposition, die mit Hilfe der Konjunktion und der exi-
stentiellen Quantifizierung gebildet werden kann. Um das niher zu erkliren, betrachten wir fiir
zwei Relationen R : X < Y und S : Y < Z die charakteristischen Funktionen yr und xg
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fir R und S, sowie xpgs fir die Komposition R S. Die Booleschen Funktionen fr und fg zu R
bzw. S seien wie in 8.2 definiert. Mit m,n,k € N seien die minimalen Anzahlen von Variablen
bezeichnet, die fiir die Codierung der Mengen X,Y und Z nétig sind. Damit gilt zunéchst:

Xrs(z,2) =1 < (RS),
& dy: Ry NSy,
< dy:xr(z,y) =1Axs(y,z) =1
< ATty Tmgn : fR(TL, - Tmgn) = LA fs(Tma1y - s Tmpntk) =1

Da die Konjunktion nur fiir Boolesche Funktionen mit gleichem Definitionsbereich definiert ist,
gehen wir zu Funktionen ff, f& : B™ x B" x B¥ — B iiber, die fr und fs wie folgt erweitern:

i@t Tmni) =1 & fr(@ts s Emgn) = 1
5 minek) =1 & fs(@mts s Zmimir) = 1
Damit ist xgs(z,z) = 1 dquivalent zu Izpmi1, ..., Tmin : (Fr- f§)(@1, .., Tmintk) = 1. Unter

Verwendung einer Operation Jv f, die fiir eine Boolesche Funktion f durch Jvf = f,+ fr definiert
ist, bekommen wir also

Xrs(r,2) =1 & (3rpmyr,... awm—l—n(f;t : f{S‘))(xla ey Ty T 1y - -+ s Tngmtk) = 1o (54)

Diese Aquivalenz wenden wir nun an, um aus den OBDDs Fr und Fg fiir R und S ein OBDD
fiir die Komposition RS zu berechnen.

Es miissen zuerst die OBDDs fiir ff, und f{ bestimmt werden. Da die neuen Variablen in f},
und f§ im Vergleich zu fr und fg keinen Einfluf§ auf die Werte der Funktionen haben, fallen die
damit markierten Knoten durch die Anwendung der Eliminationsregel weg. Die OBDDs Fj, und
F{ fir ff, und f§ haben also genau dieselbe Struktur wie F bzw. Fg, bis auf die Markierungen
der Knoten. F}, und Fp sind sogar identisch, da die neuen Variablen ,,unten“ angefiigt werden.
Fir Fé muf} jedoch jeder in Fg mit z; markierte Knoten nun mit x;,, markiert sein. Um
dies zu realisieren benutzen wir eine Hilfsprozedur shift(F,[,r,s), die zu einem OBDD F und
natiirlichen Zahlen [, und s ein OBDD F” folgender Form liefert: F’ geht aus F' dadurch hervor,
daB jeder Knoten, der in F' mit z; markiert ist, in F’ die Markierung x;, fiir i <[ bzw. ;14 fiir
1 > | bekommt. Der folgende Pseudocode in Modula-2-artiger Syntax zeigt, wie shift rekursiv
realisiert werden kann:

shift(F,1,r,s)
IF F = one OR F = zero
THEN RETURN F
ELSE index = Index der Wurzelmarkierung von F;
IF index < 1
THEN node = neuer Knoten mit der Markierung index+r
ELSE node = neuer Knoten mit der Markierung index+s

END;

T = positiver Cofaktor von F;
E = negativer Cofaktor von F;
ST = shift(T,1l,r,s);

SE = shift(E,1,r,s);

F’ = ITE(node,SE,ST);
RETURN F’

END

44



Hierbei gehen wir davon aus, dal one und zero die OBDDs fiir die konstanten Funktionen 1
und 0 sind. Die Funktionsprozedur ITE(v, G, H) soll ferner einen OBDD aufbauen, der eine mit
v beschriftete Wurzel hat, von der aus der 0-Pfeil zu der Wurzel von G und der 1-Pfeil zu der
Wurzel von H fiithren, und als Ergebnis den zugehérigen reduzierten OBDD liefern. Damit ist
das Resultat von shift auch stets reduziert.

Unter Verwendung der Hilfsprozedur shift kann die Komposition von R und S sehr einfach
berechnet werden. Als Eingabeparameter werden neben den OBDDs Fr und F fiir R und S die
Anzahl m der Variablen fiir den Urbild- und n fiir den Bildbereich von R benétigt. Wir erhalten
dann die folgende Funktionsprozedur:

comp (FR,FS,m,n)
FS’ = shift(FS,n,m,m);
F_RS = And(FR,FS’);
F_RS = Exist(<m+1,...,m+n>,F_RS);
F_RS = shift(F_RS,m,0,-n);
RETURN F_RS

Nach der Anwendung von Exist, welche die Operation Jvf aus (54) realisiert und, wie auch
die Konjunktion And, in allen gingigen Implementierungen von OBDDs vorhanden ist, muf} das
Ergebnis wieder die Variablenreihenfolge erhalten, die fiir die Relation RS gilt, was auch mit
Hilfe von shift realisiert werden kann.

Die Hilfsprozedur shift wird im Umgang mit Relationen-OBDDs sehr oft benétigt. Ein
weiteres Beispiel fiir ihren Einsatz ist die Transposition von Relationen. Betrachtet man die
Booleschen Funktionen fp fiir eine Relation R und fpr fiir die transponierte Relation RT, so
sind sie gleich, wenn die Reihenfolge der Variablen fiir fpr so gedndert wird, dafl die Variablen
fiir den Urbildbereich mit den Variablen fiir den Bildbereich vertauscht werden. D.h. es gilt

femr(@mtty - Tmtns Tl - -y Tm) = fR(T1y oy Ty Tty - -+ » T -

Fiir die Berechnung des OBDDs fiir RT aus dem fiir die originale Relation R reicht also eine
Anwendung der Funktionsprozedur shift und wir erhalten die folgende Realisierung:

transp(FR,m,n)
F_RT = shift(F_R,m,n,-m);
RETURN F_RT

Auch wenn die Transposition von Relationen mittels shift einfach realisierbar ist, kann die
Berechnung des zugehorigen OBDDs viel Aufwand erfordern. Mit der Funktionsprozedur shift
wird hier ndmlich ein in der Regel vollig anders strukturiertes OBDD aufgebaut, das durch
die gednderte Variablenordnung wesentlich gréfler sein kann als das Ausgangs-OBDD (siehe
8.1). Diesen Aufwand kann man aber oft vermeiden, wenn die Anwendung der Transposition in
Verbindung mit anderen relationalen Operationen stattfindet. Wir wollen das kurz anhand der
Komposition erldutern.

Wir betrachten zwei Relationen R: X <+ Y und S: Y <+ Z. Um R"S zu berechnen, muff R
nicht explizit bestimmt werden, wenn man statt comp eine leicht abgednderte Funktionsprozedur
verwendet. Die Transposition bedeutet fiir OBDDs ja nur eine Anderung der Variablenordnung,
und nicht der dargestellten Booleschen Funktion. Diese Anderung kann bei der Komposition
sofort beriicksichtigt werden. Damit die Konjunktion in der Berechnung der Komposition aus-
gefithrt werden kann, miissen die Variablenreihenfolgen der beiden Argumente gleich sein. In
unserem Beispiel hat das erste Argument fr zunichst die Variablen fiir X und dann die fiir
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Y. Das zweite Argument fg hat auch zunichst die Variablen fiir X und dann die fiir Z. Wir
erreichen also eine gemeinsame Variablenreihenfolge mittels der Festlegungen

Tr@1, . Tminsk) =1 & fr(z1,.. Tpmin) =1
fé(xla---xm+n+k) =1 & fS(xla---axmaxm+n+1a---xm+n+k) =L
Im Vergleich zur urspriinglichen Funktionsprozedur comp miissen also lediglich die Variablen-

indizes in den Aufrufen von shift und Exist angepaft werden. Dies fithrt zu der folgenden
Funktionsprozedur:

comp_t1(FR,FS,m,n)

FS’ = shift(FS,m,0,n);

F_RS = And(FR,FS’);

F_RS = Exist(<1,...,m>,F_RS);
F_RS = shift(F_RS,m,0,-n);
RETURN F_RS

Analog kann auch die Komposition realisiert werden, bei der das zweite Argument oder sogar
beide Argumente transponiert sind. O

Wir wollen nun am Beispiel der Kernberechnung von gerichteten Graphen demonstrieren, welche
Vorteile eine OBDD-Implementierung von Relationen bieten kann. Wir entwickeln zunichst,
aufbauend auf [12], eine relationale Spezifikation des Problems, schildern dann die Probleme bei
der Ausfithrung des Prototyps mit der derzeitigen Version von RELVIEW und zeigen schlielich,
wie diese Probleme mit Hilfe von OBDDs reduziert werden kénnen, was durch experimentelle
Ergebnisse bestétigt wird.

8.5 Berechnung von Kernen. Es sei g = (X, R) ein gerichteter Graph mit der Knotenmenge
X und der Pfeilrelation R : X <+ X. Eine Teilmenge a € 2% von Knoten heifit absorbierend in
g, wenn von jedem Knoten auflerhalb von ¢ mindestens ein Pfeil zu einem Knoten in a fiihrt.
Diese Eigenschaft wird offenbar durch die folgende logische Formel beschrieben:

Ve:xda—Ty:ycahRy (55)

Unter Benutzung der in (14) aufgefiithrten Beziehung des Rechtsresiduums und der Definition
der Potenzmengenrelation ¢ : X <+ 2% kann die Formel (55) ausdriickt werden durch

(L\ (eURe), (56)

mit dem Allvektor L : X <> 1. Abstraktion nach dem Index a in (56) fiithrt zu einer komponen-
tenfreien Form und wir erhalten somit den Vektor absorb(R) : 2 <+ 1 zur Beschreibung aller
in g absorbierenden Teilmengen von X durch einen Aufruf der relationalen Spezifikation

absord : [X & X] — [2% & 1] absorb(R) = (L \ (¢ URe))". (57)

Eine Teilmenge s € 2% von Knoten heifit stabil in g, wenn keine zwei Knoten in s durch einen
Pfeil verbunden sind, wenn fiir s also gilt

Vz:z€s—>Vy:y€es— Ry, (58)

Wegen (13) und der Definition der Potenzmengenrelation € : X <> 2% entspricht die Teilformel
Vy:y€s— Ry von (58) (nach der vorherigen Umformung in eine existentiell-quantifizierte
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Form) der Beziehung ( R¢ ). und die gesamte Formel (58) wird somit durch V z : (¢ N R¢ )y,
also, nach Entfernung der relationalen Negation, durch

Vz:(eNRe)ys — Oy (59)

beschrieben, wobei der Nullvektor den Typ [X < 1] besitzt. Den Vektor aller in g stabilen
Teilmengen von X erhalten wir dann, wegen (14), durch die Anwendung des Rechtsresiduums
mit dem Nullvektor O : X <+ 1 und einer nachfolgenden Abstraktion nach dem Index s, d.h.
durch den Aufruf der relationalen Spezifikation

stable : [X < X] = 2% < 1] stable(R) = (eNRe) \ O. (60)

Eine Teilmenge k € 2% heifit schlieBlich Kern von g, wenn sie sowohl absorbierend als auch
stabil ist. Aufgrund von (57) und (60) wird somit der Vektor kernel(R) : 2% « 1, der alle Kerne
von g reprasentiert, durch den Aufruf von

kernel : [X < X] — [2% < 1] kernel(R) = absorb(R) N stable(R) (61)

berechnet.

Die drei relationalen Spezifikationen von (57), (60) und (61) kann man direkt in RELVIEW
iibertragen und damit die Kerne eines gerichteten Graphen mit Hilfe des Systems bestimmen.
Bei einer direkten Ubertragung ergeben sich jedoch Mehrfachberechnungen der Potenzmengen-
relation. Deshalb ist es besser, zu einem relationalen Programm {iberzugehen, etwa zu

kernel(R)
DECL L, 0, epsi, absorb, stable
BEG L = Lni(R);
0 = On1(R);

epsi = epsi(L);
absorb = (L \ (epsi | R * epsi))”;
stable = (epsi & R * epsi) \ O
RETURN absorb & stable

END.

Angesetzt auf eine Boolesche n x n-Matrix liefert das Programm kernel einen Booleschen Vektor
der Lénge 2". Eine spaltenweise Visualisierung der durch diesen Potenzmengenvektor beschrie-
benen Teilmenge der Potenzmenge der Knoten ist dann analog zu dem in 5.6 beschriebenen
Verfahren moglich. O

Die Berechenbarkeit der Vektoren absorb(R) und stable(R) des letzten Beispiels mit Hilfe des
RELVIEW-Systems und somit auch der (eventuell auch leeren) Menge der Kerne eines gerichte-
ten Graphen g = (X, R) hingt nun direkt davon ab, ob die zugehérige Potenzmengenrelation
e : X < 2% im System noch dargestellt werden kann. Wie bereits erwihnt, ist das bei der
derzeitigen Implementierung von Relationen mit Booleschen Feldern nur fiir Graphen mit bis zu
25 Knoten moglich. Die OBDD-Implementierung bietet hier hingegen eine Losung in viel mehr
(teils auch in der Praxis relevanten) Féllen, da die Grofie des e-OBDDs nur linear mit der Kno-
tenanzahl wichst. Bei der Berechnung der Kerne wirkt sich erst die Gréfle von R e mafigeblich
aus. Durch die Komposition der beiden Relationen gehen in der Regel viele Redundanzen des
e-OBDDs verloren und es kann hier ein grofles OBDD entstehen. Dies fithrt dann auch dazu, daf
weitere Operationen, die mit diesetn OBDD ausgefithrt werden miissen, viel Rechenkapazitit in
Anspruch nehmen kénnen. Wir beenden diesen Abschnitt mit einigen konkreten Ergebnissen.
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8.6 Berechnung von Kernen mittels OBDDs. Im Rahmen einer experimentellen OBDD-
Implementierung von Relationen haben wir viele gerichtete Graphen mit verschiedenen Knoten-
und Pfeilanzahlen hinsichtlich der Kernberechnung untersucht. Dabei stellte sich heraus, daf
sich, im Vergleich zur urspriinglichen RELVIEW-Implementierung, die Kerne von teils wesentlich
grofleren Graphen berechnen lassen. Die folgende Graphik stellt die Berechenbarkeitsuntersu-
chungen graphisch dar. Ihr schraffierter Bereich gibt an, wann Kerne in Abhéingigkeit von der
Knotenanzahl und der prozentualen Anzahl aller méglichen Pfeile bestimmt werden konnten.

Kanten  10% 20% 30% 40% 50%

Knoten

30

40

50

60

70

80

90

100

110

120

Generell konnten wir also fiir alle von uns gewéhlten Eingabegraphen mit bis zu ca. 40 Kno-
ten alle Kerne berechnen bzw. feststellen, dal es keinen Kern gibt. Dies ist, im Vergleich zur
bisherigen Implementierung, immerhin eine Steigerung der Knotenanzahl von etwa 60%.

In der Praxis hat man es aber sehr oft mit Graphen zu tun, die, mit n als Knotenanzahl, nur
wenige der insgesamt moglichen n x n Pfeile besitzen. Beispielsweise besitzt ein planarer Graph
ohne entgegengesetzte Pfeile und Schlingen mit n Knoten hochstens 3xn—6 Pfeile, also hochstens
2.9% aller Pfeile fiir n = 100 oder hichstens 1.48% aller Pfeile fiir n = 200. Je weniger Pfeile
ein gerichteter Graph g = (X, R) enthilt, um so kleiner ist das OBDD, das seine Pfeilrelation R
reprisentiert, und damit auch das R e darstellende OBDD. Wie die Graphik zeigt, ist es uns fiir
solche ,,diinnen* Graphen mit bis zu 120 Knoten gelungen, Kerne zu bestimmen. Angesichts der
NP-Vollstandigkeit des Tests auf Kerne schon fiir planare Graphen (siehe [27]), der Einfachheit
des relationalen Programms kernel von Beispiel 8.5 und der Tatsache, dal man hier mit Gréfien
der Ordnung 2'2° hantiert, ist das ein (unserer Meinung nach) schénes Ergebnis. O

9 Abschlielende Bemerkungen

In dem vorliegenden Bericht stellten wir eine auf Relationen basierende Methode zur formalen
Erstellung von Prototypen fiir Programme auf diskreten Strukturen vor und demonstrierten ihre
Rechnerunterstiitzung mittels RELVIEW. Die Attraktivitit des Ansatzes beruht insbesondere auf
zwei Punkten.

Zuerst ist hier der Stil der Programme und der Beweise zu nennen. Ein wesentliches Merkmal
des relationalen Programmierstils ist, dal Programme auflerordentlich prézise, klar und kom-
pakt sind. Sie lassen sich als Prototypen verwenden und sind sehr einfach in géngige imperative
Programmiersprachen zu tiberfithren. Ist ein relationales Programm nach der vorgestellten Me-
thode hergeleitet, also korrekt beziiglich der urspriinglichen Problemspezifikation, so eriibrigt
sich nach einer sorgfiltigen Ubertragung in die endgiiltige Sprache auch eine weitere aufwendige
Verifikation. Die Programmbherleitungen selbst sind formal und, insbesondere was den relatio-
nenalgebraischen Anteil betrifft, ebenfalls aulerordentlich prézise, klar und kompakt. Auflerdem
verfiigt die komponentenfreie, algebraische Art und Weise, in der man im relationalen Kalkiil
beweist, inhérent iiber ein sehr hohes Sicherheitspotential. Dies reduziert die Gefahr fehlerhafter
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Beweisschritte auf ein Minimum. Dariiberhinaus gestattet der relationenalgebraische Beweisstil
die Anwendung von Beweisassistenten wie RALF [29] oder RALL [38].

Neben einem méichtigen formalen Rahmen ist auch die Unterstiitzung der Validierung und
der Intuition fiir eine formale Programmentwicklung wesentlich. Die Vorteile, die sich fiir die
Methode aus der Unterstiitzung durch das RELVIEW-System wéhrend des gesamten Entwick-
lungsprozefles ergeben kénnen, wurden schon in den Abschnitten 5 und 6 aufgezeigt; sie miissen
deshalb an dieser Stelle nicht noch einmal wiederholt werden.

In den vergangenen Jahren wurde die in diesem Bericht beschriebene Programmentwicklungs-
methode nicht nur in der entsprechenden Fachliteratur prisentiert (siehe [10, 12, 13, 14, 32, 15,
7,16, 17]), sondern an der Universitit Kiel auch in der Lehre erprobt. Uber die dabei gemachten
Erfahrungen soll nun ebenfalls kurz berichtet werden.

Die allgemeine Vorgehensweise war wie folgt: Vorausgesetzt wurden Grundkenntnisse in dis-
kreter Mathematik, Algorithmik, Programmiersprachen und Programmiermethodik, wie sie iibli-
cherweise im Grundstudium erworben werden. Auf diese aufbauend erfolgte dann die Vermitt-
lung der theoretischen Grundlagen des Relationenkalkiils (inklusive der dazu notwendigen ver-
bandstheoretischen Begriffsbildungen) in Vorlesungen iiber relationale Methoden in der Informa-
tik. In diesen Vorlesungen und den sie begleitenden Ubungen wurde auch die Methode mittels
kleinerer und iiberschaubarer Beispiele vorgefithrt und der praktische Einsatz von RELVIEW
durch eine Computer-Projektionsanlage demonstriert. An die Vorlesungen schlofl sich dann in
der Regel ein Seminar an, in dem gréflere Fallstudien bearbeitet wurden. Einige Studieren-
de vertieften das Thema schlieflich noch einmal jeweils im Rahmen einer Diplomarbeit; siehe
[46, 30, 47, 35]".

Mit den bisherigen Ergebnissen kann man sehr zufrieden sein. Die Studierenden waren konti-
nuierlich und mit grofler Motivation bei der Arbeit. Dies hat sicher auch mit dem in der Einlei-
tung erwihnten Experimentieren beim Prototyping zu tun, welches durch die besondere Kiirze
und Ausdruckskraft der relationalen Funktionen und Programme und die Flexibilitdt und Vi-
sualisierungsmoglichkeiten von RELVIEW sehr unterstiitzt wird. Als zwei schone Resultate seien
die Diplomarbeiten [46, 47] erwidhnt. Im Laufe der Bearbeitung des sehr allgemein gehaltenen
Themas von [46] stellte sich heraus, dafl Petri-Netze ein neues und scheinbar auch besonders
interessantes Gebiet fiir den Einsatz relationaler Methoden und des RELVIEW-Systems darstel-
len. Dies fiihrte zur relationalen Entwicklung von Algorithmen fiir einige fundamentale Probleme
auf Bedingungs/Ereignis-Netzen, wie Erreichbarkeit, Lebendigkeit usw. Eine Uberarbeitung des
entsprechenden Teils von [46] wurde spiter beim Workshop ,, Tools and Applications for the
Construction and Analysis of Systems“ akzeptiert; siehe [13]. Auch die Untersuchungen von [7]
beziiglich einer relationenalgebraischen Behandlung von Petri-Netzen wurden durch [46] moti-
viert. In der Diplomarbeit [47] wurde anhand von Minimalgeriist-Algorithmen unter anderem
erstmals der Versuch unternommen, Probleme auf bewerteten Graphen relationenalgebraisch zu
l6sen. Auch dies war erfolgreich, was man beispielsweise daran erkennt, dafl iiberarbeitete Teile
von [47] spater als [15] im Tagungsband der Konferenz ,Mathematics of Program Constructi-
on* publiziert wurden. Neben solchen theoretischen Ergebnissen kamen von den Studierenden
aber auch viele praktische Hinweise, die nicht nur halfen, noch vorhandene Fehler in RELVIEW
zu beheben, sondern auch zu einer betréichtlichen Verbesserung der Benutzerfreundlichkeit des
Systems fiithrten.

Zum Schluf} soll noch kurz auf die derzeitigen Aktivitdten und mogliche zukiinftige Arbeiten
auf dem in diesem Bericht behandelten Forschungsgebiet eingegangen werden. Diese kann man
grob in zwei Klassen einteilen.

"Weitere in den letzten Jahren angefertigte Diplomarbeiten befafiten sich auch mit Implementierungsarbeiten
am RELVIEW-System. So wurden insbesondere alle derzeit vorhandenen Algorithmen zum schonen Zeichnen von
Graphen im Rahmen von drei Diplomarbeiten realisiert.
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Die erste Klasse betrifft die Erweiterungen der Methode. Motiviert durch die Resultate von
[47, 15] ist hier beispielsweise die Behandlung von bewerteten Graphen mittels Relationen der-
zeit ein intensives Forschungsgebiet. Dariiberhinaus planen wir noch eine Vielzahl von Beispielen
aus anderen Problembereichen relationenalgebraisch zu untersuchen, um das Repertoire an re-
lationalen Gesetzen, Programmentwicklungstechniken, Transformationsregeln, generischen Pro-
grammen usw. stindig zu erweitern. Dem liegt die Idee eines ,, Werkzeugkastens“ zur relationalen
Programmentwicklung zugrunde, wie sie in [7] beschrieben wird. Weitere zukiinftige Arbeiten
in dieser Richtung betreffen aber auch Verallgemeinerungen von Relationenalgebra. Hier sind
wir insbesondere an der sogenannten sequentiellen Algebra interessiert, welche von Hoare und
von Karger [33, 34] zur algebraischen Modellierung von reaktiven Systemen eingefiithrt wurde.
Ihr Einsatz bietet sich vor allem bei Problemstellungen an, wo Sequenzen eine entscheidende
Rolle spielen. Obwohl man, wie im Laufe dieses Berichts an verschiedenen Stellen gezeigt wurde,
diese Datenstruktur unter bestimmten Umsténden auch relational zufriedenstellend modellieren
kann, erfordert eine relationale Behandlung von Sequenzen jedoch oft auch einen sehr grofien
technischen Aufwand und wird dann ziemlich unhandlich. Erste erfolgreiche Kombinationen
von Relationenalgebra und sequentieller Algebra bei der Programmentwicklung findet man in
[7] (Datenflu-Analyse) und [35] (endliche Automaten).

Neben der Erweiterung der Methode arbeiten wir derzeitig auch an der Weiterentwicklung
von RELVIEW. Dies betrifft kleinere Verbesserungen und Erweiterungen, wie etwa die Feh-
lermeldungen des Parsers, die Benutzeroberfliche und eine ASCII-Eingabe und -ausgabe von
Relationen und Graphen, hauptséichlich aber, den Ausfithrungen von Abschnitt 8 folgend, die
OBDD-Version des Systems. Fiir die Zukunft planen wir, motiviert durch die bisherigen Er-
fahrungen, die Erginzung von RELVIEW um eine Reihe von sogenannten Satellitensystemen.
Solch ein System soll sich an einem speziellen Anwendungsbereich orientieren und die dort iibli-
che Darstellung der behandelten Objekte fiir die Eingabe in RELVIEW aufbereiten bzw. die
RELVIEW-Ausgabe entsprechend zuriicktransformieren. Beispielsweise wird ein endlicher Auto-
mat A= (Q, A, A, s, F) relational als ein Tupel R = (A,,,...,A,,, Vs, vr) modelliert, wobei die
Relationen Ay, : @ <+ @ die durch die Zeichen a; € A moéglichen Zustandsiibergénge darstellen
(1 <4 < n) und die Vektoren vs : @ <> 1 und vp : Q <> 1 den Anfangszustand s € @Q bzw.
die Menge der Endzustinde F' C @) beschreiben (siehe [35]). Einem RELVIEW-Satellitensystem
fiir Automaten fillt somit als Hauptaufgabe zu, die iibliche Darstellung von A als gerichteten
knoten- und pfeilmarkierten Graphen in das Relationentupel R iiberzufithren und umgekehrt
aus R eine ,schone“ graphische Darstellung von A zu zeichnen.
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